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Polinomok felbonthatdsaga

Definicié
Legyen R egységelemes integritdsi tartomany.

Ha a 0 # f € R[x] polinom nem egység, akkor felbonthatatlannak
(irreducibilisnek) nevezziik, ha Va, b € R[x]-re

f=a-b=— (aegységV b egység).

Ha a 0 # f € R[x] polinom nem egység, és nem felbonthatatlan, akkor
felbonthaténak (reducibilisnek) nevezziik.

Megjegyzés

Utébbi azt jelenti, hogy 7-nek van nemtrividlis szorzat-el64llitdsa (olyan,
amiben egyik tényezé sem egység).
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Polinomok felbonthatdsaga

Allitas
Legyen (F;+,-) test. Ekkor f € F[x]| pontosan akkor egység, ha
deg(f) = 0.

Bizonyitas

—

Ha deg(f) = 0, akkor f nem-nulla konstans polinom: f(x) = fy. Mivel F
test, ezért létezik fofl € F, amire fy - fgfl =1, igy f tényleg egység.

R

Ha f egység, akkor létezik g € F[x], amire f - g =1, és igy

deg(f) + deg(g) = deg(1) = 0 (Miért?), ami csak deg(f) = deg(g) =0
esetén lehetséges.
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Polinomok felbonthatdsaga

Allitas
Legyen (F;+,-) test, és f € F[x]. Ha deg(f) = 1, akkor f-nek van
gyoke.

Bizonyitas
Ha deg(f) = 1, akkor felirhatd f(x) = fix + fy alakban, ahol f; # 0.

Azt szeretnénk, hogy létezzen c € F, amire f(c) = 0, vagyis fic + fy = 0.
Ekkor fic = —fy (Miért?), és mivel létezik f, ' € F, amire f, - f; ' = 1

(Miért?), ezért ¢ = —fo - f; ' (: 7%) gyok lesz.

Megjegyzés

Ha (R;+,) nem test, akkor egy R foldtti elséfokii polinomnak nem
feltétleniil van gydke, pl. 2x — 1 € Z[x].
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Polinomok felbonthatdsaga

Allitas
Legyen (F;+, ) test, és f € F[x]|. Ha deg(f) = 1, akkor f
felbonthatatlan.

Bizonyitds
Legyen f = g - h. Ekkor deg(g) + deg(h) = deg(f) = 1 (Miért?) miatt

deg(g) = 0 A deg(h) = 1 vagy deg(g) = 1 A deg(h) = 0. El8bbi esetben
g, utébbiban h egység a kordbbi allitas értelmében.

v

Megjegyzés

Tehat nem igaz, hogy egy felbonthatatlan polinomnak nem lehet gyoke.
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Polinomok felbonthatdsaga

Allitas
Legyen (F;+,-) test, és f € F[x]. Ha 2 < deg(f) < 3, akkor f pontosan
akkor felbonthatd, ha van gycke.

Bizonyitas

—

Ha c gydke f-nek, akkor az f(x) = (x — ¢)g(x) egy nemtrividlis felbontas
(Miért?).

—

Mivel 2=0+2=1+1, illetve 3 =0+ 3 = 1 + 2, és mds osszegként
nem dllnak el6, ezért amennyiben f-nek van nemtrividlis felbontdsa,
akkor van els6foki osztdja. A korabbi allitds alapjan ennek van gyoke, és
ez nyilvan f gyoke is lesz.
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Polinomok felbonthatdsaga

Tétel
f € C[x] pontosan akkor felbonthatatlan, ha deg(f) = 1.

Bizonyitds

“—

Mivel C a szokdsos miiveletekkel test, ezért korabbi allitds alapjan
teljesdul.

—_—

Indirekt tfh. deg(f) # 1. Ha deg(f) < 1, akkor f = 0 vagy f egység,
tehat nem felbonthatatlan, ellentmondasra jutottunk.

deg(f) > 1 esetén az algebra alaptétele értelmében van gydke f-nek. A
gyoktényezét kiemelve az 7(x) = (x — ¢)g(x) alakot kapjuk, ahol
deg(g) > 1 (Miért?), vagyis egy nemtrividlis szorzat-eléallitast, igy 7
nem felbonthatatlan, ellentmonddsra jutottunk.
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Polinomok felbonthatdsaga

Tétel

f € R[x] pontosan akkor felbonthatatlan, ha
e deg(f) =1, vagy
@ deg(f) =2, és f-nek nincs (valds) gyoke.

Bizonyitas

P

Ha deg(f) = 1, akkor korabbi &llitas (test folotti elséfokd polinom...)
alapjan f felbonthatatlan.

Ha deg(f) = 2, és f-nek nincs gydke, akkor korabbi 4llitds (test folotti
masodfokd polinom...) alapjan f felbonthatatlan.

.,

Ha f felbonthatatlan, akkor nem lehet deg(f) < 1. (Miért?)

Ha f felbonthatatlan, és deg(f) = 2, akkor nem lehet gyoke. (Miért?)

o
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Polinomok felbonthatdsaga

Bizonyitas folyt.

Tfh. deg(f) > 3. Az algebra alaptétele értelmében f-nek mint C folotti
polinomnak van ¢ € C gyoke. Ha c € R is teljesiil, akkor a gyoktényez6
kiemelésével f egy nemtrividlis felbontasat kapjuk (Miért?), ami
ellentmondas.

Legyen most ¢ € C\ R gydke f-nek, és tekintsiik a

g(x) = (x — ¢)(x =€) = x> = 2Re(c)x + |c|? € R[x] polinomot.

f-et g-vel maradékosan osztva létezik g, r € R[x|, hogy f = qg + r.

r =20, mert deg(r) < 2, és r-nek gydke c € C\ R.

Vagyis f = qg, ami egy nemtrivialis felbontds, ez pedig ellentmondas.

Megjegyzés
Ha 7 € R[x]-nek ¢ € C gyoke, akkor ¢ is gyoke, hiszen

deg(f) deg(f)

L deg(f)i deg(f)
fe)= Y _ f(c f.-d=Y fd=| ) fid|="Ff(c)=0=0.
Jj=0

Jj=0 Jj=0 Jj=0
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Polinomok felbonthatdsaga

Definicié
f € Z[x]-et primitiv polinomnak nevezziik, ha az egyiitthatdinak a
legnagyobb kozos osztdja 1.

Lemma (Gauss)

Ha 7, g € Z[x] primitiv polinomok, akkor fg is primitiv polinom.

Bizonyitds

Indirekt tfh. fg nem primitiv polinom. Ekkor van olyan p € Z prim, ami
osztja fg minden egyiitthatdjat. Legyen i, illetve j a legkisebb olyan
index, amire p [f;, illetve p [g; (Miért vannak ilyenek?). Ekkor fg-nek az
(i +j) indexii egyiitthatdja fogjj+ ...+ figj + ... + firjgo, és ebben az
osszegben p nem osztéja figj-nek, de osztdja az osszes tobbi tagnak
(Miért?), de akkor nem osztdja az 6sszegnek, ami ellentmondis.
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Polinomok felbonthatdsaga

Allitas
Minden 0 # f € Z[x] polinom felirhaté f = df* alakban, ahol 0 # d € Z,
és * € Z[x] egy primitiv polinom.

Bizonyitas
Ha 7-bdl az egylitthatok legnagyobb kozos osztéjat kiemeljlik, és azt
d-nek valasztjuk, akkor megkapjuk a megfelel6 el6allitast.

Megjegyzés

Az elbéllitds [ényegében (el6jelektd eltekintve) egyértelmii, igy *
foegyutthatdjat pozitivnak valasztva egyértelmii.




Polinomok Diszkrét matematika 2.C szakirdny 2017. tavasz 12.

Polinomok felbonthatdsaga

Allitas
Minden 0 # f € Q[x] polinom felirhaté f = af* alakban, ahol 0 # a € Q,
és f* € 7Z[x] egy primitiv polinom.

Bizonyitas

irjuk fel f egylitthatdit egész szamok hanyadosaiként. Ha végigszorozzuk
f-et az egyiitthatdi nevezdinek c¢ szorzatdval, majd kiemeljiik a kapott
Z|x]-beli polinom egyiitthatdinak d legnagyobb kozos osztéjat, akkor
megkapjuk a megfelel6 eléallitast a = d/c-vel.

Megjegyzés

Az elédllitas l1ényegében egyértelmii: ha ™ féegyiitthatdjat pozitivnak
valasztjuk, akkor egyértelmi.




Polinomok

Pol
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inomok felbonthatdsiga

Tétel (Gauss tétele Z[x]-re)

Ha egy f € Z[x] eléallithaté két nem konstans g, h € Q[x] polinom
szorzataként, akkor el8allithaté két nem konstans g*, h* € Z[x] polinom
szorzataként is.

Bizonyitas

Tfh. £ = gh, ahol g, h € Q[x] nem konstans polinomok. Legyen f = df*,
ahol d € Z, és f* € Z[x] primitiv polinom, aminek a f8egyiitthatdja
pozitiv. Ha felirjuk g-t ag™, h-t pedig bh** alakban, ahol

g**, h** € Z[x] primitiv polinomok, amiknek a féegylitthatdja pozitiv,
akkor azt kapjuk, hogy df* = f = gh = abg™* - h**. Mivel Gauss
lemmadja szerint g™* - h** is primitiv polinom, tovdbba f el6allitasa
primitiv polinom segitségével |ényegében egyértelmi, ezért * = g™ *h**,
és d = ab, vagyis f = dg*™*h™, és példaul g* = dg*", h* = h™*
vélasztassal kapjuk f kivant felbontasat.

13.
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Polinomok felbonthatdsaga

Kovetkezmény

f € Z[x] primitiv polinom pontosan akkor felbonthaté Z f6lott, amikor
felbonthaté Q folott.

Bizonyitds
=
A Z folotti felbontas egyben Q folotti felbontas is.

<—
A Gauss-tételbd| kovetkezik az allitds. )
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Polinomok felbonthatdsaga

Tétel (Schonemann-Eisenstein)

Legyen f(x) = f,x" 4+ f_1x"" 1+ ...+ ix + fy € Z[x], f, # 0 legaldbb
elséfokd primitiv polinom. Ha taldlhaté olyan p € Z prim, melyre

o pffa,

@ p|fi, ha0 <, <n,

o p? [fo,
akkor f felbonthatatlan 7Z folott.

Bizonyitds
Késobb...

Megjegyzések

- A feltételben f, és fy szerepe felcserélhetd.

- A tétel nem hasznilhaté test folotti polinom irreducibilitasanak
bizonyitasara, mert testben nem léteznek primek, hiszen minden
nem-nulla elem egység.
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Racionalis gyokteszt

Tétel
Legyen f(x) = fox" + fo_1x"" 1+ ...+ fix + fy € Z[x], f, # O primitiv
polinom. Ha f (g) =0, p,qg€Z, (p,q)=1, akkor p|fy és g|f,.

Bizonyitds

n n—1
o=f(2)=f(2) +fa(2) +. .. +A(2)+h /-
0=fp" +foo1gp" ' +...+ Aq" p + foq"
p|fog"”, mivel az dsszes tobbi tagnak osztdja p, és igy (p, g) = 1 miatt p|f.
q|fap", mivel az Gsszes tobbi tagnak osztdja g, és igy (p, g) = 1 miatt g|f,.

Megjegyzés

f primitivsége nem sziikséges feltétel, csak praktikus. (Miért?)
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A racionalis gyokteszt alkalmazasa

Allitas
V2 ¢ Q.

Bizonyitas

Tekintsiik az x> — 2 € Z[x] polinomot.

Ennek a g alaki gyokeire (p, g € Z, (p, q) = 1) teljesiil, hogy p|2 és g

igy a lehetséges raciondlis gyokei +1 és +2.

1
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