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Gylrik

Allitas
Legyen (R; *,0) gytiri 0 € R nullelemmel. Ekkor Vr € R esetén
Oor=ro0=0.

Bizonyitas
Oor=(0%0)or=(00r)*x(0or)=0=0o0r.
A médsik allitas bizonyitdsa ugyanigy.

Allitas
Test nullosztémentes.

Bizonyitas
Legyen (F;*,0) test 0 € F nullelemmel, és 1 € F egységelemmel.

Indirekt tfh. [éteznek a, b € F nem-nulla elemek, amikre ao b = 0.
Ekkor b=1lob=aloaob=2a100=0, ami ellentmondis.
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Boévitett euklideszi algoritmus

Definicié
Azt mondjuk, hogy f, g € R[x] polinomok esetén f osztéja g-nek (g
tobbszorose f-nek), ha létezik h € R[x]|, amire g = f - h.

Definicié

Az f, g € R[x] polinomok kitlintetett kdzos osztdja (legnagyobb kézos
osztdja) az a d € R[x] polinom, amelyre d|f, d|g, és tetszéleges

¢ € R[x] esetén (c|f A c|g) = c|d.

Test folotti polinomgyiiriiben tetszéleges nem-nulla polinommal tudunk
maradékosan osztani, ezért miikodik a bovitett euklideszi-algoritmus.
Ez 7, g € R[x] esetén (R test) meghatdrozza f és g kitiintetett kdzds
osztéjat, a d € R[x] polinomot, tovdbba u, v € R[x]| polinomokat,
amelyekre d = u-f +v-g.
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Boévitett euklideszi algoritmus

Algoritmus

Legyen R test, f,g € R[x]. Ha g =0, akkor (f,g)=f=1-f+0-g,
kiilonben végezziik el a kovetkez6 maradékos osztdsokat:

f=aqg+n;
g = g1+ r2;
n = qsr +rs;

Im—2 = Qnfn—1 =+ In;

rh—1 = Qn+1/n-

Ekkor d = r,, j6 lesz kitlintetett kozos oszténak.

Azu 1 =1, ug=0, v.1 =0, vog = 1 kezdbértékekkel, tovabba az

Uk = Uk — qQk - Ug—1 €S Vi = Vk_o — qk - Vxk_1 rekurzidkkal megkaphaté
u = u, és v = v, polinomok olyanok, amelyekre teljesil d = u-f + v - g
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Boévitett euklideszi algoritmus

Bizonyitds

A maradékok foka természetes szamok szigorian monoton csokkend
sorozata, ezért az eljaras véges sok |épésben véget ér.

Indukciéval beldtjuk, hogy r—1 = f és ryp = g jeloléssel ry = uy -+ v - g
teljesiil minden —1 < k < n esetén:

k=-1ref=1-f+0-g, k=0rag=0-f+1-g.

Mivel rei1 = rc—1 — qrr1 - rk, igy az indukcids feltevést haszndlva:

M1 = Uk—1-f+ k18— Qi1 (k- FHvic-g) =

= (Uk—1 — Qg1 - Uk) -+ (Vke1 — Gk1 - Vk) - & = Ukt1 - T+ Vks1 - 8.
Tehdt r,=u,-f + v, g, ésigy f és g kozos osztdi r,-nek is osztdi.

Kell még, hogy r, osztdja f-nek és g-nek.

Indukcidval belatjuk, hogy r,|r,—x teljesil minden 0 < k < n+ 1 esetén:
k = 0-ra ry|r, nyilvanvald, k = 1-re r,_1 = qpy1r, miatt r,|r,—1.

Fo—(k+1) = Gn—(k—1)/n—k + 'n—(k—1) Miatt az indukcids feltevést haszndlva
kapjuk az dllitast, és igy kK = n, illetve k = n + 1 helyettesitéssel

ralro = g, illetve ry|r—; = f.
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Polinomok algebrai derivaltja

Definicié

Legyen R gylrl. Az

f(x) = fox" + foo1x" L+ ...+ Hx% + fix + fo € R[x] (f, # 0) polinom
algebrai derivéltja az

f'(x) = nfox"" 1+ (n— 1)fh_1x"2 + ...+ 2fox + f; € R[x] polinom.

Megjegyzés
Itt kfy = e + fc + ...+ fy.
—_—
k db

Allitas
Legyen R gyiirii, a,b € R és n € N*. Ekkor (na)b = n(ab) = a(nb).

Bizonyitas
(a+a+...+ab=(ab+ab+...+ab)=a(b+b+...+b)
N—————

n db n db n db
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Polinomok algebrai derivaltja

Allitds
Ha R egységelemes integritasi tartomany, akkor az f — f’ algebrai
derivélds rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

@ konstans polinom derivaltja a nullpolinom;

@ az x polinom derivéltja az egységelem;

Q (f+g) =f"+g, haf,ge R[x] (additivitas);

Q (fg) =f'g+fg' haf,g e R[x] (szorzat differencidlasi szabalya).

V.

Megjegyzés

Megforditva, ha egy R egységelemes integritdsi tartomany esetén egy
f — f', R[x]-et 6nmagaba képez6 leképzés rendelkezik az el6z6 4
tulajdonsdggal, akkor az az algebrai derivalas.
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Polinomok algebrai derivaltja

Allitas
Ha R egységelemes integritdsi tartomdny, c € R és n € N, akkor
((x = €)") = n(x — )1,

Bizonyitas

n szerinti TI:

n=1esetén (x —c)) =1=1-(x—c)’

Tth. n = k-ra teljesiil az allitas, vagyis ((x — c)*) = k(x — ¢)k~1.

Ekkor

((x=)*) = ((x=c)f(x=c)) = (x=)}) (x—c) + (x—c)*(x—c)' =
=k(x —c)fF Y x—c)+ (x—c)f-1=(k+1)(x—c)k.

Ezzel az dllitast beldttuk.

Allitas (NB)

Ha R integritdsi tartomdny, char(R) = p, és 0 # r € R, akkor
n-r=0<= p|n.
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Polinomok algebrai derivaltja

Definicié

Legyen R egységelemes integritasi tartomany, 0 # f € R[x]| és n € N*.
Azt mondjuk, hogy ¢ € R az f egy n-szeres gyoke, ha (x — ¢)"|f, de
(x — c)™*1 Jf. Ekkor ¢ multiplicitdsa n.

Megjegyzés

A definicié azzal ekvivalens, hogy f(x) = (x — ¢)"g(x), ahol ¢ nem gydke
g-nek. (Miért?)

4

Tétel

Legyen R egységelemes integritdsi tartomdny, f € R[x], n€ NT és c € R
az f egy n-szeres gyoke. Ekkor ¢ az f’-nek legaldbb (n — 1)-szeres gyoke,
és ha char(R) Jn, akkor pontosan (n — 1)-szeres gydke.

v
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Polinomok algebrai derivaltja

Bizonyitas

Ha f(x) = (x — ¢)"g(x), ahol ¢ nem gydke g-nek, akkor

F'(x) = ((x = ©)")&g(x) + (x = c)"g’(x) =

= n(x —c)" " g(x) + (x — ¢)"g’(x) = (x — )"~ *(ng(x) + (x — c)g’(x))-
Tehat c tényleg legaldbb (n — 1)-szeres gydke f’-nek, és akkor lesz

(n — 1)-szeres gydke, ha c nem gydke ng(x) + (x — c¢)g’(x)-nek, vagyis
0 +# ng(c)+ (c —c)g’(c) = ng(c)+0-g'(c) = ng(c). Ez pedig teljesil,
ha char(R) /n.

y

Példa
Legyen f(x) = x* — x € Zs[x]. Ekkor 1 3-szoros gyoke f-nek, mert

F(x) = x( = D) B2 x(x® = 3:2 4 3x — 1) = x(x — 1)%.

f/(X):4X371@X373X2+3X*1:(X71)3,

tehat 1 3-szoros gyoke f'-nek is.
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Lagrange-interpolacié

Tétel
Legyen R test, ¢y, c1, - .., Cy € R kiilonbozéek, tovabba
do, dq,...,d, € R tetszblegesek. Ekkor létezik egy olyan legfeljebb n-ed

fokd polinom, amelyre f(¢j) = d;, ha j=0,1,...,n.

Bizonyitds

Legyen

jog = A=,
Hi;éj(cj - )

a j-edik Lagrange-interpoldciés alappolinom, és legyen
f(x) = dili(x).
j=0

li(c;) =0, ha i #j, és Ij(c;) = 1-bél kévetkezik az 4llits.
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Lagrange-interpolacié

Példa
Adjunk meg olyan f € R[x] polinomot, amelyre f(0) = 3, (1) =3,
f(4)=7és f(—1) =0!
A feladat szovege alapjan cp =0, c1 =1, o =4, 3= —1, dy =3, d1 = 3,
do =7 és d3 = 0 értékekkel alkalmazzuk a Lagrange-interpoldciét.
x—1 x+1 1.3 2 1
b(x) = ((0 13%0 4;EO+1)) =X =X gx+1
— (x=0)(x=4)(x+1) _ 3 2
h(x) = Toa—amn = =X 43X+ 3x
_ (x=0)(x=1)(x+1) __ 1 _3
k(x) = G=oa=nE = 6% — 60X
o x—0)(x—1)(x—4) 1 2
/3(X)—( = 0)2(1 ig( 14 X +§X = 5X
f(x) = 3h(x) + 3h(x) + 7h(x )+O/3( )=2x° -3+ 8x+3
2 | _3 68 3
60 2 60
1 | X | 2| -8 |o]|l3
4 X z —2 N
—il |20 [ e e e ) )
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Lagrange-interpolacié

Alkalmazas

A Lagrange-interpoldcié haszndlhaté titokmegosztasra a kovetkezo
maodon:

legyenek 1 < m < n egészek, tovabba s € N a titok, amit n ember kozott
akarunk szétosztani lgy, hogy barmely m részbdl a titok rekonstrualhaté
legyen, de kevesebbdl nem. Valasszunk a titok maximalis lehetséges
értékénél és n-nél is nagyobb p primet, tovdbba ai, as,...,an1 € Z,
véletlen egyiitthatékat, majd hatdrozzuk meg az

f(x) = am_1x""t + am_ox™2 + ...+ aix + s polinomra az f(i)
értékeket, és adjuk ezt meg az /. embernek (i =1,2,...,n).

Barmely m helyettesitési értékbdl a Lagrange-interpolaciéval megkaphaté
a polinom, igy annak konstans tagja is, a titok.

Ha m-nél kevesebb helyettesitési értékiink van, akkor nem tudjuk
meghatdrozni a titkot, mert tetszéleges t esetén az f(0) = t értéket
hozzdvéve a tobbihez létezik olyan legfeljebb m-ed fokid polinom, aminek
a konstans tagja t, és az adott helyeken megfelel6 a helyettesitési értéke.

13.
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Titokmegosztds

Példa

Legyen m =3, n=4,s =05, p=7, tovabba a; = 3 és a, = 4. Ekkor

f(x) = 4x® +3x + 5 € Z7[x], a titokrészletek pedig f(1) =5, f(2) = 6,
f(3) =1 és f(4) = 4. Ha rendelkeziink példaul az (1) =5, f(3) =1 és
f(4) = 4 informdcidkkal, akkor co =1, ¢t =3, o =4, dy =5, dy =1, és

dr = 4 értékekkel alkalmazzuk a Lagrange-interpoldciét.

b(x) = B0 _ 1,2 75 4 12) = 2 (—6x% — 2) = 6x% + 2

(1-3)(1—4)
h(x) = % = —%(X2 —b5x+4) = —4(x®>+2x+4) =3x> +6x+5
h(x) = % :l(X274X+3):5(X2+3x+3):5x2+x+1
f ):5/ (x)+h(x )+4/2( ) = 30x%+10+3x2+6x+5+20x2 +4x+4 =

<
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Polinomok felbonthatdsaga

Definicié
Legyen R egységelemes integritdsi tartomany.

Ha a 0 # f € R[x] polinom nem egység, akkor felbonthatatlannak
(irreducibilisnek) nevezziik, ha Va, b € R[x]-re

f=a-b=— (aegységV b egység).

Ha a 0 # f € R[x] polinom nem egység, és nem felbonthatatlan, akkor
felbonthaténak (reducibilisnek) nevezziik.

Megjegyzés

Utébbi azt jelenti, hogy 7-nek van nemtrividlis szorzat-el64llitdsa (olyan,
amiben egyik tényezé sem egység).




