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Euler-vonal

Definicié
Egy grafban az olyan vonalat, amelyben a graf minden éle szerepel,
Euler-vonalnak nevezziik.

Megjegyzés
Mivel vonalban nincs élismétlédés, ezért egy Euler-vonal a graf minden
élét pontosan egyszer tartalmazza.
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Euler-vonal

Allitas
Egy oOsszefiiggd véges grafban pontosan akkor van zdrt Euler-vonal, ha
minden csucs foka paros.

Bizonyitas

= Legyen a zdrt Euler-vonal a kovetkezo:

Vo, €1, V1,€2,...,Vh_1,€n, V0.

A vonal kezd6- és végpontjat leszamitva egy cstics minden el6forduldsa
esetén a mellette 1évo két kiilonbozd él 2-vel jarul hozza a fokszdmahoz.
A kezdd- és végpont ugyanaz, ezért ennek is pdros lesz a foka.
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Euler-vonal

Bizonyitds

<: a bizonyitas konstruktiv. Induljunk ki egy élt nem tartalmazé zart
vonalbdl (v). Ha az eddig kapott zart vonalban nem minden él szerepel,
akkor az osszefiiggdség miatt van olyan csdcs (v'), amelyre illeszkedd
élek kozul nem szerepel mindegyik. Induljunk el ebbdl a csticsbdl egy fel
nem hasznalt élen, és haladjunk tovabb mindig fel nem hasznalt éleken.
Mivel minden csiicsra paros sok fel nem hasznilt él illeszkedik, a
tovdbbhaladas csak akkor nem lehetséges, ha visszaértiink v/-be. Ha
most az eredeti vonalon elmegyiink v-bél v'-be, az dj vonalon
korbemegyiink, majd az eredeti vonalon haladunk tovabb, akkor az
eredeti vonalnal hosszabb zart vonalat kapunk, igy ezt az eljarast
ismételve véges sok Iépésben megkapunk egy Euler-vonalat.
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Hamilton-it/kor

Definicié

Egy gréfban az olyan utat, amelyben a graf minden csticsa szerepel,
Hamilton-ttnak nevezziik.

Egy grafban az olyan kort, amelyben a graf minden csticsa szerepel,
Hamilton-kornek nevezziik.

Megjegyzés
Mivel dGtban nincs csicsismétlodés, ezért egy Hamilton-Gt a graf minden
cslicsat pontosan egyszer tartalmazza.

Tétel (Dirac)

Haa G = (¢, E, V) grafra |V| > 2, és minden csiicsdnak a foka legalabb
|V/|/2, akkor van Hamilton-kore.

Bizonyitas
NB.
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Cimkézett grafok

Definicié

Legyen G = (¢, E, V) egy graf, C. és C, halmazok az élcimkék, illetve
csticscimkék halmaza, tovabba c.: E — C. és ¢,: V — C, leképezések
az élcimkézés, illetve csiicscimkézés. Ekkor a (¢, E, V, ce, Ce, ¢y, C,)
hetest cimkézett grafnak nevezziik.

Definicié
Elcimkézett, illetve csticscimkézett grafrdl beszéliink, ha csak élcimkék és
élcimkézés, illetve csak csticscimkék és csticscimkézés adott.

Megjegyzés

Cimkézett graf helyett a szinezett graf elnevezés is hasznalatos.
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Cimkézett grafok

Definicié

Ce. =R, illetve C, = R esetén élstilyozasrdl és élsilyozott grafrdl, illetve
cslicsslilyozasrdl és cslicssulyozott grafrdl beszéliink, és a jelolésbél Ce-t,
illetve C,-t elhagyjuk.

Definicié
Egy G = (p, E, V, w) élsilyozott grafban az £’ C E élhalmaz silya

2ecer Wie).

Algoritmus(Kruskal)

Egy élsiilyozott graf esetén az Osszes cslicsot tartalmazd tires részgrafbdl
kiindulva minden [épésben vegylik hozza a minimdlis sulyd olyan élt,
amivel nem keletkezik kor.
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Példa

®
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Cimkézett grafok

Tétel

A Kruskal-algoritmus egy minimdlis silyt feszitéerdSt hatdroz meg.
Osszefiiggd graf esetén minimalis silyd feszitéfat kapunk.

Bizonyitas
Késobb...

Definicié
Egy algoritmust moh¢ algoritmusnak neveziink, ha minden |[épésben az

adodé lehetdségek koziil az adott 1épésben legkedvezObbek egyikét
vélasztja.

Megjegyzés

A Kruskal-algoritmus egy mohé algoritmus.
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Cimkézett grafok

Megjegyzés

A mohé algoritmus nem mindig optimalis.

Példa
Keressiink minimalis 6sszstilyd Hamilton-kort a kovetkez6 grafban.
2
v, v,
99 1
0 99

V3
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Iranyitott grafok

Definicié

A G = (v, E, V) hdrmast irdnyitott grafnak nevezziik, ha E, V
halmazok, V # 0, VANE =0 ésvp: E— V x V.

E-t az élek halmazanak, V-t a csdcsok (pontok) halmazdnak és -t az
illeszkedési leképezésnek nevezziik. A 1) leképezés E minden egyes
eleméhez egy V-beli rendezett part rendel.

Elnevezés

(e) = (v, V') esetén azt mondjuk, hogy v kezdépontja, v/ pedig
végpontja e-nek.

Definicié

Barmely G = (v, E, V) iranyitott grafbdl kaphaté egy G’ = (¢, E, V)
irdnyitatlan graf gy, hogy ¥(e) = (v, V') esetén ¢(e)-t {v, v'}-nek
definidljuk.

Ekkor azt mondjuk, hogy G a G’ egy irdnyitasa.
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Iranyitott grafok

Megjegyzés
Az irdnyitatlan grafokra definidlt fogalmakat haszndlni fogjuk irdnyitott
grafok esetén is, mégpedig a megfeleld irdnyitatlan grafra értve.

Definicid

Ha e # €’ esetén 1)(e) = 1)(€e), akkor e és e’ szigordan parhuzamos élek.

v

Definicié

Azon élek szdmat, amiknek a v cstics kezdOpontja, v kifokdnak nevezziik,
és deg™(v)-vel vagy d*(v)-vel jeldljiik.

Azon élek szamat, amiknek a v cstics végpontja, v befokanak nevezziik,
és deg~ (v)-vel vagy d=(v)-vel jeldljiik.

Ha egy cstics kifoka 0, akkor nyelének, ha a befoka 0, akkor forrasnak
nevezzik.
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Iranyitott grafok
Allitas
A G = (v, E, V) irdnyitott grafra

> dt(v)=>"d(v)=E|.

vev vev

Definicié

AG=(y,E,V)é G = (¢, E' V) irdnyitott grifok izomorfak, ha
léteznek f: E — E’ és g: V — V/’ bijektiv leképezések, hogy minden
e € E-re és v € V-re v pontosan akkor kezdépontja e-nek, ha g(v)

kezdépontja f(e)-nek, és v pontosan akkor végpontja e-nek, ha g(v)
végpontja f(e)-nek.
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Iranyitott grafok

Definicié

A G' = (¢, E', V') irdnyitott grafot a G = (¢, E, V) irdnyitott graf
irdnyitott részgrafjdnak nevezziik, ha E' C E, V/ C V és ¢/ C 1. Ekkor
G-t a G’ irdnyitott szupergrafjanak hivjuk.

Ha a G’ irdnyitott részgraf mindazokat az éleket tartalmazza, melyek
kezdépontjai és végpontjai \//-ben vannak, akkor G'-t a V// dltal
meghatdrozott feszitett irdnyitott (vagy telitett irdnyitott) részgrafnak
nevezziik.

Definicié

Ha G’ = (¢/, E', V') irdnyitott részgrifja a G = (v, E, V) irdnyitott
grafnak, akkor a G’-nek a G-re vonatkozé komplementerén a
(Ylever, E\ E', V) gréfot értjiik.
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Iranyitott grafok

Definicié

Ha G = (¢, E, V) egy irdnyitott graf, és E’ C E, akkor a G-bdl az E’
élhalmaz torlésével kapott irdnyitott grafon a G’ = (¥|g\g, E \ E', V)
iranyitott részgrafot értjuk.

Definicié

Ha G = (¢, E, V) egy iranyitott graf, és /' C V/, akkor legyen E’ az
osszes olyan élek halmaza, amelyeknek kezd6pontja vagy végpontja
valamely V/’-beli csics. A G-b8l a V'’ csiicshalmaz torlésével kapott
irdnyitott grafon a G’ = (Y|g\g/, E\ E', V \ V') irdnyitott részgrafot
értjuk.
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Iranyitott grafok

Definicié

—
A C, iranyitott ciklus a C, ciklus olyan iranyitasa, melyben az élek
|rany|tasa azonos (minden cstcs befoka és kifoka is 1).
A Pn irdnyitott osvény Cn+l bél valamely él torlésével adédik.
Az Sn irdnyitott csillag az S, csillag olyan irdnyitdsa, melyben a kdzépsé
cstics nyeld, az Osszes tobbi pedig forras.
Adott csticshalmaznal az irdnyitott teljes grafban tetszéleges v és v/
kiilonboz6 csiicsokhoz taldlhatd pontosan egy olyan él, aminek v a
kezdbpontja és v/ a végpontja. ?,7 nem K, irdnyitdsa, sot nem is
egyszerii graf, ha n > 1.

Példak
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Iranyitott grafok

Definicié
Legyen G = (4, E, V) egy irdnyitott graf. A
Vo, €1, V1, €2, V2,...,Vh_1,€En, Vp

sorozatot iranyitott sétanak nevezziik vp-bdl v,-be, ha

ev,iceV 0<)<n,

ee,cE 1< k<n,

° U(em) - (melv Vm) 1<m<n.
Ha vy = v, akkor zart irdnyitott sétardl beszéliink, kilonben nyilt
irdnyitott sétardl.

Definicié

Ha az iranyitott sétdban szerepl6 élek mind kilonbozdek, akkor irdnyitott
vonalnak nevezziik.

Az el6z6eknek megfeleléen beszélhetiink zart vagy nyilt irdnyitott
vonalrdl.
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Iranyitott grafok

Definicié
Ha az irdnyitott sétdban szerepl6 csticsok mind kiilonbozoek, akkor
iranyitott utnak nevezziik.

2017. tavasz

Definicié
Egy legalabb egy hosszl zart irdnyitott vonalat iranyitott kornek

neveziink, ha a kezdo- és végpont megyegyeznek, de egyébként az
iranyitott vonal pontjai kilonboznek.

Definicié
Egy iranyitott grafot erésen osszefliggonek neveziink, ha barmely
csticsabdl barmely cslicsdba vezet irdnyitott Gt.

18.
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Iranyitott grafok

A G = (v, E, V) irdnyitott graf esetén V elemeire vezessiik be a ~
reldciét: v ~ v/ pontosan akkor, ha G-ben vezet irdnyitott it v-bél
v/-be, és v/-bél is vezet irdnyitott Gt v-be.

A ~ ekvivalenciareldcié (Miért?), igy meghatdroz egy osztdlyozast V-n.
A cslicsok egy adott ilyen osztdlya altal meghatdrozott feszitett irdnyitott
részgraf az iranyitott graf egy erés komponense.

Megjegyzés
Az iranyitatlan grafokkal ellentétben nem feltétleniil tartozik az irdnyitott
graf minden éle valamely erés komponenshez.

Megjegyzés
Nyilvdn egy iranyitott graf akkor és csak akkor erésen osszefiiggd, ha

minden cslics ugyanabba az osztdlyba tartozik, azaz ha csak egyetlen eros
komponense van.
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Iranyitott grafok

Definicié

Az irdnyitott fa olyan iranyitott graf, amely fa, és van egy cslicsa,
amelynek befoka 0, tovdbba az 6sszes tobbi cstics befoka 1.

Azt a csicsot, amelynek befoka 0 gyokérnek nevezziik. Az olyan csics,
aminek a kifoka 0 a levél.

Allitas
A gyokérbdl barmely adott cslicsba vezetd egyetlen Gt egyben irdnyitott
Ut is.

Bizonyitas

Az Gt hossza szerinti Tl: ha az t hossza n = 1, akkor azért lesz irdnyitott
Ut, mert a gyokér befoka 0. Tfh. n = k-ra teljesul az allitas. Vegyiink
egy olyan v csticsot, amibe vezetd Gt hossza k + 1. Az (tbdl elhagyva v-t
és a ra illeszked6 e élt egy k hosszu utat kapunk, amirél az indukcids
feltevés értelmében tudjuk, hogy ir. ut. v nem lehet e kezd6pontja, mert
akkor az e-re illeszked6 masik cstics befoka legaldbb 2 lenne.
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Iranyitott grafok

Definicié

A gyokérbol egy adott csticsba vezet6 (it hosszat a cslcs szintjének
hivjuk.

A csticsok szintjeinek maximumat az irdnyitott fa magassaganak
nevezziik.

Definicié

(e) = (v, V') esetén azt mondjuk, hogy v/ a v gyereke, illetve v a v/
sziil6je.

Ha két csticsnak ugyanaz a sziil6je, akkor testvéreknek hivjuk oket.

Definicié

Barmely v cstcsra tekinthetjik azon csticsok halmazat, amelyekhez vezet
iranyitott it v-bél. Ezen csicsok altal meghatdrozott feszitett irdnyitott
részgrafot (amely irdnyitott fa, és v a gydkere) v-ben gydkerezd
iranyitott részfanak nevezziik.
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Iranyitott grafok

Algoritmus (Dijkstra)

A G = (v, E, V,w) élsilyozott irdnyitott grafrél tegyiik fel, hogy az

élstlyok pozitivak, s € V és T C V.

(1) Legyen S =10, H = {s} és f(s) = 0; minden mas v csticsra legyen
f(v) = oco.

(2) Ha T C S vagy H = ), akkor az algoritmus véget ér.

(3) Legyen t € H egy olyan cstcs, amelyre 7(t) minimdlis. Tegyiik &t t-t
S-be, és minden e élre, aminek kezd6pontja t, végpontja pedig
v e V '\ S vizsgiljuk meg, hogy teljesiil-e f(t) + w(e) < f(v). Ha
igen, akkor legyen f(v) := f(t) + w(e), és ha v ¢ H, tegyiik at v-t
H-ba. Menjiink (2)-re.

Tétel

A Dijkstra-algoritmus a csticshalmazon értelmez egy f: V — R
fuggvényt, amely t € T esetén az adott s csticsbdl a t csticsba vezetd
irdnyitott sétdk sdlyainak a minimuma (oo, ha nincs ilyen séta).
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Iranyitott grafok

S={s},H={w, V3}J
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Iranyitott grafok

Példa

S ={s,v3} S={s,v3,v4} S={s,v3,vg, 1}
H:{Vl,V2,V4} H:{Vl,V2} H:{V2}
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