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Szamok és rendezés

7Z-n a természetes médon definidlhatjuk a rendezést:
@ Adott n € N, n # 0 esetén legyen 0 < n.
@ Legyen tovabbd n < m, ha 0 < m—n.
Ekkor a rendezés kompatibilis a miiveletekkel:
Allitas
Ha k, m, n € Z, akkor

@ k<m= k+n<m+n,
e mn>0= m-n>0.

Definicié
Egy R gylirli rendezett gy(ir(, ha van az R-en definidlva egy rendezés,
mely kielégiti a fenti tulajdonsdgokat.
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Rendezett testek

A Z-n definidlt rendezés kiterjesztheté Q-ra: = < — (0 < g,s), ha

QT
0|~

ps < rq.

A kiterjesztés azonban nem lesz ,,teljes”: Q nem lesz fels6 hatar
tulajdonsagu.

Emlékezteto

Egy X halmaz fels6 hatar tulajdonsagu, ha minden () £ Y C X feliilrdl
korlatos részhalmaznak van supremuma.

Allitas
V2 ¢ Q.

Specidlisan Q nem felsd hatér tulajdonsagt: {r € Q : r < /2} feliilrél
korlatos, de nincs supremuma (sup = /2 ¢ Q).

Bizonyitas

Indirekt tth 3n, m € N*: (m/n)? = 2. Vélasszuk gy az m, n part, hogy
(m,n) =1. Most m*> = 2n?> = 2| m. Legyen m = 2k =
m? =4k*=2n> = 2| n= (m,n) > 2. O
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Valds szamok

Valés szamok halmazanak definicidja

Legyen R az N-et tartalmazé legsziikebb fels6 hatdr tulajdonsaggal
rendelkez6 rendezett test.

2017. &sz

Megjegyzés
@ A valds szamok halmaza lényegében egyértelmd.
@ R megkonstrualhaté: legyen R a (Q kezddszeleteinek halmaza:
Egy A C Q kezdbszelet, ha A£Q,ésre A s<r = s A
példaul /2 « {re Q:r < /2}.

N, Z, Q definialhatd R segitségével is:

o N: a 0,1 € R elemeket tartalmazé legsziikebb félcsoport;
e Z=NU(-N);
e Q={r/seR:r,seZ,s+#0}.
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Osszefoglalé

Miuveletek halmazokon

Struktura

Peano axiémak

félcsoport: van asszociativ miivelet
csoport: van inverz

gylri: két mivelet,

*-ra kommutativ csoport,

o-ra félcsoport, disztributivitds
ferdetest: két miivelet,

*-ra kommutativ csoport,

o-ra a 0 kivételével csoport,

disztributivitas
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Osszefoglalé

Miiveletek és rendezés
Struktura
rendezett gy(iri

rendezett test

felsGhatar tulajdonsagu test
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Példa

QR
R
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Kombinatorika

Kombinatorika fo célja:
@ véges halmazok elemeinek elrendezése;

@ elrendezések kiilonbozo lehetdségeinek megszamlaldsa.

Példak:
@ Nyolc ember koziil van legaldbb kettd, aki a hét ugyanazon napjin

szlletett.

@ Minimalisan hany ember esetén lesz legalabb két embernek
ugyanazon a napon a sziiletésnapja?

@ Mennyi a lehetséges rendszdmok / telefonszamok / IP cimek szdma?

o Legalabb hdny szelvényt kell kitolteni, hogy biztosan nyerjiink a
lottén / totén?

7.
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Elemi leszamlalasok

Adott két véges, diszjunkt halmaz:
A:{al,ag,...,an}, B:{bl,bz....ﬁbm}.

Lehetséges valasztasok: ai, as,...,an, by, ba, ..., bpm.

Szadmuk: n 4+ m.

Példa

Egy cukrdszddban 3-féle édes siitemény (isler, zserbd, kékuszkocka) és
2-féle s6s siitemény (pogdcsa, perec) van. Hanyféleképpen tudunk egy
édes vagy egy sos siitemény enni? Megoldds: 3+ 2 = 5.
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Elemi leszamlalasok

Adott két véges, diszjunkt halmaz:
A:{al,az,...,an}, B:{bl,bz,...ﬂbm}.

Hanyféleképpen tudunk valasztani elemet A-bdl és 3-b6I?
Lehetséges vélasztdsok:
\ by by o b

dai (al,bl) (al,bz) . (al,nl;m)
an (ag,bl) (32.,b2) (32,b

an | (an, b1) (an,b2) ... (an, bm)
Szamuk: n-m.
Példa
Egy cukrdszddban 3-féle édes siitemény (isler, zserbd, kékuszkocka) és

2-féle sés siitemény (pogdcsa, perec) van. Hdényféleképpen tudunk egy
édes és egy sés slitemény enni? Megoldas: 3 -2 = 6.
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Permutacio

Tétel

Legyen A egy n elemii halmaz. Ekkor az A elemeinek lehetséges
sorrendje: P, =n! = n(n—1)(n—2)-...-2-1 (n faktoridlis). ltt 0! = 1.
Példa

Reggelire a

2 kiilonbozd szendvicset 2! = 2 - 1 = 2 -féle sorrendben lehet megenni.

3 kiilonbozd szendvicset 3! = 3 - 2 - 1 = 6-féle sorrendben lehet megenni.
4 kiilonboz6 szendvicset 4! =4 -3 -2 -1 = 24-féle sorrendben lehet
megenni.

A 200 fés évfolyam 200! = 200-199-198-...-2-1 ~ 7,89 - 103"*-féle
sorrendben irhatja ald a jelenléti ivet.

Bizonyitds
Az n elembél az elsd helyre n-féleképpen valaszthatunk, a masodik helyre

n — 1-féleképpen vdlaszthatunk, ...
Igy az Osszes lehetéségek szama n(n—1)-...-2-1. O




Kombinatorika

Ismétléses permuticid

Példa
Egy vizsgdn 5 hallgatd vett részt, 2 darab 4-es, 3 darab 5-0s sziiletett.

Hény sorrendben irhatjuk le az eredményeket?

Megoldas
Ha figyelembe vessziik a hallgatdkat is: (2 + 3)! = 5! lehetséges sorrend

van.
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Ha a hallgatékat nem tiintetjuk fel, egy lehetséges sorrendet tobbszor is

figyelembe vettiink:

S~ 01>

4

B~ 00>
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4
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Az 5-6soket 3! = 6-féleképpen cserélhetjiik, ennyiszer vettiink figyelembe

minden sorrendet.

Hasonléan a 4-eseket 2! = 2-féleképpen cserélhetjiik, ennyiszer vettiink

figyelembe minden sorrendet.

Osszes lehetOség:

5!
20 .3l

-6

= 10.

11.



Kombinatorika Diszkrét matematika 1. kdzépszint 2017. 8sz 12.

Ismétléses permuticid

Tétel

ki darab elsé tipusi, k, masodik tipusd, ..., k, m-edik tipusi elem
lehetséges sorrendjét az elemek ismétléses permutdcidinak nevezzuk, és
szamuk n = ki + ko + ... + k,, esetén

ko, km n!
n kil kol - .- k!

Bizonyitas

Ha minden elem kozott kilonbséget tesziink: (ki + ko + ... + kpy)!
lehetséges sorrend |étezik.

Ha az i-edik tipust elemek kozott nem tesziink kiilonbséget, akkor az
elébb megkapott lehetséges sorrendek kozott k;!-szor fordulnak el6 a
kiilonboz6 sorrendek.

Ha az azonos tipust elemek kozott nem tesziink kilonbséget, akkor az
elébb megkapott lehetséges sorrendek kozott ki! - kol - ... - k,!-szor
fordulnak el6 a kiilonb6z6 sorrendek. fgy ekkor a lehetséges sorrendek
szama: (ki + ko + ...+ k;)V/ (k1! - kol - oo k). Cd
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O
Variacié

Példa

Az egyetemen 10 tdrgyunk van, ezek kozul 3-at szeretnénk hétfére tenni.
Hényféleképpen tehetjiik meg ezt?

Megoldas

Hétfén az elsé 6rank 10-féle lehet. A masodik 9-féle, a harmadik 8-féle

lehet.
Igy osszesen 10 - 9 - 8-féleképpen tehetjiik meg.

Tétel

Adott egy n elemi A halmaz. Ekkor k elemet
VE=n-(n—1)-...-(n—k+1) = n!/(n— k)\-féleképpen vélaszthatunk
ki.

o

Bizonyitas
Az A halmazbdl elészor n-féleképpen vélaszthatunk, masodik esetben
(n—1), ..., k-adik esetben n — k + 1-féleképpen valaszthatunk. O

v
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Ismétléses variacid

Példa

A 0, 1, 2 szamjegyekbol hany legfeljebb kétjegyli szam képezhets?
Megoldas

Az elsé helyiértékre 3-féleképpen irhatunk szamjegyet:

=0
ol
=2

A masodik helyiértékre szintén 3-féleképpen irhatunk szamjegyet:

00 10 20
01 11 21
02 12 22

Osszesen:

w [
W [
Il
©
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Ismétléses variacid

Tétel

Egy n elem(i A halmaz elemeibél 'V < = n* darab k hosszi sorozat
készithetd.

Bizonyitds
A sorozat els6 elemét n-féleképpen vélaszthatjuk, a mdsodik elemét
n-féleképpen valaszthatjuk, ... O

Példa

Egy totdszelvényt (13 + 1 helyre 1, 2 vagy X keriilhet)
3% = 4782 969-féleképpen lehet kitdlteni.

Mennyi egy n elemii halmaz osszes részhalmazainak szama?

Legyen A = {a;1,a,,...,a,}. Ekkor minden részhalmaz megfelel egy n
hosszti 0 — 1 sorozatnak: ha a sorozat i-edik eleme 1, akkor a; benne van
a részhalmazban.

7« (0,0,...,0), {a1,a3} < (1,0,1,0,...,0), ..., A<= (1,1,...,1)

Hany n hosszi 0 — 1 sorozat van: 2".

4
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Kombinacid

Tétel

Egy n elemii A halmaznak a k elem{i részhalmazainak szdma

Bizonyitas

El6szor valasszunk A elemei koziil k darabot a sorrendet figyelembevéve.
Ezt n(n—1)-... (n—k+1) = y;-féleképpen tehetjiik meg.

Ha a sorrendtdl eltekintink, akkor az el6z6 leszamlalasnal minden k

elem( részhalmaz pontosan k!-szor szerepel. Ezzel leosztva kapjuk a k
elemi részhalmazok szamat. O

Példa

Egy lottdszelvény (90 szambdl 5) lehetséges kitdltéseinek szdma:
! .89.88.87-
(90) 90!  90-89-88-87-86 43949268,

V.

5) 50.851  5.4.3.2-1
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Ismétléses kombinacid

Tétel

Egy n elemii A halmaz elemeibdl ha k-szor valasztunk dgy, hogy egy
elemet tobbszor is valaszthatunk, akkor a lehetséges valasztasok szama

Pk n+k—1
cn< ) )

Legyen A = {a;, a,. .., an}. Ekkor minden egyes lehetségnek

megfeleltetiink egy 0 — 1 sorozatot:

Bizonyitas

7 7 7 7 ? 7 ? ? 7 ? *
ai-ek szama ap-k szama a,-ek szama
Ekkor a sorozatban k darab 1-es van (vélasztott elemek szdma), n — 1
darab 0 van (szeparatorok szdma). Osszesen n — 1 + k pozici6, ezekbdl
k-t vélasztunk. llyen sorozat (””;_1) darab van. O

v
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Ismétléses kombinacid

Példa

5-féle siitemény van a cukraszdaban, 8 darabot szeretnénk vasarolni.
Hényféleképpen tehetjiik ezt meg?
Itt n =05, k=8:

5+8—-1 12 12!
(s )= (5) -

Hényféleképpen dobhatunk 5 dobdkockdval?

Az {1,2,3,4,5,6} halmazbdl 5-sz6r valasztunk (sorrend nem szdmit, egy
elemet tdbbszor is vélaszthatunk). Ismétléses kombindcié n =6, k =5
vélasztassal:

_ |
6+5-1 _ 10 _ 10! _ o5,
5 5 5.5l
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Osszefoglalé

Ismétlés nélkiili permutacié n!, n elem lehetséges sorrendje (sorrend
szamit, egy elem (pontosan) egyszer).

ki +ko+ ...+ kp)!
(;1<| ;l kl),n:k1+k2+...+km
10 Kol oo Km!

elem lehetséges sorrendje, ahol az / tipusu elemet k;-szer véalasztjuk
(sorrend szamit, egy elem tSbbszor).

Ismétléses permutacié

Ismétlés nélkiili variacié n!/(n — k)!, n elembdl k-t valasztunk (sorrend
szamit, egy elem legfeljebb egyszer).

Ismétléses variacio n*, n elembdl k-szor vélasztunk (sorrend szamit, egy
elem tSbbszor is).

- e . .. [N ” .
Ismétlés nélkuli kombinacio (k) n elembdl k-t vélasztunk (sorrend

nem szamit, egy elem legfeljebb egyszer).

n+k—1
k

(sorrend nem szamit, egy elem tSbbszor is).

Ismétléses kombinacio < ) n elembdl k-szor valasztunk
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Binomialis tétel

Tétel
Adott x,y € R és n € N esetén

Bizonyitas
(x+y)"=Kx+y) (xty) .. (x+y)
Ha elvégezziik a beszorzast, akkor x*y"~* alaki tagokat kapunk, és ezen

tagot annyiszor kapjuk meg, ahdnyszor az n tényez6bdl k darab x-et
valasztunk. O

v

Definicid

Az (:) alakd szdmokat (n, k € N) binomidlis egyiitthaténak nevezziik.

<

20.



Kombinatorika Diszkrét matematika 1. kdzépszint 2017. 8sz

Binomidlis egyltthaté

S0-(%)
2 (D =(2)+ (")

Bizonyitas
(Z) azon n hosszii 0 — 1 sorozatok szama, melyben k darab 1-es van.

1. Az n hosszt 0 — 1 sorozatok koziil azok szama, melyek k darab 1-est
tartalmaznak megegyezik azok szdmaval, melyek n — k darab 1-est
tartalmaznak.

2. Azon n hosszu, k darab 1-est tartalmazé 0 — 1 sorozatok szama,

1 . . (n—1
melynek elsé tagja L (72 , ,
Azon n hosszu, k darab 1-est tartalmazé 0 — 1 sorozatok szama,

melynek els6 tagja 0: (”;1).

21.
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Binomidlis egyltthaté

o= (1) (1) -

k=0

L () | (x +y)"

0 1 1

1 11 X+y

2 121 x2 + 2xy + y?

3 1331 x3 +3x%y + 3xy? + 3

4 14641 x* 43y +6x%y2 + 4xy3 + y*

5115101051 | x5+ 5x*y + 10x3y? 4+ 10x%y3 + 5xy* + y°

2017. sz
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