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A CANTOR HALMAZ KONSTRUKCIOJA

Legyen Cy = [0, 1]
Hagyjuk el az (%, %) intervallumot!

Ci=[0,31U[3,1]

n
...

m minden lépésben hagyjuk el a megmaradt intervallumok k6zéps6 harmadat!
]

C = N2, Cy a Cantor-halmaz

Megjegyzés: az elhagyott intervallumot az angol irodalom néha trema néven illeti.
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EGYSZERU TULAJDONSAGOK

Hany diszjunkt intervallum unidja a Cy halmaz:

Egy ilyen intervallum hossza:

A k-adik konstrukci6 részintervallumainak szama:

A Cantor-halmaz hossza:

Haa,b € [0,1] és valamely k -ra [a, b] a Cy-t alkotd
részintervallum, akkor minden n >= k esetén a,b € C,

Nem minden elem intervallum-végpont:
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TRIADIKUS ABRAZOLAS ALTALABAN
Barmely x € N dbrdzolhat6 3-as szamrendszerben

M
i=0

forméban.
A [0, 1] kozott szamok felirhatok

(o]
X = E a;-37"
i=1

alakban.
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A Cantor halmaz triadikus dbrdzolésa

Az x € [0, 1] szdm pontosan akkor van benne C -ben ha van olyan
triadikus felirdsa, melyben nem szerepel 1 -es

Kovetkezmény
A Cantor halmaz nem megszdmldlhaté.
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TRANSZLACIOK 1

HaLcR,seL,akkorazL +s=x+s:x € Lhalmaztal L
halmaz s-el val¢ eltoltjanak nevezziik.

Definialjuk a kovetkez6 sorozatokat : Ly = 0, legyen tovdbba

S0 = 3,65 L = L1 U (Li—q + S5—1), 5% = 55
LoCLiCLyC.... Legyen L = U2 L
Tulajdonsdgok:

m L elemszéma: 2

m L pontjai a Cy-beli intervallumok bal-végpontjai: Cy-bol
kihagyott intervallumok job-végpontjai (plusz a 0)

m [; elemeinek triadikus felbontdsdban nincs 1-es
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ITERALT FUGVENYRENDSZEREK I

Definicio

Legyenek r > 0 valamint a valds szdmok. Az
f:R—=>R,x—r-x+ (1—r)-autasitdssal definidlt fiigguényt r
ardnyi, a kozépponti dilatdcidnak vagy nyiijtdsnak nevezziik

Tekintsiik a kovetkezd két dilatdciot : fi(x) = £, fo(x) = 242,
Nézziik a két fiiggvény [0, 1]-re valé megszoritasat! A
fiiggvényt iterdlva a Cantor halmazt kapjuk.
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ANALITIKUS TULAJDONSAGOK

A Cantor-halmaz nem tartalmaz intervallumot.
Nincs izolalt pontja. !

A Cantor halmaz zart. 2

A Cantor halmaz kompakt. 3

A Cantor halmaz perfekt.

A Teljesen szétesd.

!'Vagyis minden pontja tetsz6leges kornyezetében van téle kiilonbozé
pontja a halmaznak.

’Ha a € R minden kornyezete belemetsz C-be, akkor a € C.

*vagyis korlatos és zdrt.
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DEFINICIO

Legyen x € [0, 1] és irjuk fel harmados tortként:
x=>2,a;,37". Jelolje Ny azt a legkisebb i-t, amire a; , = 1
ebben a felirdsban, illetve N, = 0o, ha nincs ilyen index.

Definici6é
Cantor fiigguénynek nevezziik azt a G : [0, 1] — R fiigguényt, melyre

Ny—1

i x

i=1

7z

Szokds még Cantor—Lebesgue fiigguénynek, vagy az ordog lépcsdjének
nevezni.

4

A definici6t kiterjeszthetjiik minden valésra, tgy hogy x < 0
estén 0, x > 1 esetén 1 a fliggvény értéke.
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TULAJDONSAGOK

A definici6 nem fligg a harmados felbontas
nem-egyértelmtiségtol.

A Cantor-halmazon az elsd tag kiesik.

G folytonos, névekvé.

A [0,1] \ C halmaz mindegyik intervalluman konstans.

G derivéltja majdnem mindentitt zérus.

A Cantor-halmazt a [0, 1]-re képezi.

Ha F : [0,1] — R novekvé fliggvény, F(3) = @ tovabba
F(1 —x) =1— F(x), akkor F a Cantor fiiggvény.
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