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Absztrakt

A komputeralgebra rendszerek, mint szimbolikus és numerikus szamitasok
elvégzésére egyarant alkalmas szamitégépes rendszerek kiemelkedd jelent&ségiiek
napjaink tudomanyos életében. Hatékony segitséget nytujtanak a legkiilonfélébb
tudomanyteriiletek mivelSi szdméra, mérnokok és ipari fejlesztések nélkiilozhe-
tetlen eszkozei. A tanulmany ezen rendszerek kialakulasaval, fajtaival, elméleti
hatterével és alkalmazésaival foglalkozik, konkrét példakkal tamasztva ala az el-
mondottakat. Fejlédésiik lehetséges perspektivainak elemzése mellett irodalmi
Osszefoglalé segiti a jobb attekinthetGséget.

1. Bevezetd

"The 1mpact on mathematics of computer algebra and other forms of sym-
bolic computing will be even larger than the impact of numeric computing has
been. "

Az emberiség tobb évezredes térténelme soran a tarsadalom fejlédése mindig
szorosan kapcsolédott a tudoméanyokéhoz. A mai értelemben vett természettu-
doményok pedig a matematika mindent athaté erejével és fantazidjaval karoltve
bontakoztattak ki igazdn 6nmagukat. Az utébbi évtizedekben a matematika egy
ma mar 6nallé tudomanyt, az informatikat hivta segitségiil az eddig a puszta
képzelSerd &ltal dthaghatatlan akadalyok lekiizdésére, énmaga és a tébbi tu-
domaéanyteriilet kozotti tavolsag tovabbi cstkkentésére. Szimbolikus, numerikus
és grafikus szamitasok elvégzésére egyarant alkalmas szamitoégépes rendszerek
jelentek meg, amelyek az informatika fejlédésével, az algoritmikus gondolkodés-
moéd térhoditasaval egyre jobbak és jobbak lettek. Uj tudomanyteriilet sziiletett,
amit komputeralgebranak neveztek el.

Hangsilyozni kell a kiilonbséget a numerikus és a szimbolikus-algebrai sza-
mitéasok koézott. Ambar a numerikus szamitasok nemcsak elemi aritmetikai mii-
veleteket (3sszeadas, kivonas, szorzas, osztéas) foglalnak magukba, hanem olyan
bonyolult mtveleteket is, mint matematikai fiiggvények numerikus értékének,

*A tanulmany a Magyar Allami Etvos Osztondij és az FKFP-0144 tamogatasaval késziilt.
LA.M. Cohen, et al. (ed.), Computer Algebra for Industry: Problem Solving in Practice,
John Wiley & Sons, 1993.
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polinomok gydkeinek vagy matrixok sajatértékének meghatirozésa, ezek a mii-
veletek alapvetSen szamokra és csak szdmokra vannak értelmezve. S&t, ezek a
szamok a legtobb esetben nem pontosak, pontossaguk az adott szamitégépes
architektiura lebegSpontos dbrazolasi médjatdl fiigg. A numerikustol eltéréen a
szimbolikus és algebrai szamitédsok matematikai objektumokat jelentd szembolu-
mokon értelmezettek. Ezek az objektumok lehetnek szamok, mint pl. egészek,
racionélis szamok, valés és komplex szamok, algebrai szdmok, de lehetnek po-
linomok, racionélis és trigonometrikus fiiggvények, egyenletek, egyenletrendsze-
rek, st olyan absztrakt struktirdk is, mint csoportok, gytrik, ideédlok, algeb-
rak vagy ezek elemei. A szimbolikus szé arra utal, hogy a probléma megoldasa
soran a részeredmények lebeg&pontos szdmok helyett szimboélumok, igy a vég-
eredmény is szimbolikus kifejezésben, zart alakban keresendd. Az algebrai szé
pedig a szimbolikus objektumokkal végzett miiveletek algebrai eredetét jelenti.
A komputeralgebra-rendszerek mint szdmitdgépes programok alapfunkcidja te-
hat az, hogy kielégitsék az alabbi kovetelményeket:

e matematikai objektumok szimbolikus dbrézolasa,z

e aritmetika ezekkel az objektumokkal.

A komputeralgebra mint tudomdnyteriilet feladata pedig erre az aritmetikara
épiil8 hatékony algoritmusok keresése, analizise és implementalasa tudomanyos
kutatasokhoz és alkalmazasokhoz.

2. A komputeralgebra-rendszerekrsl altalaban

Sem a szimbolikus szamitasok igénye sem a megvalésithatdsig Stlete nem
jkeletd. Arrdl a tényrél, hogy a szamok nemcsak numerikus mennyiségekként,
hanem szimbélumokként is felfoghaték, igy irt Lord Byron lanya, Lady Ada
Augusta, Countess Lovelace 1842-ben:

"Many persons ... imagine that the business of the engine [Babbage engine]
1s to quve results in numerical notation, the nature of its processes must con-
sequently be arithmetical and numerical rather than algebraical and analytical.
This is an error. The engine can arrange and combine its numerical quantities
exactly as if they were letters or other general symbols; and in fact it might bring
out its result in algebraical notation were provisions made accordingly.”

Charles Delaunay 1847-ben kezdte el szamitasait, amelyekben minden addi-
ginal pontosabban megadta a Hold helyzetét az 1dé fiiggvényében. Hogy a Hold
aktualis pozicidéjanak mérésébsl adédsé hiba halmozédasat elkeriilje, szimboli-
kusan szamolt. Médszerét siker koronazta, a végssé képlet 128 oldalt tett ki. A
dolognak csupan két szépséghibaja volt. Az egyik, hogy a szamolas és ellenSrzés
20 évbe telt, a masik, hogy a szamitasokba 3 hiba cstszott. Ez utébbit csak
1970-ben fedezték fel a Boeing Scientific Research Laboratories munkatéarsai az
egyik sajat fejlesztéstd szimbolikusan szamold szoftver segitségével: a futasi id§
20 orat vett igénybe.
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A komputeralgebra-rendszerek fejl6désének torténete természetes médon szo-
ros kapcsolatban 4ll az informatika fejlédésével. A hatvanas évek elején lista-
kezelés céljaira tervezték a LISP programozési nyelvet, amely més nyelvektsl
eltéréen (FORTRAN, ALGOL60) felépitésénél fogva kiilonosen alkalmas volt
szimbélumokkal torténd mitveletekhez. Ambar a késébbi rendszerek koziil tSb-
bet méar C-ben irtak, a LISP hatasa és szerepe a komputeralgebraban napjaink-
ban is rendkiviil jelentds. A szamitéstechnika kezdeti idészakaban a kiilonbozd
tudoményteriiletek mivelSi szimbolikus szamitasaik megkonnyitése és felgyor-
sitasa érdekében kezdték el fejleszteni az els§ komputeralgebra rendszereket,
amelyek atdolgozva, megujulva és a sokadik valtozatban napjainkban is jelen
vannak. A legismertebb ilyen tn. specidlis célii komputeralgebra rendszerek:

algebrai geometria: MACAULAY ([27, 59])

o relativitdselmélet: SHEEP, STENSOR ([19, 35, 45])

e csoportelmélet: CAYLEY, GaP ([7, 8, 57])

e é&gi mechanika: CAMAL ([3])

e kommutativ algebra: CoCoA, MacauLay ([9, 23, 27, 59])
o Lie-algebrak: LiE ([44])

e nagyenergiaju fizika: ForRM, ScHOONSHIP ([54, 63, 61])

o szamelmélet: PaRI, SIMATH, KANT ([4, 25, 34])

A hetvenes években jelentek meg az dltaldnos céld komputeralgebra-rend-
szerek, amelyeket beépitett adatstruktirdk, matematikai fiiggvények és algorit-
musok széles valasztéka jellemez, minél nagyobb felhasznaléi teriiletet prébalva
meg lefedni. A jelentds szamitégépes eréforrasigény miatt robbanasszeri el-
terjedésiik a nyolcvanas évek elejére, a mikroprocesszor alapt munkaélloméasok
megjelenésének idejére tehets. A jobb hardver kornyezet, a hatékonyabb eréfor-
rasgazdalkodés, rendszerfiiggetlen magasszinti alapnyelv (C) hasznalata és nem
utolsésorban a tarsadalmi-gazdasagi igények fokozatosan piaci termékké érlel-
ték az altalanos céli komputeralgebra-rendszereket, ami viszont erés javuléast
hozott a felhasznaléi feliilet és dokumentumkészités terén. A jél megtervezett
grafikus interfész jelentSségének felismerése — ami els6ként talan S. Wolfram
Notebook-jaban &ltott testet — lényeges szerepet jatszott elterjedésiikben. Az
alabbiakban azokat az altalanos céld rendszereket soroljuk fel, amelyek vagy a
legtobbet kindljék a 1étezd komputeralgebra algoritmusok koéziil vagy valamilyen
kiilonleges tulajdonsaguk miatt érdekl&désre tarthatnak igényt.

o A Macsyma ([47]) az egyik legrégebbi &ltalanos céli komputeralgebra-
rendszer. Matematikai algoritmusok széles skalajat tartalmazza, de eréfor-
rasigénye nagy, és csak kisszamu platformon futtathat6. Jelen pillanatban
tobb valtozata is elérhetd.
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A REDUCE ([30, 46]) nagyenergiaju fizikdhoz készitett specialis céla rend-
szerbdl fejlédott altalanos céli rendszerré. A MacsyMa-val Osszevetve
a lehetdségel szitkebbek. Nagy elénye viszont, hogy a forraskéd elérhetd,
mialtal kénnyen médosithaté és bévithets. A REDUCE-t aktivan fejlesztik.

A DERIVE ([60]) az egyetlen olyan altalanos céli rendszer, amelyet korla-
tozott eréforrasokkal rendelkezs szamitogépekre (féleg személyi szamitogé-
pekre) terveztek. A DERIVE nem tul széles programnyelvi, de annal szer-
tedgazobb, a felhasznélét tamogatéd rutinkészlettel rendelkezik. Emlitésre
érdemes, hogy a Texas Instrument TI-92 kalkulatoraba DERIVE fiiggvé-
nyeket épitett.

MuPAD ([20, 21]) — Multi Processing Algebra Data Tool. A rendszer
legjelent&sebb tulajdonsiga a parhuzamos szerkezet. A szimbolikus és nu-
merikus szamitasok parhuzamos elvégzésén til vizualizaciés lehet&ségeket
i1s magéban foglal. A szoftver szabadon terjeszthets és az aktiv fejlesztés-
nek koszonhetSen matematikai tudésa gyorsan né.

A MaPLE ([12, 13, 14, 32, 38, 52]) nyelvet a tobbfelhasznalés miikodés
céljainak megfelelSen tervezték. Egy kis tarhelyet igénylS program (az
un. kernel) iigyel a hardverkozeli feladatokra (parancsértelmezés, arit-
metikai muveletek, memoriakezelés stb.) és tartalmazza a legfontosabb
eljarasokat. A matematikai tudas tobbi része — amit szintén MAPLE-ben
irtak — csak akkor tolt8dik be az operativ meméridba, ha erre igény 1ép
fel. Rugalmassaganak koszonhet8en az eljarasokat a felhasznalok kénnyen
beilleszthetik vagy moédosithatjak. Jelen pillanatban a MAPLE az egyik
legelterjedtebb &dltalanos célid komputeralgebra rendszer.

e A MATHEMATICA ([48, 65, 26, 58]) az elsS olyan matematikai szamité-
sokra alkalmas rendszer, amely felhasznalobarat médon egyesiti magaban
a szimbolikus, numerikus és grafikus lehetdségeket. Jol struktiralt fel-
hasznaléi szintl programozési lehet8séggel rendelkezik és a legkiilonfélébb
szamitogépes architektarakon is futtathaté.

e Az AxioM ([36]) eldje a "Scratchpad", az IBM Research Center fej-
lesztése. Az AXIOM maér az informatika legtjabb eredményein alapszik:
erdsen tipusos programnyelv, konyvtarrendszere absztrakt adattipusok hi-
erarchikusan szervezett kollekcidja, ezaltal a felhasznalé az algebrai struk-
tarak legkiilonb&zébb tipusait kezelheti és definialhatja. Az AXIioM ter-
vezése (ami olyan objektumorientalt elemeket is tartalmaz, mint adat-
absztrakcid, oroklsdés, polimorfizmus stb.) kisérlet az elmilt 100 év "kon-
struktiv matematikidjanak" modellezésére.

Az al&dbbi tulajdonsagokat a legtobb dltalanos céli komputeralgebra rendszer
magaban foglalja:

e interaktivitas,

e matematikai tények ismerete,
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e matematikai objektumok kezelésére képes deklarativ?, magas szintd prog-
ramozasi nyelv funkcionéalis programozasi lehet8ségekkel,

e az operacids rendszer és mas programok felé valé kiterjeszthet8ség,
e szimbolikus és numerikus szamitésok integralésa,

e automatikus (optimalizalt) C és Fortran kédszegmens generalédsa,
e grafikus felhasznaléi kérnyezet,

e 2 és 3 dimenzids grafika, animacié,

o szovegszerkesztési lehet8ség és automatikus WIEX konverzid,

e on-line sigé rendszer.

A komputeralgebra-rendszereket matematikar szakértdr rendszereknek is ne-
vezik. Napjainkban az altaldnos céld komputeralgebra-rendszerek szédits iramu
fejlédésének lehetiink szemtanii, els@sorban tudasuknak és széleskori alkalmaz-
hatésaguknak koszénhetSen. Mégis hiba volna aldbecsiilni a specialis rend-
szereket, amelyek egyrészt igen fontos szerepet jatszanak sok tudomanyteriile-
ten, masrészt sok esetben kénnyebben kezelheték és hatékonyabbak, jelolésrend-
szeriik és algoritmusaik alacsony szintd programnyelvi implementacidja miatt.
Nagyon lényeges, hogy egy adott probléma megoldasdhoz az arra legalkalmasabb
komputeralgebra-rendszert valasszuk ki.

3. Komputeralgebra algoritmusok

FElsé matematikus: ...sz6val az algoritmusod hdrom részbél dll. Az elsé
az input, a harmadik az output. Es mi a mdsodik?

Mdsodik matematikus: A mdsodik lépés? Ahol a csoda tétrénik.

FElsé matematikus: Ertem. Tudndl errél eqy kicsit tobbet is mondani?

A kénnyebb megértés kedvéért tekintsiink par nagyon egyszerti példat®:

e A tobb mint ezer jegyii 450! kiszdmolésa, a 41 jegyd 35! + 1 faktorizalasa
és az f(x) = sin(22% + e\/1+7x2) fuggvény MacLaurin sora elsé otven
egyiitthatojanak meghatéarozasa egyiitt koriilbeliil hdrom mésodperc.

e Azx4y+z=3224+y? +22 =9 234 4> + 23 = 24 egyenleteket kielégits
valés x,y, z értékekre az x* + y* + 2* kifejezés kiszamolasa koriilbeliil egy
masodperc.

o Az [\/zsin(x)cos(z)dx integral zart alakjanak meghatarozasa kevesebb,
mint két masodperc.

2A deklarativ programozasi nyelvek a kivant eredményt specifikaljak és nem a hozzajuk
vezetd utat, mint ahogy az imperativ nyelvek teszik.
3MapleV Release 4.0b, Pentium?75
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Az elsS pontban igazi meglepetés nincs. Az egészek faktorizdlasara régéta isme-
retesek — sajnos nem polinomialis — modszerek (Pollard, Lenstra, Morrison-
Brillhart stb.), legfeljebb a rutinmunka sebessége lephet meg benniinket. De
lassuk, mi a helyzet a masodik és a harmadik ponttal.

Ahogy a mai modern komputeralgebra-rendszerek nem létezhetnének a sza-
mitastechnikai ipar igen latvanyos eredményei nélkiil, ugyanez elmondhaté a
szamitastudomanyrél is. A szimbolikus objektumok reprezentacios lehetGségel
és a veliik valé miveletek vizsgalata mér a hetvenes évek elején megkezd&dott,
kiilonbozd realizaciok is sziilettek. A szamitastechnika fejlédése aztan 4j lendii-
letet adott az algoritmusfejlesztéshez, az alkalmazasok pedig tjabb és Gjabb
fejlesztést tettek sziikségessé.

A természettudomanyok tobbsége jelenségeit, gondolatait matematikaiegyen-
letekbe foglalja. A lineéris egyenletek, egyenletrendszerek szimbolikus megolda-
sainak vizsgilatai az ismert eliminaciés moédszereken alapszanak. Magasabb
fokt egyenletek helyett nemritkan linearis approximéciét hasznalunk a nemline-
aris egyenletek nehéz kezelhet8sége miatt. A hatvanas évek kozepén Buchber-
ger Ph.D. dolgozatdban kidolgozott egy moédszert tetsz8leges foku, tébbvaltozos
polinomegyenletek hatékony kezelésére, amit ma Grébner-bdzis elmélet néven

ismeriink. Az alapgondolat a kovetkezs: tekintsik az f, f1, fo, ..., fr valami-
lyen test feletti n valtozés polinomgytirid elemeit és dontsiik el, hogy f eleme-e
az f1, fa, ..., fr polinomok 4altal generalt idedlnak. Buchberger munkéjara csak

tiz évvel felfedezése utan kezdtek felfigyelni, azéta a teriilet a komputeralgebra
egyik legnépszertibb aga. (A fejezet elején adott mésodik példa megoldasahoz
ezt a modszert hasznaltuk.) Egy masik lehetSség nemlinearis egyenletrendszerek
szimbolikus megolddsara a rezultansmoédszer, ami 1ényegileg eliminaciés 1épések
sorozata. A Grobner-bazis hasznédlatanak elénye, hogy segitségével a megolda-
son kiviil betekintést nyerhetiink a probléma struktirajaba, a rezultansmoédszeré
az alacsonyabb komplexitas. A hetvenes évek kozepén Collins mutatott egy méa-
sik eljarast nemlineéris egyenletek és egyenlétlenségek egzakt valés gyokeinek
meghatarozésara.

Lényeges elSrelépés tortént a szimbolikus integralas teriiletén is. Habar a
probléma formélis természete mar régéta ismeretes (Liouville’s Principle), csak
1969-ben tudott R. Risch hatékony algoritmust adni annak eldéntésére, hogy
ha adott egy valés elemi f fiiggvény, akkor az [ f(x)dx integral is elemi-e és
ha igen, az algoritmus meg is adja azt (elemi fiiggvények halmazén azt a hal-
mazt értjiik, amelyet Q(z)-bél kiindulva rekurziv médon &sszegeket, szorza-
tokat, hdnyadosokat, logaritmikus, exponencialis és algebrai fiiggvényeket vala-
mint ezek kompozicidit képezve kapunk). Figyelemre mélté algoritmusok sziilet-
tek differencidlegyenletek szimbolikus megoldasainak vizsgalataban is. A Risch-
algoritmushoz hasonlé dontési eljaras létezik racionélisfiiggvény-egyiitthatéja
homogén mésodrendii kozonséges differencidlegyenlet zart alakt megoldéasainak
meghatérozasara (Kovacic-algoritmus, [41]). Magasabb rendd linearis esetben
az Abramov-eljaras ([1]) a polinomegyiitthatés egyenletek zart racionalis megol-
dasait, a Bronstein-algoritmus ([5]) pedig az exp([ f(x)dx) alaki megoldasokat
hatérozza meg. Az egyik legijabb eredményt M. van Hoeij adta ([33]), aki
minden eddiginél jobb algoritmust talalt formélis hatvanysorok és racionélis
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fiiggvények feletti linearis differencidloperatorok faktorizalasara. Parcidlis diffe-
rencidlegyenletek esetében a Lie-féle szimmetria-moédszerek allnak rendelkezésre.

A faktorizaldson alapulé eljarasok komoly jelentdséggel birnak a kompute-
ralgebrai algoritmusok kutatdsaban. Olyannyira igaz ez a megallapitas, hogy
mitjdk, amelyben hatékony algoritmust ad kis p karakterisztikaji véges testek
feletti egyvaltozés polinomok faktorizacidjara. Ekkor, 1969-ben valt el8szor vi-
lagossé, hogy a polinomfaktorizacié algoritmikus idébonyolultsédga kisebb lehet
az egészek faktorizacigjanal: két elemi test esetén egy n-edfokii polinom fak-
torizaci6ja (ahol a polinom egy n bites egésszel reprezentalhaté) csak O(n?),
mig az ugyanekkora egészé exponencialis komplexitasi. Ez utébbi tény késébb
a primség gyors eldénthet8ségével parositva egy masik tudoményteriilet, a mo-
dern kriptografia alapjait vetette meg. Berlekamp eredményét késébb nagyobb
p karakterisztikakra is kiterjesztette. Hogy hasonléan j6 futési idét kapjon, az
algoritmusdba véletlen elemeket illesztett. Ez volt talan az elsd olyan algorit-
mus, ami randomizalt elemek felhasznalasaval polinomialissa tett egy determi-
nisztikusan exponenciélis idébonyolultsdgi problémat. A mai komputeralgebra
rendszerek nagyobb véges testekre is rutinszerden alkalmazzak Berlekamp elja-
rasat talan anélkil, hogy a felhasznaldk tobbségének az algoritmus valoszintdségi
eredetérdl tudomésa lenne.

Nemsokkal azutan, hogy a véges testek feletti polinomfaktorizacié megoldé-
dott, Zassenhaus van der Waerden 1936-os Moderne Algebra konyvét alapulvéve
a p-adikus szamok aritmetikajanak in. Hensel-lemmdjat alkalmazta a faktorok
kiterjesztésére. A “Hensel lifting” — ahogy ma az eljarasat nevezik — egy &lta-
lanos megkozelitési médszer arra, hogyan rekonstrualjuk a faktorokat moduléris
képeikbdl. Az interpolaciéval ellentétben, ami tébb képpont meglétét koveteli
meg, a Hensel lifting csak egyetlen képpontot igényel. Az egész egyiitthatos
polinomok faktorizaciéjara adott Berlekamp-Zassenhaus-féle algoritmus alap-
vet§ jelentSségil, mégis rejteget magaban két csapdéat. Az egyik, hogy bizonyos
fajta polinomokra az algoritmus idSkomplexitasa exponencidlis. Sajnos az al-
gebrai szamtestekre épitett polinomok faktorizacigjanal (a Kronecker-modszer,
ami alapvetSen az egész polinomok faktorizdcidjara vezethetd vissza) sok ilyen
'rossz” polinom keriil el6. A méasodik, hogy tébbvaltozés polinomokra hasonld
reprezentécids probléma lép fel, mint amilyet ritka matrixok Gauss-eliminécioja-
nél tapasztalunk. Az els§ problémat egy, a szamok geometridjan alapulé diofan-
toszl optimalizalds, a Lenstra-Lenstra-Lovéisz nevével fémjelzett Gn. racspont-
redukciés algoritmus oldotta meg, amit a Berlekamp-moédszerrel egyiitt hasz-
nélnak. Ezen polinomialis algoritmus mellé még egy olyan eljaras tarsul, amely
arrél gondoskodik, hogy a Hensel lifting ’j6’ modularis képrél induljon és mikor
érjen véget. A tobbvaltozés polinomfaktorizacié emlitett reprezentacios problé-
majara is sziilettek megoldasok, koziiliikk az tin. black-box megkozelités tinik a
legjobbnak. Ez a masodik olyan teriilet, ahol a randomizalas kritikus szerepet
kap a hatékony algoritmusok tervezésében.

Nem szabad azonban tidlbecsiilni az algoritmusok elméleti komplexitasa vizs-
galata soran kapott eredményeket: a gyakorlatban a Berlekamp—Zassenhaus—
Hensel-féle algoritmus hatékonyabban miikédik, mint az elméletileg jobb Lenstra—
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Lenstra—Lovész-féle eljaras. Hasonlé jelenség figyelhet§ meg a nagy egész sza-
mok szorzésanal. A Karacuba-algoritmus komplexitasa O(n'°823) mig a Schén-
hage-Strassen-algoritmusé O(nlognloglogn), a komputeralgebrai rendszerek
mégis a Karacuba-médszert hasznéljdk nagypontossagt egészek szorzésara, mert
a masik médszer elénye csak asztronémiai méretd szamoknal mutatkozik meg.
Mivel a komputeralgebra-rendszerek szimbolikusan, teljes pontossaggal szé-
molnak, az algoritmusok idébonyulultsdgidnak vizsgilatan kiviil mindig sziik-
ség van a tarbonyolultsaguk vizsgalatara is. Tekintsiink egyszerd példaként
egy n ismeretlenes n egyenletbdl allé linearis egyenletrendszert, ahol minden
egyes egész egyiitthaté elfér a szamitdégép w hosszisagi rekeszében. Konnytd
észrevenni, hogy a szokasos egész Gauss-eliminaciét alkalmazva a redukcié ered-
ményeként kapott egyiitthaték egyenként 27~ 'w téarhelyet igényelnek. Ha az
egyiitthatok polinomok lennének és polinomaritmetikat hasznélnank, az ered-
ménypolinomok egyiitthatéinak mérete, csakigy mint a fokszamuk exponencia-
lis névekedést mutatna. A megfigyelt exponencialis névekedés ellenére a kapott
végeredmény mégis ‘norméalis’ méretd, hiszen a Cramer-szabaly miatt a megol-
désok determinénsok hanyadosaiként is megkaphaték, amelyek pedig kozelitSleg
csak nw tarhelyet igényelnek. Ezt a jelenséget nevezi az irodalom intermediate
expression swellnek. El&fordulasa gyakori a komputeralgebrai algoritmusokban.
Fontos példa a polinomok legnagyobb kozos osztéjanak meghatérozasara szol-
gal6 algoritmus, amelyet a polinomfaktorizélastdl a szimbolikus integralasig sok
mas eljaras is hasznal. A hagyomanyos modszerek mellett (polynomial remain-
der sequences) a heurisztikdnak ez esetben is komoly jelentésége van.
Valéjaban a heurisztikus, probabilisztikus médszereknek egy 1) elmélete van
sziilet6ben a komputeralgebraban egyrészt az intermediate expression swell elke-
riilésére, méasrészt a determinisztikusan magas komplexitasi algoritmusok haté-
konysaganak novelésére. A probabilisztikus algoritmusok esetében a nem meg-
felel§ miikodésnek is van pozitiv valdszintlisége, ami vagy az esetleges rossz va-
laszban nyilvanul meg (Monte Carlo csoport) vagy, habar sohasem kapunk rossz
valaszt, elképzelhets, hogy polinomialis idében nem kapunk semmit (Las Vegas
csoport). A mar emlitetteken kiviil szép eredményeket értek el heurisztikakkal
tobbek koézott polinomazonossag tesztelésénél, polinomok irreducibilitasanak
vizsgélatanal, matrixok normalformainak (Frobenius, Hilbert, Smith) megha-
tarozasanal. Szerepiik minden valdsziniség szerint a jévSben is névekedni fog.
A fejezet eddigi részében a lényegesebb szimbolikus algoritmusok koziil cse-
megéztiink. Kordbban emlitettiik, hogy a komputeralgebra rendszerek képesek
numerikus szamitésok elvégzésére is: a hagyomanyostdl eltéréen a szamitasi
pontossagot a felhasznalé hatarozhatja meg. Gyakran eléfordul, hogy a szim-
bolikus és numerikus szamitasokat egyiitt célszerd hasznalni. Tekintsiik pél-
daul egy differencidlegyenlet szimbolikusan kiszamolt hatvanysor megoldasat.
A csonkitott hatvanysort ezutdn bizonyos pontokban a szokésos lebegdpontos
aritmetikaval kiértékelve a differencidlegyenlet megoldasanak numerikus app-
roximacidjat kapjuk. Amennyiben a megoldand6 probléma valamilyen valds
fizikai probléma approximacidja, a szimbolikus szdmitasok vonzéd lehetGségel
gyakran érvényiiket vesztik; egyszertien mert til bonyolultak vagy tdl lasstaak
ahhoz, hogy hasznosak vagy sziikségesek legyenek, hiszen a megoldast is nume-
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rikusan keressiik. Méas esetekben, ha a probléma szimbolikusan kezelhetetlen, az
egyetlen lehetséges it a numerikus approximéciés médszerek hasznalata. Ilyen
akkor fordulhat el8, ha a 1étez8 szimbolikus algoritmus nem talél zart megoldést
(pl. nem elemi fiiggvények integralja stb.), vagy nem létezik a problémat kezelni
tudé szimbolikus algoritmus. Ambar egyre tobb numerikus algoritmusnak léte-
zik szimbolikus megfelel§je, a numerikus eljarasok nagyon fontosak a kompute-
ralgebraban. Gondoljunk csak a differencial- és integralszamitas teriiletére: bi-
zonyos esetekben a hagyomanyos algoritmusok — integraltranszformécidk, hat-
vanysor-approximéaciok, perturbiciés modszerek — lehetnek a legcélravezet&hb-
bek.

A komputeralgebra algoritmusok tervezésénél a jovSében egyre nagyobb sze-
repet kapnak a parhuzamos architektiraja szamitégépek. Habéar sok meglévs
algoritmus "ranézésre" parhuzamosithaté, nem biztos, hogy a jo szekvencialis
algoritmusok parhuzamos szamitégépeken is a legjobbak lesznek: az optimum
talan egy teljesen kiilonbozé eljarassal érhetd el.

4. A komputeralgebra-rendszerek jelent&sége, alkalmazasaik

A komputeralgebra-rendszerek hasznalatdanak legaldbb harom oka lehet: olyan
szimbolikus szdmitasokat szeretnénk végezni, amelyek

e papirceruza-moédszerrel 1s végrehajthatok, de szamitoégéppel gyorsabban
és "félreszamolas"-mentesen,

e papirceruza-moédszerrel reménytelennek tiinnek, de szamitégéppel a meg-
1évé algoritmusoknak és matematikai technikdknak koszénhetSen tobbé-
kevésbé rutinszertien hajthatok végre,

e komoly elSkésziileteket és erdfeszitéseket igényelnek még szamitdgép hasz-
nélataval is. Az ilyen jellegii problémék szamitogép nélkiil altaldban meg-
oldhatatlanok. Fennmarad tehat a jobb és gyorsabb algoritmusok keresésé-
nek feladata annak minden nehézségével és szépségével egyiitt.

A szimbolikus szamitéasok igénye nagyon sok tudomanyteriilet problémainak
megoldésa soran felmeriil, alkalmazasok széles rétege elStt nyitva ezzel 4 fejeze-
tet. A komputeralgebrat ez a "hatartudoméany" pozicidja kutatdi szempontbdl
mélységgel és gazdagsaggal, de ugyantgy nehézséggel és valtozékonysaggal is
felruhazza. Az eddig elmondottakbdl kitiinik, hogy ezek a rendszerek nemcsak
tudomaéanyos kutaték és elméleti szakemberek, hanem mérnokok és ipari kutato-
csoportok munkatarsal szamaéra 1s j6l hasznalhatéak.

"Mathematics 1s a basis of technological progress, and technological progress
1s a key for international competitiveness. Automating an important part of the
mathematical program-solving process is a key technology for a nation that wis-
hes to control, structure, and accelerate technological progress. The automation
of the solution of mathematical problems is a powerful lever by which human
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productivity and expertise can be amplified many times.” *

A vilag vezetd allamai felismerve a komputeralgebra-rendszerek nemzetgaz-
dasagi jelent&ségét egyre novekvs mértékii tamogatast nytajtanak oktatasihoz,
tudomanyos és ipari kutatémiihelyek 1étrehozasahoz, a tudomanyteriilet népsze-
rdsitéséhez. A vilag szdmos egyetemén oktatjak a matematika alapjait vala-
milyen &ltalanos céli komputeralgebrai program (4ltalaban Maple és Mathe-
matica) segitségével, igy a matematika absztrakt objektumai "kézzelfoghatova’
valnak, az 1) gondolatokat, tételeket és azok alkalmazéisait azonnal ki is lehet
prébalni. Az elmilt években hazink szamos egyetemén és f&iskolajan indult
meg a komputeralgebra rendszerek oktatasi keretek kozé illesztése. Az Eot-
vos Lordnd Tudomaéanyegyetemn Komputer Algebra Tanszékének gondozisaban
az alkalmazasokon kiviil megismerhet& ezen rendszerek matematikai és informa-
tikai hattere is.

Az alabbiakban megemlitiink néhany olyan teriiletet, ahol komputeralgebra-
rendszerek alkalmazasa révén komoly eredmények sziilettek:

e matematika — algebra, algebrai geometria, analizis, bifurkaciéelmélet,
csoportelmélet, geometria, kriptogréfia, kodelmélet, kombinatorika, nume-
rikus analizis, szamelmélet, topolégia, valészintségelmélet,

e fizika — asztrofizika, atomfizika, relativitaselmélet, égi mechanika, folya-
dék mechanika, kvantumelektro- és kromodinamika, kvantummechanikai
perturbaciéelmélet, nagyenergiaju fizika, nuklearis mégneses rezonancia-
vizsgalat, optika, plazmafizika, szilardtestfizika,

e kémia — biokémia, gybgyszeripar, reakcidegyenletek analizise, moleku-
lak struktdraanalizise, komplex reagilé rendszerek stabilis egyensilyanak
vizsgalata, molekuldk térbeli mozgésanak mechanikéja,

e mérnoki tudomanyok — antennatervezés, elektronikus halézatok analizise,
geostatisztika, hajotesttervezés, helikopterrotor-tervezés, hidrodinamika,
kép- és jelfeldolgozas, kontrollelmélet, radartervezés, robotika, turbinater-
vezés stb.

A szimbolikus matematika egyik legérdekesebb felhasznéléi teriilete a matema-
tika 6nmaga.

"I see the main role of symbolic algebra systems as that of helping to for-
mulate hypotheses, search for examples and countereramples, and wn general
explore ramifications of mathematical models. In other words, the main role of
these systems is to obtain mathematical insight. Once that insight is obtained,

4A.C. Hearn, Ann Boyle, B.F. Caviness. Future Directions for Research in Symbolic Com-
putation, Siam Reports on Issues in the Mathematical Sciences, Philadelphia, 1990.
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one can then go on and construct canonical mathematical proofs, in which there
might not even be any traces of the use of computer algebra.”®

Két, a tanszékiink témaibol vett példaval szeretném illusztralni a szimbolikus
szamitésok hasznossagat az elméleti matematikaban.

Komplex halmazok

Bizonyos fajta szimmetria-tulajdonsagokkal rendelkezd, kvadratikus itera-
c16bdl szarmazé komplex halmazok vizsgélatara irdnyul az elsé probléma. Adjuk
meg az Osszes olyan I' halmazt, amire

rcC\R,

I={m7. . wl={-m- .,—w}=-T,
U= {72, w}= {7172 n} =T,
U'={v1,72,.. ..y} ={R(m), R(72),.... R(yw)} = R(D),
ahol R(z) = Az + Ar+ E, AJE€R, A E#0, v #£v; Vi# j és amelynek

egyetlen valodi részhalmaza sem elégiti ki az iménti feltételeket.
Sejtés: I' = { VE,—VE },E < 0.

A szébajohets T-kat vizsgalva, card(T') < 100-ra a sejtés a szimmetrikus polino-
mok Newton—Girard-formulait és a rezultans médszert hasznélva szamitogéppel
viszonylag gyorsan verifikdlhatd, mig "kézzel" szamolva a card(T') = 8 eset is
komoly munkat igényel. Az altalanos bizonyitds nehéznek tinik [42]. A fela-
dat természetébdl adéddéan numerikus szamitasi modszerek hasznédlata itt nem
realizalhaté.

Teljesen additiv fiiggvények és kongruenciak

Jeloljon P(z) := 1+ Ajz+ Ag22 + ...+ Agz®(k > 1) egy valds egyiitthatos
polinomot, P(z) € Q[z]. Jeldlje tovabba E a végtelen sorozatok lineéris terének
Ez, := 2p11 operatorat. A P(E) = I+A; E+.. + A E* operatort az f(n) fiigg-
vényre alkalmazvakapjuk, hogy P(E)f(n) = f(n)+ A1 f(n+1)+.. +Arf(n+k).

Sejtés: Legyen k € N rogzitett. Ha egy teljesen additiv valés értéki f fiiggvény
Vn € N esetén kielégitia P(E)f(n) =0 (mod 1) kongruenciaegyenletet, akkor
f(n) =0 Vn € N esetére.

Kis k értékekre (k = 2,3,4) a bizonyitds két részbdl all. Elészor be kell latni,
hogy az allitasban foglaltak igazak valamilyen n < N korlatra, aztan ez alapjan
a masodik 1épésben ¥Yn € N-re. A sejtés bizonyitasanak elss része mar k = 4,5,...

5A.M. Odlyzko, Applications of symbolic mathematics to mathematics, Applications of
Computer Algebra, Kluwer Academic Press, Boston, 1985.
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esetében is elképzelhetetlen lenne szimbolikus program hasznalata nélkil. Meg-
jegyzendd, hogy k£ = 5,6, ... -ra teljes bizonyitads nem ismeretes, az altaldnos
bizonyitas (Vk-ra) itt is nehéznek tinik [43].

A kovetkezs példaval a szimbolikus programozasi nyelvek gyakorlati jelents-
ségét szeretném bemutatni. A modellben a futémiinek a vazhoz valé felfiiggeszté-
sén keresztiil a kényelmes, z6tydgésmentes autézas lehetéségeit vizsgaljuk®.

Lengéscsillapitok az autoiparban

Jelolje m az autd tomegét, &k a felfiiggesztésnél hasznélt rugéra jellemzd
allandot és b a lengéscsillapité mindségére jellemzd, a lengéscsillapitas erdsségét
megado6 konstans értéket, valamint #(t) a t-edik idépillanatban az auté karosszé-
rijjanak az uthoz viszonyitott magassagat. Ekkor a csillapitott rezgés jelenségé-
nek egyenletét felirva az alabbi allando egytitthatés, homogén masodrendd lineé-
ris differencidlegyenletet hasznalhatjuk: ma'(¢) + ba'(t) + kz(t) = 0.

a) Adjuk meg az egyenlet altalanos megoldasat attél a pillanattol kezdve,
amikor az aut6 egy varatlan godorbe keriilve vg m/s fligg8leges irdny sebességre
tesz szert, mikozben a karosszéria y méterrel keriil kozelebb az dthoz.

b) Rajzoljuk ki a karosszéria uthoz viszonyitott magassiaganak a valtozasat
az elsé 15 masodpercben, ha m = 1000 kg, b = 300 kg/s, k = 2500 kg/s?, vy =
20 em/s,y = 8 em.

c) Mekkora lesz a kilengés 5 masodperc miilva? Mekkora a maximalis kilen-
gés?

d) Hogyan fligg a kilengés az autd tomegétdl? Vizsgaljuk meg a kérdést az
elébbi adatokkal, az autd tomege legyen 500 és 1500 kg kdzotti.

e) Mekkora lenne a minimalis értéke a lengéscsillapitasi konstansnak, ha
teljesen sima, (elméletileg) "ugralasmentes" utazast szeretnénk?

ElGszor oldjuk meg a differencidlegyenletet a megadott kezdeti érték feltételek-
kel:
> ODE:= m*diff(x(t),[t$2]) + bkdiff(x(t),t)+k*x(t) = 0;
0? 0

ODE :=m (w x(1)+b (E x(1))+kx(t)=0

> kezd_felt:=x(0)=y, D(x)(0) = v[0]:
> mego:=dsolve({0DE,kezd_felt},x(t));

1 (by+\/Wy+200m)e(—1/ng—\/ﬂ—;4Mu)

mego ;= x(1) = =
' v 2 b2 —4mk
l(by_\/m:g+2vom)e(—1/2£“\/b2—;4mkﬁ)
2 b2 —4mk

6 A hasznalt programnyelv a MapleV Release 4.0b
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Rajzoljuk ki a kilengést az els§ 15 mésodpercben:

> f:=unapply(subs(m=1000,b=300,k=2500,v[0]= 0.2,y=0.08,
> rhs(mego)),t);

1
=1 > ——(424. . —991 —991 (—1/2000 (300—/=5910000) ¢)
/ ~ ~Tosz0000 2400+ 08 1/—9910000) v/—9910000 ¢
1
——5——(424.00 — .08 v—-991 —991 (=1/2000 (300+/=55T0000) ¢ )
+ Tosa0000 (424-00 — -08/-9910000) v/~9910000 ¢

> plot(£,0..15);

A kilengés az 5. masodpercben:
> x(8)= evalf(£(5));
x(5) = .06300718586

A z6kkenés pillanatatol a maximaélis kilengésig eltelt id&, és abban a pillanatban
a kilengés mértéke:

> fsolve(diff(£(t),t),t,0..2);
5970840377

> x(")=evalf(£("));
X(.5970840377) = 1425887428

A kilengés vizsgalata az eltelt 1S és az autd témegének fiiggvényében:

> g:=unapply(subs(b=300,k=2500,v[0]= 0.2,y=0.08,rhs(mego)),t,m);

(300—+/90000— 10000 m) t )

(24.00 + .08 /90000 — 10000 m + .4 m) e(=1/2 o
/90000 — 10000 m

g: = m =

N | —

13
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(3004+/90000—10000 m) ¢
p(—1/2 Cook/S0000- 10000 m) ¢

1 (24.00 — .08 /90000 — 10000 m + .4 m)
2 /90000 — 10000 m

> plot3d(g(t,m),t=0..15,m=500..1500,axes=BOXED,orientation=
> [-45,35],style=PATCH,title=‘Lengéscsillapitas vizsgalata‘);

Lengescsill apitas vizsgal ata

Ismert, hogy a rezgés pontosan akkor osszcilliciémentes, ha a differenciale-
gvenlet karakterisztikus egyenlete gyokei valésak. A minimalis lengéscsillapitéasi
konstanst akkor kapjuk, ha az emlitett egyenlet diszkriminansa nulla, vagyis ha

> Db=sqrt(4*1000%2500);
b = 1000 /10

Figyeljiik meg, hogy az 'ugralasmentes’ utazashoz az eredetinél tobb, mint tiz-
szer erésebb lengéscsillapito kell:

> evalf(rhs("))/300;
10.54092553

Szamitasaink sordn bizonyos esetekben szimbolikus,; méskor numerikus médsze-
reket hasznaltunk, mindig a legkézenfekvSébbet alkalmazva.

5. Korlatok és a jovo perspektivai

A j6v6be tekintd spekuléacidk altaldban a kozelmilt relative biztonsagos extra-
polécidi, esetleg valamilyen kevésbé megbizhaté trendek és lehet&ségek kockéa-
zatos elérevetitései. Egy fiatal, gyorsan valtozé tudomanyteriilet, mint példaul
a komputeralgebra esetében barmiféle elérejelzés nehéz, hiszen a szamitéstudo-
many énmagaban is viharos sebességgel fejl6ds dgazat. A kereskedelmi szektor
agresszivan keresi a lehet8séget a szimbolikus szoftverek terjesztésére, egyre tobb
kutatéhoz, mérnckhoz, didkhoz juttatva el igy Sket. Ezt egybevetve az el6z8

14
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fejezetben mutatott alkalmazhatésagi lehet8ségekkel, fogalmat alkothatunk a
fejlddés varhaté dinamikajarél. Az alabbiakban az eddigi hidnyossagokat, kor-
latokat valamint a lehetséges i1gényeket szeretném &sszefoglalni, talan a jové
komputeralgebra-rendszereit vetitve ezzel elGre.

1. Szimbolikus vagy numerikus szamitasok? Annak a ténynek, hogy a
komputeralgebra-rendszerek tetszéleges pontossagi szamitasok elvégzésére ké-
pesek, van egy negativ oldala is: a hasznalt sajat (szoftveres) lebegSpontos arit-
metika miatt a gépi pontossagot meghaladé numerikus miveletek szizszor, ezer-
szer lassabbak lehetnek, mint maés, beépitett (hardveres) aritmetikat hasznalé
programok esetében. Ezért numerikus problémaknal mindig felvet&dik a kérdés:
valéban sziikség van-e racionalis szdmokkal torténd egzakt vagy tetszéleges pon-
tossagi lebegGpontos aritmetikara? Ellenkezd esetben célszerdbb lehet valamely
tradicionalis programozési nyelv hasznalata.

2. Szintaxis és szemantika. Ami a szintaxist és a szemantikat illeti,
a szimbolikus nyelvek programozasa nehezebb, mint a hagyomanyos numeri-
kus nyelveké. Tengernyi beépitett fiiggvényt tartalmaznak, amelyeknek évatlan
hasznalata varatlan eredményeket produkalhat. Sok esetben ezért nem art, ha
ismerjiik a rendszerek és eljarasaik belsd miikodését, az objektumok abrazolas-
médjat; igy jobban korddban tarthatjuk méretiiket, elkeriilhetjiik a nemkivéant
intermediate expression swell jelenséget. A szimbolikus nyelvek hasznélata so-
ran elkovetett programozasi hibak nyomkovetése szintén tijszerd, nem minden
esetben konnyt feladat.

3. Memoriaigény és futasi id6. Altaldban nehéz megbecsiilni az adott
probléma megoldasahoz sziikséges szamitasok 1d6- és tarkomplexitésat. A leg-
megfelel6bb matematikal modell kivalasztasa és hatékony programozéasa, a sza-
mitésok optimalizaldsa nagy tiirelmet és szakértelmet kivan (de mindig megéri
a faradsagot). Mindezeken kiviil a szimbolikus szamitasok a numerikustol eltérd
gondolkodasmodot 1igényelnek. Bizonyos esetekben ligyes valtozdhelyettesitéssel
drasztikusan redukalhatjuk valamely algoritmus 1d&- és tarigényét, vagy éppen
megoldast taldlhatunk egy olyan problémara, ami enélkiill megoldhatatlannak
tdnik.

4. Kifejezések formatuma. A szimbolikus rendszerek hasznélata soran
gyakran vetdik fel a kérdés: mi az adott kifejezés legegyszeriibb alakja, hogyan
érdemes azt egyszerisiteni? Az (x —1)%(z +1)3(2x + 3)* kifejezés sokkal tomé-
rebbnek és kifejezébbnek tiinik, mint a 162° — 8022 + 8827 + 1602° — 3592 +
4 4+ 39023 — 16222 — 135z + 81 kifejezés, ez utébbi viszont jobban hasznalhaté,
ha pl. az z® egyiitthatéjara vagyunk kivancsiak. A kiterjesztett vagy faktorizalt
kifejezések probléméjara két masik illusztris példa:

o 200 _ 1 ég (x — 1)(1‘999—1—1‘998—1—...—1—1‘—1— 1).
o (& +1)109 g5 1000 4 10002%%° 4 ..+ 1000z + 1.

Az absztrakt objektumok képernyén valé megjelenitése pszicholégiai probléméa-
kat feszeget: ambar konverziéra mindig van lehet&ség, nem minden esetben
latszik elSre, milesz az ember szamara a legegyszertibb, legjobban érthets forma.
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(Pl. egy- és tébbvaltozds polinomok, tenzorok, grafok stb.) Masrészt egy jol
felépitett rendszerben az input és output kifejezések formatuma nem térhet el
nagyon a standard matematikai jelolésrendszertdl.

5. Tervezési kérdések. Az egyik legfontosabb tervezési probléma az egy-
szerdsitések automatizélasanak kérdése. A MAPLE példaul a 0 % f(1) szorzatot
automatikusan nullara egyszerdsiti, ami helytelen, ha f(1) nem definialt vagy
végtelen. A tervezSknek egyenstlyt kell taldlniuk a matematikai korrektség és
a hasznalhatésag, hatékonysag kozott.

6. Tipusok. Ahhoz, hogy az dbréazolt objektumoknak a pontos jelentését
ismerjiik, tudnunk kell, hogy milyen értelmezési tartomanyhoz tartoznak. Ezt
nevezziik az objektum tipusanak. A tipus azonban nem mindig egyértelmd.
A 29 szam nemcsak egész, de nemnegativ sét pozitiv egész. Altalaban a fel-
hasznalé nem akarja minden 1épésnél explicit médon meghatarozni a hasznalt
objektumok tipusat, a rendszernek kell ezt megtennie, amennyire ez lehetséges.
A tipust nem mindig lehet automatikusan felismerni. Amikor a tipus mar vala-
milyen médon meghatéarozott, a megfeleld miveletek alkalmazhatok. Példaul a
rendszer felismeri, hogy lanctort-egyiitthatés polinomok szorzésa kommutativ,
matrix egyiitthatés polinomoké viszont nem. Ily médon a megfelels tartoméa-
nyok hierarchidja épithets fel, ahogy ezt az AX10M nyelv készité tették.

7. Automatikus kévetkeztetés. Tekintsiik az alabbi, AXIOM szintaxis-
ban megadott szabalyokat:

sinCosProducts == rule
sin(x) * sin(y) == (cos(x-y) - cos(x+y))/2
cos(x) * cos(y) == (cos(x-y) + cos(x+y))/2
sin(x) * cos(y) == (sin(x-y) + sin(x+y))/2

A szabélyok bal oldalat mintanak, a jobb oldalat a helyettesitésének nevezziik.
Amikor egy szabalyt alkalmazunk, egy tn. mintailleszt§ eljaras végigpasztizza
az argumentumok részkifejezéseit, és az elsd illeszkedd mintat helyettesiti a sza-
baly jobb oldalan 1év§ kifejezéssel. Ez a paradigma nagyon hasznos és fontos pél-
daul kifejezések kiilonbozs formai kozotti transzformaciok végrehajtasa soran.
Adott szabélyrendszer esetén a szabalyok egymas utani alkalmazasakor termé-
szetszertleg vet&dik fel a terminélas kérdése. Ebben az dltalanossdgban azonban
ez egy eldénthetetlen probléma (a Turing-gépek megallasi problémaja visszave-
zethet$ a termindlas problémajara). Bizonyos esetekben a Knuth-Bendix-féle
eljaras ([40]) alkalmazhato, de olyan eset is lehetséges, amikor bizonyithatéan
nem konstrudlhaté olyan teljes rendszer, amely az adott szabélyhalmazzal ek-
vivalens lenne. Szorosan idekapcsolédéd kérdéskor az automatikus kovetkeztetés
és tételbizonyitas problémakore. Az eddigi biztatd eredmények ellenére hosszi
még az Ut az automatikus tételbizonyitok mindennapos hasznélataig. Mindezek
ellenére ezen sorok iréja meggy&zédéssel hiszi, hogy a j6v8 komputeralgebra-
rendszerei képesek lesznek tanulasra, interaktiv miikodésiik alatt funkcionalita-
suk véltoztatasara, tételbizonyitasra, egyszéval mindarra, amit ma mesterséges
intelligencianak neveziink.

8. Megoldhatosag. A komputeralgebra-rendszerekben felhalmozott ha-
talmas ismeretanyag ellenére tisztdban kell lenniink azzal, hogy a matemati-

16



Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1998) 181-202

kanak sok olyan teriilete van még, ahol a mai rendszerek nem sok segitséget
tudnak nytjtani vagy a hatékony algoritmusok hidnya vagy egész egyszerden a
megfeleld megoldasi médszerek ismeretének hidnya miatt. Ilyen, a kutatasok
élvonalaba tartozoé teriiletek pl. a parcialis differencidlegyenletek, a nem elemi
(pl. Bessel-féle) fiiggvényeket tartalmazd hatarozatlan és hatarozott integralok,
feliileti integralok, nemkommutativ algebrik stb. Léteznek olyan problémak is,
amelyekre bizonyithat6, hogy nem létezik egzakt szimbolikus megoldas. Te-
kintsiik péld4dul a transzcendens kifejezések azon TK osztalyat, amelyek egy
x valtozdbdl, racionélis konstansokbdl, a transzcendens konstans m -bdl, és a
+,* sin,abs fiiggvényszimboélumokbol épiilnek fel. Két kifejezés pontosan akkor
ekvivalens, ha R-en ugyanazt a fiiggvényt irjak le. Richardson és Matijasevic
Hilbert 10. probléméjanak eldonthetetlenségére adott bizonyitasit alapulvéve
Caviness bizonyitotta be, hogy a TK osztalybeli kifejezések ekvivalenciaproblé-
maja eldénthetetlen [11].

9. Implementacié. Egy adott algoritmushoz tartozé legjobb implementé-
c16t megtalédlni nem minden esetben kénnyd vallalkozas. Az objektumok ada-
tabrazolasatol, a valasztott programnyelv lehetdségeitdl fiiggSen tobb "legjobb"
implementacié is lehetséges. Ezenkiviil a kiilonféle specialis esetek gyakran kii-
16nb&z8 megkozelitési modot 1gényelnek. A hasznalhatésagot tekintve az infor-
matika legtijabb eredményeinek alkalmazisa megkonnyitheti az egyensilyozast
a hatékony koéd és a kényelmes hasznalat kozott.

10. Parhuzamositas. A parallelizélasiranyaba tortént eréfeszitések varha-
tolag elbb-utébb meghozzak gytimolcsiiket. Az eddigi eredmények igéretesek.

11. Modulok és kdnyvtarak. Ma mar a komputeralgebra-rendszerek
lényegesen nyitottabbak, vagyis az egyik rendszerbdl meghivhaté tobb masik
szimbolikus vagy numerikus nyelven megirt programrészlet. Ezeket a progra-
megységeket (modulokat) a felhasznaloi feliileten keresztiil interaktivan csatol-
hatjuk. A modulkényvtarak kézos hasznédlatahoz a be- és kimenetet szabvanyo-
sitani kell. Ennek egy megoldasan dolgozik az OpenMath tervezet [55].

12. Felhasznal6i feliilet. A legtobb altalanos céli komputeralgebra-
rendszer rendelkezik valamilyen grafikus feliilettel. Ami pedig fejlédésiiket illeti,
véleményem szerint folytatédni fog az a napjainkban is érzékelhetd pozitiv ten-
dencia, ami elvezet a szabvanyos elemekbdl épitkezs (abra, szoveg, formula, stb),
dokumentumkészitésre alkalmas, internet- és hypertext-lehet&séggel felvértezett
univerzalis programcsomagokhoz.

A fejezetben latott hidnyossagok ellenére a komputeralgebra-rendszerek na-
gyon gyakran szolgalnak kellemes meglepetésekkel, tudasuknal fogva, valamint
interdiszciplinéris természetiikb8l adéddan reményteljes és sokatigérs j6vE elStt
allnak. Megjelenésiikkel 1) modszerek, 1) eszkozok 1éptek szinre, amelyek fokoza-
tosan megvaltoztatjik gondolkodasmoédunkat, modellalkoté képességiinket. Se-
gitségiikkel a problémék 0) megvilagitasba keriilnek, a természettudomaéanyi és
matematikai torvények egyre aprobb és aprébb részletei kristalyosodnak ki, ezal-
tal djabb és tjabb felfedezéseket tehetiink a csodak — a matematikai struktarak
univerzumaban.
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6. Irodalmi 6sszefoglald

A komputeralgebrarél és a kapcsol6dé tudomanyteriiletekrsl szamos publi-
kacié és konyv sziiletett. Az érdekl&dSknek sorolunk fel az &sszefoglalé mate-
matikai jellegd munkak koziiliik néhanyat: Caviness [10], Davenport et al. [1§],
Geddes et al. [22], Knuth [39], Mignotte [49], Mishra [51], Pavelle et al. [56],
Winkler [64].

Tovabbi informécidk lelheték a komputeralgebra informatikai oldalarél az
alabbiakban: Buchberger [6], Christensen [15], Gonnet és Gruntz [24], Harper
et al. [29], Miola [50] valamint a vildghalézaton, pl. [66].

Az alkalmazasokroél konyvek és cikkek nagyon széles vélasztéka all rendelke-
zésre, pl. Akritas [2], Cohen et al. (ed.) [16, 17], Grossman (ed.) [28], Hearn
(ed.) [31] és Odlyzko [53].

A komputeralgebra-rendszerek oktatasban betoltott szerepérdl lasd pl. Ka-
rian [37] és Uhl [62] munkajat.

Ajanlott konferenciakiadvanyok: AAECC, DISCO, EUROCAL, EUROSAM,
ISSAC és SYMSAC.

Komputeralgebrai folyoiratok: Journal of Symbolic Computation (JSC) -
Academic Press, Applicable Algebra in Engineering, Communication and Com-

puting (AAECC) - Springer-Verlag, SIGSAM Bulletin - ACM Press.
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