
Komputeralgebra a tudományokban és agyakorlatbanKovás Attila�AbsztraktA komputeralgebra rendszerek, mint szimbolikus és numerikus számításokelvégzésére egyaránt alkalmas számítógépes rendszerek kiemelked® jelent®ség¶eknapjaink tudományos életében. Hatékony segítséget nyújtanak a legkülönfélébbtudományterületek m¶vel®i számára, mérnökök és ipari fejlesztések nélkülözhe-tetlen eszközei. A tanulmány ezen rendszerek kialakulásával, fajtáival, elméletihátterével és alkalmazásaival foglalkozik, konkrét példákkal támasztva alá az el-mondottakat. Fejl®désük lehetséges perspektíváinak elemzése mellett irodalmiösszefoglaló segíti a jobb áttekinthet®séget.1. Bevezet®"The impat on mathematis of omputer algebra and other forms of sym-boli omputing will be even larger than the impat of numeri omputing hasbeen."1Az emberiség több évezredes történelme során a társadalom fejl®dése mindigszorosan kapsolódott a tudományokéhoz. A mai értelemben vett természettu-dományok pedig a matematika mindent átható erejével és fantáziájával karöltvebontakoztatták ki igazán önmagukat. Az utóbbi évtizedekben a matematika egyma már önálló tudományt, az informatikát hívta segítségül az eddig a pusztaképzel®er® által áthághatatlan akadályok leküzdésére, önmaga és a többi tu-dományterület közötti távolság további sökkentésére. Szimbolikus, numerikusés gra�kus számítások elvégzésére egyaránt alkalmas számítógépes rendszerekjelentek meg, amelyek az informatika fejl®désével, az algoritmikus gondolkodás-mód térhódításával egyre jobbak és jobbak lettek. Új tudományterület született,amit komputeralgebrának neveztek el.Hangsúlyozni kell a különbséget a numerikus és a szimbolikus-algebrai szá-mítások között. Ámbár a numerikus számítások nemsak elemi aritmetikai m¶-veleteket (összeadás, kivonás, szorzás, osztás) foglalnak magukba, hanem olyanbonyolult m¶veleteket is, mint matematikai függvények numerikus értékének,�A tanulmány a Magyar Állami Eötvös Ösztöndíj és az FKFP�0144 támogatásával készült.1A.M. Cohen, et al. (ed.), Computer Algebra for Industry: Problem Solving in Pratie,John Wiley & Sons, 1993. 1



Kovás Attila: Komputeralgebra a tudományokban és a gyakorlatbanpolinomok gyökeinek vagy mátrixok sajátértékének meghatározása, ezek a m¶-veletek alapvet®en számokra és sak számokra vannak értelmezve. S®t, ezek aszámok a legtöbb esetben nem pontosak, pontosságuk az adott számítógépesarhitektúra lebeg®pontos ábrázolási módjától függ. A numerikustól eltér®en aszimbolikus és algebrai számítások matematikai objektumokat jelent® szimbólu-mokon értelmezettek. Ezek az objektumok lehetnek számok, mint pl. egészek,raionális számok, valós és komplex számok, algebrai számok, de lehetnek po-linomok, raionális és trigonometrikus függvények, egyenletek, egyenletrendsze-rek, s®t olyan absztrakt struktúrák is, mint soportok, gy¶r¶k, ideálok, algeb-rák vagy ezek elemei. A szimbolikus szó arra utal, hogy a probléma megoldásasorán a részeredmények lebeg®pontos számok helyett szimbólumok, így a vég-eredmény is szimbolikus kifejezésben, zárt alakban keresend®. Az algebrai szópedig a szimbolikus objektumokkal végzett m¶veletek algebrai eredetét jelenti.A komputeralgebra-rendszerek mint számítógépes programok alapfunkiója te-hát az, hogy kielégítsék az alábbi követelményeket:� matematikai objektumok szimbolikus ábrázolása,z� aritmetika ezekkel az objektumokkal.A komputeralgebra mint tudományterület feladata pedig erre az aritmetikáraépül® hatékony algoritmusok keresése, analízise és implementálása tudományoskutatásokhoz és alkalmazásokhoz.2. A komputeralgebra-rendszerekr®l általábanSem a szimbolikus számítások igénye sem a megvalósíthatóság ötlete nemújkelet¶. Arról a tényr®l, hogy a számok nemsak numerikus mennyiségekként,hanem szimbólumokként is felfoghatók, így írt Lord Byron lánya, Lady AdaAugusta, Countess Lovelae 1842-ben:"Many persons ... imagine that the business of the engine [Babbage engine℄is to give results in numerial notation, the nature of its proesses must on-sequently be arithmetial and numerial rather than algebraial and analytial.This is an error. The engine an arrange and ombine its numerial quantitiesexatly as if they were letters or other general symbols; and in fat it might bringout its result in algebraial notation were provisions made aordingly."Charles Delaunay 1847-ben kezdte el számításait, amelyekben minden addi-ginál pontosabban megadta a Hold helyzetét az id® függvényében. Hogy a Holdaktuális pozíiójának méréséb®l adódó hiba halmozódását elkerülje, szimboli-kusan számolt. Módszerét siker koronázta, a végs® képlet 128 oldalt tett ki. Adolognak supán két szépséghibája volt. Az egyik, hogy a számolás és ellen®rzés20 évbe telt, a másik, hogy a számításokba 3 hiba súszott. Ez utóbbit sak1970-ben fedezték fel a Boeing Sienti� Researh Laboratories munkatársai azegyik saját fejlesztés¶ szimbolikusan számoló szoftver segítségével: a futási id®20 órát vett igénybe. 2



Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1998) 181�202A komputeralgebra-rendszerek fejl®désének története természetes módon szo-ros kapsolatban áll az informatika fejl®désével. A hatvanas évek elején lista-kezelés éljaira tervezték a LISP programozási nyelvet, amely más nyelvekt®leltér®en (FORTRAN, ALGOL60) felépítésénél fogva különösen alkalmas voltszimbólumokkal történ® m¶veletekhez. Ámbár a kés®bbi rendszerek közül töb-bet már C-ben írtak, a LISP hatása és szerepe a komputeralgebrában napjaink-ban is rendkívül jelent®s. A számítástehnika kezdeti id®szakában a különböz®tudományterületek m¶vel®i szimbolikus számításaik megkönnyítése és felgyor-sítása érdekében kezdték el fejleszteni az els® komputeralgebra rendszereket,amelyek átdolgozva, megújulva és a sokadik változatban napjainkban is jelenvannak. A legismertebb ilyen ún. speiális élú komputeralgebra rendszerek:� algebrai geometria: Maaulay ([27, 59℄)� relativitáselmélet: Sheep, Stensor ([19, 35, 45℄)� soportelmélet: Cayley, Gap ([7, 8, 57℄)� égi mehanika: Camal ([3℄)� kommutatív algebra: CoCoA, Maaulay ([9, 23, 27, 59℄)� Lie-algebrák: LiE ([44℄)� nagyenergiájú �zika: Form, Shoonship ([54, 63, 61℄)� számelmélet: Pari, Simath, Kant ([4, 25, 34℄)A hetvenes években jelentek meg az általános élú komputeralgebra-rend-szerek, amelyeket beépített adatstruktúrák, matematikai függvények és algorit-musok széles választéka jellemez, minél nagyobb felhasználói területet próbálvameg lefedni. A jelent®s számítógépes er®forrásigény miatt robbanásszer¶ el-terjedésük a nyolvanas évek elejére, a mikroproesszor alapú munkaállomásokmegjelenésének idejére tehet®. A jobb hardver környezet, a hatékonyabb er®for-rásgazdálkodás, rendszerfüggetlen magasszint¶ alapnyelv (C) használata és nemutolsósorban a társadalmi-gazdasági igények fokozatosan piai termékké érlel-ték az általános élú komputeralgebra-rendszereket, ami viszont er®s javulásthozott a felhasználói felület és dokumentumkészítés terén. A jól megtervezettgra�kus interfész jelent®ségének felismerése � ami els®ként talán S. WolframNotebook-jában öltött testet � lényeges szerepet játszott elterjedésükben. Azalábbiakban azokat az általános élú rendszereket soroljuk fel, amelyek vagy alegtöbbet kínálják a létez® komputeralgebra algoritmusok közül vagy valamilyenkülönleges tulajdonságuk miatt érdekl®désre tarthatnak igényt.� A Masyma ([47℄) az egyik legrégebbi általános élú komputeralgebra-rendszer. Matematikai algoritmusok széles skáláját tartalmazza, de er®for-rásigénye nagy, és sak kisszámú platformon futtatható. Jelen pillanatbantöbb változata is elérhet®. 3



Kovás Attila: Komputeralgebra a tudományokban és a gyakorlatban� A Redue ([30, 46℄) nagyenergiájú �zikához készített speiális élú rend-szerb®l fejl®dött általános élú rendszerré. A Masyma-val összevetvea lehet®ségei sz¶kebbek. Nagy el®nye viszont, hogy a forráskód elérhet®,miáltal könnyen módosítható és b®víthet®. A Redue-t aktívan fejlesztik.� A Derive ([60℄) az egyetlen olyan általános élú rendszer, amelyet korlá-tozott er®forrásokkal rendelkez® számítógépekre (f®leg személyi számítógé-pekre) terveztek. A Derive nem túl széles programnyelvi, de annál szer-teágazóbb, a felhasználót támogató rutinkészlettel rendelkezik. Említésreérdemes, hogy a Texas Instrument TI-92 kalkulátorába Derive függvé-nyeket épített.� MuPAD ([20, 21℄) � Multi Proessing Algebra Data Tool. A rendszerlegjelent®sebb tulajdonsága a párhuzamos szerkezet. A szimbolikus és nu-merikus számítások párhuzamos elvégzésén túl vizualizáiós lehet®ségeketis magában foglal. A szoftver szabadon terjeszthet® és az aktív fejlesztés-nek köszönhet®en matematikai tudása gyorsan n®.� A Maple ([12, 13, 14, 32, 38, 52℄) nyelvet a többfelhasználós m¶ködéséljainak megfelel®en tervezték. Egy kis tárhelyet igényl® program (azún. kernel) ügyel a hardverközeli feladatokra (paransértelmezés, arit-metikai m¶veletek, memóriakezelés stb.) és tartalmazza a legfontosabbeljárásokat. A matematikai tudás többi része � amit szintén Maple-benírtak � sak akkor tölt®dik be az operatív memóriába, ha erre igény lépfel. Rugalmasságának köszönhet®en az eljárásokat a felhasználók könnyenbeilleszthetik vagy módosíthatják. Jelen pillanatban a Maple az egyiklegelterjedtebb általános élú komputeralgebra rendszer.� A Mathematia ([48, 65, 26, 58℄) az els® olyan matematikai számítá-sokra alkalmas rendszer, amely felhasználóbarát módon egyesíti magábana szimbolikus, numerikus és gra�kus lehet®ségeket. Jól struktúrált fel-használói szint¶ programozási lehet®séggel rendelkezik és a legkülönfélébbszámítógépes arhitektúrákon is futtatható.� Az Axiom ([36℄) el®dje a "Srathpad", az IBM Researh Center fej-lesztése. Az Axiom már az informatika legújabb eredményein alapszik:er®sen típusos programnyelv, könyvtárrendszere absztrakt adattípusok hi-erarhikusan szervezett kollekiója, ezáltal a felhasználó az algebrai struk-túrák legkülönböz®bb típusait kezelheti és de�niálhatja. Az Axiom ter-vezése (ami olyan objektumorientált elemeket is tartalmaz, mint adat-absztrakió, örökl®dés, polimor�zmus stb.) kísérlet az elmúlt 100 év "kon-struktív matematikájának" modellezésére.Az alábbi tulajdonságokat a legtöbb általános élú komputeralgebra rendszermagában foglalja:� interaktivitás,� matematikai tények ismerete, 4



Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1998) 181�202� matematikai objektumok kezelésére képes deklaratív2, magas szint¶ prog-ramozási nyelv funkionális programozási lehet®ségekkel,� az operáiós rendszer és más programok felé való kiterjeszthet®ség,� szimbolikus és numerikus számítások integrálása,� automatikus (optimalizált) C és Fortran kódszegmens generálása,� gra�kus felhasználói környezet,� 2 és 3 dimenziós gra�ka, animáió,� szövegszerkesztési lehet®ség és automatikus LATEX konverzió,� on-line súgó rendszer.A komputeralgebra-rendszereket matematikai szakért®i rendszereknek is ne-vezik. Napjainkban az általános élú komputeralgebra-rendszerek szédít® iramúfejl®désének lehetünk szemtanúi, els®sorban tudásuknak és széleskör¶ alkalmaz-hatóságuknak köszönhet®en. Mégis hiba volna alábesülni a speiális rend-szereket, amelyek egyrészt igen fontos szerepet játszanak sok tudományterüle-ten, másrészt sok esetben könnyebben kezelhet®k és hatékonyabbak, jelölésrend-szerük és algoritmusaik alasony szint¶ programnyelvi implementáiója miatt.Nagyon lényeges, hogy egy adott probléma megoldásához az arra legalkalmasabbkomputeralgebra-rendszert válasszuk ki.3. Komputeralgebra algoritmusokEls® matematikus: ...szóval az algoritmusod három részb®l áll. Az els®az input, a harmadik az output. És mi a második?Második matematikus: A második lépés? Ahol a soda tötrénik.Els® matematikus: Értem. Tudnál err®l egy kisit többet is mondani?A könnyebb megértés kedvéért tekintsünk pár nagyon egyszer¶ példát3:� A több mint ezer jegy¶ 450! kiszámolása, a 41 jegy¶ 35! + 1 faktorizálásaés az f(x) = sin(2x3 + ep1+7x2) függvény MaLaurin sora els® ötvenegyütthatójának meghatározása együtt körülbelül három másodper.� Az x+y+ z = 3; x2+y2+ z2 = 9; x3+y3 + z3 = 24 egyenleteket kielégít®valós x; y; z értékekre az x4 + y4 + z4 kifejezés kiszámolása körülbelül egymásodper.� Az Rpx sin(x) os(x)dx integrál zárt alakjának meghatározása kevesebb,mint két másodper.2A deklaratív programozási nyelvek a kívánt eredményt spei�kálják és nem a hozzájukvezet® utat, mint ahogy az imperatív nyelvek teszik.3MapleV Release 4.0b, Pentium75 5



Kovás Attila: Komputeralgebra a tudományokban és a gyakorlatbanAz els® pontban igazi meglepetés nins. Az egészek faktorizálására régóta isme-retesek � sajnos nem polinomiális � módszerek (Pollard, Lenstra, Morrison-Brillhart stb.), legfeljebb a rutinmunka sebessége lephet meg bennünket. Delássuk, mi a helyzet a második és a harmadik ponttal.Ahogy a mai modern komputeralgebra-rendszerek nem létezhetnének a szá-mítástehnikai ipar igen látványos eredményei nélkül, ugyanez elmondható aszámítástudományról is. A szimbolikus objektumok reprezentáiós lehet®ségeiés a velük való m¶veletek vizsgálata már a hetvenes évek elején megkezd®dött,különböz® realizáiók is születtek. A számítástehnika fejl®dése aztán új lendü-letet adott az algoritmusfejlesztéshez, az alkalmazások pedig újabb és újabbfejlesztést tettek szükségessé.A természettudományok többsége jelenségeit, gondolataitmatematikaiegyen-letekbe foglalja. A lineáris egyenletek, egyenletrendszerek szimbolikus megoldá-sainak vizsgálatai az ismert elimináiós módszereken alapszanak. Magasabbfokú egyenletek helyett nemritkán lineáris approximáiót használunk a nemline-áris egyenletek nehéz kezelhet®sége miatt. A hatvanas évek közepén Buhber-ger Ph.D. dolgozatában kidolgozott egy módszert tetsz®leges fokú, többváltozóspolinomegyenletek hatékony kezelésére, amit ma Gröbner-bázis elmélet névenismerünk. Az alapgondolat a következ®: tekintsük az f; f1; f2; : : : ; fr valami-lyen test feletti n változós polinomgy¶r¶ elemeit és döntsük el, hogy f eleme-eaz f1; f2; : : : ; fr polinomok által generált ideálnak. Buhberger munkájára saktíz évvel felfedezése után kezdtek fel�gyelni, azóta a terület a komputeralgebraegyik legnépszer¶bb ága. (A fejezet elején adott második példa megoldásáhozezt a módszert használtuk.) Egy másik lehet®ség nemlineáris egyenletrendszerekszimbolikus megoldására a rezultánsmódszer, ami lényegileg elimináiós lépéseksorozata. A Gröbner-bázis használatának el®nye, hogy segítségével a megoldá-son kívül betekintést nyerhetünk a probléma struktúrájába, a rezultánsmódszeréaz alasonyabb komplexitás. A hetvenes évek közepén Collins mutatott egy má-sik eljárást nemlineáris egyenletek és egyenl®tlenségek egzakt valós gyökeinekmeghatározására.Lényeges el®relépés történt a szimbolikus integrálás területén is. Habár aprobléma formális természete már régóta ismeretes (Liouville's Priniple), sak1969-ben tudott R. Rish hatékony algoritmust adni annak eldöntésére, hogyha adott egy valós elemi f függvény, akkor az R f(x)dx integrál is elemi-e ésha igen, az algoritmus meg is adja azt (elemi függvények halmazán azt a hal-mazt értjük, amelyet Q(x)-ból kiindulva rekurzív módon összegeket, szorza-tokat, hányadosokat, logaritmikus, exponeniális és algebrai függvényeket vala-mint ezek kompozíióit képezve kapunk). Figyelemre méltó algoritmusok szület-tek di�ereniálegyenletek szimbolikus megoldásainak vizsgálatában is. A Rish-algoritmushoz hasonló döntési eljárás létezik raionálisfüggvény-együtthatójúhomogén másodrend¶ közönséges di�ereniálegyenlet zárt alakú megoldásainakmeghatározására (Kovai-algoritmus, [41℄). Magasabb rend¶ lineáris esetbenaz Abramov-eljárás ([1℄) a polinomegyütthatós egyenletek zárt raionális megol-dásait, a Bronstein-algoritmus ([5℄) pedig az exp(R f(x)dx) alakú megoldásokathatározza meg. Az egyik legújabb eredményt M. van Hoeij adta ([33℄), akiminden eddiginél jobb algoritmust talált formális hatványsorok és raionális6



Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1998) 181�202függvények feletti lineáris di�ereniáloperátorok faktorizálására. Pariális di�e-reniálegyenletek esetében a Lie-féle szimmetria-módszerek állnak rendelkezésre.A faktorizáláson alapuló eljárások komoly jelent®séggel bírnak a kompute-ralgebrai algoritmusok kutatásában. Olyannyira igaz ez a megállapítás, hogysokan az egész tudományterület születését Berlekamp azon publikáiójától szá-mítják, amelyben hatékony algoritmust ad kis p karakterisztikájú véges testekfeletti egyváltozós polinomok faktorizáiójára. Ekkor, 1969-ben vált el®ször vi-lágossá, hogy a polinomfaktorizáió algoritmikus id®bonyolultsága kisebb lehetaz egészek faktorizáiójánál: két elem¶ test esetén egy n-edfokú polinom fak-torizáiója (ahol a polinom egy n bites egésszel reprezentálható) sak O(n3),míg az ugyanekkora egészé exponeniális komplexitású. Ez utóbbi tény kés®bba prímség gyors eldönthet®ségével párosítva egy másik tudományterület, a mo-dern kriptográ�a alapjait vetette meg. Berlekamp eredményét kés®bb nagyobbp karakterisztikákra is kiterjesztette. Hogy hasonlóan jó futási id®t kapjon, azalgoritmusába véletlen elemeket illesztett. Ez volt talán az els® olyan algorit-mus, ami randomizált elemek felhasználásával polinomiálissá tett egy determi-nisztikusan exponeniális id®bonyolultságú problémát. A mai komputeralgebrarendszerek nagyobb véges testekre is rutinszer¶en alkalmazzák Berlekamp eljá-rását talán anélkül, hogy a felhasználók többségének az algoritmus valószín¶ségieredetér®l tudomása lenne.Nemsokkal azután, hogy a véges testek feletti polinomfaktorizáió megoldó-dott, Zassenhaus van der Waerden 1936-osModerne Algebra könyvét alapulvévea p-adikus számok aritmetikájának ún. Hensel-lemmáját alkalmazta a faktorokkiterjesztésére. A �Hensel lifting� � ahogy ma az eljárását nevezik � egy álta-lános megközelítési módszer arra, hogyan rekonstruáljuk a faktorokat modulárisképeikb®l. Az interpoláióval ellentétben, ami több képpont meglétét követelimeg, a Hensel lifting sak egyetlen képpontot igényel. Az egész együtthatóspolinomok faktorizáiójára adott Berlekamp�Zassenhaus-féle algoritmus alap-vet® jelent®ség¶, mégis rejteget magában két sapdát. Az egyik, hogy bizonyosfajta polinomokra az algoritmus id®komplexitása exponeniális. Sajnos az al-gebrai számtestekre épített polinomok faktorizáiójánál (a Kroneker-módszer,ami alapvet®en az egész polinomok faktorizáiójára vezethet® vissza) sok ilyen'rossz' polinom kerül el®. A második, hogy többváltozós polinomokra hasonlóreprezentáiós probléma lép fel, mint amilyet ritka mátrixokGauss-elimináiójá-nál tapasztalunk. Az els® problémát egy, a számok geometriáján alapuló diofan-toszi optimalizálás, a Lenstra-Lenstra-Lovász nevével fémjelzett ún. ráspont-redukiós algoritmus oldotta meg, amit a Berlekamp-módszerrel együtt hasz-nálnak. Ezen polinomiális algoritmus mellé még egy olyan eljárás társul, amelyarról gondoskodik, hogy a Hensel lifting 'jó' moduláris képr®l induljon és mikorérjen véget. A többváltozós polinomfaktorizáió említett reprezentáiós problé-májára is születtek megoldások, közülük az ún. blak-box megközelítés t¶nik alegjobbnak. Ez a második olyan terület, ahol a randomizálás kritikus szerepetkap a hatékony algoritmusok tervezésében.Nem szabad azonban túlbesülni az algoritmusok elméleti komplexitása vizs-gálata során kapott eredményeket: a gyakorlatban a Berlekamp�Zassenhaus�Hensel-féle algoritmus hatékonyabban m¶ködik,mint az elméletileg jobb Lenstra�7



Kovás Attila: Komputeralgebra a tudományokban és a gyakorlatbanLenstra�Lovász-féle eljárás. Hasonló jelenség �gyelhet® meg a nagy egész szá-mok szorzásánál. A Karauba-algoritmus komplexitásaO(nlog2 3), míg a Shön-hage�Strassen-algoritmusé O(n logn log logn), a komputeralgebrai rendszerekmégis a Karauba-módszert használják nagypontosságú egészek szorzására, merta másik módszer el®nye sak asztronómiai méret¶ számoknál mutatkozik meg.Mivel a komputeralgebra-rendszerek szimbolikusan, teljes pontossággal szá-molnak, az algoritmusok id®bonyulultságának vizsgálatán kívül mindig szük-ség van a tárbonyolultságuk vizsgálatára is. Tekintsünk egyszer¶ példakéntegy n ismeretlenes n egyenletb®l álló lineáris egyenletrendszert, ahol mindenegyes egész együttható elfér a számítógép ! hosszúságú rekeszében. Könny¶észrevenni, hogy a szokásos egész Gauss-elimináiót alkalmazva a redukió ered-ményeként kapott együtthatók egyenként 2n�1! tárhelyet igényelnek. Ha azegyütthatók polinomok lennének és polinomaritmetikát használnánk, az ered-ménypolinomok együtthatóinak mérete, sakúgy mint a fokszámuk exponeniá-lis növekedést mutatna. A meg�gyelt exponeniális növekedés ellenére a kapottvégeredmény mégis 'normális' méret¶, hiszen a Cramer-szabály miatt a megol-dások determinánsok hányadosaiként is megkaphatók, amelyek pedig közelít®legsak n! tárhelyet igényelnek. Ezt a jelenséget nevezi az irodalom intermediateexpression swellnek. El®fordulása gyakori a komputeralgebrai algoritmusokban.Fontos példa a polinomok legnagyobb közös osztójának meghatározására szol-gáló algoritmus, amelyet a polinomfaktorizálástól a szimbolikus integrálásig sokmás eljárás is használ. A hagyományos módszerek mellett (polynomial remain-der sequenes) a heurisztikának ez esetben is komoly jelent®sége van.Valójában a heurisztikus, probabilisztikus módszereknek egy új elmélete vanszület®ben a komputeralgebrában egyrészt az intermediate expression swell elke-rülésére, másrészt a determinisztikusan magas komplexitású algoritmusok haté-konyságának növelésére. A probabilisztikus algoritmusok esetében a nem meg-felel® m¶ködésnek is van pozitív valószín¶sége, ami vagy az esetleges rossz vá-laszban nyilvánul meg (Monte Carlo soport) vagy, habár sohasem kapunk rosszválaszt, elképzelhet®, hogy polinomiális id®ben nem kapunk semmit (Las Vegassoport). A már említetteken kívül szép eredményeket értek el heurisztikákkaltöbbek között polinomazonosság tesztelésénél, polinomok irreduibilitásánakvizsgálatánál, mátrixok normálformáinak (Frobenius, Hilbert, Smith) megha-tározásánál. Szerepük minden valószin¶ség szerint a jöv®ben is növekedni fog.A fejezet eddigi részében a lényegesebb szimbolikus algoritmusok közül se-megéztünk. Korábban említettük, hogy a komputeralgebra rendszerek képeseknumerikus számítások elvégzésére is: a hagyományostól eltér®en a számításipontosságot a felhasználó határozhatja meg. Gyakran el®fordul, hogy a szim-bolikus és numerikus számításokat együtt élszer¶ használni. Tekintsük pél-dául egy di�ereniálegyenlet szimbolikusan kiszámolt hatványsor megoldását.A sonkított hatványsort ezután bizonyos pontokban a szokásos lebeg®pontosaritmetikával kiértékelve a di�ereniálegyenlet megoldásának numerikus app-roximáióját kapjuk. Amennyiben a megoldandó probléma valamilyen valós�zikai probléma approximáiója, a szimbolikus számítások vonzó lehet®ségeigyakran érvényüket vesztik; egyszer¶en mert túl bonyolultak vagy túl lassúakahhoz, hogy hasznosak vagy szükségesek legyenek, hiszen a megoldást is nume-8



Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1998) 181�202rikusan keressük. Más esetekben, ha a probléma szimbolikusan kezelhetetlen, azegyetlen lehetséges út a numerikus approximáiós módszerek használata. Ilyenakkor fordulhat el®, ha a létez® szimbolikus algoritmus nem talál zárt megoldást(pl. nem elemi függvények integrálja stb.), vagy nem létezik a problémát kezelnitudó szimbolikus algoritmus. Ámbár egyre több numerikus algoritmusnak léte-zik szimbolikus megfelel®je, a numerikus eljárások nagyon fontosak a kompute-ralgebrában. Gondoljunk sak a di�ereniál- és integrálszámítás területére: bi-zonyos esetekben a hagyományos algoritmusok � integráltranszformáiók, hat-ványsor-approximáiók, perturbáiós módszerek � lehetnek a legélravezet®b-bek.A komputeralgebra algoritmusok tervezésénél a jöv®ben egyre nagyobb sze-repet kapnak a párhuzamos arhitektúrájú számítógépek. Habár sok meglév®algoritmus "ránézésre" párhuzamosítható, nem biztos, hogy a jó szekveniálisalgoritmusok párhuzamos számítógépeken is a legjobbak lesznek: az optimumtalán egy teljesen különböz® eljárással érhet® el.4. A komputeralgebra-rendszerek jelent®sége, alkalmazásaikA komputeralgebra-rendszerek használatának legalább három oka lehet: olyanszimbolikus számításokat szeretnénk végezni, amelyek� papíreruza-módszerrel is végrehajthatók, de számítógéppel gyorsabbanés "félreszámolás"-mentesen,� papíreruza-módszerrel reménytelennek t¶nnek, de számítógéppel a meg-lév® algoritmusoknak és matematikai tehnikáknak köszönhet®en többé-kevésbé rutinszer¶en hajthatók végre,� komoly el®készületeket és er®feszítéseket igényelnek még számítógép hasz-nálatával is. Az ilyen jelleg¶ problémák számítógép nélkül általában meg-oldhatatlanok. Fennmarad tehát a jobb és gyorsabb algoritmusokkeresésé-nek feladata annak minden nehézségével és szépségével együtt.A szimbolikus számítások igénye nagyon sok tudományterület problémáinakmegoldása során felmerül, alkalmazások széles rétege el®tt nyitva ezzel új fejeze-tet. A komputeralgebrát ez a "határtudomány" pozíiója kutatói szempontbólmélységgel és gazdagsággal, de ugyanúgy nehézséggel és változékonysággal isfelruházza. Az eddig elmondottakból kit¶nik, hogy ezek a rendszerek nemsaktudományos kutatók és elméleti szakemberek, hanem mérnökök és ipari kutató-soportok munkatársai számára is jól használhatóak."Mathematis is a basis of tehnologial progress, and tehnologial progressis a key for international ompetitiveness. Automating an important part of themathematial program-solving proess is a key tehnology for a nation that wis-hes to ontrol, struture, and aelerate tehnologial progress. The automationof the solution of mathematial problems is a powerful lever by whih human9



Kovás Attila: Komputeralgebra a tudományokban és a gyakorlatbanprodutivity and expertise an be ampli�ed many times." 4A világ vezet® államai felismerve a komputeralgebra-rendszerek nemzetgaz-dasági jelent®ségét egyre növekv® mérték¶ támogatást nyújtanak oktatásához,tudományos és ipari kutatóm¶helyek létrehozásához, a tudományterület népsze-r¶sítéséhez. A világ számos egyetemén oktatják a matematika alapjait vala-milyen általános élú komputeralgebrai program (általában Maple és Mathe-matia) segítségével, így a matematika absztrakt objektumai 'kézzelfoghatóvá'válnak, az új gondolatokat, tételeket és azok alkalmazásait azonnal ki is lehetpróbálni. Az elmúlt években hazánk számos egyetemén és f®iskoláján indultmeg a komputeralgebra rendszerek oktatási keretek közé illesztése. Az Eöt-vös Loránd Tudományegyetem Komputer Algebra Tanszékének gondozásábanaz alkalmazásokon kívül megismerhet® ezen rendszerek matematikai és informa-tikai háttere is.Az alábbiakban megemlítünk néhány olyan területet, ahol komputeralgebra-rendszerek alkalmazása révén komoly eredmények születtek:� matematika � algebra, algebrai geometria, analízis, bifurkáióelmélet,soportelmélet, geometria, kriptográ�a, kódelmélet, kombinatorika, nume-rikus analízis, számelmélet, topológia, valószín¶ségelmélet,� �zika � asztro�zika, atom�zika, relativitáselmélet, égi mehanika, folya-dék mehanika, kvantumelektro- és kromodinamika, kvantummehanikaiperturbáióelmélet, nagyenergiájú �zika, nukleáris mágneses rezonania-vizsgálat, optika, plazma�zika, szilárdtest�zika,� kémia � biokémia, gyógyszeripar, reakióegyenletek analízise, moleku-lák struktúraanalízise, komplex reagáló rendszerek stabilis egyensúlyánakvizsgálata, molekulák térbeli mozgásának mehanikája,� mérnöki tudományok� antennatervezés, elektronikus hálózatok analízise,geostatisztika, hajótesttervezés, helikopterrotor-tervezés, hidrodinamika,kép- és jelfeldolgozás, kontrollelmélet, radartervezés, robotika, turbinater-vezés stb.A szimbolikus matematika egyik legérdekesebb felhasználói területe a matema-tika önmaga."I see the main role of symboli algebra systems as that of helping to for-mulate hypotheses, searh for examples and ounterexamples, and in generalexplore rami�ations of mathematial models. In other words, the main role ofthese systems is to obtain mathematial insight. One that insight is obtained,4A.C. Hearn, Ann Boyle, B.F. Caviness. Future Diretions for Researh in Symboli Com-putation, Siam Reports on Issues in the Mathematial Sienes, Philadelphia, 1990.10



Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1998) 181�202one an then go on and onstrut anonial mathematial proofs, in whih theremight not even be any traes of the use of omputer algebra." 5Két, a tanszékünk témáiból vett példával szeretném illusztrálni a szimbolikusszámítások hasznosságát az elméleti matematikában.Komplex halmazokBizonyos fajta szimmetria-tulajdonságokkal rendelkez®, kvadratikus iterá-ióból származó komplex halmazok vizsgálatára irányul az els® probléma. Adjukmeg az összes olyan � halmazt, amire� � C nR;� = f1; 2; : : : ; Ng = f�1;�2; : : : ;�Ng = ��;� = f1; 2; : : : ; Ng = f1; 2; : : : ; Ng = �;� = f1; 2; : : : ; Ng = fR(1); R(2); : : : ; R(N )g = R(�);ahol R(x) = Ax2 +Ax+E; A;E 2R; A;E 6= 0; i 6= j 8i 6= j és amelynekegyetlen valódi részhalmaza sem elégíti ki az iménti feltételeket.Sejtés: � = f pE;�pE g; E < 0:A szóbajöhet® �-kat vizsgálva, ard(�) � 100-ra a sejtés a szimmetrikus polino-mok Newton�Girard-formuláit és a rezultáns módszert használva számítógéppelviszonylag gyorsan veri�kálható, míg "kézzel" számolva a ard(�) = 8 eset iskomoly munkát igényel. Az általános bizonyítás nehéznek t¶nik [42℄. A fela-dat természetéb®l adódóan numerikus számítási módszerek használata itt nemrealizálható.Teljesen additív függvények és kongrueniákJelöljön P (z) := 1 +A1z + A2z2 + : : :+ Akzk(k � 1) egy valós együtthatóspolinomot, P (z) 62Q[z℄. Jelölje továbbá E a végtelen sorozatok lineáris terénekEzn := zn+1 operátorát. A P (E) = I+A1E+: : :+AkEk operátort az f(n) függ-vényre alkalmazva kapjuk, hogy P (E)f(n) = f(n)+A1f(n+1)+: : :+Akf(n+k).Sejtés: Legyen k 2 N rögzített. Ha egy teljesen additív valós érték¶ f függvény8n 2 N esetén kielégíti a P (E)f(n) � 0 (mod 1) kongrueniaegyenletet, akkorf(n) = 0 8n 2 N esetére.Kis k értékekre (k = 2; 3; 4) a bizonyítás két részb®l áll. El®ször be kell látni,hogy az állításban foglaltak igazak valamilyen n � N korlátra, aztán ez alapjána második lépésben 8n 2 N-re. A sejtés bizonyításának els® része már k = 4,5,...5A.M. Odlyzko, Appliations of symboli mathematis to mathematis, Appliations ofComputer Algebra, Kluwer Aademi Press, Boston, 1985.11



Kovás Attila: Komputeralgebra a tudományokban és a gyakorlatbanesetében is elképzelhetetlen lenne szimbolikus program használata nélkül. Meg-jegyzend®, hogy k = 5; 6; ::: -ra teljes bizonyítás nem ismeretes, az általánosbizonyítás (8k-ra) itt is nehéznek t¶nik [43℄.A következ® példával a szimbolikus programozási nyelvek gyakorlati jelent®-ségét szeretném bemutatni. A modellben a futóm¶nek a vázhoz való felfüggeszté-sén keresztül a kényelmes, zötyögésmentes autózás lehet®ségeit vizsgáljuk6.Lengéssillapítók az autóiparbanJelölje m az autó tömegét, k a felfüggesztésnél használt rugóra jellemz®állandót és b a lengéssillapító min®ségére jellemz®, a lengéssillapítás er®sségétmegadó konstans értéket, valamint x(t) a t-edik id®pillanatban az autó karosszé-riájának az úthoz viszonyított magasságát. Ekkor a sillapított rezgés jelenségé-nek egyenletét felírva az alábbi állandó együtthatós, homogénmásodrend¶ lineá-ris di�ereniálegyenletet használhatjuk: mx00(t) + bx0(t) + kx(t) = 0.a) Adjuk meg az egyenlet általános megoldását attól a pillanattól kezdve,amikor az autó egy váratlan gödörbe kerülve v0 m=s függ®leges irányú sebességretesz szert, miközben a karosszéria y méterrel kerül közelebb az úthoz.b) Rajzoljuk ki a karosszéria úthoz viszonyított magasságának a változásátaz els® 15 másodperben, ha m = 1000 kg; b = 300 kg=s; k = 2500 kg=s2; v0 =20 m=s; y = 8 m.) Mekkora lesz a kilengés 5 másodper múlva? Mekkora a maximális kilen-gés?d) Hogyan függ a kilengés az autó tömegét®l? Vizsgáljuk meg a kérdést azel®bbi adatokkal, az autó tömege legyen 500 és 1500 kg közötti.e) Mekkora lenne a minimális értéke a lengéssillapítási konstansnak, hateljesen sima, (elméletileg) "ugrálásmentes" utazást szeretnénk?El®ször oldjuk meg a di�ereniálegyenletet a megadott kezdeti érték feltételek-kel:> ODE:= m*diff(x(t),[t$2℄) + b*diff(x(t),t)+k*x(t) = 0;ODE := m ( �2�t2 x(t)) + b ( ��t x(t)) + k x(t) = 0> kezd_felt:=x(0)= y, D(x)(0) = v[0℄:> mego:=dsolve({ODE,kezd_felt},x(t));mego := x(t) = 12 (b y +pb2 � 4mk y + 2 v0m) e(�1=2 (b�pb2�4mk) tm )pb2 � 4mk� 12 (b y �pb2 � 4mk y + 2 v0m) e(�1=2 (b+pb2�4mk) tm )pb2 � 4mk6A használt programnyelv a MapleV Release 4.0b12



Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1998) 181�202Rajzoljuk ki a kilengést az els® 15 másodperben:> f:=unapply(subs(m=1000,b=300,k=2500,v[0℄= 0.2,y=0.08,> rhs(mego)),t);f := t!� 119820000 (424:00+ :08p�9910000)p�9910000e(�1=2000(300�p�9910000) t)+ 119820000 (424:00� :08p�9910000)p�9910000 e(�1=2000(300+p�9910000) t)> plot(f,0..15);
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2 4 6 8 10 12 14A kilengés az 5. másodperben:> x(5)= evalf(f(5));x(5) = :06300718586A zökkenés pillanatától a maximális kilengésig eltelt id®, és abban a pillanatbana kilengés mértéke:> fsolve(diff(f(t),t),t,0..2);:5970840377> x(")=evalf(f("));x(:5970840377) = :1425887428A kilengés vizsgálata az eltelt id® és az autó tömegének függvényében:> g:=unapply(subs(b=300,k=2500,v[0℄= 0.2,y=0.08,rhs(mego)),t,m);g := (t; m)! 12 (24:00 + :08p90000� 10000m+ :4m) e(�1=2 (300�p90000�10000m) tm )p90000� 10000m13



Kovás Attila: Komputeralgebra a tudományokban és a gyakorlatban� 12 (24:00� :08p90000� 10000m+ :4m) e(�1=2 (300+p90000�10000m) tm )p90000� 10000m> plot3d(g(t,m),t=0..15,m=500..1500,axes=BOXED,orientation=> [-45,35℄,style=PATCH,title=`Lengéssillapítás vizsgálata`);
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Lengescsillapitas vizsgalata

Ismert, hogy a rezgés pontosan akkor osszilláiómentes, ha a di�ereniále-gyenlet karakterisztikus egyenlete gyökei valósak. A minimális lengéssillapításikonstanst akkor kapjuk, ha az említett egyenlet diszkriminánsa nulla, vagyis ha> b=sqrt(4*1000*2500); b = 1000p10Figyeljük meg, hogy az 'ugrálásmentes' utazáshoz az eredetinél több, mint tíz-szer er®sebb lengéssillapító kell:> evalf(rhs("))/300; 10:54092553Számításaink során bizonyos esetekben szimbolikus, máskor numerikus módsze-reket használtunk, mindig a legkézenfekv®bbet alkalmazva.5. Korlátok és a jöv® perspektíváiA jöv®be tekint® spekuláiók általában a közelmúlt relatíve biztonságos extra-poláiói, esetleg valamilyen kevésbé megbízható trendek és lehet®ségek koká-zatos el®revetítései. Egy �atal, gyorsan változó tudományterület, mint példáula komputeralgebra esetében bármiféle el®rejelzés nehéz, hiszen a számítástudo-mány önmagában is viharos sebességgel fejl®d® ágazat. A kereskedelmi szektoragresszívan keresi a lehet®séget a szimbolikus szoftverek terjesztésére, egyre többkutatóhoz, mérnökhöz, diákhoz juttatva el így ®ket. Ezt egybevetve az el®z®14



Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1998) 181�202fejezetben mutatott alkalmazhatósági lehet®ségekkel, fogalmat alkothatunk afejl®dés várható dinamikájáról. Az alábbiakban az eddigi hiányosságokat, kor-látokat valamint a lehetséges igényeket szeretném összefoglalni, talán a jöv®komputeralgebra-rendszereit vetítve ezzel el®re.1. Szimbolikus vagy numerikus számítások? Annak a ténynek, hogy akomputeralgebra-rendszerek tetsz®leges pontosságú számítások elvégzésére ké-pesek, van egy negatív oldala is: a használt saját (szoftveres) lebeg®pontos arit-metika miatt a gépi pontosságot meghaladó numerikus m¶veletek százszor, ezer-szer lassabbak lehetnek, mint más, beépített (hardveres) aritmetikát használóprogramok esetében. Ezért numerikus problémáknál mindig felvet®dik a kérdés:valóban szükség van-e raionális számokkal történ® egzakt vagy tetsz®leges pon-tosságú lebeg®pontos aritmetikára? Ellenkez® esetben élszer¶bb lehet valamelytradiionális programozási nyelv használata.2. Szintaxis és szemantika. Ami a szintaxist és a szemantikát illeti,a szimbolikus nyelvek programozása nehezebb, mint a hagyományos numeri-kus nyelveké. Tengernyi beépített függvényt tartalmaznak, amelyeknek óvatlanhasználata váratlan eredményeket produkálhat. Sok esetben ezért nem árt, haismerjük a rendszerek és eljárásaik bels® m¶ködését, az objektumok ábrázolás-módját; így jobban kordában tarthatjuk méretüket, elkerülhetjük a nemkívántintermediate expression swell jelenséget. A szimbolikus nyelvek használata so-rán elkövetett programozási hibák nyomkövetése szintén újszer¶, nem mindenesetben könny¶ feladat.3. Memóriaigény és futási id®. Általában nehéz megbesülni az adottprobléma megoldásához szükséges számítások id®- és tárkomplexitását. A leg-megfelel®bb matematikai modell kiválasztása és hatékony programozása, a szá-mítások optimalizálása nagy türelmet és szakértelmet kíván (de mindig megéria fáradságot). Mindezeken kívül a szimbolikus számítások a numerikustól eltér®gondolkodásmódot igényelnek. Bizonyos esetekben ügyes változóhelyettesítésseldrasztikusan redukálhatjuk valamely algoritmus id®- és tárigényét, vagy éppenmegoldást találhatunk egy olyan problémára, ami enélkül megoldhatatlannakt¶nik.4. Kifejezések formátuma. A szimbolikus rendszerek használata sorángyakran vet®dik fel a kérdés: mi az adott kifejezés legegyszer¶bb alakja, hogyanérdemes azt egyszer¶síteni? Az (x� 1)2(x+1)3(2x+ 3)4 kifejezés sokkal tömö-rebbnek és kifejez®bbnek t¶nik, mint a 16x9 � 80x8 + 88x7 + 160x6 � 359x5 +x4+390x3� 162x2� 135x+81 kifejezés, ez utóbbi viszont jobban használható,ha pl. az x6 együtthatójára vagyunk kivánsiak. A kiterjesztett vagy faktorizáltkifejezések problémájára két másik illusztris példa:� x1000� 1 és (x� 1)(x999+ x998 + : : :+ x+ 1).� (x+ 1)1000 és x1000 + 1000x999+ : : :+ 1000x+ 1.Az absztrakt objektumok képerny®n való megjelenítése pszihológiai problémá-kat feszeget: ámbár konverzióra mindig van lehet®ség, nem minden esetbenlátszik el®re, mi lesz az ember számára a legegyszer¶bb, legjobban érthet® forma.15



Kovás Attila: Komputeralgebra a tudományokban és a gyakorlatban(Pl. egy- és többváltozós polinomok, tenzorok, gráfok stb.) Másrészt egy jólfelépített rendszerben az input és output kifejezések formátuma nem térhet elnagyon a standard matematikai jelölésrendszert®l.5. Tervezési kérdések. Az egyik legfontosabb tervezési probléma az egy-szer¶sítések automatizálásának kérdése. A Maple például a 0 � f(1) szorzatotautomatikusan nullára egyszer¶síti, ami helytelen, ha f(1) nem de�niált vagyvégtelen. A tervez®knek egyensúlyt kell találniuk a matematikai korrektség ésa használhatóság, hatékonyság között.6. Típusok. Ahhoz, hogy az ábrázolt objektumoknak a pontos jelentésétismerjük, tudnunk kell, hogy milyen értelmezési tartományhoz tartoznak. Eztnevezzük az objektum típusának. A típus azonban nem mindig egyértelm¶.A 29 szám nemsak egész, de nemnegatív s®t pozitív egész. Általában a fel-használó nem akarja minden lépésnél expliit módon meghatározni a használtobjektumok típusát, a rendszernek kell ezt megtennie, amennyire ez lehetséges.A típust nem mindig lehet automatikusan felismerni. Amikor a típus már vala-milyen módon meghatározott, a megfelel® m¶veletek alkalmazhatók. Például arendszer felismeri, hogy lántört-együtthatós polinomok szorzása kommutatív,mátrix együtthatós polinomoké viszont nem. Ily módon a megfelel® tartomá-nyok hierarhiája építhet® fel, ahogy ezt az Axiom nyelv készít®i tették.7. Automatikus következtetés. Tekintsük az alábbi, Axiom szintaxis-ban megadott szabályokat:sinCosProduts == rulesin(x) * sin(y) == (os(x-y) - os(x+y))/2os(x) * os(y) == (os(x-y) + os(x+y))/2sin(x) * os(y) == (sin(x-y) + sin(x+y))/2A szabályok bal oldalát mintának, a jobb oldalát a helyettesítésének nevezzük.Amikor egy szabályt alkalmazunk, egy ún. mintailleszt® eljárás végigpásztázzaaz argumentumok részkifejezéseit, és az els® illeszked® mintát helyettesíti a sza-bály jobb oldalán lév® kifejezéssel. Ez a paradigmanagyon hasznos és fontos pél-dául kifejezések különböz® formái közötti transzformáiók végrehajtása során.Adott szabályrendszer esetén a szabályok egymás utáni alkalmazásakor termé-szetszer¶leg vet®dik fel a terminálás kérdése. Ebben az általánosságban azonbanez egy eldönthetetlen probléma (a Turing-gépek megállási problémája visszave-zethet® a terminálás problémájára). Bizonyos esetekben a Knuth�Bendix-féleeljárás ([40℄) alkalmazható, de olyan eset is lehetséges, amikor bizonyíthatóannem konstruálható olyan teljes rendszer, amely az adott szabályhalmazzal ek-vivalens lenne. Szorosan idekapsolódó kérdéskör az automatikus következtetésés tételbizonyítás problémaköre. Az eddigi biztató eredmények ellenére hosszúmég az út az automatikus tételbizonyítók mindennapos használatáig. Mindezekellenére ezen sorok írója meggy®z®déssel hiszi, hogy a jöv® komputeralgebra-rendszerei képesek lesznek tanulásra, interaktív m¶ködésük alatt funkionalitá-suk változtatására, tételbizonyításra, egyszóval mindarra, amit ma mesterségesintelligeniának nevezünk.8. Megoldhatóság. A komputeralgebra-rendszerekben felhalmozott ha-talmas ismeretanyag ellenére tisztában kell lennünk azzal, hogy a matemati-16



Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1998) 181�202kának sok olyan területe van még, ahol a mai rendszerek nem sok segítségettudnak nyújtani vagy a hatékony algoritmusok hiánya vagy egész egyszer¶en amegfelel® megoldási módszerek ismeretének hiánya miatt. Ilyen, a kutatásokélvonalába tartozó területek pl. a pariális di�ereniálegyenletek, a nem elemi(pl. Bessel-féle) függvényeket tartalmazó határozatlan és határozott integrálok,felületi integrálok, nemkommutatív algebrák stb. Léteznek olyan problémák is,amelyekre bizonyítható, hogy nem létezik egzakt szimbolikus megoldás. Te-kintsük például a transzendens kifejezések azon TK osztályát, amelyek egyx változóból, raionális konstansokból, a transzendens konstans � -b®l, és a+,*,sin,abs függvényszimbólumokból épülnek fel. Két kifejezés pontosan akkorekvivalens, ha R-en ugyanazt a függvényt írják le. Rihardson és MatijaseviHilbert 10. problémájának eldönthetetlenségére adott bizonyítását alapulvéveCaviness bizonyította be, hogy a TK osztálybeli kifejezések ekvivaleniaproblé-mája eldönthetetlen [11℄.9. Implementáió. Egy adott algoritmushoz tartozó legjobb implementá-iót megtalálni nem minden esetben könny¶ vállalkozás. Az objektumok ada-tábrázolásától, a választott programnyelv lehet®ségeit®l függ®en több "legjobb"implementáió is lehetséges. Ezenkívül a különféle speiális esetek gyakran kü-lönböz® megközelítési módot igényelnek. A használhatóságot tekintve az infor-matika legújabb eredményeinek alkalmazása megkönnyítheti az egyensúlyozásta hatékony kód és a kényelmes használat között.10. Párhuzamosítás. A parallelizálás irányába történt er®feszítések várha-tólag el®bb-utóbb meghozzák gyümölsüket. Az eddigi eredmények ígéretesek.11. Modulok és könyvtárak. Ma már a komputeralgebra-rendszereklényegesen nyitottabbak, vagyis az egyik rendszerb®l meghívható több másikszimbolikus vagy numerikus nyelven megírt programrészlet. Ezeket a progra-megységeket (modulokat) a felhasználói felületen keresztül interaktívan satol-hatjuk. A modulkönyvtárak közös használatához a be- és kimenetet szabványo-sítani kell. Ennek egy megoldásán dolgozik az OpenMath tervezet [55℄.12. Felhasználói felület. A legtöbb általános élú komputeralgebra-rendszer rendelkezik valamilyen gra�kus felülettel. Ami pedig fejl®désüket illeti,véleményem szerint folytatódni fog az a napjainkban is érzékelhet® pozitív ten-denia, ami elvezet a szabványos elemekb®l építkez® (ábra, szöveg, formula, stb),dokumentumkészítésre alkalmas, internet- és hypertext-lehet®séggel felvértezettuniverzális programsomagokhoz.A fejezetben látott hiányosságok ellenére a komputeralgebra-rendszerek na-gyon gyakran szolgálnak kellemes meglepetésekkel, tudásuknál fogva, valamintinterdisziplináris természetükb®l adódóan reményteljes és sokatígér® jöv® el®ttállnak. Megjelenésükkel új módszerek, új eszközök léptek színre, amelyek fokoza-tosan megváltoztatják gondolkodásmódunkat, modellalkotó képességünket. Se-gítségükkel a problémák új megvilágításba kerülnek, a természettudományi ésmatematikai törvények egyre apróbb és apróbb részletei kristályosodnak ki, ezál-tal újabb és újabb felfedezéseket tehetünk a sodák � a matematikai struktúrákuniverzumában. 17
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