SzămątćgĆpes prąmtesztelĆs ElŞadăs Jărai Antal

16869987339975 · 2^{171960} ± 1 ikerprímek.

1991 Mathematics Subject Classification. Primary: 11-04. Secondary: 11A41.

Typeset by AMS-TEX 1

A szămelmĆlet kĆt legrĆgebbi algoritmikus problĆmăja:

- DŤntsĄk el egy szămrćl, hogy prąm vagy Ťsszetett. - Ha Ťsszetett, bontsuk prąmtĆnyezŞkre.

Az elsŞ problĆmărćl fogok beszĆlni.

NĆhăny napja talăltuk (Csajbćk Tąmea, Farkas Găbor, Jărai Antal, Jărai Zoltăn, Kasza Jănos) a fenti ikerprimet, amely a jelenleg ismert legnagyobb.

A hąres ikerprąm sejtĆs szerint vĆgtelen sok ikerprąm van. Bateman Ćs Horn alăbbi, sokkal ăltalănosabb sejtĆse mĆg a prąm s-esek asszimptotikus sŰrŰsĆgĆt is megadja egy sokkal ăltalănosabb esetben.

SejtĆs. Legyenek f_1, f_2, . . . , f_s irreducibilis polinomok, egĆsz egyĄtthatćkkal Ćs pozitąv fŞegyĄtthatćkkal. Ha

π_{f1,... ,fs} (N)

jelŤli azon 0 < n ≤ N egĆszek szămăt, amelyekre

f_1(n), . . . , f_s(n)

mind prąmek, akkor

π_{f1,... ,fs} (N) ∼ C_{f1,... ,fs} 1 deg(f_1) · · · deg(f_s) N∑ 2 1 (ln(n))^s ,

ahol

C_{f1,... ,fs} = ∏ p ( 1 − w(p) p )( 1 − 1 p )_{−s} ; itt w(p) jelŤli az

f_1(x) · · · f_s(x) = 0 (mod p)

kongruencia x megoldăsainak szămăt.

Megmutathatć, hogy a vĆgtelen szorzat mindig konvergens, Ćs pozitąv, ha minden p prąmre w(p) < p.

Az egyszerŰ gondolat a sejtĆs mŤgŤtt az, hogy a prąmszămtĆtel szerint annak valćsząnŰsĆge, hogy egy nagy n szăm prąm, 1/ ln(n). «Igy annak valćsząnŰsĆge, hogy az

f_1(n), . . . , f_s(n)

szămok mind prąmek, ha ezek az esemĆnyek fĄggetlenek volnănak, 1 ln f_1(n) · · · ln f_s(n) lenne. Azonban, az (f_1(n), . . . , f_s(n)) szăm s-es nem vĆletlenszerŰ. C_{f1,... ,fs} de˛nącićjăban az 1 − w(p)/p szăm annak az esĆlye, hogy az f_1(n), . . . , f_s(n) egĆszek egyike sem oszthatć p-vel, (1 − 1/p)^s pedig annak az esĆlye, hogy egy vĆletlen szăm s-es egĆszei kŤzĄl egyik sem oszthatć p-vel, ągy logikus azt vărni, hogy annak esĆlye, hogy f_1(n), . . . , f_s(n) mindegyike prąm legyen, C_{f1,... ,fs} ln f_1(n) · · · ln f_s(n) . «Igy a π_{f1,... ,fs} (a, b) vărhatć szăma azon n-eknek (a, b]-ben, amelyekre f_1(n), . . . , f_s(n) egyszerre prąmek,

π_{f1,... ,fs} (a, b) ∼ C_{f1,... ,fs}

∫_b a du ln f_1(u) · · · ln f_s(u) . PĆldăul, ha f_1(X) = X Ćs f_2(X) = X + 2 akkor az ikerprąmek szămăra nyerĄnk egy asszimptotikus formulăt. A kostans ebben az esetben 2C_2 ahol C_2 = 0.66016 . . . az ikerprąm konstans.

Hasonlć heurisztika alkalmazhatć, hogy megbecsĄljĄk egy kis prąmekkel valć szitălăs utăn visszamaradć s-esek szămăt.

A sejtĆs ăltal adott becslĆsek nagyon jć egyezĆsben vannak a szămątćgĆpes kąsĆrletek eredmĆnyeivel.

EgyszerŰ prąmtesztek

Miller-Rabin valćsząnŰsĆgi teszt. Egy m păratlan egĆszre, ez az algorimus megprćbălja eldŤnteni, hogy m prąm vagy nem. Legyen m = 1 + 2^kq ahol q păratlan, Ćs a egy egĆsz az 1 < a < m intervallumban. Az Ťtlet az, hogy ha m = 1 + 2^kq prąm, Ćs a^q mod m ≠ 1, akkor az

a^q mod m, a^{2q} mod m, a^{4q} mod m, . . . , a^{2kq} mod m

sorozat 1-re vĆgzŞdik, Ćs az elsŞ 1 elŞtt a sorozatban m − 1 ăll, mivel b^2 mod m = 1 megoldăsai csak b = ±1 ha m prąm, ugyanis (b − 1)(b + 1) oszthatć m-el.

A legfontosabb tĆny az algoritmussal kapcsolatban, hogy ha egy vĆletlen a-t vălasztunk, akkor az algoritmus kisebb mint 1/4 valćsząnŰsĆggel hibăzik. IsmĆtelt alkalmazăssal tetszŞlegesen kis valćsząnŰsĆget elĆrhetĄnk.

A valćsząnŰsĆgi teszt igen ritkăn hibăzik. 25 · 10^9-ig csak 13 olyan Ťsszetett szăm van, amely ătcsčszik a teszten a = 2, 3, 5 alapokkal.

Lucas teszt. Egy m pozitąv egĆsz szăm akkor Ćs csak akkor prąm, ha van olyan a amelyre (a, m) = 1 Ćs

a^{m−1} mod m = 1

de minden p|m − 1 prąmre a^{(m−1)/p} mod m ≠ 1.

Riesel teszt. TegyĄk fel, hogy h egy păratlan egĆsz Ćs hogy 2^n > h. Ekkor N = h2^n − 1 akkor Ćs csak akkor prąm, ha v_{n−2} ≡ 0 mod N, ahol v_s = v^2_{s−1} − 2 Ćs v_0 = a^h + a^{−h}. Ebben a kifejezĆsben a egy a = (k + l √ D)^2 r alakč egysĆg Q( √ D)-ben, ahol ( D N ) = −1 Ćs k^2 − l^2D r ( r N ) = −1.

Itt k, l Ćs r egĆszek. MegjegyezzĄk, hogy |r| = |k^2 − l^2D|.

A kritikus pont: a szorzăs

Szorzăs Ćs polinomszorzăs. Szămok szorzăsa polinomszorzăsra vezethetŞ vissza:

(_∞ ∑ k=0 a_kx^k

) (_∞ ∑ k=0 b_kx^k ) = ∞∑ k=0 c_kx^k, c_k = ∑ i+j=k

a_ib_j .

Megfordątva, a polinomszorzăs is visszavezethetŞ nagy szămok szorzăsăra. Ha a B alapszăm valamivel hosszabb, mint a jegyek hosszănak kĆtszerese, akkor ∑ k a_kB^k Ćs ∑ k b_kB^k szorzatănak jegyei a c_k-k. MindkĆt trĄkk hasznos.

Szorzăs gyors Fourier transzformăcićval. Egy valćs 2n tagč f_0, f_1, . . . , f_{2n−1} sorozat diszkrĆt Fourier transzformăltjăt hasznăljuk. De˛nącić szerint ez

^f_k =^{2n−1} ∑ j=0 f_j ω^{−jk}

j = 0, 1, . . . , 2n − 1-re, ahol ω = e^{−πi/n} = e^{−2πi/(2n)} egy 2n-edik egysĆggyŤk. EgyszerŰbb jelŤlĆseket kapunk, ha ezt a sorozatot, Ćs az eredeti sorozatot is kiterjesztjĄk egy 2n szerint perićdikus, mindkĆt irănyban vĆgtelen sorozattă.

Ha veszĄnk egy măsik g_0, g_1, . . . , g_{2n−1} sorozatot, Ćs f_k = g_k = 0 ha n ≤ k < 2n, akkor felhasznălhatjuk a ^f_k Ćs ^g_k sorozatokat, hogy kiszămoljuk a

h_k = k∑ j=0 f_j g_{k−j}

szămokat k = 0, 1, . . . , 2n−2-re. Ezek a szămok a

∑_{2n−2} j=0 h_j x^j polinom egyĄtthatći, amely a

∑_{n−1} j=0 f_j x^j Ćs

∑_{n−1} j=0 g_j x^j polinomok szorzata. EzĆrt nagyon hasznosak, ha kĆt hosszč szăm szorzatăt akarjuk kiszămolni, amelyeket f_0, f_1, . . . , f_{n−1} illetve g_0, g_1, . . . , g_{n−1} reprezentăl x alapč szămrendszerben. Mivel a h_k sorozat az f_k Ćs a g_k sorozatok gŤngyŤlt konvolčcićja, h_k mint ^h_k = ^f_k ^g_k inverz diszkrĆt Fourier transzformăltja szămolhatć.

DiszkrĆt Fourier transzformăltnak Ćs inverzĆnek a szămątăsa n log_2 n mŰvelettel megoldhatć az FFT algoritmust hasznălva.

Mivel f_k valćs, azt kapjuk, hogy

—^f_{2n−k} =^{2n−1}∑ j=0 f_j ω^{(2n−k)j} = ^f_k

minden k ∈ Z-re. Az n fĄggetlen komplex ^f_k kiszămątăsa a komplex F_k = f_{2k} + if_{2k+1}, k = 0, 1, . . . , n − 1 sorozat Fourier transzformăltjănak kiszămątăsăra redukălhatć.

NĆzzĄnk egy pĆldăt. Osszuk a 2^{19} bites szămot 16 bites darabokra. 2^{15} komplex koordinătăval rendelkezŞ vektorok Fourier Ćs inverz Fourier transzformăltjăt kell kiszămątani. Az eredmĆnyvektor tagjai legfeljebb 2^{15} darab 32 bites szorzat Ťsszegei. «Igy legalăbb 47 bit pontossăgot kell elĆrnĄnk. ElĆg nagy valćsząnŰsĆggel rekonstruălni tudjuk a szorzatot.

A SchŤnhage{Strassen-fĆle gyorsszorzć algoritmus. Ez a nevezetes algoritmus kĆt n-bites szăm szorzăsăhoz szĄksĆges bit mŰveletek szămăt n log n log log n rendig kĆpes redukălni. A fŞ gondolat FFT-IFFT hasznălata, de minden mŰveletet modulć egy 2^{2k} + 1 Fermat-szăm vĆgzĄnk egy alkalmas k-val amelyre 2^k ≈ √ n. Az egysĆggyŤkŤk kettŞhatvănyok, ągy az FFT-IFFT alatt csak Ťsszeadăsra, kivonăsra Ćs eltolăsra van szĄksĆg. A jegyenkĆnti szorzăs rekurząv mćdon tŤrtĆnik. Egy ˛nom trĄkk az eredmĆnyt csak modulć 2^n + 1 kiszămolni, ez rekurząv hąvăsok esetĆn tovăbbi nyeresĆget hoz. PĆldăul egy 16 ∗ 32768 bites szămot 2^{10} rĆszre oszthatunk, amelyek mindegyike 17 darab 32 bites szćbćl ăll, Ćs az FFT-IFFT 2^{11} taggal tŤrtĆnik mod(2^{1024} + 1).

Az Agrawal{Kayal{Saxena-algoritmus

Az AKS-algoritmus Ťtlete. Ha lnko(s, n) = 1, akkor (x + s)^n ≡ x^n + s (mod n) pontosan akkor teljesĄl, ha n prąm.

Valćban, ha n prąm, a kongruencia teljesĄl. EgyĆbkĆnt p^k‖n esetĆn p^k nem osztćja

(_n p ) -nek Ćs relatąv prąm s^{n−p}- hez, ągy x^p egyĄtthatćja nem nulla.

Vizsgăljuk (x + s)^n ≡ x^n + s-et (mod x^r − 1, p).

AKS-tĆtel. Ha n ∈ N^+, q, r ∈ P, S ⊂ Z vĆges, q|r − 1 Ćs n^{(r−1)/q} mod r /∈ {0, 1}, tovăbbă lnko(n, s − s^′) = 0, ha s, s^′ ∈ S, s ≠ s^′ Ćs ( ♮S + q − 1 ♮S ) ≥ n^{2⌊√r⌋}, (x+s)^n ≡ x^n+s (mod x^r−1, n)

minden s ∈ S-re, akkor n prąmhatvăny.

MegjegyzĆsek. (1) Megmutatjăk, hogy van olyan c, hogy c lg^6 n-ig van olyan r, amelyre van olyan q prąmosztćja r − 1-nek, hogy q ≥ 4 √ r lg n Ćs q osztja az n modulć r vett rendjĆt. (Ez azzal ekvivalens, hogy n^{(r−1)/q} mod r ≠ 1, mert q > √ r − 1.) Az elĆg nagy Sophie Germain prąmek kŤzĄl nagyon sok jć, ekkor q ≈ 32 lg^2 n.

(2) Nyilvăn

(♮S + q − 1)(♮S + q − 2) · · · (♮S + 1)

1 · 2 · · · · · (q − 1) ≥ ( ♮S + 1 q − 1

)_{q−1} , Ćs ha ( ♮S + 1 q − 1

)_{q−1} ≈ n^{2√r},

akkor ♮S ≈ 1 √ 2 r. (3) Prąmhatvănyteszt: mĆg binăris keresĆssel is elĆg gyors. (4) Tovăbb ĆlesątettĆk, r ≈ 0.01 lg^2 n elĆrhetŞ, ♮S is csŤkkenthetŞ, ągy ≈ 2000000-szor gyorsabb, (lg n)^{6+o(1)} sebessĆgŰ. A valsĆgi văltozat (lg n)^{4+o(1)} sebessĆgŰ.

(5) Nem fĆr el a tărban.

Prąmteszt elliptikus gŤrbĆkkel

Elliptikus gŤrbĆk. Egy elliptikus gŤrbe R felett azon sąkbeli (x, y) părok halmaza, amelyek kielĆgątik az

y^2 = x^3 + ax + b

egyenletet, ahol a, b valćs konstansok, amelyekre 4a^3+27b^2 ≠ 0. Vilăgos, hogy ha az (x, y) pont a gŤrbĆn van, akkor az (x, −y) pont is. (A 4a^3 + 27b^2 ≠ 0 feltĆtel azt biztosątja, hogy az f(x, y) = 0, f(x, y) = y^2 −x^3 −ax−b gŤrbe minden (x_0, y_0) pontjăban lĆtezzen egyĆrtelmŰ ĆrintŞ.) Ha egy (nem fĄggŞleges) egyenes metszi ezt a gŤrbĆt kĆt pontban, akkor egy harmadikban is. A gŤrbe egy ĆrintŞjĆt čgy tekintjĄk, mint amelynĆl a kĆt metszĆspont egybeesik.

Ha (x_1, y_1) Ćs (x_2, y_2) a kĆt metszĆspont, akkor a harmadik koordinătăi

x_3 = λ^2 − x_1 − x_2, y_3 = λ(x_3 − x_1) + y_1

ahol λ = y_2 − y_1 x_2 − x_1 ha x_1 ≠ x_2 Ćs egyĆbkĆnt λ =

3x^2_1 + a 2y_1 , λ az egyenes meredeksĆge.

Az (x_1, y_1)+(x_2, y_2) = (x_3, −y_3) ŤsszefĄggĆssel egy Ťsszeadăst de˛niălhatunk. Ha a fĄggŞleges egyeneseknek megfelelŞ ∞ szimbćlumot mint nullelemet de˛niăljuk, azaz

(x, y) + (x, −y) = (x, −y) + (x, y) = ∞,

akkor megmutathatć, hogy egy Abel csoportot kapunk.

MĆg ha csak egy egysĆgelemes kommutatąv gyŰrŰ adott, pĆldăul Z/nZ, lnko(n, 6) = 1, akkor is de˛niălhatjuk a fenti mŰveleteket parciălisan, azaz ha az osztăs elvĆgezhetŞ; termĆszetesen ekkor nem kapunk csoportot. Fontos azonban ĆszrevennĄnk, hogy ha lnko(n, 4a^3 + 27b^2) = 1, akkor bărmely p prąmosztćjăra n-nek modulo p is egy elliptikus gŤrbĆt kapunk, Ćs ha Z/nZ felett el tudunk vĆgezni egy Ťsszeadăst, akkor bărmely p prąmosztćjăra n-nek, az eredmĆny modulo p redukălva, az ugyanaz, mint ha elŞbb elvĆgezzĄk a modulo p redukălăst, Ćs aztăn vĆgezzĄk el a mŰveletet modulo p. (Az ∞ szimbćlum redukălva sajăt maga.)

PrąmtesztelĆshez Ćs faktorizălăshoz csak ilyen, modulo n vett Ăelliptikus gŤrbĆkre" lesz szĄksĆgĄnk.

TĆtel. Legyen n ∈ Z, gcd(6, n) = 1 Ćs legyen E_n egy Z/nZ feletti elliptikus gŤrbe pontjainak a halmaza. Legyenek m Ćs s egĆszek, čgy, hogy s|m. TegyĄk fel, hogy talăltunk olyan P pontot E_n-ben, amelyre

m·P = 0 and m q ·P ≠ 0 minden q prąmfaktorăra s-nek.

Ekkor minden p prąmosztćjăra n-nek |E_p| ≡ 0 mod s. Tovăbbă, ha s > (^4 √ n + 1)^2 akkor n prąm.

TĆtel [Hasse]. Ha p > 3 prąm, akkor egy Z/pZ felett vett elliptikus gŤrbe rendje p+1−2 √ p Ćs p+1+2 √ p kŤzŤtt van.

Goldwasser{Kilian teszt. Az n valćsząnŰ prąm prąm voltănak bizonyątăsăhoz, vălasszunk egy Ăelliptikus gŤrbĆt" Z/nZ felett, Ćs egy m szămot, amelyre a gŤrbe rendje m, | legalăbbis ha n prąm. Ha m feląrhatć fn_1 alakban, ahol f faktorait ismerjĄk, n_1 pedig valćsząnŰ prąm, Ćs n_1 > (n^{1/4} + 1)^2, akkor n prąm voltăt ezen pont elsŞ tĆtele segątsĆgĆvel be tudjuk bizonyątani. Vălasszunk ugyanis egy olyan P pontot, amely eleget tesz a tĆtel feltĆteleinek s = n_1 vălasztăssal. Ehhez vălasszunk egy vĆletlen P pontot a gŤrbĆn (x vĆletlen, y-t kiszămątjuk). Szămątsuk ki (m/n_1)·P = f ·P -t; ha nincs de˛niălva, akkor megtalăltuk n_1 egy valćdi osztćjăt, ami nagyon valćsząnŰtlen. Annak valćsząnŰsĆge, hogy k · P = 0 legyen, kicsi, ha n prąm, ebben az esetben vălasszunk čj pontot. EllenŞrizzĄk, hogy n_1 · (f · P ) = m · P = 0, aminek teljesĄlnie kell, ha n prąm. Ŋgy P lĆtezĆse bizonyątja, hogy n prąm, ha n_1 prąm. Most alkalmazzuk az eljărăst n_1-re, stb.

Atkin tesztje. A teszt alapgondolata az, hogy megfordątjuk m Ćs a gŤrbe megvălasztăsănak sorrendjĆt. Ezt čgy ĆrjĄk el, hogy egy alkalmas D negatąv egĆszre a Q( √ D) test ν egĆszei kŤzŤtt keresĄnk egy olyat, amelyre |ν|^2 = n (ha van ilyen). Ha ez megvan, akkor m = |ν ± 1|^2 rendŰ elliptikus gŤrbĆket ĂkŤnnyen" talălhatunk. Ŋgy m-et măr akkor tudjuk, amikor a gŤrbĆt mĆg nem: azt răĆrĄnk kĆsŞbb is meghatărozni.

HatĆkony faktorizălăsi algoritmusokat hasznălva, o(lg^4 n) futăsidŞ ĆrhetŞ el (csak heurisztikusan!).

RĆszletezve, a teszt a kŤvetkezŞkĆppen mŰkŤdik:

1. Kivălasztjuk D čgynevezett Ăalapdiszkriminănsoknak" egy elĆg nagy halmazăt. Az alapdiszkriminănsokat nŤvekvŞ abszolčt ĆrtĆk szerint hatărozhatjuk meg: D < −1, D ≡ 0 (mod 4) vagy D ≡ 1 (mod 4) kell teljesĄljŤn, Ćs nem lĆtezhet olyan k > 1 egĆsz, amelyre D/k^2 is alapdiszkriminăns. A D = −3 Ćs D = −4 esetek kĄlŤn meggondolăsokat igĆnyelnek, ezeket itt mellŞzzĄk, tehăt feltesszĄk, hogy D ≤ −7.

2. Q( √ D) algebrai egĆszei feląrhatćk ν = x+yω alakban, ahol x, y egĆszek, Ćs ω = (D + √ D)/2. Ekkor |ν|^2 a ν normăja, ągy azt akarjuk elĆrni, hogy

(1) n = ( x + y D 2 )_2 − y^2 D 4 teljesĄljŤn. Ŕtrendezve, azt kapjuk, hogy 4n = (2x+yD)^2 − y^2D. Ha ez a feltĆtel teljesĄl, akkor egyrĆszt (D|n) = 1, măsrĆszt minden p păratlan prąmre, ami osztja D-t, teljesĄl, hogy (n|p) = 1. Ezek a feltĆtelek szĄksĆgesek (de nem elĆgsĆgesek) (1) teljesĄlĆsĆhez.

3. KeressĄnk szĄksĆges Ćs elĆgsĆges feltĆtelt (1) teljesĄlĆsĆhez, Ćs mćdszer arra, hogy az x, y egĆszeket meghatărozzuk. (1) feląrhatć

(2) n = x^2 + xyD + y^2

D(D − 1) 4 alakba. A jobb oldal egy bilineăris forma x, y văltozćkkal Ćs egĆsz egyĄtthatćkkal.

4. Ŕltalănosan, tekinthetĄnk

ax^2 + bxy + cy^2

alakč bilineăris formăkat egĆsz a, b, c egyĄtthatćkkal. Egy ilyen bilineăris formăban bevezethetĄnk čj văltozćkat. PĆldăul az x^′ = −y, y^′ = x helyettesątĆsnĆl az čj forma egyĄtthatći a^′ = c, b^′ = −b Ćs c^′ = a lesznek, az x^′ = x + ky, y^′ = y helyettesątĆsnĆl pedig, ahol k egĆsz, az čj egyĄtthatćk a^′ = a, b^′ = b − 2ka Ćs c^′ = c − kb + k^2a. Vilăgos, hogy ezen helyettesątĆsek sorăn nem văltozik meg a forma ĆrtĆkkĆszlete, azaz a {ax^2 + bxy + cy^2 : x, y ∈ Z} halmaz Ćs a {a^′x^{′2} + b^′x^′y^′ + c^′y^{′2} : x^′, y^′ ∈ Z} halmaz megegyeznek. Azt is nyilvănvalć, hogy b^2 − 4ac = b^{′2} − 4a^′c^′, azaz ez a mennyisĆg, a bilineăris forma diszkriminănsa sem văltozik. PĆldăul a (2) jobb oldalăn ăllć forma diszkriminănsa D. Egy bilineăris formăt pozitąvnak nevezĄnk, ha a > 0, a diszkriminănsa pedig negatąv. Vilăgos, hogy ekkor c is pozitąv. Egy bilineăris formăt primitąvnek nevezĄnk, ha egyĄtthatćinak legnagyobb kŤzŤs osztćja 1. A fenti (invertălhatć) transzformăcićk pozitąv primitąv formăt pozitąv primitąv formăba visznek. A fenti kĆt transzformăcić ismĆtelt alkalmazăsăval minden pozitąv primitąv forma egy redukălt alakra hozhatć: ekkor |b| ≤ a ≤ c Ćs b ≥ 0 ha |b| = a vagy a = c. Ez čgy tŤrtĆnik, hogy ha −a < b ≤ a nem teljesĄl, akkor alkalmazzuk a măsodik lĆpĆst ennek elĆrĆsĆre, ha pedig teljesĄl, Ćs a forma mĆg nem redukălt, akkor alkalmazzuk az elsŞ lĆpĆst. Az algoritmus nagyon hasonląt az euklidĆszi algoritmushoz. PĆldăul a (2) jobb oldalăn ăllć forma nem redukălt, de egyetlen lĆpĆssel redukălhatć: ha D păros, akkor a redukălt forma x^2 − (D/4)y^2, ha pedig păratlan, akkor x^2 + xy + y^2(1 − D)/4. Gauss megmutatta, hogy a redukălt alak egyĆrtelmŰ: minden pozitąv primitąv formănak egy Ćs csak egy redukălt alakja lĆtezik. Az adott (negatąv) D diszkriminănsč pozitąv primitąv formăkat tehăt ekvivalencia-osztălyokba sorolhatjuk a szerint, hogy mi a redukălt formăjuk. Az ekvivalencia-osztălyok szămăt a D diszkriminănshoz tartozć ideălosztăly szămnak nevezzĄk, Ćs h(D)-vel jelŤljĄk.

5. TĆrjĄnk vissza annak vizsgălatăhoz, hogy (2) megoldhatće? EuklidĆszi algoritmust alkalmazva x-re Ćs y-ra, az derĄl ki, hogy ha van egy megoldăsa (2)-nek, akkor van olyan, a (2) jobb oldalăval ekvivalens bilineăris forma is, amelyre x = 1, y = 0 esetĆn lesz a forma ĆrtĆke n. KeressĄnk ilyen formăt. Nyilvăn a = n kell legyen, tovăbbă b^2 − D oszthatć kell legyen 4n-el, kĄlŤnben c nem lehetne egĆsz. KeressĄnk egy olyan 0 < b^′ < n-et, amelyre b^{′2} ≡ D (mod n). (Kell lenni ilyennek, legalăbb is ha n prąm, feltĆve, hogy (D|n) = 1.) Ha b^′ Ćs D parităsa megegyezik, akkor legyen b = b^′, egyĆbkĆnt legyen b = b^′ + n. Ŋgy c = (b^2 − D)/(4n) egĆsz lesz. Megmutathatć, hogy b lehetsĆges vălasztăsai ekvivalens formăkat eredmĆnyeznek. Ŋgy azt kell ellenŞriznĄnk, hogy ennek a formănak a redukălt alakja megegyezike a (2) jobb oldalăn szereplŞ forma redukălt alakjăval. Ha igen, akkor nyomon kŤvetve a redukcić sorăn felhasznălt helyettesątĆseket, x-et Ćs y-t is megkapjuk, amire (2) fennăll. Ha nem, akkor (2) nem oldhatć meg. A minden D-re a siker esĆlye 1/(2h(D)), mivel 1/2 esĆllyel tudunk gyŤkŤt vonni D-bŞl, Ćs ha sikerĄl, akkor 1/h(D) az esĆlyĄnk.

6. Ha sikerĄlt megtalălni ν-t, akkor mindjărt kĆt lehetsĆges m-et talăltunk. Ezeket megprćbăljuk faktorizălni, pĆldăul prćbaosztăssal. Ha sikerĄl annyi kis prąmfaktort levălasztani, hogy egy valćsząnŰ prąm marad vissza, akkor tovăbb lĆphetĄnk a rekurzićban. Ha ez nem sikerĄl, akkor čjabb D-vel prćbălkozunk.

7. VĆgĄl, ha a rekurzić elĆrt egy elĆg kis szămot, amirŞl măr ĂrănĆzĆsre" (pl. prćbaosztăssal) kiderĄl, hogy prąm, felĆpątjĄk a ĂbizonyątĆkot". Ez az

n, a, b, m, P, f, n_1, a_1, b_1, m_1, P_1, f_1, n_2, a_2, b_2, m_2, f_2, n_3, . . .

sorozat, ahol n, n_1, n_2, n_3, . . . prąmek, a_i, b_i egy modulo n_i elliptikus gŤrbe egyĄtthatći, m_i a rendje, P_i egy pontja, amely eleget tesz ezen pont elsŞ tĆtele feltĆteleinek, f_i pedig az m_i faktorizălt rĆsze čgy, hogy m_i = f_in_{i+1}. A ĂbizonyątĆk" meghatărozăsa čgy tŤrtĆnik, hogy (kellŞ pontossăgč lebegŞpontos aritmetikăt hasznălva) az adott n-hez talălt D diszkriminăns segątsĆgĆvel kiszămątjuk a H_D Hilbert polinomot. Ez egy egĆsz egyĄtthatćs polinom h(D) fokszămmal, amelyet a

H_D(X) = ∏ (a,b,c) ( X − j ( b + √ D 2a )) szorzat de˛niăl, ahol a szorzăs az Ťsszes, a D diszkriminănshoz tartozć pozitąv primitąv redukălt formăkra ĆrtendŞ, j pedig egy rŤgzątett komplex fĄggvĆny, amely a felsŞ fĆlsąkon van de˛niălva, Ćs

j(z) = ( 1 + 240

∑_∞ k=1 k^3q^k 1−q^k

)_3 q ∏_∞

k=1(1 − q^k)^{24} , ahol q = e^{2πiz}. Megmutathatć, hogy

j(z) = 1 q + 744 + ∞∑ k=1 c_kq^k,

ahol a c_k egyĄtthatćk pozitąv egĆszek, Ćs j de˛nącićja alapjăn kŤnnyen kiszămithatćk. Az m = |ν ±1|^2 rendŰ elliptikus gŤrbĆk az y^2 = x^3 + 3kx + 2k, y^2 = x^3 + 3kc^2x + 2kc^3

gŤrbĆk, ahol k ≡ x_0/(1728 − x_0) (mod n), c egy tetszŞleges szăm, amire (c|n) = −1, x_0 pedig H_D egy tetszŞleges gyŤke modulo n. Megmutathatć, hogy H_D modulo n elsŞfokč tĆnyezŞk szorzatăra bomlik.