Nemzeti TankŤnyvkiadć Rt.

A kiadăsĆrt felel: Păl˛ Jćzsef vezĆrigazgatć Raktări szăm: 42580 FelelŞs fŞszerkesztŞ: Palojtay Măria FelelŞs szerkesztŞ: Balassa Zsć˛a MŰszaki szerkesztŞ: GŤrŤg IstvănnĆ Terjedelem: 17,88 (A/5) ąv ElsŞ kiadăs, 2002 A szedĆs az AMS-TEX Jărai Zoltăn Ćs a szerzŞ ăltal ąrt magyar văltozatăval kĆszĄlt.

MŘRTŘK ŘS INTEGRŔL

Jărai Antal

MŘRTŘK ŘS INTEGRŔL

Nemzeti TankŤnyvkiadć, Budapest

FelsŞoktatăsi tankŤnyv

A kŤnyv az Oktatăsi MinisztĆrium tămogatăsăval, a FelsŞoktatăsi Pălyăzatok Irodăja ăltal lebonyolątott FelsŞoktatăsi TankŤnyv- Ćs SzakkŤnyv-tămogatăsi program keretĆben jelent meg.

A kŤnyv bąrălći

FRIDLI SŔNDOR egyetemi docens a matematikatudomăny kandidătusa, habil.

GILŔNYI ATTILA egyetemi docens PhD., habil.

© Jărai Antal, Nemzeti TankŤnyvkiadć Rt., Budapest, 2002

ISBN 963 19 3273 7

A mŰ măs kiadvănyban valć rĆszleges vagy teljes felhasznălăsa, utănkŤzlĆse, illetve sokszorosątăsa a Kiadć engedĆlye nĆlkĄl tilos!

TARTALOMJEGYZŘK

Bevezetés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1. Mértékterek, mértékek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.1. MĆrtĆkterek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.2. MĆrtĆkek konstruălăsa, kĄlsŞ mĆrtĆkek . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.3. MĆrtĆk Ćs topolćgia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2. Példák mértékekre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 2.1. A Lebesgue-mĆrtĆk a szămegyenesen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 2.2. Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆkek a szămegyenesen . . . . . . . . . . . . . . 31 2.3. Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆkek az euklideszi tĆren . . . . . . . . . . . . . . 33 2.4. A Hausdor¸-mĆrtĆk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 2.5. A Haar-mĆrtĆk lĆtezĆse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3. Mérhető függvények . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 3.1. A mĆrhetŞ fĄggvĆnyek fogalma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 3.2. MĆrhetŞ fĄggvĆnyek sorozatai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4. Az integrál . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 4.1. Nemnegatąv mĆrhetŞ fĄggvĆnyek integrălja . . . . . . . . . . . . . . . . 54 4.2. Integrălhatć fĄggvĆnyek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 4.3. VektorĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek integrălja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 4.4. L^p-terek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 4.5. A Riemann- Ćs a Lebesgue-integrăl kapcsolata . . . . . . . . . . . . . . 69

5. Mértékek szorzata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 5.1. A Fubini-tĆtel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 5.2. A Lebesgue-mĆrtĆk az euklideszi tĆren . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

6. Mértékek deriváltja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 6.1. A Lebesgue{Radon{Nikodym-tĆtel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 6.2. Komplex mĆrtĆkek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 6.3. L^p duălis tere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

6 TartalomjegyzĆk

7. Mértékek és lineáris funkcionálok . . . . . . . . . . . . . . . 95 7.1. Monoton lineăris funkcionălok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 7.2. A Haar-mĆrtĆk egyĆrtelmŰsĆge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 7.3. Folytonos lineăris funkcionălok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 7.4. Korlătos văltozăsč fĄggvĆnyek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 8. A differenciálás és integrálás kapcsolata . . . . . . . . . . . . 110 8.1. LefedĆsi tĆtelek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 8.2. MĆrtĆkek lokălis derivăltja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 8.3. Abszolčt folytonos fĄggvĆnyek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 9. Helyettesítéses és parciális integrálás . . . . . . . . . . . . . 121 9.1. Parciălis integrălăs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 9.2. HelyettesątĆses integrălăs egyvăltozćs fĄggvĆnyekre . . . . . . . . . . . 124 9.3. HelyettesątĆses integrălăs tŤbbvăltozćs fĄggvĆnyekre . . . . . . . . . . . 130 10. Fourier-transzformáció . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143 10.1. FĄggvĆnyek konvolčcićja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 10.2. FĄggvĆnyek Fourier-transzformăcićja . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 10.3. MĆrtĆkek Fourier-transzformăcićja . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 11. Függelék . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159 11.1. Topolćgiai alapfogalmak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159 11.2. Topologikus terek fajtăi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 11.3. Normălt terek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172 Irodalom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 Mutató . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

BEVEZETŘS

A mĆrtĆk fogalma egyidŞs a matematikăval: a matematika alapjait a hosszčsăg-, terĄlet- Ćs tĆrfogatmĆrĆsek hąvtăk Ćletre. KĆsŞbb a kĄlŤnbŤzŞ mĆrtĆkek, a hosszčsăg, terĄlet, tĆrfogat, ąvhossz Ćs felsząn fogalmăt, legalăbbis bizonyos egyszerŰbb alakzatokra, a gŤrŤg matematikusok pontosan de˛niăltăk. ArkhimĆdĆsz gŤrbe vonalakkal hatărolt sąkidomok (pĆldăul parabolaszegmens) terĄletĆt Ćs gŤrbĄlt felĄletŰ testek (pĆldăul gŤmb, henger) felsząnĆt de˛niălta Ćs hatărozta meg, lĆnyegĆben integrălszămątăs segątsĆgĆvel.

A mĆrtĆk fogalma szoros kapcsolatban ăll az integrăl fogalmăval. Minden integrălfogalom lĆnyegĆben a kŤvetkezŞkĆppen ĆpĄl fel: az integrăcićs tartomănyt kis rĆszekre osztjuk, majd minden kis rĆsz mĆrtĆkĆt megszorozzuk az integrălandć fĄggvĆnynek ezen a rĆszen felvett ĆrtĆkeit kŤzelątŞ ĆrtĆkkel, Ćs az ągy nyert szorzatok ŤsszegĆnek vesszĄk a hatărĆrtĆkĆt, mikŤzben a beosztăs valamilyen Ćrtelemben Ă˛nomodik".

A geometriai Ćs analązisbeli alkalmazăsokon kąvĄl a valćsząnŰsĆgszămątăs is a mĆrtĆkelmĆleten alapszik. A valćsząnŰsĆg tulajdonkĆppen egy esemĆnyeken Ćrtelmezett mĆrtĆk.

Vizsgăljuk meg, hogy milyen termĆszetes feltĆteleknek kell egy halmaz bizonyos rĆszhalmazain Ćrtelmezett halmazfĄggvĆnynek eleget tennie, hogy mĆrtĆknek nevezhessĄk. Hărom termĆszetes feltĆtel a kŤvetkezŞ:

(1) bărmely halmaz mĆrtĆke nemnegatąv valćs szăm, esetleg +∞; (2) ha az A vĆges halmazrendszer lefedi az A halmazt (azaz az A-beli halmazok egyesątĆse tartalmazza A-t), akkor az A mĆrtĆke nem lehet nagyobb, mint az A-beli halmazok mĆrtĆkeinek Ťsszege;

(3) vĆges sok, păronkĆnt diszjunkt halmaz egyesątĆsĆnek a mĆrtĆke a mĆrtĆkeik Ťsszege. Ezen hărom elengedhetetlen feltĆtelen kąvĄl kąvănatos mĆg, hogy minĆl tŤbb halmaznak legyen mĆrtĆke, a mĆrhetŞ halmazok kŤrĆbŞl ne vezessenek ki az egyszerŰ halmazmŰveletek, Ćs hogy a mĆrhetŞ halmazok lehetŞleg szoros kapcsolatban legyenek a topolćgiăval, ha van az alaphalmazon topolćgia.

A sokszŤgek terĄletĆnek, illetve a poliĆderek tĆrfogatănak egyszerŰ fogalmăt elŞszŤr Giuseppe Peano olasz Ćs Camille Jordan francia matematikusok terjesztettĆk ki a sąk, illetve a tĆr rĆszhalmazainak egy nagyobb osztălyăra (Peano{Jordan-mĆrtĆk). Ennek alapgondolata, pĆldakĆnt a sąkban elmondva, a kŤvetkezŞ: egy sąkbeli korlătos halmaz mĆrtĆke legyen az Şt lefedŞ, vĆges sok sokszŤgbŞl ăllć alakzatok terĄletĆnek pontos alsć korlătja, belsŞ mĆrtĆke pedig a benne fekvŞ, vĆges sok sokszŤgbŞl ăllć alakzatok terĄletĆnek pontos felsŞ korlătja. Ha e kĆt szăm egyenlŞ, akkor a halmazt mĆrhetŞnek, a belsŞ Ćs kĄlsŞ mĆrtĆk kŤzŤs ĆrtĆkĆt pedig a halmaz mĆrtĆkĆnek nevezzĄk.

Ez a mĆrtĆkfogalom egyszerŰ, de tŤbb cĆlra, elsŞsorban az integrălăs cĆljăra nem teljesen megfelelŞ. KĆsŞbb a mĆrtĆkfogalmat RenĆ Baire Ćs Řmile Borel francia matematikusok tovăbbfejlesztettĆk, de a dŤntŞ lĆpĆst Henry Leon Lebesgue, a părizsi egyetem tanăra tette meg az 1900-as Ćvek elejĆn. Lebesgue ismert mĆrtĆkŰ halmazokkal valć vĆges lefedĆsek helyett megszămlălhatć sok ismert mĆrtĆkŰ halmazzal valć lefedĆseket vizsgălt. A szămegyenesen Ćs az euklideszi terekben egy, a Peano{Jordan-mĆrtĆknĆl jćval ăltalănosabb Ćs kĆnyelmesebben kezelhetŞ mĆrtĆket vezetett be, amit kĆsŞbb rćla Lebesgue-mĆrtĆknek neveztek el, valamint bevezette a Lebesgue-integrăl fogalmăt, Ćs bebizonyątott sok fontos, ezekre a fogalmakra vonatkozć tĆtelt. A Lebesgue-mĆrtĆk eleget tesz az elŞzŞekben kirćtt feltĆteleknek, sŞt, a (2) Ćs (3) feltĆtelekben a ĂvĆges" szć a Ămegszămlălhatć" szćval helyettesąthetŞ.

Az Ćvek sorăn egyre nyilvănvalćbbakkă văltak az čj mĆrtĆk- Ćs integrălfogalom elŞnyei: a jćval nagyobb ăltalănossăg, az integrăl Ćs a hatărătmenet felcserĆlhetŞsĆge, az integrăl- Ćs di¸erenciălszămątăs szorosabb kapcsolata. Az čj elmĆlet čj lendĄletet adott a Fourier-sorok elmĆletĆnek, megvetette a modern valćs fĄggvĆnytan alapjait, Ćs a funkcionălanalązis egyik alapkŤvĆvĆ vălt. A Lebesgue-fĆle elmĆletet az elsŞk kŤzŤtt alkalmazta Riesz Frigyes a funkcionălanalązis alapjait megteremtŞ munkăiban. A Haar AlfrĆd ăltal 1933-ban bevezetett Lebesgue-tąpusč mĆrtĆk, az čgynevezett Haar-mĆrtĆk alapvetŞ jelentŞsĆgŰ a topologikus csoportok elmĆletĆben. A modern geometria egyes fejezetei elkĆpzelhetetlenek a Lebesgue-fĆle mĆrtĆkelmĆlet nĆlkĄl. A valćsząnŰsĆgszămątăs alapjait Andrej Nyikolajevics Kolmogorov a mĆrtĆkelmĆlet segątsĆgĆvel adta meg, ezzel a valćsząnŰsĆgszămątăs a mĆrtĆkelmĆlet egyik legfontosabb felhasznălăsi terĄletĆvĆ vălt.

Ezen kŤnyv cĆlja kettŞs: egyrĆszt tartalmazza a matematikus Ćs alkalmazott matematikus hallgatćk szămăra a II. Ćvben tartott elŞadăsok anyagăt, măsrĆszt igyekszik Ťsszefoglalni mindazokat az ismereteket, amelyeket a tŤbbi tărgy felhasznăl. A kettŞs cĆlnak megfelelŞen a kŤnyv kĆt lĆpĆsben tŤrtĆnŞ tanulmănyozăsăt javasoljuk. ElŞszŤr a csillaggal jelzett rĆszek kihagyhatćk. Ezeket, mivel nem alsćbb Ćves hallgatćknak szćlnak, tŤmŤrebben fogalmaztuk. Mivel mĆg a tŤrzsanyagot tartalmazć rĆsz is meglehetŞsen tŤmŤr, nem ajănlatos a tĆmakŤrrel elŞszŤr ismerkedŞknek a kŤnyvet elŞadăs helyett hasznălni: az elŞadć nagyon sokat segąthet a nehezebb rĆszek rĆszletes Ćs szemlĆletes magyarăzatăval. A kŤnyv feladatokat is tartalmaz, ezek elsŞsorban a tŤrzsanyaghoz kapcsolćdnak. A feladatoknăl megadott szămok a megoldăshoz szĄksĆges idŞrŞl adnak tăjĆkoztatăst: eggyel nagyobb szăm kĆtszer annyi idŞt jelent. Persze, minden ilyen skăla nagyon relatąv. A nagyon fontos feladatokat → jelzi.

KŤnnyen elŞfordulhat, hogy a tărgy elŞadćja mĆg az elsŞ lĆpĆskĆnt javasolt anyagot is tčl mĆlynek talălja, Ćs egyszerŰbb tărgyalăsmćdot szeretne vălasztani. Ilyen esetben a kŤvetkezŞket javasoljuk:

ElsŞsorban azzal egyszerŰsąthetjĄk az anyagot, hogy ăltalănos topologikus terek helyett metrikus tereket hasznălunk, esetleg csak R^n-et. A Radon-mĆrtĆk fogalmănak elhagyăsa inkăbb csak szĄksĆgtelen ismĆtlĆsekhez vezet. Ezt csak akkor ajănljuk, ha csak az egydimenzićs Lebesgue-mĆrtĆkkel kąvănunk foglalkozni.

Măsodsorban, ha nem kąvănunk abszolčt folytonos fĄggvĆnyekkel foglalkozni, a Newton{Leibniz-formula, a helyettesątĆses Ćs parciălis integrălăs szabălya megfogalmazhatć lokălisan Lipschitz-, Lipschitz- vagy megszămlălhatć sok pont kivĆtelĆvel di¸erenciălhatć folytonos fĄggvĆnyekre is.

VĆgĄl egyszerŰsąti, de nem rŤvidąti a mĆrhetŞ fĄggvĆnyek tărgyalăsăt, ha csak bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyekre szorątkozunk. Ekkor az X(f > a) tąpusč nąvćhalmazok mĆrhetŞsĆgĆvel de˛niălhatjuk a fĄggvĆnyek mĆrhetŞsĆgĆt. A C-, R^n-, C^n-beli ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek ekkor a koordinătafĄggvĆnyekre valć hivatkozăssal tărgyalhatćk. Sajnos, ez a felĆpątĆs nem elĆg ăltalănos, Ćs pĆldăul nem illik bele a helyettesątĆses Ćs parciălis integrălăssal foglalkozć rĆsz nĆhăny, a valćsząnŰsĆgszămątăsban fontos szerepet jătszć tĆtele.

A kŤnyvet fĄggelĆk egĆsząti ki, amely a felhasznălt, fŞleg topolćgiai ismeretek tŤmŤr Ťsszefoglalăsa. Minden felhasznălt fogalom de˛nącićjănak helye megtalălhatć a mutatćban. Csak felhasznălt, de nem de˛niălt fogalmaknăl egy magyar nyelvŰ irodalmi hivatkozăst is megadtunk, ami halmazelmĆleti fogalmak esetĆn Halmos Ćs Sigler [13], lineăris algebrai fogalmak esetĆn Halmos [14], algebrai fogalmak esetĆn Fried [9] Ćs analązis esetĆn Rudin [40] kŤnyve.

Az ăltalănosan szokăsos jelŤlĆseket hasznăljuk. A nullăt is termĆszetes szămnak tekintjĄk, ągy az egĆsz szămok halmaza Z = N ∪ (−N); a pozitąv termĆszetes szămok halmazăt N^+ jelŤli. Az Ťsszes, X valamely rĆszhalmazăt Y -ba kĆpezŞ fĄggvĆnyek osztălyăt X → Y jelŤli. Ŋgy f ∈ X → Y azt jelenti, hogy f az X valamely rĆszhalmazăt Y -ba kĆpezŞ fĄggvĆny, mąg f : X → Y azt jelenti, hogy f az egĆsz X-en Ćrtelmezett Y -beli ĆrtĆkŰ fĄggvĆny. NŤvekvŞ, illetve csŤkkenŞ sorozat konvergenciăjăra az x_n ↑ x, illetve x_n ↓ x jelŤlĆst alkalmazzuk. Szorzatokra a ∏ jelŤlĆst hasznăljuk. A di¸erenciălăs operătorăra nĆha d/dx vagy măs hasonlć jelŤlĆst hasznălunk.

Az irodalomjegyzĆk segątsĆgĆre lehet azoknak, akik măs felĆpątĆsekkel vagy nagyobb anyaggal kąvănnak megismerkedni. EgyszerŰ bevezetĆst ad a tanăr szakos hallgatćk igĆnyeihez szabott Darćczy [5] jegyzet. Magyar nyelven elsŞsorban a jćval nagyobb anyagot felŤlelŞ Laczkovich [26] jegyzetet, illetve SzŞkefalvi-Nagy [45] kŤnyvet, Halmos [15] hąres kŤnyvĆt, a tengernyi idegen nyelvŰ irodalombćl pedig Federer [8] munkăjăt ajănljuk.

A kŤnyv elsŞ văltozata (jegyzetkĆnt) 1985-ben kĆszĄlt el Ćs 1988-ban Ćs 1992-ben is megjelent. A jelen kiadăs nĆmileg kibŞvĄlt Ćs feladatokat is tartalmaz. MindkĆt văltozat elkĆszątĆsĆben sok tămogatăst, hasznos tanăcsot kaptam kollĆgăimtćl, a Kossuth Lajos Tudomănyegyetem Analązis TanszĆke dolgozćitćl, kŤzĄlĄk is elsŞsorban Darćczy Zoltăntćl Ćs Szabć GyŤrgytŞl†, a jegyzet lektoraitćl, valamint SzĆkelyhidi Lăszlćtćl. SegątsĆgĄket nagyon kŤszŤnŤm. Ugyancsak kŤszŤnettel tartozom szămos kollĆgănak jelenlegi munkahelyemen, az EŤtvŤs Lorănd Tudomănyegyetemen, kĄlŤnŤsen Czăch Lăszlćnak, Schipp Ferencnek Ćs Simon PĆternek. KŤszŤnŤm kŤnyvem lektorainak, Fridli Săndornak Ćs Gilănyi Attilănak alapos, kritikus Ćs lelkiismeretes lektori munkăjukat.

KŤszŤnŤm felesĆgemnek Ćs gyermekeimnek, hogy tĄrelemmel viseltĆk, hogy kŤnyvąrăssal tŤltŤttem szămos hĆtvĆgĆt Ćs szĄnidŞt. A szedĆs az AMS-TEX Jărai Zolt«an Ćs a szerzŞ ăltal ąrt magyar văltozatăval kĆszĄlt.

VĆgezetĄl kŤszŤnŤm a Nemzeti TankŤnyvkiadćnak, hogy văllalta kŤnyvem megjelentetĆsĆt, kĄlŤnŤsen Palojtay Măria fŞszerkesztŞ, Balassa Zsć˛a felelŞs szerkesztŞ Ćs GŤrŤg IstvănnĆ mŰszaki szerkesztŞ segątŞkĆszsĆgĆt. KŤszŤnetem fejezem ki a FelsŞoktatăsi TankŤnyvpălyăzatok Kuratćriumănak a kŤnyv kiadăsăhoz nyčjtott tămogatăsăĆrt.

Budapest, 2002. mărcius 8. Jărai Antal

A jelen elektronikus kiadăs a Nemzeti TankŤnyvkiadćnăl megjelent kŤnyv alapjăn kĆszĄlt, lĆnyegĆben csak a megtalălt hibăk kijavątăsăval.

Budapest, 2021. oktćber 23. Jărai Antal

1. MŘRTŘKTEREK, MŘRTŘKEK

Ebben a fejezetben a mĆrtĆkeket Ćs a mĆrtĆktereket tărgyaljuk. Ezek a fogalmak termĆszetesen eleget tesznek a bevezetĆsben megszabott feltĆteleknek. Foglalkozunk a mĆrtĆkterek egyszerŰ tulajdonsăgaival Ćs azzal a kĆrdĆssel, hogy hogyan lehet mĆrtĆkteret konstruălni. KonkrĆt mĆrtĆkterek megismerĆsĆre a kŤvetkezŞ fejezetben kerĄl sor.

1.1. MĆrtĆkterek

1.1.1. BŞvątett valćs szămok Ťsszege. EmlĆkeztetĄnk arra, hogy a bŞvątett valćs szămok halmazăn az R = R ∪ {−∞, +∞} halmazt ĆrtjĄk, ahol R a valćs szămok halmaza, −∞ Ćs +∞ pedig szimbćlumok (+∞ helyett ăltalăban ∞-t ąrunk), a nyilvănvalć termĆszetes rendezĆssel, a rendezĆsbŞl szărmazć topolćgiăval Ćs az algebrai mŰveletekkel, amelyeket akkor de˛niălunk, ha ez folytonosan lehetsĆges. (PĆldăul ∞+∞ = ∞, x·∞ = ∞, ha x > 0, de ∞ − ∞ Ćs 0 · ∞ nincs de˛niălva.) NĆhănyszor 0 · ∞-t cĆlszerŰ 0-nak de˛niălni. Ha ezt a megăllapodăst hasznăljuk, jelezni fogjuk.

Ha I egy halmaz, Ćs c_i nemnegatąv bŞvątett valćs szăm minden i ∈ I-re, akkor ∑ i∈I c_i

a kŤvetkezŞkĆppen van de˛niălva: 0, ha I Ąres halmaz, a nyilvănvalć mćdon, ha I vĆges, Ćs a ∑ i∈I^∗ ci Ťsszegek pontos felsŞ korlătjakĆnt, ahol I

∗ befutja I vĆges rĆszhalmazait, ha I tetszŞleges. MegjegyezzĄk, hogy ha I ⊂ N, akkor ∑ i∈I c_i = lim_{n→∞} ∑ i∈I_n

c_i, ahol I_n = {i : i ∈ I, i ≤ n}.

Ha a c_i-k tetszŞleges bŞvątett valćs szămok, akkor a ∑ i∈I c_i = ∑ i∈I c_i>0

c_i − ∑ i∈I c_i<0

(−c_i)

ŤsszefĄggĆssel de˛niăljuk ŤsszegĄket, ha a jobb oldalon a kivonăs elvĆgezhetŞ (azaz nem ∞ − ∞ alakč).

A bevezetĆsben emlątett elvek szerint kąvănatos, hogy a mĆrhetŞ halmazok kŤrĆbŞl ne vezessenek ki a szokăsos halmazmŰveletek. Ilyen halmazrendszerre vonatkozik az alăbbi de˛nącić:

1.1.2. De˛nącić. Az X halmaz rĆszhalmazainak egy A rendszerĆt σ-algebrănak nevezzĄk X-en, az (X, A) părt pedig mĆrhetŞ tĆrnek, ha teljesĄlnek a kŤvetkezŞ feltĆtelek: (1) X ∈ A;

(2) ha A ∈ A, akkor X \ A ∈ A;

(3) ha A_i ∈ A (i = 1, 2, 3, . . . ), akkor ∪^∞_{i=1}A_i ∈ A.

Ha nem okozhat fĆlreĆrtĆst, akkor A elemeit egyszerŰen mĆrhetŞ halmazoknak nevezzĄk. Nyilvăn ∅ = X \ X ∈ A.

A kŤvetkezŞ de˛nącićra ĆpĄl az egĆsz mĆrtĆkelmĆlet.

1.1.3. De˛nącić. Az (X, A, μ) hărmast mĆrtĆktĆrnek, μ-t pedig mĆrtĆknek nevezzĄk X-en, ha (X, A) mĆrhetŞ tĆr, μ pedig egy A-n Ćrtelmezett, nemnegatąv, bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆny az alăbbi tulajdonsăgokkal: (1) μ(∅) = 0;

(2) ha A_i ∈ A (i = 1, 2, 3 . . . ) Ćs az A_i halmazok (păronkĆnt) diszjunktak, akkor

μ(∪^∞_{i=1}A_i) = ∞∑ i=1 μ(A_i) (σ-additivităs).

Ha A ∈ A, a μ(A) szămot az A halmaz mĆrtĆkĆnek nevezzĄk. MegjegyezzĄk, hogy diszjunkt halmazrendszer alatt mindig păronkĆnt diszjunkt halmazok rendszerĆt ĆrtjĄk.

1.1.4. PĆlda. Legyen X egy tetszŞleges halmaz, Ćs A az X Ťsszes rĆszhalmazaibćl ăllć σ-algebra. Ha A ∈ A, legyen μ(A) az A elemeinek szăma (∞, ha A nem vĆges). Ekkor μ mĆrtĆk, a szămlălć mĆrtĆk.

EnnĆl a triviălis pĆldănăl Ćrdekesebb pĆldăkat a kŤvetkezŞ fejezetben fogunk mutatni.

1.1.5. De˛nącić. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr. A mĆrtĆkteret vĆgesnek nevezzĄk, ha μ(X) < ∞. Ha mĆg az is teljesĄl, hogy μ(X) = 1, akkor a mĆrtĆkteret valćsząnŰsĆgi mĆrtĆktĆrnek, a mĆrtĆket pedig valćsząnŰsĆgi mĆrtĆknek nevezzĄk. Egy A ⊂ X halmazt σ-vĆgesnek nevezĄnk, ha lefedhetŞ megszămlălhatć sok vĆges mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ halmazzal. A mĆrtĆkteret (vagy a mĆrtĆket) σ-vĆgesnek nevezzĄk, ha az X halmaz σ-vĆges. A mĆrtĆket (vagy a mĆrtĆkteret) teljesnek nevezzĄk, ha bărmely mĆrhetŞ Ćs nulla mĆrtĆkŰ halmaznak minden rĆszhalmaza is mĆrhetŞ.

1.1.6. TĆtel. Legyen (X, A) mĆrhetŞ tĆr. Ekkor A-bćl nem vezet ki a kĄlŤnbsĆg-, valamint a megszămlălhatć unić- Ćs metszetkĆpzĆs.

Bizonyątăs. n⋃ i=1 A_i = A_1 ∪ A_2 ∪ A_3 ∪ . . . ∪ A_n ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . .

1.1. MĆrtĆkterek 13

miatt A-bćl nem vezet ki a vĆges unićkĆpzĆs. A ⋂ i A_i = X \ (⋃ i (X \ A_i) )

ŤsszefĄggĆs szerint A zărt a megszămlălhatć metszetkĆpzĆsre. VĆgĄl

A \ B = A ∩ (X \ B).

1.1.7. TĆtel. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr. Ekkor (1) mĆrhetŞ halmazok vĆges, păronkĆnt diszjunkt rendszerĆre

μ(∪^n_{i=1}A_i) = n∑ i=1 μ(A_i) (additivităs);

(2) ha A, B ∈ A, A ⊂ B, akkor μ(A) ≤ μ(B) (monotonităs); ha mĆg μ(A) < ∞, akkor μ(B \ A) = μ(B) − μ(A);

(3) mĆrhetŞ halmazok bărmely megszămlălhatć rendszerĆre

μ(∪_iA_i) ≤ ∑ i μ(A_i) (σ-szubadditivităs);

(4) mĆrhetŞ halmazok bărmely bŞvĄlŞ A_1 ⊂ A_2 ⊂ A_3 ⊂ . . . sorozatăra

μ(∪^∞_{i=1}A_i) = lim_{i→∞} μ(A_i);

(5) mĆrhetŞ halmazok egy szŰkĄlŞ A_1 ⊃ A_2 ⊃ A_3 ⊃ . . . sorozatăra, ha μ(A_1) < ∞, akkor μ(∩^∞_{i=1}A_i) = lim_{i→∞} μ(A_i).

A (4) Ćs (5) tulajdonsăgokat szokăs a mĆrtĆk folytonossăgănak nevezni.

Bizonyątăs. (1) kŤzvetlenĄl kŤvetkezik az 1.1.3. de˛nącićbćl, ∅ = A_{n+1} = A_{n+2} = . . . vălasztăssal. (2) azon mčlik, hogy A Ćs B \ A diszjunktak, unićjuk pedig B. (3) bizonyątăsăhoz azt kell Ćszrevenni, hogy B_1 = A_1 Ćs B_i = A_i \(∪_{j<i}A_j ), ha i > 1 jelŤlĆssel ∪_iA_i = ∪_iB_i Ćs a B_i-k diszjunktak. (4) feltĆtelei mellett B_1 = A_1 Ćs B_i = A_i \ A_{i−1}, ha i > 1 jelŤlĆssel a B_i-k diszjunktak, ągy

μ(∪^∞_{i=1}A_i) = μ(∪^∞_{i=1}B_i) = ∞∑ i=1 μ(B_i) = lim_{n→∞} n∑ i=1 μ(B_i)

= lim_{n→∞} μ(∪^n_{i=1}B_i) = lim_{n→∞} μ(A_n).

(5)-Ťt megkapjuk, ha (2)-t Ćs (4)-et alkalmazzuk a B_i = A_1 \ A_i halmazokra.

1.1.8. De˛nącić. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, Ćs Y ∈ A. Ha

A_Y = {A : A ∈ A, A ⊂ Y }

Ćs μ_Y = μ|A_Y , akkor (Y, A_Y , μ_Y ) nyilvănvalćan mĆrtĆktĆr. Ezt a mĆrtĆkteret az (X, A, μ) mĆrtĆktĆr Y -hoz tartozć alterĆnek nevezzĄk. KŤnnyŰ lătni, hogy az altĆr teljes, ha (X, A, μ) teljes volt.

→ 1.1.9. Feladat [6]. Adjuk meg egy hăromelemŰ halmazon az Ťsszes σ-algebrăt.

→ 1.1.10. Feladat [7]. Adjunk pĆldăt hăromelemŰ, nem teljes Ćs nem is σ-vĆges mĆrtĆktĆrre.

1.1.11. Feladat [8]. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr. Bizonyątsuk be, hogy

d(A, B) = μ(A △ B), ha A, B ∈ A

eltĆrĆs A-n.

1.1.12. Feladat [9]. Legyen X tetszŞleges halmaz, f : X → [0, ∞] tetszŞleges fĄggvĆny, A az X Ťsszes rĆszhalmazainak osztălya, Ćs legyen μ(A) = ∑ x∈A f(x), ha A ⊂ X. Bizonyątsuk be, hogy (X, A, μ) mĆrtĆktĆr.

1.1.13. Feladat [12]. Legyenek A_1, A_2, . . . , A_n mĆrhetŞ halmazok egy valćsząnŰsĆgi mĆrtĆktĆrben. Mutassuk meg, hogy ha a tĆr minden pontja legalăbb p halmazban benne van, akkor van olyan halmaz, amelynek mĆrtĆke legalăbb p/n.

1.2. MĆrtĆkek konstruălăsa, kĄlsŞ mĆrtĆkek

Az elŞzŞ pontban bevezettĄk a mĆrtĆktĆr fogalmăt. TermĆszetes kĆrdĆs, hogy hogyan lehet mĆrtĆkteret konstruălni? Az 1.2.3. tĆtelben megmutatjuk, hogy mĆrtĆkteret kŤnnyen kaphatunk čgynevezett kĄlsŞ mĆrtĆkbŞl. Hogyan kaphatunk kĄlsŞ mĆrtĆket? Gyakran elŞfordul, hogy măr van bizonyos ĂelŞzetes mĆrtĆk" fogalmunk egyszerŰ halmazokra (pĆldăul, ha a sąkbeli halmazokra akarunk terĄletfogalmat bevezetni, a tĆglalapoknak măr tudjuk, hogy mi a terĄlete), vagy legalăbb valami becslĆssel rendelkezĄnk az egyszerŰ halmazok ĂmĆrtĆkĆre" vonatkozćan (pĆldăul, ha tĆrbeli, gŤrbĄlt felĄletdarab felsząnĆt akarjuk de˛niălni, akkor tudjuk, hogy ĂelĆg kicsi" Ćs ągy măr Ăalig gŤrbĄlt" felĄletdarab felsząne, ha Ănem nagyon hosszčkăs", akkor kŤrĄlbelĄl az ătmĆrŞje nĆgyzetĆvel arănyos), Ćs olyan kĄlsŞ mĆrtĆket, majd mĆrtĆket keresĄnk, amely ezzel az ĂelŞzetes mĆrtĆkkel", illetve becslĆssel egybevăg. Erre adnak lehetŞsĆget az ebben a pontban tărgyalt tĆtelek.

1.2.1. De˛nącić. Legyen X egy halmaz Ćs legyen μ az X rĆszhalmazainak egy H rendszerĆn Ćrtelmezett nemnegatąv bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆny. A μ halmazfĄggvĆnyt σ-szubadditąvnak nevezzĄk, ha bărmely olyan A ∈ H halmaz Ćs H-beli halmazokbćl ăllć A_i, i ∈ I megszămlălhatć halmazrendszer esetĆn, amelyre A ⊂ ∪_{i∈I} A_i, teljesĄl, hogy μ(A) ≤ ∑ i∈I μ(A_i). KĄlsŞ mĆrtĆk alatt egy olyan nemnegatąv bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ σ-szubadditąv halmazfĄggvĆnyt ĆrtĄnk, amely egy X halmaz Ťsszes rĆszhalmazăn van Ćrtelmezve.

A de˛nącićt Ąres, illetve egyelemŰ I indexhalmazra alkalmazva kapjuk, hogy ha μ kĄlsŞ mĆrtĆk X-en, akkor μ(∅) = 0, Ćs ha A ⊂ B ⊂ X, akkor μ(A) ≤ μ(B).

A kĄlsŞ mĆrtĆk azon halmazok esetĆben hasznos, amelyeken additąv, azaz amelyek kŤzĄl kĆt diszjunkt halmazt kivălasztva, azok egyesątĆsĆnek kĄlsŞ mĆrtĆke a kĄlsŞ mĆrtĆkeik Ťsszege. Ilyen halmazok egy rendszerĆt jelŤli ki a kŤvetkezŞ de˛nącić, amely az additivităst csak arra az egyszerŰ esetre kŤveteli meg, amikor egy T halmazt egy A halmazzal kĆt rĆszre, T ∩ A-ra Ćs T \ A-ra ĂszĆtvăgunk".

1.2.2. De˛nącić (CarathĆodory). Legyen μ kĄlsŞ mĆrtĆk X-en. Az A halmazt μ-mĆrhetŞnek nevezzĄk, ha A ⊂ X Ćs

(1) μ(T ) = μ(T ∩ A) + μ(T \ A) minden T ⊂ X-re.

A de˛nącićt rŤviden čgy is fogalmazhatjuk, hogy az A halmaz μ-mĆrhetŞ, ha Ăminden halmazt jćl văg kettĆ". Mivel (1)-ben μ(T ) sohasem lehet nagyobb, mint a jobb oldali Ťsszeg, (1) a kŤvetkezŞ feltĆtellel ekvivalens:

(2) μ(T ) ≥ μ(T ∩ A) + μ(T \ A), ha T ⊂ X Ćs μ(T ) < ∞.

1.2.3. TĆtel. Legyen μ kĄlsŞ mĆrtĆk X-en. Ekkor a μ-mĆrhetŞ halmazok A rendszere σ-algebra Ćs μ megszorątăsa A-ra teljes mĆrtĆk.

Ezt a mĆrtĆket a μ-bŞl szărmazć mĆrtĆknek nevezzĄk. Ŕltalăban, nem teljesen korrekt mćdon, ezt is μ-vel jelŤljĄk.

Bizonyątăs. Nyilvănvalć, hogy X ∈ A. Ha A μ-mĆrhetŞ, akkor

μ(T ) = μ(T ∩ A) + μ(T \ A) minden T ⊂ X-re,

de T ∩ (X \ A) = T \ A Ćs T \ (X \ A) = T ∩ A miatt ez azt jelenti, hogy X \ A is μ-mĆrhetŞ. Ha most A Ćs B μ-mĆrhetŞek, akkor

(1) μ(T ) = μ(T ∩ A) + μ(T \ A)

= μ(T ∩ A) + μ ( (T \ A) ∩ B ) + μ ( (T \ A) \ B ) ≥ μ ( T ∩ (A ∪ B) ) + μ ( T \ (A ∪ B) ) , ha T ⊂ X, ągy A ∪ B μ-mĆrhetŞ. EbbŞl indukcićval kapjuk, hogy A zărt a vĆges unić- Ćs metszetkĆpzĆsre.

Megmutatjuk, hogy A zărt a megszămlălhatć unićkĆpzĆsre. Az eddig bizonyątottak Ćs az ∞⋃ i=1 A_i = A_1 ∪ (A_2 \ A_1) ∪ (A_3 \ (A_1 ∪ A_2)) ∪ (A_4 \ (A_1 ∪ A_2 ∪ A_3)) ∪ . . .

ŤsszefĄggĆs szerint elĆg megszămlălhatć vĆgtelen sok diszjunkt μ-mĆrhetŞ halmaz unićjărćl megmutatni, hogy μ-mĆrhetŞ. VegyĄk Ćszre, hogy (1)-ben egyenlŞsĆg ăll, Ćs ągy (1)-bŞl kŤvetkezik, hogy ha A, B diszjunktak Ćs T ⊂ A ∪ B, akkor μ ( T ∩ (A ∪ B) ) = μ(T ∩ A) + μ(T ∩ B),

az ăltalănos T ⊂ X eset pedig erre visszavezethetŞ. Ha A_1, A_2, . . . diszjunkt μ-mĆrhetŞ halmazok, akkor indukcićval

(2) μ ( T ∩ (∪^j_{i=1}A_i) ) = j∑ i=1 μ(T ∩ A_i).

Innen μ(T ) = μ ( T ∩ (∪^j_{i=1}A_i) ) + μ ( T \ (∪^j_{i=1}A_i) )

≥ j∑ i=1 μ(T ∩ A_i) + μ ( T \ (∪^∞_{i=1}A_i) ) , amibŞl j → ∞ hatărătmenettel

μ(T ) ≥ ∞∑ i=1 μ(T ∩ A_i) + μ ( T \ (∪^∞_{i=1}A_i) ) , Ćs a kĄlsŞ mĆrtĆk σ-szubadditivităsa miatt

μ(T ) ≥ μ ( T ∩ (∪^∞_{i=1}A_i) ) + μ ( T \ (∪^∞_{i=1}A_i) ) , azaz az ∪^∞_{i=1}A_i halmaz μ-mĆrhetŞ.

Most megmutatjuk, hogy ha A_1, A_2, A_3, . . . diszjunkt μ-mĆrhetŞ halmazok, akkor

μ(∪^∞_{i=1}A_i) = ∞∑ i=1 μ(A_i).

VegyĄk Ćszre, hogy minden j termĆszetes szămra

μ(∪^∞_{i=1}A_i) ≥ μ(∪^j_{i=1}A_i).

Mivel (2) miatt

μ(∪^j_{i=1}A_i) = j∑ i=1 μ(A_i),

hatărătmenettel a szĄksĆges egyenlŞtlensĆgek kŤzĄl a nem triviălisat kapjuk.

VĆgĄl, ha μ(A) = 0, akkor T ∩ A ⊂ A miatt μ(T ∩ A) = 0, ągy T ⊃ T \ A miatt

μ(T ) ≥ μ(T \ A) = μ(T \ A) + μ(T ∩ A),

azaz az A halmaz μ-mĆrhetŞ, amibŞl kŤvetkezik a teljessĆg.

1.2.4. TĆtel. Legyen X egy halmaz, Ćs ν az X rĆszhalmazainak egy H rendszerĆn Ćrtelmezett, nemnegatąv, bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆny. Ha B ⊂ X, akkor legyen μ(B) az Ťsszes olyan ∑ i∈I ν(A_i) Ťsszegek pontos alsć korlătja, amelyekre I megszămlălhatć, A_i ∈ H, ha i ∈ I Ćs B ⊂ ∪_{i∈I} A_i. (EmlĆkeztetĄnk ră, hogy ∑ i∈∅ ν(A_i) = 0 Ćs inf ∅ = ∞.)

Ekkor μ kĄlsŞ mĆrtĆk X-en, Ćs μ(A) ≤ ν(A), ha A ∈ H.

μ-t a ν-hŤz tartozć kĄlsŞ mĆrtĆknek nevezzĄk.

Bizonyątăs. Meg kell mutatnunk, hogy a μ halmazfĄggvĆny σ-szubadditąv, azaz ha J megszămlălhatć, B, B_j ⊂ X Ćs B ⊂ ∪_{j∈J} B_j , akkor

μ(B) ≤ ∑ j∈J μ(B_j ).

Ha a jobb oldalon ăllć Ťsszeg ∞, akkor az egyenlŞtlensĆg teljesĄl. TegyĄk fel, hogy a jobb oldalon ăllć Ťsszeg vĆges, Ćs legyen ε > 0 tetszŞleges valćs szăm. Nyilvăn feltehetjĄk, hogy J ⊂ N. Ekkor μ(B_j ) de˛nącićja miatt minden j ∈ J-re van olyan I_j megszămlălhatć halmaz Ćs olyan A_{i,j} ∈ H, i ∈ I_j megszămlălhatć halmazrendszer, hogy

B_j ⊂ ⋃ i∈I_j

A_{i,j} Ćs ∑ i∈I_j

ν(A_{i,j} ) ≤ μ(B_j ) + ε 2^j .

EbbŞl, mivel B ⊂ ⋃ j∈J B_j ⊂ ⋃ j∈J ⋃ i∈I_j

A_{i,j} ,

kapjuk, hogy

μ(B) ≤ ∑ j∈J ∑ i∈I_j

ν(A_{i,j} ) ≤ ∑ j∈J ( μ(B_j ) + ε 2^j ) ≤ ∑ j∈J μ(B_j ) + 2ε.

Mivel ε tetszŞleges volt, az egyenlŞtlensĆgnek ε nĆlkĄl is fenn kell ăllnia.

Az, hogy μ(A) ≤ ν(A), ha A ∈ H, nyilvănvalć.

Ezzel a konstrukcićval kapcsolatban kĆt kĆrdĆs merĄl fel. Az elsŞ, hogy μ mikor lesz kiterjesztĆse ν-nek, azaz, hogy milyen feltĆtelek mellett teljesĄl, hogy μ(A) = ν(A) minden A ∈ H-ra? Erre rŤgtŤn vălaszt ad a kŤvetkezŞ tĆtel:

1.2.5. TĆtel. Az 1.2.4. tĆtel jelŤlĆseivel, μ pontosan akkor kiterjesztĆse ν-nek, ha az σ-szubadditąv.

Bizonyątăs. A szĄksĆgessĆg nyilvănvalć. Az elegendŞsĆg bizonyątăsăhoz egyrĆszt ha A ∈ H, akkor μ(A) ≤ ν(A), măsrĆszt viszont a ν σ-szubadditivităsa miatt minden A_i ∈ H, i ∈ I megszămlălhatć halmazrendszerre, amely lefedi A-t, teljesĄl, hogy ν(A) ≤ ∑ i∈I ν(A_i). Ŋgy ν(A) alsć korlătja az ilyen Ťsszegeknek, azaz ν(A) ≤ μ(A).

A măsik kĆrdĆs, hogy milyen feltĆtelek mellett lesznek a H-beli halmazok mind μmĆrhetŞek? Erre ad vălaszt a kŤvetkezŞ tĆtel:

1.2.6. TĆtel. Az 1.2.4. tĆtel jelŤlĆseivel, egy B ⊂ X halmaz pontosan akkor μmĆrhetŞ, ha

(1) ν(A) ≥ μ(A ∩ B) + μ(A \ B) minden A ∈ H-ra, amelyre ν(A) < ∞.

Bizonyątăs. A szĄksĆgessĆg nyilvănvalć μ(A) ≤ ν(A) miatt. Az elĆgsĆgessĆg bizonyątăsăhoz meg kell mutatnunk, hogy ha T ⊂ X Ćs μ(T ) < ∞, akkor

μ(T ) ≥ μ(T ∩ B) + μ(T \ B).

Legyen ε > 0 Ćs A_i ∈ H, i ∈ I olyan megszămlălhatć halmazrendszer, amelyre T ⊂ ⋃ i∈I A_i Ćs μ(T ) + ε ≥ ∑ i∈I ν(A_i).

Ekkor

μ(T ) + ε ≥ ∑ i∈I ν(A_i) ≥ ∑ i∈I μ(A_i ∩ B) + ∑ i∈I μ(A_i \ B) ≥ μ(T ∩ B) + μ(T \ B).

Mivel ε tetszŞleges volt, a bizonyątăs kĆsz.

1.2.7. De˛nącić. Az 1.2.4. tĆtel jelŤlĆseivel, azt mondjuk, hogy ν premĆrtĆk, ha (1) σ-szubadditąv;

(2) ν(A) ≥ μ(A ∩ B) + μ(A \ B) minden A, B ∈ H-ra.

MegjegyezzĄk, hogy ha a H halmazosztăly speciălis tulajdonsăgokkal rendelkezik, pĆldăul zărt a metszet- Ćs kĄlŤnbsĆgkĆpzĆsre, akkor a fenti kĆt feltĆtel măs, ekvivalens feltĆtelekkel helyettesąthetŞ.

1.2.8. KŤvetkezmĆny. 1.2.4. jelŤlĆseivel, annak szĄksĆges Ćs elĆgsĆges feltĆtele, hogy minden A ∈ H halmaz μ-mĆrhetŞ legyen μ(A) = ν(A) mĆrtĆkkel, az, hogy ν premĆrtĆk legyen.

1.2.9. MegjegyzĆs. Ha (X, B, ν) egy mĆrtĆktĆr Ćs a fenti konstrukcićt alkalmazzuk ν-re, akkor a kapott μ kĄlsŞ mĆrtĆkre nĆzve mĆrhetŞ halmazok osztălyăt A-val jelŤlve, (X, A, μ) teljes mĆrtĆktĆr, amelyre B ⊂ A Ćs μ(B) = ν(B), ha B ∈ B. Ezt a mĆrtĆkteret az (X, B, ν) mĆrtĆktĆr termĆszetes kiterjesztĆsĆnek nevezzĄk. Ennek lĆtezĆse mutatja, hogy nem jelentenĆ az ăltalănossăg lĆnyeges megszorątăsăt, ha tetszŞleges mĆrtĆkterek helyett csak teljes mĆrtĆkterekkel vagy csak kĄlsŞ mĆrtĆkekkel dolgoznănk. Răadăsul kĄlsŞ mĆrtĆkekkel dolgozni kĆnyelmesebb is lenne. Hogy mĆgsem ezt tesszĄk, annak oka az, hogy ez ma mĆg nem terjedt el ăltalănosan.

1.2.10. Feladat [5]. Legyen X tetszŞleges halmaz, μ(A) legyen 0, ha A Ąres, X egyĆb rĆszhalmazaira pedig legyen 1. Mutassuk meg, hogy μ kĄlsŞ mĆrtĆk, Ćs keressĄk meg a μ-mĆrhetŞ halmazokat.

1.2.11. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy ha μ kĄlsŞ mĆrtĆk, B ⊂ A, a B halmaz mĆrhetŞ Ćs μ(A) = μ(B) < ∞, akkor A is mĆrhetŞ.

1.2.12. Feladat [8]. Legyen μ kĄlsŞ mĆrtĆk X-en, Y ⊂ X Ćs (μ⌊Y )(A) = μ(Y ∩A), ha A ⊂ X. Bizonyątsuk be, hogy μ⌊Y kĄlsŞ mĆrtĆk X-en.

1.2.13. Feladat [8]. Legyen μ kĄlsŞ mĆrtĆk X-en, f : X → Y egy tetszŞleges fĄggvĆny Ćs (f_#μ)(B) = μ ( f^{−1}(B) ) , ha B ⊂ Y . Mutassuk meg, hogy f_#μ kĄlsŞ mĆrtĆk Y -on.

1.2.14. Feladat [15]. Legyen μ kĄlsŞ mĆrtĆk X-en. Azt mondjuk, hogy B a μburka A-nak, ha A ⊂ B ⊂ X, a B halmaz μ-mĆrhetŞ Ćs μ(T ∩ A) = μ(T ∩ B) minden μ-mĆrhetŞ T halmazra. A μ kĄlsŞ mĆrtĆket regulărisnak nevezzĄk, ha minden A ⊂ Xhez van olyan B mĆrhetŞ halmaz, amelyre A ⊂ B Ćs μ(A) = μ(B). Igazoljuk, hogy ha μ regulăris kĄlsŞ mĆrtĆk, akkor (1) ha A_1 ⊂ A_2 ⊂ . . . , akkor μ(∪^∞_{i=1}A_i) = lim_{i→∞} μ(A_i);

(2) ha μ(A) < ∞, akkor A-nak van μ-burka;

(3) ha az A ∩ B halmaz μ-mĆrhetŞ Ćs μ(A) + μ(B) = μ(A ∩ B) < ∞, akkor az A Ćs B halmazok μ-mĆrhetŞek;

(4) ha f : X → Y egy fĄggvĆny, μ(X) < ∞ Ćs a C halmaz f_#μ-mĆrhetŞ, akkor az f^{−1}(C) halmaz μ-mĆrhetŞ;

(5) ha μ(S) < ∞, akkor egy halmaz pontosan akkor μ⌊S-mĆrhetŞ, ha elŞăll (B ∩ S) ∪ C alakban, ahol B μ-mĆrhetŞ Ćs C ⊂ X \ S.

VĆgĄl mutassuk meg, hogy (6) ha μ nem regulăris, akkor az (1){(5) ăllątăsok egyike sem feltĆtlenĄl teljesĄl.

1.2.15. Feladat [12]. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr. Bizonyątsuk be, hogy a μ-hŤz tartozć kĄlsŞ mĆrtĆk μ^∗(B) = inf { μ(A) : B ⊂ A, A ∈ A } , ha B ⊂ X. Emellett nĆha hasznălatos a μ-hŤz tartozć belsŞ mĆrtĆk, amelynek B ⊂ X esetĆn μ_∗(B) = sup { μ(A) : A ⊂ B, A ∈ A } a de˛nącićja. Igazoljuk, hogy (1) ha A ⊂ B, akkor μ_∗(A) ≤ μ_∗(B); (2) minden A ⊂ X-re μ_∗(A) ≤ μ^∗(A); (3) ha A ∈ A, akkor μ_∗(A) = μ^∗(A);

(4) ha μ_∗(A) = μ^∗(A) < ∞, akkor az A halmaz μ^∗-mĆrhetŞ; (5) ha A_1, A_2, . . . păronkĆnt diszjunkt halmazok, akkor μ_∗(∪^∞_{n=1}A_n) ≥

∑_∞ n=1 μ_∗(A_n);

(6) ha A_1, A_2, . . . păronkĆnt diszjunkt A-beli halmazok, B_n ⊂ A_n, akkor

μ_∗(∪^∞_{n=1}B_n) = ∞∑ n=1 μ_∗(B_n) Ćs μ^∗(∪^∞_{n=1}B_n) = ∞∑ n=1 μ^∗(B_n).

→ 1.2.16. Feladat [7]. Az X halmaz rĆszhalmazainak egy H rendszerĆt fĆlgyŰrŰnek nevezzĄk, ha A, B ∈ H esetĆn A ∩ B ∈ H Ćs lĆteznek C_i, i = 1, 2, . . . diszjunkt elemei H-nak, hogy A\B = ∪^∞_{i=1}C_i. TegyĄk fel, hogy H fĆlgyŰrŰ, ν : H → [0, ∞] σ-szubadditąv, Ćs ha a C_i ∈ H, i = 1, 2, . . . , n halmazok diszjunktak, rĆszei az A ∈ H halmaznak, akkor ∑_n

i=1 ν(C_i) ≤ ν(A). Mutassuk meg, hogy ekkor ν premĆrtĆk.

1.2.17. Feladat [12]. Legyen ν kĄlsŞ mĆrtĆk X-en, H az X rĆszhalmazainak egy rendszere, amelyre A, B ∈ H esetĆn A ∩ B ∈ H. Legyen μ a ν|H halmazfĄggvĆnyhez tartozć kĄlsŞ mĆrtĆk, Ćs tegyĄk fel, hogy H minden eleme ν-mĆrhetŞ Ćs μ-mĆrhetŞ is. Bizonyątsuk be, hogy ha egy A ⊂ X halmaz μ-mĆrhetŞ Ćs lefedhetŞ megszămlălhatć sok H-beli vĆges mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ halmazzal, akkor az A halmaz ν-mĆrhetŞ is, Ćs ν(A) = μ(A).

1.2.18. Feladat [11]. Legfeljebb hăromelemŰ X halmazon adott ellenpĆldăkkal mutassuk meg, hogy az elŞzŞ feladat feltĆtelei kŤzĄl egyik sem hagyhatć el.

1.3. MĆrtĆk Ćs topolćgia

Igen sok esetben olyan mĆrtĆkteret vizsgălunk, amelynek alaphalmaza egyben topologikus tĆr is. Ilyen esetekben fontos szerepet jătszik a mĆrtĆk Ćs a topolćgia kapcsolata. Az egyik legegyszerŰbb kapcsolat az, ha a nyąlt halmazok mĆrhetŞek. A nyąlt halmazok mĆrhetŞsĆgĆbŞl igen sok, Ăaz analązis eszkŤzeivel de˛niălhatć" halmaz mĆrhetŞsĆge kŤvetkezik.

1.3.1. De˛nącić. Legyen X egy halmaz, Ćs E az X rĆszhalmazainak egy rendszere. Az Ťsszes, E-t tartalmazć σ-algebrăk metszetĆt (amely nyilvănvalćan maga is σ-algebra X-en) az E ăltal generălt σ-algebrănak nevezzĄk. Ha (X, T ) topologikus tĆr, a T ăltal generălt σ-algebra elemeit az X tĆr Borel-halmazainak nevezzĄk.

Nyilvănvalć, hogy ha μ mĆrtĆk X-en, Ćs X nyąlt rĆszhalmazai mĆrhetŞek, akkor X Ťsszes Borel-halmaza is mĆrhetŞ.

A kŤvetkezŞ tĆtel szĄksĆges Ćs elĆgsĆges feltĆtelt ad a nyąlt halmazok mĆrhetŞsĆgĆre.

* 1.3.2. TĆtel. Legyen μ kĄlsŞ mĆrtĆk az X metrikus tĆren. Az X Borel-halmazai akkor Ćs csak akkor mĆrhetŞek, ha X bărmely kĆt A, B nem Ąres, diszjunkt, pozitąv tăvolsăgč rĆszhalmazăra μ(A ∪ B) = μ(A) + μ(B).

Bizonyątăs. A feltĆtel szĄksĆgessĆge nyilvănvalć, mert az A halmaz mĆrhetŞsĆgĆbŞl T = A ∪ B-re

μ(A ∪ B) = μ(T ) = μ(T ∩ A) + μ(T \ A) = μ(A) + μ(B).

Az elegendŞsĆg bizonyątăsăhoz legyen U nyąlt, valćdi rĆszhalmaza X-nek, T ⊂ X Ćs μ(T ) < ∞. Legyen

A_n = { x : x ∈ T ∩ U, dist(x, X \ U) ≥ 1/n } , Ćs legyen D_1 = A_1, D_n = A_n \ A_{n−1}, ha n > 1. Ha I pozitąv egĆszek egy vĆges halmaza, amelynek elemei vagy mind păratlanok, vagy mind părosak, akkor

μ(∪_{i∈I} D_i) = ∑ i∈I μ(D_i).

Ezt I elemeinek szăma szerinti teljes indukcićval haladva bizonyątjuk. TegyĄk fel, hogy ez a szăm nagyobb, mint 1 Ćs legyen k az I legnagyobb eleme. Mivel D_k Ćs ∪_{i∈I\{k}}D_i tăvolsăga pozitąv, μ(∪_{i∈I} D_i) = μ(D_k) + μ(∪_{i∈I\{k}}D_i), ami Ćppen az indukcićs lĆpĆs I \ {k}-rćl I-re. EbbŞl

μ(∪^∞_{i=1}D_{2i}) ≥ ∞∑ i=1 μ(D_{2i}) Ćs μ(∪^∞_{i=1}D_{2i−1}) ≥ ∞∑ i=1 μ(D_{2i−1}),

azaz ∞ > 2μ(T ) ≥ ∞∑ i=1 μ(D_i).

Ŋgy minden ε > 0 valćs szămhoz van olyan n ∈ N, hogy

ε > ∞∑ i=n+1

μ(D_i) ≥ μ(T ∩ U \ A_n),

hiszen A_n ∪ ( ∪^∞_{i=n+1}D_i ) = T ∩ U, amibŞl dist(A_n, T \ U) ≥ 1/n miatt

μ(T ∩ U) + μ(T \ U) ≤ μ(T ∩ U \ A_n) + μ(A_n) + μ(T \ U) ≤ ε + μ ( (T \ U) ∪ A_n ) ≤ ε + μ(T ).

Mivel ε tetszŞleges volt, ez azt jelenti, hogy U mĆrhetŞ.

A kŤvetkezŞ de˛nącić igen szoros kapcsolatot fejez ki a mĆrtĆk Ćs a topolćgia kŤzŤtt.

1.3.3. De˛nącić. A μ mĆrtĆket Radon-mĆrtĆknek nevezzĄk X-en, ha X Hausdor¸- tĆr, Ćs a kŤvetkezŞ feltĆtelek teljesĄlnek:

(1) ha V nyąlt rĆszhalmaza X-nek, akkor V mĆrhetŞ, Ćs

μ(V ) = sup { μ(K) : K kompakt, K ⊂ V } (belsŞ regularităs);

(2) ha A mĆrhetŞ rĆszhalmaza X-nek, akkor

μ(A) = inf { μ(V ) : V nyąlt, A ⊂ V } (kĄlsŞ regularităs);

(3) ha K kompakt rĆszhalmaza X-nek, akkor μ(K) < ∞.

VegyĄk Ćszre, hogy az (1) Ćs (2) feltĆtelek mellett (3) azzal ekvivalens, hogy minden pontnak van olyan kŤrnyezete, amely mĆrhetŞ Ćs a mĆrtĆke vĆges. Valćban, ha minden pontnak van vĆges mĆrtĆkŰ kŤrnyezete, akkor egy kompakt halmazt lefedve vĆges sok vĆges mĆrtĆkŰ nyąlt halmazzal, kapjuk, hogy vĆges mĆrtĆkŰ. Megfordątva, ha a kompakt halmazok mĆrtĆke vĆges, akkor az egyelemŰ halmazokra alkalmazva (2)-t, kapjuk, hogy minden pontnak van vĆges mĆrtĆkŰ nyąlt kŤrnyezete.

1.3.4. Approximăcićs tĆtel. Ha μ Radon-mĆrtĆk X-en, A mĆrhetŞ, μ(A) < ∞ Ćs ε > 0, akkor A tartalmaz olyan C kompakt halmazt, amelyre μ(A \ C) < ε.

Bizonyątăs. Vălasszunk olyan V Ćs W nyąlt halmazokat, amelyekre A ⊂ V , μ(V \ A) < ε/2, V \ A ⊂ W , μ(W ) < ε/2, Ćs vălasszunk olyan K ⊂ V kompakt halmazt, amelyre μ(V \ K) < ε/2. Ekkor C = K \ W kompakt rĆszhalmaza V \ W ⊂ A-nak, Ćs

μ(A \ C) ≤ μ(V \ K) + μ(W ) < ε.

* 1.3.5. TĆtel. Ha μ egy σ-vĆges Radon-mĆrtĆk X-en, A pedig egy μ-mĆrhetŞ halmaz, akkor lĆtezik olyan σ-kompakt K Ćs G_δ -tulajdonsăgč V halmaz, hogy

K ⊂ A ⊂ V Ćs μ(V \ K) = 0.

Bizonyątăs. Vălasszunk egy ε_n ↓ 0 sorozatot Ćs olyan A_1, A_2, A_3, . . . vĆges mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ halmazokat, amelyeknek egyesątĆse X. Minden n-re Ćs k-ra lĆteznek olyan K_{n,k} kompakt Ćs V_{n,k} nyąlt halmazok, amelyekre

K_{n,k} ⊂ A ∩ A_k ⊂ V_{n,k} Ćs μ(V_{n,k} \ K_{n,k}) < ε_n 2^k . Legyen K = ∪^∞_{n=1} ∪^∞_{k=1} K_{n,k} Ćs V = ∩^∞_{n=1} ∪^∞_{k=1} V_{n,k}. Ekkor a K halmaz σ-kompakt, V pedig G_σ -halmaz, K ⊂ A ⊂ V Ćs minden n-re

μ(V \ K) ≤ μ ( (∪^∞_{k=1}V_{n,k}) \ (∪^∞_{k=1}K_{n,k}) ) ≤ ∞∑ k=1 μ(V_{n,k} \ K_{n,k}) = ε_n.

Řrdekes Ćs fontos tĆny, hogy ha az X tĆr topolćgiăja ĂelĆg szĆp", akkor a μ mĆrtĆkre kirćtt jćval enyhĆbb feltĆtelekbŞl is kŤvetkezik, hogy μ Radon-mĆrtĆk.

* 1.3.6. TĆtel. Legyen X olyan Hausdor¸-tĆr, amelyben minden nyąlt halmaz σkompakt, B az X Borel-halmazainak σ-algebrăja, μ mĆrtĆk B-n, Ćs tegyĄk fel, hogy minden kompakt halmaz mĆrtĆke vĆges. Ekkor μ Radon-mĆrtĆk.

Bizonyątăs. TekintsĄk a V → μ(V ), ha V nyąlt rĆszhalmaza X-nek halmazfĄggvĆnyt. Megmutatjuk, hogy ez a halmazfĄggvĆny premĆrtĆk. JelŤljĄk ν-vel a hozză tartozć kĄlsŞ mĆrtĆket. A μ mĆrtĆk σ-szubadditivităsăbćl kŤvetkezik, hogy μ Ćs ν megegyeznek a nyąlt halmazokon. Legyenek V Ćs W nyąlt halmazok, Ćs tegyĄk fel, hogy μ(W ) < ∞. Vălasszunk olyan, kompakt halmazokbćl ăllć K_1 ⊂ K_2 ⊂ K_3 ⊂ . . . sorozatot, amelyre V = ∪^∞_{i=1}K_i. A mĆrtĆk folytonossăga miatt

μ(V ) = sup { μ(K) : K ⊂ V , K kompakt } . Mivel W \ V =

⋂_∞ i=1(W \ K_i), ugyancsak a mĆrtĆk folytonossăga miatt

μ(W \ V ) = lim_{i→∞} μ(W \ K_i).

EbbŞl

μ(W ) = μ(W ∩ V ) + μ(W \ V ) = ν(W ∩ V ) + lim_{i→∞} μ(W \ K_i) ≥ ν(W ∩ V ) + ν(W \ V ),

azaz a nyąlt halmazok ν-mĆrhetŞek, tehăt a Borel-halmazok is. Legyen B tetszŞleges Borel-halmaz, Ćs vălasszunk egy kompakt halmazokbćl ăllć sorozatot čgy, hogy ∪^∞_{i=1}K_i = X teljesĄljŤn. Legyen ε > 0. A ν de˛nącićja miatt minden i-re van olyan V_i nyąlt halmaz, hogy μ(V_i) = ν(V_i) < ν(B ∩ K_i) + ε 2^{i+1}

Ćs B ∩ K_i ⊂ V_i.

EbbŞl V = ∪^∞_{i=1}V_i-re

ν(V \ B) ≤ ∞∑ i=1 ν(V_i \ (B ∩ K_i)) ≤ ε 2 . Alkalmazva ezt X \B-re is, egy olyan W nyąlt halmazt kapunk, amelyre ν ( W \(X \B) ) ≤ ε/2 Ćs X \ B ⊂ W . Az X \ W = F jelŤlĆssel F zărt halmaz, F ⊂ B Ćs ν(B \ F ) ≤ ε/2. EbbŞl ν(V \ F ) ≤ ε. Mivel ν Ćs μ megegyeznek a nyąlt halmazokon, μ(V \ F ) ≤ ε Ćs ągy

μ(V \ B) ≤ μ(V \ F ) < ε,

amibŞl μ(B) = inf { μ(V ) : B ⊂ V , V nyąlt } minden B Borel-halmazra, ągy μ Radon-mĆrtĆk.

→ 1.3.7. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy R-ben az alăbbi halmazosztălyok mindegyikĆre a generălt σ-algebra a Borel-halmazok osztălya: nyąlt intervallumok, kompakt intervallumok, racionălis vĆgpontč nyąlt intervallumok, racionălis vĆgpontč kompakt intervallumok, (−∞, r), r ∈ Q alakč intervallumok. Adjunk hasonlć pĆldăkat R-ban, C-ben, K^n-ben Ćs măs topologikus terekben.

1.3.8. Feladat [12]. A sąkon adjunk meg olyan konvex halmazt, amely nem Borelhalmaz.

* 1.3.9. Feladat [18]. Igazoljuk, hogy megszămlălhatć băzisč topologikus tĆrben legfeljebb kontinuum sok Borel-halmaz van.

* 1.3.10. Feladat [20]. Bizonyątsuk be, hogy teljes szeparăbilis metrikus tĆrben minden Borel-halmaz vagy megszămlălhatć, vagy kontinuum szămossăgč.

→ 1.3.11. Feladat [6]. Mikor lesz a szămlălć mĆrtĆk Radon-mĆrtĆk egy X Hausdor¸- tĆren?

1.3.12. Feladat [6]. Legyen X Hausdor¸-tĆr, x_n az X elemeibŞl ăllć sorozat Ćs a_n egy nemnegatąv tagč konvergens sor. Ha A ⊂ X, legyen μ(A) = ∑ x_n∈A an. Mutassuk

meg, hogy μ Radon-mĆrtĆk.

→ 1.3.13. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy Radon-mĆrtĆk termĆszetes kiterjesztĆse is Radon-mĆrtĆk.

1.3.14. Feladat [9]. Legyen f : X → Y folytonos lekĆpezĆse az X lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆrnek az Y lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆrbe. TegyĄk fel, hogy f^{−1}(K) kompakt bărmely K kompakt rĆszhalmazăra Y -nak, az X tĆr σ-kompakt, μ pedig RadonmĆrtĆk X-en. Legyen ν(B) = μ ( f^{−1}(B) ) , ha az f^{−1}(B) halmaz μ-mĆrhetŞ. Bizonyątsuk be, hogy ν Radon-mĆrtĆk Y -on.

* 1.3.15. Feladat [17]. Legyen μ olyan Radon-mĆrtĆk az X teljes metrikus tĆren, amelyre minden egyelemŰ halmaz mĆrtĆke nulla. Mutassuk meg, hogy ha A egy vĆges de pozitąv mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ halmaz, akkor A tartalmaz nem mĆrhetŞ rĆszhalmazt.

* 1.3.16. Feladat [19]. Legyen μ olyan nem nulla vĆges Radon-mĆrtĆk az X teljes metrikus tĆren, amelyre minden egyelemŰ halmaz mĆrtĆke nulla. Igazoljuk, hogy lĆtezik kontinuum sok diszjunkt rĆszhalmaza X-nek čgy, hogy egyiknek a komplementere sem tartalmaz pozitąv mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ halmazt.

2. PŘLDŔK MŘRTŘKEKRE

2.1. A Lebesgue-mĆrtĆk a szămegyenesen

Ebben a pontban az elŞzŞ fejezetben ismertetett mćdszer Ćs az ott bebizonyątott tĆtelek segątsĆgĆvel bevezetjĄk a szămegyenesen a Lebesgue-mĆrtĆket.

2.1.1. De˛nącić. Egy A ⊂ R korlătos intervallum ν(A) hosszăn a b − a szămot ĆrtjĄk, ahol a az A alsć, b pedig az A felsŞ vĆgpontja (A lehet nyąlt, zărt vagy fĆlig nyąlt). Az 1.2.4. tĆtel szerint ν-hŤz tartozć kĄlsŞ mĆrtĆket Lebesgue kĄlsŞ mĆrtĆknek nevezzĄk Ćs a tovăbbiakban mindig λ-val jelŤljĄk. A λ-mĆrhetŞ halmazokat LebesguemĆrhetŞeknek nevezzĄk, Ćs osztălyukat L-el jelŤljĄk, λ megszorątăsăt L-re LebesguemĆrtĆknek nevezzĄk, Ćs (nem teljesen korrekt mćdon) ezt is λ-val jelŤljĄk.

2.1.2. TĆtel. A korlătos intervallumok Lebesgue-mĆrhetŞek Ćs mĆrtĆkĄk a hoszszukkal egyenlŞ.

Bizonyątăs. A 2.1.1. de˛nącić jelŤlĆseivel, az 1.2. paragrafus eredmĆnyei szerint azt kell megmutatnunk, hogy ν premĆrtĆk. Annak bizonyątăsăhoz, hogy

ν(A) ≥ λ(A ∩ B) + λ(A \ B),

ha A Ćs B korlătos intervallumok, vegyĄk Ćszre, hogy A ∩ B vagy Ąres, vagy intervallum, A \ B pedig vagy Ąres, vagy intervallum, vagy kĆt diszjunkt intervallum egyesątĆse. Ŋgy a fenti egyenlŞtlensĆg arra a trivialităsra redukălćdik, hogy ha A-t legfeljebb hărom rĆszintervallumra bontjuk, akkor azok Ťsszhossza Ćppen A hossza.

A szubadditivităs bizonyątăsăhoz legyen I megszămlălhatć halmaz, Ćs legyenek A, A_i, i ∈ I korlătos intervallumok. TegyĄk fel, hogy A ⊂ ∪_{i∈I} A_i. Legyen ε > 0 Ćs vălasszunk egy B = [a, b] ⊂ A zărt intervallumot, amelyre ν(A) ≤ ν(B) + ε, tovăbbă, feltĆve, hogy I ⊂ N, vălasszunk minden i ∈ I-hez egy B_i = (a_i, b_i) ⊃ A_i nyąlt intervallumot, amelyre ν(B_i) ≤ ν(A_i) + ε/2^i. Mivel a B_i nyąlt halmazok lefedik a B kompakt halmazt, van olyan I^∗ vĆges rĆszhalmaza I-nek, amelyre B ⊂ ∪_{i∈I} ∗ B_i. Vălasszunk olyan i_1-et, amelyre a_{i1} < a < b_{i1} , Ćs teljes indukcićval vălasszunk ki egy olyan I^{∗∗} = {i_1, i_2, . . . , i_n} ⊂ I^∗ halmazt, amelyre a_{ij+1} < b_{ij} , ha j = 1, 2, . . . , n − 1 Ćs b_{in} > b, pĆldăul legyen i_{j+1} = min{i ∈ I^∗ : a_i < b_{ij} < b_i}, ha b_{ij} ≤ b. Ekkor

ν(A) ≤ ν(B) + ε = ε + (b − a) < ε + (b_{in} − a_{i1} )

= ε + (b_{in} − a_{in} ) + n−1∑ j=1 (a_{ij+1} − a_{ij} )

< ε + n∑ j=1 (b_{ij} − a_{ij} ) = ε + ∑ i∈I^{∗∗}

ν(B_i)

≤ ε + ∑ i∈I ( ν(A_i) + ε 2^i ) ≤ 3ε + ∑ i∈I ν(A_i).

Mivel ε tetszŞleges volt, a bizonyątăs kĆsz.

2.1.3. TĆtel. Legyen a, b ∈ R Ćs g(x) = ax + b minden x ∈ R-re. Ekkor minden

A ⊂ R-re λ ( g(A) ) = |a|λ(A), Ćs ha A Lebesgue-mĆrhetŞ, akkor g(A) is az.

Bizonyątăs. Nyilvănvalć, hogy intervallumok kĆpe is intervallum, Ćs egyszerŰ sză-

molăs mutatja, hogy intervallumokra teljesĄl az ăllątăs. Ha a = 0, akkor nincs mit

bizonyątani. TegyĄk fel, hogy a ≠ 0 Ćs A ⊂ R. Ha I megszămlălhatć, az A_i-k pedig

intervallumok minden i ∈ I-re, tovăbbă A ⊂ ∪_{i∈I} A_i, akkor

g(A) ⊂ ⋃ i∈I g(A_i),

amibŞl λ ( g(A) ) ≤ ∑ i∈I λ ( g(A_i) ) = |a| ∑ i∈I λ(A_i).

Ezt felhasznălva a λ kĄlsŞ mĆrtĆk de˛nącićja szerint λ ( g(A) ) ≤ |a|λ(A). Alkalmazva ezt

g helyett g^{−1}-re, A helyett pedig g(A)-ra, azt kapjuk, hogy

λ(A) = λ ( g^{−1} ( g(A) )) ≤ 1 |a| λ ( g(A) ) , azaz λ ( g(A) ) ≥ |a|λ(A).

Meg kell mĆg mutatnunk, hogy ha A Lebesgue-mĆrhetŞ, akkor g(A) is az. TetszŞleges

T ⊂ R-re λ ( T ∩ g(A) ) + λ ( T \ g(A) ) = |a|λ ( g^{−1}(T ) ∩ A ) + |a|λ ( g^{−1}(T ) \ A ) = |a|λ ( g^{−1}(T ) ) = λ(T ).

A kŤvetkezŞ tĆtelben a Lebesgue-mĆrtĆk Ćs a topolćgia kapcsolatăval foglalkozunk.

2.1.4. TĆtel. A λ mĆrtĆk Radon-mĆrtĆk R-en, Ćs minden A ⊂ R-re

λ(A) = inf { λ(V ) : A ⊂ V , V nyąlt } . Bizonyątăs. Legyen V nyąlt rĆszhalmaza R-nek. Mivel V elŞăll a benne lĆvŞ racionălis vĆgpontč intervallumok megszămlălhatć unićjakĆnt, Ćs az intervallumok mĆrhetŞek, V mĆrhetŞ. Mivel R minden nyąlt rĆszhalmaza σ-kompakt, lĆtezik kompakt halmazoknak olyan K_1 ⊂ K_2 ⊂ K_3 . . . sorozata, amelyre ∪^∞_{n=1}K_n = V . A mĆrtĆk folytonossăga szerint λ(V ) = lim_{n→∞} λ(K_n) = sup_n λ(K_n).

Az nyilvănvalć, hogy ha K kompakt, akkor λ(K) < ∞, mivel kompakt halmaz korlătos intervallumba foglalhatć. VĆgĄl meg kell mutatnunk, hogy bărmely A ⊂ R halmazra

λ(A) = inf { λ(V ) : V nyąlt, A ⊂ V } . A kĄlsŞ mĆrtĆk monotonităsa miatt λ(A) nem nagyobb, mint a jobb oldal. Ha λ(A) vĆgtelen, akkor nincs mit bizonyątani. Ha λ(A) vĆges, Ćs ε > 0, akkor van olyan A_i, i ∈ I megszămlălhatć intervallumrendszer, hogy I pozitąv egĆsz szămokbćl ăll, A ⊂ ∪_{i∈I} A_i Ćs λ(A) + ε ≥ ∑ i∈I λ(A_i). Vălasztva minden i-re egy V_i nyąlt intervallumot, amelyre λ(V_i) ≤ λ(A_i) + ε/2^i Ćs A_i ⊂ V_i, a V = ∪_{i∈I} V_i halmaz nyąlt, tartalmazza A-t, valamint

λ(V ) ≤ ∑ i∈I λ(V_i) ≤ ∑ i∈I λ(A_i) + ε 2^i

≤ λ(A) + 2ε.

Mivel az egyelemŰ halmazok zărt intervallumok, Ćs hosszuk nulla, mĆrhetŞek, Ćs mĆrtĆkĄk nulla. EbbŞl a σ-additivităs alapjăn R minden megszămlălhatć rĆszhalmaza Lebesgue-mĆrhetŞ, Ćs mĆrtĆke nulla. ŹnkĆnt adćdik a kĆrdĆs, hogy nagyobb szămossăgč halmazok lehetnek-e nulla mĆrtĆkŰek? Erre ad vălaszt a kŤvetkezŞ Ćrdekes konstrukcić.

2.1.5. A Cantor-fĆle triadikus halmaz. Az alăbbiakban egy C ⊂ R halmazt konstruălunk, amely kontinuum szămossăgč, Lebesgue-mĆrtĆke nulla, kompakt, sehol sem sŰrŰ, Ćs nincs izolălt pontja.

Legyen C_0 = [0, 1] Ćs hagyjuk el C_0-bćl a kŤzĆpsŞ 1/3-ad hosszčsăgč nyąlt intervallumot. A visszamaradć halmazt jelŤlje C_1. Ez kĆt 1/3-ad hosszčsăgč zărt intervallumbćl ăll. Hagyjuk el ezek mindegyikĆbŞl a kŤzĆpsŞ 1/9 hosszčsăgč nyąlt intervallumot, Ćs a visszamaradć halmazt jelŤljĄk C_2-vel. Teljes indukcićval folytatva az eljărăst, n lĆpĆs utăn egy C_n zărt halmazt kapunk, amely 2^n darab 1/3^n hosszčsăgč diszjunkt zărt intervallumbćl ăll. Ezek mindegyikĆnek kŤzepĆbŞl kivĆve egy-egy 1/3^{n+1} hosszčsăgč nyąlt intervallumot, kapjuk a C_{n+1} halmazt. Legyen C = ∩^∞_{n=1}C_n.

Annak bizonyątăsăhoz, hogy C kontinuum szămossăgč, vegyĄk Ćszre, hogy egy x ∈ [0, 1] valćs szăm pontosan akkor van benne C_n-ben, ha van olyan

0,x_1x_2x_3 . . . x_nx_{n+1} . . .

alakč triadikus tŤrtbe fejtĆse, amelyben x_i vagy 0, vagy 2, ha 1 ≤ i ≤ n. Ez azt jelenti, hogy C pontosan azon x valćs szămokbćl ăll, amelyek triadikus tŤrtbe fejthetŞk čgy, hogy egyetlen helyen sem ăll egyes. Nyilvăn C minden eleme pontosan egyfĆlekĆppen fejthetŞ ągy triadikus tŤrtbe. Ha most

x = 0,x_1x_2x_3 . . . ∈ C,

akkor legyen y_i = x_i/2, ha i = 1, 2, . . . Ćs f(x) = y ∈ [0, 1] az a valćs szăm, amelynek

0,y_1y_2y_3 . . .

egy diadikus kifejtĆse. Nyilvăn az f fĄggvĆny C-t az egĆsz [0, 1]-re kĆpezi le. Ŋgy C szămossăga legalăbb kontinuum. Mivel C ⊂ R, szămossăga nem lehet nagyobb kontinuumnăl, ągy kontinuum szămossăgč. Az, hogy λ(C) = 0, abbćl kŤvetkezik, hogy

λ(C) ≤ λ(C_n) =

2^n 3^n

minden n-re. Nyilvăn C korlătos halmaz, Ćs mivel zărt halmazok metszete, zărt is, tehăt kompakt. Nem tartalmazhat pozitąv hosszčsăgč nyąlt intervallumot, mivel nulla mĆrtĆkŰ. Ez azt jelenti, hogy C sehol sem sŰrŰ.

Annak bizonyątăsăhoz, hogy C-nek nincs izolălt pontja, megjegyezzĄk, hogy ha egy pont valamely n-re a C_n-et alkotć intervallumok valamelyikĆnek vĆgpontja, akkor a C_{n+1}- et alkotć intervallumok vĆgpontjai kŤzŤtt is elŞfordul, ągy teljes indukcićval kapjuk, hogy minden C_i-ben benne van, tehăt C-ben is. Legyen most x ∈ C Ćs ε > 0. Vălasztva olyan n-et, amelyre 1/3^n < ε, a C_n-et alkotć zărt intervallumok kŤzĄl az x-et tartalmazć intervallum valamelyik vĆgpontja olyan x-tŞl kĄlŤnbŤzŞ eleme C-nek, amely ε-năl kŤzelebb van x-hez.

Mivel a Cantor-halmaz kontinuum szămossăgč, ugyanannyi rĆszhalmaza van, mint R-nek. Mivel nulla mĆrtĆkŰ, minden rĆszhalmaza is mĆrhetŞ, ągy ugyanannyi LebesguemĆrhetŞ halmaz van, mint ahăny rĆszhalmaza R-nek. FelmerĄl a kĆrdĆs, hogy ha ilyen sok mĆrhetŞ halmaz van, van-e egyăltalăn nem mĆrhetŞ halmaz? Az alăbbiakban ilyen, nem Lebesgue-mĆrhetŞ halmazra ismertetĄnk egy, Zermelo nĆmet matematikustćl szărmazć pĆldăt.

2.1.6. Nem mĆrhetŞ halmaz lĆtezĆse. A konstrukcićban felhasznăljuk a halmazelmĆlet kivălasztăsi axićmăjăt: nem Ąres, păronkĆnt diszjunkt halmazok bărmely rendszerĆhez van olyan halmaz, amely mindegyikbŞl pontosan egy elemet tartalmaz.

Legyen I = [−1, 1] Ćs vezessĄk be az I elemei kŤzŤtt az x ∼ y, ha x−y ∈ Q ekvivalenciarelăcićt. Az I ekvivalenciaosztălyai păronkĆnt diszjunkt, nem Ąres halmazokbćl ăllć rendszert alkotnak, ągy a kivălasztăsi axićma szerint van olyan A halmaz, amelyik minden ekvivalenciaosztălybćl pontosan egy elemet tartalmaz. Megmutatjuk, hogy A nem lehet mĆrhetŞ. RendezzĄk egy r_1, r_2, r_3, . . . sorozatba a [−2, 2]-beli racionălis szămokat, Ćs legyen A_k = {x + r_k : x ∈ A}.

Ekkor I ⊂ ∪^∞_{k=1}A_k, hiszen ha y ∈ I, akkor van olyan x ∈ I, hogy x ∈ A Ćs x ∼ y. Nyilvăn |y − x| ≤ 2 Ćs y − x racionalităsa miatt y − x = r_k valamilyen k termĆszetes szămra, ągy y = x + (y − x) = x + r_k ∈ A_k.

Felhasznălva a 2.1.3. tĆtelt, λ(A_k ) = λ(A) minden k-ra, ągy a

2 = λ(I) ≤ λ(∪^∞_{k=1}A_k ) ≤ ∞∑ k=1 λ(A_k )

ŤsszefĄggĆsbŞl kŤvetkezik, hogy λ(A) > 0.

MăsrĆszt nyilvăn ∪^∞_{k=1}A_k ⊂ [−3, 3], Ćs ha k ≠ j, akkor A_k ∩ A_j = ∅, hiszen y ∈ A_k ∩ A_j -bŞl az kŤvetkezne, hogy y elŞăll x_j + r_j Ćs x_k + r_k alakban is, ahol x_j Ćs x_k az A kĄlŤnbŤzŞ pontjai, ami pedig x_j − x_k = r_k − r_j racionalităsa miatt lehetetlen, hiszen A minden ekvivalenciaosztălybćl csak egy elemet tartalmaz. Ŋgy ha A mĆrhetŞ lenne, akkor 2.1.3. felhasznălăsăval azt kapnănk, hogy az A_k-k is mĆrhetŞek ugyanazzal a mĆrtĆkkel, amibŞl a

6 = λ ( [−3, 3] ) ≥ λ(∪^∞_{k=1}A_k) = ∞∑ k=1 λ(A_k )

egyenlŞtlensĆg szerint λ(A) = 0 kŤvetkezne. Ez ellentmondăs.

→ 2.1.7. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy R minden nulla Lebesgue-mĆrtĆkŰ zărt rĆszhalmaza sehol sem sŰrŰ.

2.1.8. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy [0, 1] minden egy Lebesgue kĄlsŞ mĆrtĆkŰ rĆszhalmaza sŰrŰ [0, 1]-ben.

2.1.9. Feladat [9]. Bizonyątsuk be, hogy azon [0, 1]-beli valćs szămok, amelyeknek van olyan tizedestŤrt alakja, amelyben nem szerepel hetes, sehol sem sŰrŰ, perfekt, nulla Lebesgue-mĆrtĆkŰ halmazt alkotnak.

2.1.10. Feladat [8]. JelŤlje C a Cantor-halmazt, Ćs legyen A = ⋃ a,b∈Q

a + (b − a)C.

Mutassuk meg, hogy λ(A) = 0, az A halmaz elsŞ kategćriăjč, nulla Lebesgue-mĆrtĆkŰ, Ćs R minden pontja kondenzăcićs pontja A-nak.

2.1.11. Feladat [14]. Legyen a_n > 0, Ćs tegyĄk fel, hogy

∑_∞ n=1 a_n = 1. Igazoljuk, hogy lĆtezik păronkĆnt diszjunkt nyąlt intervallumok olyan I_n ⊂ [0, 1] sorozata, hogy λ(I_n) = a_n Ćs [0, 1] \ ∪^∞_{n=1}I_n sehol sem sŰrŰ perfekt rĆszhalmaza R-nek.

2.1.12. Feladat [12]. Legyen F ⊂ R nem Ąres perfekt halmaz. Bizonyątsuk be, hogy F tartalmaz nem Ąres, perfekt, nulla Lebesgue-mĆrtĆkŰ rĆszhalmazt.

2.1.13. Feladat [10]. Adott 0 < ε ≤ 1-hez adjunk meg [0, 1]-nek perfekt, sehol sem sŰrŰ, 1 − ε Lebesgue-mĆrtĆkŰ rĆszhalmazăt.

2.1.14. Feladat [8]. Adjunk meg [0, 1]-ben 1 Lebesgue-mĆrtĆkŰ, elsŞ kategćriăjč rĆszhalmazt.

2.1.15. Feladat [8]. Van-e a szămegyenesnek nulla Lebesgue-mĆrtĆkŰ, măsodik kategćriăjč rĆszhalmaza?

2.1.16. Feladat [14]. Igaz-e, hogy R minden nulla Lebesgue-mĆrtĆkŰ A rĆszhalmazăhoz van olyan B nulla Lebesgue-mĆrtĆkŰ F_σ -halmaz, amely tartalmazza A-t?

* 2.1.17. Feladat: Steinhaus tĆtele [15]. Mutassuk meg, hogy ha A ⊂ R Lebesgue-mĆrhetŞ Ćs pozitąv mĆrtĆkŰ, akkor A − A tartalmazza a 0 egy kŤrnyezetĆt. Bizonyątsuk be, hogy ha A, B ⊂ R Lebesgue-mĆrhetŞek Ćs pozitąv mĆrtĆkŰek, akkor A + B belseje nem Ąres. Igaz-e ez, ha B nem mĆrhetŞ, de a kĄlsŞ mĆrtĆke pozitąv?

2.1.18. Feladat [10]. Igazoljuk, hogy C − C = [−1, 1], ha C a Cantor-halmaz.

2.1.19. Feladat [7]. Legyen A pozitąv mĆrtĆkŰ Lebesgue-mĆrhetŞ halmaz. Bizonyątsuk be, hogy van kĆt olyan pontja, amelyek kĄlŤnbsĆge racionălis.

* 2.1.20. Feladat [15]. Mutassuk meg, hogy ha A ⊂ R Lebesgue-mĆrhetŞ Ćs pozitąv mĆrtĆkŰ, akkor minden n ∈ N-re tartalmaz n-tagč szămtani sorozatot.

2.1.21. Feladat [12]. Legyen ξ irracionălis szăm, X_0 = 2Z + ξZ, X_1 = X_0 + 1, Ćs X = X_0 ∪ X_1. Igazoljuk, hogy X_0 Ćs X sŰrŰ rĆszcsoportjai R-nek. Legyen A olyan halmaz, amely minden X szerinti mellĆkosztălybćl pontosan egy elemet tartalmaz, Ćs legyen N = A + X_0. Bizonyątsuk be, hogy N − N nem tartalmaz X_1-beli pontot, X_1 sŰrŰ R-ben, R \ N = N + 1 Ćs N nem tartalmaz pozitąv mĆrtĆkŰ Lebesgue-mĆrhetŞ rĆszhalmazt.

2.1.22. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy minden A ⊂ R halmaz, amelynek pozitąv a Lebesgue kĄlsŞ mĆrtĆke, tartalmaz olyan B halmazt, amelyre sem B, sem A \ B nem tartalmaz pozitąv mĆrtĆkŰ Lebesgue-mĆrhetŞ rĆszhalmazt.

2.1.23. Feladat [10]. Legyen A zărt, sehol sem sŰrŰ rĆszhalmaza [0, 1]-nek, Ćs f(x) = λ ( [0, x] \ A ) /λ ( [0, 1] \ A ) , ha x ∈ [0, 1]. Igazoljuk, hogy f a [0, 1] intervallumot Ťnmagăra kĆpezi le, szigorčan monoton nŤvekedŞ, folytonos, az inverze is folytonos, λ ( f(A) ) = 0, valamint ha B ⊂ A nem Lebesgue-mĆrhetŞ, akkor f(B) Lebesgue-mĆrhetŞ, de nem Borel-halmaz.

2.1.24. Feladat [15]. Adjunk meg olyan rĆszhalmazăt [0, 1]-nek, amelynek Lebesgue kĄlsŞ mĆrtĆke 1, de a racionălis szămok feletti lineăris burka nem tartalmaz pozitąv mĆrtĆkŰ Lebesgue-mĆrhetŞ halmazt.

2.2. Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆkek a szămegyenesen 31

2.2. Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆkek a szămegyenesen

Ebben a pontban a Lebesgue-mĆrtĆk ăltalănosątăsakĆnt bevezetjĄk az čgynevezett Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆkeket. Ezek a mĆrtĆkek fontos szerepet jătszanak a valćsząnŰsĆgszămątăsban.

2.2.1. De˛nącić. Legyen g : R → R egy monoton nŤvekedŞ fĄggvĆny. TekintsĄk azon (nyąlt, zărt vagy fĆlig nyąlt) intervallumok osztălyăt, amelyeknek az a, b vĆgpontjai g-nek folytonossăgi pontjai, Ćs legyen ν_g az a halmazfĄggvĆny, amely egy ilyen intervallumhoz a g(b) − g(a) szămot rendeli. Legyen λ_g a ν_g -hez tartozć kĄlsŞ mĆrtĆk R-en, L_g pedig a λ_g -mĆrhetŞ halmazok osztălya. A λ_g halmazfĄggvĆnyt a g-hez tartozć Lebesgue{Stieltjes kĄlsŞ mĆrtĆknek nevezzĄk, λ_g megszorątăsăt L_g -re pedig a g-hez tartozć Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆknek, Ćs (nem teljesen korrekt mćdon) ezt is λ_g -vel jelŤljĄk.

MegjegyezzĄk, hogy a Lebesgue-mĆrtĆk speciălis esete a Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆk-nek: akkor kapjuk, ha g(x) = x minden x ∈ R-re.

2.2.2. TĆtel. Ha a, b ∈ R, akkor az (a, b), [a, b), (a, b] Ćs [a, b] intervallumok λ_g -mĆrhetŞek, Ćs λ_g (a, b) =g(b−) − g(a+), λ_g (a, b] =g(b+) − g(a+), λ_g [a, b) =g(b−) − g(a−), λ_g [a, b] =g(b+) − g(a−).

Bizonyątăs. Az, hogy ν_g premĆrtĆk R-en, hasonlćan lăthatć be, mint a LebesguemĆrtĆk esetĆben. EbbŞl kŤvetkeznek a fenti egyenlŞsĆgek arra az esetre, ha a Ćs b a g-nek folytonossăgi pontjai. Most legyen a Ćs b tetszŞleges, Ćs legyenek a_n ↓ a, b_n ↑ b olyan sorozatok, amelyekre a_n Ćs b_n a g-nek folytonossăgi pontjai. Ekkor

λ_g (a, b) = λ_g ( ∪^∞_{n=1}(a_n, b_n) ) = lim_{n→∞} λ_g (a_n, b_n) = lim_{n→∞} ( g(b_n) − g(a_n) ) = g(b−) − g(a+),

amivel belăttuk az elsŞ ŤsszefĄggĆst. A tŤbbi ŤsszefĄggĆs hasonlćan bizonyąthatć.

2.2.3. TĆtel. A λ_g mĆrtĆk Radon-mĆrtĆk R-en, Ćs minden A rĆszhalmazăra R-nek

λ_g (A) = inf { λ_g (V ) : A ⊂ V , V nyąlt } . Bizonyątăs. Hasonlćan vĆgezhetŞ, mint a Lebesgue-mĆrtĆk esetĆben.

* 2.2.4. De˛nącić. Egy g : R → C fĄggvĆnyt normalizăltnak nevezĄnk, ha balrćl folytonos Ćs lim_{x→−∞} g(x) = 0.

Ha f : R → C egy fĄggvĆny, f(x−) lĆtezik minden x ∈ R pontban, Ćs c ∈ C, akkor a

g(x) = f(x−) + c, ha x ∈ R

fĄggvĆny balrćl folytonos. Valćban, ha x ∈ R Ćs ε > 0, akkor van olyan y < x, hogy | |f(t)−f(x−) | | < ε, ha t ∈ (y, x). Mivel f(t−) az f(s), y < s < t szămok torlćdăsi pontja, | |f(t−) − f(x−) | | = | |g(t) − g(x) | | ≤ ε.

Ha mĆg lim_{x→−∞} f(x) ∈ C is lĆtezik, akkor c = − lim_{x→−∞} f(x) vălasztăssal g normalizălt fĄggvĆny. Valćban, ha x_n → −∞ Ćs y_n-et čgy vălasztjuk, hogy x_n − 1/n < y_n < x_n Ćs | f(x_n−) − f(y_n) | < 1/n teljesĄljŤn, akkor y_n → −∞ Ćs g(x_n) − c − f(y_n) → 0, amibŞl g(x_n) → c + lim_{x→−∞} f(x) = 0. Ezt a g fĄggvĆnyt az f normalizăltjănak nevezzĄk.

* 2.2.5. TĆtel. Legyen μ egy vĆges teljes Radon-mĆrtĆk R-en Ćs legyen g(x) = μ(−∞, x). Ekkor (1) g monoton nŤvekedŞ normalizălt fĄggvĆny;

(2) g pontosan akkor folytonos egy x ∈ R pontban, ha μ{x} = 0; (3) λ_g = μ.

Megfordątva, legyen f egy monoton nŤvekedŞ korlătos fĄggvĆny Ćs legyen g az f normalizăltja. Ekkor (4) λ_f = λ_g ;

(5) g(x) = λ_f (−∞, x).

Bizonyątăs. (1) Ćs (2) a mĆrtĆk monotonităsăbćl Ćs folytonossăgăbćl kŤvetkezik. Mivel μ[x, y) = g(y) − g(x), a μ Ćs a λ_g mĆrtĆkek egybeesnek a balrćl zărt, jobbrćl nyąlt intervallumokon. Ha x < x_n < y, x_n ↓ x, akkor

μ(x, y) = lim_{n→∞} μ[x_n, y) = lim_{n→∞} λ_g [x_n, y) = λ_g (x, y),

ągy μ Ćs λ_g egybeesnek a nyąlt intervallumokon. A nyąlt halmazok struktčratĆtele szerint μ Ćs λ_g egybeesnek R nyąlt rĆszhalmazain. Mivel mindkettŞ Radon-mĆrtĆk, ugyanez teljesĄl minden Borel-halmazra. Ha az A halmaz μ-mĆrhetŞ, akkor lĆteznek olyan B Ćs C Borel-halmazok, hogy C ⊂ A ⊂ B Ćs μ(B \C) = 0. A λ_g teljessĆge miatt A\C ⊂ B \C is λ_g -mĆrhetŞ, ągy A is λ_g -mĆrhetŞ Ćs

λ_g (A) = λ_g (C) + λ_g (A \ C) = λ_g (C) = μ(C) = μ(C) + μ(A \ C) = μ(A).

Hasonlćan adćdik, hogy ha az A halmaz λ_g -mĆrhetŞ, akkor μ-mĆrhetŞ is Ćs μ(A) = λ_g (A).

A megfordątăshoz, mivel f monoton, minden pontban lĆtezik a bal oldali hatărĆrtĆke, ągy f korlătossăga miatt g Ćrtelmezve van Ćs monoton nŤvekedŞ. A 2.2.1. de˛nącić szerint f-hez tartozć ν_f Ćs g-hez tartozć ν_g premĆrtĆkek megegyeznek, ągy λ_f = λ_g . Felhasznălva, hogy lim_{x→−∞} g(x) = 0 Ćs g balrćl folytonos, 2.2.2.-bŞl Ćs a mĆrtĆk folytonossăgăbćl kapjuk (5)-Ťt.

* 2.2.6. MegjegyzĆs. Az elŞzŞ tĆtel kiterjeszthetŞ arra az esetre is, amikor μ nem vĆges teljes Radon-mĆrtĆk. Ekkor g-t a kŤvetkezŞkĆppen de˛niălhatjuk:

g(x) = { μ[0, x), ha x ≥ 0, −μ[x, 0), ha x < 0.

A lim_{x→−∞} g(x) = 0 feltĆtel helyett g(0) = 0 fog teljesĄlni, az f korlătossăga nem szĄksĆges, Ćs (5)-ben

g(x) = { λ_f [0, x), ha x ≥ 0, −λ_f [x, 0), ha x < 0, egyĆbkĆnt a tĆtel Ćs bizonyątăsa ĆrvĆnyben marad. A valćsząnŰsĆgszămątăsban Ćs măs alkalmazăsokban 2.2.5. eredeti alakjăt szokăs hasznălni.

→ 2.2.7. Feladat [7]. Hatărozzuk meg a λ_� Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆket Ćs a mĆrhetŞ halmazokat, ha ^ a Heaviside-fĄggvĆny: ^(x) nulla, ha x ≤ 0 Ćs egy, ha x > 0. (A λ_� mĆrtĆk a Dirac-mĆrtĆk.)

2.2.8. Feladat [9]. Legyen x_n a racionălis szămok egy sorozatba rendezĆse, Ćs legyen g(x) = ∑ x_n<x 1/2

n, ha x ∈ R. Mutassuk meg, hogy g szigorčan monoton nŤvekedŞ, balrćl folytonos, minden irracionălis pontban folytonos Ćs egyetlen racionălis pontban sem folytonos. Hatărozzuk meg a λ_g Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆket Ćs a mĆrhetŞ halmazokat.

2.2.9. Feladat [8]. Legyen g : R → R egy monoton nŤvekedŞ fĄggvĆny, λ_g a hozză tartozć Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆk. Igazoljuk, hogy λ_g {x} = 0 pontosan akkor, ha g folytonos az x pontban. Bizonyątsuk be, hogy van olyan sŰrŰ G_δ -halmaz, amelynek λ_g -mĆrtĆke nulla.

2.3. Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆkek az euklideszi tĆren

* 2.3.1. Motivăcić. A valćsząnŰsĆgszămątăsban fontos szerepet jătszik a kŤvetkezŞ problĆma: Minden x = (x_1, . . . , x_n) ∈ R^n-re ismerjĄk annak g(x) valćsząnŰsĆgĆt, hogy egy adott valćsząnŰsĆgi văltozć ĆrtĆke az (1) { y : y = (y_1, . . . , y_n) ∈ R^n, y_i < x_i, ha i = 1, 2, . . . , n } halmazba esik. Meghatărozandć annak valćsząnŰsĆge, hogy a valćsząnŰsĆgi văltozć egy adott Borel-halmazba esik.

Ez a problĆma čgy foghatć fel, hogy adott egy halmazfĄggvĆny az (1) alakč halmazokon, Ćs ez kiterjesztendŞ a Borel-halmazokon is Ćrtelmezett mĆrtĆkkĆ. Adott a, b ∈ R^n, a = (a_1, . . . , a_n), b = (b_1, . . . , b_n) esetĆn ąrjuk azt, hogy a ≤ b, ha a_i ≤ b_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs ąrjuk azt, hogy a < b, ha a_i < b_i (i = 1, 2, . . . , n). VezessĄk be az

(2) [a, b) = { x : x = (x_1, . . . , x_n) ∈ R^n, a_i ≤ x_i < b_i, i = 1, 2, . . . , n } jelŤlĆst, Ćs az analćg (a, b), (a, b], [a, b] jelŤlĆseket, ha a, b ∈ R^n, a ≤ b. Ezeket a halmazokat n-dimenzićs intervallumoknak nevezzĄk. Legyen x ∈ R^n Ćs (3) ´^{(k)}_{[ak ,bk )}g(x) = g(x_1, . . . , x_{k−1}, b_k, x_{k+1}, . . . , x_n)

− g(x_1, . . . , x_{k−1}, a_k, x_{k+1}, . . . , x_n), ha a_k ≤ b_k valćs szămok. Ez a k-adik văltozćtćl măr nem fĄggŞ ĆrtĆk nyilvăn annak valćsząnŰsĆgĆt jelenti, hogy az adott valćsząnŰsĆgi văltozć az { y : y = (y_1, . . . , y_n) ∈ R^n, y_1 < x_1, . . . , y_{k−1} < x_{k−1}, a_k ≤ y_k < b_k, . . . , y_n < x_n } halmazba esik. Hasonlćan, annak valćsząnŰsĆgĆt, hogy az adott valćsząnŰsĆgi văltozć az n-dimenzićs [a, b) balrćl zărt intervallumba essen, az x-tŞl măr nem fĄggŞ

´^{(1)}_{[a1 ,b1)}´^{(2)}_{[a2 ,b2)} . . . ´^{(n)}_{[an,bn)}g

ĆrtĆk adja. Az n-dimenzićs balrćl zărt intervallumok osztălyărćl aztăn az ągy kapott premĆrtĆket a szokăsos mćdon terjeszthetjĄk ki egy σ-algebrăra. Ezzel foglalkozunk a kŤvetkezŞ de˛nącićban Ćs tĆtelben.

* 2.3.2. De˛nącić. Legyen g : R^n → R egy fĄggvĆny. A 2.3.1. pont jelŤlĆseivel tegyĄk fel, hogy (1) g minden văltozćjăban balrćl folytonos;

(2) minden a, b ∈ R^n, a = (a_1, . . . , a_n), b = (b_1, . . . , b_n), a ≤ b esetĆn

ν^n_g [a, b) = ´^{(1)}_{[a1 ,b1)}´^{(2)}_{[a2 ,b2)} . . . ´^{(n)}_{[an,bn)}g

nemnegatąv.

A ν^n_g -hez tartozć kĄlsŞ mĆrtĆket λ^n_g -vel, a λ^n_g -mĆrhetŞ halmazok osztălyăt L^n_g -vel jelŤljĄk. A λ^n_g kĄlsŞ mĆrtĆket a g-hez tartozć n-dimenzićs Lebesgue{Stieltjes kĄlsŞ mĆrtĆknek nevezzĄk, megszorątăsăt L^n_g -re pedig a g-hez tartozć Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆknek, Ćs (nem teljesen korrekt mćdon) ezt is λ^n_g -vel jelŤljĄk.

* 2.3.3. TĆtel. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, minden a, b ∈ R^n, a ≤ b esetĆn az [a, b) intervallum λ^n_g -mĆrhetŞ Ćs

λ^n_g [a, b) = ´^{(1)}_{[a1,b1 )}´^{(2)}_{[a2,b2)} . . . ´^{(n)}_{[an,bn)}g.

Bizonyątăs. Azt kell megmutatnunk, hogy ν^n_g premĆrtĆk. Ha a, b ∈ R^n, a ≤ b Ćs a_1 ≤ c_1 ≤ b_1, akkor

´^{(1)}_{[a1,b1)}´^{(2)}_{[a2,b2)} . . . ´^{(n)}_{[an,bn)}g = ´^{(1)}_{[a1,c1)}´^{(2)}_{[a2,b2 )} . . . ´^{(n)}_{[an,bn)}g

+ ´^{(1)}_{[c1,b1 )}´^{(2)}_{[a2,b2 )} . . . ´^{(n)}_{[an,bn)}g.

Ugyanez az ŤsszefĄggĆs igaz akkor is, ha az [a, b) intervallumot bărmely măsik [a_k, b_k) oldalănak kĆt rĆszre bontăsăval osztjuk kĆt intervallumra. EbbŞl indukcićval kŤvetkezik, hogy a ν^n_g fĄggvĆny additąv az [a, b) bărmely olyan vĆges sok diszjunkt, balrćl zărt intervallumra valć felbontăsăra, amely čgy ăll elŞ, hogy az oldalakat vĆges sok balrćl zărt intervallumra bontjuk.

Legyen I Ćs J kĆt tetszŞleges n-dimenzićs balrćl zărt intervallum. Ekkor K_1 = I ∩ J is n-dimenzićs balrćl zărt intervallum, I \ J pedig elŞălląthatć vĆges sok n-dimenzićs K_2, K_3, . . . , K_m balrćl zărt intervallum diszjunkt unićjakĆnt: ezeket čgy kapjuk, hogy I oldalait legfeljebb hărom rĆszre văgjuk. Ŋgy

ν^n_g (I) = m∑ i=1 ν^n_g (K_i) = ν^n_g (I ∩ J) + m∑ i=2 ν^n_g (K_i)

≥ λ^n_g (I ∩ J) + λ^n_g (I \ J).

EbbŞl kŤvetkezik, hogy az n-dimenzićs balrćl zărt intervallumok λ^n_g -mĆrhetŞek.

Megmutatjuk, hogy a ν^n_g halmazfĄggvĆny σ-szubadditąv. TegyĄk fel, hogy I = [a, b) Ćs I_k = [a_k, b_k), k ∈ K ⊂ N egy n-dimenzićs balrćl zărt intervallumokbćl ăllć megszămlălhatć rendszer, tovăbbă I ⊂ ∪_{k∈K} I_k. Legyen ε > 0 Ćs η ∈ R^n olyan vektor, amelynek minden koordinătăja pozitąv. Mivel g minden văltozćjăban balrćl folytonos, minden k ∈ K-ra talălhatć olyan η_k ∈ R^n vektor, amelynek minden koordinătăja pozitąv Ćs amelyre ν^n_g [a_k − η_k, b_k) ≤ ν^n_g [a_k, b_k) + ε 2^k . Az (a_k − η_k, b_k) nyąlt intervallumok lefedik az [a, b − η] kompakt intervallumot, ągy kivălaszthatć egy K^∗ ⊂ K vĆges halmaz, amelyre

[a, b − η) ⊂ ⋃ k∈K^∗

[a_k − η_k, b_k).

TekintsĄk az [a, b − η) ⋂( [a_k − η_k, b_k) \ ( ∪_{j<k,j∈K}∗ [a_j − η_j , b_j ) )) , k ∈ K^∗ diszjunkt halmazokat. Ezek mindegyike elŞăll vĆges sok diszjunkt I_{k,j} , j = 1, 2, . . . , m_k balrćl zărt intervallum egyesątĆsekĆnt. Ŋgy

[a, b − η) = ⋃ k∈K^∗ m_k⋃

j=1 I_{k,j} , Ćs ν^n_g [a, b − η) = ∑ k∈K^∗ m_k∑

j=1 ν^n_g (I_{k,j} ) ≤ ∑ k∈K^∗

ν^n_g [a_k − η_k, b_k) ≤ ∑ k∈K ν^n_g (I_k ) + 2ε.

EbbŞl η_i ↓ 0, i = 1, 2, . . . , n hatărătmenettel

ν^n_g (I) ≤ ∑ k∈K ν^n_g (I_k) + 2ε,

amibŞl a ν^n_g halmazfĄggvĆny σ-szubadditivităsăt kapjuk.

2.3.4. MegjegyzĆs. Az n-dimenzićs Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆkek speciălis esetekĆnt megkaphatć az n-dimenzićs Lebesgue-mĆrtĆk is, ha g(x) = x_1x_2 · · · x_n. Mi az n-dimenzićs Lebesgue-mĆrtĆket măskĆnt, a mĆrtĆkterek szorzatănăl fogjuk de˛niălni.

2.3.5. TĆtel. A λ^n_g mĆrtĆk Radon-mĆrtĆk R^n-en Ćs minden A ⊂ R^n-re

λ^n_g (A) = inf { λ^n_g (V ) : A ⊂ V , V nyąlt } . Bizonyątăs. Hasonlćan vĆgezhetŞ, mint a szămegyenesen a Lebesgue-mĆrtĆk esetĆben.

* 2.3.6. TĆtel. Legyen μ vĆges, teljes Radon-mĆrtĆk R^n-en Ćs x ∈ R^n-re

g(x) = μ { y : y ∈ R^n, y_i < x_i, i = 1, 2, . . . , n } .

Ekkor (1) g minden văltozćjăban monoton nŤvekedŞ Ćs balrćl folytonos; (2) ha (y_1, y_2, . . . , y_n) ∈ R^n Ćs i = 1, 2, . . . , n, akkor lim x→−∞

g(y_1, y_2, . . . , y_{i−1}, x, y_{i+1}, . . . , y_n) = 0;

(3) ha [a, b) egy balrćl zărt intervallum R^n-ben, akkor

´^{(1)}_{[a1,b1)}´^{(2)}_{[a2,b2)} . . . ´^{(n)}_{[an,bn)}g ≥ 0;

(4) λ^n_g = μ.

Megfordątva, ha g egy, az (1){(3) feltĆteleknek eleget tevŞ fĄggvĆny, akkor

(5) g(x) = λ^n_g { y : y ∈ R^n, y_i < x_i, i = 1, 2, . . . , n } . Bizonyątăs. Az (1){(3) tulajdonsăgok g de˛nącićjăbćl Ćs a mĆrtĆk folytonossăgăbćl kŤvetkeznek. Mivel az [a, b) intervallum λ^n_g -mĆrtĆke Ćs μ-mĆrtĆke is

´^{(1)}_{[a1,b1 )}´^{(2)}_{[a2,b2)} . . . ´^{(n)}_{[an,bn)}g,

μ Ćs λ^n_g egybeesnek az n-dimenzićs balrćl zărt intervallumokon. Legyen V ⊂ R^n egy nyąlt halmaz, Ćs V_i az Ťsszes olyan V -beli n-dimenzićs balrćl zărt intervallumok diszjunkt megszămlălhatć unićja, amelyek minden csčcspontjănak minden koordinătăja k/2^i alakč, ahol k egĆsz szăm, Ćs amelyeknek minden oldala 1/2^i hosszčsăgč. Nyilvăn μ(V_i) = λ^n_g (V_i), V_1 ⊂ V_2 ⊂ V_3 ⊂ . . . , ∪^∞_{i=1}V_i = V Ćs ągy

μ(V ) = lim_{i→∞} μ(V_i) = lim_{i→∞} λ^n_g (V_i) = λ^n_g (V ),

azaz μ Ćs λ^n_g megegyeznek a nyąlt halmazokon. Innen, hasonlćan, mint az egydimenzićs esetben, kapjuk, hogy μ = λ^n_g .

(5) bizonyątăsăhoz legyen x, z ∈ R^n, z ≤ x. A mĆrtĆk folytonossăga miatt indukcićval kapjuk, hogy az { y : y ∈ R^n, y_i < x_i, i = 1, 2, . . . , n } halmaz λ^n_g -mĆrtĆke

(6) lim_{z1↓−∞} lim_{z2↓−∞} . . . lim_{zn↓−∞} ´^{(1)}_{[z1,x1)}´^{(2)}_{[z2,x2)} . . . ´^{(n)}_{[zn,xn)}g.

VegyĄk Ćszre, hogy ´^{(1)}_{[z1,x1)}´^{(2)}_{[z2,x2)} . . . ´^{(n)}_{[zn,xn)}g ±g(u_1, u_2, . . . , u_n) alakč tagok Ťsszege, ahol minden u_i vagy x_i-vel, vagy z_i-vel egyezik meg. Ezt felhasznălva, g-nek az (1)-ben szereplŞ hatărĆrtĆk-tulajdonsăga miatt (6)-ban az Ťsszes tag nullăhoz tart, kivĆve g(x_1, x_2, . . . , x_n)-et, amibŞl kapjuk az ăllątăst.

* 2.3.7. MegjegyzĆs. A tĆtel, hasonlćan az egydimenzićs esethez, kiterjeszthetŞ nem vĆges teljes Radon-mĆrtĆkekre is.

2.4. A Hausdor¸-mĆrtĆk

Az alăbbiakban megkonstruălandć mĆrtĆk rendkąvĄl nagy geometriai jelentŞsĆggel bąr.

2.4.1. De˛nącić. Legyen m ≥ 0 egy rŤgzątett valćs szăm Ćs legyen

α(m) =

`(1/2)^m `(1 + m/2) . (Itt ` a gammafĄggvĆny, azaz `(x) =

∫_∞ 0 t^{x−1}e^{−t} dt, ha x > 0.) Nyilvăn α(m) > 0.

KĆsŞbb meg fogjuk mutatni, hogy ha m pozitąv egĆsz szăm, akkor α(m) az m-dimenzićs egysĆggŤmb Lebesgue-mĆrtĆke. Legyen X egy metrikus tĆr, Ćs X minden nem Ąres A rĆszhalmazăra legyen

ν^m(A) = α(m) 2^m ( diam(A)

)_m , ahol 0^0 = 1. JelŤlje δ > 0 esetĆn ν^m_δ a ν^m leszŰkątĆsĆt a δ-năl nem nagyobb ătmĆrŞjŰ halmazokra, χ^m_δ pedig a ν^m_δ -hez tartozć kĄlsŞ mĆrtĆket. Nyilvăn χ^m_δ (A) ≥ χ^m_σ (A), ha 0 < δ < σ < ∞. VĆgĄl legyen

χ^m(A) = sup_{δ>0} χ^m_δ (A).

A ν^m(A) de˛nącićjăban szereplŞ konstans biztosątja, hogy ν^m(A) Ćppen a diam(A) ătmĆrŞjŰ m-dimenzićs gŤmb tĆrfogatăval egyezik meg, minden pozitąv egĆsz szămra. Ez a konstans azĆrt szĄksĆges, mert a ĂlegtakarĆkosabb" lefedĆs Ćppen gŤmbŤkbŞl kĆsząthetŞ.

2.4.2. TĆtel. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel χ^m kĄlsŞ mĆrtĆk X-en.

Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy I megszămlălhatć, B, B_i, i ∈ I rĆszhalmazai X-nek, Ćs B ⊂ ∪_{i∈I} B_i. Ekkor minden δ > 0-ra

χ^m_δ (B) ≤ ∑ i∈I χ^m_δ (B_i).

A jobb oldalon δ > 0-ra tagonkĆnt szuprĆmumot vĆve,

χ^m_δ (B) ≤ ∑ i∈I χ^m(B_i),

amibŞl a bal oldalon is szuprĆmumot vĆve, kapjuk az ăllątăst.

2.4.3. De˛nącić. Az elŞzŞ tĆtel jelŤlĆseivel a χ^m-mĆrhetŞ halmazok osztălyăt H^mmel jelŤljĄk, χ^m-et pedig m-dimenzićs Hausdor¸ kĄlsŞ mĆrtĆknek nevezzĄk, χ^m megszorątăsăt H^m-re m-dimenzićs Hausdor¸-mĆrtĆknek nevezzĄk, Ćs (nem teljesen korrekt mćdon) ezt is χ^m-mel jelŤljĄk.

2.4.4. MegjegyzĆsek. (1) A χ^0 mĆrtĆk a szămlălć mĆrtĆk, azaz χ^0(A) az A elemeinek szăma, ha A vĆges Ćs ∞, ha A nem vĆges.

(2) Ha 0 ≤ m < n < ∞ Ćs χ^m(A) < ∞, akkor χ^n(A) = 0. Ennek bizonyątăsăhoz vegyĄk Ćszre, hogy ha diam(A) ≤ δ, akkor

ν^n(A) ≤ δ^{n−m}

`(1 + m/2)`(1/2)^{n−m} `(1 + n/2)2^{n−m} ν^m(A),

ągy egy lefedĆsre Ťsszegezve, δ ↓ 0 hatărătmenettel kapjuk az ăllątăst.

(3) Ha A ⊂ R, akkor λ(A) = χ^1(A). Valćban, de˛nącić szerint λ(A) ≤ χ^1_δ (A), ha 0 < δ < ∞. Mivel A minden megszămlălhatć sok intervallumbćl ăllć lefedĆse helyettesąthetŞ egy olyan, δ-năl rŤvidebb intervallumokbćl ăllć lefedĆssel, amelynek Ťsszhossza ugyanaz, χ^1_δ (A) ≤ λ(A), amibŞl χ^1(A) = λ(A).

Mint a kĆsŞbbiekben majd megmutatjuk, ha 0 ≤ m ≤ n, akkor R^n-ben χ^m a termĆszetes m-dimenzićs mĆrtĆk. Ŋgy R^3-ban χ^0 a pontok szăma, χ^1 az ąvhossz, χ^2 a felsząn, χ^3 pedig a tĆrfogat. Ez adja a Hausdor¸-mĆrtĆk ćriăsi geometriai jelentŞsĆgĆt.

2.4.5. TĆtel. A 2.4.1. de˛nącić jelŤlĆseivel X Borel-halmazai χ^m-mĆrhetŞek.

* Bizonyątăs. Legyen B Ćs C kĆt nem Ąres rĆszhalmaza X-nek, amelyek tăvolsăga pozitąv, Ćs legyen δ kisebb, mint a tăvolsăguk. Ekkor

(1) χ^m_δ (B ∪ C) ≥ χ^m_δ (B) + χ^m_δ (C),

mivel B ∪ C bărmely A_i, i ∈ I megszămlălhatć lefedĆsĆre nem Ąres, δ-năl nem nagyobb ătmĆrŞjŰ halmazokkal {A_i : i ∈ I, A_i ∩ B ≠ ∅},

illetve {A_i : i ∈ I, A_i ∩ C ≠ ∅}

diszjunkt megszămlălhatć halmazrendszerek, amelyek lefedik B-t, illetve C-t. ElŞszŤr (1) bal, majd jobb oldalăn vĆve szuprĆmumot, kapjuk, hogy

χ^m(B ∪ C) ≥ χ^m(B) + χ^m(C).

Ez 1.3.2. szerint azt jelenti, hogy minden Borel-halmaz χ^m-mĆrhetŞ.

* 2.4.6. TĆtel. A 2.4.1. de˛nącić jelŤlĆseivel minden m ≥ 0-hoz Ćs A ⊂ X-hez van olyan G ⊃ A halmaz, amely G_δ -halmaz, Ćs amelyre

χ^m(A) = χ^m(G).

Bizonyątăs. Ha χ^m(A) = ∞, legyen G = X. EgyĆbkĆnt legyen k, l ∈ N^+, Ćs vălasszunk olyan A ⊂ ∪_{i∈I} A_i megszămlălhatć lefedĆst, amelyre ∑ i∈I ν^m(A_i) ≤ χ^m_{1/k}(A) + 1 l

Ćs diam(A_i) ≤ 1 k , ha i ∈ I.

FedjĄk le az A_i-ket olyan V_i nyąlt halmazokkal, hogy ătmĆrŞik csak annyira nŤvekedjenek, hogy ∑ i∈I ν^m(V_i) ≤ χ^m_{1/k}(A) + 2 l Ćs diam(V_i) ≤ 2 k , ha i ∈ I

teljesĄljŤn. EbbŞl, a V_i halmazok egyesątĆsĆt V_{k,l}-lel jelŤlve, V_{k,l} ⊃ A Ćs

χ^m_{2/k}(V_{k,l}) ≤ χ^m_{1/k}(A) + 2 l ≤ χ^m(A) + 2 l . Innen a G = ∩^∞_{k=1} ∩^∞_{l=1} V_{k,l} halmaz G_δ-halmaz, A ⊂ G Ćs

χ^m_{2/k}(G) ≤ χ^m(A) + 2 l , ągy k, l → ∞ hatărătmenettel χ^m(G) = χ^m(A).

* 2.4.7. Lemma. Legyenek X Ćs Y metrikus terek, A ⊂ X, g : A → Y egy Lipschitz-fĄggvĆny, m ≥ 0. Ekkor

χ^m ( g(A) ) ≤ (Lip g)^mχ^m(A).

Bizonyątăs. A Lip(g) = 0 eset triviălis. EgyĆbkĆnt 2.4.1. jelŤlĆseivel legyen α = Lip g, ε > 0, δ > 0, Ćs A_i, i ∈ I egy megszămlălhatć sok δ/α-năl nem nagyobb ătmĆrŞjŰ X-beli halmazokbćl ăllć lefedĆse A-nak, amelyre ∑ i∈I ν^m_{δ/α}(A_i) ≤ χ^m_{δ/α}(A) + ε ≤ χ^m(A) + ε.

Ekkor diam ( g(A_i) ) ≤ α diam(A_i) ≤ δ, ągy

χ^m_δ ( g(A) ) ≤ ∑ i∈I ν^m_δ ( g(A_i) ) ≤ ∑ i∈I α^mν^m_{δ/α}(A_i) ≤ α^m ( χ^m(A) + ε) ) . ElŞbb δ > 0-ra szuprĆmumot, majd ε ↓ 0 hatărĆrtĆket vĆve,

χ^m ( g(A) ) ≤ α^mχ^m(A).

2.4.8. KŤvetkezmĆny. Ha A Ćs B (esetleg kĄlŤnbŤzŞ metrikus terekben lĆvŞ) izometrikus halmazok, akkor χ^m(A) = χ^m(B) minden m ≥ 0-ra.

* Bizonyątăs. Ha g izometria, akkor Lip(g) = Lip(g^{−1}) = 1.

2.4.9. De˛nącić. A Hausdor¸-mĆrtĆk felhasznălhatć arra is, hogy az X metrikus tĆr egy A rĆszhalmazănak a Hausdor¸-dimenzićjăt de˛niăljuk. Legyen

dim(A) = sup { m : m ≥ 0, χ^m(A) > 0 } . MegjegyezzĄk, hogy a dimenzić nem csak egĆsz lehet, a tŤrtdimenzićs halmazok a fraktălok.

2.4.10. Feladat [6]. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, mutassuk meg, hogy ha A nem Ąres, akkor dim(A) = inf { m ≥ 0 : χ^m(A) = 0 } , Ćs ha A nem vĆges, akkor dim(A) = sup { m ≥ 0 : χ^m(A) = ∞ } . 2.4.11. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy ha X Ćs Y metrikus terek, f : X → Y HŤlderfolytonos C HŤlder-konstanssal Ćs 0 ≤ α ≤ 1 kitevŞvel, azaz minden x, y ∈ X esetĆn d_Y ( f(x), f(y) ) ≤ Cd_X (x, y)^α, tovăbbă A ⊂ X Ćs m ≥ 0, akkor

χ^m ( f(A) ) ≤ C^m

`(1/2)^{m(1−α)}`(1 + mα/2) 2^{m(1−α)}`(1 + m/2) χ^{mα}(A).

2.4.12. Feladat [7]. Adjunk meg [0, 1]-ben olyan kontinuum szămossăgč halmazt, amelynek Hausdor¸-dimenzićja 0.

* 2.4.13. Feladat [14]. Bizonyątsuk be, hogy a Cantor-halmaz Hausdor¸-dimenzićja ln 2/ ln 3. (Lăsd Laczkovich [26], 100. o.)

* 2.4.14. Feladat [15]. Legyen X teljes metrikus tĆr, az f_i : X → X, i = 1, 2, . . . , s lekĆpezĆsek pedig kontrakcićk. Igazoljuk, hogy ekkor egyetlen olyan K nem Ąres kompakt halmaz lĆtezik, amelyre K = ∪^s_{i=1}f_i(K).

* 2.4.15. Feladat [9]. Az elŞzŞ feladat jelŤlĆseivel, mutassuk meg, hogy ha valamely m ∈ R-re

∑_s i=1 ( Lip(f_i)

)_m

= 1, akkor χ^m(K) < ∞.

* 2.4.16. Feladat [14]. Az elŞzŞ feladat jelŤlĆseivel, bizonyątsuk be, hogy ha az f_i fĄggvĆnyek hasonlćsăgok, Ćs az f_i(K) halmazok diszjunktak, akkor χ^m(K) > 0. (Lăsd Laczkovich [26], 107. o.)

* 2.4.17. Feladat [14]. Az elŞzŞ feladat jelŤlĆseivel, igazoljuk, hogy ha X = R^n, Ćs nem tudjuk, hogy az f_i(K) halmazok diszjunktak, csak azt, hogy van olyan G nem Ąres korlătos nyąlt halmaz, amelyre az f_i(G) halmazok diszjunkt rĆszhalmazai G-nek, akkor is χ^m(K) > 0. (Lăsd Laczkovich [26], 109. o.)

2.4.18. Feladat: Sierpi«nski-szŞnyeg [6]. Az elŞzŞ feladatok segątsĆgĆvel sok halmaz Hausdor¸-dimenzićja kŤnnyen meghatărozhatć. Hatărozzuk meg az alăbbi lekĆpezĆsekhez tartozć kompakt halmaz Hausdor¸-dimenzićjăt: f_{i,j} (x, y) = (x/3+i/3, y/3+j/3), i, j ∈ {0, 1, 2}, de nem mindkettŞ 2.

2.5. A Haar-mĆrtĆk lĆtezĆse 41

2.5. A Haar-mĆrtĆk lĆtezĆse

Az alăbbiakban megkonstruălandć mĆrtĆk alapvetŞ fontossăgč a topologikus csoportok elmĆletĆben.

* 2.5.1. De˛nącić. Legyen G egy csoport, A a G rĆszhalmazainak egy σ-algebrăja, μ pedig egy mĆrtĆk az A-beli halmazokon. Azt mondjuk, hogy μ bal [jobb] invariăns mĆrtĆk, ha minden x ∈ G Ćs A ∈ A esetĆn xA ∈ A [Ax ∈ A] Ćs μ(xA) = μ(A) [μ(Ax) = μ(A)]. Ha G Hausdor¸-csoport, akkor egy bal [jobb] Haar-mĆrtĆk alatt egy olyan bal [jobb] invariăns Radon-mĆrtĆket ĆrtĄnk, amely megegyezik sajăt termĆszetes kiterjesztĆsĆvel, Ćs amelyre minden nem Ąres nyąlt halmaz mĆrtĆke pozitąv.

* 2.5.2. TĆtel: Haar-mĆrtĆk lĆtezĆse. Minden lokălisan kompakt Hausdor¸- csoporton lĆtezik bal [jobb] Haar-mĆrtĆk.

Bizonyątăs. Csak a bal Haar-mĆrtĆk konstrukcićjăval foglalkozunk, a jobb HaarmĆrtĆk konstrukcićja analćg. Legyen G a topologikus csoport. Ha A, B ⊂ G, akkor legyen A : B = inf { n : lĆteznek x_i ∈ G elemek, hogy A ⊂ ∪^n_{i=1}x_iB } . RŤgzątsĄnk egy C_0 nem Ąres belsejŰ kompakt halmazt, Ćs minden C kompakt halmazra Ćs nem Ąres belsejŰ U halmazra kĆpezzĄk a

μ_U (C) =

C : U C_0 : U

Haar-fĆle hănyadosokat. A szămlălć durvăn mĆri, hogy C hănyszor nagyobb, mint U, a C_0 : U-val valć osztăs pedig kikĄszŤbŤli az U Ăalakjăbćl" eredŞ hibăt, C_0-hoz mint ĂegysĆghez" tŤrtĆnŞ viszonyątăssal. A μ_U halmazfĄggvĆny nemnegatąv valćs ĆrtĆkŰ, vĆgesen szubadditąv ( azaz ha C ⊂ ∪^n_{k=1}C_k, akkor μ_U (C) ≤

∑_n k=1 μ_U (C_k ) ) , bal invariăns, μ_U (C_0) = 1 minden U-ra, tovăbbă μ_U Ămajdnem additąv": ha (C_1U^{−1}) ∩ (C_2U^{−1}) = ∅, akkor nincs olyan x ∈ G, amelyre C_1 ∩ (xU) Ćs C_2 ∩ (xU) egyike sem Ąres, ągy

μ_U (C_1 ∪ C_2) = μ_U (C_1) + μ_U (C_2).

A C : U ≤ (C : C_0)(C_0 : U) becslĆsbŞl lătszik, hogy 0 ≤ μ_U (C) ≤ C : C_0 < ∞ minden U-ra. A csoport egysĆgelemĆre Ťsszehčzva U-t hatărĆrtĆket akarunk kĆpezni, Ćs ehhez Tyihonov tĆtelĆt (a 11.2.12. tĆtelt) hasznăljuk fel. Ha U az egysĆgelem egy kŤrnyezete, tekintsĄk a ∏ C [0, C : C_0] szorzattĆrben (a [0, C : C_0] zărt intervallumok szorzata G Ťsszes C kompakt rĆszhalmazăra veendŞ) az

M(U) = {μ_V : ∅ ≠ V ⊂ U, V nyąlt}

halmazt. Az M(U) halmazok centrălt rendszert alkotnak, ągy lezărtjaik metszete nem Ąres. Legyen μ_0 ennek egy eleme. Ekkor μ_0 egy olyan fĄggvĆny a kompakt halmazokon, amelyre 0 ≤ μ_0(C) ≤ C : C_0 < ∞. Megmutatjuk, hogy μ_0 additąv. Ha C_1 Ćs C_2 diszjunkt kompakt halmazok, akkor 11.2.19. szerint van olyan U kŤrnyezete az egysĆgelemnek, hogy C_1U^{−1} ∩ C_2U^{−1} = ∅. EbbŞl minden ∅ ≠ V ⊂ U nyąlt halmazra

μ_V (C_1 ∪ C_2) = μ_V (C_1) + μ_V (C_2).

A szorzattĆr azon φ elemeii, amelyekre φ(C_1 ∪ C_2) = φ(C_1) + φ(C_2), egy zărt halmazt alkotnak, Ćs ennek rĆsze M(U), tehăt a lezărtja is, amibŞl μ_0 ennek a halmaznak eleme. Hasonlćan adćdik, hogy μ_0 szubadditąv, bal invariăns, Ćs μ_0(C_0) = 1.

Legyen μ(U) = sup { μ_0(C) : C kompakt, C ⊂ U } , ha U nyąlt halmaz. Nyilvăn μ bal invariăns. Megmutatjuk, hogy a μ nemnegatąv bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ halmazfĄggvĆny σ-szubadditąv. Ha U_1 Ćs U_2 nyąlt halmazok, Ćs C ⊂ U ⊂ U_1 ∪ U_2 kompakt halmaz, akkor C \ U_1 Ćs C \ U_2 diszjunkt kompakt halmazok, ągy lĆteznek V_1 Ćs V_2 diszjunkt, nyąlt halmazok, amelyekre C \ U_1 ⊂ V_1 Ćs C \ U_2 ⊂ V_2. Legyen C_1 = C \ V_1 ⊂ U_1 Ćs C_2 = C \ V_2 ⊂ U_2. Ekkor C = C_1 ∪ C_2,

μ_0(C) ≤ μ_0(C_1) + μ_0(C_2) ≤ μ(U_1) + μ(U_2),

Ćs a bal oldalon szuprĆmumot vĆve, μ(U) ≤ μ(U_1) + μ(U_2) adćdik. Innen teljes indukcićval kapjuk a vĆges szubadditivităst. Ha C ⊂ U ⊂ ∪_iU_i, akkor mindig kivălaszthatć egy vĆges rĆszlefedĆse C-nek, ągy a szubadditivităsbćl μ_0(C) ≤ ∑ i μ(U_i), amibŞl szuprĆmumot vĆve adćdik a σ-szubadditivităs. KĆpezzĄk a μ-hŤz tartozć kĄlsŞ mĆrtĆket. A μ halmazfĄggvĆny σ-szubadditivităsa miatt ez kiterjesztĆse μ-nek, jelŤlje ezt is μ. Nyilvăn μ bal invariăns, Ćs μ(A) = inf { μ(U) : A ⊂ U, U nyąlt } minden A ⊂ G-re. Megmutatjuk, hogy a nyąlt halmazok mĆrhetŞek. Azt kell belătnunk, hogy μ(T ) ≥ μ(T ∩ A) + μ(T \ A), ha T , A nyąlt halmazok Ćs μ(T ) < ∞. Az A-t T ∩ A-val helyettesątve, A ⊂ T feltehetŞ, ekkor μ(T ∩ A) helyett μ(A) ąrhatć, ągy elĆg belătnunk, hogy ε > 0 esetĆn

μ(T \ A) ≤ μ(T ) − μ(A) + ε.

Vălasszunk egy C ⊂ A kompakt halmazt, amelyre μ_0(C) > μ(A) − ε. A V = T \ C jelŤlĆssel, T \ A ⊂ V miatt, elĆg belătnunk, hogy

μ(V ) ≤ μ(T ) − μ(A) + ε.

Ha ez nem teljesĄlne, akkor lĆtezne olyan D ⊂ V kompakt halmaz, amelyre μ_0(D) > μ(T ) − μ(A) + ε. De

μ_0(C ∪ D) = μ_0(C) + μ_0(D) > μ(T ) − μ(A) + μ_0(C) + ε > μ(T ),

ami ellentmondăs.

Nyilvăn μ(C^∘) ≤ μ_0(C) ≤ μ(C). A bal oldali egyenlŞtlensĆget felhasznălva, kapjuk, hogy a kompakt halmazokon μ vĆges, a jobb oldalit felhasznălva pedig, hogy egy nyąlt halmaz mĆrtĆke a benne lĆvŞ kompaktak mĆrtĆkeinek szuprĆmuma. VĆgĄl, a C_0 halmazra alkalmazva az egyenlŞtlensĆget, az adćdik, hogy μ(C_0) pozitąv. EbbŞl minden nyąlt halmaz mĆrtĆke pozitąv, mert vĆges sok eltoltja lefedi C_0-t.

3. MŘRHETŃ FŽGGVŘNYEK

3.1. A mĆrhetŞ fĄggvĆnyek fogalma

3.1.1. Majdnem mindenĄtt. Legyen X egy halmaz. Ha P egy pontbeli tulajdonsăg (azaz P (x) igaz vagy hamis lehet: x → P (x) egy logikai fĄggvĆny), akkor hasznălni fogjuk az X(P ) = { x : x ∈ X, P (x) Ćrtelmezve van Ćs igaz } jelŤlĆst. PĆldăul, ha f Ćs g valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek, akkor X(f > g) az { x : x ∈ X, x ∈ dmn f, x ∈ dmn g, f(x) > g(x) } halmazt jelenti.

Ha (X, A, μ) egy mĆrtĆktĆr, akkor gyakran mondjuk, hogy egy P pontbeli tulajdonsăg μ-majdnem mindenĄtt teljesĄl az A ⊂ X halmazon. Ez azt jelenti, hogy A azon pontjainak halmaza, ahol P nem igaz, vagy nincs Ćrtelmezve, azaz az A \ A(P ) halmaz μ-mĆrhetŞ Ćs mĆrtĆke 0. PĆldăul f = g μ-majdnem mindenĄtt azt jelenti, hogy az { x : x ∈ X, x ∉ dmn f vagy x ∉ dmn g vagy f(x) ≠ g(x) } halmaz μ-mĆrhetŞ Ćs mĆrtĆke nulla. Mint majd lătni fogjuk, szămos konvergenciatĆtelnĆl a nulla mĆrtĆkŰ halmazok nem jătszanak szerepet, ągy ĂmindenĄtt" helyett gyakran Ămajdnem mindenĄtt" ąrhatć.

3.1.2. Lemma. Ha (X, A) mĆrhetŞ tĆr, Y halmaz, f pedig X egy mĆrhetŞ rĆszhalmazăn Ćrtelmezett fĄggvĆny Y -beli ĆrtĆkekkel, akkor az

{E : E ⊂ Y , f^{−1}(E) ∈ A}

halmazrendszer Y rĆszhalmazainak egy σ-algebrăja.

Bizonyątăs. f^{−1}(Y ) = A jelŤlĆssel A ∈ A Ćs az

f^{−1}(Y \ E) = A \ f^{−1}(E),

valamint az

f^{−1}(∪^∞_{i=1}E_i) = ∞⋃ i=1 f^{−1}(E_i)

ŤsszefĄggĆsbŞl kŤvetkezik az ăllątăs.

3.1.3. De˛nącić. TegyĄk fel, hogy (X, A) Ćs (Y, B) mĆrhetŞ terek. Egy f ∈ X → Y , azaz X valamely rĆszhalmazăt Y -ba kĆpezŞ f fĄggvĆnyt (A, B)-mĆrhetŞnek vagy rŤviden mĆrhetŞnek nevezĄnk, ha f^{−1}(B) ∈ A minden B ∈ B-re. MegjegyezzĄk, hogy dmn f = f^{−1}(Y ) ∈ A.

A leggyakoribb eset az, amikor Y topologikus tĆr. Ilyenkor f-et A-mĆrhetŞnek vagy rŤvidebben mĆrhetŞnek nevezzĄk, ha f^{−1}(B) ∈ A minden B Borel-halmazăra Y -nak. Sokszor, ha (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, akkor A-mĆrhetŞ helyett μ-mĆrhetŞt mondunk.

Ha X is topologikus tĆr, akkor f-et Borel-fĄggvĆnynek nevezzĄk, ha f^{−1}(B) Borelhalmaz X-ben minden B Borel-halmazăra Y -nak.

Az elŞzŞ lemma mutatja, hogy Y Borel-halmazainak rendszere helyett măs halmazrendszert is vălaszthattunk volna, pĆldăul az f fĄggvĆny pontosan akkor mĆrhetŞ, ha f^{−1}(B) ∈ A minden B ⊂ Y nyąlt halmazra, Ćs pontosan akkor Borel-fĄggvĆny, ha f^{−1}(B) Borel-halmaz X-ben minden B ⊂ Y nyąlt halmazra. Speciălisan, X egy Borel-halmazăn Ćrtelmezett Ćs ott folytonos fĄggvĆny Borel-fĄggvĆny.

A de˛nącićt az motivălja, hogy a mĆrtĆkelmĆlet eszkŤzeivel egy fĄggvĆny akkor kezelhetŞ, ha a kĆptĆr sok rĆszhalmazăra azon pontok halmaza, amelyek kĆpe ebben az adott halmazban van, kezelhetŞ a mĆrtĆkelmĆlet eszkŤzeivel. PĆldăul gyakran szĄksĆgĄnk lesz X(f < a) = f^{−1}[−∞, a), X(f ≤ a) = f^{−1}[−∞, a] stb. tąpusč, čgynevezett Ănąvćhalmazok" mĆrhetŞsĆgĆre.

Az alăbbi lemma lehetŞvĆ teszi, hogy mĆrhetŞ fĄggvĆnyekbŞl mĆrhetŞ fĄggvĆnyeket rakjunk Ťssze.

3.1.4. Lemma. Ha (X, A) mĆrhetŞ tĆr, Y topologikus tĆr, X az A_i mĆrhetŞ halmazok megszămlălhatć unićja, Ćs minden i-re az f fĄggvĆny az A_i halmazon egy f_i ∈ X → Y mĆrhetŞ fĄggvĆnnyel egyezik meg, akkor f mĆrhetŞ.

Bizonyątăs. Nyilvăn f^{−1}(V ) = ∪_i ( f^{−1}(V ) ∩ A_i ) , de f^{−1}(V ) ∩ A_i = f^{−1}_i (V ) ∩ A_i mĆrhetŞ, ha V ⊂ Y nyąlt.

3.1.5. KŤvetkezmĆny. Ha egy teljes mĆrtĆktĆren egy fĄggvĆny majdnem mindenĄtt egyenlŞ egy mĆrhetŞ fĄggvĆnnyel, akkor mĆrhetŞ.

3.1.6. TĆtel. Legyen (X, A) mĆrhetŞ tĆr, Ćs Y topologikus tĆr. Legyen f ∈ X → Y egy fĄggvĆny.

(1) Ha az f fĄggvĆny A-mĆrhetŞ, Z topologikus tĆr Ćs g ∈ Y → Z Borel-fĄggvĆny, akkor g ∘ f is A-mĆrhetŞ.

(2) Ha Y az Y_1, Y_2, . . . megszămlălhatć băzisč topologikus terek szorzata, akkor f pontosan akkor A-mĆrhetŞ, ha az f(x) = ( f_1(x), f_2(x), . . . ) ŤsszefĄggĆssel de˛niălt f_i koordinătafĄggvĆnyek A-mĆrhetŞek minden i-re.

Bizonyątăs. (1) igaz, mivel ha C Borel-halmaz Z-ben, akkor g^{−1}(C) Borel-halmaz Y -ban, Ćs ągy (g ∘ f)^{−1}(C) = f^{−1} ( g^{−1}(C) ) ∈ A.

(2) egyik fele kŤvetkezik abbćl, hogy a

p_i(y_1, y_2, . . . ) = y_i, ha y ∈ Y

ŤsszefĄggĆssel de˛niălt projekcićk folytonosak, tehăt Borel-fĄggvĆnyek, amibŞl f_i = p_i ∘f mĆrhetŞ. MăsrĆszt, ha V_i megszămlălhatć băzisa Y_i-nek (i = 1, 2, . . . ), akkor a V = { V_1 × V_2 × . . . × V_n × Y_{n+1} × Y_{n+2} × . . . : n ∈ N, V_i ∈ V_i, i = 1, 2, . . . , n } halmazrendszer megszămlălhatć băzisa Y topolćgiăjănak. Ha az f_i fĄggvĆnyek mĆrhetŞek Ćs V = V_1 × V_2 × . . . × V_n × Y_{n+1} × Y_{n+2} × . . . ∈ V, akkor

f^{−1}(V ) = f^{−1}_1 (V_1) ∩ f^{−1}_2 (V_2) ∩ . . . ∩ f^{−1}_n (V_n) ∩ f^{−1}_{n+1}(Y_{n+1}) ∩ . . .

mĆrhetŞ, ągy, lĆvĆn { E : E ⊂ Y , f^{−1}(E) ∈ A } σ-algebra, a V-beli halmazok megszămlălhatć egyesątĆsekĆnt elŞăllć nyąlt halmazok f ăltali teljes inverz kĆpe is mĆrhetŞ, azaz f mĆrhetŞ.

3.1.7. TĆtel. Legyen (X, A) mĆrhetŞ tĆr, f Ćs g bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ mĆrhetŞ fĄggvĆnyek Ćs c ∈ R. Ekkor a cf, |f|, 1/f, max{f, g}, f + g, fg fĄggvĆnyek mĆrhetŞek.

Bizonyątăs. Az elsŞ hărom ăllątăs kŤvetkezik 3.1.6.(1)-bŞl, hiszen az y → cy, y → |y|, y → 1/y fĄggvĆnyek Borel-fĄggvĆnyek R-en. A max{f, g}, f + g Ćs fg mĆrhetŞsĆge abbćl kŤvetkezik, hogy 3.1.6.(2) szerint az x → ( f(x), g(x) ) , ha x ∈ dmn f ∩ dmn g

fĄggvĆny mĆrhetŞ, az (y_1, y_2) → max{y_1, y_2}, (y_1, y_2) → y_1 + y_2, illetve (y_1, y_2) → y_1y_2 fĄggvĆnyek pedig Borel-fĄggvĆnyek R × R-en, ągy az x → max { f(x), g(x) } , x → f(x) + g(x) Ćs az x → f(x)g(x) Ťsszetett fĄggvĆnyek is mĆrhetŞek.

* 3.1.8. TĆtel. Legyen (X, A) mĆrhetŞ tĆr, Y szeparăbilis normălt tĆr K felett, f mĆrhetŞ fĄggvĆny K-beli ĆrtĆkekkel, g, h pedig mĆrhetŞ fĄggvĆnyek Y -beli ĆrtĆkekkel. Ekkor fg Ćs g + h mĆrhetŞek.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ tĆtel bizonyątăsa hasznălhatć. A kŤvetkezŞ tĆtel bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyekkel foglalkozik. 3.1.9. TĆtel. Legyen (X, A) mĆrhetŞ tĆr, Ćs f az X egy mĆrhetŞ rĆszhalmazăn Ćrtelmezett, bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆny, S pedig sŰrŰ rĆszhalmaza R-nak. A kŤvetkezŞ feltĆtelek ekvivalensek:

(1) az f fĄggvĆny A-mĆrhetŞ; (2) X(f > a) ∈ A minden a ∈ S-re; (3) X(f < a) ∈ A minden a ∈ S-re; (4) X(f ≥ a) ∈ A minden a ∈ S-re; (5) X(f ≤ a) ∈ A minden a ∈ S-re. Tovăbbă, ha a fenti feltĆtelek fennăllnak, akkor

(6) X(f = a) ∈ A minden a ∈ S-re.

Bizonyątăs. ElŞszŤr is megjegyezzĄk, hogy ha A az f ĆrtelmezĆsi tartomănya, akkor X(f > a) = A \ X(f ≤ a), illetve X(f ≤ a) = A \ X(f > a) miatt (2) Ćs (5) ekvivalensek. Hasonlćan (3) Ćs (4) is ekvivalensek. Mivel X(f > a) = f^{−1} ( (a, ∞] ) Ćs (a, ∞] nyąlt R-ban, (1)-bŞl kŤvetkezik (2). Megfordątva, ha (2) teljesĄl, akkor a B = { E : f^{−1}(E) ∈ A } halmazrendszer R rĆszhalmazainak olyan σ-algebrăja, amely az (a, ∞], a ∈ S alakč halmazokat tartalmazza. De ha a, a_n, b, b_n ∈ S, a < b Ćs a_n ↑ a, b_n ↑ b, akkor (a, b] = (a, ∞] \ (b, ∞], (a, b) = ∪^∞_{n=1}(a, b_n] Ćs [−∞, a) = R \ ∩^∞_{n=1}(a_n, ∞], ągy B minden [−∞, a), (a, ∞], (a, b), a, b ∈ S intervallumot tartalmaz. Ha vălasztunk S-nek egy megszămlălhatć sŰrŰ rĆszhalmazăt, Ćs ezen intervallumok kŤzĄl csak azokat tekintjĄk, amelyeknek a, b vĆgpontjai ebbe a megszămlălhatć halmazba esnek, megszămlălhatć băzisăt kapjuk R topolćgiăjănak. EbbŞl kŤvetkezik, hogy minden nyąlt halmaz benne van B-ben, azaz f mĆrhetŞ. Hasonlćan lăthatć be, hogy (1) Ćs (3) ekvivalensek. VĆgĄl X(f = a) = X(f ≥ a) ∩ X(f ≤ a).

Ha egy fĄggvĆny egy Radon-mĆrtĆkkel ellătott teret kĆpez le folytonosan egy măsik topologikus tĆrbe, akkor a folytonossăg Ćs a mĆrhetŞsĆg de˛nącićjănak ŤsszevetĆsĆvel azonnal lăthatć, hogy a fĄggvĆny mĆrhetŞ. Triviălis ellenpĆldăk mutatjăk, hogy a megfordątăs nem igaz. A kŤvetkezŞ tĆtel azonban mĆgis azt mutatja, hogy a mĆrhetŞsĆg nem ăll nagyon messze a folytonossăgtćl.

3.1.10. Luzin-tĆtel. Legyen μ Radon-mĆrtĆk X-en, Y megszămlălhatć băzisč topologikus tĆr, A vĆges mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ rĆszhalmaza X-nek, f pedig az A rĆszhalmazon Ćrtelmezett mĆrhetŞ fĄggvĆny Y -beli ĆrtĆkekkel. Ekkor minden ε > 0-hoz van olyan K kompakt rĆszhalmaza X-nek, hogy K ⊂ A, μ(A \ K) < ε Ćs f | K folytonos.

Bizonyątăs. Oxtoby [34] kŤnyvĆnek bizonyątăsăt hasznăljuk. Az approximăcićs tĆtel szerint van olyan C kompakt rĆszhalmaza A-nak, hogy μ(A \ C) < ε/2. Legyen V_1, V_2, V_3, . . . egy megszămlălhatć băzisa Y -nak. Mivel az f^{−1}(V_i) ⊂ A halmazok μmĆrhetŞek, vălaszthatunk olyan G_i nyąlt Ćs K_i kompakt halmazokat, amelyekre

K_i ⊂ f^{−1}(V_i) ⊂ G_i Ćs μ(G_i \ K_i) < ε 2^{i+1} . Legyen G = ∪^∞_{i=1}(G_i \ K_i) Ćs K = C \ G. Nyilvăn K kompakt rĆszhalmaza A-nak Ćs

μ(A \ K) ≤ μ(A \ C) + μ(C \ K) < ε 2 + μ(G) < ε 2 + ∞∑ i=1 ε 2^{i+1}

= ε.

JelŤlje g az f megszorątăsăt K-ra. Mivel

g^{−1}(V_i) = f^{−1}(V_i) ∩ K = G_i ∩ K,

g folytonos K-n mint altĆren.

* 3.1.11. KŤvetkezmĆny. Ha az elŞzŞ tĆtelben Y = R Ćs X lokălisan kompakt, akkor Tietze kiterjesztĆsi tĆtele (11.3.15.) szerint f | K kiterjeszthetŞ a folytonossăg megtartăsăval egy g kompakt tartćjč, az egĆsz X-en Ćrtelmezett fĄggvĆnnyĆ, Ćs erre a fĄggvĆnyre μA(f ≠ g) < ε.

* 3.1.12. TĆtel. Ha μ Radon-mĆrtĆk X-en, Y megszămlălhatć băzisč topologikus tĆr, f az X egy mĆrhetŞ Ćs σ-vĆges A rĆszhalmazăn Ćrtelmezett mĆrhetŞ fĄggvĆny Y - beli ĆrtĆkekkel, akkor van olyan B ⊂ A Borel-halmaz, amelyre μ(A \ B) = 0 Ćs f | B Borel-fĄggvĆny.

Bizonyątăs. Legyen A = ∪^∞_{n=1}A_n, ahol μ(A_n) < ∞, Ćs vălasszunk minden n-re olyan K_{n,k} ⊂ A_n kompakt halmazokat, amelyekre f | K_{n,k} folytonos Ćs μ(A_n \ K_{n,k}) < 1/k. Legyen B = ∪^∞_{n=1} ∪^∞_{k=1} K_{n,k}. Ekkor

μ(A_n \ ∪^∞_{k=1}K_{n,k}) ≤ μ(A_n \ K_{n,k}) ≤ 1 k → 0 Ćs μ(A \ B) ≤ ∞∑ n=1 μ(A_n \ ∪^∞_{k=1}K_{n,k}) = 0.

Ha V nyąlt rĆszhalmaza Y -nak, akkor

(f | B)^{−1}(V ) = f^{−1}(V ) ∩ B = ∞⋃ n=1 ∞⋃ k=1 ( f^{−1}(V ) ∩ K_{n,k} ) .

Mivel f^{−1}(V ) ∩ K_{n,k} = (f | K_{n,k})^{−1}(V ) nyąlt a K_{n,k} altĆrben, Ćs ągy Borel-halmaz, (f | B)^{−1}(V ) is Borel-halmaz.

→ 3.1.13. 3.1.13. Feladat [10]. Adjunk meg olyan f : [0, 1] → R Lebesgue-mĆrhetŞ fĄggvĆnyt, amelynek semmilyen 1 mĆrtĆkŰ A ⊂ [0, 1] halmazra vett megszorątăsa sem folytonos.

3.2. MĆrhetŞ fĄggvĆnyek sorozatai

3.2.1. TĆtel. Ha (X, A) mĆrhetŞ tĆr, Y metrikus tĆr, f, f_n : X → Y , az f_n fĄggvĆnyek mĆrhetŞek, Ćs f_n(x) → f(x) minden x ∈ X-re, akkor f is mĆrhetŞ.

Bizonyątăs. Megmutatjuk, hogy ha V nyąlt rĆszhalmaza Y -nak, akkor

f^{−1}(V ) = ∞⋃ j=1 ∞⋃ n=1 ∞⋂ k=n f^{−1}_k { y : dist(y, Y \ V ) > 1/j } .

EbbŞl măr kŤvetkezik a bizonyątandć ăllątăs, mivel y → dist(y, A) folytonos fĄggvĆny, ągy az { y : dist(y, Y \ V ) > 1/j } halmazok nyąltak, amibŞl a jobb oldalon mĆrhetŞ halmaz ăll.

Legyen x ∈ f^{−1}(V ), azaz tegyĄk fel, hogy f(x) ∈ V . Mivel V nyąlt, van olyan j, hogy U ( f(x), 2/j ) ⊂ V . Mivel f_k(x) → f(x), van olyan n, hogy k ≥ n esetĆn f(x) Ćs f_k(x) tăvolsăga kisebb, mint 1/j. Ekkor dist ( f_k(x), Y \ V ) > 1/j, amibŞl x eleme a jobb oldalnak. Megfordątva, ha x eleme a jobb oldalnak, akkor van olyan j Ćs n, hogy k ≥ n esetĆn dist ( f_k(x), Y \ V ) > 1/j. Hatărătmenettel azt kapjuk, hogy dist ( f(x), Y \ V ) ≥ 1/j, amibŞl f(x) ∈ V .

3.2.2. TĆtel. Legyen (X, A) mĆrhetŞ tĆr, Ćs legyenek f_n : X → R, n = 1, 2, . . . mĆrhetŞ fĄggvĆnyek. Ekkor az alăbbi ŤsszefĄggĆsekkel de˛niălt fĄggvĆnyek mĆrhetŞek:

(1) (sup_n f_n)(x) = sup_n f_n(x) = sup { f_n(x) : n = 1, 2, . . . } , ha x ∈ X;

(2) (inf_n f_n)(x) = inf_n f_n(x) = inf { f_n(x) : n = 1, 2, . . . } , ha x ∈ X;

(3) (lim sup_{n→∞} f_n)(x) = inf_n sup_{k≥n} f_k(x), ha x ∈ X;

(4) (lim inf_{n→∞} f_n)(x) = sup_n inf_{k≥n} f_k(x), ha x ∈ X.

Bizonyątăs. (1) a minden a ∈ R-re fennăllć

X(sup_n f_n > a) = ∞⋃ n=1 X(f_n > a)

ŤsszefĄggĆsbŞl kŤvetkezik. (2) hasonlćan mutathatć meg. (3) Ćs (4) az (1)-bŞl Ćs a (2)-bŞl kŤvetkezik.

3.2.3. KŤvetkezmĆny. Legyen (X, A, μ) teljes mĆrtĆktĆr, f, f_n : X → R, n = 1, 2, . . . fĄggvĆnyek. Ha az f_n fĄggvĆnyek mĆrhetŞek, Ćs az f_n fĄggvĆnysorozat majdnem mindenĄtt konvergăl az f fĄggvĆnyhez, akkor f is mĆrhetŞ.

Bizonyątăs. Az f fĄggvĆny majdnem mindenĄtt egyenlŞ a lim sup_{n→∞} f_n mĆrhetŞ fĄggvĆnnyel.

3.2.4. MĆrtĆkben valć konvergencia. A mĆrhetŞ fĄggvĆnyek kŤrĆben a majdnem mindenĄtti konvergencia mellett a mĆrtĆkben valć konvergencia jătszik fontos szerepet. PĆldăul mindkĆt konvergencia igen fontos a valćsząnŰsĆgszămątăsban.

Legyen (X, A, μ) egy mĆrtĆktĆr, (Y, d) szeparăbilis metrikus tĆr. JelŤlje L^0_Y (μ) az X → Y -beli μ-majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett mĆrhetŞ fĄggvĆnyek osztălyăt. Ha f, g ∈ L^0_Y (μ), akkor 3.1.6. szerint x → ( f(x), g(x) ) Ćs ągy x → d ( f(x), g(x) ) is mĆrhetŞ. Ha f, f_n ∈ L^0_Y (μ), akkor azt mondjuk, hogy f_n mĆrtĆkben konvergăl f-hez, ha minden σ > 0-ra μX ( d(f_n, f) > σ ) → 0, ha n → ∞.

* 3.2.5. MegjegyzĆs. Megmutatjuk, hogy a mĆrtĆkben valć konvergencia metrikăbćl, pontosabban eltĆrĆsbŞl szărmaztathatć. Legyen

d_0(f, g) = inf { ε : ε ∈ R, μX ( d(f, g) > ε ) ≤ ε } . Megmutatjuk, hogy

(1) μX ( d(f, g) > d_0(f, g) ) ≤ d_0(f, g),

azaz a d_0(f, g) de˛nącićjăban a jobb oldalon szereplŞ halmaz tartalmazza a pontos alsć korlătjăt. Legyen ε = d_0(f, g) Ćs vălasszunk olyan ε_n ↓ ε sorozatot, amelyre μX ( d(f, g) > ε_n ) ≤ ε_n.

Az X ( d(f, g) > ε_n ) halmazsorozat monoton nŤvekedŞ Ćs egyesątĆse X ( d(f, g) > ε ) , ągy a mĆrtĆk folytonossăga miatt μX ( d(f, g) > ε ) = lim_{n→∞} μX ( d(f, g) > ε_n ) ≤ lim_{n→∞} ε_n = ε,

ami a bizonyątandć ăllątăs.

Megmutatjuk, hogy d_0 eltĆrĆs L^0_Y (μ)-n. Nyilvănvalć, hogy nemnegatąv Ćs szimmetrikus. A hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg a nyilvănvalć X ( d(f, h) > d_0(f, g) + d_0(g, h) ) ⊂ X ( d(f, g) > d_0(f, g) ) ∪ X ( d(g, h) > d_0(g, h) ) tartalmazăsbćl Ćs (1)-bŞl kŤvetkezik. (1)-bŞl az is kŤvetkezik, hogy d_0(f, g) = 0 pontosan akkor teljesĄl, ha f = g majdnem mindenĄtt.

VĆgĄl belătjuk, hogy d_0(f_n, f) → 0 ekvivalens a mĆrtĆkben valć konvergenciăval. Valćban, ha f_n mĆrtĆkben konvergăl f-hez, akkor minden σ > 0-hoz van olyan N, hogy ha n ≥ N, akkor μX ( d(f_n, f) > σ ) ≤ σ, azaz d_0(f_n, f) ≤ σ. Megfordątva, ha n ≥ N esetĆn d_0(f_n, f) ≤ min{ε, σ}, akkor (1) szerint μX ( d(f_n, f) > σ ) ≤ μX ( d(f_n, f) > min{ε, σ} ) ≤ min{ε, σ} ≤ ε.

3.2.6. Jegorov tĆtele. Legyen (X, A, μ) vĆges mĆrtĆktĆr, (Y, d) szeparăbilis metrikus tĆr, f, f_n : X → Y (n = 1, 2, . . . ) mĆrhetŞ fĄggvĆnyek. Ha az f_n fĄggvĆnysorozat majdnem mindenĄtt konvergăl f-hez, akkor minden δ > 0-hoz van olyan A mĆrhetŞ rĆszhalmaza X-nek, hogy μ(X \ A) < δ Ćs az A halmazon a konvergencia egyenletes, azaz minden ε > 0-hoz van olyan N ∈ N, hogy ha n > N, akkor d ( f_n(x), f(x) ) < ε minden x ∈ A-ra.

Bizonyątăs. Legyen

A_{i,j} = ∞⋃ n=j X ( d(f_n, f) ≥ 1/i ) ,

ha i Ćs j pozitąv egĆszek. Az A_{i,j} halmazok mĆrhetŞek. VegyĄk Ćszre, hogy bărmely rŤgzątett i esetĆn, ha egy x ∈ X-re lim_{n→∞} f_n(x) = f(x), akkor x ∉ A_{i,j} valamely j-re, ągy x ∉ ∩^∞_{k=1}A_{i,k}, amibŞl μ(∩^∞_{k=1}A_{i,k}) = 0. Ŋgy a mĆrtĆk folytonossăga miatt minden i-re μ(A_{i,j} ) → 0, ha j → ∞. Vălasszunk minden i-hez egy olyan j_i-t, amelyre μ(A_{i,ji} ) < δ/2^i, Ćs ălljon A az X Ťsszes olyan pontjaibćl, amelyek nincsenek benne egyetlen A_{i,ji} -ben sem. Ekkor μ(X \ A) = μ ( ∪^∞_{i=1}A_{i,ji} ) < δ.

Ha ε > 0 Ćs 1/i < ε, akkor bărmely x ∈ A-ra x ∉ A_{i,ji} miatt d ( f_n(x), f(x) ) < 1 i < ε, ha n ≥ j_i.

A kŤvetkezŞ kĆt tĆtelben a mĆrtĆkben valć Ćs a majdnem mindenĄtti konvergencia kapcsolatăval foglalkozunk.

3.2.7. Lebesgue tĆtele. Legyen (X, A, μ) vĆges mĆrtĆktĆr, (Y, d) szeparăbilis metrikus tĆr, f, f_n : X → Y (n = 1, 2, . . . ) mĆrhetŞ fĄggvĆnyek. Ha az f_n fĄggvĆnysorozat majdnem mindenĄtt konvergăl f-hez, akkor f_n mĆrtĆkben is konvergăl f-hez.

Bizonyątăs. Jegorov tĆtele szerint, minden ε, σ > 0-hoz van olyan N ∈ N, hogy ha n > N, akkor μX ( d(f_n, f) > σ ) ≤ ε.

3.2.8. Riesz-fĆle kivălasztăsi tĆtel. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, (Y, d) szeparăbilis metrikus tĆr, f, f_n (n = 1, 2, . . . ) mĆrhetŞ fĄggvĆnyek. Ha f_n mĆrtĆkben konvergăl f-hez, akkor f_n-nek van olyan f_{nk} rĆszsorozata, amely majdnem mindenĄtt konvergăl f-hez.

Bizonyątăs. Vălasszunk teljes indukcićval olyan n_1 < n_2 < n_3 < . . . termĆszetes szămokat, amelyekre μX ( d(f_{nk} , f) > 1/k ) ≤ 1/2^k teljesĄl k = 1, 2, 3, . . . -ra. Legyen

A_i = ∞⋃ k=i X ( d(f_{nk} , f) > 1/k ) , ha i = 1, 2, 3, . . . , Ćs A = ∩^∞_{i=1}A_i. Ekkor

μ(A_i) ≤ ∞∑ k=i μX ( d(f_{nk} , f) > 1/k ) ≤ ∞∑ k=i 1 2^k = 1 2^{i−1} , Ćs A_1 ⊃ A_2 ⊃ A_3 ⊃ . . . , valamint μ(A_1) ≤ 1 < ∞ miatt

0 ≤ μ(A) = lim_{i→∞} μ(A_i) ≤ lim_{i→∞} 1 2^{i−1}

= 0.

Ezek utăn elĆg megmutatnunk, hogy ha x ∈ X \ A, akkor f_{nk} (x) → f(x). Valćban, ha x ∈ X \ A, akkor van olyan i, hogy x ∉ A_i, azaz k ≥ i-re d ( f_{nk} (x), f(x) ) ≤ 1 k → 0,

amint k → ∞.

3.2.9. De˛nącić. Legyenek X Ćs Y halmazok. Az f : X → Y fĄggvĆnyt egyszerŰ fĄggvĆnynek nevezzĄk, ha ĆrtĆkkĆszlete vĆges.

A kŤvetkezŞ lemma fontos technikai segĆdeszkŤz.

3.2.10. Approximăcićs lemma nemnegatąv fĄggvĆnyekre. Legyen (X, A) mĆrhetŞ tĆr, f : X → [0, ∞] mĆrhetŞ fĄggvĆny. Ekkor lĆtezik olyan s_n : X → R nemnegatąv mĆrhetŞ egyszerŰ fĄggvĆnyekbŞl ăllć s_1 ≤ s_2 ≤ s_3 ≤ . . . sorozat, amely pontonkĆnt konvergăl f-hez.

Bizonyątăs. Legyen r_n egy olyan pozitąv tagč szămsorozat, amelyre lim_{n→∞} r_n = 0 Ćs ∑_∞

n=1 r_n = ∞, legyen s_0(x) ≡ 0, legyen tovăbbă indukcićval

A_n = X(f ≥ r_n + s_{n−1}) Ćs s_n = s_{n−1} + r_nξ_{An} ,

ahol ξ_{An} az A_n karakterisztikus fĄggvĆnye. Ha f(x) = ∞, akkor x ∈ A_n minden n-re, Ćs ągy s_n(x) =

∑_n i=1 r_i → ∞ = f(x). Ha 0 ≤ f(x) < ∞, akkor vĆgtelen sok olyan n van, amelyre x ∉ A_n, Ćs minden ilyen n-re r_n > f(x) − s_{n−1}(x) ≥ 0.

Az elŞzŞ lemma kŤnnyen kiterjeszthetŞ arra az esetre is, amikor f ĆrtĆkei K-ban vagy K^n-ben vannak; a monotonităs helyĆbe az kerĄl, hogy |s_n| monoton nŤvekedŞ, Ćs nem nagyobb, mint |f|. Az alăbbi tĆtel tovăbbi ăltalănosątăsnak tekinthetŞ.

* 3.2.11. Approximăcićs lemma. Legyen (X, A) mĆrhetŞ tĆr, (Y, d) szeparăbilis metrikus tĆr, Ćs f : X → Y mĆrhetŞ fĄggvĆny. Ekkor lĆteznek olyan s_n : X → Y egyszerŰ mĆrhetŞ fĄggvĆnyek, hogy s_n → f az X minden pontjăban. Ha (Y, | |) szeparăbilis normălt tĆr, akkor s_n vălaszthatć čgy, hogy |s_n| ≤ |f| teljesĄljŤn minden n-re.

Bizonyątăs. Legyen V_i, i = 0, 1, 2, . . . egy megszămlălhatć băzisa Y -nak, Ćs y_i ∈ V_i minden i-re. Indukcićval, legyen s_0(x) ≡ y_0 Ćs n > 0 esetĆn

s_n(x) = { y_n, ha x ∈ f^{−1}(V_n) Ćs d ( y_n, f(x) ) < d ( s_{n−1}(x), f(x) ) ; s_{n−1}(x) egyĆbkĆnt.

Ha x az f ĆrtelmezĆsi tartomănyăba tartozik, Ćs ε > 0, akkor van olyan n, hogy f(x) ∈ V_n ⊂ U ( f(x), ε ) . Most k ≥ n esetĆn d ( s_k(x), f(x) ) ≤ d ( y_n, f(x) ) ≤ ε.

Ha Y szeparăbilis normălt tĆr, akkor legyen c_0 = 0, vălasszuk a V_n-eket U(c_n, r_n) nyąlt gŤmbŤknek, legyen y_n = 0, ha |c_n| ≤ r_n, Ćs legyen y_n = ( (|c_n| − r_n)/|c_n| ) c_n, ha |c_n| > r_n.

* 3.2.12. MegjegyzĆs. Mint lăthatć, fontos tĆtelek csak akkor ĆrvĆnyesek, ha az ĆrtĆkkĆszlet szeparăbilis. Ez nyilvăn enyhąthetŞ čgy, hogy a szereplŞ fĄggvĆnyek ĆrtĆkei egy-egy szeparăbilis altĆrben legyenek. Ha tehăt (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, (Y, d) metrikus tĆr, legyen L^0_Y (μ) azon f ∈ X → Y μ-majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett mĆrhetŞ fĄggvĆnyek osztălya, amelyekre rng f szeparăbilis; d_0 de˛nącićja Ćrtelmes marad erre az ăltalănosabb esetre is, Ćs tulajdonsăgai is văltozatlanok. Ha a mĆrtĆktĆr teljes, akkor azt is elĆg lenne feltenni, hogy f ĆrtĆkei μ-majdnem mindenĄtt valamely Z ⊂ Y (az f-tŞl fĄggŞ) szeparăbilis altĆrben vannak. A gyakorlatban ennek a feltĆtelnek a teljesĄlĆse ăltalăban kŤnnyen belăthatć.

→ 3.2.13. Feladat [7]. Legyenek az f_n fĄggvĆnyek [0, 1]-en a kŤvetkezŞkĆppen de˛- niălva: ha n = 2^k + j, 0 ≤ j < 2^k, akkor legyen

f_n(x) = { 1, ha x ∈ [ j/2^k, (j + 1)/2^k ] , 0 egyĆbkĆnt.

Mutassuk meg, hogy f_n mĆrtĆkben tart az azonosan nulla fĄggvĆnyhez, de f_n(x) egyetlenegy x ∈ [0, 1]-re sem konvergens.

* 3.2.14. Feladat [13]. A Riesz-fĆle kivălasztăsi tĆtel jelŤlĆseivel, igazoljuk, hogy ha Y teljes Ćs

∑_∞

n=1 d_0(f_{n+1}, f_n) < ∞, akkor van olyan f mĆrhetŞ fĄggvĆny, amelyre d_0(f_n, f) → 0 Ćs f_n → f majdnem mindenĄtt. VezessĄk le ebbŞl, hogy minden Cauchysorozatnak van olyan rĆszsorozata, amely konvergens Ćs majdnem mindenĄtt is konvergens, speciălisan d_0 teljes.

→ 3.2.15. Feladat [7]. Bizonyątsuk be, hogy ha a nemnegatąv fĄggvĆnyekre vonatkozć approximăcićs lemmăban a fĄggvĆny korlătos, akkor a konvergencia egyenletes.

3.2.16. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha az f_n valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek mĆrhetŞek, akkor azon pontok halmaza, ahol a fĄggvĆnysorozatnak lĆtezik a hatărĆrtĆke, mĆrhetŞ.

3.2.17. Feladat [9]. KeressĄnk olyan f_n : [0, 1] → R folytonos fĄggvĆnyekbŞl ăllć fĄggvĆnysorozatot Ćs olyan f : [0, 1] → R fĄggvĆnyt, amelyre f_n pontonkĆnt konvergăl f-hez, de a konvergencia egyetlen rĆszintervallumon sem egyenletes.

3.2.18. Feladat [6]. Adjunk meg olyan folytonos f_n : R → R fĄggvĆnyekbŞl ăllć fĄggvĆnysorozatot, amely minden pontban monoton csŤkkenŞen az azonosan nulla fĄggvĆnyhez konvergăl, de Lebesgue-mĆrtĆkben nem.

3.2.19. Feladat [10]. Igazoljuk, hogy egy vĆges mĆrtĆktĆren mĆrhetŞ valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek egy sorozata pontosan akkor konvergăl mĆrtĆkben egy f mĆrhetŞ valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyhez, ha minden rĆszsorozatăbćl kivălaszthatć olyan rĆszsorozat, amely majdnem mindenĄtt f-hez konvergăl.

3.2.20. Feladat [10]. Bizonyątsuk be, hogy a [0, 1]-en Ćrtelmezett, valćs ĆrtĆkŰ Lebesgue-mĆrhetŞ fĄggvĆnyek kŤrĆben a majdnem mindenĄtti konvergencia nem szărmaztathatć topolćgiăbćl.

* 3.2.21. De˛nącić. Az X topologikus teret az Y topologikus tĆrbe kĆpezŞ fĄggvĆny Baire-fĄggvĆny, ha benne van az Ťsszes olyan fĄggvĆnyosztălyban, amely tartalmazza a folytonos fĄggvĆnyeket Ćs nem vezet ki belŞle a pontonkĆnti hatărĆrtĆk kĆpzĆse. Nyilvăn a Baire-fĄggvĆnyek mind Borel-fĄggvĆnyek. Legyen B_0(X; Y ) az X-et Y -ba kĆpezŞ folytonos fĄggvĆnyek osztălya, Ćs minden α > 0 rendszămra B_α(X; Y ) az Ťsszes olyan fĄggvĆnyek osztălya, amelyek elŞăllnak valamely f_n ∈ B_{βn} (X; Y ), β_n < α fĄggvĆnysorozat pontonkĆnti hatărĆrtĆkekĆnt.

* 3.2.22. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy a B_α(X; Y ) osztălyok egyesątĆse az Ťsszes α megszămlălhatć rendszămra a Baire-fĄggvĆnyek osztălya, ągy ha α nem megszămlălhatć rendszăm, akkor B_α(X; Y ) a Baire-fĄggvĆnyek osztălya.

* 3.2.23. Feladat [9]. Legyenek f_1, f_2, . . . , f_n valćs ĆrtĆkŰ Baire-fĄggvĆnyek az X topologikus tĆren, Ćs g : R^n → R Baire-fĄggvĆny. Mutassuk meg, hogy

x → g ( f_1(x), f_2(x), . . . , f_n(x) )

is Baire-fĄggvĆny.

* 3.2.24. Feladat [13]. Mutassuk meg, hogy ha X metrikus tĆr, akkor az X-et R-be kĆpezŞ Baire-fĄggvĆnyek osztălya megegyezik a Borel-fĄggvĆnyek osztălyăval.

* 3.2.25. Feladat [16]. Mutassuk meg, hogy R helyett egy Y szeparăbilis metrikus tĆrbe kĆpezŞ fĄggvĆnyek osztălyăra az elŞzŞ feladat ăllątăsa pontosan akkor marad ĆrvĆnyben, ha Y minden vĆges rĆszhalmaza minden ε > 0-ra benne van R egy folytonos kĆpĆnek az ε-kŤrnyezetĆben.

* 3.2.26. Feladat [20]. Mutassuk meg, hogy minden α megszămlălhatć rendszămra

B_α(R; R) \ ∪_{β<α}B_β (R; R) ≠ ∅.

4. AZ INTEGRŔL

Az integrăl ĂRiemann-Ťsszegekkel" valć de˛niălăsănak gondolata legalăbb ArkhimĆdĆszig nyčlik vissza. Riemann Ćrdeme az volt, hogy szĄksĆges Ćs elĆgsĆges feltĆtelt talălt az integrălhatćsăgra: ezt ma, nĆmileg ătfogalmazva, a ĂRiemann-integrălhatćsăg Lebesgue-kritĆriuma" nĆven emlegetjĄk. Az ągy kialakult ĂRiemann-integrăl" tovăbbfejlesztĆsĆt elsŞsorban az integrăl Ćs a hatărĆrtĆk felcserĆlĆsĆvel kapcsolatos problĆmăk kĆnyszerątettĆk ki. Lebesgue 1901-ben egy nemnegatąv valćs fĄggvĆny integrăljăt a gŤrbe alatti terĄlet sąkbeli Lebesgue-mĆrtĆkekĆnt de˛niălta, tetszŞleges valćs fĄggvĆny integrăljăt pedig a pozitąv Ćs negatąv rĆsz segątsĆgĆvel. Lebesgue eredeti gondolata lĆnyegĆben azzal ekvivalens, hogy nem az ĆrtelmezĆsi tartomănyt osztjuk fel, hanem az ĆrtĆkkĆszletet. Eljărăsa nem ĆrzĆkeny a szakadăsokra Ćs gyors oszcillăcićkra, viszont intervallumnăl bonyolultabb halmazok hosszănak (mĆrtĆkĆnek) ismeretĆre is szĄksĆg van. Az čj integrălfogalom segątsĆgĆvel de˛niălta Riesz Frigyes az L^p-tereket.

A mĆrtĆktĆr ăltalănos fogalmănak kialakulăsăval egyĄtt ăltalănosątottăk a LebesguefĆle integrălfogalmat is. Az ągy kialakult fogalmat ma egyszerŰen integrălnak nevezzĄk, a Lebesgue-integrăl elnevezĆst a Lebesgue-mĆrtĆk szerinti integrălra tartva fenn.

4.1. Nemnegatąv mĆrhetŞ fĄggvĆnyek integrălja

Nemnegatąv fĄggvĆnyek esetĆn legegyszerŰbb alsć kŤzelątĆsekkel dolgozni. Minden nemnegatąv mĆrhetŞ fĄggvĆnynek tulajdonąthatć integrăl.

4.1.1. De˛nącić. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr Ćs f nemnegatąv, bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ, majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett mĆrhetŞ fĄggvĆny. Az f ∫ f dμ vagy ∫ X f dμ vagy ∫ X f(x) dμ(x)

mćdon jelŤlt integrăljăn az Ťsszes_n ∑ i=1 y_iμ(A_i) alakč integrălkŤzelątŞ Ťsszegek pontos felsŞ korlătjăt ĆrtjĄk, ahol A_1, A_2, . . . , A_n diszjunkt mĆrhetŞ rĆszhalmazai X-nek, y_1, y_2, . . . , y_n nemnegatąv valćs szămok, Ćs f(x) ≥ y_i minden x ∈ A_i-re (i = 1, 2, . . . , n) (itt 0 · ∞ = 0). MegjegyezzĄk, hogy ez a szuprĆmum nyilvăn ugyanaz marad, ha f(x) ≥ y_i csupăn majdnem minden x ∈ A_i-re teljesĄl (i = 1, 2, . . . , n).

Ha A mĆrhetŞ rĆszhalmaza X-nek, akkor az f fĄggvĆny ∫ A f dμ vagy ∫ A f(x) dμ(x)

A halmaz feletti integrăljăt az (A, A_A, μ_A) altĆr feletti integrălkĆnt ĆrtelmezzĄk.

→ 4.1.2. Feladat [6]. Az f(0) = 0, f(x) = 1 + sin(1/x), ha 0 < |x| ≤ 1 fĄggvĆny esetĆn, 8 egyenlŞ rĆszre osztva az ĆrtelmezĆsi tartomănyt, illetve az ĆrtĆkkĆszletet, ăbrăzoljuk a Riemann-fĆle Ćs a Lebesgue-fĆle alsć Ťsszegeknek megfelelŞ halmazokat.

4.1.3. TĆtel. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, f Ćs g pedig nemnegatąv bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ, majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett mĆrhetŞ fĄggvĆnyek, α ≥ 0 valćs szăm. Ekkor (1) ha f ≤ g majdnem mindenĄtt, akkor ∫ f dμ ≤ ∫ g dμ (monotonităs);

(2) ha f = g majdnem mindenĄtt, akkor ∫ f dμ = ∫ g dμ;

(3) αμX(f ≥ α) ≤ ∫ f dμ (Csebisev-egyenlŞtlensĆg; itt 0 · ∞ = 0);

(4) ha ∫ f dμ < ∞, akkor f majdnem mindenĄtt vĆges;

(5) ha ∫ f dμ = 0, akkor f majdnem mindenĄtt nulla; (6) ∫ αf dμ = α ∫ f dμ (pozitąv homogenităs; itt 0 · ∞ = 0);

(7) ha f egyszerŰ fĄggvĆny, ĆrtĆkkĆszlete y_1, y_2, . . . , y_n, akkor ∫ f dμ = n∑ i=1 y_iμX(f = y_i)

(itt 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0).

Bizonyątăs. (1) az elŞzŞ de˛nącićban tett megjegyzĆs felhasznălăsăval triviălis. (2) az (1)-bŞl kŤvetkezik. A Csebisev-egyenlŞtlensĆg y_1 = α, A_1 = X(f ≥ α) vălasztăssal a de˛nącićbćl kŤvetkezik. (4)-et čgy kapjuk, hogy α ∈ N-re, (5)-Ťt pedig, hogy 1/α ∈ N-re alkalmazzuk (3)-at, Ćs felhasznăljuk a mĆrtĆk folytonossăgăt. (6) triviălis, ha α = 0. Ha α > 0, vegyĄk Ćszre, hogy ha x ∈ A_i esetĆn f(x) ≥ y_i, akkor αf(x) ≥ αy_i, amibŞl bărmely integrălkŤzelątŞ Ťsszegre α n∑ i=1 y_iμ(A_i) ≤ ∫ αf dμ.

Innen α ∫ f dμ ≤ ∫ αf dμ.

Ugyanezt feląrva 1/α-ra Ćs αf-re, kapjuk az ăllątăst. (7) bizonyątăsăhoz, az integrăl de˛nącićja szerint ∫ f dμ ≥ n∑ i=1 y_iμX(f = y_i).

Ha most A_1, A_2, . . . , A_m diszjunkt mĆrhetŞ halmazok, y^′_1, y^′_2, . . . , y^′_m nemnegatąv valćs szămok, Ćs f(x) ≥ y^′_j minden x ∈ A_j -re, akkor m∑ j=1 y^′_j μ(A_j ) = m∑ j=1 n∑ i=1 y^′_j μ ( A_j ∩ X(f = y_i) )

≤ n∑ i=1 m∑ j=1 y_iμ ( A_j ∩ X(f = y_i) ) ≤ n∑ i=1 y_iμX(f = y_i),

amibŞl ∫ f dμ ≤ n∑ i=1 y_iμX(f = y_i).

4.1.4. Fatou-lemma. Ha (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, Ćs f_n : X → [0, ∞], n = 1, 2, . . . mĆrhetŞ fĄggvĆnyek, akkor

lim inf n→∞ ∫ X f_n dμ ≥ ∫ X lim inf n→∞ f_n(x) dμ(x).

Bizonyątăs. Legyenek A_1, . . . , A_m diszjunkt mĆrhetŞ halmazok, y_1, . . . , y_m pozitąv valćs szămok čgy, hogy lim inf_{n→∞} f_n(x) ≥ y_i teljesĄljŤn minden x ∈ A_i-re, (i = 1, 2, . . . , m) Ćs legyen 0 < t < 1. TekintsĄk minden i-re az

A_{i,n} = ∞⋂ j=n A_i(f_j > ty_i)

nŤvekvŞ halmazsorozatot. Mivel ha lim inf_{n→∞} f_n(x) ≥ y_i, akkor van olyan n pozitąv egĆsz szăm, hogy f_j (x) > ty_i minden j ≥ n-re, A_i = ∪^∞_{n=1}A_{i,n}. Ŋgy a mĆrtĆk folytonossăga miatt lim_{n→∞} μ(A_{i,n}) = μ(A_i).

Mivel ∫ X f_n dμ ≥ m∑ i=1 ty_iμ(A_{i,n}),

mindkĆt oldal alsć hatărĆrtĆkĆt vĆve,

lim inf n→∞ ∫ X f_n dμ ≥ t m∑ i=1 y_iμ(A_i).

Most t ↑ 1-et, majd a jobb oldalon felsŞ hatărt vĆve, kapjuk az ăllątăst.

4.1.5. Levi tĆtele (vagy Beppo Levi tĆtele). Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, f_n : X → [0, ∞], n = 1, 2, . . . mĆrhetŞ fĄggvĆnyek čgy, hogy f_n ≤ f_{n+1} (n = 1, 2, . . . ). Ekkor lim_{n→∞} ∫ X f_n dμ = ∫ X lim_{n→∞} f_n(x) dμ(x).

Bizonyątăs. A Fatou-lemmăbćl kŤvetkezik a nagyobb vagy egyenlŞ, 4.1.3.(1)-bŞl pedig a kisebb vagy egyenlŞ.

4.1.6. TĆtel. Ha (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, I megszămlălhatć halmaz, Ćs minden i ∈ Ire f_i : X → [0, ∞] mĆrhetŞ fĄggvĆny, akkor ∑ i∈I ∫ X f_i dμ = ∫ X ∑ i∈I f_i(x) dμ(x).

Bizonyątăs. ElŞszŤr tegyĄk fel, hogy f Ćs g egyszerŰ fĄggvĆnyek, x_1, . . . , x_n, illetve y_1, . . . , y_m ĆrtĆkkĆszlettel. Ha f + g ĆrtĆkkĆszlete z_1, . . . , z_ℓ, akkor ∫ (f + g) dμ = ℓ∑ k=1 z_kμX(f + g = z_k)

= ℓ∑ k=1 ∑ x_i+y_j =z_k

(x_i + y_j )μ ( X(f = x_i) ∩ X(g = y_j ) )

= n∑ i=1 m∑ j=1 x_iμ ( X(f = x_i) ∩ X(g = y_j ) )

+ m∑ j=1 n∑ i=1 y_j μ ( X(f = x_i) ∩ X(g = y_j ) )

= n∑ i=1 x_iμX(f = x_i) + m∑ j=1 y_iμX(g = y_j ) = ∫ f dμ + ∫ g dμ.

Most legyenek f Ćs g tetszŞleges nemnegatąv, bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ mĆrhetŞ fĄggvĆnyek. Ekkor az approximăcićs lemma szerint vălaszthatunk olyan r_n Ćs s_n, n = 1, 2, 3, . . . egyszerŰ fĄggvĆnyekbŞl ăllć sorozatokat, hogy r_n ↑ f Ćs s_n ↑ g. Nyilvăn (r_n+s_n) ↑ (f +g), ągy Beppo Levi tĆtele szerint ∫ (f + g) dμ = lim_{n→∞} ∫ (r_n + s_n) dμ = lim_{n→∞} ∫ r_n dμ + lim_{n→∞} ∫ s_n dμ = ∫ f dμ + ∫ g dμ.

VĆgĄl az ăltalănos esetben feltehetjĄk, hogy I ⊂ N. Az eddig bizonyątottakat Ćs Beppo Levi tĆtelĆt alkalmazva, ∫ ∑ i∈I f_i(x) dμ(x) = lim_{n→∞} ∫ ∑ i≤n i∈I f_i(x) dμ(x) = lim_{n→∞} ∑ i≤n i∈I

∫ f_i dμ = ∑ i∈I ∫ f_i dμ.

→ 4.1.7. Feladat [7]. Adjunk pĆldăt olyan fĄggvĆnysorozatra, amelyre a Fatou-lem-măban Ćles egyenlŞtlensĆg teljesĄl. Lehet-e a fĄggvĆnysorozat egyenletesen konvergens? Lehet-e a fĄggvĆnysorozat korlătos, ha a mĆrtĆktĆr vĆges?

→ 4.1.8. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy Levi tĆtele nem marad igaz, ha kisebb vagy egyenlŞ helyett nagyobb vagy egyenlŞ szerepel.

4.1.9. Feladat [10]. Legyen (X, A, μ) vĆges mĆrtĆktĆr, (Y, d_Y ) szeparăbilis metrikus tĆr. Igazoljuk, hogy a mĆrhetŞ Y -beli ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek kŤzŤtt a

d(f, g) = ∫ d_Y (f, g) 1 + d_Y (f, g) dμ ŤsszefĄggĆs egy eltĆrĆst ad meg, Ćs a megfelelŞ konvergencia a mĆrtĆkben valć konvergencia.

4.2. Integrălhatć fĄggvĆnyek

4.2.1. De˛nącić. Egy tetszŞleges halmazon Ćrtelmezett, bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ f fĄggvĆny f^+ pozitąv, illetve f^− negatąv rĆszĆt de˛niăljuk az

f^+(x) = max { f(x), 0 } f^−(x) = max { −f(x), 0 } ŤsszefĄggĆsekkel, ha f Ćrtelmezve van az x pontban. Ha (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, egy bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ, majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett mĆrhetŞ fĄggvĆny integrăljăt az ∫ f = ∫ f dμ = ∫ X f dμ = ∫ X f(x) dμ(x) = ∫ f^+ dμ − ∫ f^− dμ

ŤsszefĄggĆssel ĆrtelmezzĄk, ha a jobb oldalon ăllć kĄlŤnbsĆgnek nem mind a kĆt tagja ∞. Ha ∫ f dμ vĆges, akkor f-et integrălhatćnak vagy szummăbilisnek nevezzĄk. A ĂlĆtezik az integrăl" Ćs az Ăintegrălhatć" fogalmak kŤzŤtt hasonlć kapcsolat van, mint a ĂlĆtezik a hatărĆrtĆk" Ćs a Ăkonvergens" fogalmak kŤzŤtt. Az elsŞ esetben vĆgtelen is megengedett, a măsodik esetben nem. Ha A ∈ A, akkor az A halmaz feletti ∫ A f dμ integrălt az (A, A_A, μ_A) altĆr feletti integrălkĆnt de˛niăljuk.

4.2.2. TĆtel. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, f Ćs g pedig bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ, majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett mĆrhetŞ fĄggvĆnyek. Ekkor (1) ha f = g majdnem mindenĄtt, Ćs ∫ f dμ lĆtezik, akkor ∫ f dμ = ∫ g dμ;

(2) f pontosan akkor integrălhatć, ha |f| integrălhatć, Ćs | ∫ f dμ| ≤ ∫ |f| dμ;

(3) ha ∫ f dμ lĆtezik Ćs α ∈ R, akkor ∫ αf dμ = α ∫ f dμ (homogenităs; itt 0 · ∞ = 0 · (−∞) = 0);

(4) ha ∫ f dμ + ∫ g dμ Ćrtelmezve van, akkor ∫ (f + g) dμ = ∫ f dμ + ∫ g dμ (additivităs);

(5) ha f ≤ g Ćs ∫ f dμ > −∞ vagy ∫ g dμ < ∞, akkor ∫ f dμ ≤ ∫ g dμ;

(6) ha |f| ≤ g majdnem mindenĄtt Ćs g integrălhatć, akkor f is integrălhatć (majorăns kritĆrium).

4.2. Integrălhatć fĄggvĆnyek 59

Bizonyątăs. (1) abbćl kŤvetkezik, hogy f^+ = g^+ Ćs f^− = g^− majdnem mindenĄtt. (2) kŤvetkezik abbćl, hogy |f| = f^+ + f^−. (3) triviălis, ha α = 0. Ha α > 0, akkor (αf)^+ = αf^+ Ćs (αf)^− = αf^−, ągy (3) a de˛nącićbćl kŤvetkezik. Az α < 0 eset erre az esetre vezethetŞ vissza a (−f)^+ = f^−, (−f)^− = f^+ ŤsszefĄggĆsek felhasznălăsăval. (5) az f^+ ≤ g^+ Ćs f^− ≥ g^− egyenlŞtlensĆgek kŤvetkezmĆnye. (6) ∫ f dμ de˛nącićjăbćl triviălis. VĆgĄl ha ∫ f dμ + ∫ g dμ ∈ R, akkor (4) a majdnem mindenĄtt fennăllć

(7) (f + g)^+ − (f + g)^− = f + g = f^+ − f^− + g^+ − g^−

ŤsszefĄggĆs ătrendezĆsĆvel adćdć

(f + g)^+ + f^− + g^− = (f + g)^− + f^+ + g^+

ŤsszefĄggĆs mindkĆt oldalănak integrălăsăval, majd visszarendezĆsĆvel adćdik. Ha ∫ f dμ + ∫ g dμ = ∞,

akkor f > −∞ Ćs g > −∞ majdnem mindenĄtt, Ćs a (7) ŤsszefĄggĆsbŞl

(f + g)^+ + f^− + g^− ≥ f^+ + g^+

majdnem mindenĄtt, ągy ∫ (f + g)^+ dμ = ∞, a majdnem mindenĄtt fennăllć

(f + g)^− ≤ f^− + g^−

egyenlŞtlensĆgbŞl viszont ∫ (f + g)^− dμ < ∞. Hasonlćan kezelhetŞ az ∫ f dμ + ∫ g dμ = −∞ eset is.

4.2.3. Lebesgue majorălt konvergencia tĆtele. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, f, f_1, f_2, f_3, . . . bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ, majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett mĆrhetŞ fĄggvĆnyek, g pedig nemnegatąv bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ integrălhatć fĄggvĆny. Ha |f_n| ≤ g majdnem mindenĄtt (n = 1, 2, . . . ), Ćs f_n → f majdnem mindenĄtt, akkor ∫ |f_n − f| dμ → 0 Ćs ∫ f_n dμ → ∫ f dμ,

amint n → ∞.

Bizonyątăs. Nulla mĆrtĆkŰ halmazon megvăltoztatva a g, f, f_1, f_2, f_3, . . . fĄggvĆnyeket, feltehetjĄk, hogy f_n → f mindenĄtt, Ćs |f_n| ≤ g mindenĄtt. Alkalmazva a Fatou-lemmăt a nemnegatąv fĄggvĆnyekbŞl ăllć 2g − |f_n − f| fĄggvĆnysorozatra, amely pontonkĆnt 2g-hez konvergăl, kapjuk, hogy 0 ≥ ∫ 2g dμ − lim inf_{n→∞} ∫ ( 2g − |f_n − f| ) dμ = lim sup n→∞ ∫ |f_n − f| dμ ≥ lim sup_{n→∞} | | | ∫ f_n dμ − ∫ f dμ | | | ≥ 0.

4.2.4. Lemma. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, A ∈ A Ćs f egy bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆny. Legyen

g(x) = { f(x), ha x ∈ A Ćs x ∈ dmn f, 0, ha x ∈ X \ A.

Ekkor az alăbbi kĆt integrăl egyszerre lĆtezik Ćs ∫ A f dμ = ∫ X g dμ.

Bizonyątăs. Nyilvănvalć, hogy az f fĄggvĆny pontosan akkor μ_A-mĆrhetŞ, ha a g fĄggvĆny μ-mĆrhetŞ. Az ăllątăs nyilvănvalć, ha f nemnegatąv egyszerŰ fĄggvĆny, Beppo Levi tĆtelĆbŞl kŤvetkezik, ha f nemnegatąv fĄggvĆny, Ćs a 4.2.1. de˛nącićbćl, ha f tetszŞleges.

4.2.5. Az integrăl σ-additivităsa. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, f olyan bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆny, amelynek integrălja lĆtezik, Ćs A_1, A_2, A_3, . . . diszjunkt mĆrhetŞ halmazok egy sorozata, A = ∪^∞_{i=1}A_i. Ekkor az alăbbi integrălok lĆteznek Ćs ∫ A f dμ = ∞∑ i=1 ∫ A_i

f dμ.

Bizonyątăs. Nemnegatąv f-re 4.1.6. szerint ∫ X fξ_A dμ = ∞∑ i=1 ∫ X fξ_{Ai} dμ.

Ez viszont az elŞzŞ segĆdtĆtel szerint Ćppen (1)-et jelenti. TetszŞleges f-re a 4.2.1. de˛- nącićbćl kapjuk az ăllątăst.

4.2.6. Az integrăl abszolčt folytonossăga. Ha (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, f pedig bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ integrălhatć fĄggvĆny Ćs ε > 0 , akkor van olyan δ > 0, hogy ∫ A |f| dμ < ε, ha A ∈ A Ćs μ(A) < δ.

Bizonyątăs. Mivel f_n = min { |f|, n } , n ∈ N nemnegatąv fĄggvĆnyek monoton nŤvekedŞ sorozata, amely pontonkĆnt |f|-hez konvergăl, Beppo Levi tĆtele szerint vălaszthatunk olyan n termĆszetes szămot, amelyre ∫ ( |f| − f_n ) dμ < ε 2 . Ekkor ∫ A |f| dμ = ∫ A ( |f| − f_n ) dμ + ∫ A f_n dμ < ε 2 + nμ(A).

Az ăllątăs δ = ε/(2n) vălasztăssal nyilvăn fennăll.

→ 4.2.7. Feladat [3]. Szămątsuk ki egy fĄggvĆny Dirac-mĆrtĆk szerinti integrăljăt.

→ 4.2.8. Feladat [5]. Szămątsuk ki egy fĄggvĆny szămlălć mĆrtĆk szerinti integrăljăt.

4.2.9. Feladat [9]. Szămątsuk ki ∫ X f dμ-t, ha f : X → R, α : X → [0, ∞] Ćs μ(A) = ∑ x∈A α(x), ha A ⊂ X.

4.2.10. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy ha egy integrălhatć bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ f fĄggvĆnyre ∫ A f = 0 minden mĆrhetŞ A halmazra, akkor f = 0 majdnem mindenĄtt.

→ 4.2.11. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek kŤrĆben egy korlătos Ćs mĆrhetŞ fĄggvĆnynek minden integrălhatć fĄggvĆnnyel valć szorzata integrălhatć. Igaz-e a megfordątăs?

4.2.12. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy egy integrălhatć fĄggvĆny egy σ-vĆges halmazon kąvĄl nulla.

4.2.13. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy Lebesgue majorălt konvergencia tĆtelĆnek ăllątăsa igaz marad, ha majdnem mindenĄtti konvergencia helyett mĆrtĆkben valć konvergenciăt tĆtelezĄnk fel.

4.3. VektorĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek integrălja

Gyakran nem csak valćs, hanem komplex, R^n vagy C^n-beli ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek integrăljăra van szĄksĆgĄnk. Az alăbbiakban văzoljuk, hogy hogyan de˛niălhatć az integrăl ezekben az esetekben a koordinătafĄggvĆnyek segątsĆgĆvel. Ez az egyszerŰ megkŤzelątĆs nem hasznălhatć, ha az ĆrtĆkkĆszlet nem vĆges dimenzićs. EzĆrt az alăbbiakban egy csak a nemnegatąv fĄggvĆnyek integrăljăra tămaszkodć ăltalănosabb megkŤzelątĆst is tărgyalunk. Az 4.2.2.{4.2.6. tĆtelek lĆnyegĆben ĆrvĆnyben maradnak, Ćs a legtŤbb, valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek integrăljăra ĆrvĆnyes tĆtel egyszerŰen ătvihetŞ vektorĆrtĆkŰ fĄggvĆnyekre is.

4.3.1. Komplex Ćs euklideszi tĆrbeli ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek integrălja. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, f pedig az X-en majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett mĆrhetŞ fĄggvĆny. Komplex ĆrtĆkŰ f fĄggvĆny integrăljăt akkor de˛niăljuk, ha ℜf Ćs ℑf integrălhatćak, az ∫ f = ∫ ℜf + i ∫ ℑf ŤsszefĄggĆssel. Egy K^n-beli ĆrtĆkŰ f = (f_1, . . . , f_n) fĄggvĆny integrăljăt pedig akkor de˛niăljuk, ha az f_i koordinătafĄggvĆnyek integrălhatćak, az ∫ f dμ = (∫ f_1 dμ, . . . , ∫ f_n dμ )

ŤsszefĄggĆssel. Ha A ∈ A, akkor az A halmaz feletti ∫ A f dμ integrălt az (A, A_A, μ_A) altĆr feletti integrălkĆnt de˛niăljuk.

A 4.2.2.{4.2.6. tĆtelek, Ćs szămos, kĆsŞbb tărgyalandć tĆtel is | ĆrtelemszerŰ mćdosątăsokkal | komplex Ćs euklideszi tĆrbeli ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyekre is ĆrvĆnyben marad, Ćs kŤnnyen kŤvetkezik a de˛nącićbćl. PĆldăul f akkor Ćs csak akkor integrălhatć, ha |f| integrălhatć, mert |f_j | ≤ |f| ≤

∑_n j=1 |f_j |. NĆmi kĄlŤn meggondolăst igĆnyel K^n-beli ĆrtĆkŰ integrălhatć fĄggvĆnyre annak bizonyątăsa, hogy | ∫ f| ≤ ∫ |f|. FeltehetjĄk, hogy K = R. Legyen y = (y_1, y_2, . . . , y_n) az f integrălja. Ekkor a Cauchy-egyenlŞtlensĆgbŞl ∑_n

j=1 y_j f_j (x) ≤ |y| | f(x) | majdnem mindenĄtt, amibŞl

|y|^2 = n∑ j=1 y_j ∫ f_j ≤ |y| ∫ |f|.

EbbŞl adćdik az ăllątăs.

4.3.2. MegjegyzĆs. Integrălokra vonatkozć tĆtelek bizonyątăsănak ăltalănos mćdja a kŤvetkezŞ approximăcićs eljărăs: Az ăllątăst belătjuk mĆrhetŞ halmazok karakterisztikus fĄggvĆnyeire, ebbŞl azonnal kŤvetkezik egyszerŰ fĄggvĆnyekre. Ezutăn Beppo Levi tĆtelĆt hasznălva nemnegatąv fĄggvĆnyekre tĆrĄnk ăt, majd az integrăl de˛nącićjănak megfelelŞen haladunk tovăbb. Ezzel a mćdszerrel a tĆtelek ăltalăban ătvihetŞk vektorĆrtĆkŰ fĄggvĆnyekre is.

* 4.3.3. Banach-tĆrbeli ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek integrălja. Sokkal ăltalănosabban, de˛niălhatjuk Banach-tĆrbeli ĆrtĆkŰ mĆrhetŞ fĄggvĆny integrăljăt. VegyĄk Ćszre, hogy egy f nemnegatąv mĆrhetŞ fĄggvĆny integrăljăt lĆnyegĆben mint az Ťsszes 0 ≤ s ≤ f egyszerŰ mĆrhetŞ fĄggvĆnyek integrăljainak felsŞ hatărăt de˛niăltuk. A felsŞ hatărt hatărĆrtĆkre cserĆljĄk: ha (X, A, μ) egy mĆrtĆktĆr, Y egy Banach-tĆr, jelŤlje I azon s : X → Y mĆrhetŞ egyszerŰ fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyek egy vĆges mĆrtĆkŰ halmazon kąvĄl nullăk. Az integrălt ezen fĄggvĆnyek segątsĆgĆvel de˛niăljuk. Ha s ∈ I, Ćs s nem nulla ĆrtĆkei y_1, . . . , y_n, akkor legyen

S(s) = n∑ j=1 μX(s = y_j )y_j .

Nyilvăn | |S(s) | | ≤ S(|s|) = ∫ |s|. Az X-en majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett Y -beli ĆrtĆkŰ mĆrhetŞ fĄggvĆnyt integrălhatćnak nevezĄnk, ha lĆtezik olyan s_n ∈ I fĄggvĆnysorozat, amely majdnem mindenĄtt f-hez konvergăl, Ćs amelyre ∫ |f − s_n| → 0, amint n → ∞. ( Az |f − s_n| fĄggvĆny mĆrhetŞ, mert vĆges sok |f − c| alakč fĄggvĆnybŞl rakhatć Ťssze.) VegyĄk Ćszre, hogy a lim_{n→∞} S(s_n) hatărĆrtĆk lĆtezik, mert | S(s_n) − S(s_m) | ≤ ∫ |s_n − s_m| ≤ ∫ |f − s_n| + ∫ |f − s_m|.

Tovăbbă a hatărĆrtĆk nem fĄgg az s_n sorozat vălasztăsătćl, mert vehetjĄk a kĆt sorozat tagjait felvăltva. Valćs ĆrtĆkŰ integrălhatć fĄggvĆnyhez lĆtezik ilyen s_n sorozat: vălasszuk s_n-et čgy, hogy s^+_n ↑ f^+ Ćs s^−_n ↑ f^− teljesĄljŤn, ekkor |f − s_n| = f^+ − s^+_n + f^− − s^−_n , amibŞl ∫ |f − s_n| = ∫ f^+ − ∫ s^+_n + ∫ f^− − ∫ s^−_n → 0 (n → ∞).

Nyilvăn erre a sorozatra S(s_n) → ∫ f. Ha ˛gyelembe vesszĄk, hogy ∫ |f| ≤ ∫ |f − s_n| + ∫ |s_n| < ∞, lătjuk, hogy az integrălhatćsăg itteni de˛nącićja valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyekre visszaadja a rĆgit. Tehăt a valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyekre de˛niălt integrălfogalom kiterjesztĆsĆt kapjuk, ha egy tetszŞleges Banach-tĆrbeli ĆrtĆkŰ integrălhatć f fĄggvĆny integrăljăt az ∫ f dμ = lim_{n→∞} S(s_n)

ŤsszefĄggĆssel ĆrtelmezzĄk. Ha A ∈ A, akkor az A halmaz feletti ∫ A f dμ integrălt az (A, A_A, μ_A) altĆr feletti integrălkĆnt de˛niăljuk.

* 4.3.4. Az integrăl tulajdonsăgai. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, (1) ha f ∈ I, akkor f integrălhatć Ćs ∫ f dμ = S(f);

(2) ha α, β skalărok, f Ćs g integrălhatć fĄggvĆnyek, akkor αf + βg is integrălhatć, Ćs ∫ (αf + βg) dμ = α ∫ f dμ + β ∫ g dμ (linearităs);

(3) ha f integrălhatć, g mĆrhetŞ, Ćs f = g majdnem mindenĄtt, akkor g is integrălhatć Ćs ∫ f dμ = ∫ g dμ;

(4) ha f integrălhatć, akkor |f| is, Ćs | ∫ f dμ| ≤ ∫ |f| dμ;

(5) ha f = (f_1, . . . , f_n), akkor f pontosan akkor integrălhatć, ha minden f_j integrălhatć, Ćs ∫ f dμ = ( ∫ f_1 dμ, . . . , ∫ f_n dμ).

(6) ha f integrălhatć, akkor van olyan szeparăbilis altere Y -nak, hogy f ĆrtĆkei majdnem mindenĄtt ebben az altĆrben vannak.

Bizonyątăs. (1) Ćs (3) triviălisak. (2) az I elemeire hasonlć gondolatmenettel lăthatć be, mint amit a nemnegatąv fĄggvĆnyek integrăljănak megszămlălhatć additivităsărćl szćlć tĆtel bizonyątăsănak elejĆn hasznăltunk, (4) Ćs (5) pedig I elemeire triviălisak. Innen az ăltalănos eset hatărătmenettel kŤvetkezik. (6) teljesĄl, mert az s_n-ek ĆrtĆkkĆszletei lineăris burkănak a lezărtja szeparăbilis altĆr.

* 4.3.5. Majorăns kritĆrium. Ha f majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett, BanachtĆrbeli ĆrtĆkŰ mĆrhetŞ fĄggvĆny, amelynek ĆrtĆkei majdnem mindenĄtt egy szeparăbilis altĆrben vannak, g pedig nemnegatąv integrălhatć fĄggvĆny egy mĆrtĆktĆren, Ćs |f| ≤ g majdnem mindenĄtt, akkor f integrălhatć.

A tĆtelt a kŤvetkezŞ tĆtellel egyĄtt bizonyątjuk.

* 4.3.6. Lebesgue majorălt konvergencia tĆtele. Ha f_1, f_2, . . . majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett, Banach-tĆrbeli ĆrtĆkŰ integrălhatć fĄggvĆnyek az (X, A, μ) teljes mĆrtĆktĆren, g nemnegatąv integrălhatć fĄggvĆny, |f_n| ≤ g majdnem mindenĄtt minden n-re Ćs f_n → f majdnem mindenĄtt, akkor ∫ |f_n − f| dμ → 0 Ćs ∫ f_n dμ → ∫ f dμ.

Ha a mĆrtĆktĆr nem lenne teljes, f Ćs f_n − f mĆrhetŞsĆgĆt is fel kellene tenni.

Bizonyątăs. Nulla mĆrtĆkŰ halmazon alkalmasan megvăltoztatva a fĄggvĆnyeket, az f_n-ek Ćs az f ĆrtĆkkĆszlete egy szeparăbilis altĆrben marad, Ćs a 2g−|f_n−f| nemnegatąv mĆrhetŞ fĄggvĆnysorozat pontonkĆnt a 2g fĄggvĆnyhez konvergăl. A Fatou-lemma szerint 0 ≥ ∫ 2g dμ − lim inf_{n→∞} ∫ ( 2g − |f_n − f| ) dμ = lim sup n→∞ ∫ |f_n − f| dμ ≥ 0.

Ha most az approximăcićs lemmăt felhasznălva, egy egyszerŰ fĄggvĆnyekbŞl ăllć s_n sorozatot vălasztunk, amely mindenĄtt konvergăl f-hez, Ćs amelyre |s_n| ≤ |f| ≤ g, akkor f_n helyett s_n-re alkalmazva az eddig bizonyątottakat, azt kapjuk, hogy lim_{n→∞} ∫ |s_n − f| = 0. Ez azt jelenti, hogy a majorăns kritĆrium teljesĄl. Ezek szerint f_n Ćs f integrălhatćak. Mivel | | | | ∫ f_n dμ − ∫ f dμ | | | | ≤ ∫ |f_n − f| dμ,

a bizonyątăs kĆsz.

4.4. L^p-terek

4.4.1. De˛nącić. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr. Ha f egy majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett, μ-mĆrhetŞ, K-beli ĆrtĆkŰ fĄggvĆny, Ćs 1 ≤ p < ∞, legyen

‖f‖_p = (∫ X | |f(x) | |^p dμ(x)

)_{1/p} (itt ∞^{1/p} = ∞).

Legyen tovăbbă ‖f‖_∞ = inf { r : r ≥ 0, μX ( |f| > r ) = 0 } . MegjegyezzĄk, hogy μ-majdnem mindenĄtt |f| ≤ ‖f‖_∞. JelŤlje L^p_K(μ) azon K-beli ĆrtĆkŰ μ-mĆrhetŞ f fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyekre ‖f‖_p < ∞. Ha egyĆrtelmŰ, hogy milyen ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyeket Ćs milyen mĆrtĆket tekintĄnk, akkor az L^p jelŤlĆst hasznăljuk.

4.4.2. Minkowski-egyenlŞtlensĆg. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr Ćs 1 ≤ p ≤ ∞. Ha f, g : X → K mĆrhetŞek, akkor

‖f + g‖_p ≤ ‖f‖_p + ‖g‖_p.

Bizonyątăs. A p = ∞ Ćs ‖f‖_p = 0 vagy ‖g‖_p = 0 esetek triviălisak. Ha a jobb oldal ∞, akkor nincs mit bizonyątani. A t → t^p fĄggvĆny konvexsĆge miatt ( u u + v y + v u + v z )_p ≤ u u + v y^p + v u + v z^p,

ha u, v, y, z ≥ 0, u + v > 0. Az u = ‖f‖_p, v = ‖g‖_p, y = |f(x)|/‖f‖_p, z = |g(x)|/‖g‖_p helyettesątĆs utăn mindkĆt oldalt integrălva, azt kapjuk, hogy 1 (‖f‖_p + ‖g‖_p)^p ∫ ( |f| + |g|

)_p

dμ ≤ 1,

amibŞl adćdik a keresett egyenlŞtlensĆg.

4.4.3. HŤlder-egyenlŞtlensĆg. Ha (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ Ćs 1/p + 1/q = 1 (itt 1/∞ = 0), Ćs f, g : X → K mĆrhetŞek, akkor ∫ X |f||g| dμ ≤ ‖f‖_p‖g‖_q

(itt 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0).

Bizonyątăs. A p = 1 Ćs p = ∞ esetek triviălisak. FeltehetjĄk, hogy a jobb oldal nem nulla, de vĆges. Az F = ( |f|

‖f‖_p

)_p

, G =

( |g|

‖g‖_q

)_q , α = 1/p, β = 1 − α = 1/q jelŤlĆsekkel 0 < α < 1, 0 < β < 1, F ≥ 0, G ≥ 0. Mivel − ln konvex fĄggvĆny, ha u, v > 0, akkor

ln(αu + βv) ≥ α ln u + β ln v,

amibŞl αu + βv ≥ u^αv^β , ągy 1 ‖f‖_p 1 ‖g‖_q ∫ |f||g| dμ = ∫ (F^αG^β ) dμ ≤ ∫ (αF + βG) dμ = α ∫ F dμ + β ∫ G dμ = 1.

4.4.4. MegjegyzĆs. Ha (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, 1 ≤ p ≤ ∞ Ćs f ∈ L^p_K(μ), akkor az ‖f‖_p = 0 ŤsszefĄggĆs pontosan akkor teljesĄl, ha f μ-majdnem mindenĄtt nulla. Ez azt jelenti, hogy ‖ ‖_p ăltalăban nem norma L^p_K(μ)-n. Ezen a kŤvetkezŞkĆppen segąthetĄnk: VezessĄk be L^p_K(μ)-n a kŤvetkezŞ ekvivalenciarelăcićt: f_1 ∼ f_2, ha f_1 Ćs f_2 μ-majdnem mindenĄtt egyenlŞek. Ekkor L^p_K(μ)-t ekvivalenciaosztălyokra bonthatjuk. Az ekvivalenciaosztălyok halmazăt is L^p_K(μ)-vel szokăs jelŤlni. Ez nem okoz fĆlreĆrtĆst, mivel a szŤvegŤsszefĄggĆsbŞl mindig kiderĄl, hogy melyik ĆrtelmezĆsre gondolunk. Ha f_1 ∼ f_2 Ćs g_1 ∼ g_2, akkor f_1 + g_1 ∼ f_2 + g_2, cf_1 ∼ cf_2 Ćs ‖f_1‖_p = ‖f_2‖_p, ezĆrt az ekvivalenciaosztălyokon ĆrtelmezhetŞ az Ťsszeadăs, a skalărral valć szorzăs Ćs a ‖ ‖_p fĄggvĆny, Ćs a Minkowski-egyenlŞtlensĆg szerint ezekkel L^p_K(μ) lineăris normălt tĆr. Ha p = 2 Ćs f, g ∈ L^2_K(μ), akkor a 4fg = (f +g)^2 −(f −g)^2 ŤsszefĄggĆs (vagy a HŤlder-egyenlŞtlensĆg) szerint fg integrălhatć Ćs az ⟨f, g⟩ = ∫ fg dμ ŤsszefĄggĆssel de˛niălva az f Ćs g fĄggvĆnyek belsŞ szorzatăt, L^2_K(μ) belsŞ szorzat tĆr. A belsŞ szorzatbćl Ćppen a ‖ ‖_2 norma szărmazik.

4.4.5. Riesz{Fischer-tĆtel. Ha (X, A, μ) mĆrtĆktĆr Ćs 1 ≤ p ≤ ∞, akkor L^p_K(μ) teljes.

Bizonyątăs. Legyen f_n, n = 1, 2, . . . egy Cauchy-sorozat L^p_K(μ)-ben. Vălasszunk ki teljes indukcićval egy olyan termĆszetes szămokbćl ăllć n_1 < n_2 < n_3 < . . . sorozatot, amelyre ‖f_s − f_t‖_p < 1 2^k

, ha s, t ≥ n_k.

Legyen g_k = |f_{n2} − f_{n1} | + . . . + |f_{nk+1} − f_{nk} | (k = 1, 2, . . . ),

Ćs g = lim_{k→∞} g_k. Megmutatjuk, hogy g ∈ L^p_K(μ). Nyilvăn

‖g_k‖_p = ‖ ‖|f_{n2} − f_{n1} | + . . . + |f_{nk+1} − f_{nk} | ‖ ‖_p ≤^k ∑ j=1 ‖f_{nj+1} − f_{nj} ‖_p ≤ 1.

EbbŞl p = ∞ esetĆn kŤvetkezik, hogy |g| ≤ 1 majdnem mindenĄtt, azaz ‖g‖_∞ ≤ 1. Ha 1 ≤ p < ∞, akkor Beppo Levi tĆtele szerint ∫ g^p dμ = ∫ lim_{k→∞} g^p_k dμ = lim_{k→∞} ∫ g^p_k dμ ≤ 1,

ągy g ∈ L^p_K(μ). Ez azt jelenti, hogy a ∞∑ j=1 | |f_{nj+1} (x) − f_{nj} (x) | |

sor μ-majdnem minden x-re konvergens. Ezekben a pontokban az

f_{nk} (x) = f_{n1} (x) + k−1∑ j=1 ( f_{nj+1} (x) − f_{nj} (x) )

sorozat is konvergens. Legyen f(x) = lim_{k→∞} f_{nk} (x). Ekkor f majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett mĆrhetŞ fĄggvĆny, Ćs ha m ≥ n_l Ćs k ≥ l, akkor

‖f_{nk} − f_m‖_p < 1 2^l . Most 1 ≤ p < ∞ esetĆn a Fatou-lemma szerint ∫ |f − f_m|^p dμ = ∫ lim inf k→∞ |f_{nk} − f_m|^p dμ ≤ lim inf_{k→∞} ∫ |f_{nk} − f_m|^p dμ ≤ 1 2^{pl} , ągy f − f_m ∈ L^p_K(μ), tehăt f ∈ L^p_K(μ) Ćs lim_{m→∞} ‖f − f_m‖_p = 0. Ugyanez adćdik p = ∞ esetĆn kŤzvetlen hatărătmenettel.

* 4.4.6. TĆtel. Legyen μ Radon-mĆrtĆk az X lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆren Ćs 1 ≤ p < ∞. Ekkor K_K(X) sŰrŰ L^p_K(μ)-ben a ‖ ‖_p normăra nĆzve.

Bizonyątăs. Legyen f ∈ L^p_K(μ). Az approximăcićs lemma felhasznălăsăval olyan egyszerŰ fĄggvĆnyekbŞl ăllć s_n sorozatot kaphatunk, amely majdnem mindenĄtt konvergăl f-hez Ćs amelyre |s_n| ≤ |f| (n = 1, 2, . . . ). Az |f −s_n|^p sorozatra alkalmazva Lebesgue majorălt konvergencia tĆtelĆt kapjuk, hogy ‖f − s_n‖_p → 0. Ŋgy egy adott ε > 0-hoz van olyan s ∈ L^p_K(μ) egyszerŰ fĄggvĆny, amelyre ‖f − s‖_p < ε.

Legyenek rng s nem 0 ĆrtĆkei y_1, y_2, . . . , y_n, A_j = s^{−1}{y_j } (j = 1, 2, . . . , n), A = ∪^n_{j=1}A_j Ćs M = sup { |y_j | : j = 1, 2, . . . , n } . Nyilvăn μ(A) < ∞. Egy tetszŞleges δ > 0- hoz vălaszthatunk olyan V nyąlt halmazt, amelyre A ⊂ V Ćs μ(V \ A) < δ, valamint olyan K_j , j = 1, 2, . . . , n kompakt halmazokat, amelyekre K_j ⊂ A_j Ćs μ(A_j \ K_j ) < δ. Legyen K = ∪^n_{j=1}K_j . Az Uriszon-lemma szerint minden j-re lĆtezik olyan g_j : X → [0, 1] kompakt tartćjč folytonos fĄggvĆny, amely K_j -n 1, az F_j = (X \ V ) ∪ (K \ K_j )-n pedig 0. Legyen g =

∑_n j=1 g_j y_j . Ekkor g folytonos, Ćs ∫ X |s − g|^p dμ = ∫ V \K

|s − g|^p dμ ≤ μ(V \ K) ( (n + 1)M

)_p ≤ (n + 1)δ ( (n + 1)M

)_p . EbbŞl ‖s − g‖_p < ε, ha δ elĆg kicsi, ągy

‖f − g‖_p ≤ ‖f − s‖_p + ‖s − g‖_p < 2ε.

* 4.4.7. MegjegyzĆs. ŘszrevehetjĄk, hogy a 4.4.1.{4.4.6. de˛nącićk Ćs tĆtelek nem az f, hanem az |f| fĄggvĆny tulajdonsăgain mčlnak, ągy ezeket minden nehĆzsĆg nĆlkĄl ătvihetjĄk K^n, sŞt bărmilyen valćs vagy komplex szeparăbilis Banach-tĆrbeli ĆrtĆkŰ mĆrhetŞ fĄggvĆnyekre is, az abszolčt ĆrtĆk helyett mindenĄtt normăt hasznălva. A tovăbbi ăltalănosątăs akadălya, hogy ha az Y Banach-tĆr nem szeparăbilis, akkor nem biztos, hogy kĆt mĆrhetŞ fĄggvĆny Ťsszege mĆrhetŞ, de tekinthetĄnk L^0_Y (μ)-beli fĄggvĆnyeket. Ha ( Y, ⟨., .⟩ ) Hilbert-tĆr, az (f, g) → ∫ ⟨ f(x), g(x) ⟩ dμ(x) belsŞ szorzattal az L^2_Y (μ) tĆr Hilbert-tĆr.

→ 4.4.8. Feladat: L^p-normăk K^n-en [8]. Legyen X = {1, 2, . . . , n} Ćs μ a szămlălć mĆrtĆk. Vizsgăljuk meg az L^p-tereket ebben az esetben. Văzoljuk n = 2 esetĆn az egysĆggŤmbŤt.

→ 4.4.9. Feladat [11]. Ha X = N Ćs μ a szămlălć mĆrtĆk, L^p(μ) a hagyomănyosan l^p-vel jelŤlt tĆr. Vizsgăljuk meg, hogy az alăbbi sorozatok konvergensek-e az l^p terekben, Ćs mi a hatărĆrtĆkĄk (x_n-ben n nem nulla elem van): (1) x_n = (1, 2, . . . , n, 0, 0, . . . ); (2) x_n = (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . ); (3) x_n = (1/n, 1/n, . . . , 1/n, 0, 0, . . . ); (4) x_n = (1/n^α, 1/n^α, . . . , 1/n^α, 0, 0, . . . ).

4.4.10. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy l^∞ nem szeparăbilis.

4.4.11. Feladat [8]. Zărt alteret alkotnak-e l^∞-ben a konvergens, illetve a nullsorozatok?

→ 4.4.12. Feladat [9]. Bizonyątsuk be, hogy egy μ vĆges mĆrtĆk esetĆn L^p_K(μ) ⊂ L^q_K(μ), ha 1 ≤ q < p ≤ ∞, Ćs ‖f‖_∞ = lim_{p→∞} ‖f‖_p, ha f mĆrhetŞ fĄggvĆny. Igazoljuk, hogy ha a mĆrtĆk a Lebesgue-mĆrtĆk [0, 1]-en, akkor a tartalmazăs valćdi, Ćs L^∞_K (μ) ≠ ∩_{1≤p<∞}L^p_K(μ).

→ 4.4.13. Feladat [9]. Vizsgăljuk meg mĆrhetŞ fĄggvĆnyek pontonkĆnti, egyenletesen, L^2-normăban, majdnem mindenĄtt Ćs mĆrtĆkben valć konvergenciăja kŤzŤtt a kapcsolatot.

→ 4.4.14. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy l^q ⊂ l^p, ha 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞.

→ 4.4.15. Feladat [9]. Igazoljuk, hogy L^p_K(λ^n) ⊄ L^q_K(λ^n), ha p ≠ q.

4.4.16. Feladat [8]. Adjunk pĆldăt L^1_K(λ)-ban olyan korlătos sorozatra, amely nem konvergens, de majdnem mindenĄtt nullăhoz tart.

* 4.4.17. Feladat [7]. Bizonyątsuk be, hogy 1 < p < ∞ esetĆn a HŤlder-egyenlŞt-lensĆgben akkor Ćs csak akkor teljesĄl egyenlŞsĆg, ha van olyan c ≥ 0, hogy μ-majdnem minden x-re | |f(x) | |^p = c | |g(x) | |^q vagy μ-majdnem minden x-re c | |f(x) | |^p = | |g(x) | |^q . Mikor teljesĄl egyenlŞsĆg a p = 1 esetben?

* 4.4.18. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy 1 < p < ∞ esetĆn L^p_K(μ) szigorčan normălt, de p = 1 Ćs p = ∞ esetĆn ăltalăban nem.

* 4.4.19. Feladat [9]. Igazoljuk, hogy 1 ≤ p ≤ ∞, p ≠ 2 esetĆn L^p_K(μ) normăja ăltalăban nem szărmazik belsŞ szorzatbćl.

* 4.4.20. Feladat [11]. Egy (X, A, μ) mĆrtĆktĆr băzisăn egy olyan B ⊂ A halmazrendszert ĆrtĄnk, amelyre minden ε > 0-hoz Ćs A ∈ A-hoz van olyan B ∈ B, hogy μ(A △ B) < ε. Bizonyątsuk be, hogy az L^p_K(μ), 1 ≤ p < ∞ terek pontosan akkor szeparăbilisak, ha a mĆrtĆktĆrnek lĆtezik megszămlălhatć băzisa.

* 4.4.21. Feladat [11]. Egy A ⊂ R^n halmazt m-rekti˛kălhatćnak nevezĄnk, ha χ^mmĆrhetŞ, Ćs χ^m-majdnem rĆsze megszămlălhatć sok f : R^m → R^n Lipschitz-fĄggvĆny ĆrtĆkkĆszlete unićjănak. Mutassuk meg, hogy az L^p_K(μ)-terek (1 ≤ p < ∞) szeparăbilisak, ha a μ mĆrtĆk a Lebesgue-mĆrtĆk vagy a χ^m Hausdor¸-mĆrtĆk egy m-rekti˛kălhatć halmazon.

* 4.4.22. Feladat [12]. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr Ćs tegyĄk fel, hogy L^1_K(μ) = L^∞_K (μ). Igazoljuk, hogy ekkor L^1_K(μ) = L^∞_K (μ) vĆges dimenzićs.

* 4.4.23. Feladat [14]. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, Ćs f valćs ĆrtĆkŰ mĆrhetŞ fĄggvĆny. Bizonyątsuk be, hogy a P = { p : 1 ≤ p < ∞, ‖f‖_p < ∞ }

halmaz intervallum; a p → ‖f‖_p lekĆpezĆse P -nak R-ba folytonos; az U = { u : 1 ≤ 1/u < ∞, 0 < ‖f‖_{1/u} < ∞ }

halmaz is intervallum; az u → ln ‖f‖_{1/u} lekĆpezĆse U-nak R-be konvex.

* 4.4.24. Feladat [10]. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr Ćs (Y, d) metrikus tĆr. Mutassuk meg, hogy ha 1 ≤ p < ∞, akkor

d_p(f, g) = (∫ d ( f(x), g(x)

)_p

dμ(x)

)_{1/p} , ha f, g ∈ L^0_Y (μ)

eltĆrĆs. Igazoljuk, hogy

d_∞(f, g) = inf { r : r ≥ 0, μX ( d(f, g) > r ) = 0 } , ha f, g ∈ L^0_Y (μ)

is eltĆrĆs. Bizonyątsuk be, hogy ha 0 < p < 1, akkor

(f, g) → (∫ d ( f(x), g(x)

)_p dμ(x)

)_{1/p}

ăltalăban nem eltĆrĆs, de

d_p(f, g) = ∫ d ( f(x), g(x)

)_p

dμ(x), ha f, g ∈ L^0_Y (μ)

eltĆrĆs. Ha Y normălt tĆr, azon f ∈ L^0_Y (μ) fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyekre d_p(f, 0) < ∞, jelŤlje L^p_Y (μ). Mutassuk meg, hogy az f → d_p(f, 0) lekĆpezĆs ăltalăban nem norma.

4.5. A Riemann- Ćs a Lebesgue-integrăl kapcsolata

4.5.1. De˛nącić. A Lebesgue-mĆrtĆk szerinti integrălt Lebesgue-integrălnak, a Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆk szerinti integrălt pedig Lebesgue{Stieltjes-integrălnak nevezzĄk. Ha egy egydimenzićs intervallum felett integrălunk, amelynek vĆgpontjai a Ćs b, a ≤ b, tovăbbă a vĆgpontoknak az intervallumba valć beletartozăsa lĆnyegtelen vagy egyĆrtelmŰ, akkor az intervallum feletti integrălt

∫_b a f dμ-vel is jelŤljĄk. Az a > b esetben

∫_b a f dμ = − ∫_a b f dμ.

Az alăbbiakban bebizonyątjuk, hogy egy [a, b] ⊂ R zărt intervallumon Riemannintegrălhatć fĄggvĆny mindig Lebesgue-integrălhatć is Ćs a kĆt integrăl megegyezik. (A megfordątăs nem igaz, pĆldăul ξ_Q, a racionălis szămok halmazănak karakterisztikus fĄggvĆnye egyetlen [a, b] ⊂ R, a < b intervallumon sem Riemann-integrălhatć, de Lebesgueintegrălhatć, mert majdnem mindenĄtt nulla.) MellĆkeredmĆnykĆnt nyerjĄk a Riemannintegrălhatćsăg Lebesgue-kritĆriumăt.

4.5.2. De˛nącić. Legyen [a, b] ⊂ R korlătos zărt intervallum, f : [a, b] → R korlătos fĄggvĆny, x ∈ [a, b], δ > 0 Ćs legyen

m_δ(x) = inf { f(y) : y ∈ [a, b], |x − y| < δ } ; M_δ(x) = sup { f(y) : y ∈ [a, b], |x − y| < δ } .

Nyilvănvalć, hogy m_δ(x) ≤ f(x) ≤ M_δ(x), Ćs hogy a δ csŤkkentĆsĆvel m_δ(x) csak nŞhet, M_δ(x) pedig csak csŤkkenhet, ągy lĆteznek a

m(x) = lim_{δ↓0} m_δ(x) Ćs M(x) = lim_{δ↓0} M_δ(x)

hatărĆrtĆkek, tovăbbă

m_δ (x) ≤ m(x) ≤ f(x) ≤ M(x) ≤ M_δ(x)

minden x ∈ [a, b]-re Ćs δ > 0-ra. Az ągy de˛niălt m Ćs M fĄggvĆnyeket az f alsć, illetve felsŞ Baire-fĆle fĄggvĆnyeinek nevezzĄk.

4.5.3. TĆtel. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel f pontosan akkor folytonos egy x ∈ [a, b] pontban, ha m(x) = M(x).

Bizonyątăs. Ha f folytonos az x pontban, akkor adott ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy ha y ∈ [a, b] Ćs |x − y| < δ, akkor | f(x) − f(y) | < ε, amibŞl M_δ(x) − m_δ(x) ≤ 2ε, tehăt m(x) = M(x). Megfordątva, ha m(x) = f(x) = M(x), akkor van olyan δ_1 Ćs δ_2, hogy M_{δ1} (x) − M(x) < ε Ćs m(x) − m_{δ2} (x) < ε. EbbŞl δ = min{δ_1, δ_2}-re y ∈ [a, b], |x − y| < δ esetĆn | f(x) − f(y) | < ε.

4.5.4. TĆtel. Egy f : [a, b] → R korlătos fĄggvĆny pontosan akkor Riemannintegrălhatć [a, b]-n, ha λ-majdnem minden x ∈ [a, b] pontban folytonos, tovăbbă, ha f Riemann-integrălhatć [a, b]-n, akkor lĆtezik az [a, b] feletti Lebesgue-integrălja is, Ćs a kĆt integrăl megegyezik.

Bizonyątăs. Rudin [40] jelŤlĆseit hasznălva vălasszunk az [a, b] beosztăsainak egy olyan P_k, k = 1, 2, 3, . . . sorozatăt, amelyre P_{k+1} ˛nomątăsa P_k -nak, P_k szomszĆdos osztćpontjainak tăvolsăga kisebb, mint 1/k, tovăbbă

lim_{k→∞} A(P_k, f) = ∫ − f dx, lim_{k→∞} F (P_k , f) = −∫ f dx.

Ha P_k = {x_0, x_1, . . . , x_{nk} }, ahol a = x_0 < x_1 < x_2 < . . . < x_{nk} = b, akkor de˛niăljuk az A_k Ćs F_k egyszerŰ fĄggvĆnyeket (a, b]-n az

A_k(x) = m_i = inf{f(x) : x_{i−1} ≤ x ≤ x_i}, ha x_{i−1} < x ≤ x_i (1 ≤ i ≤ n_k), F_k(x) = M_i = sup{f(x) : x_{i−1} ≤ x ≤ x_i}, ha x_{i−1} < x ≤ x_i (1 ≤ i ≤ n_k)

ŤsszefĄggĆssel. Ekkor

A(P_k , f) =

∫_b a A_k (x) dλ(x), F (P_k, f) =

∫_b a F_k(x) dλ(x), Ćs A_k(x) ≤ A_{k+1}(x) ≤ f(x) ≤ F_{k+1}(x) ≤ F_k(x), ha x ∈ (a, b] Ćs k = 1, 2, . . . . Mivel ha x ∈ [a, b] \ P_k Ćs (x − δ, x + δ) ⊂ (x_i, x_{i+1}], akkor

A_k (x) = m_i ≤ m_δ(x) ≤ m(x) ≤ M(x) ≤ M_δ(x) ≤ M_i = F_k(x),

azt kapjuk, hogy lim_{k→∞} A_k (x) ≤ m(x) ≤ M(x) ≤ lim_{k→∞} F_k(x),

ha x ∈ [a, b] \ ∪^∞_{k=1}P_k, azaz λ-majdnem minden elemĆre [a, b]-nek. MăsrĆszt, ha δ > 0, 1/k < δ Ćs x ∈ (x_{i−1}, x_i) valamely 1 ≤ i ≤ n_k-ra, akkor [x_{i−1}, x_i] ⊂ (x − δ, x + δ), ągy

m_δ (x) ≤ m_i = A_k(x) ≤ F_k(x) = M_i ≤ M_δ(x),

amibŞl m(x) ≤ lim_{k→∞} A_k(x) ≤ lim_{k→∞} F_k(x) ≤ M(x),

ha x ∈ (a, b]. Ez azt jelenti, hogy az A_k, illetve F_k fĄggvĆnysorozatok λ-majdnem minden x ∈ [a, b]-re konvergălnak a m, illetve M fĄggvĆnyekhez. Ŋgy m Ćs M az [a, b]-n λ-mĆrhetŞek, Ćs Lebesgue majorălt konvergencia tĆtele szerint ∫ − f dx = lim_{k→∞}

∫_b a A_k dλ =

∫_b a m dλ, −∫ f dx = lim_{k→∞}

∫_b a F_k dλ =

∫_b a M dλ.

EbbŞl ∫_b a (M − m) dλ = −∫ f dx − ∫ − f dx,

amibŞl felhasznălva a m ≤ f ≤ M egyenlŞtlensĆget Ćs az elŞzŞ tĆtelt, kapjuk az ăllątăst.

Hasonlć ăllątăs igaz Riemann{Stieltjes-integrălokra is, ha a Riemann{Stieltjes-integ-rălt SzŞkefalvi-Nagy [45] kŤnyve szerint, tetszŞleges integrălkŤzelątŞ Ťsszegek segątsĆgĆvel de˛niăljuk, de nem igaz, ha alsć Ćs felsŞ integrălkŤzelątŞ Ťsszegek segątsĆgĆvel, Rudin [40] kŤnyvĆt kŤvetve de˛niăljuk; lăsd Rudin [40] kŤnyvĆben a 148. oldalon a 3. feladatot.

4.5.5. TĆtel. Legyen g : R → R monoton nŤvekedŞ fĄggvĆny, a, b a g-nek folytonossăgi pontjai, a < b Ćs f : [a, b] → R egy korlătos fĄggvĆny. Az

∫_b a f dg Riemann{ Stieltjes-integrăl (SzŞkefalvi-Nagy [45] kŤnyve szerinti Ćrtelemben) pontosan akkor lĆtezik, ha λ_g -majdnem minden x ∈ [a, b] pontban f folytonos. Ekkor lĆtezik az

∫_b a f dλ_g Lebesgue{Stieltjes-integrăl is, Ćs a kĆt integrăl megegyezik.

Bizonyątăs. Hasonlćan vĆgezhetŞ, mint a Riemann-integrăl esetĆben.

MegjegyezzĄk, hogy a tŤbbdimenzićs esetben is hasonlć ăllątăsok igazak.

→ 4.5.6. Feladat [4]. Mennyi

∫_{2π} 0 e^{ix} dλ(x)?

→ 4.5.7. Feladat [6]. Szămątsuk ki az

∫_1 0 x^α dλ(x) Ćs

∫_∞ 1 x^α dλ(x) integrălokat, ahol α ∈ R.

4.5.8. Feladat [8]. Legyen f : [0, 1] → R olyan Lebesgue-integrălhatć fĄggvĆny, amelyre

∫_x 0 f dλ = 0 minden x ∈ [0, 1]-re. Mutassuk meg, hogy f = 0 majdnem mindenĄtt.

4.5.9. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy egy zărt intervallumon Riemann-integ-rălhatć fĄggvĆny esetĆn az integrăl mint a felsŞ hatăr fĄggvĆnye majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć.

→ 4.5.10. Feladat [8]. Adjunk pĆldăt olyan f : (0, 1] → R folytonos fĄggvĆnyre, amelyre lim_{δ↓0}

∫_1 δ f(x) dλ(x) vĆges, de f a (0, 1]-en nem Lebesgue-integrălhatć.

4.5.11. Feladat [10]. Milyen α, β ∈ R esetĆn lĆtezik az

∫_1 0 x^α sin x^β dλ(x) Lebesgue-integrăl, Ćs mikor lĆtezik a lim_{ε↓0}

∫_1 ε x^α sin x^β dλ(x) hatărĆrtĆk?

→ 4.5.12. Feladat [5]. Adjunk pĆldăt olyan f : R → R korlătos fĄggvĆnyre, amely λ-majdnem mindenĄtt egyenlŞ egy folytonos fĄggvĆnnyel, de sehol sem folytonos.

→ 4.5.13. Feladat [5]. Adjunk pĆldăt olyan f : R → R korlătos fĄggvĆnyre, amely λ-majdnem mindenĄtt folytonos, de nincs olyan folytonos fĄggvĆny, amellyel λ-majdnem mindenĄtt egyenlŞ.

* 4.5.14. Feladat [13]. Igaz-e, hogy egy korlătos Lebesgue-mĆrhetŞ fĄggvĆny majdnem mindenĄtt egyenlŞ egy majdnem mindenĄtt folytonos fĄggvĆnnyel?

* 4.5.15. Feladat [10]. Legyen f az A ⊂ R Lebesgue-mĆrhetŞ halmazon integrălhatć valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆny, 0 < c < λ(A). Mutassuk meg, hogy ha f integrălja az A tetszŞleges c mĆrtĆkŰ rĆszhalmazăn 0, akkor f madnem mindenĄtt nulla.

* 4.5.16. Feladat [11]. Legyen f az A ⊂ R Lebesgue-mĆrhetŞ halmazon integrălhatć valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆny, amelynek integrălja 0. Mutassuk meg, hogy 0 ≤ c ≤ λ(A) esetĆn van olyan B ⊂ A mĆrhetŞ halmaz, amelyre λ(B) = c Ćs a B-n az integrăl szintĆn nulla.

5. MŘRTŘKEK SZORZATA

5.1. A Fubini-tĆtel

5.1.1. De˛nącić. Legyenek (X, A, μ) Ćs (X, B, ν) mĆrtĆkterek. JelŤlje μ ⊗ ν az A × B → μ(A)ν(B), A ∈ A, B ∈ B halmazfĄggvĆnyhez (itt 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0) tartozć kĄlsŞ mĆrtĆket X × Y -on. A μ ⊗ ν-mĆrhetŞ halmazok osztălyăt A ⊗ B-vel fogjuk jelŤlni, μ ⊗ ν megszorątăsăt erre a halmazrendszerre a μ Ćs ν mĆrtĆkek szorzatănak nevezzĄk Ćs (nem teljesen korrekt mćdon) ezt is μ ⊗ ν-vel jelŤljĄk.

5.1.2. Fubini tĆtele. Legyenek (X, A, μ) Ćs (Y, B, ν) teljes mĆrtĆkterek. Ekkor (1) ha A μ-mĆrhetŞ, B pedig ν-mĆrhetŞ halmaz, akkor az A × B halmaz μ ⊗ ν-mĆrhetŞ Ćs (μ ⊗ ν)(A × B) = μ(A)ν(B) (itt 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0).

Ha f egy olyan bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆny, amelynek μ ⊗ ν-integrălja lĆtezik, Ćs f egy σ-vĆges halmazon kąvĄl eltŰnik, akkor (2) az x → f(x, y) fĄggvĆny μ-integrălja lĆtezik ν-majdnem minden y ∈ Y -ra; (3) az y → f(x, y) fĄggvĆny ν-integrălja lĆtezik μ-majdnem minden x ∈ X-re; (4) az y → ∫ X f(x, y) dμ(x) fĄggvĆny ν-integrălja lĆtezik;

(5) az x → ∫ Y f(x, y) dν(x) fĄggvĆny μ-integrălja lĆtezik;

(6) ∫ X×Y f(x, y) d(μ ⊗ ν)(x, y) = ∫ Y ∫ X f(x, y) dμ(x) dν(y) = ∫ X ∫ Y f(x, y) dν(y) dμ(x).

Bizonyątăs. JelŤlje F az olyan S ⊂ X × Y halmazok osztălyăt, amelyeknek ξ_S karakterisztikus fĄggvĆnyĆre a

ϱ(S) = ∫ Y ∫ X ξ_S (x, y) dμ(x) dν(y)

kĆtszeres integrăl Ćrtelmezve van. KĆtszer alkalmazva a nemnegatąv fĄggvĆnyek integrăljănak megszămlălhatć additivităsăt, illetve Lebesgue majorălt konvergencia tĆtelĆt, kapjuk, hogy

(7) ha S_1, S_2, S_3, . . . diszjunkt elemei F-nek, akkor

∪^∞_{j=1}S_j ∈ F Ćs ∞∑ j=1 ϱ(S_j ) = ϱ(∪^∞_{j=1}S_j );

(8) ha S_1 ⊃ S_2 ⊃ S_3 . . . egy F-beli sorozat, Ćs ϱ(S_1) < ∞, akkor

∩^∞_{j=1}S_j ∈ F Ćs lim_{j→∞} ϱ(S_j ) = ϱ(∩^∞_{j=1}S_j ).

TekintsĄk a P_0 ={A × B : A μ-mĆrhetŞ, B ν-mĆrhetŞ}, P_1 ={∪^∞_{i=1}S_i : S_i ∈ P_0}, P_2 ={∩^∞_{i=1}S_i : S_i ∈ P_1} halmazrendszereket, Ćs vegyĄk Ćszre, hogy ha A × B ∈ P_0, akkor ϱ(A × B) = μ(A)ν(B). Innen P_0 ⊂ F. VegyĄk Ćszre tovăbbă, hogy ha A × B ∈ P_0 Ćs C × D ∈ P_0, akkor (A × B) ∩ (C × D) = (A ∩ C) × (B ∩ D) ∈ P_0 Ćs

(A × B) \ (C × D) = ( (A \ C) × B ) ∪ ( (A ∩ C) × (B \ D) ) kĆt diszjunkt P_0-beli halmaz unićja. EbbŞl kŤvetkezik, hogy P_1 minden tagja elŞălląthatć diszjunkt P_0-beli halmazok unićjakĆnt. Ŋgy P_1 ⊂ F. KĆt P_1-beli halmaz metszete is P_1- ben van. Ŋgy P_2 minden eleme P_1-beli halmazok csŤkkenŞ sorozatănak a metszete.

Megmutatjuk, hogy bărmely S ⊂ X × Y -ra

(μ ⊗ ν)(S) = inf { ϱ(V ) : S ⊂ V ∈ P_1 } , Ćs van olyan W halmaz, hogy

S ⊂ W ∈ P_2 Ćs (μ ⊗ ν)(S) = (μ ⊗ ν)(W ) = ϱ(W ).

ElŞszŤr is, ha A_1 × B_1, A_2 × B_2, A_3 × B_3, . . . a P_0 osztălyban vannak, Ćs

S ⊂ V = ∞⋃ j=1 A_j × B_j ,

akkor ξ_V ≤ ∞∑ j=1 ξ_{Aj ×Bj} ,

amibŞl ϱ(V ) ≤ ∞∑ j=1 ϱ(A_j × B_j ) = ∞∑ j=1 μ(A_j )ν(B_j ),

5.1. A Fubini-tĆtel 75

tovăbbă egyenlŞsĆg teljesĄl, ha az A_j × B_j halmazok diszjunktak. Măsodszor, a

(μ ⊗ ν)(S) < ∞

esetben, vălaszthatunk V_1 ⊃ V_2 ⊃ V_3 ⊃ . . . halmazokat čgy, hogy S ⊂ V_j ∈ P_1 Ćs

(μ ⊗ ν)(S) = lim_{j→∞} ϱ(V_j )

teljesĄljŤn. VĆgĄl, legyen W = ∩^∞_{j=1}V_j , ha (μ ⊗ ν)(S) < ∞, ha pedig (μ ⊗ ν)(S) = ∞, akkor legyen W = X × Y .

(1) bizonyątăsăhoz tegyĄk fel, hogy A × B ∈ P_0. Mivel

μ(A)ν(B) = ϱ(A × B) ≤ ϱ(V )

minden A × B ⊂ V ∈ P_1-re, kapjuk, hogy μ(A)ν(B) ≤ (μ ⊗ ν)(A × B). A măsik irănyč egyenlŞtlensĆg triviălis. Tovăbbă, ha T ⊂ X × Y , akkor T ⊂ U ∈ P_1-bŞl U ∩ (A × B) Ćs U \ (A × B) diszjunkt P_1-beli halmazok, ągy

(μ ⊗ ν) ( T ∩ (A × B) ) + (μ ⊗ ν) ( T \ (A × B) ) ≤ ϱ ( U ∩ (A × B) ) + ϱ ( U \ (A × B) ) = ϱ(U),

amibŞl U-ra alsć hatărt vĆve az A × B halmaz μ ⊗ ν-mĆrhetŞsĆge adćdik. (1)-bŞl kŤvetkezik, hogy P_2 minden eleme μ ⊗ ν-mĆrhetŞ. Ha most (μ ⊗ ν)(S) = 0, akkor S benne van valamely W ∈ P_2 halmazban, amelyre ϱ(W ) = 0, innen μ Ćs ν teljessĆge miatt ϱ(S) = 0.

Ha (μ ⊗ ν)(S) < ∞ Ćs az S halmaz μ ⊗ ν-mĆrhetŞ, akkor S benne van egy W ∈ P_2 halmazban, amelyre (μ ⊗ ν)(S) = (μ ⊗ ν)(W ) = ϱ(W ), innen (μ ⊗ ν)(W \ S) = 0. Ŋgy ϱ(W \ S) = 0, μ { x : (x, y) ∈ S } = μ { x : (x, y) ∈ W } teljesĄl ν-majdnem minden y ∈ Y -ra. Ez azt jelenti, hogy

ϱ(S) = ϱ(W ) = (μ ⊗ ν)(S),

azaz (2), (4) Ćs (6) elsŞ egyenlŞsĆge teljesĄl S karakterisztikus fĄggvĆnyĆre. Ugyanez teljesĄl, ha S tetszŞleges σ-vĆges μ ⊗ ν-mĆrhetŞ halmaz. (3), (5) Ćs (6) măsodik fele μ Ćs ν szerepĆnek felcserĆlĆsĆvel kaphatć a σ-vĆges μ ⊗ ν-mĆrhetŞ halmazok karakterisztikus fĄggvĆnyeire. VĆgĄl az approximăcićs lemma Ćs Beppo Levi tĆtele alapjăn kapjuk a tĆtelt nemnegatąv, az integrăl de˛nącićja alapjăn pedig tetszŞleges fĄggvĆnyekre.

5.1.3. De˛nącić. Ha (X_i, A_i, μ_i) mĆrtĆkterek, i = 1, 2, . . . , n, akkor teljes indukcićval de˛niăljuk a

μ_1 ⊗ μ_2 ⊗ · · · ⊗ μ_n = (μ_1 ⊗ μ_2 ⊗ · · · ⊗ μ_{n−1}) ⊗ μ_n

kĄlsŞ mĆrtĆket (X_1 × X_2 × . . . × X_{n−1}) × X_n-en. Legyen tovăbbă

A_1 ⊗ A_2 ⊗ · · · ⊗ A_n = (A_1 ⊗ A_2 ⊗ · · · ⊗ A_{n−1}) ⊗ A_n.

A μ_1 ⊗ μ_2 ⊗ · · · ⊗ μ_n kĄlsŞ mĆrtĆk leszŰkątĆsĆt A_1 × A_2 × · · · × A_n-re szorzatmĆrtĆknek nevezzĄk, Ćs (nem teljesen korrekt mćdon) szintĆn μ_1 ⊗ μ_2 ⊗ · · · ⊗ μ_n-nel jelŤljĄk. Ha X_1 = X_2 = . . . = X_n = X, A_1 = A_2 = . . . = A_n = A Ćs μ_1 = μ_2 = . . . = μ_n = μ, akkor μ^n-et Ćs A^n-et ąrunk.

→ 5.1.4. Feladat [7]. Legyen λ a Lebesgue-mĆrtĆk, μ pedig a szămlălć mĆrtĆk [0, 1]- en. Mutassuk meg, hogy a δ(x, y) = 1, ha x = y, δ(x, y) = 0, ha x ≠ y ŤsszefĄggĆssel de˛niălt Kronecker-delta μ ⊗ λ-mĆrhetŞ, Ćs hatărozzuk meg a Fubini-tĆtelben szereplŞ integrălokat. MiĆrt nem mond ellent az eredmĆny a Fubini-tĆtelnek?

5.1.5. Feladat [10]. Szămątsuk ki az

∫_1 0 ∫_1 0 f(x, y) dλ(x) dλ(y),

∫_1 0 ∫_1 0 f(x, y) dλ(y) dλ(x),

∫_1 0 ∫_1 0 | |f(x, y) | | dλ(x) dλ(y),

∫_1 0 ∫_1 0 | |f(x, y) | | dλ(y) dλ(x)

integrălokat, ha (1) f(x, y) = (x^2 − y^2)/(x^2 + y^2)^2;

(2) f(x, y) = 1/(x − 1/2)^3, ha 0 < y < |x − 1/2| Ćs 0 egyĆbkĆnt; (3) f(x, y) = (x − y)/(x^2 + y^2)^{3/2}; (4) f(x, y) = 1/(1 − xy)^p, ahol p > 0.

5.1.6. Feladat: az integrăl mint gŤrbe alatti terĄlet [10]. Legyen (X, A, μ) egy σ-vĆges mĆrtĆktĆr, λ a Lebesgue-mĆrtĆk R-en, f : X → [0, ∞] mĆrhetŞ fĄggvĆny, Ćs

T_∗ = { (x, t) : (x, t) ∈ X × R, 0 ≤ t < f(x) } , T^∗ = { (x, t) : (x, t) ∈ X × R, 0 ≤ t ≤ f(x) } . Igazoljuk, hogy a T_∗ Ćs T^∗ halmazok μ ⊗ λ-mĆrhetŞek, Ćs

(μ ⊗ λ)(T_∗) = (μ ⊗ λ)(T^∗) = ∫ X f dμ.

(Lebesgue eredetileg a nemnegatąv valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek Lebesgue-integrăljăt gŤrbe alatti terĄletkĆnt de˛niălta.)

* 5.1.7. Feladat: a nagy szămok gyenge tŤrvĆnye [13]. Legyenek (X_γ , A_γ , μ_γ ), γ ∈ ` valćsząnŰsĆgi mĆrtĆkterek. Az ∏ γ∈� A_γ → n∏ i=1 μ_{γi} (A_{γi} ),

n ∈ N, γ_i ∈ ` păronkĆnt kĄlŤnbŤzŞ indexek, A_{γi} ∈ A_{γi} , ha i = 1, . . . , n Ćs A_γ = X_γ , ha γ ≠ γ_i, i = 1, 2, . . . , n ŤsszefĄggĆssel Ćrtelmezett halmazfĄggvĆnyhez tartozć μ kĄlsŞ mĆrtĆket ∏ γ∈� μ_γ -val jelŤljĄk, az erre nĆzve mĆrhetŞ halmazok osztălyăt pedig ∏ γ∈� A_γ -val.

A μ megszorątăsăt a μ-mĆrhetŞ halmazok osztălyăra a μ_γ mĆrtĆkek szorzatănak nevezzĄk. Legyen ` = N, X_n = {−1, 1}, A_n az X_n Ťsszes rĆszhalmazainak osztălya, μ_n pedig a szămlălć mĆrtĆk 1/2-szerese, ha n ∈ N. Legyen f_n(x) = x_n, ha x = (x_0, x_1, x_2, . . . ). Bizonyątsuk be, hogy az f_n mĆrhetŞ fĄggvĆnysorozat mĆrtĆkben az azonosan nulla fĄggvĆnyhez tart.

* 5.1.8. ProblĆma [?]. Igaz-e, hogy ha μ kĄlsŞ mĆrtĆk X-en, ν pedig kĄlsŞ mĆrtĆk Y -on, akkor az A × B → μ(A)ν(B) lekĆpezĆs σ-szubadditąv X × Y rĆszhalmazain?

5.2. A Lebesgue-mĆrtĆk az euklideszi tĆren

5.2.1. De˛nącić. A λ^n n-dimenzićs Lebesgue kĄlsŞ mĆrtĆket R^n-en mint a

λ^n = λ ⊗ λ ⊗ · · · ⊗ λ

n-tĆnyezŞs szorzatot de˛niăljuk. Az n-dimenzićs Lebesgue-mĆrhetŞ halmazok osztălyăt L^n-nel jelŤljĄk. A λ^n kĄlsŞ mĆrtĆk megszorątăsăt L^n-re n-dimenzićs Lebesgue-mĆrtĆknek nevezzĄk, Ćs szintĆn λ^n-nel jelŤljĄk.

5.2.2. TĆtel. A λ^n szorzatmĆrtĆk Radon-mĆrtĆk R^n-en, tovăbbă

(1) λ^n(S) = inf { λ^n(V ) : V nyąlt, S ⊂ V } minden S ⊂ R^n-re.

Bizonyątăs. A Fubini-tĆtelt ismĆtelten alkalmazva kapjuk, hogy az

(a_1, b_1) × (a_2, b_2) × · · · × (a_n, b_n)

alakč n-dimenzićs nyąlt intervallumok mĆrhetŞek. Mivel azok az n-dimenzićs nyąlt intervallumok, amelyekre minden a_i Ćs b_i racionălis, megszămlălhatć băzisăt alkotjăk R^n topolćgiăjănak, R^n minden nyąlt rĆszhalmaza mĆrhetŞ.

A kompakt halmazok mĆrtĆke vĆges, mivel intervallumba foglalhatćk. Mivel R^n minden nyąlt rĆszhalmaza σ-kompakt, tetszŞleges V nyąlt halmazhoz lĆtezik kompakt halmazok egy K_1 ⊂ K_2 ⊂ K_3 ⊂ . . . sorozata, amelyre ∪^∞_{i=1}K_i = V . Ŋgy a mĆrtĆk folytonossăgăbćl

λ^n(V ) = lim_{i→∞} λ^n(K_i) ≤ sup { λ^n(K) : K ⊂ V , K kompakt } . A măsik irănyč egyenlŞtlensĆg triviălis. VĆgĄl n szerinti teljes indukcićval bebizonyątjuk (1)-et. Legyen ε > 0, Ćs tegyĄk fel, hogy n − 1-re măr tudjuk az ăllątăst. Nyilvăn feltehetjĄk, hogy λ^n(S) < ∞. Vălasszunk egy olyan S ⊂ ∞⋃ i=1 (A_i × B_i)

lefedĆst, amelyre az A_i halmaz λ^{n−1}-mĆrhetŞ, a B_i halmaz λ-mĆrhetŞ, ha i = 1, 2, . . . , tovăbbă λ^{n−1}(A_i) < ∞, λ(B_i) < ∞, Ćs ∞∑ i=1 λ^{n−1}(A_i)λ(B_i) ≤ λ^n(S) + ε.

Vălasztva minden i-re olyan V_i Ćs W_i nyąlt halmazokat, amelyekre A_i ⊂ V_i, B_i ⊂ W_i Ćs

λ^{n−1}(V_i)λ(W_i) ≤ λ^{n−1}(A_i)λ(B_i) + ε 2^i , az U = ∪^∞_{i=1}(V_i × W_i) nyąlt halmazra S ⊂ U Ćs

λ^n(U) ≤ ∞∑ i=1 λ^{n−1}(V_i)λ(W_i) ≤ ∞∑ i=1 ( λ^{n−1}(A_i)λ(B_i) + ε 2^i ) ≤ λ^n(S) + 2ε.

* 5.2.3. Lemma. Legyenek a_1, . . . , a_n Ćs b_1, . . . , b_n valćs szămok, τ pedig a

τ(x_1, x_2, . . . , x_n) = (a_1x_1 + b_1, a_2x_2 + b_2, . . . , a_nx_n + b_n), ha (x_1, x_2, . . . , x_n) ∈ R^n

ŤsszefĄggĆssel adott a‹n transzformăcićja R^n-nek Ťnmagăba, Ćs legyen

Jτ = |a_1a_2 · · · a_n|.

Ekkor λ^n ( τ(S) ) = Jτ · λ^n(S) minden S ⊂ R^n-re,

tovăbbă ha S mĆrhetŞ, akkor τ(S) is mĆrhetŞ.

Bizonyątăs. A bizonyątăst teljes indukcićval vĆgezzĄk. A 2.1.3. tĆtelben n = 1-re măr igazoltuk az ăllątăst. Legyen n > 1 Ćs tegyĄk fel, hogy n − 1-re igaz az ăllątăs, legyen tovăbbă S ⊂ R^n Ćs

τ^∗ : (x_1, . . . , x_{n−1}) → (a_1x_1 + b_1, . . . , a_{n−1}x_{n−1} + b_{n−1}), ha (x_1, . . . , x_{n−1}) ∈ R^{n−1},

τ^′ : x_n → a_nx_n + b_n, ha x_n ∈ R.

Ha S ⊂ ∪^∞_{i=1}(A_i × B_i), ahol A_i ∈ L^{n−1} Ćs B_i ∈ L, akkor

τ(S) ⊂ ∞⋃ i=1 τ(A_i × B_i) = ∞⋃ i=1 ( τ^∗(A_i) × τ^′(B_i) ) ,

amibŞl

λ^n ( τ(S) ) ≤ |a_1a_2 · · · a_{n−1}||a_n| ∞∑ i=1 λ^{n−1}(A_i)λ(B_i),

Ćs ągy λ^n ( τ(S) ) ≤ Jτ · λ^n(S).

Ha valamelyik a_i nulla, akkor kĆszen is vagyunk. Ha nem, akkor τ^{−1}-re alkalmazva az eddigieket, kapjuk a măsik irănyč egyenlŞtlensĆget. A τ(S) halmaz mĆrhetŞsĆge a

λ^n ( T ∩ τ(S) ) + λ^n ( T \ τ(S) ) = Jτ · λ^n ( τ^{−1}(T ) ∩ S ) + Jτ · λ^n ( τ^{−1}(T ) \ S ) = Jτ · λ^n ( τ^{−1}(T ) ) = λ^n(T )

ŤsszefĄggĆsbŞl kŤvetkezik.

* 5.2.4. TĆtel. Legyen μ egy Radon-mĆrtĆk R^n-en, Ćs legyen A a μ ĆrtelmezĆsi tartomănya. TegyĄk fel, hogy μ eltolăsinvariăns, azaz

A + b ∈ A Ćs μ(A + b) = μ(A) minden A ∈ A, b ∈ R^n-re.

Ekkor van olyan c ≥ 0 konstans, hogy

μ(A) = cλ^n(A) minden A ∈ A-ra.

Bizonyątăs. Ugyančgy, mint az 5.2.2. tĆtel bizonyątăsăban, kapjuk, hogy R^n × R^n minden Borel-halmaza μ × λ^n-mĆrhetŞ. Legyen K egy rŤgzątett, nem Ąres, kompakt lezărtč nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek, V pedig tetszŞleges nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek. Felhasznălva, hogy az { (x, y) : y ∈ K, x + y ∈ V } Ćs { (x, y) : y ∈ V, y − x ∈ K } halmazok nyąlt halmazok, a Fubini-tĆtel Ćs az elŞzŞ lemma szerint

λ^n(V )μ(K) = ∫ R^n ∫ R^n

ξ_V (x) dλ^n(x)ξ_K (y) dμ(y) = ∫ R^n ∫ R^n

ξ_{V −y}(x) dλ^n(x)ξ_K (y) dμ(y) = ∫ R^n ∫ R^n

ξ_{V −x}(y)ξ_K (y) dμ(y) dλ^n(x) = ∫ R^n ∫ R^n

ξ_V (y)ξ_{K+x}(y) dμ(y) dλ^n(x) = ∫ R^n

ξ_V (y) ∫ R^n

ξ_{y−K} (x) dλ^n(x) dμ(y) = μ(V )λ^n(K).

EbbŞl c = μ(K)/λ^n(K) jelŤlĆssel μ(V ) = cλ^n(V ) minden nyąlt rĆszhalmazăra R^n-nek. Egy adott A ∈ A halmazt tartalmazć nyąlt halmazokra alsć hatărt vĆve ugyanez teljesĄl minden A-ra.

5.2.5. TĆtel. Legyen τ : x → A(x) + b egy a‹n transzformăcićja R^n-nek Ťnmagăba, ahol A : R^n → R^n lineăris transzformăcić Ćs b ∈ R^n. Legyen

Jτ = | det A|.

Ekkor λ^n ( τ(S) ) = Jτ · λ^n(S) minden S ⊂ R^n-re,

tovăbbă ha az S halmaz λ^n-mĆrhetŞ, akkor τ(S) is az.

* Bizonyątăs. Nyilvăn feltehetjĄk, hogy Jτ ≠ 0, azaz, hogy τ invertălhatć, mert egyĆbkĆnt τ kĆptere nullmĆrtĆkŰ. Ha τ invertălhatć, akkor τ homeomorf lekĆpezĆse R^n-nek R^n-re. Legyen μ(S) = λ^n ( τ(S) ) , ha S ⊂ R^n.

Ekkor (1) inf { μ(V ) : V nyąlt, S ⊂ V } = inf { λ^n ( τ(V ) ) : τ(V ) nyąlt, τ(S) ⊂ τ(V ) } = λ^n ( τ(S) ) = μ(S).

TekintsĄk μ leszŰkątĆsĆt a Borel-halmazokra. Ez Radon-mĆrtĆk: kŤnnyen lăthatć, hogy mĆrtĆk Ćs a kompakt halmazok mĆrtĆke vĆges, a nyąlt halmazokkal kąvĄlrŞl valć approximălhatćsăgot măr lăttuk, Ćs sup { μ(K) : K kompakt, K ⊂ V } = sup { λ^n ( τ(K) ) : τ(K) kompakt, τ(K) ⊂ τ(V ) } = λ^n ( τ(V ) ) = μ(V )

minden V nyąlt rĆszhalmazăra R^n-nek. Ŋgy az elŞzŞ tĆtel szerint van olyan c_τ konstans, hogy λ^n ( τ(B) ) = c_τ λ^n(B) minden Borel-halmazra. (1) szerint ez minden S ⊂ R^n-re is teljesĄl. Ha τ_1(x_1, . . . , x_n) = (a_1x_1 + b, . . . , a_nx_n + b_n),

akkor az 5.2.3. lemma szerint c_{τ1} = Jτ_1. Ha τ_2 ortogonălis lineăris transzformăcić, akkor c_{τ2} = 1, mivel τ_2 az {x : x ∈ R^n, |x| ≤ 1} = B(0, 1) gŤmbŤt Ťnmagăra kĆpezi le. Mivel minden τ invertălhatć a‹n transzformăcić elŞăll τ = τ_1 ∘ τ_2 alakban, Ćs c_τ = c_{τ1} c_{τ2} , a tĆtelt bebizonyątottuk.

* 5.2.6. TĆtel. Az R^n tĆr bărmely r sugarč gŤmbjĆnek λ^n-mĆrtĆke

r^nα(n).

Bizonyątăs. Az 5.2.3. lemma szerint

λ^n ( B(a, r) ) = r^nλ^n ( B(0, 1) ) bărmely n ∈ N, n ≥ 1, a ∈ R^n Ćs r ≥ 0-ra, ahol B(a, r) az a kŤzĆppontč, r sugarč zărt gŤmbŤt jelŤli.

Indukcićval bizonyątunk. Az ăllątăs nyilvănvalć, ha n = 1. A Fubini-tĆtel szerint, felhasznălva a `-fĄggvĆny ismert tulajdonsăgai (lăsd Rudin [40], 201{204. oldal), valamint a Riemann- Ćs a Lebesgue-integrăl kapcsolatăt, n ≥ 2 esetĆn ∫ [−1,1]

λ^{n−1} { y : |y| ≤ (1 − t^2)^{1/2} } dλ(t) = α(n − 1) ∫ [−1,1]

(1 − t^2)^{(n−1)/2} dλ(t)

= 2α(n − 1)

∫_1 0 (1 − t^2)^{(n−1)/2} dt = 2α(n − 1)

∫ π_2 0 cos^n θ dθ = `(1/2)^{n−1} ` ( (n + 1)/2 ) `(1/2)` ( (n + 1)/2 ) ` ( (n + 2)/2 ) = `(1/2)^n `(1 + n/2)

= α(n).

Nyąlt gŤmbŤkre a bizonyątăs hasonlć.

→ 5.2.7. Feladat [6]. Fogalmazzuk meg pontosan, Ćs igazoljuk a Cavalieri-elvet.

→ 5.2.8. Feladat [8]. Bizonyątsuk be, hogy λ^n Ćs λ^m szorzata λ^{n+m}.

5.2.9. Feladat [10]. JelŤlje B az R Borel-halmazainak osztălyăt. KeressĄnk olyan S ⊂ R^2 halmazt, amely az {A×B : A, B ∈ B}, illetve {A×B : A, B ∈ L} halmazosztălyok ăltal generălt σ-algebrăk kŤzĄl az elsŞben nincs benne, de a măsodikban igen. KeressĄnk olyan S ⊂ R^2 halmazt, amelyre λ^2(S) = 0, de a fenti σ-algebrăkban nincs benne.

* 5.2.10. Feladat [11]. Bizonyątsuk be, hogy R^n bărmely konvex rĆszhalmaza Lebesgue-mĆrhetŞ.

* 5.2.11. Feladat [14]. Adjunk pĆldăt olyan A ⊂ [0, 1] × [0, 1] Borel-halmazra, amelyre λ^2(A) = 1, de A nem tartalmaz B × C alakč halmazt, amelyre B, C ∈ L Ćs λ(B)λ(C) > 0.

* 5.2.12. Feladat [18]. Konstruăljunk olyan valćs fĄggvĆnyt, amely gra˛konjănak bărmely egysĆgnĆgyzetbe esŞ rĆsze 1 kĄlsŞ mĆrtĆkŰ halmaz.

6. MŘRTŘKEK DERIVŔLTJA

6.1. A Lebesgue{Radon{Nikodym-tĆtel

A 4.2.5. tĆtel szerint, ha (X, A, μ) egy mĆrtĆktĆr Ćs φ egy nemnegatąv, majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett mĆrhetŞ fĄggvĆny, akkor a ν(A) = ∫ A φ dμ, ha A ∈ A ŤsszefĄggĆssel de˛niălt fĄggvĆny mĆrtĆk az (X, A) mĆrhetŞ tĆren. Az nyilvănvalć, hogy ha μ(A) = 0 valamely A ∈ A-ra, akkor ν(A) = 0. A valćsząnŰsĆgszămątăsban Ćs az analązisben fontos szerepet jătszik a fenti ăllątăs | bizonyos feltĆtelek mellett fennăllć | megfordątăsa.

6.1.1. De˛nącić. Legyen (X, A) mĆrhetŞ tĆr, μ Ćs ν pedig ezen a mĆrhetŞ tĆren Ćrtelmezett mĆrtĆkek. Azt mondjuk, hogy ν abszolčt folytonos μ-re nĆzve, ha bărmely A ∈ A-ra, amelyre μ(A) = 0, teljesĄl, hogy ν(A) = 0. JelŤlĆse: ν ≪ μ. Azt mondjuk, hogy μ Ćs ν szingulărisak egymăsra, ha van olyan A ∈ A, hogy μ(A) = 0 Ćs ν(X \ A) = 0. JelŤlĆse: ν ⊥ μ.

Nyilvăn egy adott (X, A) mĆrhetŞ tĆren Ćrtelmezett mĆrtĆkek kŤrĆben ≪ re‚exąv Ćs tranzitąv, ⊥ pedig szimmetrikus relăcić. EgyszerŰ pĆlda szingulăris mĆrtĆkekre a Lebesgue-mĆrtĆk Ćs a Dirac-mĆrtĆk R-en.

6.1.2. Lebesgue{Radon{Nikodym-tĆtel. Legyen (X, A) mĆrhetŞ tĆr, μ Ćs ν pedig σ-vĆges mĆrtĆkek (X, A)-n. Ekkor lĆtezik pontosan egy olyan (X, A)-n Ćrtelmezett ν_a Ćs ν_s mĆrtĆkekbŞl ăllć păr, hogy

(1) ν(A) = ν_a(A) + ν_s(A) minden A ∈ A-ra;

(2) ν_a ≪ μ Ćs ν_s ⊥ μ.

LĆtezik tovăbbă egy olyan X-en Ćrtelmezett φ nemnegatąv valćs ĆrtĆkŰ mĆrhetŞ fĄggvĆny, hogy

(3) ν_a(A) = ∫ A φ dμ minden A ∈ A-ra.

A φ fĄggvĆny μ-majdnem mindenĄtt egyĆrtelmŰen meghatărozott, azaz ha ~φ egy măsik X-en Ćrtelmezett nemnegatąv mĆrhetŞ fĄggvĆny, amelyre (3) fennăll, akkor a kĆt fĄggvĆny

6.1. A Lebesgue{Radon{Nikodym-tĆtel 83

μ-majdnem mindenĄtt egyenlŞ. Ha f : X → R mĆrhetŞ fĄggvĆny, akkor az alăbbi kĆt integrăl egyszerre lĆtezik Ćs (4) ∫ X f dν_a = ∫ X fφ dμ.

Bizonyątăs. ElŞszŤr tegyĄk fel, hogy μ Ćs ν vĆges mĆrtĆkek. Legyen κ(A) = μ(A)+ ν(A), ha A ∈ A. Ekkor κ is mĆrtĆk (X, A)-n, tovăbbă ∫ f dκ = ∫ f dμ + ∫ f dν,

ha valamelyik oldal de˛niălva van. Az utćbbi ăllątăs mĆrhetŞ, egyszerŰ fĄggvĆnyekre nyilvănvalć, nemnegatąv mĆrhetŞ fĄggvĆnyekre Beppo Levi tĆtelĆbŞl, tetszŞlegesekre pedig az integrăl de˛nącićjăbćl kŤvetkezik.

A bizonyątăs kulcsa Riesz reprezentăcićs tĆtelĆnek alkalmazăsa a (valćs) L^2_R(κ) tĆr folytonos lineăris funkcionăljaira. Ha f ∈ L^2_R(κ), akkor | | | ∫ f dν | | | ≤ ∫ |f| dν ≤ ∫ |f| dκ ≤ κ(X)^{1/2} (∫ |f|^2 dκ

)_{1/2} , ągy az f → ∫ f dν funkcionăl folytonos lineăris funkcionăl L^2_R(κ)-n. A Riesz-fĆle reprezentăcićs tĆtel szerint van olyan g ∈ L^2_R(κ), hogy (5) ∫ f dν = ∫ fg dκ = ∫ fg dν + ∫ fg dμ,

ha f ∈ L^2_R(κ). Legyen f = ξ_A valamely A ∈ A-ra. Ekkor az elŞzŞ egyenlŞsĆg bal oldala ν(A), Ćs mivel 0 ≤ ν(A) ≤ κ(A), 0 ≤ ∫ A g dκ ≤ κ(A).

Mivel ez minden A ∈ A-ra fennăll, κ-majdnem minden x ∈ X-re 0 ≤ g(x) ≤ 1. Az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy ez minden x ∈ X-re teljesĄl. (5)-Ťt ătrendezve, azt kapjuk, hogy (6) ∫ X (1 − g)f dν = ∫ X fg dμ, ha f ∈ L^2_R(κ).

Legyen B = X(g = 1), Ćs legyen ν_a(A) = ν(A\B), ν_s(A) = ν(A∩B), ha A ∈ A. Ha f a B karakterisztikus fĄggvĆnye (6)-ban, akkor lătjuk, hogy μ(B) = 0. Nyilvăn ν_s(X \ B) = 0, ągy μ ⊥ ν_s. Mivel g korlătos, (6) akkor is teljesĄl, ha f-et (1 + g + . . . + g^n)ξ_A-val helyettesątjĄk, A ∈ A, n = 1, 2, . . . -re. Ŋgy azt kapjuk, hogy (7) ∫ A (1 − g^{n+1}) dν = ∫ A g(1 + g + . . . + g^n) dμ.

A B minden pontjăban g(x) = 1, Ćs ągy 1 − g^{n+1}(x) = 0. Az X \ B minden pontjăban g^{n+1}(x) → 0 monoton csŤkkenve. Ŋgy a bal oldal ν(A \ B) = ν_a(A)-hoz tart monoton nŤvekedve. A jobb oldalon szereplŞ fĄggvĆny egy nemnegatąv mĆrhetŞ φ fĄggvĆnyhez tart monoton nŤvekedve, maga az integrăl pedig ∫ A φ dμ-hŤz. Ezzel belăttuk (3)-at. (3)-bćl kŤvetkezik, hogy ν_a ≪ μ.

Most tĆrjĄnk ăt az ăltalănos eset bizonyątăsăra. Vălasszunk egy olyan C_n, n = 1, 2, . . . diszjunkt A-beli halmazokbćl ăllć sorozatot, amelyre ∪^∞_{n=1}C_n = X, μ(C_n) < ∞ Ćs ν(C_n) < ∞ minden n-re. A ν_{Cn} Ćs μ_{Cn} mĆrtĆkekre alkalmazva a tĆtel eddig bizonyątott rĆszĆt, a ν_{Cn,a} Ćs ν_{Cn,s} mĆrtĆkeket Ćs φ_n fĄggvĆnyeket kapjuk. Legyen

ν_a(A) = ∞∑ n=1 ν_{Cn,a}(A ∩ C_n) Ćs ν_s(A) = ∞∑ n=1 ν_{Cn,s}(A ∩ C_n),

ha A ∈ A, Ćs legyen φ(x) = φ_n(x), ha x ∈ C_n Ćs φ_n(x) de˛niălva van. Ekkor az (1), (2) Ćs (3) ŤsszefĄggĆsek teljesĄlnek.

A ν = ν_a + ν_s felbontăs unicităsănak bizonyątăsăhoz tegyĄk fel, hogy B ∈ A čgy, hogy μ(B) = 0 Ćs ν_s(X \ B) = 0, tovăbbă hogy ν^′_a + ν^′_s = ν, ν^′_a ≪ μ, Ćs B^′ ∈ A čgy, hogy μ(B^′) = 0 Ćs ν^′_s(X \ B^′) = 0. Ekkor bărmely A-beli D ⊂ B ∪ B^′ halmazra μ(D) = 0, Ćs ągy ν_a Ćs ν^′_a abszolčt folytonossăga miatt ν(D) = ν_s(D) = ν^′_s(D). Ha D ⊂ X \ (B ∪ B^′), akkor ν_s(D) = ν^′_s(D) = 0 teljesĄl. Ŋgy

ν_s(A) = ν_s ( A ∩ (B ∪ B^′) ) + ν_s ( A \ (B ∪ B^′) ) = ν^′_s ( A ∩ (B ∪ B^′) ) + ν^′_s ( A \ (B ∪ B^′) ) = ν^′_s(A),

ha A ∈ A. EbbŞl măr adćdik, hogy ν_a(A) = ν^′_a(A). Ŋgy ν_a = ν^′_a Ćs ν_s = ν^′_s.

A φ unicităsănak bizonyątăsăhoz tegyĄk fel, hogy

ν_a(A) = ∫ A ~φ dμ

minden A ∈ A-ra. Ekkor az X(φ > ~φ) halmazra 0 = ∫ X(φ>φ̃)

(φ − ~φ) dμ,

amibŞl μX(φ > ~φ) = 0. Hasonlćan μX(φ < ~φ) = 0, ągy a kĆt fĄggvĆny μ-majdnem mindenĄtt egyenlŞ.

VĆgĄl (4) a szokăsos mćdon kaphatć: nyilvănvalć egyszerŰ fĄggvĆnyekre, Beppo Levi tĆtelĆbŞl adćdik nemnegatąv, az integrăl de˛nącićjăbćl pedig tetszŞleges fĄggvĆnyekre.

6.1.3. MegjegyzĆs. Az elŞzŞ tĆtelben szereplŞ ν_a, ν_s părt a ν mĆrtĆk μ-re vonatkozć Lebesgue-felbontăsănak nevezzĄk, a tĆtel ennek lĆtezĆsĆre Ćs egyĆrtelmŰsĆgĆre vonatkozć rĆszĆt pedig Lebesgue felbontăsi tĆtelĆnek. A tĆtel măsodik fele, amely a ν_a mĆrtĆk integrălkĆnt valć elŞăllątăsăval foglalkozik, a Radon{Nikodym-tĆtel. A φ fĄggvĆnyt szokăs ν_a-nak a μ-re vonatkozć Radon{Nikodym-derivăltjănak nevezni, Ćs dν^adμ -vel jelŤlni. Mint lăttuk, φ nem egyĆrtelmŰ, csak μ-majdnem mindenĄtt meghatărozott.

6.1.4. Lăncszabăly. Legyenek μ, ν Ćs κ σ-vĆges mĆrtĆkek az (X, A) mĆrhetŞ tĆren čgy, hogy ν ≪ μ Ćs κ ≪ ν. Ekkor κ ≪ μ Ćs dκ dμ = dκ dν dν dμ μ-majdnem mindenĄtt.

Bizonyątăs. Bărmely A ∈ A-ra

κ(A) = ∫ A dκ dν dν = ∫ A dκ dν dν dμ dμ. 6.1.5. Feladat [9]. VezessĄk le Lebesgue felbontăsi tĆtelĆt a Radon{NikodymtĆtelbŞl.

6.2. Komplex mĆrtĆkek

Ha (X, A, μ) egy mĆrtĆktĆr Ćs φ egy integrălhatć fĄggvĆny, akkor a

ν(A) = ∫ A φ dμ

ŤsszefĄggĆssel de˛niălt halmazfĄggvĆny a 4.2.5. tĆtel szerint σ-additąv A-n, de attćl fĄggŞen, hogy φ valćs, komplex vagy vektorĆrtĆkŰ, ν is valćs, komplex vagy vektorĆrtĆkŰ. Řrdemesnek lătszik ennek alapjăn valćs, komplex vagy vektorĆrtĆkŰ σ-additąv halmazfĄggvĆnyekkel foglalkozni. Mi csak a valćs Ćs komplex ĆrtĆkŰ esetet vizsgăljuk meg rĆszletesen, de a tĆtelek kŤnnyen ăltalănosąthatćk K^n-beli ĆrtĆkŰ mĆrtĆkekre is, ha koordinătăkat hasznălunk. Ŕltalănos Banach-tĆrbeli ĆrtĆkŰ mĆrtĆkek irănt ĆrdeklŞdŞknek Dunford Ćs Schwartz [7], illetve Bourbaki [4] kŤnyvĆnek tanulmănyozăsăt ajănljuk. Ha φ bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ, nem integrălhatć, de lĆtezik az integrălja, akkor ν a −∞ Ćs ∞ ĆrtĆkeket is felveheti. Az ilyen, čgynevezett elŞjeles mĆrtĆkek tărgyalăsăt lăsd Laczkovich [26] jegyzetĆben vagy Halmos [15] kŤnyvĆben.

* 6.2.1. De˛nącić. Legyen (X, A) egy mĆrhetŞ tĆr. Azt mondjuk, hogy μ egy komplex mĆrtĆk A-n, ha μ : A → C Ćs

(1) μ(∪^∞_{k=1}A_k) = ∞∑ k=1 μ(A_k) (σ-additivităs)

diszjunkt A-beli halmazok bărmely A_k, k = 1, 2, . . . sorozatăra. Ha μ csak valćs ĆrtĆkeket vesz fel, akkor valćs mĆrtĆknek nevezzĄk.

Vilăgos, hogy egy adott (X, A) mĆrhetŞ tĆren Ćrtelmezett valćs, illetve komplex mĆrtĆkek a fĄggvĆnyek szokăsos Ťsszeadăsăval Ćs skalărral valć szorzăsăval vektorteret alkotnak R, illetve C felett.

Mivel az (1) egyenlet bal oldala nem fĄgg az A_k halmazok sorrendjĆtŞl, a jobb oldalon ăllć szămsor Ťsszege sem fĄgghet a sorrendtŞl. EbbŞl kŤvetkezik, hogy a jobb oldalon ăllć sornak abszolčt konvergensnek kell lennie.

* 6.2.2. De˛nącić. Ha μ komplex mĆrtĆk az (X, A) mĆrhetŞ tĆren, akkor a

μ_r(A) = ℜμ(A), ha A ∈ A,

illetve μ_i(A) = ℑμ(A), ha A ∈ A

ŤsszefĄggĆsekkel de˛niălt valćs mĆrtĆkeket μ valćs, illetve kĆpzetes rĆszĆnek nevezzĄk. Nyilvăn μ = μ_r + iμ_i.

* 6.2.3. De˛nącić. Legyen μ komplex mĆrtĆk az (X, A) mĆrhetŞ tĆren, Ćs ha A ∈ A, de˛niăljuk a |μ|(A) szămot mint az Ťsszes n∑ k=1 | |μ(A_k ) | | alakč Ťsszegek pontos felsŞ korlătjăt, ahol A_1, A_2, . . . , A_n păronkĆnt diszjunkt, mĆrhetŞ halmazok, amelyek egyesątĆse A. Az ągy Ćrtelmezett |μ| : A → [0, ∞] fĄggvĆnyt a μ teljes văltozăsănak nevezzĄk. VegyĄk Ćszre, hogy a pontos felsŞ korlăt ugyanaz marad, ha csak azt tesszĄk fel, hogy A_1, A_2, . . . , A_n păronkĆnt diszjunkt, mĆrhetŞ rĆszhalmazai A-nak.

* 6.2.4. TĆtel. Legyenek μ Ćs ν komplex mĆrtĆkek az (X, A) mĆrhetŞ tĆren, Ćs c ∈ C. Ekkor

(1) |cμ| = |c||μ| Ćs (2) |μ + ν| ≤ |μ| + |ν|.

Bizonyątăs. EgyszerŰ szămolăs.

* 6.2.5. TĆtel. Ha μ komplex mĆrtĆk (X, A)-n, akkor |μ| vĆges mĆrtĆk (X, A)-n.

Bizonyątăs. ElŞszŤr azt mutatjuk meg, hogy |μ| mĆrtĆk. A σ-additivităs miatt μ(∅) =

∑_∞ k=1 μ(∅), amibŞl μ(∅) = 0. Innen |μ|(∅) = 0. Megmutatjuk, hogy |μ| is σ-additąv. Legyen A_j , j = 1, 2, . . . egy A-beli păronkĆnt diszjunkt halmazokbćl ăllć sorozat, A = ∪^∞_{j=1}A_j Ćs t < |μ|(A). Vălasszunk A-beli păronkĆnt diszjunkt E_1, . . . , E_n halmazokat, amelyekre ∪^n_{k=1}E_k = A, čgy, hogy t < n∑ k=1 |μ(E_k )|

teljesĄljŤn. Ekkor t < n∑ k=1

| | | | | ∞∑ j=1 μ(E_k ∩ A_j ) | | | | | ≤ n∑ k=1 ∞∑ j=1 | |μ(E_k ∩ A_j ) | |

= ∞∑ j=1 n∑ k=1 | |μ(E_k ∩ A_j ) | | ≤^∞ ∑ j=1 |μ|(A_j ).

Mivel t tetszŞleges volt, kapjuk, hogy

|μ|(A) ≤ ∞∑ j=1 |μ|(A_j ).

Ha |μ|(A) = ∞, akkor a fordątott egyenlŞtlensĆg nyilvănvalć. Ha |μ|(A) < ∞, legyen ε > 0 Ćs vălasszunk minden j-re egy olyan A-beli păronkĆnt diszjunkt halmazokbćl ăllć E_{j,1}, . . . , E_{j,nj} halmazrendszert, amelyre ∪^{nj}_{k=1}E_{j,k} = A_j Ćs

n_j∑

k=1 | |μ(E_{j,k}) | | ≥ |μ|(A_j ) − ε 2^j .

Ekkor bărmely m pozitąv egĆsz szămra m∑ j=1 |μ|(A_j ) ≤ m∑ j=1 ( ε 2^j + n_j∑

k=1 | |μ(E_{j,k}) | | )

≤ ε + m∑ j=1 n_j∑

k=1 | |μ(E_{j,k} ) | | + | |μ(∪^∞_{j=m+1}A_j ) | | ≤ ε + |μ|(A).

Mivel ε tetszŞleges volt,_m ∑ j=1 |μ|(A_j ) ≤ |μ|(A),

amibŞl_∞ ∑ j=1 |μ|(A_j ) ≤ |μ|(A).

Ezzel belăttuk, hogy |μ| mĆrtĆk.

Măsodik lĆpĆskĆnt megmutatjuk, hogy |μ| vĆges mĆrtĆk. A 6.2.4. tĆtel szerint |μ|(X) ≤ |μ_r|(X)+|μ_i|(X), ągy elĆg valćs mĆrtĆkekre belătni az ăllątăst. ElŞszŤr megmutatjuk, hogy ha E ∈ A Ćs |μ|(E) = ∞, akkor E elŞăll kĆt diszjunkt mĆrhetŞ A, B halmaz egyesątĆsekĆnt, amelyekre | |μ(A) | | > 1 Ćs |μ|(B) = ∞. Valćban, vălasszunk E-nek egy

olyan E_1, E_2, . . . , E_n păronkĆnt diszjunkt A-beli halmazokbćl ăllć felbontăsăt, amelyre n∑ k=1 | |μ(E_k) | | > 2 + 2 | |μ(E) | |.

Legyen A azon E_k-k unićja, amelyekre μ(E_k ) > 0, Ćs B azon E_k-k unićja, amelyekre μ(E_k ) ≤ 0. Ekkor kiszămolhatć, hogy | |μ(A) | | > 1, | |μ(B) | | > 1 Ćs |μ| nem lehet A-n Ćs

B-n is vĆges. SzĄksĆg szerint esetleg megcserĆljĄk A Ćs B szerepĆt.

Ha most |μ|(X) = ∞, akkor teljes indukcićval de˛niălhatunk egy olyan A-beli halmazokbćl ăllć A_n, n = 1, 2, . . . Ćs B_n, n = 1, 2, . . . sorozatot, hogy A_n ∩ B_n = ∅, | μ(A_n) | > 1, |μ|(B_n) = ∞ Ćs A_{n+1} ∪ B_{n+1} = B_n minden n-re. Ha A = ∪^∞_{n=1}A_n, akkor

μ(A) = ∞∑ n=1 μ(A_n)

kell teljesĄljŤn, de a jobb oldali sor nem konvergens, mivel μ(A_n) nem tart nullăhoz.

* 6.2.6. De˛nącić. Legyen μ valćs mĆrtĆk az (X, A) mĆrhetŞ tĆren, Ćs

μ^+ = 1 2 ( |μ| + μ ) , μ^− = 1 2 ( |μ| − μ ) . Ekkor a μ^+, μ^− vĆges mĆrtĆkekbŞl ăllć părt a μ Hahn-fĆle felbontăsănak nevezzĄk. Nyilvăn μ = μ^+ − μ^−.

* 6.2.7. De˛nącić. Legyen μ komplex mĆrtĆk az (X, A) mĆrhetŞ tĆren. A μ^+_r , μ^−_r , μ^+_i , μ^−_i vĆges mĆrtĆkekbŞl ăllć nĆgyest a μ Jordan-felbontăsănak nevezzĄk. Vilăgos, hogy μ = μ^+_r − μ^−_r + iμ^+_i − iμ^−_i , amit gyakran ąrunk μ =

∑_3 j=0 i^j μ_j alakban is.

* 6.2.8. TĆtel. Ha μ komplex mĆrtĆk az (X, A) mĆrhetŞ tĆren, Ćs μ =

∑_3 j=0 i^j μ_j a μ Jordan-felbontăsa, akkor (1) μ_j ≤ |μ|, ha j = 0, 1, 2, 3; (2) |μ| ≤

∑_3 j=0 μ_j .

Bizonyątăs. EgyszerŰ szămolăs.

* 6.2.9. De˛nącić. Legyen μ komplex mĆrtĆk az (X, A) mĆrhetŞ tĆren, f pedig bŞvątett valćs, komplex vagy Banach-tĆrbeli ĆrtĆkŰ fĄggvĆny. Az f-et μ-integrălhatćnak nevezzĄk, ha |μ|-integrălhatć. Az f fĄggvĆny μ integrăljăt egy A ∈ A halmaz felett az ∫ A f dμ = 3∑ j=0 i^j ∫ A f dμ_j

ŤsszefĄggĆssel de˛niăljuk, ahol μ =

∑_3 j=0 i^j μ_j a μ Jordan-felbontăsa. MegjegyezzĄk, hogy a jobb oldalon ăllć integrălok lĆtezĆse a szokăsos mćdon (egyszerŰ fĄggvĆnyek, Beppo Levi tĆtele, az integrăl de˛nącićja) kŤvetkezik 6.2.8.(1)-bŞl.

* 6.2.10. TĆtel. Legyen μ komplex mĆrtĆk az (X, A) mĆrhetŞ tĆren, f Ćs g pedig integrălhatć, R, C vagy Banach-tĆrbeli ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek. Ha c valćs, illetve komplex konstans, akkor f + g Ćs cf is integrălhatćak Ćs (1) ∫ (f + g) dμ = ∫ f dμ + ∫ g dμ; (2) ∫ (cf) dμ = c ∫ f dμ.

Bizonyątăs. EgyszerŰ, a de˛nącić alapjăn vĆgzett szămolăs.

* 6.2.11. De˛nącić. Legyenek μ Ćs ν komplex mĆrtĆkek az (X, A) mĆrhetŞ tĆren. A μ-t teljesnek nevezzĄk, ha |μ| teljes. A μ-t komplex Radon-mĆrtĆknek nevezzĄk, ha |μ| Radon-mĆrtĆk. Azt mondjuk, hogy ν abszolčt folytonos μ-re vonatkozćan, ha |ν| abszolčt folytonos |μ|-re vonatkozćan. Azt mondjuk, hogy μ Ćs ν szingulărisak egymăsra, ha |μ| Ćs |ν| szingulărisak egymăsra. A ν ≪ μ Ćs ν ⊥ μ jelŤlĆseket is hasznăljuk.

* 6.2.12. A Lebesgue{Radon{Nikodym-tĆtel komplex mĆrtĆkre. Legyen (X, A, μ) egy σ-vĆges mĆrtĆktĆr, ν pedig komplex mĆrtĆk (X, A)-n. Ekkor lĆtezik egyetlen olyan (X, A)-n Ćrtelmezett ν_a Ćs ν_s komplex mĆrtĆkekbŞl ăllć păr, amelyre (1) ν = ν_a + ν_s;

(2) |ν_a| ≪ μ Ćs |ν_s| ⊥ μ.

LĆtezik tovăbbă egy φ ∈ L^1_C(μ) fĄggvĆny, amelyre (3) ν_a(A) = ∫ A φ dμ bărmely A ∈ A-ra.

A φ fĄggvĆny μ-majdnem mindenĄtt egyĆrtelmŰen meghatărozott, azaz ha ~φ ∈ L^1_C(μ) egy măsik fĄggvĆny, amelyre (3) fennăll, akkor a kĆt fĄggvĆny μ-majdnem mindenĄtt egyenlŞ. Tovăbbă (4) ∫ X f dν_a = ∫ X fφ dμ bărmely ν_a-integrălhatć f : X → C fĄggvĆnyre;

(5) |ν_a|(A) = ∫ A |φ| dμ bărmely A ∈ A-ra.

A φ fĄggvĆnyt dν^adμ -vel is jelŤljĄk, Ćs a ν_a mĆrtĆk μ szerinti Radon{Nikodym-derivăltjănak nevezzĄk.

Bizonyątăs. Legyen ν =

∑_3

j=0 i^j ν_j a ν Jordan-felbontăsa, Ćs alkalmazzuk a ν_j mĆrtĆkekre a 6.1.2. tĆtelt. Legyen

ν_a = 3∑ j=0 i^j ν_{j,a} Ćs ν_s = 3∑ j=0 i^j ν_{j,s}.

(1) Ćs (2) egyszerŰ szămolăssal adćdnak. Az unicităs ugyančgy kaphatć meg, mint 6.1.2.- ben. Legyen φ = 3∑ j=0 i^j φ_j , ahol ν_{j,a}(A) = ∫ A φ_j dμ.

Ekkor 6.1.2.(3) Ćs 6.1.2.(4) szerint teljesĄl (3) Ćs (4). A φ egyĆrtelmŰsĆge hasonlćan lăthatć be, mint 6.1.2.-ben. VĆgĄl, (5) bizonyątăsăhoz legyen A ∈ A rŤgzątett, Ćs A_1, A_2, . . . , A_n diszjunkt A-beli halmazokbćl ăllć sorozat, amelyre ∪^n_{k=1}A_k = A. Ekkor_n ∑ k=1 | |ν_a(A_k) | | =^n ∑ k=1 | | | ∫ A_k

φ dμ | | | ≤^n ∑ k=1 ∫ A_k

|φ| dμ = ∫ A |φ| dμ,

amibŞl |ν_a|(A) ≤ ∫ A |φ| dμ.

Legyen g = ξ_A sgn φ. Vălasztva olyan egyszerŰ fĄggvĆnyekbŞl ăllć s_j fĄggvĆnysorozatot,

amely pontonkĆnt g-hez konvergăl, Ćs amelyre |s_j | ≤ |ξ_A sgn φ| ≤ 1, Lebesgue majorălt

konvergencia tĆtele szerint ∫ A |φ| dμ = ∫ X φξ_A sgn φ dμ = lim_{j→∞} ∫ X φs_j dμ.

MăsrĆszt minden s_j fĄggvĆny

∑_n k=1 c_kξ_{Ak} alakč, ahol A_1, . . . , A_n az A egy mĆrhetŞ,

diszjunkt halmazokra valć felosztăsa, Ćs |c_k| ≤ 1 minden k-ra. Ŋgy | | | | ∫ X φs_j dμ | | | | = | | | | n∑ k=1 c_k ∫ A_k

φ dμ | | | | ≤ n∑ k=1 | | | | ∫ A_k

φ dμ | | | | = n∑ k=1 |ν_a(A_k)| ≤ |ν_a|(A).

Źsszevetve a kĆt elŞzŞ ŤsszefĄggĆst kapjuk, hogy ∫ A |φ| dμ ≤ |ν_a|(A).

* 6.2.13. KŤvetkezmĆny. Legyen μ komplex mĆrtĆk az (X, A) mĆrhetŞ tĆren.

Ekkor van olyan mĆrhetŞ φ: X → C fĄggvĆny, hogy

(1) |φ(x)| = 1 minden x ∈ X-re;

(2) μ(A) = ∫ A φ d|μ| minden A ∈ A-ra; (3) ∫ X f dμ = ∫ X fφ d|μ| minden f ∈ L^1_C ( |μ| ) -re;

(4) | ∫ X f dμ| ≤ ∫ X |f| d|μ| minden f ∈ L^1_C ( |μ| ) -re.

Bizonyątăs. Alkalmazzuk az elŞzŞ tĆtelt μ-re Ćs |μ|-re. (1)-et 6.2.12.(5)-bŞl kapjuk.

(4) a (3)-bćl kŤvetkezik.

* 6.2.14. De˛nącić. Ha ν komplex mĆrtĆk az (X, B) mĆrhetŞ tĆren, ( X, B, |ν| ) ter-

mĆszetes kiterjesztĆse (X, A, κ) Ćs h = dν/d|ν|, akkor a μ(A) = ∫ A h dκ ŤsszefĄggĆssel

de˛niălt komplex mĆrtĆket ν termĆszetes kiterjesztĆsĆnek nevezzĄk. Nyilvăn |μ| = κ.

* 6.2.15. Hahn-fĆle felbontăsi tĆtel. Legyen μ valćs mĆrtĆk az (X, A) mĆrhetŞ

tĆren. Ekkor μ^+ ⊥ μ^−.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ tĆtel szerint dμd|μ| = h, ahol |h| = 1. Mivel μ valćs, h is valćs

majdnem mindenĄtt. Legyen B = X(h = −1). Mivel

μ^+ = 1 2 ( |μ| + μ ) , μ^− = 1 2 ( |μ| − μ ) , μ^+(B) = 1 2 ∫ B (1 + h) d|μ| = 0 Ćs μ^−(X \ B) = 1 2 ∫ X\B (1 − h) d|μ| = 0.

* 6.2.16. TĆtel. Legyenek μ Ćs ν komplex mĆrtĆkek az (X, A) mĆrhetŞ tĆren, Ćs c ∈ C. Ha egy R, C vagy Banach-tĆrbeli ĆrtĆkŰ f fĄggvĆny μ-integrălhatć, akkor cμintegrălhatć is, Ćs (1) ∫ f d(cμ) = c ∫ f dμ.

Ha az f fĄggvĆny ν-integrălhatć is, akkor μ + ν-integrălhatć, Ćs (2) ∫ f d(μ + ν) = ∫ f dμ + ∫ f dν.

Bizonyątăs. Ha f egy A ∈ A halmaz karakterisztikus fĄggvĆnye, akkor nyilvăn fennăllnak az (1) Ćs (2) ŤsszefĄggĆsek. Az integrăl de˛nącićjăbćl kapjuk, hogy (1) Ćs (2) akkor is fennăllnak, ha f egyszerŰ fĄggvĆny. VĆgĄl, vălasztva olyan egyszerŰ fĄggvĆnyekbŞl ăllć s_n sorozatot, amely pontonkĆnt f-hez konvergăl, Ćs amelyre |s_n| ≤ |f|, n = 1, 2, . . . , Lebesgue majorălt konvergencia tĆtele Ćs a 6.2.13.(4) felhasznălăsăval | | | | ∫ (f − s_n) d(cμ) | | | | ≤ ∫ |f − s_n| d|cμ| → 0, | | |c ∫ (f − s_n) dμ | | | ≤ |c| ∫ |f − s_n| d|μ| → 0,

amibŞl ∫ f d(cμ) = lim_{n→∞} ∫ s_n d(cμ) = c lim_{n→∞} ∫ s_n dμ = c ∫ f dμ.

Hasonlćan kapjuk (2)-t.

* 6.2.17. De˛nącić. Legyen μ komplex mĆrtĆk az (X, A) mĆrhetŞ tĆren, ν pedig komplex mĆrtĆk az (Y, B) mĆrhetŞ tĆren. Legyen

φ_μ = dμ d|μ|

, φ_ν = dν d|ν| . A μ Ćs ν szorzatăt a

(μ ⊗ ν)(S) = ∫ S φ_μ(x)φ_ν (y) d ( |μ| ⊗ |ν| ) (x, y)

ŤsszefĄggĆssel de˛niăljuk azon S halmazokra, amelyek |μ| ⊗ |ν|-mĆrhetŞek.

* 6.2.18. Feladat [5]. Legyen (X, A) mĆrhetŞ tĆr, μ komplex mĆrtĆk (X, A)-n, f komplex ĆrtĆkŰ μ-integrălhatć fĄggvĆny. Mutassuk meg, hogy a ν(A) = ∫ A f dμ, ha A ∈ A ŤsszefĄggĆssel de˛niălt komplex mĆrtĆk abszolčt folytonos μ-re vonatkozćan.

* 6.2.19. Feladat [7]. Legyen (X, A) mĆrhetŞ tĆr, ν Ćs μ komplex mĆrtĆkek (X, A)-n, ν = ∑_3

j=0 i^j ν_j a ν Jordan-felbontăsa. Igazoljuk, hogy az alăbbi feltĆtelek ekvivalensek: (1) ν ≪ μ;

(2) ν_j ≪ μ, ha j = 0, 1, 2, 3;

(3) bărmely A ∈ A halmazra, ha |μ|(A) = 0, akkor ν(A) = 0.

6.3. L^p duălis tere

* 6.3.1. MegjegyzĆs. A HŤlder-egyenlŞtlensĆg szerint, ha (X, A, μ) egy mĆrtĆktĆr, 1 ≤ p ≤ ∞ Ćs 1/p + 1/q = 1 (itt 1/∞ = 0), akkor bărmely g ∈ L^q_K(μ)-re az

F (f) = ∫ fg dμ, ha f ∈ L^p_K(μ)

ŤsszefĄggĆssel de˛niălt funkcionăl (amely nyilvănvalćan lineăris) korlătos Ćs ‖F ‖ ≤ ‖g‖_q. Az alăbbiakban megmutatjuk, hogy a normăk kŤzŤtt | megfelelŞ feltĆtelek mellett | egyenlŞsĆg ăll Ćs L^p_K(μ) minden korlătos lineăris funkcionălja elŞăll ilyen alakban.

* 6.3.2. Lemma. Legyen (X, A, μ) vĆges mĆrtĆktĆr, 1 ≤ p < ∞ Ćs 1/p + 1/q = 1 (itt 1/∞ = 0). Ekkor tetszŞleges g : X → K mĆrhetŞ fĄggvĆnyre

‖g‖_q ≤ sup_f | |∫ fg dμ | | ‖f‖_p ,

ahol a felsŞ hatăr az Ťsszes nem nulla L^p_K(μ)-beli korlătos mĆrhetŞ fĄggvĆnyre veendŞ.

Bizonyątăs. Ha valamely g fĄggvĆnyre az egyenlŞtlensĆg nem ăllna fenn, akkor |g|-re Ćs f sgn g-re (itt sgn 0 = 1) sem ăllna fenn, ągy elĆg nemnegatąv g-re bizonyątani az ăllątăst. Ekkor azonban | ∫ fg dμ| ≤ ∫ |f|g dμ miatt a jobb oldali felsŞ hatăr nem văltozik, ha csak nemnegatąv f fĄggvĆnyeket tekintĄnk. EgyszerŰ fĄggvĆnyek monoton nŤvekedŞ sorozatăval kŤzelątve g-t kapjuk, hogy ha az egyenlŞtlensĆg nem ăll fenn, akkor van olyan g nemnegatąv egyszerŰ fĄggvĆny is, amelyre szintĆn nem ăll fenn, ągy elĆg az egyenlŞtlensĆget erre az esetre bizonyątani. Ha 1 < p < ∞, legyen f = g^{q−1}. Ekkor f^p = g^q, ągy f ∈ L^p_K(μ), ‖f‖_p = ‖g‖^{q/p}_q Ćs ∫ fg dμ = ∫ g^q = ‖g‖^q, ahonnan ∫ fg dμ ≥ ‖g‖_q‖f‖_p. Ha p = 1, legyen s a jobb oldali felsŞ hatăr. Ha A = X(g > s) pozitąv mĆrtĆkŰ, akkor legyen f = ξ_A. Nyilvăn ‖f‖_1 = μ(A), Ćs ∫ fg = ∫ A g > sμ(A) = s‖f‖_1, ami ellentmondăs.

* 6.3.3. Riesz reprezentăcićs tĆtele. Legyen (X, A, μ) egy mĆrtĆktĆr, 1 ≤ p < ∞ Ćs 1/p + 1/q = 1 (itt 1/∞ = 0). Ha 1 < p < ∞, akkor bărmely F : L^p_K(μ) → K korlătos lineăris funkcionălhoz egy Ćs csak egy olyan g ∈ L^q_K(μ) lĆtezik, amelyre

F (f) = ∫ fg dμ, ha f ∈ L^p_K(μ).

Fennăll tovăbbă ‖F ‖ = ‖g‖_q. Ha a mĆrtĆktĆr σ-vĆges, akkor p = 1 esetĆn is teljesĄl az ăllątăs.

A tĆtelt sokszor rŤviden čgy fogalmazzuk, hogy L^p duălisa L^q .

6.3. L^p duălis tere 93

Bizonyątăs. ElŞszŤr feltesszĄk, hogy a mĆrtĆktĆr vĆges. Legyen ν(A) = F (ξ_A), ha A ∈ A. Megmutatjuk, hogy ν valćs, illetve komplex mĆrtĆk. Ha A_n diszjunkt, mĆrhetŞ halmazok egy sorozata, A = ∪^∞_{n=1}A_n, akkor ‖ ‖ξ_A − ξ_{∪nk=1Ak} ‖ ‖_p =

(_∞ ∑ k=n+1

μ(A_k)

)_{1/p}

→ 0,

Ćs ągy

ν(A) = F (ξ_A) = lim_{n→∞} n∑ k=1 F (ξ_{Ak} ) = ∞∑ k=1 ν(A_k ).

Nyilvănvalć, hogy ν ≪ μ, ągy alkalmazhatjuk a Radon{Nikodym-tĆtelt, mely szerint lĆtezik egy μ-majdnem mindenĄtt egyĆrtelmŰen meghatărozott g ∈ L^1_K(μ) fĄggvĆny, amelyre

F (ξ_A) = ν(A) = ∫ A g dμ = ∫ ξ_Ag dμ.

Innen azonnal kŤvetkezik, hogy F (f) = ∫ fg dμ akkor is fennăll, ha f mĆrhetŞ egyszerŰ fĄggvĆny. Az approximăcićs lemmăt Ćs Lebesgue majorălt konvergencia tĆtelĆt alkalmazva, az is kŤvetkezik, hogy ez akkor is fennăll, ha f korlătos mĆrhetŞ fĄggvĆny. A 6.3.2. lemma szerint ‖g‖_q ≤ ‖F ‖. Mivel a korlătos mĆrhetŞ fĄggvĆnyek sŰrŰek L^p_K(μ)- ben, kapjuk, hogy F (f) = ∫ fg dμ minden f ∈ L^p_K(μ)-re teljesĄl.

Ha most μ tetszŞleges mĆrtĆk Ćs A ∈ A vĆges mĆrtĆkŰ halmaz, akkor az eddig bizonyątottakat alkalmazhatjuk az (A, A_A, μ_A) altĆrre Ćs az F funkcionăl A-n kąvĄl eltŰnŞ fĄggvĆnyekre vett megszorątăsăra. A kapott g_A fĄggvĆnyt tekinthetjĄk olyan X-en Ćrtelmezett L^q_K(μ)-beli fĄggvĆnynek, amely A-n kąvĄl nulla. Az egyĆrtelmŰsĆg miatt, ha B ∈ A, akkor g_A|(A ∩ B) = g_B |(A ∩ B) majdnem mindenĄtt.

Az 1 < p < ∞ esetben legyen

s = sup { ‖g_A‖_q : A ∈ A, μ(A) < ∞ } ≤ ‖F ‖,

Ćs vălasszunk olyan A_n ∈ A halmazsorozatot, amelyre ‖g_{An} ‖_q → s. FeltehetjĄk, hogy az A_n halmazsorozat bŞvĄlŞ. A g_{An} fĄggvĆnysorozat majdnem mindenĄtt konvergăl egy g ∈ L^q_K(μ) fĄggvĆnyhez, amely az A_∞ = ∪^∞_{n=1}A_n halmazon kąvĄl eltŰnik, Ćs amelyre ‖g‖_q = lim_{n→∞} ‖g_n‖_q = s.

Megmutatjuk, hogy ha f ∈ L^p_K(μ), akkor F (f) = ∫ fg dμ. ElŞszŤr is vegyĄk Ćszre, hogy ha A ∈ A, μ(A) < ∞, A_∞ ∩ A = ∅, akkor g_A = 0 majdnem mindenĄtt, mert egyĆbkĆnt elĆg nagy n-re ‖g_{An∪A}‖^q = ‖g_{An} ‖^q + ‖g_A‖^q > s teljesĄlne. Ha most f majdnem mindenĄtt nulla A_∞-en, akkor |f|^p-re alkalmazva a Csebisev-egyenlŞtlensĆget, kapjuk, hogy B_n = X ( |f| > 1/n ) vĆges mĆrtĆkŰ. Mivel B_n bŞvĄlŞ halmazsorozat Ćs f nulla a B_∞ = ∪^∞_{n=1}B_n halmazon kąvĄl, Lebesgue majorălt konvergencia tĆtele szerint ‖f − f|B_n‖_p → 0. Innen F folytonossăga miatt F (f) = lim_{n→∞} F (f|B_n) = 0. Ha f majdnem mindenĄtt nulla A_∞-en kąvĄl, akkor Lebesgue majorălt konvergencia tĆtele szerint ‖f − f|A_n‖_p → 0. Innen F folytonossăga Ćs a HŤlder-egyenlŞtlensĆg miatt

F (f) = lim_{n→∞} F (f|A_n) = lim_{n→∞} ∫ fg_{An} dμ = ∫ fg dμ. VĆgĄl, ha f tetszŞleges, akkor F (f) = F (fξ_{A∞} ) + F (fξ_{X\A∞} ) = ∫ fg dμ.

TegyĄk fel, hogy ~g ∈ L^q_K(μ) egy măsik fĄggvĆny, amellyel F (f) = ∫ f ~g dμ teljesĄl minden f ∈ L^p_K(μ)-re. Mivel a Csebisev-egyenlŞtlensĆg szerint a B_n = X ( |~g| > 1/n ) halmazok vĆges mĆrtĆkŰek, ezeken ~g = g majdnem mindenĄtt. Ugyanez teljesĄl az A_n halmazokon. Az ∪^∞_{n=1}(A_n ∪ B_n) halmaz komplementerĆn mindkĆt fĄggvĆny nulla.

A p = 1 esetben vălasszuk a vĆges mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ halmazokbćl ăllć Ćs bŞvĄlŞ A_n sorozatot čgy, hogy egyesątĆse X legyen. A fentiekhez hasonlćan kapjuk, hogy F (f) = ∫ fg dμ. A g egyĆrtelmŰsĆge azonnal adćdik a g_{An} fĄggvĆnyek egyĆrtelmŰsĆgĆbŞl.

* 6.3.4. Feladat [11]. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr. Bizonyątsuk be, hogy ha minden A ∈ A esetĆn μ(A) = sup { μ(B) : B ∈ A, B ⊂ A, μ(B) < ∞ } (σ-vĆges mĆrtĆkterekre ez a feltĆtel teljesĄl), 1 ≤ p ≤ ∞ Ćs 1/p + 1/q = 1 (itt 1/∞ = 0), akkor tetszŞleges g : X → K mĆrhetŞ fĄggvĆnyre

‖g‖_q = sup { | ∫ fg dμ| : f ∈ L^p, ‖f‖_p ≤ 1 } . * 6.3.5. Feladat [7]. Az 6.3.1. megjegyzĆs jelŤlĆseivel, igazoljuk, hogy ha p = 1, akkor ‖F ‖ = ‖g‖_q nem feltĆtlenĄl teljesĄl.

* 6.3.6. Feladat [15]. Mutassuk meg, hogy a 6.3.3. tĆtel ăllątăsa p = ∞ esetĆn nem teljesĄl, mĆg akkor sem, ha a mĆrtĆktĆr vĆges.

* 6.3.7. Feladat [19]. Igazoljuk, hogy van olyan (X, A, μ) mĆrtĆktĆr Ćs F : L^1_R(μ) → R korlătos lineăris funkcionăl, amelyhez nincs olyan μ-mĆrhetŞ g fĄggvĆny, hogy F (f) = ∫ fg dμ minden f ∈ L^1_R(μ)-re.

7. MŘRTŘKEK ŘS LINEŔRIS FUNKCIONŔLOK

7.1. Monoton lineăris funkcionălok

* 7.1.1. Motivăcić. Legyen μ Radon-mĆrtĆk X-en. Ekkor az

F : f → ∫ f dμ

megfeleltetĆs minden f ∈ K_C(X)-hez hozzărendel egy komplex szămot. Az integrăl tulajdonsăgaibćl kŤvetkezik, hogy F lineăris funkcionăl K_C(X)-en, tovăbbă F rendelkezik mĆg egy fontos tulajdonsăggal: ha f Ćs g valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek Ćs f ≥ g, akkor F (f) ≥ F (g), amit čgy fogunk kifejezni, hogy F monoton lineăris funkcionăl. Igen fontos tĆny, hogy ennek az egyszerŰ ăllątăsnak teljesĄl a megfordątăsa.

* 7.1.2. Riesz-fĆle reprezentăcićs tĆtel. Legyen X lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆr, Ćs F : K_C(X) → C monoton lineăris funkcionăl. Ekkor lĆtezik egy olyan μ Radon-mĆrtĆk X-en, amely megegyezik a sajăt termĆszetes kiterjesztĆsĆvel, Ćs amelyre

(1) F (f) = ∫ f dμ minden f ∈ K_C(X)-re.

Ha κ egy măsik Radon-mĆrtĆk, amelyre szintĆn teljesĄl (1), akkor μ a κ termĆszetes kiterjesztĆse.

Bizonyątăs. Legyen

ν(V ) = sup { F (f) : f ∈ K_C(X), 0 ≤ f ≤ 1 Ćs spt(f) ⊂ V } , ha V nyąlt rĆszhalmaza X-nek, Ćs μ a ν-hŤz tartozć kĄlsŞ mĆrtĆk. Megmutatjuk, hogy ν premĆrtĆk a nyąlt halmazokon. TegyĄk fel, hogy V = ∪^∞_{i=1}V_i, ahol V , V_i, i = 1, 2, . . . nyąlt halmazok, Ćs f ∈ K_C(X) olyan fĄggvĆny, amelyre 0 ≤ f ≤ 1 Ćs spt(f) ⊂ V . Mivel spt(f) kompakt, van olyan n, hogy spt(f) ⊂ ∪^n_{i=1}V_i. Az egysĆg felbontăsăra vonatkozć 11.2.15. tĆtel szerint lĆteznek olyan g_1, g_2, . . . , g_n fĄggvĆnyek, hogy g_i ∈ K_C(X), 0 ≤ g_i ≤ 1, spt(g_i) ⊂ V_i Ćs

∑_n

i=1 g_i(x) = 1, ha x ∈ spt(f). EbbŞl

F (f) = n∑ i=1 F (g_if) ≤ n∑ i=1 ν(V_i) ≤ ∞∑ i=1 ν(V_i).

A bal oldalon szuprĆmumot vĆve, kapjuk, hogy ν(V ) ≤

∑_∞ i=1 ν(V_i).

Ha ε > 0 Ćs V , W nyąlt halmazok čgy, hogy ν(W ) < ∞ Ćs f ∈ K_C(X) olyan fĄggvĆny, amelyre 0 ≤ f ≤ 1, spt(f) ⊂ V ∩ W Ćs F (f) > ν(V ∩ W ) − ε, akkor ν de˛nącićja ĆrtelmĆben

ν(W ) ≥ sup { F (f) + F (g) : g ∈ K_C(X), 0 ≤ g ≤ 1, spt(g) ⊂ W \ spt(f) } ≥ F (f) + ν ( W \ spt(f) ) ≥ μ(V ∩ W ) + μ(W \ V ) − ε,

ągy ν premĆrtĆk a nyąlt halmazok osztălyăn. EbbŞl kŤvetkezik, hogy minden nyąlt halmaz μ-mĆrhetŞ Ćs X bărmely rĆszhalmazănak a kĄlsŞ mĆrtĆke az Şt lefedŞ nyąlt halmazok mĆrtĆkeinek pontos alsć korlătja.

Legyen most K kompakt rĆszhalmaza X-nek Ćs f ∈ K_C(X) olyan fĄggvĆny, amelyre 0 ≤ f ≤ 1 Ćs f(x) = 1, ha x ∈ K. Ha 0 < α < 1 Ćs V_α = X(f > α), akkor K ⊂ V_α Ćs g ≤ f/α minden olyan g ∈ K_C(X) fĄggvĆnyre, amelyre 0 ≤ g ≤ 1 Ćs spt(g) ⊂ V_α. Innen

μ(K) ≤ μ(V_α) = ν(V_α) ≤ sup_g F (g) ≤ 1 α F (f),

amibŞl α ↑ 1 hatărătmenettel

(2) μ(K) ≤ F (f) < ∞.

VĆgĄl, ha V nyąlt Ćs f ∈ K_C(X), 0 ≤ f ≤ 1 Ćs spt(f) ⊂ V , akkor az Uriszon-lemma 11.2.14. văltozatăt felhasznălva egy olyan W nyąlt halmaz kapunk, amely tartalmazza spt(f)-et, de kompakt lezărtja V -ben van. Erre

μ(V ) ≥ μ(W ) ≥ μ(W ) ≥ F (f),

amibŞl μ(V ) ≤ sup { μ(K) : K ⊂ V , K kompakt } . Ezzel megmutattuk, hogy μ teljes Radon-mĆrtĆk X-en. Nyilvăn μ termĆszetes kiterjesztĆse Ťnmaga.

Most megmutatjuk, hogy

F (f) = ∫ f dμ, ha f ∈ K_R(X).

Mivel f folytonos, nyilvăn μ-mĆrhetŞ. Legyen K = spt(f) Ćs (a, b) egy olyan intervallum, amely tartalmazza f ĆrtĆkkĆszletĆt. Legyen ε > 0 Ćs vălasszunk egy olyan

a = y_0 < y_1 < . . . < y_n = b

felosztăsăt [a, b]-nek, amelyre y_i − y_{i−1} < ε (1 ≤ i ≤ n). Legyen

E_i = K ∩ X(y_{i−1} < f ≤ y_i).

7.1. Monoton lineăris funkcionălok 97

Vălasszunk olyan V_i nyąlt halmazokat, amelyekre E_i ⊂ V_i, μ(V_i) < μ(E_i) + ε/n Ćs

f(x) < y_i + ε minden x ∈ V_i-re.

Az egysĆg felbontăsărćl szćlć 11.2.15. tĆtel szerint lĆteznek olyan g_i ∈ K_R(X) fĄggvĆnyek, hogy 0 ≤ g_i ≤ 1, spt(g_i) ⊂ V_i Ćs

∑_n

i=1 g_i(x) = 1, ha x ∈ K. Innen f =

∑_n i=1 g_if Ćs (2) szerint μ(K) ≤ F

(^n∑ i=1 g_i ) = n∑ i=1 F (g_i).

Mivel g_if ≤ (y_i + ε)g_i Ćs mivel y_i − ε < f(x), ha x ∈ E_i,

F (f) = n∑ i=1 F (g_if) ≤ n∑ i=1 (y_i + ε)F (g_i)

= n∑ i=1 ( |a| + y_i + ε ) F (g_i) − |a| n∑ i=1 F (g_i)

≤ n∑ i=1 ( |a| + y_i + ε )( μ(E_i) + ε n ) − |a|μ(K)

= n∑ i=1 (y_i − ε)μ(E_i) + 2εμ(K) + ε n n∑ i=1 ( |a| + y_i + ε )

≤ ∫ f dμ + ε ( 2μ(K) + |a| + b + ε ) . Mivel ε tetszŞleges volt, kapjuk, hogy F (f) ≤ ∫ f dμ. Alkalmazva ezt −f-re,

−F (f) = F (−f) ≤ ∫ (−f) dμ = − ∫ f dμ,

ami Ćppen a măsik irănyč egyenlŞtlensĆg. Most tetszŞleges f ∈ K_C(X)-re f = f_1 + if_2, ahol f_1, f_2 ∈ K_R(X) Ćs ągy

F (f) = F (f_1) + iF (f_2) = ∫ f_1 dμ + i ∫ f_2 dμ = ∫ f dμ.

Hătravan mĆg annak igazolăsa, hogy ha κ egy măsik Radon-mĆrtĆk X-en, amelyre

F (f) = ∫ f dκ minden f ∈ K_C(X)-re,

akkor μ a termĆszetes kiterjesztĆse κ-nak. Legyen K kompakt rĆszhalmaza X-nek, ε > 0, Ćs vălasszunk olyan K ⊂ V nyąlt rĆszhalmazt, amelyre κ(V ) ≤ κ(K) + ε. Az Uriszonlemma szerint van olyan f ∈ K_R(X), hogy

0 ≤ f ≤ 1, spt(f) ⊂ V Ćs f(x) = 1, ha x ∈ K.

Innen (2) szerint

μ(K) ≤ ∫ f dμ = F (f) = ∫ f dκ ≤ κ(V ) ≤ κ(K) + ε,

Ćs ągy μ(K) ≤ κ(K). FelcserĆlve μ Ćs κ szerepĆt, kapjuk, hogy μ(K) = κ(K) bărmely K kompakt rĆszhalmazăra X-nek. Mivel μ Ćs κ Radon-mĆrtĆkek, megegyeznek a nyąlt halmazokon is. Ha a κ-hoz tartozć kĄlsŞ mĆrtĆket is κ-val jelŤljĄk, akkor

κ(A) = inf { κ(V ) : A ⊂ V , V nyąlt } minden A ⊂ X-re, ągy κ(A) = μ(A) minden A ⊂ X-re, azaz μ a κ termĆszetes kiterjesztĆse.

* 7.1.3. PĆlda. Legyen g : R → R egy monoton nŤvekedŞ fĄggvĆny, Ćs

F_g (f) =

∫_∞ −∞ f dg minden f ∈ K_C(R)-re.

Ekkor F_g monoton lineăris funkcionăl K_C(R)-en, ągy a Riesz-fĆle reprezentăcićs tĆtel szerint elŞăll egy teljes Radon-mĆrtĆk szerinti integrălkĆnt. Mivel 4.5.5. szerint

F_g (f) = ∫ f dλ_g minden f ∈ K_C-re,

Ćs mivel, mint kŤnnyen ellenŞrizhetŞ, λ_g termĆszetes kiterjesztĆse Ťnmaga, az F_g -hez a Riesz-fĆle reprezentăcićs tĆtel szerint tartozć teljes Radon-mĆrtĆk Ćppen λ_g .

7.2. A Haar-mĆrtĆk egyĆrtelmŰsĆge

Most măr eszkŤzeink elegendŞek arra hogy bebizonyątsuk, a Haar-mĆrtĆk lĆnyegĆben egyĆrtelmŰ. Az alapgondolat a Fubini-tĆtelt hasznălni čgy, ahogy azt az 5.2.4. lemma bizonyątăsăban tettĄk. A gondot az a technikai problĆma okozza, hogy kĆt Radon-mĆrtĆk szorzata ăltalăban nem Radon-mĆrtĆk. Ennek megkerĄlĆse vălt lehetŞvĆ az elŞzŞ pont eredmĆnyei segątsĆgĆvel.

* 7.2.1. Lemma. Legyen μ Radon-mĆrtĆk az X lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆren, ν pedig Radon-mĆrtĆk az Y lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆren. Ekkor minden h ∈ K_C(X × Y ) fĄggvĆny μ ⊗ ν-mĆrhetŞ.

Bizonyątăs. Legyen C a h fĄggvĆny tartćja, A ⊂ X Ćs B ⊂ Y pedig kompakt halmazok, amelyekre C ⊂ A × B. TekintsĄk az Ťsszes (x, y) →

∑_n k=1 f_k(x)g_k(y) alakč fĄggvĆnyek osztălyăt, ahol n ∈ N Ćs f_k ∈ K_C(X), g_k ∈ K_C(Y ), ha k = 1, 2, . . . , n. Mivel ezen fĄggvĆnyek megszorątăsai A × B-re egy, a konjugăltkĆpzĆsre zărt algebrăt alkotnak, amely szĆtvălasztja A × B pontjait Ćs tartalmazza a konstans fĄggvĆnyeket, h|(A × B) a Weierstrass{Stone-tĆtel miatt ilyen fĄggvĆnyek egyenletes hatărĆrtĆke. Innen kŤvetkezik, hogy a h fĄggvĆny μ ⊗ ν-mĆrhetŞ.

7.2. A Haar-mĆrtĆk egyĆrtelmŰsĆge 99

* 7.2.2. Lemma. Legyen G lokălisan kompakt Hausdor¸ topologikus csoport, μ egy bal Haar-mĆrtĆk, ν pedig egy jobb Haar-mĆrtĆk G-n. Ekkor lĆtezik olyan pozitąv, valćs ĆrtĆkŰ folytonos k fĄggvĆny G-n, hogy ha f, g ∈ K_C(G), akkor

(1) k(y) ∫ g dν = ∫ g(yx^{−1}) dμ(x), ha y ∈ G; (2) ∫ kf dν = ∫ f dμ.

Bizonyątăs. A Fubini-tĆtelt Ćs az elŞzŞ lemmăt felhasznălva, ∫ f dμ ∫ g dν = ∫ ∫ f(x)g(y) dμ(x) dν(y) = ∫ ∫ f(yx)g(y) dμ(x) dν(y) = ∫ ∫ f(yx)g(y) dν(y) dμ(x) = ∫ ∫ f(y)g(yx^{−1}) dν(y) dμ(x) = ∫ f(y) ∫ g(yx^{−1}) dμ(x) dν(y).

Ha rŤgzątĄnk egy nemnegatąv, nem nulla g ∈ K_R(G) fĄggvĆnyt, az (1) ŤsszefĄggĆs egy pozitąv folytonos k fĄggvĆnyt de˛niăl. Szămątăsunk azt mutatja, hogy erre a k-ra (2) teljesĄl minden f ∈ K_C(G)-re. Azonban a k fĄggvĆnyt a (2) ŤsszefĄggĆs egyĆrtelmŰen jellemzi, ągy nem fĄgg g vălasztăsătćl. Ŋgy azt kapjuk, hogy (1) minden g ∈ K_C(G)-re fennăll.

* 7.2.3. TĆtel. Legyen G lokălisan kompakt Hausdor¸-csoport. Bărmely kĆt bal [jobb] Haar-mĆrtĆk pozitąv konstansszorosa egymăsnak.

Bizonyątăs. A bizonyątăst bal Haar-mĆrtĆkekre vĆgezzĄk, jobb Haar-mĆrtĆkekre hasonlć. Legyenek μ_1 Ćs μ_2 bal Haar-mĆrtĆkek, ν pedig jobb Haar-mĆrtĆk. Az elŞzŞ lemma szerint lĆteznek olyan k_1, k_2 pozitąv valćs ĆrtĆkŰ folytonos fĄggĆnyek G-n, hogy ∫ k_1f dμ_1 = ∫ f dν Ćs ∫ k_2f dμ_2 = ∫ f dν minden f ∈ K_C(G)-re. Ekkor h = k_1/k_2 pozitąv valćs ĆrtĆkŰ folytonos fĄggvĆny, amelyre ∫ f dμ_1 = ∫ k_2hf dν = ∫ hf dμ_2 minden f ∈ K_C(G)-re. Ha y ∈ G, akkor ∫ h(x)f(x) dμ_2(x) = ∫ f(x) dμ_1(x) = ∫ f(yx) dμ_1(x) = ∫ h(x)f(yx) dμ_2(x) = ∫ h(y^{−1}x)f(x) dμ_2(x)

minden f ∈ K_C(G)-re, amibŞl h(y^{−1}x) = h(x) minden x ∈ G-re. Ŋgy h konstans G-n, Ćs ∫ f dμ_1 = h ∫ f dμ_2. Innen a μ_1 mĆrtĆk a μ_2 mĆrtĆk h-szorosa.

7.3. Folytonos lineăris funkcionălok

* 7.3.1. Motivăcić. Legyen μ egy valćs (vagy komplex) Radon-mĆrtĆk X-en. Ekkor az F_μ : f → ∫ f dμ

megfeleltetĆs folytonos lineăris funkcionăl az egyenletes konvergencia ‖ ‖_u normăjăval (lăsd 11.3.5.) ellătott K_R(X) ( vagy K_C(X) ) tĆren. Valćban, | | ∫ f dμ | | ≤ ∫ |f| d|μ| ≤ ‖f‖_u|μ|(X).

Itt is nagyon fontos ennek az egyszerŰ tĆnynek a megfordątăsa.

* 7.3.2. Riesz-fĆle reprezentăcićs tĆtel. Legyen X lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆr Ćs F folytonos lineăris funkcionăl az egyenletes konvergencia normăjăval ellătott K_R(X) ( illetve K_C(X) ) tĆren. Ekkor egy Ćs csak egy teljes valćs (illetve komplex) RadonmĆrtĆk lĆtezik, amelyre

F (f) = ∫ f dμ minden f ∈ K_K(X)-re.

Erre a mĆrtĆkre ‖F ‖ = |μ|(X).

Bizonyątăs. Legyen

G(f) = sup { |F (h)| : h ∈ K_K(X), |h| ≤ f } , ha f ∈ K_R(X), f ≥ 0. Nyilvăn G(f) ≥ 0 minden f-re, 0 ≤ f_1 ≤ f_2 esetĆn G(f_2) ≥ G(f_1) Ćs G(cf) = cG(f), ha c ≥ 0.

Megmutatjuk, hogy G(f_1 + f_2) = G(f_1) + G(f_2),

ha f_1, f_2 ∈ K_R(X), f_1, f_2 ≥ 0. Legyen ε > 0. LĆteznek olyan h_1, h_2 ∈ K_K(X) fĄggvĆnyek, hogy |h_1| ≤ f_1, |h_2| ≤ f_2 Ćs

G(f_1) ≤ | |F (h_1) | | + ε, G(f_2) ≤ | |F (h_2) | | + ε.

Vălasztva olyan α_1, α_2 egysĆgnyi abszolčt ĆrtĆkŰ komplex szămokat, amelyekre

α_1F (h_1) = | |F (h_1) | | Ćs α_2F (h_2) = | |F (h_2) | |, azt kapjuk, hogy

G(f_1) + G(f_2) ≤ | |F (h_1) | | + | |F (h_2) | | + 2ε = F (α_1h_1 + α_2h_2) + 2ε ≤ G ( |h_1| + |h_2| ) + 2ε ≤ G(f_1 + f_2) + 2ε,

7.3. Folytonos lineăris funkcionălok 101

ągy G(f_1 + f_2) ≥ G(f_1) + G(f_2).

Vălasszunk egy olyan h ∈ K_K(X) fĄggvĆnyt, amelyre |h| ≤ f_1 + f_2 Ćs legyen V = X(f_1 + f_2 > 0), valamint

h_1(x) = f_1(x)h(x) f_1(x) + f_2(x)

, ha x ∈ V,

egyĆbkĆnt nulla, Ćs

h_2(x) = f_2(x)h(x) f_1(x) + f_2(x)

, ha x ∈ V,

egyĆbkĆnt nulla. Ekkor h_1, h_2 ∈ K_K(X), h_1 + h_2 = h, |h_1| ≤ f_1, |h_2| ≤ f_2, Ćs ągy | |F (h) | | = | |F (h_1) + F (h_2) | | ≤ | |F (h_1) | | + | |F (h_2) | | ≤ G(f_1) + G(f_2),

amibŞl G(f_1 + f_2) ≤ G(f_1) + G(f_2).

Ha most f ∈ K_R(X), akkor legyen

G(f) = G(f^+) − G(f^−),

Ćs ha f_1, f_2 ∈ K_R(X), akkor legyen

G(f_1 + if_2) = G(f_1) + iG(f_2).

EgyszerŰ szămolăsok mutatjăk, hogy G egy monoton lineăris funkcionăl K_C(X)-en, Ćs | |F (f) | | ≤ G(|f|) ≤ ‖F ‖‖f‖_u minden f ∈ K_K(X)-re.

JelŤlje ν a 7.1.2. Riesz-fĆle reprezentăcićs tĆtel szerint G-hez tartozć teljes Radon-mĆr-tĆket. Mivel ν(X) = sup { G(f) : f ∈ K_R(X), 0 ≤ f ≤ 1 } , kapjuk, hogy ν(X) ≤ ‖F ‖.

MăsrĆszt | |F (f) | | ≤ G(|f|) = ∫ X |f| dν = ‖f‖_1, ha f ∈ K_K(X).

Ŋgy F folytonos lineăris funkcionăl K_K(X)-en a ‖ ‖_1 normăra nĆzve. Mivel K_K(X) sŰrŰ L^1_K(ν)-ben, F -nek lĆtezik egyĆrtelmŰ kiterjesztĆse L^1_K(ν)-re az L^1-norma megtartăsăval; ezt is F -fel fogjuk jelŤlni. A μ(A) = F (ξ_A) de˛nącićval valćs vagy komplex mĆrtĆket kapunk, amelyre | |μ(A) | | ≤ ν(A), tehăt |μ|(A) ≤ ν(A), ha A ν-mĆrhetŞ. A 6.2.12.

Lebesgue{Radon{Nikodym-tĆtel szerint lĆtezik olyan g fĄggvĆny, amelyre μ(A) = ∫ A g dν Ćs |μ|(A) = ∫ A |g| dν, ha A ν-mĆrhetŞ. EbbŞl ν-majdnem mindenĄtt |g| ≤ 1. Mivel az f → ∫ fg dν = ∫ f dμ Ćs f → F (f) folytonos funkcionălok egybeesnek L^1_K(ν) egyszerŰ fĄggvĆnyein,

(1) F (f) = ∫ X fg dν, ha f ∈ L^1_K(ν).

EbbŞl

ν(X) = ∫ X |g| dν ≥ sup { |F (f)| : f ∈ K_K(X), ‖f‖_u ≤ 1 } = ‖F ‖,

tehăt ν(X) = ‖F ‖ Ćs |g| = 1 ν-majdnem mindenĄtt. Ŋgy |μ| = ν, g = dμd|μ| Ćs (1) szerint

F (f) = ∫ f dμ, ha f ∈ K_K(X).

VĆgĄl tegyĄk fel, hogy kĆt olyan komplex Radon-mĆrtĆk is lĆtezik, amelyre a fenti elŞăllątăs teljesĄl, Ćs jelŤlje κ a kĄlŤnbsĆgĄket a Borel-halmazokon. Ekkor ∫ f dκ = 0 minden f ∈ K_K(X)-re. A 6.2.13. kŤvetkezmĆny szerint van olyan h Borel-fĄggvĆny, amelyre |h| = 1 Ćs κ(A) = ∫ A h d|κ| minden A Borel-halmazra. Ekkor minden K_K(X)- beli f_n sorozatra

|κ|(X) = ∫ X (h − f_n)h d|κ| ≤ ∫ X |h − f_n| d|κ|

Ćs mivel K_K(X) sŰrŰ L^1_K ( |κ| ) -ban, f_n vălaszthatć čgy, hogy a jobb oldali kifejezĆs nullăhoz tartson. Ŋgy |κ|(X) = 0, azaz κ = 0.

* 7.3.3. De˛nącić. Legyen X lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆr. JelŤlje M_C(X) az Ťsszes X feletti teljes komplex Radon-mĆrtĆkek halmazăt. Ha μ, ν ∈ M_C(X), a μ Ćs ν ŤsszegĆt a kŤvetkezŞkĆppen ĆrtelmezzĄk: LeszŰkątjĄk μ-t Ćs ν-t X Borel-halmazaira, ott Ťsszeadjuk Şket, majd vesszĄk az ągy kapott komplex Radon-mĆrtĆk termĆszetes kiterjesztĆsĆt. Az ągy kapott mĆrtĆket μ + ν-vel jelŤljĄk: ez nem okoz fĆlreĆrtĆst. Ha α ∈ C, akkor hasonlćan ĆrtelmezzĄk μ konstansszorosăt, az αμ mĆrtĆket is; ha α ≠ 0, akkor αμ Ćs μ ĆrtelmezĆsi tartomănya megegyezik. Egy μ ∈ M_C(X) mĆrtĆk normăjăn a |μ|(X) szămot ĆrtjĄk. JelŤlĆse: ‖μ‖. Ha csak valćs mĆrtĆkeket tekintĄnk, M_R(X)-et kapjuk.

* 7.3.4. TĆtel. M_K(X) a 7.3.3.-ban de˛niălt Ťsszeadăssal, skalărszorzăssal Ćs normăval K_K(X) konjugălt terĆvel izometrikusan izomorf Banach-tĆr.

Bizonyątăs. A 6.2.16. tĆtel szerint a 7.3.1.-ben szereplŞ μ → F_μ lekĆpezĆs additąv Ćs homogĆn. A 7.3.2. Riesz-fĆle reprezentăcićs tĆtel szerint ez a lekĆpezĆs kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ izometria is. Mivel K_K(X) konjugălt tere Banach-tĆr, M_K(X) Banach-tĆr.

7.4. Korlătos văltozăsč fĄggvĆnyek

Ebben a fejezetben a monoton Ćs korlătos văltozăsč fĄggvĆnyek kapcsolatăt, valamint a K_K(R) lineăris funkcionăljaival Ćs az R feletti Radon-mĆrtĆkekkel valć ŤsszefĄggĆseket vizsgăljuk. A 7.1.3. pĆlda alapjăn azt vărjuk, hogy K_K(R) korlătos lineăris funkcionăljait egy alkalmas fĄggvĆnyosztăly elemei szerint vett Riemann{Stieltjes-integrălokkal sikerĄl azonosątani. Ezt a gondolatot dolgozzuk ki a tovăbbiakban.

7.4.1. De˛nącić. Legyen I ⊂ R zărt intervallum a, b ∈ R, a ≤ b vĆgpontokkal, f : I → C egy fĄggvĆny. Az f văltozăsăt a-tćl b-ig a

V^b_af = sup {∑_n j=1 | |f(x_j ) − f(x_{j−1}) | | : x_0 ≤ x_1 ≤ . . . ≤ x_n, x_0, x_n ∈ I }

ŤsszefĄggĆssel de˛niăljuk. Ha b < a, akkor megăllapodăs szerint legyen V^b_af = −V^a_b f. Ha V^b_af vĆges, akkor azt mondjuk, hogy f korlătos văltozăsč I-n.

7.4.2. TĆtel. Ha I ⊂ R zărt intervallum a, c ∈ R vĆgpontokkal, f, g : I → C, α ∈ C Ćs a < b < c, akkor (1) V^b_af + V^c_bf = V^c_af; (2) V^c_a(f + g) ≤ V^c_af + V^c_ag; (3) V^c_a(αf) = |α|V^c_af.

Bizonyątăs. (1) bizonyątăsăhoz, ha x_0 ≤ x_1 ≤ . . . ≤ x_n, x_0, x_n ∈ I Ćs x_k ≤ b ≤ x_{k+1}, akkor n∑ j=1 | |f(x_j ) − f(x_{j−1}) | | ≤^k ∑ j=1 | |f(x_j ) − f(x_{j−1}) | | + | |f(b) − f(x_k) | |

+ | |f(x_{k+1}) − f(b) | | +^n ∑ j=k+2 | |f(x_j ) − f(x_{j−1}) | | ≤ V^b_af + V^c_bf,

amibŞl V^c_af ≤ V^b_af + V^c_bf.

Megfordątva, az | |f(x_{k+1}) − f(x_k) | | tagot kihagyva az ŤsszegzĆsbŞl,

V^c_af ≥ k∑ j=1 | |f(x_j ) − f(x_{j−1}) | | +^n ∑ j=k+1 | |f(x_j ) − f(x_{j−1}) | |,

amibŞl a jobb oldalon felsŞ hatărokat vĆve

V^c_af ≥ V^b_af + V^c_bf.

(2) Ćs (3) a n∑ j=1 | |f(x_j ) + g(x_j ) − f(x_{j−1}) − g(x_{j−1}) | | ≤^n ∑ j=1 | |f(x_j ) − f(x_{j−1}) | | +^n ∑ j=1 | |g(x_j ) − g(x_{j−1}) | |,

illetve a_n ∑ j=1 | |αf(x_j ) − αf(x_{j−1}) | | = |α|^n ∑ j=1 | |f(x_j ) − f(x_{j−1}) | | ŤsszefĄggĆsekbŞl kŤvetkeznek.

7.4.3. TĆtel. Ha I ⊂ R zărt intervallum a, b ∈ R vĆgpontokkal, f : I → C Ćs f_r = ℜf, f_i = ℑf, akkor (1) V^b_af ≤ V^b_af_r + V^b_af_i; (2) V^b_af_r ≤ V^b_af Ćs V^b_af_i ≤ V^b_af.

Bizonyątăs. EgyszerŰ szămolăs.

7.4.4. Jordan felbontăsi tĆtele. Legyen I ⊂ R zărt intervallum a, b ∈ R vĆgpontokkal, f : I → R egy fĄggvĆny, Ćs tegyĄk fel, hogy V^b_af < ∞. Ekkor az

f_+(x) =

V^x_af + f(x) 2 Ćs f_−(x) =

V^x_af − f(x) 2 , ha x ∈ I

fĄggvĆnyek monoton nŤvekedŞek Ćs f = f_+ − f_−. Az (f_+, f_−) părt az f Jordanfelbontăsănak nevezzĄk.

Bizonyątăs. Ha x, y ∈ I, x ≤ y, akkor a V^y_xf ≥ | |f(x) − f(y) | | egyenlŞtlensĆgbŞl V^y_xf ≥ f(y) − f(x), tehăt

f_−(y) − f_−(x) = 1 2 ( V^y_xf − f(y) + f(x) ) ≥ 0;

V^y_xf ≥ f(x) − f(y), tehăt

f_+(y) − f_+(x) = 1 2 ( V^y_xf − f(x) + f(y) ) ≥ 0.

7.4.5. MegjegyzĆsek. (1) Az f fĄggvĆny sokfĆlekĆppen felbonthatć kĆt monoton nŤvekedŞ fĄggvĆny kĄlŤnbsĆgĆre. A lehetsĆges felbontăsok kŤzŤtt az elŞzŞ tĆtelben szereplŞ felbontăs Ăminimălis": V^b_af_+ +V^b_af_− megegyezik V^b_af-fel Ćs nem nagyobb. KŤnnyen belăthatć, hogy kĆt minimălis felbontăs csak konstansban kĄlŤnbŤzhet.

(2) Az f fĄggvĆny pontosan akkor folytonos egy pontban, ha f_+ Ćs f_− folytonosak. Ennek a bizonyątăsăban csak azt nem triviălis megmutatni, hogy ha f folytonos x ∈ Iben, akkor y → V^y_af is folytonos x-ben. Vălasszunk egy ε > 0-t Ćs egy olyan δ > 0-t, amelyre x > t > x−δ esetĆn | |f(t)−f(x) | | < ε/2, tovăbbă egy olyan y_0 < y_1 < y_2 < . . . < y_{n−1} < y_n = x beosztăst, amelyre V^x_af − ε/2 <

∑_n j=1 | |f(y_j ) − f(y_{j−1}) | | Ćs y_{n−1} ≥ x − δ.

Mivel a jobb oldali Ťsszeg utolsć tagja kisebb, mint ε/2,

V^x_af − ε < n−1∑ j=1 | |f(y_j ) − f(y_{j−1}) | | ≤ V^yn−1_a f.

EbbŞl t > y_{n−1} esetĆn V^x_af −V^t_af < ε, azaz y → V^y_a balrćl folytonos x-ben. A jobb oldali folytonossăg hasonlćan lăthatć be.

7.4.6. De˛nącić. Legyen I ⊂ R egy zărt intervallum a, b ∈ R vĆgpontokkal, f : I → C egy fĄggvĆny, Ćs tegyĄk fel, hogy V^b_af < ∞. Legyen f_r = ℜf Ćs f_i = ℑf. Ha f_{r,+} Ćs f_{r,−} az f_r fĄggvĆny, f_{i,+} Ćs f_{i,−} pedig az f_i fĄggvĆny Jordan-felbontăsai, akkor az (f_{r,+}, f_{r,−}, f_{i,+}, f_{i,−}) nĆgyest az f Jordan-felbontăsănak nevezzĄk. Ezt gyakran ąrjuk f = ∑_3

j=0 i^j f_j alakban.

* 7.4.7. TĆtel. Legyen f : R → C egy fĄggvĆny, Ćs tegyĄk fel, hogy V^∞_{−∞}f < ∞. Ekkor (1) az f(x+) jobb oldali hatărĆrtĆk lĆtezik minden −∞ ≤ x < ∞ pontban Ćs az f(x−) bal oldali hatărĆrtĆk lĆtezik minden −∞ < x ≤ ∞ pontban;

(2) f szakadăsi pontjainak halmaza megszămlălhatć;

(3) lĆtezik pontosan egy olyan c ∈ C Ćs pontosan egy olyan g : R → C normalizălt fĄggvĆny, hogy f(x) = c + g(x) az f minden folytonossăgi pontjăban;

(4) x → V^x_{−∞}g normalizălt fĄggvĆny Ćs V^x_{−∞}g ≤ V^x_{−∞}f, ha −∞ < x ≤ ∞.

Bizonyątăs. (1) Ćs (2) kŤvetkezik Jordan felbontăsi tĆtelĆbŞl. (3)-bćl f normalizăltjănak lĆtezĆsĆt măr belăttuk a 2.2.4. de˛nącić megjegyzĆs rĆszĆben. Az unicităshoz, ha a g Ćs g^∗ : R → C normalizălt fĄggvĆnyekre

g(x) + c = f(x) = g^∗(x) + c^∗

az f folytonossăgi pontjaiban, akkor x → −∞ hatărĆrtĆket vĆve c = c^∗, azaz g(x) = g^∗(x) egy sŰrŰ rĆszhalmazăn R-nek. Mivel g Ćs g^∗ balrćl folytonosak, megegyeznek.

(4) bizonyątăsăhoz, ha

x_0 ≤ x_1 ≤ x_2 ≤ . . . ≤ x_n ≤ x,

akkor_n ∑ j=1 | |g(x_j ) − g(x_{j−1}) | | = lim_{δ↓0}^n ∑ j=1 | |f(x_j − δ) − f(x_{j−1} − δ) | | ≤ V^x_{−∞}f,

amibŞl V^x_{−∞}g ≤ V^x_{−∞}f.

Most legyen x ∈ R rŤgzątett, Ćs ε > 0. Vălasszunk olyan

x_0 < x_1 < . . . < x_n = x pontokat, amelyekre (5) n∑ j=1 | |g(x_j ) − g(x_{j−1}) | | > V^x_{−∞}g − ε.

Ha t_0 < t_1 < . . . < t_m = x_0, akkor

V^x_{−∞} ≥ m∑ k=1 | |g(t_k) − g(t_{k−1}) | | +^n ∑ j=1 | |g(x_j ) − g(x_{j−1}) | |, ągy a jobb oldali elsŞ Ťsszeg kisebb, mint ε. EbbŞl V^{x0}_{−∞}g ≤ ε, azaz lim_{x→−∞} V^x_{−∞}g = 0. Most legyen x_{n−1} < t < x_n. Ekkor (6) n−1∑ j=1 | |g(x_j ) − g(x_{j−1}) | | + | |g(t) − g(x_{n−1}) | | ≤ V^t_{−∞}g ≤ lim_{s↑x} V^s_{−∞}g ≤ V^x_{−∞}g.

Ha t ↑ x_n = x, (6) bal oldala tart az (5) bal oldalăhoz, mivel g(x) = g(x−), Ćs ągy

V^x_{−∞}g − ε < lim_{s↑x} V^s_{−∞}g,

amibŞl a (6)-beli utolsć egyenlŞtlensĆggel egyĄtt

V^x_{−∞}g = lim_{s↑x} V^s_{−∞}g.

* 7.4.8. Riemann{Stieltjes-integrălăs. Legyenek f, g : R → C fĄggvĆnyek, Ćs tegyĄk fel, hogy V^∞_{−∞}g vĆges. Ha [a, b] ⊂ R kompakt intervallum, az f-nek g-re vonatkozć, ∫_b a f dg vagy

∫_b a f(x) dg(x)

Riemann{Stieltjes-integrăljăt az ∫_b a f dg = 3∑ j=0 i^j (∫_b a ℜf dg_j + i

∫_b a ℑf dg_j )

ŤsszefĄggĆssel ĆrtelmezzĄk, ha a jobb oldalon ăllć integrălok lĆteznek, ahol g =

∑_3 j=0 i^j g_j a g Jordan-felbontăsa. A jobb oldalon szereplŞ, monoton nŤvekedŞ fĄggvĆnyek szerinti Riemann{Stieltjes-integrălokat SzŞkefalvi-Nagy [45] kŤnyve, 190. o. szerint ĆrtjĄk, ągy a 4.5.5. Lebesgue-kritĆrium hasznălhatć.

Ha f ∈ K_C(R), akkor bărmely, az f tartćjăt tartalmazć [a, b] kompakt intervallumra ∫_b a f dg ugyanaz a szăm; jelŤlje ezt ∫ f dg. Legyen

F_g (f) = ∫ f dg, ha f ∈ K_K(R).

A 7.4.2.{7.4.7. pontok eredmĆnyei Ćs a monoton nŤvekedŞ fĄggvĆny szerinti Riemann{ Stieltjes-integrălăs tulajdonsăgai (lăsd SzŞkefalvi-Nagy [45]) szerint F_g korlătos lineăris funkcionăl az uniform normăval ellătott K_K(R) tĆren. Az F_g -hez 7.3.2. szerint tartozć M_K(R)-beli mĆrtĆket λ_g -vel jelŤljĄk, Ćs a g-hez tartozć Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆknek nevezzĄk.

* 7.4.9. TĆtel. Legyen μ ∈ M_C(R) Ćs g(x) = μ(−∞, x), ha x ∈ R. Ekkor (1) g : R → C normalizălt fĄggvĆny;

(2) g pontosan akkor folytonos egy x ∈ R pontban, ha μ{x} = 0; (3) V^x_{−∞}g = |μ|(−∞, x), ha −∞ < x ≤ ∞; (4) ha μ =

∑_3 j=0 i^j μ_j a μ Jordan-felbontăsa, g =

∑_3

j=0 i^j g_j pedig a g Jordan-felbontăsa, akkor μ_j = λ_{gj} (a Borel-halmazokon);

(5) λ_g = μ.

Megfordątva, legyen f : R → C egy fĄggvĆny, amelyre V^∞_{−∞}f < ∞, Ćs legyen g az f normalizăltja. Ekkor (6) λ_f = λ_g ;

(7) g(x) = λ_g (−∞, x), ha x ∈ R.

Bizonyątăs. Ha x_n ↑ x, x_n, x ∈ R, akkor

lim_{n→∞} μ(−∞, x_n) = μ(−∞, x_1) + lim_{n→∞} n∑ j=2 μ[x_{j−1}, x_j ) = μ(−∞, x) = g(x),

azaz g balrćl folytonos. Hasonlćan adćdik, hogy lim_{x→−∞} g(x) = 0 Ćs hogy g pontosan akkor folytonos az x ∈ R pontban, ha μ{x} = 0.

(3) bizonyątăsăhoz, ha x_0 < x_1 < . . . < x_n ≤ x, akkor n∑ j=1 | |g(x_j ) − g(x_{j−1}) | | =^n ∑ j=1 | |μ[x_{j−1}, x_j ) | | ≤ |μ|(−∞, x),

ągy V^x_{−∞}g ≤ |μ|(−∞, x), tehăt g korlătos văltozăsč. JelŤlje ν az x → V^x_{−∞}g monoton nŤvekedŞ normalizălt fĄggvĆnyhez tartozć Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆket. Mivel

μ[x, y) = g(x) − g(y), ν[x, y) = V^y_xg, a (8) |μ(A)| ≤ ν(A)

egyenlŞtlensĆg teljesĄl, ha A = [x, y). Mivel minden nyąlt intervallum elŞălląthatć megszămlălhatć sok diszjunkt balrćl zărt, jobbrćl nyąlt intervallum egyesątĆsekĆnt, azt kapjuk, hogy (8) akkor is teljesĄl, ha A nyąlt intervallum. A nyąlt halmazok struktčratĆtelĆt felhasznălva, (8) minden nyąlt halmazra teljesĄl, vĆgĄl felhasznălva, hogy μ Ćs ν RadonmĆrtĆkek, (8) minden Borel-halmazra teljesĄl. Ŋgy, |μ| de˛nącićja szerint

|μ|(A) ≤ ν(A), ha A Borel-halmaz. Speciălisan

|μ|(−∞, x) ≤ V^x_{−∞}g,

amivel (3)-at bebizonyątottuk.

A g fĄggvĆny de˛nącićjăbćl g valćs Ćs kĆpzetes rĆszĆre

g_r(x) = μ_r(−∞, x) Ćs g_i(x) = μ_i(−∞, x).

Alkalmazva (3)-at

g_{r,+}(x) + g_{r,−}(x) = V^x_{−∞}g_r = |μ_r|(−∞, x) = μ_{r,+}(−∞, x) + μ_{r,−}(−∞, x).

Hasonlć egyenletek ąrhatćk fel az imaginărius rĆszekre is. A kĆt egyenletet Ťsszevetve, Ćs felhasznălva 2.2.5.-Ťt kapjuk (4)-et.

Ha most h ∈ K_C(R), akkor a Riemann{Stieltjes- Ćs a Lebesgue{Stieltjes-integrăl Ťsszehasonlątăsăra vonatkozć tĆtel szerint ∫_∞ −∞ h dg = 3∑ j=0 i^j

∫_∞ −∞ h dg_j = 3∑ j=0 i^j ∫ R h dλ_{gj} = ∫ R h dμ,

amibŞl Riesz reprezentăcićs tĆtelĆnek unicităs rĆszĆt felhasznălva (5) kŤvetkezik.

(6) bizonyątăsăhoz, ha

∑_3

j=0 i^j f_j az f fĄggvĆny,

∑_3 j=0 i^j g_j pedig a g fĄggvĆny Jordan-felbontăsa, akkor valćs rĆszt vĆve valamely c ∈ R konstanssal

f_0(x) − f_2(x) = g_0(x) − g_2(x) + c

az f folytonossăgi pontjaiban. Ezt az egyenlŞsĆget ătrendezve

∫_∞ −∞ h df_0 +

∫_∞ −∞ h dg_2 = ∫ R h dλ_{f0 +g2} = ∫ R h dλ_{g0 +f2} =

∫_∞ −∞ h dg_0 +

∫_∞ −∞ h df_2

minden h ∈ K_C(R)-re. Hasonlćan jărhatunk el a kĆpzetes rĆsszel is. A kapott ŤsszefĄggĆseket visszarendezve Ćs kombinălva, ∫_∞ −∞ h dg =

∫_∞ −∞ h df, ha h ∈ K_C(R),

amibŞl λ_g = λ_f .

(7) bizonyątăsăhoz, legyen g =

∑_3

j=0 i^j g_j a g Jordan-felbontăsa, Ćs legyen μ = ∑_3

j=0 i^j λ_{gj} . Ha x_n, x ∈ R, a g_j fĄggvĆnyek folytonosak az x, x_n pontokban, x > x_n Ćs x_n ↓ −∞, akkor

g(x) = lim_{n→∞} ( g(x) − g(x_n) ) = lim_{n→∞} 3∑ j=0 i^j ( g_j (x) − g_j (x_n) )

= 3∑ j=0 i^j lim_{n→∞} λ_{gj} [x_n, x) = 3∑ j=0 i^j λ_{gj} (−∞, x) = μ(−∞, x).

Mivel g(x) Ćs μ(−∞, x) is balrćl folytonos, g(x) = μ(−∞, x) minden x ∈ R-re. (5) szerint λ_g = μ, ągy (7)-et belăttuk.

* 7.4.10. Feladat [9]. Szămątsuk ki az

∫_b a f dg integrălt, ha (1) a = 0, b = π, f(x) = x, g(x) = sin x;

(2) a = −1, b = 1, f tetszŞleges Ćs g(x) nulla, ha x ≤ 0, egy, ha x > 0; (3) a = 0, b = 1, x_n, n = 1, 2, . . . a (0, 1) racionălis szămainak egy sorozatba rendezĆse, g(x) = ∑ x_n<x 1/2

n Ćs f korlătos [0, 1]-en.

* 7.4.11. Feladat [7]. Legyen g : [a, b] → R korlătos văltozăsč, f_n : [a, b] → R, n = 1, 2, . . . , Ćs tegyĄk fel, hogy

∫_b a f_n dg lĆtezik minden n-re. Mutassuk meg, hogy ha f_n egyenletesen konvergăl egy f fĄggvĆnyhez, akkor lĆtezik

∫_b a f dg is Ćs

∫_b a f dg = lim_{n→∞}

∫_b a f_n dg.

* 7.4.12. Feladat [8]. Legyenek g, h : [a, b] → R fĄggvĆnyek, mindkettŞ monoton nŤvekedŞ Ćs folytonos az a, b pontokban. Igazoljuk, hogy akkor Ćs csak akkor van olyan c ∈ R, amelyre a D = { x : g(x) = h(x)+c } halmaz sŰrŰ [a, b]-ben, ha minden f : [a, b] → R folytonos fĄggvĆnyre

∫_b a f dg =

∫_b a f dh.

* 7.4.13. Feladat [6]. Legyen f a racionălis szămok halmazănak karakterisztikus fĄggvĆnye Ćs g : [a, b] → R monoton nŤvekedŞ fĄggvĆny. Mikor lĆtezik az

∫_b a f dg integrăl?

8. A DIFFERENCIŔLŔS ŘS INTEGRŔLŔS KAPCSOLATA

A 6. fejezetben megismerkedtĄnk a Radon{Nikodym-derivălt fogalmăval. Ez a mennyisĆg a ˛zikai sŰrŰsĆgfogalomnak felel meg. Kifejezi, hogy egy halmaz egyik mĆrtĆke (ĂtŤmege") hogyan kaphatć meg egy fĄggvĆnynek (a ĂsŰrŰsĆgnek") a halmaz felett egy măsik mennyisĆg (ĂtĆrfogat") szerint vett integrăljakĆnt. Ennek a ˛zikai pĆldănak az alapjăn azt vărjuk, hogy a Radon{Nikodym-derivălt măskĆnt is elŞălląthatć egy pontban: VeszĄnk egy, a pontot tartalmazć halmazt, Ćs kĆpezzĄk a kĆt mĆrtĆk ezen halmazon felvett ĆrtĆkĆnek hănyadosăt. Ha a halmazt Ťsszehčzzuk az adott pontra, akkor azt vărjuk, hogy ennek a hănyadosnak a hatărĆrtĆke a Radon{Nikodym-derivălt lesz az adott pontban. Ezt a gondolatot fogjuk kidolgozni a 8.2. pontban. EredmĆnykĆnt a mĆrtĆkek derivălăsănak egy olyan Ălokălis" elmĆletĆt nyerjĄk, amely ugyan nem olyan ăltalănos, mint a 6. fejezet eredmĆnyei, azonban sokkal jobban alkalmazhatć. A valćs fĄggvĆnyekre valć alkalmazăsokkal a 8.3. pontban foglalkozunk. Mindehhez az alapot a 8.1. pont Ťnmagukban is igen Ćrdekes eredmĆnyei adjăk.

8.1. Lefed«esi t«etelek

* 8.1.1. De˛nącić. Azt mondjuk, hogy C egy lefedĆsi relăcić, ha C ⊂ { (x, S) : x ∈ S ⊂ R^n } . Ha A ⊂ R^n, akkor C(A)-val jelŤljĄk az { S : (x, S) ∈ C valamely x ∈ A-ra } halmazt. Azt mondjuk, hogy C ˛nom az x ∈ R^n pontban, ha inf { diam(S) : (x, S) ∈ C } = 0.

Azt mondjuk, hogy V egy μ-Vitali lefedĆs, ha μ teljes Radon-mĆrtĆk R^n-en, V egy lefedĆsi relăcić, minden (x, S) ∈ V-re S Borel-halmaz, V ˛nom R^n minden pontjăban, Ćs a kŤvetkezŞ feltĆtel teljesĄl:

8.1. Lefed«esi t«etelek 111

(1) ha C ⊂ V, A ⊂ R^n, Ćs C ˛nom A minden pontjăban, akkor van olyan {S_i : i ∈ I} megszămlălhatć rendszer, amely diszjunkt C(A)-beli halmazokbćl ăll, Ćs amelyre μ(A \ ∪_{i∈I} S_i) = 0.

(TŤmŤren: az A halmaz bărmely V-beli ˛nom lefedĆsĆbŞl kivălaszthatć megszămlălhatć diszjunkt majdnem lefedĆse A-nak.)

A kŤvetkezŞ tĆtel egyszerŰ pĆldăt ad Vitali-lefedĆsre.

* 8.1.2. TĆtel. Legyen μ teljes Radon-mĆrtĆk R^n-en Ćs legyen i = 1, 2, . . . -re P_i egy megszămlălhatć sok diszjunkt Borel-halmazbćl ăllć lefedĆse R^n-nek. TegyĄk fel, hogy P_1 minden eleme korlătos, P_i minden tagja elŞăll P_{i+1} elemeinek egyesątĆsekĆnt, Ćs

lim_{i→∞} sup { diam(S) : S ∈ P_i } = 0.

Ekkor V = { (x, S) : x ∈ S ∈ P_i valamely i = 1, 2, . . . -re } egy μ-Vitali lefedĆs.

Bizonyątăs. Legyen C ⊂ V, A ⊂ R^n, Ćs tekintsĄk a

C(A) = { S : (x, S) ∈ C valamely x ∈ A-ra } halmazrendszert. Ha C ˛nom az A minden pontjăban, akkor C(A) lefedi A-t, Ćs ągy A minden pontja benne van C(A) egy, a tartalmazăsra nĆzve maximălis tagjăban, Ćs C(A) bărmely kĆt, a tartalmazăsra nĆzve maximălis tagja diszjunkt.

A kŤvetkezŞ tĆtel nem ilyen egyszerŰ Ćs csak a Lebesgue-mĆrtĆkre vonatkozik, de sokkal jobban hasznălhatć.

* 8.1.3. Vitali tĆtele. Ha V egy lefedĆsi relăcić, S kompakt halmaz minden (x, S) ∈ V-re, V ˛nom minden x ∈ R^n pontban, Ćs van olyan α > 0 szăm, hogy bărmely (x, S) ∈ Vre S benne van egy B(x, r) gŤmbben, amelyre λ^n(S) > αλ^n ( B(x, r) ) , akkor V egy λ^n- Vitali lefedĆs.

Bizonyątăs. ElŞszŤr tegyĄk fel, hogy A ⊂ R^n korlătos, Ćs vălasszunk egy A-t tartalmazć, korlătos nyąlt V halmazt. TegyĄk fel, hogy C ⊂ V, C ˛nom az A minden pontjăban Ćs S ⊂ V minden (x, S) ∈ C-re. Megmutatjuk, hogy ekkor C(A)-nak van olyan {S_i : i ∈ I} diszjunkt halmazokbćl ăllć megszămlălhatć rĆszrendszere, amelyre λ^n(A \ ∪_{i∈I} S_i) = 0. TekintsĄk a C(A) Ťsszes olyan diszjunkt halmazokbćl ăllć H rĆszrendszereinek ˙ osztălyăt, amelyek rendelkeznek a kŤvetkezŞ tulajdonsăggal: (1) ha T ∈ C(A), akkor vagy minden S ∈ H-ra T ∩ S = ∅, vagy pedig van olyan S ∈ H, hogy T ∩ S ≠ ∅ Ćs diam(T ) ≤ 2 diam(S).

Ekkor ˙ fĆligrendezett halmaz a tartalmazăsra nĆzve, Ćs ebben a fĆligrendezett halmazban minden lănc felĄlrŞl korlătos. A Zorn-lemma szerint lĆtezik G maximălis eleme ˙-nak. Legyen K = C(A) ∩ {T : T ∩ ∪G = ∅}.

Ha K ≠ ∅, akkor kivălaszthatunk egy W ∈ K-t, amelyre

2 diam(W ) ≥ sup { diam(T ) : T ∈ K } Ćs G ∪ {W } ∈ ˙, ami ellentmond G maximălis voltănak. Ŋgy K = ∅, tehăt G rendelkezik a kŤvetkezŞ tulajdonsăggal:

(2) G diszjunkt halmazokbćl ăll, Ćs minden T ∈ C(A)-hoz van olyan S ∈ G, amelyre T ∩ S ≠ ∅ Ćs diam(T ) ≤ 2 diam(S).

Ha S ∈ C(A), legyen

^S = ⋃{ T : T ∈ C(A), T ∩ S ≠ ∅ Ćs diam(T ) ≤ 2 diam(S) } . A ^S halmazt az S nagyątăsănak nevezzĄk. Megmutatjuk, hogy van olyan β > 0, amelyre λ^n( ^S) < βλ^n(S) minden S ∈ C(A)-ra. Valćban, legyen x ∈ A, Ćs (x, S) ∈ C. Ekkor valamely r > 0-ra S ⊂ B(x, r) Ćs λ^n(S) > αλ^n ( B(x, r) ) . EbbŞl diam(S) ≤ 2r Ćs ^S ⊂ B(x, 5r). Ŋgy

λ^n( ^S) ≤ λ^n ( B(x, 5r) ) = 5^nλ^n ( B(x, r) ) ≤ 5^n α λ^n(S).

TĆrjĄnk vissza G-hez. (2)-bŞl kŤvetkezik, hogy

(3) ∪C(A) ⊂ ∪{ ^S : S ∈ G}.

Tovăbbă bărmely H vĆges rĆszrendszerĆre G-nek

(4) A \ ∪H ⊂ ∪{ ^S : S ∈ G \ H}.

Valćban, ∪H zărt, Ćs mivel C ˛nom az A minden pontjăban, A \ ∪H minden eleme benne van egy olyan T elemĆben C(A)-nak, amelyre T ∩ ∪H = ∅. Ŋgy T belemetsz valamely S ∈ G \ H-ba, amelyre diam(T ) ≤ 2 diam(S), innen T ⊂ ^S. Mivel λ^n(V ) < ∞, S ⊂ V Ćs λ^n(S) > 0 minden S ∈ G-re, a G halmazrendszer megszămlălhatć, Ćs ∑ S∈G λ^n( ^S) ≤ β ∑ S∈G λ^n(S) ≤ βλ^n(V ) < ∞.

EbbŞl kŤvetkezik, hogy bărmely ε > 0-hoz van olyan H vĆges rĆszrendszere G-nek, amelyre ∑

S∈G\H

λ^n( ^S) < ε,

innen (4) alapjăn λ^n(A \ ∪G) ≤ λ^n(A \ ∪H) < ε.

Mivel ε tetszŞleges volt, a speciălis eset bizonyątăsăt befejeztĄk.

Az ăltalănos eset bizonyątăsăhoz legyen A ⊂ R^n, V_j , j = 1, 2, . . . az R^n egĆsz csčcspontč, egysĆgnyi oldalč nyąlt kockăinak egy sorozatba rendezĆse, Ćs A_j = A ∩ V_j . Ha C ⊂ V Ćs C ˛nom az A minden pontjăban, akkor legyen C_j = { (x, S) : (x, S) ∈ C, S ⊂ V_j } . Alkalmazzuk az elsŞ lĆpĆst C_j -re, A_j -re Ćs V_j -re. A kapott S_{i,j} halmazokat egyesątve,

λ^n(A \ ∪_{i,j} S_{i,j} ) ≤ λ^n(A \ ∪^∞_{j=1}V_j ) + ∞∑ j=1 λ^n(A_j \ ∪_iS_{i,j} ) = 0.

8.2. MĆrtĆkek lokălis derivăltja

* 8.2.1. De˛nącić. Legyenek μ Ćs ν teljes Radon-mĆrtĆkek R^n-en, V egy μ-Vitali lefedĆs. Ha f a V(R^n) valamely rĆszosztălyăn Ćrtelmezett bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆny Ćs x ∈ R^n, akkor hasznăljuk a

(V) limsup S→x f(S) = lim_{ε↓0} sup { f(S) : (x, S) ∈ V, diam(S) < ε, S ∈ dmn f } jelŤlĆst. (V) liminf_{S→x} f(S) hasonlćan van de˛niălva. Ha ez a kĆt ĆrtĆk megegyezik, akkor (V) lim_{S→x} f(S)-et ąrunk. VĆgĄl a ν mĆrtĆk μ-re vonatkozć V-derivăltjăt a (V) dν dμ (x) = (V) lim_{S→x} ν(S) μ(S) ŤsszefĄggĆssel de˛niăljuk.

* 8.2.2. Lemma. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆsei mellett, tegyĄk fel, hogy A ⊂ R^n olyan Borel-halmaz, amelyre ν(A) = 0. Legyen B = { x : x ∈ A, (V) dν dμ (x) = 0 } . Ekkor μ(A \ B) = 0.

Bizonyątăs. TerjesszĄk ki μ-t kĄlsŞ mĆrtĆkkĆnt R^n Ťsszes rĆszhalmazăra. Ha i = 1, 2, . . . , legyen P_i azon x ∈ A-k halmaza, amelyekre

(V) limsup S→x ν(S) μ(S) > 1 i . (Itt legyen t/0 = ∞, ha 0 ≤ t ≤ ∞.) RŤgzątsĄk i-t Ćs vălasszunk egy tetszŞleges ε > 0-t. Mivel ν(A) = 0, van olyan V ⊃ A nyąlt halmaz, amelyre ν(V ) < ε. A C = { (x, S) : (x, S) ∈ V, S ⊂ V, ν(S)/μ(S) > 1/i } lefedĆsi relăcić ˛nom P_i minden pontjăban, ągy van olyan C(P_i)-beli megszămlălhatć diszjunkt S_{i,j} , j = 1, 2, . . . halmazrendszer, amelyre μ(P_i \ ∪_j S_{i,j} ) = 0. EbbŞl μ(P_i) ≤ μ(P_i \ ∪_j S_{i,j} ) + ∑ j μ(S_{i,j} ) ≤ i ∑ j ν(S_{i,j} ) ≤ iν(V ) < iε,

ahonnan μ(P_i) = 0. Mivel A \ B ⊂ ∪^∞_{i=1}P_i, azt kapjuk, hogy μ(A \ B) = 0.

* 8.2.3. TĆtel. Legyenek μ Ćs ν teljes Radon-mĆrtĆkek R^n-en, ν = ν_a + ν_s a ν-nek μ-re vonatkozć Lebesgue-felbontăsa (a Borel-halmazokon), V pedig egy μ-Vitali lefedĆs. Ekkor (1) (V) dνdμ (x) lĆtezik μ-majdnem minden x ∈ R^n-re;

(2) ν_a(E) = ∫ E (V) dνdμ (x) dμ(x) minden E Borel-halmazăra R^n-nek;

azaz (V) dνdμ megegyezik a (Borel-halmazokon vett) dν^adμ Radon{Nikodym-derivălttal.

Bizonyątăs. ElŞszŤr tegyĄk fel, hogy ν ≪ μ (a Borel-halmazokon), ągy ν_a = ν. A Radon{Nikodym-tĆtel szerint van olyan f : R^n → [0, ∞) Borel-fĄggvĆny, amelyre

ν(E) = ∫ E f(x) dμ(x)

minden E Borel-halmazăra R^n-nek. Ha megmutatjuk, hogy μ-majdnem minden x ∈ R^nre f(x) = (V) dνdμ (x), akkor kĆszen vagyunk.

Minden r racionălis szămhoz legyen A_r = { x : x ∈ R^n, f(x) < r } , Ćs legyen

κ_r(E) = ∫ E\A_r ( f(x) − r ) dμ(x), ha E Borel-halmaz.

Nyilvăn κ_r Radon-mĆrtĆk. Mivel κ_r(A_r) = 0, az elŞzŞ lemma szerint a

B_r = { x : x ∈ A_r, (V) dκ_r dμ (x) = 0 }

halmazra μ(A_r \ B_r) = 0. Legyen P = ∪_r(A_r \ B_r). Ekkor μ(P ) = 0. Legyen x ∈ R^n \ P Ćs vălasszunk egy olyan r-et, amelyre r > f(x). Ekkor x ∈ A_r Ćs x ∈ B_r. Mivel

ν(S) − rμ(S) = ∫ S ( f(y) − r ) dμ(y) ≤ κ_r(S)

minden S ∈ V(R^n)-re, valamint

(V) limsup S→x κ_r(S) μ(S)

= 0,

azt kapjuk, hogy (V) limsup S→x ν(S) μ(S)

≤ r.

Ez minden r > f(x) racionălis szămra igaz, amibŞl

(V) limsup S→x ν(S) μ(S)

≤ f(x).

Hasonlćan, a κ_r(E) = ∫ E∩A_r ( r − f(x) ) dμ(x)

Radon-mĆrtĆkeket hasznălva egy olyan Q halmazt kapunk, amelyre μ(Q) = 0 Ćs ha x ∈ R^n \ Q, akkor

(V) liminf S→x ν(S) μ(S)

≥ f(x).

Ezzel belăttuk, hogy a (V) dνdμ Ćs f fĄggvĆnyek μ-majdnem mindenĄtt megegyeznek.

Most legyen ν ⊥ μ. Ekkor ν_a = 0 Ćs a 8.2.2. lemma szerint μ-majdnem mindenĄtt (V) dνdμ (x) = 0, ągy ekkor is teljesĄl a tĆtel ăllątăsa. VĆgĄl az ăltalănos esetben, ha

(V) dν^adμ (x) Ćs (V) dν^sdμ (x) lĆteznek, akkor (V) dνdμ (x) is lĆtezik, Ćs

(V) dν dμ = (V) dν_a dμ μ-majdnem mindenĄtt,

ągy igaz a tĆtel ăllątăsa.

* 8.2.4. MegjegyzĆs. Az elŞzŞ tĆtelbŞl, ha μ teljes Radon-mĆrtĆk R^n-en, V egy μ-Vitali lefedĆs Ćs f nemnegatąv integrălhatć fĄggvĆny, akkor

(1) (V) lim_{S→x} 1 μ(S) ∫ S f(y) dμ(y) = f(x) μ-majdnem minden x ∈ R^n-re.

Valćban, az elŞzŞ tĆtelt alkalmazva a

ν(A) = ∫ A f(y) dμ(y), ha A μ-mĆrhetŞ

ŤsszefĄggĆssel de˛niălt Radon-mĆrtĆkre, Ćppen (1)-et kapjuk. A kŤvetkezŞ tĆtelben ennek az ăllątăsnak egy erŞsebb formăjăt bizonyątjuk be.

* 8.2.5. TĆtel. Legyen μ teljes Radon-mĆrtĆk R^n-en, V egy μ-Vitali lefedĆs, f pedig egy C^k-beli ĆrtĆkŰ μ-mĆrhetŞ fĄggvĆny, amely minden kompakt halmazon integrălhatć. Ekkor (V) lim S→x 1 μ(S) ∫ S | |f(y) − f(x) | | dμ(y) = 0

μ-majdnem minden x ∈ R^n-re.

Bizonyątăs. Vălasszunk egy P megszămlălhatć sŰrŰ rĆszhalmazt C^k-ban. Ha p ∈ P , legyen ν_p(E) = ∫ E | |f(y) − p | | dμ(y), ha E μ-mĆrhetŞ.

Ekkor ν_p teljes Radon-mĆrtĆk R^n-en, ągy 8.2.3. szerint van olyan X_p ⊂ R^n, hogy (V) dν_p dμ (x) = | |f(x) − p | |, ha x /∈ X_p,

Ćs μ(X_p) = 0. Legyen X = ∪_{p∈P} X_p. Ekkor μ(X) = 0. Ha x ∈ R^n \ X Ćs ε > 0, akkor van olyan p ∈ P , hogy | |f(x) − p | | < ε, amibŞl | |f(y) − f(x) | | < | |f(y) − p | | + ε. EbbŞl

(V) limsup S→x 1 μ(S) ∫ S | f(y) − f(x) | dμ(y) ≤ (V) limsup S→x 1 μ(S) ∫ S | f(y) − p | dμ(y) + ε ≤ 2ε.

* 8.2.6. De˛nącić. Az elŞzŞ tĆtel feltĆtelei mellett, azon x ∈ R^n pontokat, amelyekre az elŞzŞ tĆtelben szereplŞ (1) ŤsszefĄggĆs teljesĄl, az f fĄggvĆny (μ, V) Lebesguepontjainak nevezzĄk.

* 8.2.7. De˛nącić. Ha μ teljes Radon-mĆrtĆk R^n-en, V egy μ-Vitali lefedĆs, A egy μ-mĆrhetŞ halmaz Ćs x ∈ R^n, akkor a

(V) lim S→x μ(S ∩ A) μ(S)

hatărĆrtĆket az A halmaz x pontbeli (μ, V)-sŰrŰsĆgĆnek nevezzĄk. Speciălisan, ha μ = λ^n, Ćs V az Ťsszes zărt gŤmbŤkbŞl ăll, akkor a

lim_{r↓0} λ^n ( A ∩ B(x, r) ) λ^n ( B(x, r) )

hatărĆrtĆket az A halmaz x pontbeli Lebesgue-sŰrŰsĆgĆnek nevezzĄk.

* 8.2.8. Lebesgue sŰrŰsĆgi tĆtele. Az elŞzŞ de˛nącić feltĆtelei mellett μ-majdnem minden x ∈ A-ra

(V) lim S→x μ(A ∩ S) μ(S) = 1 Ćs μ-majdnem minden x ∈ R^n \ A-ra

(V) lim S→x μ(A ∩ S) μ(S)

= 0.

Bizonyątăs. Alkalmazzuk 8.2.3.-at a ν(B) = μ(A ∩ B) mĆrtĆkre.

8.3. Abszol«ut folytonos fĄggvĆnyek

8.3.1. De˛nącić. Az I ⊂ R intervallumon egy f : I → C fĄggvĆnyt abszolčt folytonos fĄggvĆnynek nevezĄnk, ha minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy bărmely I-beli vĆges u_1 < v_1 ≤ u_2 < v_2 ≤ . . . ≤ u_n < v_n sorozat esetĆn, ha

∑_n i=1(v_i − u_i) < δ, akkor

∑_n i=1 | |f(v_i) − f(u_i) | | < ε.

8.3.2. TĆtel. Ha egy I ⊂ R intervallumon f : I → C abszolčt folytonos, akkor f folytonos Ćs egyenletesen folytonos I-n. Ha a, b ∈ I, akkor V^b_af < ∞. Ha f LipschitzfĄggvĆny, akkor f abszolčt folytonos.

Bizonyątăs. Az elsŞ kĆt ăllątăs triviălis. Vălasztva ε = 1-hez δ > 0-t, azt kapjuk, hogy V^d_c f ≤ 1, ha a ≤ c < d ≤ b Ćs d − c < δ.

Ŋgy [a, b]-t elŞăllątva vĆges sok δ-năl rŤvidebb intervallum egyesątĆsekĆnt, kapjuk, hogy V^b_af < ∞. Az utolsć ăllątăs nyilvănvalć.

8.3.3. Lebesgue tĆtele monoton fĄggvĆny derivăltjărćl. Legyen g : R → R monoton nŤvekedŞ fĄggvĆny, λ_g a g-hez tartozć Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆk, λ_{g,a} Ćs λ_{g,s} pedig ennek a λ-ra vonatkozć Lebesgue-fĆle felbontăsa (a Borel-halmazokon). Ekkor a g fĄggvĆny λ-majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć Ćs g^′ a λ_{g,a}-nak λ-ra vonatkozć Radon{ Nikodym-derivăltja.

A tĆtel a valćs fĄggvĆnytan egyik legmeglepŞbb Ćs legfontosabb eredmĆnye. Legfontosabb ăllątăsa, hogy egy monoton fĄggvĆny majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć. Ennek egy măsik bizonyątăsa talălhatć SzŞkefalvi-Nagy [45] kŤnyvĆben (97. o.).

* Bizonyątăs. Legyen V = { (x, S) : x ∈ S ⊂ R, S kompakt intervallum Ćs λ(S) > 0 } . Vitali tĆtele szerint V egy λ-Vitali lefedĆs, ągy a 8.2.3. tĆtel szerint (V) dλ_g dλ (x) ∈ R λ-majdnem minden x ∈ R-re.

RŤgzątve egy ilyen x pontot, Ćs (V) dλ_g dλ (x)-et c-vel jelŤlve, minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy (c − ε)(b − a) ≤ λ_g [a, b] ≤ (c + ε)(b − a), ha a ≤ x ≤ b Ćs 0 < b − a < δ. Ŋgy

(1) (c − ε)(b − a) ≤ g(b) − g(a) ≤ (c + ε)(b − a)

teljesĄl, ha g folytonos a-ban Ćs b-ben. Mivel g(b) − g(a) monoton nŤvekvŞ fĄggvĆnye b-nek Ćs monoton csŤkkenŞ fĄggvĆnye a-nak, valamint g folytonossăgi pontjai sŰrŰek R-ben, (1) akkor is teljesĄl, ha g nem folytonos a-ban vagy b-ben. Ŋgy

c − ε ≤ g(x + h) − g(x) h ≤ c + ε, ha 0 < |h| < δ,

azaz g^′(x) = c. Az ăllątăs tŤbbi rĆsze a 8.2.3. tĆtelbŞl kŤvetkezik.

8.3.4. TĆtel. Legyen g : R → C egy fĄggvĆny, V^∞_{−∞}g < ∞, Ćs λ_g a g-hez tartozć Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆk, λ_{g,a} Ćs λ_{g,s} pedig ennek a λ-ra vonatkozć Lebesgue-fĆle felbontăsa (a Borel-halmazokon). Ekkor g λ-majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć Ćs g^′ a λ_{g,a}-nak a λ-ra vonatkozć Radon{Nikodym-derivăltja, tovăbbă

∫_b a |g^′| dλ ≤ V^b_ag, ha − ∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞.

* Bizonyątăs. Legyen g =

∑_3 j=0 i^j g_j a g Jordan-felbontăsa, λ_{gj ,a} Ćs λ_{gj ,s} pedig a λ_{gj} -nek λ-ra abszolčt folytonos, illetve szingulăris rĆsze. Felhasznălva a Lebesgue-fĆle felbontăs egyĆrtelmŰsĆgĆt, egyszerŰ szămolăs mutatja, hogy

λ_{g,a} = 3∑ j=0 i^j λ_{gj ,a}, λ_{g,s} = 3∑ j=0 i^j λ_{gj ,s}.

Mivel a g_j fĄggvĆnyek majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatćak, g is az Ćs ∫ B g^′ dλ = 3∑ j=0 i^j ∫ B g^′_j dλ = 3∑ j=0 i^j λ_{gj ,a}(B) = λ_{g,a}(B),

ha B Borel-halmaz, azaz g^′ a λ_{g,a}-nak λ-ra vonatkozć Radon{Nikodym-derivăltja.

Az utolsć ăllątăst elĆg a, b ∈ R, a < b esetĆre bebizonyątani. Bevezetve az s(x) = V^x_{−∞}g jelŤlĆst, s monoton nŤvekedŞ fĄggvĆny Ćs ągy Lebesgue tĆtelĆbŞl

V^b_ag = s(b) − s(a) ≥

∫_b a s^′(x) dλ(x),

măsrĆszt

s^′(x) = lim_{h→0}

V^{x+h}_x g h ≥ lim_{h→0}

|g(x + h) − g(x)| |h| = |g^′(x)|.

8.3.5. Newton{Leibniz-formula. Legyen g : R → C egy fĄggvĆny, amelyre V^∞_{−∞}g < ∞. A kŤvetkezŞ feltĆtelek ekvivalensek:

(1) g(b) − g(a) =

∫_b a g^′ dλ minden −∞ < a < b < +∞-re;

(2) V^b_ag =

∫_b a |g^′| dλ minden −∞ < a < b < +∞-re;

(3) g abszolčt folytonos;

(4) λ_g ≪ λ (a Borel-halmazokon).

* Bizonyątăs. (1)-bŞl kŤvetkezik (2), mivel ha a ≤ x_1 ≤ x_1 ≤ . . . ≤ x_n ≤ b, akkor n∑ j=1 | |g(x_j ) − g(x_{j−1}) | | =^n ∑ j=1 | | | | ∫_{xj}

x_{j−1}

g^′ dλ | | | | ≤ ∫_b a |g^′| dλ, amibŞl

V^b_ag ≤

∫_b a |g^′| dλ.

A măsik irănyč egyenlŞtlensĆg az elŞzŞ tĆtelbŞl kŤvetkezik. (2)-bŞl (3)-at a | |g(v) − g(u) | | ≤ V^v_ug =

∫_v u |g^′| dλ, ha ∞ < u ≤ v < ∞

egyenlŞtlensĆg Ćs az integrăl abszolčt folytonossăga felhasznălăsăval kaphatjuk meg. (3)- bćl kŤvetkezik, hogy ha ε > 0, akkor van olyan δ > 0, hogy

−∞ < u_1 < v_1 ≤ u_2 < v_2 ≤ . . . ≤ u_n < v_n < ∞ Ćs ∑_n

j=1(v_j − u_j ) < δ esetĆn

∑_n j=1 V^{vj}_{uj} g ≤ ε. EbbŞl bărmely nyąlt V rĆszhalmazăra R-nek, ha λ(V ) ≤ δ, akkor |λ_g |(V ) ≤ ε. Approximăcićval bărmely B Borel-halmazăra R-nek, ha λ(B) ≤ δ, akkor |λ_g |(B) ≤ ε, ągy λ_g ≪ λ. VĆgĄl (4)-bŞl kŤvetkezik (1), mivel λ_g = λ_{g,a}, Ćs az elŞzŞ tĆtel szerint

λ_g (a, b) = g(b) − g(a) =

∫_b a g^′ dλ.

8.3.6. TĆtel. Legyen f ∈ L^1_C(R) Ćs g(x) =

∫_x −∞ f dλ, ha x ∈ R. Ekkor V^∞_{−∞}g = ‖f‖_1, a g fĄggvĆny abszolčt folytonos R-en Ćs λ-majdnem mindenĄtt g^′ = f.

* Bizonyątăs. Legyen μ(B) = ∫ B f dλ, ha B Borel-halmaz R-ben. Ekkor μ komplex Radon-mĆrtĆk, Ćs g(x) = μ(−∞, x), ągy μ = λ_g a Borel-halmazokon. Mivel μ abszolčt folytonos λ-ra vonatkozćan, g abszolčt folytonos az elŞzŞ tĆtel szerint. Mivel f is, Ćs az 8.3.4. tĆtel szerint g^′ is μ-nek a λ-ra vonatkozć Radon{Nikodym-derivăltja, λ-majdnem mindenĄtt megegyeznek. VĆgĄl a V^∞_{−∞}g = ‖f‖_1 ŤsszefĄggĆst az elŞzŞ tĆtelbŞl hatărĆrtĆkkĆpzĆssel kapjuk.

→ 8.3.7. Feladat [4]. Hatărozzuk meg az alăbbi teljes văltozăsokat:

V^{50}_0 e^x, V^2_1 ln x, V^{4π}_0 cos x, V^1_{−1}(x − x^3).

8.3.8. Feladat [9]. Vizsgăljuk meg, hogy az f(x) = |x|^α sin |x|^β , ha x ≠ 0, f(0) = 0 fĄggvĆny milyen α, β ∈ R ĆrtĆkekre lesz [−1, 1]-en korlătos văltozăsč.

* 8.3.9. Feladat [19]. TerjesszĄk ki az elŞzŞ kĆt tĆtelt re‚exąv Banach-tĆrbeli ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyekre. ( Egy X Banach-tĆr re‚exąv, ha x → F_x az (X^∗)^∗-ra kĆpez, ahol F_x(f) = f(x). ) * 8.3.10. Feladat [8]. De˛niăljuk a g : (0, 1) → L^1_R(λ_{[0,1]}) fĄggvĆnyt čgy, hogy g(x) a [0, x] karakterisztikus fĄggvĆnye, ha 0 < x < 1. Mutassuk meg, hogy g LipschitzfĄggvĆny, de sehol sem di¸erenciălhatć, sŞt, mĆg az f ∘g fĄgvĆnyek sem di¸erenciălhatćak, ahol f : L^1_R(λ_{[0,1]}) → R egy korlătos lineăris funkcionăl.

→ 8.3.11. Feladat [8]. JelŤlje C a Cantor-halmazt, Ćs ha x ∈ C, x =

∑_∞ n=1 2x_n/3^n, x_n ∈ {0, 1}, akkor legyen φ(x) =

∑_∞ n=1 x_n/2^n. Ha x ∈ [0, 1] \ C, akkor legyen φ(x) = sup { φ(t) : t < x, t ∈ C } . Ez a Lebesgue-fĆle szingulăris fĄggvĆny. Bizonyątsuk be, hogy (1) φ monoton nŤvekedŞ;

(2) φ : [0, 1] → [0, 1], φ(C) = [0, 1]; (3) φ folytonos.

8.3.12. Feladat: Fubini tĆtele monoton fĄggvĆnyekrŞl [16]. Legyenek f_n : R → R, n = 1, 2, . . . monoton nŤvekedŞ fĄggvĆnyek, Ćs tegyĄk fel, hogy

∑_∞ n=1 f_n(x) = f(x) ∈ R minden x ∈ R-re. Bizonyątsuk be, hogy λ-majdnem minden x ∈ R-re ∑_∞

n=1 f^′_n(x) = f^′(x). (Lăsd SzŞkefalvi-Nagy [45].)

8.3.13. Feladat [8]. Adjunk meg olyan f_n : R → R monoton nŤvekedŞ fĄggvĆnyeket, amelyekre

∑_∞ n=1 f_n(x) = f(x) ∈ R minden x ∈ R-re, de f^′(0) ≠

∑_∞ n=1 f^′_n(0).

→ 8.3.14. Feladat [9]. JelŤlje φ a Lebesgue-fĆle szingulăris fĄggvĆnyt, Ćs terjesszĄk ki az egĆsz R-re čgy, hogy x < 0-ra legyen 0, x > 1-re pedig legyen 1. Legyen a_n = j/2^k, b_n = (j + 1)/2^k, ha n = 2^k + j, 0 ≤ j < 2^k. Igazoljuk, hogy (1) minden x ∈ R-re_∞ ∑ n=1 1 2^n φ ( x − a_n b_n − a_n ) = f(x) ∈ R;

(2) f szigorčan monoton nŤvekedŞ [0, 1]-en; (3) f folytonos [0, 1]-en;

(4) λ-majdnem minden x ∈ [0, 1]-re f^′(x) = 0.

→ 8.3.15. Feladat [10]. Adjunk meg olyan nem nulla λ_g Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆket R-en, amely szingulăris a Lebesgue-mĆrtĆkre. Vălaszthatć-e g čgy, hogy folytonos legyen? Vălaszthatć-e g čgy, hogy minden nem Ąres nyąlt halmaz mĆrtĆke pozitąv legyen? Vălaszthatć-e g čgy, hogy mindkĆt feltĆtel teljesĄljŤn?

→ 8.3.16. Feladat [9]. Legyen f(x) = x^2 sin(1/x^2), ha 0 ≠ x ∈ [−1, 1] Ćs legyen f(0) = 0. Bizonyątsuk be, hogy f mindenĄtt di¸erenciălhatć [−1, 1]-en, de a derivăltja nem Lebesgue-integrălhatć.

* 8.3.17. Feladat [6]. Legyen X Banach-tĆr, g : [a, b] → X egy folytonos fĄggvĆny. Mutassuk meg, hogy az f(x) =

∫_x a g(t) dt, a ≤ x ≤ b fĄggvĆny di¸erenciălhatć, Ćs f^′(x) = g(x), ha a ≤ x ≤ b.

9. HELYETTESŊTŘSES ŘS PARCIŔLIS INTEGRŔLŔS

Ebben a fejezetben a helyettesątĆses Ćs parciălis integrălăs legfontosabb tĆteleivel foglalkozunk. Mivel a mĆrtĆkekrŞl komplex mĆrtĆkekre, monoton fĄggvĆnyekrŞl korlătos văltozăsč fĄggvĆnyekre, valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyekrŞl komplex Ćs Banach-tĆrbeli ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyekre tŤrtĆnŞ ăltalănosątăsok az elŞzŞ fejezetek eredmĆnyei alapjăn ăltalăban kŤnnyen elvĆgezhetŞk, itt csak a tĆtelek alapeseteivel foglalkozunk.

9.1. Parciălis integrălăs

9.1.1. A parciălis integrălăs tĆtele Lebesgue{Stieltjes-integrălokra. Legyenek f, g : R → R monoton nŤvekedŞ fĄggvĆnyek, −∞ < a < b < ∞, Ćs tegyĄk fel, hogy f balrćl, g pedig jobbrćl folytonos. Ekkor ∫ (a,b]

f dλ_g + ∫ [a,b)

g dλ_f = f(b)g(b) − f(a)g(a).

Bizonyątăs. Legyen S = { (x, y) : a ≤ x < y ≤ b } , Ćs alkalmazzuk a Fubini-tĆtelt:

(λ_f ⊗ λ_g )(S) = ∫ (a,b] ( f(y) − f(a) ) dλ_g (y) = ∫ (a,b]

f dλ_g − f(a)g(b) + f(a)g(a),

(λ_f ⊗ λ_g )(S) = ∫ [a,b) ( g(b) − g(x) ) dλ_f (x) = g(b)f(b) − g(b)f(a) − ∫ [a,b)

g dλ_f .

A kĆt egyenlŞsĆget kivonva egymăsbćl, kapjuk az ăllątăst.

9.1.2. TĆtel. Legyen g : R → R olyan monoton nŤvekedŞ fĄggvĆny, amely minden kompakt intervallumon abszolčt folytonos. Minden f : R → R fĄggvĆnyre, ha az alăbbi kĆt integrălbćl az egyik lĆtezik, akkor a măsik is, Ćs (1) ∫ R f dλ_g = ∫ R fg^′ dλ.

Bizonyątăs. Lebesgue tĆtele szerint λ-majdnem mindenĄtt g^′ megegyezik λ_g -nek a λ-ra vonatkozć Radon{Nikodym-derivăltjăval. Mivel λ-nullmĆrtĆkŰ halmazon megvăltoztatva g^′-t, a jobb oldal nem văltozik, a Radon{Nikodym-tĆtelbŞl kapjuk, hogy (1) kĆt oldala egyszerre lĆtezik Ćs egyenlŞ, ha f Borel-fĄggvĆny.

Most tegyĄk fel, hogy (1) bal oldala lĆtezik. Ekkor van olyan f^∗ Borel-fĄggvĆny, amely λ_g -majdnem mindenĄtt egyenlŞ f-fel. Vălasszunk egy B Borel-halmazt, amely lefedi az R(f ≠ f^∗) halmazt, Ćs amelyre λ_g (B) = 0. Nyilvăn λ-majdnem minden x ∈ Bre g^′(x) = 0, ągy

(2) ∫ R f dλ_g = ∫ B f dλ_g + ∫ R\B f^∗ dλ_g = ∫ B fg^′ dλ + ∫ R\B f^∗g^′ dλ = ∫ R fg^′ dλ.

Megfordątva, ha az fg^′ fĄggvĆny λ-integrălja lĆtezik, akkor legyen B olyan Borel-halmaz, amely lefedi az A = R(g^′ = 0) halmazt, de λ(B \ A) = 0, tovăbbă fg^′ megszorątăsa Ćs g^′ megszorątăsa R \ B-re Borel-fĄggvĆny. Legyen

f^∗(x) = { f(x), ha x ∈ R \ B, 0, ha x ∈ B.

Ekkor f^∗ Borel-fĄggvĆny, mert R \ B-n megegyezik fg^′/g^′-vel, tovăbbă

λ_g (B) = ∫ B g^′ dλ = 0,

ągy az f fĄggvĆny λ_g -mĆrhetŞ Ćs a (2) szămolăs visszafelĆ elvĆgezhetŞ.

9.1.3. A parciălis integrălăs tĆtele Lebesgue-integrălokra. TegyĄk fel, hogy az f, g : R → C fĄggvĆnyek abszolčt folytonosak [a, b]-n. Ekkor az alăbbi integrălok lĆteznek Ćs ∫_b a fg^′ dλ +

∫_b a gf^′ dλ = f(b)g(b) − f(a)g(a).

Bizonyątăs. Kombinăljuk az elŞzŞ kĆt tĆtelt, vagy alkalmazzuk a Newton{Leibnizformulăt fg-re.

9.1.4. Leibniz-szabăly. Legyen (X, A, μ) teljes σ-vĆges mĆrtĆktĆr, −∞ < a < b < ∞, I = [a, b] Ćs f : X×I → R egy fĄggvĆny, amelyre az y → f(x, y) fĄggvĆny abszolčt folytonos I-n μ-majdnem minden x ∈ X-re, Ćs a ∂f∂y fĄggvĆny μ⊗λ-integrălhatć X ×I-n. Ekkor a g(y) = ∫ X f(x, y) dμ(x)

fĄggvĆny abszolčt folytonos I-n, Ćs λ-majdnem minden y ∈ I-re d dy ∫ X f(x, y) dμ(x) = ∫ X ∂f ∂y (x, y) dμ(x).

9.1. Parciălis integrălăs 123

A tĆtel azt mutatja, hogy igen ăltalănos feltĆtelek mellett egy paramĆtertŞl fĄggŞ fĄggvĆny integrălja di¸erenciălhatć a paramĆter szerint, Ćs a derivăltat a fĄggvĆny paramĆter szerinti parciălis derivăltjănak integrălăsăval szămolhatjuk ki, azaz a di¸erenciălăs Ćs az integrălăs felcserĆlhetŞek.

Bizonyątăs. Legyen λ-majdnem minden y ∈ I-re

h(y) = ∫ X ∂f ∂y (x, y) dμ(x).

Ekkor a Fubini-tĆtel szerint h az I-n λ-integrălhatć, Ćs

∫_t a h(y) dλ(y) =

∫_t a ∫ X ∂f ∂y (x, y) dμ(x) dλ(y) = ∫ X ∫_t a ∂f ∂y (x, y) dλ(y) dμ(x) = ∫ X ( f(x, t) − f(x, a) ) dμ(x) = g(t) − g(a).

EbbŞl g abszolčt folytonos I-n, Ćs λ-majdnem minden y ∈ I-re g^′(y) = h(y).

→ 9.1.5. Feladat [8]. Legyen

g(x) = x + 2, ha x ≤ −1, 2, ha −1 < x < 0, x^2 + 3, ha x ≥ 0.

Szămątsuk ki az alăbbi Lebesgue{Stieltjes-integrălokat: (1) ∫_2 −2 x dλ_g (x), (2) ∫_2 −2 x^2 dλ_g (x), (3) ∫_2 −2(x^3 + 1) dλ_g (x).

9.2. HelyettesątĆses integrălăs egyvăltozćs fĄggvĆnyekre

9.2.1. De˛nącić. Legyen μ vĆges mĆrtĆk X-en. Egy μ-majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett, μ-mĆrhetŞ R^n-beli ĆrtĆkŰ g fĄggvĆny eloszlăsfĄggvĆnyĆn a

h(x) = μX(g < x), ha x ∈ R^n ŤsszefĄggĆssel de˛niălt fĄggvĆnyt ĆrtjĄk.

9.2.2. TĆtel. Legyen (X, A, μ) vĆges mĆrtĆktĆr, Ćs g egy μ-majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett μ-mĆrhetŞ R^n-beli ĆrtĆkŰ fĄggvĆny, f : R^n → R pedig egy Borel-fĄggvĆny. JelŤlje g eloszlăsfĄggvĆnyĆt h. Ekkor, ha az alăbbi kĆt integrălbćl az egyik lĆtezik, čgy lĆtezik a măsik is, Ćs ∫ X f ∘ g dμ = ∫ R^n

f dλ^n_h .

A tĆtel nagyon fontos a valćsząnŰsĆgszămątăsban, mivel mutatja, hogy egy valćsząnŰsĆgi văltozć jellemzŞi (vărhatć ĆrtĆk, szćrăs, momentumok stb.) kifejezhetŞk az eloszlăsăval. A leggyakrabban alkalmazott n = 1, f(x) = x esetet kŤnnyŰ szemlĆltetni, ha X a [0, μ(X)] intervallum a Lebesgue-mĆrtĆkkel: mivel ∫ g csak a g nąvćhalmazainak mĆrtĆkĆtŞl fĄgg, de nem fĄgg azok elhelyezkedĆsĆtŞl, a nąvćhalmazokat jobbra eltolva, feltehetjĄk, hogy g monoton nŤvekedŞ. Ekkor h lĆnyegĆben a g inverze, Ćs a jobb oldalon a g alatti terĄletnek az inverz szerinti Lebesgue{Stieltjes-integrăllal valć kifejezĆse ăll.

Bizonyątăs. Legyen B az R^n Borel-halmazainak osztălya. KŤnnyŰ lătni, hogy a ν(B) = μ ( g^{−1}(B) ) ŤsszefĄggĆssel de˛niălt halmazfĄggvĆny mĆrtĆk B-n. A mĆrtĆk folytonossăga miatt h minden văltozćjăban balrćl folytonos, Ćs ha a, b ∈ R^n, a ≤ b, akkor

´^{(1)}_{[a1,b1 )}´^{(2)}_{[a2,b2)} . . . ´^{(n)}_{[an,bn)}h = μ ( g^{−1}[a, b) ) ≥ 0,

azaz λ^n_h Ćrtelmezve van Ćs megegyezik ν-vel a balrćl zărt, jobbrćl nyąlt intervallumokon. Egy tetszŞleges V ⊂ R^n nyąlt halmazhoz legyen V_k azon diszjunkt [u, v) ⊂ V intervallumok megszămlălhatć unićja, amelyekre u = ( j_1 2^k , j_2 2^k

, . . . , j_n 2^k ) Ćs v = ( j_1 + 1 2^k , j_2 + 1 2^k

, . . . , j_n + 1 2^k )

valamely (j_1, . . . , j_n) ∈ Z^n-re. A ν Ćs λ^n_h mĆrtĆkek nyilvăn megegyeznek a V_k halmazokon, ągy a mĆrtĆk folytonossăga miatt a nyąlt halmazokon is. Mivel az 1.3.6. tĆtel szerint ν is Radon-mĆrtĆk, ągy ν Ćs λ^n_h egybeesnek a Borel-halmazokon. Ha most f : R^n → R nemnegatąv egyszerŰ Borel-fĄggvĆny y_1, . . . , y_m ĆrtĆkekkel, akkor ∫ X f ∘ g dμ = m∑ i=1 y_iμ ( g^{−1} ( R^n(f = y_i) )) = m∑ i=1 y_iν ( R^n(f = y_i) )

= m∑ i=1 y_iλ_h ( R^n(f = y_i) ) = ∫ R f dλ_h.

EbbŞl az approximăcićs lemma Ćs Beppo Levi tĆtele miatt kapjuk az ăllątăst nemnegatąv, vĆgĄl az integrăl de˛nącićja miatt tetszŞleges Borel-fĄggvĆnyekre.

9.2.3. HelyettesątĆses integrălăs Lebesgue{Stieltjes-integrălokra. TegyĄk fel, hogy g : R → R szigorčan monoton nŤvekedŞ folytonos fĄggvĆny, h : R → R monoton nŤvekedŞ fĄggvĆny Ćs f : R → R tetszŞleges fĄggvĆny. Ha az alăbbi kĆt integrălbćl az egyik lĆtezik, akkor a măsik is, Ćs (1) ∫ R f ∘ g dλ_{h∘g} = ∫ g(R)

f dλ_h.

Bizonyątăs. VegyĄk Ćszre, hogy g homeomor˛zmus, ągy g(R) egy nyąlt intervallum. Ha A ⊂ g(R) egy intervallum, az a Ćs b vĆgpontjai g(R)-ben vannak Ćs folytonossăgi pontjai h-nak, akkor g^{−1}(b) Ćs g^{−1}(a) folytonossăgi pontjai h ∘ g-nek Ćs

h(b) − h(a) = h ( g ( g^{−1}(b) )) − h ( g ( g^{−1}(a) )) , ągy (2) λ_h(A) = λ_{h∘g} ( g^{−1}(A) ) . EbbŞl a mĆrtĆk folytonossăga miatt kŤvetkezik, hogy (2) akkor is teljesĄl, ha A ⊂ g(R) tetszŞleges nyąlt intervallum, sŞt, akkor is, ha tetszŞleges nyąlt halmaz. Felhasznălva, hogy λ_h Ćs λ_{h∘g} Radon-mĆrtĆkek, (2) minden A ⊂ g(R) Borel-halmazra teljesĄl. Most legyen B ⊂ R egy Borel-halmaz, Ćs f a B karakterisztikus fĄggvĆnye. Ekkor (1) bal oldala λ_{h∘g} ( g^{−1} ( B ∩ g(R) )) , a jobb oldala pedig λ_h ( B ∩ g(R) ) , ągy (2) szerint f-re

teljesĄl (1). EbbŞl a szokăsos approximăcićs eljărăssal kapjuk, hogy minden f : R → R Borel-fĄggvĆnyre a kĆt integrăl egyszerre lĆtezik Ćs teljesĄl (1).

Most tegyĄk fel, hogy (1) bal oldala lĆtezik. Ekkor lĆtezik olyan C ⊂ R Borel-halmaz Ćs k : R → R Borel-fĄggvĆny, amelyre λ_{h∘g} (C) = 0 Ćs f ( g(x) ) = k(x), ha x ∈ R \ C.

EbbŞl g(C) = D Borel-halmaz, λ_h(D) = 0 Ćs az

l(y) = { 0, ha y /∈ g(R), k ( g^{−1}(y) ) , ha y ∈ g(R)

fĄggvĆny Borel-fĄggvĆny, amelyre

(3) l(y) = f(y), ha y ∈ g(R) \ D,

azaz l ( g(x) ) = f ( g(x) ) , ha x ∈ R \ C teljesĄl, ągy (4) ∫ R f ∘ g dλ_{h∘g} = ∫ R l ∘ g dλ_{h∘g} = ∫ g(R)

l dλ_h = ∫ g(R)

f dλ_h.

Megfordątva, ha (1) jobb oldala lĆtezik, akkor vălasztva egy D ⊂ g(R) Borel-halmazt Ćs egy l : R → R Borel-fĄggvĆnyt čgy, hogy λ_h(D) = 0 Ćs (3) teljesĄljŤn, a (4) szămolăs visszafelĆ elvĆgezhetŞ.

A kŤvetkezŞ cĆlunk az, hogy bebizonyątsuk a helyettesątĆses integrălăs szokăsos formulăjănak egy, a Lebesgue-integrălokra vonatkozć igen ăltalănos văltozatăt. Ehhez szĄksĆgĄnk lesz egy lemmăra Ćs egy de˛nącićra.

* 9.2.4. Lemma. Legyen g : R → R folytonos, λ-majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć fĄggvĆny, Ćs α > 1. Ekkor g^′ mĆrhetŞ Ćs lĆteznek E_1, E_2, . . . korlătos mĆrhetŞ halmazok Ćs c_1, c_2, . . . valćs szămok čgy, hogy (1) ∪^∞_{n=1}E_n = E = R(g^′ ≠ 0); (2) g|E_n kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ; (3) α^{−1}c_n ≤ | |g′(x) | | ≤ c_nα, ha x ∈ E_n;

(4) α^{−1}c_n|x − y| ≤ | |g(x) − g(y) | | ≤ αc_n|x − y|, ha x, y ∈ E_n.

Bizonyątăs. Mivel

g^′(x) = lim_{n→∞} g(x + 1/n) − g(x) 1/n λ-majdnem minden x ∈ R-re, a g^′ derivălt λ-mĆrhetŞ. Vălasszunk olyan ε > 0-t, amelyre α^{−1} + ε < 1 < α − ε. Minden i termĆszetes szămra, j egĆsz szămra Ćs r pozitąv racionălis szămra legyen E(r, i, j) azon x ∈ E valćs szămok halmaza, amelyekre

(5) r(α^{−1} + ε) ≤ | |g^′(x) | | ≤ (α − ε)r; | g(z) − g(x) − g^′(x)(z − x) | ≤ εr|z − x|, ha |z − x| ∈ Q Ćs |z − x| < 1/i;

|x − j/i| ≤ 1/(2i).

Az E(r, i, j) halmazok mĆrhetŞek, mivel megszămlălhatć sok mĆrhetŞ halmaz metszetekĆnt ăllnak elŞ. Tovăbbă, ha x ∈ E(r, i, j), akkor (5) minden olyan z ∈ R-re teljesĄl, amelyre |z − x| ≤ 1/i, mert mindkĆt oldal folytonosan fĄgg z-tŞl. Az E(r, i, j)-k egyesątĆse nyilvăn E, ągy c_n = r vălasztăssal (1) Ćs (3) teljesĄl. Most rŤgzątsĄk r, i, j-t. Ha x, y ∈ E(r, i, j), akkor |x−y| ≤ 1/i, ągy | g(y)−g(x) | ≤ | g^′(x)(y−x) | +εr|y−x| ≤ αr|y−x|, | g(y) − g(x) | ≥ | g^′(x)(y − x) | − εr|y − x| ≥ α^{−1}r|y − x|, azaz teljesĄl (2) Ćs (4).

9.2.5. De˛nącić. Ha X Ćs Y halmazok, egy g : X → Y fĄggvĆny multiplicităsăn azt az N_g : Y → [0, ∞] fĄggvĆnyt ĆrtjĄk, amelynek ĆrtĆke egy y ∈ Y helyen X(g = y) elemeinek szăma. (Ez lehet esetleg ∞ is.)

9.2.6. HelyettesątĆses integrălăs Lebesgue-integrălokra. Legyen g : R → R minden kompakt intervallumon abszolčt folytonos fĄggvĆny, A korlătos LebesguemĆrhetŞ rĆszhalmaza R-nek Ćs f : R → R egy tetszŞleges fĄggvĆny. Ekkor az alăbbi kĆt integrăl egyszerre lĆtezik Ćs (1) ∫ A (f ∘ g) · |g^′| dλ = ∫ R f · N_{g|A} dλ.

Tovăbbă, ha −∞ < a < b < ∞ Ćs az y → f(y)N_{g|[a,b]}(y) lekĆpezĆs λ-integrălja lĆtezik, akkor (2) ∫_b a (f ∘ g) · g^′ dλ =

∫_{g(b)}

g(a)

f dλ.

A tĆtel a helyettesątĆses integrălăs szokăsos formulăjănak messzemenŞ ăltalănosątăsa. A măsodik formulăban, ha g kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, a g(a) < g(b) eset az ĆrtĆkkĆszlet pozitąv, a măsik eset az ĆrtĆkkĆszlet negatąv irănyątăsănak felel meg. Ha g nem kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, a jobb oldal nem fĄgg f-nek g ( [a, b] ) azon pontjaiban felvett ĆrtĆkĆtŞl, amelyek nem esnek g(a) Ćs g(b) kŤzĆ. Ez azĆrt van, mert ezeket a pontokat g Ăugyanannyiszor futja be" nŤvekedve, mint csŤkkenve, Ćs ągy az integrălbćl kiesnek. Az elsŞ formula viszont irănyątăsmentes, ągy ebben g^′ helyĆre a bal oldalon |g^′| kerĄl, Ćs az egyes pontok tŤbbszŤr tŤrtĆnŞ befutăsăt, az irăny ˛gyelembevĆtele nĆlkĄl az N_{g|A} multiplicităs reprezentălja.

* Bizonyątăs. Vălasszunk egy A-t tartalmazć I kompakt intervallumot. (1) bizonyątăsăval kezdjĄk. A bizonyątăst tŤbb lĆpĆsben vĆgezzĄk.

Az elsŞ lĆpĆsben tegyĄk fel, hogy B ⊂ A, λ(B) = 0 Ćs legyen ε > 0. Ekkor lĆtezik olyan δ > 0, hogy ha u_1 ≤ v_1 ≤ u_2 ≤ v_2 ≤ . . . ≤ u_n ≤ v_n

I-beli szămok, akkor

∑_n i=1(v_i − u_i) < δ esetĆn

∑_n i=1 | g(v_i) − g(u_i) | ≤ ε. FedjĄk le δnăl kisebb Ťsszhosszčsăgč [x_j , y_j ], j = 1, 2, . . . intervallumrendszerrel B-t. Az [x_j , y_j ], j = 1, 2, . . . , m intervallumokat kisebb intervallumokra felbontva, olyan

z_1 ≤ w_1 ≤ y_2 ≤ w_2 ≤ . . . ≤ z_{nm} ≤ w_{nm}

szămokat kapunk, amelyekre m⋃ j=1 [x_j , y_j ] =

n_m⋃

i=1 [z_i, w_i].

A z_i ≤ u_i ≤ v_i ≤ w_i-t čgy vălasztva, hogy | |g(v_i) − g(u_i) | | maximălis legyen, azt kapjuk, hogy λ ( g ( ∪^m_{j=1}[x_j , y_j ] )) ≤ ε.

Innen m → ∞ hatărătmenettel λ ( g(B) ) ≤ ε. Mivel ε tetszŞleges volt, λ ( g(B) ) = 0.

A măsodik lĆpĆsben tegyĄk fel, hogy B ⊂ A(g^′ = 0). Vălasszunk egy ε > 0-t Ćs egy V ⊃ B nyąlt halmazt, amelyre λ(V ) < λ(B) + ε. Mivel V = {( x, [x − r, x + r] ) : x ∈ R, r > 0 }

Vitali-lefedĆs, ągy a B-t ˛noman lefedŞ

C_ε = { (x, S) : (x, S) ∈ V, S ⊂ V, | g(y) − g(x) | ≤ ε|y − x|, ha y ∈ S } lefedĆsi relăcićbćl kivălaszthatć egy (x_i, S_i), i = 1, 2, . . . diszjunkt rendszer, amelyre

λ(B \ ∪^∞_{i=1}S_i) = 0. Ekkor λ ( g(B \ ∪^∞_{i=1}S_i) ) = 0 Ćs λ ( g(S_i) ) ≤ ελ(S_i). EbbŞl

λ ( g(B) ) ≤ λ ( g(B \ ∪^∞_{i=1}S_i) ) + ∞∑ i=1 λ ( g(S_i) ) ≤ ε ∞∑ i=1 λ(S_i) ≤ ελ(V ) ≤ ελ(B) + ε^2,

Ćs ągy λ ( g(B) ) = 0.

A harmadik lĆpĆsben tegyĄk fel, hogy f egy λ-mĆrhetŞ B ⊂ { x : x ∈ A, g^′(x) ∈ R, g^′(x) ≠ 0 } halmaz g(B) kĆpĆnek a karakterisztikus fĄggvĆnye. Legyen α > 1. Az elŞzŞ lemma

felhasznălăsăval olyan B_1, B_2, . . . diszjunkt, mĆrhetŞ, korlătos halmazokat Ćs c_1, c_2, . . .

valćs szămokat kaphatunk, amelyekre

(3) ∪^∞_{i=1}B_i = B;

(4) g|B_i kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ;

(5) α^{−1}c_i ≤ | |g^′(x) | | ≤ αc_i;

(6) α^{−1}c_i|y − x| ≤ | |g(y) − g(x) | | ≤ αc_i|y − x|, ha x, y ∈ B_i.

Mivel az 1.3.5. tĆtel szerint a B_i halmaz elŞăll egy σ-kompakt Ćs egy nulla mĆrtĆkŰ

halmaz egyesątĆsekĆnt, az elsŞ lĆpĆs alapjăn a g(B_i) halmaz λ-mĆrhetŞ. (5)-bŞl

α^{−1}c_iλ(B_i) ≤ ∫ B_i | g^′(x) | dλ(x) ≤ αc_iλ(B_i),

(6)-bćl pedig, a Lipschitz-fĄggvĆnyekre vonatkozć 2.4.7. lemmăt alkalmazva g|B_i-re Ćs ( g|B_i

)_{−1}

-re,

α^{−1}c_iλ(B_i) ≤ λ ( g(B_i) ) ≤ αc_iλ(B_i).

Źsszevetve ezt a kĆt egyenlŞtlensĆget,

α^{−2}λ ( g(B_i) ) ≤ ∫ B_i

|g^′| dλ ≤ α^2λ ( g(B_i) ) . Źsszegezve i-re,

α^{−2} ∫ R N_{g|B} dλ ≤ ∫ B |g^′| dλ ≤ α^2 ∫ R N_{g|B} dλ.

EbbŞl (1)-et kapjuk, ha α ↓ 1.

A negyedik lĆpĆsben tegyĄk fel, hogy f egy T ⊂ g(A) mĆrhetŞ halmaz karakterisz-

tikus fĄggvĆnye, Ćs legyen B = g^{−1}(T ) ∩ A. Ha T Borel-halmaz, akkor g^{−1}(T ) is az, ągy

B mĆrhetŞ. Az eddigi lĆpĆseket Ťsszegezve, ∫ A (f ∘ g) · |g^′| dλ = ∫ B |g^′| dλ = ∫ R N_{g|B} dλ = ∫ R f · N_{g|A} dλ.

EbbŞl mindkĆt oldal nulla, ha T ⊂ g(A) Ćs λ(T ) = 0, ągy (1) fennăll, ha T mĆrhetŞ rĆszhalmaza g(A)-nak. A szokăsos approximăcićs eljărăssal kapjuk, hogy (1) fennăll, ha f|g(A) mĆrhetŞ fĄggvĆny.

Az ŤtŤdik lĆpĆsben megmutatjuk, hogy van olyan C ⊂ A mĆrhetŞ halmaz, amelyre g|C kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ Ćs amelyre λ ( g(A) \ g(C) ) = 0. A B = { x : x ∈ A, g^′(x) ∈ R, g^′(x) ≠ 0 } halmazhoz Ćs egy tetszŞleges α > 1-hez vălasszunk a harmadik lĆpĆs szerint B_i halmazokat. Minden i-re vălasszunk egy olyan σ-kompakt D_i ⊂ B_i halmazt, amelyre λ(B_i \D_i) = 0. Legyen D = ∪^∞_{i=1}D_i, C_i = D_i \ ∪^{i−1}_{j=1}g^{−1} ( g(D_j ) ) , Ćs legyen C = ∪^∞_{i=1}C_i. Vilăgos, hogy a C_i halmazok Borel-halmazok, g|C kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, Ćs g(D) = g(C). A B \ D halmaz nulla mĆrtĆkŰ, Ćs

g(A) \ g(C) ⊂ g(A \ B) ∪ g(B \ D).

Innen λ ( g(A) \ g(C) ) ≤ λ ( g(A \ B) ) + λ ( g(B \ D) ) = ∫ A\B |g^′| dλ + ∫ B\D |g^′| dλ = 0.

Hatodik lĆpĆskĆnt, hogy (1) bizonyątăsa teljes legyen, meg kell mutatnunk, hogy ha (1) valamelyik oldala lĆtezik, akkor f|g(A) mĆrhetŞ. Legyen B = { x : x ∈ A, g^′(x) ∈ R, g^′(x) ≠ 0 } . TegyĄk fel, hogy (1) bal oldala lĆtezik. Vălasszuk a C halmazt az ŤtŤdik lĆpĆs szerint. Mivel f ∘ g a B felett megegyezik az

(f ∘ g) · |g^′|

|g^′|

fĄggvĆnnyel, f ∘ g|B mĆrhetŞ. Legyen V nyąlt rĆszhalmaza R-nek. Mivel

W = C ∩ (f ∘ g)^{−1}(V )

mĆrhetŞ, čgy, mint a harmadik lĆpĆsben, kapjuk, hogy g(W ) is mĆrhetŞ. Mivel

g(W ) ⊂ g(A) ∩ f^{−1}(V ) ⊂ g(W ) ∪ ( g(A) \ g(C) ) , az elŞzŞ lĆpĆs alapjăn azt kapjuk, hogy g(A) ∩ f^{−1}(V ) is mĆrhetŞ, azaz f|g(A) mĆrhetŞ.

Ha (1) jobb oldala lĆtezik, akkor a negyedik lĆpĆs szerint N_{g|A} mĆrhetŞ Ćs majdnem mindenĄtt vĆges. Az { y : N_{g|A}(y) = i } halmaz karakterisztikus fĄggvĆnyĆt h_i-vel jelŤlve,

f(y) = f(y)N_{g|A}(y) ∞∑ i=1 h_i(y) i majdnem minden y ∈ g(A)-ra, ągy f|g(A) mĆrhetŞ.

Utolsć lĆpĆskĆnt (1)-bŞl bebizonyątjuk (2)-t. TegyĄk fel, hogy g(a) ≤ g(b), Ćs tekintsĄk az A_1 = { x : a < x < b, g^′(x) > 0 } , A_2 = { x : a < x < b, g^′(x) < 0 } , A_3 = [a, b] \ (A_1 ∪ A_2)

halmazokat. Alkalmazva (1)-et f ≡ 1-gyel, azt kapjuk, hogy majdnem minden y ∈ R-re

N_{g|A1 ∪A2} (y) < ∞ Ćs N_{g|A3} (y) = 0.

Ha egy y ∈ R-re ezek a feltĆtelek teljesĄlnek, akkor

N_{g|A1} (y) − N_{g|A2} (y)

1-gyel egyenlŞ, ha g(a) < y < g(b), Ćs 0 egyĆbkĆnt. VĆgĄl, (1)-et tetszŞleges olyan f-re alkalmazva, amelyre lĆtezik az f · N_{g|A1∪A2} fĄggvĆny λ-integrălja, azt kapjuk, hogy ∫_{g(b)}

g(a)

f dλ = ∫ R f · N_{g|A1} dλ − ∫ R f · N_{g|A2} dλ = ∫ A_1

(f ∘ g) · g^′ dλ − ∫ A_2

(f ∘ g) · (−g^′) dλ = ∫ A_1∪A_2

(f ∘ g) · g^′ dλ =

∫_b a (f ∘ g) · g^′ dλ.

9.3. HelyettesątĆses integrălăs tŤbbvăltozćs fĄggvĆnyekre

Ennek a rĆsznek a fŞ eredmĆnye az čgynevezett felsząnkĆplet. Ez magăba foglalja Ćs ăltalănosątja mindazokat a formulăkat, amelyeket az ąvhossz, felsząn, gŤrbe menti Ćs felĄleti integrălok kiszămątăsăra szokăs felhasznălni. LevezethetŞ belŞle egy integrăltranszformăcićs formula is. Bizonyątăs nĆlkĄl ismertetĄnk mĆg kĆt eredmĆnyt: a felsząnkĆplet duălisăt, az čgynevezett kofelsząnkĆpletet, Ćs a Gauss{Osztrogradszkij-formulăt. Ezek bizonyątăsa | ilyen ăltalănos feltĆtelek mellett | tčl messzire vezetne.

A felsząnkĆplet bizonyątăsăhoz is nehĆz čt vezet. Ennek egyik fontos ăllomăsakĆnt elŞszŤr azt bizonyątjuk be, hogy R^n-ben a Lebesgue-mĆrtĆk Ćs az n-dimenzićs Hausdor¸- mĆrtĆk egybeesik.

* 9.3.1. Steiner-szimmetrizăcić. Legyen V egy (n − 1)-dimenzićs altere R^n-nek Ćs bărmely S ⊂ R^n korlătos halmazhoz rendeljĄk hozză S-nek a V szerinti szimmetrizăltjăt, azaz azt a T halmazt, amelyre minden V -re merŞleges L egyenesre vagy L ∩ S = ∅ Ćs L ∩ T = ∅, vagy L ∩ S ≠ ∅ Ćs L ∩ T egy zărt szakasz, amelynek kŤzĆppontja V -ben van, Ćs amelyre χ^1(L ∩ T ) = χ^1(L ∩ S).

* 9.3.2. TĆtel. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, ha S kompakt konvex halmaz, akkor (1) diam(T ) ≤ diam(S);

(2) T is kompakt konvex halmaz; (3) λ^n(S) = λ^n(T );

(4) ha u egy, a V -re ortogonălis egysĆgvektor, Ćs ϱ_u(x) = x − 2⟨x, u⟩u, ha x ∈ R^n a V -re tŤrtĆnŞ tĄkrŤzĆs, akkor ϱ_u(T ) = T ;

(5) ha S ⊂ B(0, r), akkor T ⊂ B(0, r) Ćs ( S(0, r) \ S ) ∪ ϱ_u ( S(0, r) \ S ) = S(0, r) \ T.

Itt, mivel S kompakt konvex halmaz, minden V -re merŞleges L egyenesre S ∩ L, ha nem Ąres, akkor zărt szakasz.

Bizonyątăs. A (4)-ben emlątett u egysĆgvektort hasznălva, ha x_1, x_2 ∈ T Ćs x_i = α_iu + v_i, ahol v_i ∈ V Ćs α_i ∈ R (i = 1, 2), akkor lĆteznek olyan β_i ∈ R konstansok, hogy

y_i = (β_i + α_i)u + v_i ∈ S Ćs z_i = (β_i − α_i)u + v_i ∈ S.

E kŤzŤtt a nĆgy pont kŤzŤtt van kettŞ, amelyek tăvolsăga nem kisebb, mint x_1 Ćs x_2 tăvolsăga, ągy kapjuk (1)-et. Hasonlćan, ha 0 ≤ γ ≤ 1, akkor

y = γy_1 + (1 − γ)y_2 Ćs z = γz_1 + (1 − γ)z_2

az S-ben vannak, mindketten a { δu + γv_1 + (1 − γ)v_2 : δ ∈ R } egyenesen, Ćs tăvolsăguk 2 · | |γα_1 + (1 − γ)α_2 | |, ągy

x = γx_1 + (1 − γ)x_2 = ( γα_1 + (1 − γ)α_2 ) u + γv_1 + (1 − γ)v_2 ∈ T,

azaz T konvex.

Most tegyĄk fel, hogy x_n = α_nu + v_n ∈ T Ćs x_n → x. Ekkor lĆteznek olyan β_n ∈ R valćs szămok, hogy

y_n = (β_n + α_n)u + v_n ∈ S Ćs z_n = (β_n − α_n)u + v_n ∈ S.

Alkalmas rĆszsorozatokat vălasztva, feltehetjĄk, hogy α_n → α, β_n → β Ćs v_n → v. Ekkor

y = (β + α)u + v ∈ S Ćs z = (β − α)u + v ∈ S,

ągy αu + v ∈ T . A belsŞ szorzat folytonossăga miatt

⟨x, u⟩ = lim_{n→∞}⟨x_n, u⟩ = lim_{n→∞} α_n = α, Ćs x − αu = lim_{n→∞}(α_nu + v_n − αu) = v,

ągy x = αu + v ∈ T .

(3) egy alkalmas forgatăs utăn, amely V -t az { (x_1, x_2, . . . , x_n) : x_n = 0 } hipersąkba viszi, a Fubini-tĆtelbŞl kŤvetkezik. (4) Ćs (5) nyilvănvalć szămolăssal adćdnak.

* 9.3.3. Izodiametrikus egyenlŞtlensĆg. Ha ∅ ≠ A ⊂ R^n, akkor

λ^n(A) ≤ α(n) 2^n ( diam(A)

)_n . Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy lĆteznek olyan 0 < α < β < ∞ valćs szămok, Ćs lĆtezik olyan A ⊂ R^n halmaz, amelyre (1) α(n) 2^n ( diam(A)

)_n ≤ α, Ćs (2) λ^n(A) ≥ β.

Ha x ∈ R^n, akkor |z−x| ≤ sup_{y∈A} |y−x| minden z ∈ conv(A)-ra. Ezt kĆtszer alkalmazva, diam ( conv(A) ) = diam(A), ągy A-t konvex burkănak a lezărtjăval helyettesątve, (1) Ćs (2) văltozatlanul fennăllnak. Ŋgy azon kompakt konvex halmazok C rendszere, amelyekre (1) Ćs (2) fennăllnak, nem Ąres. Az elŞzŞ tĆtel szerint C-bŞl nem vezet ki a Steinerszimmetrizăcić. Megmutatjuk, hogy C zărt a Hausdor¸-tăvolsăgra nĆzve.

Mivel a 11.2.24. tĆtel szerint a kompakt konvex halmazok zărt alteret alkotnak, Ćs A → diam(A) folytonos a Hausdor¸-tăvolsăgra nĆzve, csak azt kell megmutatnunk, hogy ha A egy kompakt halmaz, amelyre λ^n(A) < β, akkor ez teljesĄl a hozză kŤzeliekre is. Vălasztva egy V nyąlt halmazt, amelyre λ^n(V ) < β Ćs A ⊂ V , az A-hoz dist(A, R^n \V )-nĆl kŤzelebb lĆvŞ halmazokra sem teljesĄl (2).

Legyen most r = inf { s : T ⊂ B(0, s) valamely T ∈ C-re } . Ekkor (2) miatt r > 0. Az F_{0,r+1} ∩ C halmazrendszer kompaktsăgăbćl (lăsd 11.2.24. jelŤlĆseit), van olyan S ∈ C, amelyre S ⊂ B(0, r). Megmutatjuk, hogy S(0, r) ⊂ S. TegyĄk fel, hogy B(a, ε) ∩ S = ∅ valamely a ∈ S(0, r)-re Ćs ε > 0-ra. Ekkor vălaszthatunk S(0, r)-beli kĄlŤnbŤzŞ a = y_0, y_1, . . . , y_k pontokat čgy, hogy S(0, r) ⊂ ∪^k_{j=0}B(y_j , ε) teljesĄljŤn. Konstruăljuk meg az S = T_0, T_1, . . . , T_k ∈ C halmazokat čgy, hogy T_j -t a T_{j−1}-bŞl a { v : v ∈ R^n, ⟨v, u_j ⟩ = 0 } altĆrre tŤrtĆnŞ Steiner-szimmetrizăcićval kapjuk, ahol u_j = (y_j − a)/|y_j − a|. A 9.3.2. tĆtel (5) rĆszĆbŞl kŤvetkezik, hogy T_k ⊂ B(0, r) Ćs T_k ∩ S(0, r) = ∅. EbbŞl T_k ⊂ B(0, s) valamely 0 < s < r-re, ami ellentmond r vălasztăsănak. Ŋgy S(0, r) ⊂ S , amibŞl S = B(0, r). EbbŞl

β ≤ λ^n ( B(0, r) ) = α(n)r^n = α(n) 2^n ( diam ( B(0, r) ))n ≤ α,

ami ellentmondăs.

9.3.4. TĆtel. Ha A ⊂ R^n, akkor χ^n(A) = λ^n(A).

* Bizonyątăs. A Hausdor¸-mĆrtĆk de˛nącićjănăl hasznălt jelŤlĆsekkel, az elŞzŞ tĆtel szerint λ^n(A) ≤ ν^n(A), ha A ⊂ R^n. EbbŞl a λ^n kĄlsŞ mĆrtĆk σ-szubadditivităsa miatt, λ^n(A) ≤ χ^n_δ (A) minden A ⊂ R^n-re Ćs δ > 0-ra, ągy λ^n(A) ≤ χ^n(A), ha A ⊂ R^n.

A măsik irănyč egyenlŞtlensĆg bizonyątăsăhoz legyen δ > 0. Az 5.2.2. tĆtel szerint, tetszŞleges ε > 0-hoz van olyan V nyąlt halmaz, amelyre A ⊂ V Ćs λ^n(V ) ≤ λ^n(A) + ε. Vălasszunk olyan j_0 ≥ 1 egĆsz szămot, amelyre 1/2^{j0} < δ/ √ n Ćs tekintsĄk az Ťsszes [a, a + e/2^j ) balrćl zărt n-dimenzićs kockăkat, ahol j ≥ j_0, e = (1, 1, . . . , 1) ∈ R^n Ćs a = (k_1/2^j , k_2/2^j , . . . , k_n/2^j ) valamely (k_1, k_2, . . . , k_n) ∈ Z^n-re. KĆt ilyen kocka vagy diszjunkt, vagy az egyik tartalmazza a măsikat. Ha ezen kockăk kŤzĄl F jelŤli azok halmazăt, amelyek rĆszei V -nek, akkor F-nek a tartalmazăsra nĆzve maximălis elemei diszjunkt, megszămlălhatć lefedĆsĆt alkotjăk V -nek. A kapott lefedĆs bărmely W elemĆre, ha annak r az Ćlhossza, diam(W ) ≤ r √ n ≤ δ, Ćs ągy

ν^n(W ) = α(n) ( diam(W )

)_n ≤ α(n) 2^n n^{n/2}r^n ≤ cλ^n(W ),

ahol c = α(n) 2^n n^{n/2}.

EbbŞl χ^n_δ (A) ≤ c ( λ^n(A) + ε ) , amibŞl

(2) χ^n(A) ≤ cλ^n(A).

Hogy belăssuk, ez az egyenlŞtlensĆg c = 1-re is teljesĄl, Vitali tĆtelĆt alkalmazzuk a V = {( x, B(x, r) ) : x ∈ R^n, r > 0 }

lefedĆsi relăcićra. E szerint a C = { (x, S) : (x, S) ∈ V, x ∈ A, diam(S) ≤ δ, S ⊂ V }

rendszerbŞl kivălaszthatć olyan (x_i, S_i), i = 1, 2, . . . diszjunkt rĆszrendszer, amelyre λ^n(A \ ∪_iS_i) = 0. EbbŞl (2) miatt χ^n_δ (A \ ∪_iS_i) = 0, ągy

χ^n_δ (A) ≤ χ^n_δ (A \ ∪_iS) + χ^n_δ (∪_iS_i) ≤ ∑ i χ^n_δ (S_i) ≤ ∑ i ν^n_δ (S_i) = ∑ i λ^n(S_i) ≤ λ^n(V ) ≤ λ^n(A) + ε,

amibŞl χ^n_δ (A) ≤ λ^n(A). Mivel ε tetszŞleges volt, a bizonyątăs kĆsz.

A tŤbbvăltozćs fĄggvĆnyek esetĆn azt a szerepet, amit egy văltozćban az abszolčt folytonos fĄggvĆnyek jătszottak, a lokălisan Lipschitz-fĄggvĆnyek veszik ăt. A kŤvetkezŞ fontos tĆtel mutatja, hogy ezek a fĄggvĆnyek majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatćak.

9.3.5. Rademacher tĆtele. Legyen V nyąlt rĆszhalmaza R^m-nek. Egy g : V → R^n lokălisan Lipschitz-fĄggvĆny λ^m-majdnem minden x ∈ V pontban di¸erenciălhatć, Ćs a g^′ derivălt λ^m-mĆrhetŞ.

* Bizonyątăs. Nyilvăn feltehetjĄk, hogy V egy korlătos nyąlt gŤmb, g LipschitzfĄggvĆny M Lipschitz-konstanssal Ćs n = 1. Legyen e_1, e_2, . . . , e_m az R^m szokăsos băzisa. Ekkor a

(1) h_{i,j} (x) = sup { g(x + te_i) − g(x) t : 0 < |t| < 1 j , t ∈ Q, x + te_i ∈ V } , ha x ∈ V Ćs (2) k_{i,j} (x) = inf { g(x + te_i) − g(x) t : 0 < |t| < 1 j , t ∈ Q, x + te_i ∈ V } , ha x ∈ V

ŤsszefĄggĆsekkel de˛niălt fĄggvĆnyek Borel-fĄggvĆnyek. Mivel h_{i,j} ≥ h_{i,j+1} Ćs k_{i,j} ≤ k_{i,j+1}, lĆteznek Ćs Borel-fĄggvĆnyek a

h_i = lim_{j→∞} h_{i,j} Ćs k_i = lim_{j→∞} k_{i,j}

pontonkĆnti hatărĆrtĆkek, ągy az

A_i = { x : x ∈ V, −∞ < k_i(x) = h_i(x) < ∞ }

halmazok Borel-halmazok. A fenti fĄggvĆnyek g folytonossăga miatt semmit sem văltoznak, ha (1)-ben Ćs (2)-ben Q helyĆre R-et ąrunk. Ŋgy az f_i = ∂g∂x_i parciălis derivălt az A_i Borel-halmazon Ćrtelmezett Borel-fĄggvĆny (i = 1, 2, . . . , m). Mivel g lokălisan Lipschitz, az x koordinătăi kŤzĄl egy kivĆtelĆvel mindet rŤgzątve, a kapott fĄggvĆny lokălisan Lipschitz, ągy a 8.3.2. tĆtel szerint ĆrtelmezĆsi tartomănya kompakt intervallumain abszolčt folytonos. Mivel a 8.3.4. tĆtel szerint abszolčt folytonos fĄggvĆny majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć, V \ A_i minden, az i-edik koordinătatengellyel părhuzamos egyenessel valć metszete nulla Lebesgue-mĆrtĆkŰ. A Fubini-tĆtel miatt λ^m(V \ A_i) = 0.

Ha 1 ≤ i ≤ m, j Ćs p pedig pozitąv egĆsz szămok, legyen B(i, j, p) azon x ∈ A_i pontok halmaza, amelyekre | |g(x + te_i) − g(x) − tf_i(x) | | ≤ |t| j , ha 0 < |t| < 1 p . Mivel g folytonos, ezek a halmazok nem văltoznak, ha t csak racionălis lehet. Ŋgy a B(i, j, p) halmazok Borel-halmazok, B(i, j, p) ⊂ B(i, j, p + 1), Ćs

A_i = ∞⋃ p=1 B(i, j, p) minden i, j-re.

Legyen ε > 0, Ćs vălasszunk egy olyan p_1, p_2, p_3, . . . sorozatot, amelyre

λ^m ( A_i \ B(i, j, p_j ) ) < ε 2^j . A Luzin-tĆtel szerint vălaszthatunk olyan K_i kompakt halmazokat, amelyekre f_i|K_i folytonos, Ćs λ^m(V \ K_i) < ε. Ha most

H = m⋂ i=1 ( K_i ∩ ( ∪^∞_{j=1}B(i, j, p_j ) )) ,

akkor λ^m(V \ H) < 2mε. Megmutatjuk, hogy g di¸erenciălhatć azon H-beli pontokban, amelyekben H sŰrŰsĆge 1.

Legyen a egy ilyen pont, j termĆszetes szăm, Ćs legyen 0 < δ < 1/m. Vălasszunk egy olyan kicsiny η pozitąv valćs szămot, amelyre η < 1/p_j , B(a, η) ⊂ V , Ćs | |f_i(y) − f_i(a) | | < δ, ha y ∈ K_i Ćs |y − a| ≤ 2η,

tovăbbă

(3) λ^m ( B(a, 2r) \ H ) < δ^mr^mα(m), ha 0 < r ≤ η.

TegyĄk fel, hogy |x − a| ≤ η Ćs legyen r = |x − a|. Olyan v_1, v_2, . . . , v_m valćs szămokat vălasztva, amelyekre x − a = v_1e_1 + v_2e_2 + · · · + v_me_m, indukcićval de˛niăljunk olyan H-beli elemekbŞl ăllć a = x_1, x_2, . . . , x_m sorozatot, amelyre

(4) |x_i + v_ie_i − x_{i+1}| ≤ δr, ha 1 ≤ i ≤ m.

Ez lehetsĆges, mivel az x_i + v_ie_i pont tăvolsăga a-tćl

|x_i + v_ie_i − a| ≤ |v_1e_1 + · · · + v_ie_i| + i−1∑ k=1 |x_{k+1} − x_k − v_ke_k|

< r + (i − 1)δr < m + i − 1 m r < 2r − δr,

ągy a kŤrĆ ąrt δr sugarč gŤmb teljes egĆszĆben B(a, 2r)-ben van. Mivel ennek a gŤmbnek a tĆrfogata δ^mr^mα(m), (3) miatt kell hogy tartalmazzon H-beli pontot. VegyĄk Ćszre, hogy

|x_m + v_me_m − x| ≤ m−1∑ k=1 |x_k + v_ke_k − x_{k+1}| ≤ (m − 1)δr Ćs | g(x_i + v_ie_i) − g(x_i) − v_if_i(x_i) | ≤ |v_i| j , ha 1 ≤ i ≤ m.

Felhasznălva, hogy g Lipschitz-fĄggvĆny, | | |g(x) − g(a) − m∑ i=1 v_if_i(a) | | | ≤ m∑ i=1 |v_i| | |f_i(x_i) − f_i(a) | | + | | |g(x) − g(a) − m∑ i=1 v_if_i(x_i) | | |

≤ mδr + | |g(x) − g(x_m + v_me_m) | | +^{m−1} ∑ i=1 | |g(x_{i+1}) − g(x_i + v_ie_i) | |

+ m∑ i=1 | g(x_i + v_ie_i) − g(x_i) − v_if_i(x_i) |

≤ mδr + (m − 1)Mδr + (m − 1)Mδr + mr/j

< rm ( (2M + 1)δ + 1/j ) = |x − a|m ( (2M + 1)δ + 1/j ) . Mivel δ Ćs j tetszŞlegesek voltak, g di¸erenciălhatć a-ban. Az ε tetszŞleges volt, ągy

a g fĄggvĆny λ^m-majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć V -ben. Mivel a ∂g∂x_i fĄggvĆnyek

mĆrhetŞek, g^′ is mĆrhetŞ.

A kŤvetkezŞ de˛nącić a Jacobi-determinăns fogalmăt ăltalănosątja.

9.3.6. De˛nącić. Legyen V nyąlt rĆszhalmaza R^m-nek. Ha a g : V → R^n fĄggvĆny

di¸erenciălhatć egy x ∈ V pontban Ćs A = g^′(x), akkor legyen

Jg(x) = √ det(A^∗ ∘ A), ha m ≤ n, Ćs Jg(x) = √ det(A ∘ A^∗), ha m ≥ n.

9.3.7. MegjegyzĆs. Ez a jelŤlĆs Ťsszhangban van 5.2.3. Ćs 5.2.5. jelŤlĆseivel. Ha

ugyanis m = n, akkor

Jg(x) = √ det(A^∗) det(A) = | det(A) | , ągy speciălisan, ha g(x) = A(x)+b, ahol A : R^n → R^n lineăris Ćs b ∈ R^n, akkor g^′(x) = A

minden x ∈ R^n-re, ągy Jg(x) = | |det(A) | | minden x ∈ R^n-re.

Az alăbbi lemma a 9.2.4. lemma tŤbbdimenzićs ăltalănosątăsa.

* 9.3.8. Lemma. Ha V nyąlt rĆszhalmaza R^m-nek, α > 1, m ≤ n Ćs g : V → R^n

lokălisan Lipschitz-fĄggvĆny, akkor lĆteznek olyan λ^m-mĆrhetŞ E_1, E_2, . . . halmazok Ćs

R^m-et Ťnmagăba kĆpezŞ kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ s_1, s_2, . . . lineăris lekĆpezĆsek, hogy

(1) ∪^∞_{k=1}E_k = E = V (Jg ≠ 0);

(2) g|E_k kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ;

(3) α^{−m} | |det(s_k) | | ≤ Jg(x) ≤ α^m | |det(s_k) | |, ha x ∈ E_k;

(4) Lip ( (g|E_k) ∘ s^{−1}_k ) ≤ α Ćs Lip ( s_k ∘ (g|E_k)^{−1} ) ≤ α.

Bizonyątăs. Vălasszunk egy ε > 0-t, amelyre α^{−1} + ε < 1 < α − ε. TekintsĄk

az R^m-et R^m-be kĆpezŞ invertălhatć lineăris lekĆpezĆsek terĆt az operătornormăval, Ćs

vălasszunk ebben egy S megszămlălhatć sŰrŰ rĆszhalmazt. Legyen T megszămlălhatć

sŰrŰ rĆszhalmaza R^m-nek. Minden s ∈ S-re, i pozitąv egĆsz szămra Ćs t ∈ T -re legyen

E(s, i, t) azon x ∈ E pontok halmaza, amelyekre a kŤvetkezŞ feltĆtelek teljesĄlnek:

(5) α^{−m} | |det(s) | | ≤ Jg(x) ≤ α^m | |det(s) | |; (6) (α^{−1} + ε) | |s(v) | | ≤ | |g′(x)(v) | | ≤ (α − ε) | |s(v) | |, ha v ∈ T ; (7) | |g(y) − g(x) − g′(x)(y − x) | | ≤ ε | |s(y − x) | |, ha |y − x| ≤ 1/i Ćs y − x ∈ T ;

(8) |x − t| ≤ 1/(2i).

E(s, i, t) mĆrhetŞ, mert (6) Ćs (7) csak megszămlălhatć sok feltĆtel teljesĄlĆsĆt kŤveteli

meg, Ćs g^′ Rademacher tĆtele szerint mĆrhetŞ. Tovăbbă, ha x ∈ E(s, i, t), akkor (6)

minden v ∈ R^m-re fennăll, mivel mindkĆt oldal folytonosan fĄgg v-tŞl. Hasonlćan, (7) is

fennăll minden olyan y ∈ R^m-re, amelyre |y − x| ≤ 1/i.

Megmutatjuk, hogy az E(s, i, t) halmazok lefedik E-t. Legyen x ∈ E. A 11.3.32.

tĆtel szerint az A = g^′(x) lineăris lekĆpezĆs elŞălląthatć C ∘B alakban, ahol B : R^m → R^m

Ťnadjungălt lineăris lekĆpezĆs, C : R^m → R^n pedig ortogonălis injekcić. Mivel a 11.3.33.

lemma szerint Jg(x) = | |det(B) | |, az s-et elĆg kŤzel vălasztva B-hez, teljesĄl (5), tovăbbă

‖s ∘ B^{−1}‖ < (α^{−1} + ε)^{−1} Ćs ‖B ∘ s^{−1}‖ < α − ε.

EbbŞl |

|B(v) | | ≤ (α − ε) | |s(v) | | Ćs | |s(v) | | ≤ (α^{−1} + ε)^{−1} | |B(v) | | minden v ∈ R^m-re. Mivel | |B(v) | | = | |A(v) | | minden v ∈ Rm-re, teljesĄl (6). Felhasznălva,

hogy |y − x| ≤ ‖s^{−1}‖ | |s(y − x) | |, a derivălt de˛nącićja miatt vălaszthatunk olyan i-t, hogy

(7) is teljesĄljŤn. VĆgĄl vălasszuk meg t-t čgy, hogy (8) teljesĄljŤn. Ezzel megmutattuk,

hogy az E(s, i, t) halmazok lefedik E-t, azaz (1) teljesĄl.

Ha most x, y ∈ E(s, i, t), akkor |y − x| ≤ 1/i, ągy (6) Ćs (7) miatt | |g(y) − g(x) | | ≤ | |g^′(x)(y − x) | | + ε | |s(y − x) | | ≤ α | |s(y) − s(x) | |, | |g(y) − g(x) | | ≥ | |g^′(x)(y − x) | | − ε | |s(y − x) | | ≥ α^{−1} | |s(y) − s(x) | |. EbbŞl kŤvetkezik (2) Ćs (4).

A kŤvetkezŞ tĆtel ennek a fejezetnek a fŞ eredmĆnye.

* 9.3.9. FelsząnkĆplet. Legyen V nyąlt rĆszhalmaza R^m-nek, m ≤ n Ćs g : V → R^n

lokălisan Lipschitz-fĄggvĆny. Ekkor

(1) bărmely λ^m-mĆrhetŞ A ⊂ V -re ∫ A Jg(x) dλ^m(x) = ∫ R^n

N_{g|A}(y) dχ^m(y);

(2) ha az f : V → R fĄggvĆnyre a bal oldali integrăl lĆtezik, akkor ∫ V f(x)Jg(x) dλ^m(x) = ∫ R^n ( ∑ x∈g^{−1}(y)

f(x) ) dχ^m(y).

Bizonyątăs. Mivel (2) Ćppen (1)-re redukălćdik, ha f az A karakterisztikus fĄggvĆ-

nye, (2)-t megkaphatjuk (1)-bŞl a szokăsos approximăcićs eljărăssal. Ŋgy elĆg (1)-et meg-

mutatnunk. Mivel (1) mindkĆt oldala σ-additąv fĄggvĆnye A-nak, elĆg (1)-et olyan B ⊂ A

halmazokra igazolni, amelyek λ^m-mĆrhetŞek, λ^m(B) < ∞ Ćs g|B Lipschitz-fĄggvĆny.

Tovăbb osztva B-t, hărom esetet fogunk megvizsgălni: λ^m(B) = 0, B ⊂ V (Jg ≠ 0) Ćs

B ⊂ V (Jg = 0). Az elsŞ esetben a 2.4.7. lemma Ćs a 9.3.4. tĆtel szerint χ^m ( g(B) ) = 0,

ągy (1) mindkĆt oldala nulla. Marad tehăt kĆt eset.

TegyĄk fel, hogy B ⊂ V (Jg ≠ 0). Az elŞzŞ lemma szerint, ha α > 1, akkor lĆteznek

olyan B_1, B_2, . . . mĆrhetŞ halmazok Ćs R^m-et Ťnmagăba kĆpezŞ kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ

s_1, s_2, . . . lineăris lekĆpezĆsek, hogy

(3) B = ∪^∞_{i=1}B_i;

(4) g|B_i kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ;

(5) α^{−m} | |det(s_i) | | ≤ Jg(x) ≤ αm | |det(s_i) | |, ha x ∈ B_i;

(6) Lip ( (g|B_i) ∘ s^{−1}_i ) ≤ α Ćs Lip ( s_i ∘ (g|B_i)^{−1} ) ≤ α.

Nyilvăn feltehetjĄk, hogy a B_i halmazok diszjunktak. Integrălva B_i felett (5)-bŞl

(7) α^{−m} | |det(s_i) | |λ^m(B_i) ≤ ∫ B_i

Jg(x) dλ^m(x) ≤ α^m | |det(s_i) | |λ^m(B_i).

Mivel az 1.3.5. tĆtel szerint B_i elŞăll egy σ-kompakt halmaz Ćs egy nulla mĆrtĆkŰ halmaz

egyesątĆsekĆnt, a g(B_i) halmaz χ^m-mĆrhetŞ. Tovăbbă g(B_i) = ( (g|B_i) ∘ s^{−1}_i )( s_i(B_i) ) miatt (6)-bćl a 2.4.7. lemma felhasznălăsăval

(8) χ^m ( g(B_i) ) ≤ α^mχ^m ( s_i(B_i) ) . Hasonlćan s_i(B_i) = ( s_i ∘ (g|B_i)^{−1} )( g(B_i) ) miatt

(9) χ^m ( s_i(B_i) ) ≤ α^mχ^m ( g(B_i) ) . Źsszevetve (8)-at Ćs (9)-et Ćs felhasznălva a 9.3.4. Ćs 5.2.5. tĆteleket, amelyek szerint

χ^m ( s_i(B_i) ) = λ^m ( s_i(B_i) ) = | |det(s_i) | |λ^m(B_i),

azt kapjuk, hogy

α^{−m} | |det(s_i) | |λ^m(B_i) ≤ χ^m(g(B_i)) ≤ α^m | |det(s_i) | |λ^m(B_i).

EbbŞl (7)-et felhasznălva, az adćdik, hogy

α^{−2m}χ^m ( g(B_i) ) ≤ ∫ B_i

Jg(x) dλ^m(x) ≤ α^{2m}χ^m ( g(B_i) ) . Źsszegezve i-re Ćs Beppo Levi tĆtelĆt alkalmazva

α^{−2m} ∫ R^n

N_{g|B} (y) dχ^m(y) ≤ ∫ B Jg(x) dλ^m(x) ≤ α^{2m} ∫ R^n

N_{g|B} (y) dχ^m(y).

Innen α ↓ 1 esetĆn kapjuk, hogy (1) teljesĄl B-re.

VĆgĄl tegyĄk fel, hogy B ⊂ V (Jg = 0). Ha ε > 0, bontsuk fel g-t p ∘ q alakban, ahol

q : V → R^n × R^m, q(x) = (g(x), εx), ha x ∈ V, p : R^n × R^m → R^n, p(y, z) = y, ha (y, z) ∈ R^n × R^n.

Ha x ∈ B, akkor g^′(x) nem kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, ągy R^m valamely L egydimenzićs alterĆt a nullăba kĆpezi le. EbbŞl c = Lip(g|B) jelŤlĆssel | |q^′(x)(v) | | = ε|v|, ha v ∈ L,

Ćs | |q^′(x)(v) | | = | | | ( g^′(x)(v), εv )| | ≤ (c + ε)|v|, ha v /∈ L.

Mivel q^′(x) nyilvăn kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, 11.3.33. szerint

0 < Jq(x) ≤ ε(c + ε)^{m−1}.

Alkalmazva az eddig bizonyątottakat Ćs a 2.4.7. lemmăt p-re Ćs a q(B) halmazra, Ćs felhasznălva, hogy Lip(p) = 1, azt kapjuk, hogy

χ^m ( g(B) ) ≤ χ^m ( q(B) ) = ∫ B Jq(x) dλ^m(x) ≤ ε(c + ε)^{m−1}λ^m(B).

EbbŞl ε ↓ 0 esetĆn χ^m ( g(B) ) = 0. Ŋgy ebben az esetben (1) mindkĆt oldala nulla.

9.3.10. Integrăltranszformăcićs formula. Ha V nyąlt rĆszhalmaza R^m-nek, g : V → R^n lokălisan Lipschitz-fĄggvĆny, f : R^n → R egy χ^m-mĆrhetŞ fĄggvĆny, m ≤ n, Ćs A egy λ^m-mĆrhetŞ rĆszhalmaza V -nek, akkor az alăbbi kĆt integrăl egyszerre lĆtezik Ćs ∫ A f ( g(x) ) Jg(x) dλ^m(x) = ∫ R^n

f(y)N_{g|A}(y) dχ^m(y).

Ez az integrălszămątăs talăn leggyakrabban alkalmazott formulăja gŤrbe menti Ćs felĄleti integrălok kiszămątăsăra, helyettesątĆses integrălăsra. Gyakran g kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ A-n. Ekkor a jobb oldal ∫ g(A) f(y) dχ

m(y). Ha f ≡ 1, akkor a felsząnkĆpletet kapjuk vissza: m = 1, 2, 3 esetĆn rendre ąvhossz, felsząn, illetve tĆrfogat kiszămątăsăra alkalmas formulăt. Vizsgăljuk meg formulănk geometriai jelentĆsĆt ebben a speciălis esetben. Mivel A-t megfelelŞen felosztva elĆrhetjĄk, hogy egy kis rĆszen g măr nagyon jćl kŤzeląthetŞ legyen egy a‹n lekĆpezĆssel, azaz egy lineăris lekĆpezĆs Ćs egy eltolăs ŤsszetĆtelĆvel, elĆg azt az esetet megvizsgălnunk, amikor g a‹n. Mivel az eltolăsok, mint izometriăk, nem văltoztatjăk meg a Hausdor¸ kĄlsŞ mĆrtĆket, elĆg azt az esetet vizsgălnunk, amikor g lineăris, Ćs ągy g^′(x) = g minden x-re. Ekkor Jg(x) geometriai jelentĆse a [0, 1]^m egysĆgkocka kĆpĆnek χ^m-mĆrtĆke, azaz a szokăsos băzisvektorok kĆpei ăltal kifeszątett paralelepipedon χ^m-mĆrtĆke. Ha m = n, akkor g^′(x)^∗ Ćs g^′(x) determinănsa megegyezik, ągy Jg(x) = | |det g^′(x) | |. Az ăltalănos esetben g^′(x) mătrixa nem nĆgyzetes, Ćs a nĆgyzetgyŤkjel alatt a szokăsos băzis vektorai kĆpeinek belsŞ szorzataibćl alkotott mătrix determinănsa ăll.

* Bizonyątăs. Mivel mindkĆt oldal σ-additąv fĄggvĆnye A-nak, elĆg a tĆtelt arra az esetre megmutatnunk, amikor g|A Lipschitz-fĄggvĆny Ćs λ^m(A) < ∞. Ekkor χ^m ( g(A) ) < ∞. Az elŞzŞ tĆtel Ćs az 1.3.5. tĆtel szerint azt is feltehetjĄk, hogy az A halmaz σ-kompakt, ągy g(A) Borel-halmaz, tovăbbă hogy f(y) = 0, ha y ∈ R^n \ g(A). ElŞszŤr vizsgăljuk azt az esetet, amikor az f a g(A) egy χ^m-mĆrhetŞ T rĆszhalmazănak a karakterisztikus fĄggvĆnye. Ha T Borel-halmaz, akkor az elŞzŞ tĆtel alkalmazhatć A ∩ g^{−1}(T )-re, Ćs ∫ A (f ∘ g) · Jg dλ^m = ∫ A∩g^{−1}(T )

Jg dλ^m = ∫ R^n

N_{g|A∩g}−1_{(T )} dχ^m = ∫ R^n

f · N_{g|A} dχ^m.

EbbŞl, 2.4.6. felhasznălăsăval, mindkĆt oldal nulla akkor is, ha T tetszŞleges rĆszhalmaza g(A)-nak, amelyre χ^m(T ) = 0. Ha most T ⊂ g(A) Ćs a T halmaz χ^m-mĆrhetŞ, akkor g(A) \ T -re alkalmazva a 2.4.6. tĆtelt, T -t elŞălląthatjuk egy Borel-halmaz Ćs egy χ^mnullmĆrtĆkŰ halmaz egyesątĆsekĆnt, ągy ismĆt teljesĄl (1). VĆgĄl a szokăsos approximăcićs eljărăssal kapjuk az ăltalănos esetet.

A kŤvetkezŞ tĆtel, amelyet bizonyątăs nĆlkĄl kŤzlĄnk, a felsząnkĆplet duălisa.

* 9.3.11. KofelsząnkĆplet. Legyen V nyąlt rĆszhalmaza R^m-nek, m ≥ n Ćs g : V → R^n lokălisan Lipschitz-fĄggvĆny. Ekkor (1) bărmely λ^m-mĆrhetŞ A rĆszhalmazăra V -nek ∫ A Jg(x) dλ^m(x) = ∫ R^n

χ^{m−n} ( A ∩ g^{−1}(y) ) dλ^n(y);

(2) ha az f : V → R fĄggvĆny λ^m-mĆrhetŞ, Ćs a bal oldali integrăl lĆtezik, akkor ∫ V f(x)Jg(x) dλ^m(x) = ∫ R^n ∫ g^{−1} (y)

f(x) dχ^{m−n}(x) dλ^n(y).

Az m = n eset az integrăltranszformăcićs formula. Ha g az utolsć m − n koordinăta elhagyăsăval lĆtrejŤvŞ projekcić, akkor a Fubini-tĆtelt kapjuk. Az ăltalănos eset ezek kombinăcićjănak tekinthetŞ, Ćs gyakran kĆnyelmesebb hasznălni, mint egy helyettesątĆst Ćs a Fubini-tĆtelt. A bizonyątăs megtalălhatć Federer [8] kŤnyvĆben, 3.2.12. tĆtel.

Ezen pont utolsć tĆtelĆt szintĆn bizonyątăs nĆlkĄl kŤzŤljĄk. Kimondăsăhoz szĄksĆgĄnk lesz az alăbbi de˛nącićra.

* 9.3.12. De˛nącić. Legyen V nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek Ćs f : V → R^n egy fĄggvĆny. Ha x ∈ V Ćs f = (f_1, f_2, . . . , f_n) di¸erenciălhatć x-ben, akkor az x-beli divergenciăjăn a div f(x) = sp f^′(x) =

∑_n

i=1 ∂_if_i(x) szămot ĆrtjĄk.

A divergencia ˛zikai jelentĆsĆnek megĆrtĆsĆhez tekintsĄnk egy

I = [a_1, b_1] × [a_2, b_2] × · · · × [a_n, b_n]

n-dimenzićs intervallumot. Ha f folytonosan di¸erenciălhatć, akkor x = (x_1, x^′), x^′ = (x_2, x_3, . . . , x_n) jelŤlĆssel ∫_{b1}

a_1

∂_1f_1(x_1, x^′) dx_1 = f_1(b_1, x^′) − f_1(a_1, x^′).

JelŤlje n(x, T ) az R^n-beli I intervallum oldallapjănak egy x pontjăban a kifelĆ mutatć, az oldallapra merŞleges egysĆgvektort, n_i(x, I) az n(x, I) vektor i-edik koordinătăjăt. Ennek segątsĆgĆvel a jobb oldal n_1(b_1, x^′, I)f_1(b_1, x^′) + n_1(a_1, x^′, I)f_1(a_1, x^′) alakban ąrhatć. MindkĆt oldalt integrălva x^′ szerint, azt kapjuk, hogy ∫ I ∂_1f_1(x) dx = ∫ ∂I n_1(x, I)f_1(x) dχ^{n−1}(x),

ahol ∂I az I hatărăt jelŤli. Az integrălăst az {x : x_1 = a_1} Ćs {x : x_1 = b_1} oldallapokrćl azĆrt terjeszthetjĄk ki az intervallum hatărăra, mert a tŤbbi lapon n_1(x) nulla. Hasonlćan jărva el ∂_if_i-vel is, Ćs Ťsszegezve i-re, azt kapjuk, hogy ∫ I div f(x) dx = ∫ ∂I ⟨ f(x), n(x, I) ⟩ dχ^{n−1}(x).

Formulănk a Gauss{Osztrogradszkij-tĆtel (Gauss{Green-tĆtel vagy divergenciatĆtel) speciălis esete. Az igen nehezen bizonyąthatć optimălis văltozatot lăsd a kŤvetkezŞ pontban.

Itt ⟨f, n⟩ az f vektormezŞnek a normălis irănyč komponense. Ennek felĄleti integrălja a vektormezŞ ăltal jellemzett ăramlăsban a felĄleten idŞegysĆg alatt ătăramlć mennyisĆg. A jobb oldal ˛zikai jelentĆse tehăt a I intervallumbćl idŞegysĆg alatt kiăramlć mennyisĆg. Źsszehčzva I-t egy pontra, azt kapjuk, hogy div f ˛zikai jelentĆse az f vektormezŞ forrăsintenzităsa.

* 9.3.13. Gauss{Osztrogradszkij-tĆtel. Legyen A korlătos nyąlt rĆszhalmaza R^nnek Ćs f : A → R^n egy Lipschitz-fĄggvĆny. Legyen B azon R^n-beli pontok halmaza, amelyekben A Lebesgue-sŰrŰsĆge nem lĆtezik, vagy lĆtezik, de nullătćl Ćs egytŞl kĄlŤnbŤzik. TegyĄk fel, hogy χ^{n−1}(B) < ∞. Ekkor (1) χ^{n−1}-majdnem minden x ∈ B pontban egy Ćs csak egy olyan R^n-beli n(x, A) egysĆgvektor lĆtezik, az A kĄlsŞ normălisa az x pontban, amelyre az { y : y /∈ A, ⟨ y − x, n(x, A) ⟩ < 0 } Ćs { y : y ∈ A, ⟨ y − x, n(x, A) ⟩ > 0 }

halmazok Lebesgue-sŰrŰsĆge x-ben nulla;

(2) az alăbbi kĆt integrăl lĆtezik Ćs ∫ A div f(x) dλ^n(x) = ∫ B ⟨ f(x), n(x, A) ⟩ dχ^{n−1}(x).

A tĆtel Federer [8] kŤnyve 4.5.6, 4.5.5., 2.10.43., 4.5.11. Ćs 3.3.13. pontjainak eredmĆnyeit kombinălva adćdik.

→ 9.3.14. Feladat [5]. Szămątsuk ki az integrăltranszformăcićs formula segątsĆgĆvel egy ellipszis terĄletĆt.

→ 9.3.15. Feladat [6]. Szămątsuk ki az integrăltranszformăcićs formula segątsĆgĆvel egy ellipszoid tĆrfogatăt.

→ 9.3.16. Feladat [5]. Hatărozzuk meg a felsząnkĆplet segątsĆgĆvel a

t → (cos t, sin t, t), t ∈ [0, 2π]

csavarvonal ąvhosszăt.

→ 9.3.17. Feladat [7]. Szămątsuk ki a gŤmb felsząnĆt. → 9.3.18. Feladat [8]. Az ∫ R ∫ R e^{−(x2+y2)/2} dλ(x) dλ(y) integrălt polărkoordinătăkban is kiszămątva, vezessĄk le az

∫_∞ −∞ e^{−x2/2} dλ(x) = √ 2π ŤsszefĄggĆst.

9.3.19. Feladat [7]. Hatărozzuk meg egy homogĆn gŤmb tehetetlensĆgi nyomatĆkăt a kŤzĆppontjăn ătmenŞ tengelyre vonatkoztatva.

9.3.20. Feladat [6]. Mekkora erŞvel vonzza az origćban lĆvŞ m tŤmeget az x^2+y^2 = r^2, y ≥ 0 fĆlkŤrąven egyenletesen eloszlć M tŤmeg?

9.3.21. Feladat [7]. Milyen erŞs măgneses teret lĆtesąt az 1 m ătmĆrŞjŰ, kŤr alakč vezetŞben folyć 1 A erŞssĆgŰ ăram a kŤr kŤzĆppontjăban?

9.3.22. Feladat [8]. Az x^2 + y^2 + z^2 = r^2, z ≥ 0 fĆlgŤmb felĄletĆn egyenletesen eloszlć Q tŤltĆs milyen erŞvel vonzza az origćban lĆvŞ, q nagysăgč, ellenkezŞ elŞjelŰ tŤltĆst?

* 9.3.23. Feladat [18]. Legyen V ⊂ R^m nyąlt halmaz, f : V → R^n tetszŞleges fĄggvĆny. Igazoljuk, hogy f^′ Borel-fĄggvĆny.

10. FOURIER-TRANSZFORMŔCIŢ

A Fourier-transzformăcić az integrăltranszformăcićk kŤrĆbe tartozik. Egy integrăltranszformăcić fĄggvĆnyek valamely osztălyănak egy măsik fĄggvĆnyosztălyba valć olyan f → ^f lekĆpezĆse, amely

^f(x) = ∫ K(x, y)f(y) dy

alakban adhatć meg. Itt K az čgynevezett magfĄggvĆny. A Fourier-transzformăcić magfĄggvĆnye K(x, y) = (2π)^{−n/2}e^{−i⟨x,y⟩}, ha x, y ∈ R^n,

Ćs az integrălăs az n-dimenzićs Lebesgue-mĆrtĆk szerint tŤrtĆnik. Egy integrăltranszformăcić jelentŞsĆge rendszerint abban van, hogy fĄggvĆnyek kŤzŤtti bonyolult mŰveleteket egyszerŰbb mŰveletekbe visz ăt. PĆldăul a Fourier-transzformăcićt kĆt fĄggvĆny

(f ∗ g)(x) = (2π)^{−n/2} ∫ f(x − y)g(y) dy

ŤsszefĄggĆssel Ćrtelmezett konvolčcićjăra alkalmazva a kĆt fĄggvĆny Fourier-transzfor-măltjănak a szorzatăt kapjuk.

Mivel az integrăltranszformăcićk kŤzĄl a Fourier-transzformăcić a legjelentŞsebb, Ćs ennek a legszorosabb a kapcsolata a mĆrtĆkelmĆlettel, itt csak a Fourier-transzformăcićval foglalkozunk.

10.1. FĄggvĆnyek konvolčcićja

Ebben a rĆszben a kĄlŤnbŤzŞ alkalmazăsokban fontos szerepet jătszć konvolčcićval foglalkozunk. KĄlŤnbŤzŞ konstansok megjelenĆsĆnek elkerĄlĆsĆre elŞnyŤs lesz, ha a Lebesgue-mĆrtĆk helyett annak egy konstansszorosăt hasznăljuk.

* 10.1.1. De˛nącić. Legyen

β^n(A) = (2π)^{−n/2}λ^n(A), ha A ∈ L^n.

A β^n mĆrtĆket normalizălt Lebesgue-mĆrtĆknek nevezzĄk.

* 10.1.2. De˛nącić. Ha f az R^n valamely rĆszhalmazăn Ćrtelmezett fĄggvĆny Ćs x ∈ R^n, akkor legyen τ_xf Ćs »f a

(τ_xf)(y) = f(y − x), illetve »f(y) = f(−y)

ŤsszefĄggĆssel Ćrtelmezve.

* 10.1.3. De˛nącić. Legyenek f Ćs g valćs vagy komplex ĆrtĆkŰ, β^n-majdnem mindenĄtt Ćrtelmezett fĄggvĆnyek. Az f Ćs g konvolčcićjăt az

(f ∗ g)(x) = ∫ R^n

f(x − y)g(y) dβ^n(y)

ŤsszefĄggĆssel ĆrtelmezzĄk minden olyan x ∈ R^n pontban, ahol a jobb oldali integrăl lĆtezik.

A kŤvetkezŞ tĆtelt annak bizonyątăsăra fogjuk hasznălni, hogy kĆt integrălhatć fĄggvĆny konvolčcićja lĆtezik.

* 10.1.4. TĆtel. Legyen K : R^n × R^n → C Lebesgue-mĆrhetŞ fĄggvĆny čgy, hogy minden x, y ∈ R^n esetĆn ∫ R^n | |K(x, y) | | dβ^n(x) ≤ c Ćs ∫ R^n | |K(x, y) | | dβ^n(y) ≤ c

valamely c ∈ R-re. Ha 1 ≤ p ≤ ∞ Ćs f ∈ L^p_C(β^n), akkor a

(T_K f)(x) = ∫ R^n

K(x, y)f(y) dβ^n(y)

integrăl minden x ∈ R^n esetĆn lĆtezik, Ćs T_K f ∈ L^p_C(β^n), tovăbbă ‖T_K f‖_p ≤ c‖f‖_p.

A T_K : L^p_C(β^n) → L^p_C(β^n) folytonos lineăris operătort integrăltranszformăcićnak nevezzĄk, K a magfĄggvĆny.

Bizonyątăs. A p = ∞ eset triviălis. Ha 1 < p < ∞, legyen q = p/(p−1). A HŤlder-

egyenlŞtlensĆget alkalmazva az y → | |K(x, y) | |^{1/q} Ćs y → | |K(x, y) | |^{1/p} | |f(y) | | fĄggvĆnyekre, | |(T_K f)(x) | | ≤ (∫ R^n | |K(x, y) | | dβ^n(y)

)_{1/q} (∫

R^n | |K(x, y) | | | |f(y) | |^p dβ^n(y)

)_{1/p}

≤ c^{1/q} (∫ R^n | |K(x, y) | | | |f(y) | |^p dβ^n(y)

)_{1/p} . Innen a Fubini-tĆtelt felhasznălva kapjuk, hogy ∫ R^n | |(T_K f)(x) | |^p dβ^n(x) ≤ ∫ R^n

c^{p/q} ∫ R^n | |K(x, y) | | | |f(y) | |^p dβ^n(y) dβ^n(x)

≤ c^{1+p/q} ∫ R^n | |f(y) | |^p dβ^n(y) = c^p‖f‖^p,

azaz ‖T_K f‖_p ≤ c‖f‖_p.

VĆgĄl a p = 1 eset kŤzvetlenĄl kŤvetkezik a Fubini-tĆtelbŞl.

* 10.1.5. TĆtel. Legyen 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ L^1_K(β^n) Ćs g ∈ L^p_K(β^n). Ekkor f ∗ g ∈

L^p_K(β^n), ‖f ∗ g‖_p ≤ ‖f‖_1‖g‖_p, tovăbbă β^n-majdnem mindenĄtt f ∗ g = g ∗ f.

Bizonyątăs. Legyen K(x, y) = f(x − y) Ćs alkalmazzuk az elŞzŞ tĆtelt c = ‖f‖_1

ĆrtĆkkel. A konvolčcić kommutativităsa abbćl adćdik, hogy a Lebesgue-mĆrtĆk, Ćs ągy a

Lebesgue-integrăl is eltolăsinvariăns.

* 10.1.6. TĆtel. A konvolčcićval mint szorzăssal L^1_K(β^n) kommutatąv Banach-

algebra K felett.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ tĆtelhez hasonlćan adćdik, felhasznălva a Fubini-tĆtelt is, a

szorzăs asszociativităsa. A tŤbbi tulajdonsăg bizonyątăsa egyszerŰ szămolăs.

Az L^1_K(β^n) algebrăban nincs egysĆgelem: ez kŤvetkezik majd 10.3. eredmĆnyeibŞl.

Lehet azonban ĂkŤzelątŞ egysĆgeket" talălni.

* 10.1.7. De˛nącić. Az integrălhatć fĄggvĆnyekbŞl ăllć u_k, k = 1, 2, . . . fĄggvĆnyso-

rozatot kŤzelątŞ egysĆgnek nevezzĄk, ha

(1) u_k : R^n → [0, ∞), ha k = 1, 2, . . . ; (2) ∫ R^n uk(x) dβ

n(x) = 1;

(3) lim_{k→∞} ∫ R^n\V uk(x) dβ

n(x) = 0 minden, az origćt tartalmazć V nyąlt halmazra.

Mutatunk egy pĆldăt kŤzelątŞ egysĆgre.

* 10.1.8. PĆlda. A L’Hospital-szabăly alkalmazăsăval kŤnnyen belăthatć, hogy az

f(r) = { e^{−1/r}, ha r > 0,

0, ha r ≥ 0 fĄggvĆny akărhănyszor di¸erenciălhatć, Ćs nyilvănvalćan monoton nŤvekedŞ. Legyen g(x) = f ( 1 − |x|^2 ) , ha x ∈ R^n. Ekkor g akărhănyszor di¸erenciălhatć, tovăbbă g(x) > 0, ha |x| < 1, Ćs g(x) = 0, ha |x| ≥ 1. VĆgĄl legyen u(x) = g(x)/ ∫ R^n g dβ

n Ćs u_k(x) = k^nu(kx), ha x ∈ R^n. Ekkor u_k, k = 1, 2, . . . egy kŤzelątŞ egysĆg, amely akărhănyszor di¸erenciălhatć fĄggvĆnyekbŞl ăll.

A kŤzelątŞ egysĆg elnevezĆst a 10.1.10. tĆtel indokolja. Bizonyątăsăhoz szĄksĆgĄnk lesz az alăbbi tĆtelre:

* 10.1.9. TĆtel. Ha 1 ≤ p < ∞ Ćs f ∈ L^p_K(β^n), akkor az x → τ_xf, ha x ∈ R^n fĄggvĆny egyenletesen folytonos lekĆpezĆse R^n-nek L^p_K(β^n)-be.

Bizonyątăs. Legyen ε > 0 tetszŞleges Ćs vălasszunk egy g ∈ K_K(R^n) fĄggvĆnyt, amelyre ‖f − g‖_p < ε/3. Ekkor ‖τ_xf − τ_xg‖_p < ε/3 bărmely x ∈ R^n-re. Vălasszunk egy r > 0-t, amelyre spt(g) ⊂ B(0, r), Ćs legyen c = β^n ( B(0, r + 1) ) . Mivel g egyenletesen folytonos, van olyan 0 < δ < 1, hogy

‖τ_xg − g‖_u < ε 3c^{1/p}

, ha |x| < δ.

Felhasznălva, hogy spt(τ_xg) ⊂ B(0, r + 1), ha |x| < δ, ∫ R^n

|τ_xg − g|^p dβ^n = ∫ B(0,r+1)

|τ_xg − g|^p dβ^n ≤ ( ε 3 )_p , ha |x| < δ,

‖τ_xf − f‖ ≤ ‖τ_xf − τ_xg‖_p + ‖τ_xg − g‖_p + ‖g − f‖_p < ε,

ha |x| < δ. Mivel ‖τ_xf − τ_yf‖_p = ‖τ_{x−y}f − f‖_p,

kĆszen vagyunk.

* 10.1.10. TĆtel. Legyen u_k, k = 1, 2, . . . egy kŤzelątŞ egysĆg, 1 ≤ p < ∞ Ćs f ∈ L^p_K(β^n). Ekkor lim_{k→∞} ‖f ∗ u_k − f‖_p = 0.

Bizonyątăs. ElŞszŤr vizsgăljuk a p = 1 esetet. Legyen f ∈ L^1_K(β^n) Ćs ε > 0. Az elŞzŞ tĆtel szerint van olyan V kŤrnyezete az origćnak, amelyre

‖τ_yf − f‖_1 < ε 2 , ha y ∈ V.

Vălasszunk egy olyan k_0-at, amelyre

4‖f‖_1 ∫ R^n\V

u_k(y) dβ^n(y) < ε minden k ≥ k_0-ra.

RŤgzątsĄnk egy tetszŞleges k ≥ k_0-at. Ekkor ∫ R^n | (f ∗ u_k)(x) − f(x) | dβ^n(x) = ∫ R^n | | | | ∫ R^n ( f(x − y)u_k(y) − f(x)u_k(y) ) dβ^n(y) | | | | dβ^n(x) ≤ ∫ R^n | |u_k(y) | | ∫ R^n | |f(x − y) − f(x) | | dβ^n(x) dβ^n(y) ≤ ∫ R^n | |u_k(y) | |‖τ_yf − f‖_1 dβ^n(y) ≤ ∫ V u_k(y) ε 2 dβ^n(y) + ∫ R^n\V

u_k(y)2‖f‖_1 dβ^n(y) < ε.

Az 1 < p < ∞ eset vizsgălatăhoz vegyĄk Ćszre, hogy ha egy h ∈ L^p_K(β^n) fĄggvĆnyre ‖h‖_u ≤ M, akkor

‖h‖^p = ∫ |h|^p dβ^n ≤ M^{p−1} ∫ |h| dβ^n = M^{p−1}‖h‖_1,

ągy ‖h‖_p ≤ M^{(p−1)/p}‖h‖^{1/p}_1 .

Ha f ∈ L^p_K(β^n) Ćs ε > 0, akkor vălasszunk egy olyan g ∈ K_K(R^n) fĄggvĆnyt, amelyre ‖f − g‖_p < ε, Ćs egy olyan M szămot, amelyre ‖g‖_u < M/2. Ekkor ‖g ∗ u_k‖_u ≤ M/2, Ćs ągy a g ∗ u_k − g fĄggvĆnyre alkalmazhatć az elŞbbi ĆszrevĆtel, azaz

‖f ∗ u_k − f‖_p ≤ ‖f ∗ u_k − g ∗ u_k‖_p + ‖g ∗ u_k − g‖_p + ‖g − f‖_p

≤ ‖f − g‖_p‖u_k‖_1 + ‖f − g‖_p + M^{(p−1)/p}‖g ∗ u_k − g‖^{1/p}_1

≤ 2ε + M^{(p−1)/p}‖g ∗ u_k − g‖_1 → 2ε,

ha k → ∞. Mivel ε tetszŞleges volt, ‖f ∗ u_k − f‖_p → 0, ha k → ∞.

A kŤzelątŞ egysĆgeket felhasznălhatjuk arra, hogy Ănagyon sima" fĄggvĆnyekkel kŤzelątsĄnk integrălhatć fĄggvĆnyeket. Az ilyen Ănagyon sima" fĄggvĆnyek terei sok szempontbćl jobban kezelhetŞek, mint L^p_K(β^n). Ez indokolja a kŤvetkezŞ hărom de˛nącićt.

* 10.1.11. De˛nącić. Ha V nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek, jelŤlje D_K(V ) az olyan f : V → K fĄggvĆnyek lineăris terĆt, amelyek kompakt tartćjčak Ćs akărhănyszor di¸erenciălhatćak.

* 10.1.12. De˛nącić. Ha α = (α_1, α_2, . . . , α_n) ∈ N^n egy termĆszetes szămokbćl ăllć multiindex, akkor legyen |α| = α_1 + · · · + α_n Ćs α! = α_1!α_2! · · · α_n!. JelŤlje tovăbbă ∂_α az ( 1 i ∂_1

)_{α1}

· · · ( 1 i ∂_n

)_{αn} di¸erenciăloperătort, ahol ∂_j a j-edik văltozć szerinti parciălis di¸erenciălăs operătora. Ha ξ = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n) ∈ R^n, akkor jelŤlje ξ^α a ξ^{α1}_1 ξ^{α2}_2 · · · ξ^{αn}_n monomot. Ha P (ξ) = ∑ |α|≤k

c_αξ^α

egy legfeljebb k-ad fokč polinom, akkor a P (∂) Ćs P (−∂) di¸erenciăloperătorokat a

P (∂) = ∑ |α|≤k

c_α∂_α Ćs P (−∂) = ∑ |α|≤k|

(−1)^{|α|}c_α∂_α

ŤsszefĄggĆsekkel ĆrtelmezzĄk.

* 10.1.13. De˛nącić. Legyen V nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek. Egy f : V → K fĄggvĆnyt gyorsan csŤkkenŞnek nevezĄnk, ha akărhănyszor di¸erenciălhatć Ćs P ·∂_αf korlătos minden n-văltozćs P polinomra Ćs minden α multiindexre. Az ilyen f fĄggvĆnyek terĆt S_K(V )-vel jelŤljĄk.

* 10.1.14. TĆtel. Ha 1 ≤ p < ∞, akkor S_K(R^n) Ćs D_K(R^n) sŰrŰ rĆszhalmazai L^p_K(β^n)-nek a ‖ ‖_p normăra nĆzve.

Bizonyątăs. Mivel D_K(R^n) ⊂ S_K(R^n), elegendŞ belătnunk, hogy S_K(R^n) ⊂ L^p_K(β^n) Ćs hogy D_K(R^n) sŰrŰ L^p_K(β^n)-ben. Ha f ∈ S_K(R^n), akkor x → (1 + |x|^{2n})f(x) korlătos fĄggvĆny, ągy elĆg igazolnunk, hogy a g(x) = 1/(1 + |x|^{2n}) fĄggvĆny benne van L^p_K(β^n)- ben. Mivel |g|^p ≤ g, elĆg megmutatnunk, hogy g integrălhatć. Ha k ∈ N Ćs 2^k < |x| ≤ 2^{k+1}, akkor 0 ≤ g(x) ≤ 1/2^{2kn}, ągy ∫ B(0,2^{k+1})\B(0,2^k )

g(x) dβ^n(x) ≤ 1 2^{2kn} α(n)2^{n(k+1)}(2π)^{−n/2}.

Źsszegezve k-ra, Ćs felhasznălva, hogy g korlătos B(0, 1)-n, kapjuk, hogy g integrălhatć.

Most belătjuk, hogy D_K(R^n) sŰrŰ L^p_K(β^n)-ben. Legyen f ∈ L^p_K(β^n), ε > 0 Ćs vălasszunk egy olyan g ∈ K_K(R^n) fĄggvĆnyt, amelyre ‖f − g‖_p < ε/2.

Legyen u_k, k = 1, 2, . . . a 10.1.8. pĆldăban adott kŤzelątŞ egysĆg. Mivel 10.1.10. szerint ‖g−g∗u_k‖_p → 0, ha k → ∞, elĆg nagy k-ra ‖g−g∗u_k‖_p < ε/2, azaz ‖f −g∗u_k‖_p < ε. Mivel g, u_k ∈ K_K(R^n), a g ∗ u_k fĄggvĆny is K_K(R^n)-beli. Ha igazoljuk, hogy g ∗ u_k akărhănyszor di¸erenciălhatć, akkor kĆszen vagyunk. Legyen e_1, . . . , e_n az R^n szokăsos băzisa. Ekkor

(u_k ∗ g)(x + he_j ) − (u_k ∗ g)(x) h = ∫ R^n

u_k(x − y + he_j ) − u_k(x − y) h g(y) dβ^n(y).

Mivel ∂_j u_k korlătos, a jobb oldali integrălban lĆvŞ tŤrt korlătos, Ćs ∂_j u_k(x − y)-hoz tart, ha h → 0, ągy Lebesgue majorălt konvergencia tĆtelĆt alkalmazva, ∂_j (u_k ∗ g) = (∂_j u_k) ∗ g. Mivel u_k∗g minden parciălis derivăltja folytonos, u_k∗g di¸erenciălhatć. Teljes indukcićval folytatva az eljărăst, kapjuk, hogy u_k ∗ g akărhănyszor di¸erenciălhatć.

10.2. FĄggvĆnyek Fourier-transzformăcićja

* 10.2.1. De˛nącić. Minden t ∈ R^n-hez legyen e_t az

e_t(x) = e^{i⟨t,x⟩} = e^{i(t1x1+t2 x2+···tnxn)}, ha x ∈ R^n

ŤsszefĄggĆssel de˛niălt fĄggvĆny. Ezeket a fĄggvĆnyeket karaktereknek nevezzĄk.

* 10.2.2. MegjegyzĆs. Minden t ∈ R^n-re e_t eleget tesz az

e_t(x + y) = e_t(x)e_t(y), ha x, y ∈ R^n

fĄggvĆnyegyenletnek, ągy e_t egy, az R^n additąv csoportjăt az egysĆgnyi abszolčt ĆrtĆkŰ komplex szămok multiplikatąv csoportjăba kĆpezŞ homomor˛zmus. Minden e_t folytonos.

* 10.2.3. De˛nącić. Egy f ∈ L^1_C(β^n) fĄggvĆny Fourier-transzformăltjăt az

^f(t) = ∫ R^n

f(x)e_{−t}(x) dβ^n(x) = (2π)^{−n/2} ∫ R^n

f(x)e^{−i⟨t,x⟩} dλ^n(x)

ŤsszefĄggĆssel ĆrtelmezzĄk.

* 10.2.4. Riemann{Lebesgue-lemma. A Fourier-transzformăcić lineăris lekĆpezĆse L^1_C(β^n)-nek C_{0,C}(R^n)-be, Ćs

‖ ^f‖_u ≤ ‖f‖_1, ha f ∈ L^1_C(β^n).

Bizonyątăs. ElŞszŤr is vegyĄk Ćszre, hogy | | ^f(t) | | = | | | | ∫ fe_{−t} dβ^n | | | | ≤ ∫ |f||e_{−t}| dβ^n = ∫ |f| dβ^n = ‖f‖_1.

A linearităs nyilvănvalć. Mutassuk meg, hogy ^f folytonos. Legyen ε > 0 Ćs vălasszunk olyan g ∈ K_C(R^n) fĄggvĆnyt, amelyre ‖f − g‖_1 < ε/3. Ekkor

(1) | |^g(t + t^∗) − ^g(t) | | ≤ ∫ |g||e_{−(t+t}∗_) − e_{−t}| dβ^n = ∫ | |g(x) | | | |e^{−i⟨t∗,x⟩} − 1 | | dβ^n(x).

Mivel az exponenciălis fĄggvĆny folytonos, van olyan δ > 0, hogy | | |e^{−i⟨t∗,x⟩} − 1 | | | < ε 3‖g‖_1

, ha x ∈ spt(g) Ćs |t^∗| < δ.

Ŋgy |t^∗| < δ esetĆn (1) jobb oldala nem nagyobb, mint ε/3. EbbŞl | | ^f(t + t^∗) − ^f(t) | | ≤ | | ^f(t + t^∗) − ^g(t + t^∗) | | + | |^g(t + t^∗) − ^g(t) | | + | |^g(t) − ^f(t) | | ≤ 2‖f − g‖_1 + ε 3 ≤ ε.

Annak bizonyątăsăra, hogy ^f eltŰnik a vĆgtelenben, vegyĄk Ćszre, hogy

^f(t) = −e^{−iπ} ^f(t) = −e^{−iπ} ∫ R^n

f(x)e^{−i⟨t,x⟩} dβ^n(x) = − ∫ R^n

f(x)e^{−i⟨t,x+πt/|t|2⟩} dβ^n(x) = − ∫ R^n f ( x − πt/|t|^2 ) e^{−i⟨t,x⟩} dβ^n(x).

EbbŞl 2 | | ^f(t) | | = | | | | ∫ R^n ( f(x) − f ( x − πt/|t|^2 )) e^{−i⟨t,x⟩} dβ^n(x) | | | | ≤ ∫ R^n | | |f(x) − f ( x − πt/|t|^2 )| | dβ^n(x).

A 10.1.9. tĆtel szerint a jobb oldal nullăhoz tart, ha |t| → ∞.

* 10.2.5. TĆtel. Ha f, g ∈ L^1_C(β^n), akkor (f ∗ g)^ = ^f ^g.

Bizonyątăs. A Fubini-tĆtelt felhasznălva, minden t ∈ R^n-re

(f ∗ g)^(t) = ∫ (f ∗ g)e_{−t} dβ^n = ∫ R^n ∫ R^n

f(x − y)g(y) dβ^n(y)e^{−i⟨t,x⟩} dβ^n(x) = ∫ R^n

g(y) ∫ R^n

f(x − y)e^{−i⟨t,x⟩} dβ^n(x) dβ^n(y) = ∫ R^n

g(y) ∫ R^n

f(u)e^{−i⟨t,y+u⟩} dβ^n(u) dβ^n(y) = ∫ R^n

g(y)e^{−i⟨t,y⟩} ∫ R^n

f(u)e^{−i⟨t,u⟩} dβ^n(u) dβ^n(y).

10.2.6. MegjegyzĆs. Az elŞzŞ kĆt tĆtel azt mutatja, hogy a Fourier-transzformăcić az L^1_C(β^n) algebra-izomorf folytonos lekĆpezĆse C_{0,C}(R^n)-be. Meg lehet mutatni, hogy C_{0,C}(R^n) nem minden eleme lĆp fel kĆpkĆnt.

A Fourier-transzformăcić fontos tulajdonsăga, hogy a Ăsima" fĄggvĆnyeket ĂvĆgtelenben gyorsan eltŰnŞ" fĄggvĆnyekbe viszi ăt Ćs viszont: a derivălăst polinommal valć szorzăssă, a polinommal valć szorzăst pedig derivălăssă văltoztatja. Ezt bizonyątja a kŤvetkezŞ kĆt tĆtel.

* 10.2.7. TĆtel. Ha az f : R^n → C fĄggvĆny m-szer folytonosan di¸erenciălhatć Ćs minden |α| ≤ m-re a ∂_αf parciălis derivălt β^n-integrălhatć, akkor a t → ^f(t)|t|^m fĄggvĆny C_{0,C}(R^n)-ben van, Ćs ( P (∂)f ) ^ = P · ^f minden, legfeljebb m-edfokč P polinomra.

Bizonyątăs. Teljes indukcićt hasznălva, elĆg azt megmutatnunk, hogy ha 1 ≤ j ≤ n, akkor

(1) (∂_j f)^(t) = it_j ^f(t).

Az x^∗ = (x_1, . . . , x_{j−1}, x_{j+1}, . . . , x_n) ∈ R^{n−1} jelŤlĆssel, x = (x^∗, x_j ) Ćs ągy a Fubini-tĆtel miatt majdnem minden x^∗ ∈ R^{n−1}-re az x_j → f(x^∗, x_j ) Ćs x_j → (∂_j f)(x^∗, x_j ) fĄggvĆnyek β^1-integrălhatćak. Mivel ilyen x^∗-okra

f(x^∗, b) − f(x^∗, a) =

∫_b a (∂_j f)(x^∗, x_j ) dβ^1(x_j ),

lĆteznek a lim x_j →−∞

f(x^∗, x_j ) Ćs lim_{xj →∞} f(x^∗, x_j ) hatărĆrtĆkek. Ezek a hatărĆrtĆkek csak nullăk lehetnek, mivel x_j → f(x^∗, x_j ) integrălhatć. Ŋgy parciălis integrălăssal minden N > 0-ra

∫_N −N e^{−i⟨t,x⟩}(∂_j f)(x^∗, x_j ) dβ^1(x_j ) = e^{−i⟨t,(x∗,N)⟩}f(x^∗, N) − e^{−i⟨t,(x∗,−N)⟩}f(x^∗, −N)

+ it_j

∫_N −N e^{−i⟨t,x⟩}f(x^∗, x_j ) dβ^1(x_j ),

amibŞl Lebesgue majorălt konvergencia tĆtelĆt felhasznălva hatărătmenettel ∫ R e^{−i⟨t,x⟩}(∂_j f)(x^∗, x_j ) dβ^1(x_j ) = it_j ∫ R e^{−i⟨t,x⟩}f(x^∗, x_j ) dβ^1(x_j ).

Most a Fubini-tĆtelt alkalmazva kapjuk (1)-et.

* 10.2.8. TĆtel. Legyen f ∈ L^1_C(β^n) Ćs tegyĄk fel, hogy valamely m ∈ N-re az x → f(x)|x|^m fĄggvĆny integrălhatć. Ekkor az ^f Fourier-transzformălt m-szer folytonosan di¸erenciălhatć Ćs minden m-nĆl nem magasabb fokč P polinomra (P · f)^ = P (−∂) ^f.

Bizonyątăs. A t^∗ = (t_1, . . . , t_{j−1}, t_{j+1}, . . . , t_n) Ćs t = (t^∗, t_j ) jelŤlĆsekkel ^f(t∗, t_j + ε) − ^f(t∗, t_j ) −iε = ∫ R^n

x_j f(x)e^{−i⟨t,x⟩} e^{−ixj ε} − 1 −ix_j ε dβ^n(x).

Mivel |x_j | ≤ |x|, az x → x_j f(x) fĄggvĆny integrălhatć. Felhasznălva, hogy y → e^{−iy} − 1 −iy korlătos fĄggvĆny R-en, Ćs 1-hez tart, ha y → 0, Lebesgue majorălt konvergencia tĆtele szerint ∂_j ^f lĆtezik Ćs − 1 i (∂_j ^f)(t) = ∫ R^n

x_j f(x)e^{−i⟨t,x⟩} dβ^n(x).

EbbŞl teljes indukcićval kapjuk az ăllątăst.

* 10.2.9. TĆtel. Legyen f ∈ L^1_C(β^n) Ćs x ∈ R^n. Ekkor (1) (τ_xf)^ = e_{−x} ^f; (2) (e_xf)^ = τ_x ^f;

(3) ha α > 0 Ćs h(x) = f(x/α), akkor ^h(t) = α^n ^f(αt).

Bizonyątăs. EgyszerŰ szămolăs.

* 10.2.10. Lemma. Legyen φ(x) = e^{−|x|2/2}, ha x ∈ R^n. Ekkor φ ∈ S_R(R^n), ^φ = φ Ćs φ(0) = ∫ R^n ^φ dβ

n = 1.

Bizonyątăs. Az vilăgos, hogy φ ∈ S_R(R^n). Ha x ∈ R esetĆn ψ(x) = e^{−x2/2}, akkor ψ eleget tesz az y^′(x) + xy(x) = 0 di¸erenciălegyenletnek. A 10.2.7. Ćs 10.2.8. tĆtelek szerint ^ψ is eleget tesz ennek a di¸erenciălegyenletnek. Ŋgy ( ^ψ ψ )_′

(x) =

^ψ′(x)ψ(x) − ψ′(x) ^ψ(x) ψ(x)^2 = −x ^ψ(x)ψ(x) + xψ(x) ^ψ(x) ψ(x)^2

= 0.

Mivel ^ψ(0) = 1√ 2π ∫_∞ −∞ e^{−x2/2} dλ(x) = 1 = ψ(0),

kapjuk, hogy ψ = ^ψ. Mivel

φ(x_1, x_2, . . . , x_n) = ψ(x_1)ψ(x_2) · · · ψ(x_n), ha (x_1, x_2, . . . , x_n) ∈ R^n, ^φ(x_1, x_2, . . . , x_n) = ^ψ(x_1) ^ψ(x_2) · · · ^ψ(x_n), ha (x_1, x_2, . . . , x_n) ∈ R^n, kapjuk, hogy φ = ^φ.

* 10.2.11. Inverzićs tĆtel. Ha f ∈ L^1_C(β^n) Ćs ^f ∈ L^1_C(β^n), akkor β^n-majdnem mindenĄtt ^f = »f.

Bizonyątăs. Legyen φ az elŞzŞ lemmăban szereplŞ fĄggvĆny, Ćs φ_α = α^nφ(αx), ha α > 0. A Fubini-tĆtelt felhasznălva Ćs φ părossăgăt ˛gyelembe vĆve

(f ∗ φ_α)(x) = ∫ R^n

f(x − y)φ_α(y) dβ^n(y) = ∫ R^n

f(x − y)α^nφ(αy) dβ^n(y) = ∫ R^n

f(x − y) ∫ R^n

φ(t/α)e^{−i⟨t,y⟩} dβ^n(t) dβ^n(y) = ∫ R^n

φ(t/α) ∫ R^n

f(x − y)e^{−i⟨t,y⟩} dβ^n(y) dβ^n(t) = ∫ R^n

φ(t/α) ∫ R^n

f(z)e^{−i⟨t,x−z⟩} dβ^n(z) dβ^n(t) = ∫ R^n

φ(t/α) ^f(−t)e^{−i⟨t,x⟩} dβ^n(t).

Mivel φ(t/α) → 1, amint α → ∞, Lebesgue majorălt konvergencia tĆtele szerint a jobb oldal ^f(−x)-hez konvergăl, amint α → ∞. Mivel L^1_C(β^n)-ben 10.1.10. szerint f ∗ φ_α → f, ha α → ∞, van olyan α_k rĆszsorozat, amelyre a bal oldal β^n-majdnem mindenĄtt konvergăl f-hez. Ŋgy β^n-majdnem mindenĄtt f = ( ^f)».

* 10.2.12. Unicităsi tĆtel. Ha f, g ∈ L^1_C(β^n) Ćs ^f = ^g, akkor β^n-majdnem mindenĄtt f = g.

Bizonyątăs. Mivel (f − g)^ = ^f − ^g = 0, az elŞzŞ tĆtel szerint az f − g fĄggvĆny β^n-majdnem mindenĄtt nulla.

A kŤvetkezŞ tĆtel S-en ąrja le a Fourier-transzformăcić viselkedĆsĆt. * 10.2.13. TĆtel. Az f → ^f Fourier-transzformăcić kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ lekĆpezĆse S_C(R^n)-nek Ťnmagăra, Ćs ^f = »f minden f ∈ S_C(R^n)-re. Tovăbbă ha f, g ∈ S_C(R^n), akkor fg ∈ S_C(R^n), f ∗ g ∈ S_C(R^n), (f ∗ g)^ = ^f ^g, Ćs (fg)^ = ^f ∗ ^g.

Bizonyątăs. A 10.2.8. Ćs 10.2.7. tĆtelekbŞl kŤvetkezik, hogy f → ^f az S_C(R^n)-et Ťnmagăba kĆpezi. Az inverzićs tĆtelbŞl kŤvetkezik, hogy

f = »f = ( »f)^ = ^ ^f, azaz a Fourier-transzformăcić S_C(R^n)-re kĆpez. Ha f, g ∈ S_C(R^n), akkor a szorzat differenciălăsăra vonatkozć tĆtel szerint fg ∈ S_C(R^n). Azt măr lăttuk, hogy (f ∗ g)^ = ^f ^g ∈ S_C(Rn). Alkalmazva a Fourier-transzformăcić harmadik hatvănyăt, kapjuk, hogy f ∗ g ∈ S_C(R^n). VĆgĄl

( ^f ∗ ^g)^ = ^f ^g = »f »g = (fg)» = (fg)^,

Ćs ągy mindkĆt oldalra alkalmazva a Fourier-transzformăcić harmadik hatvănyăt, (fg)^ = ^f ∗ ^g.

* 10.2.14. Plancherel-tĆtel. LĆtezik egy Ćs csak egy olyan f → F (f) lineăris izometrikus lekĆpezĆse L^2_C(β^n)-nek Ťnmagăra, amelyre F (f) az f Fourier-transzformăltja, ha f ∈ L^1_C(β^n) ∩ L^2_C(β^n).

Bizonyątăs. Ha f, g ∈ S_C(R^n), akkor ∫ f g dβ^n = ∫ R^n

g(x) ∫ R^n

^f(t)e^{i⟨t,x⟩} dβ^n(t) dβ^n(x) = ∫ R^n

^f(t) ∫ R^n

g(x)e^{i⟨t,x⟩} dβ^n(x) dβ^n(t) = ∫ ^f ^g dβ^n.

EbbŞl f → ^f izometrikus lekĆpezĆse S_C(R^n)-nek Ťnmagăra a ‖ ‖_2 normăbćl szărmazć metrikăra nĆzve. Mivel S_C(R^n) sŰrŰ L^2_C(β^n)-ben, Ćs egy metrikus tĆr egy sŰrŰ alterĆn

Ćrtelmezett, teljes metrikus tĆrbe kĆpezŞ egyenletesen folytonos lekĆpezĆs pontosan egyfĆlekĆppen terjeszthetŞ ki az egĆsz tĆren Ćrtelmezett folytonos lekĆpezĆssĆ, ez a lekĆpezĆs pontosan egyfĆlekĆppen terjeszthetŞ ki egy izometriăvă, amelynek ĆrtĆkkĆszlete L^2_C(β^n).

Ha f ∈ L^1_C(β^n)∩L^2_C(β^n) Ćs ε > 0, akkor ugyančgy, mint a 4.4.6. tĆtel bizonyątăsăban, talălhatunk olyan h ∈ K_C(R^n) fĄggvĆnyt, amelyre ‖f − h‖_1 < ε Ćs ‖f − h‖_2 < ε. Ha u_k a 10.1.8. pĆldăban szereplŞ approximatąv egysĆg, akkor, mint azt a 10.1.14. tĆtel bizonyątăsăban lăttuk, u_k ∗ h → h a ‖ ‖_1 Ćs ‖ ‖_2 normăban is, ągy van olyan g ∈ D_C(R^n), amire ‖f − g‖_1 < 2ε Ćs ‖f − g‖_2 < 2ε. Vălasztva egy olyan g_k ∈ S_C(R^n) sorozatot, amely ‖ ‖_1-ben Ćs ‖ ‖_2-ben is f-hez konvergăl, ^g_k az ^f-hŤz konvergăl egyenletesen, Ćs F (f)-hez ‖ ‖_2-ben. Egy rĆszsorozatra ăttĆrve, kapjuk, hogy β^n-majdnem mindenĄtt ^f = F (f).

10.3. MĆrtĆkek Fourier-transzformăcićja

Ebben a fejezetben az R^n feletti valćs Ćs komplex Radon-mĆrtĆkekre ăltalănosątjuk a Fourier-transzformăcićt Ćs a konvolčcićt.

* 10.3.1. De˛nącić. Legyen μ, ν ∈ M_K(R^n). Ha B ⊂ R^n Borel-halmaz, legyen

κ(B) = ∫ R^n×R^n

ξ_B (x + y) d(μ ⊗ ν)(x, y).

Nyilvăn κ egy K-beli ĆrtĆkŰ mĆrtĆk R^n Borel-halmazain. Ennek termĆszetes kiterjesztĆsĆt μ Ćs ν konvolčcićjănak nevezzĄk, Ćs μ ∗ ν-vel jelŤljĄk.

* 10.3.2. TĆtel. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, μ ∗ ν ∈ M_K(R^n), ‖μ ∗ ν‖ ≤ ‖μ‖‖ν‖, Ćs ha f ∈ L^1_C ( |μ| ∗ |ν| ) , akkor az alăbbi integrălok lĆteznek Ćs

(1)

∫ R^n

f d(μ ∗ ν) = ∫ R^n×R^n

f(x + y) d(μ ⊗ ν)(x, y) = ∫ R^n ∫ R^n

f(x + y) dμ(x) dν(y) = ∫ R^n ∫ R^n

f(x + y) dν(y) dμ(x).

Bizonyątăs. Az nyilvănvalć, hogy μ ∗ ν teljes K-beli ĆrtĆkŰ Radon-mĆrtĆk R^n-en. Ha B ⊂ R^n Borel-halmaz, akkor φ_μ = dμ/d|μ| Ćs φ_ν = dν/d|ν| jelŤlĆsekkel, μ ⊗ ν de˛nącićja Ćs a Fubini-tĆtel szerint

(2) κ(B) = ∫ R^n

ξ_B (t) d(μ ∗ ν)(t) = ∫ R^n×R^n

ξ_B (x + y) d(μ ⊗ ν)(x, y) = ∫ R^n×R^n

ξ_B (x + y)φ_μ(x)φ_ν (y) d ( |μ| ⊗ |ν| ) (x, y) = ∫ R^n ∫ R^n

ξ_B (x + y) dμ(x) dν(y) = ∫ R^n ∫ R^n

ξ_B (x + y) dν(y) dμ(x).

EbbŞl (3) | |(μ ∗ ν)(B) | | = | |κ(B) | | ≤ ∫ R^n×R^n

ξ_B (x + y) d ( |μ| ⊗ |ν| ) (x, y) = ( |μ| ∗ |ν| ) (B) minden B Borel-halmazăra R^n-nek. Ezt felhasznălva (4) ( |μ ∗ ν| ) (B) = |κ|(B) ≤ ( |μ| ∗ |ν| ) (B) = ∫ R^n×R^n

ξ_B (x + y) d ( |μ| ⊗ |ν| ) (x, y)

minden B Borel-halmazra, Ćs ągy

‖μ ∗ ν‖ = ‖κ‖ ≤ ‖μ‖‖ν‖.

Ha f : R^n → C egy egyszerŰ Borel-fĄggvĆny, amely |μ| ∗ |ν|-integrălhatć, akkor (3)-bćl kŤvetkezik, hogy |μ ∗ ν|-integrălhatć is, Ćs fennăll ră (1).

VĆgĄl egy tetszŞleges f ∈ L^1_C ( |μ| ∗ |ν| ) fĄggvĆnyhez vălasztva egy olyan egyszerŰ Borel-fĄggvĆnyekbŞl ăllć |s_n| ≤ |f|, n = 1, 2, . . . sorozatot, amely |μ| ∗ |ν|-majdnem mindenĄtt f-hez konvergăl, (4) felhasznălăsăval azt kapjuk, hogy |μ∗ν|-majdnem minden t ∈ R^n-re s_n(t) → f(t) Ćs |μ| ⊗ |ν|-majdnem minden (x, y) ∈ R^n × R^n-re s_n(x + y) → f(x + y), ągy Lebesgue majorălt konvergencia tĆtele szerint (1) teljesĄl f-re is.

* 10.3.3. TĆtel. Az M_K(R^n) Banach-tĆr a konvolčcićval mint szorzăssal egysĆgelemes kommutatąv Banach-algebra K felett.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ tĆtelbŞl kŤvetkezik, hogy ha μ, ν ∈ M_K(R^n), akkor μ ∗ ν Ćs ν ∗ μ egybeesnek a Borel-halmazokon, ągy azonosak. Ha mĆg κ ∈ M_K (R^n), akkor a Fubini-tĆtel segątsĆgĆvel vĆgzett szămolăs mutatja, hogy (μ ∗ ν) ∗ κ Ćs μ ∗ (ν ∗ κ) is egybeesnek a Borel-halmazokon, ągy azonosak. Az M_K(R^n) tĆrben a

δ(A) = { 1, ha 0 ∈ A ⊂ R^n, 0, ha 0 /∈ A ⊂ R^n

ŤsszefĄggĆssel de˛niălt δ Dirac-mĆrtĆk egysĆgelem. A tŤbbi tulajdonsăg bizonyątăsa egyszerŰ.

* 10.3.4. TĆtel. Ha f ∈ L^1_K(β^n), legyen

κ_f (B) = ∫ B f dβ^n,

ha B Borel-halmaz R^n-ben. Ekkor κ_f egy K-beli ĆrtĆkŰ Radon-mĆrtĆk R^n-en. JelŤlje μ_f a κ_f termĆszetes kiterjesztĆsĆt. Ekkor az f → μ_f lekĆpezĆs izometrikusan izomorf beăgyazăsa az L^1_K(β^n) Banach-algebrănak M_K(R^n)-be.

Bizonyątăs. Nyilvănvalć, hogy κ_f Radon-mĆrtĆk. A Radon{Nikodym-tĆtel szerint

|κ_f |(B) = ∫ B |f| dβ^n, ha B Borel-halmaz R^n-ben, ągy ‖κ_f ‖ = ‖μ_f ‖ = ‖f‖_1. Az, hogy a fenti lekĆpezĆs additąv, nyilvănvalć. Ha f, g ∈ L^1_K(β^n), akkor R^n bărmely B Borel-halmazăra

μ_{f ∗g}(B) = ∫ B (f ∗ g)(x) dβ^n(x) = ∫ B ∫ R^n

f(x − y)g(y) dβ^n(y) dβ^n(x) = ∫ R^n ∫ B f(x − y)g(y) dβ^n(x) dβ^n(y) = ∫ R^n ∫ R^n

ξ_B (x)f(x − y)g(y) dβ^n(x) dβ^n(y) = ∫ R^n ∫ R^n

ξ_B (x + y)f(x)g(y) dβ^n(x) dβ^n(y) = ∫ R^n ∫ R^n

ξ_B (x + y) dμ_f (x) dμ_g (y) = (μ_f ∗ μ_g )(B).

* 10.3.5. De˛nącić. Legyen μ ∈ M_C(R^n). A μ Fourier-transzformăltjăt a ^μ(t) = ∫ R^n

e_{−t} dμ, ha t ∈ R^n ŤsszefĄggĆssel ĆrtelmezzĄk. MegjegyezzĄk, hogy ^μ egy R^n-et C-be kĆpezŞ fĄggvĆny Ćs 10.3.4. jelŤlĆseivel, ha f ∈ L^1_C(β^n), akkor ^f = (μ_f )^.

Hogy a Fourier-transzformăcić legfontosabb tulajdonsăgait megvizsgălhassuk, szĄksĆgĄnk lesz egy fogalomra Ćs egy tĆtelre.

* 10.3.6. De˛nącić. Egy f : R^n → C fĄggvĆnyt trigonometrikus polinomnak nevezĄnk, ha elŞăll karakterek vĆges lineăris kombinăcićjakĆnt. Az Ťsszes trigonometrikus polinomok lineăris terĆt T (R^n)-nel jelŤljĄk.

* 10.3.7. TĆtel. Ha μ vĆges teljes Radon-mĆrtĆk R^n-en Ćs 1 ≤ p < ∞, akkor T (R^n) sŰrŰ rĆszhalmaza L^p_C(μ)-nek.

Bizonyątăs. Legyen f ∈ L^p_C(μ) Ćs 0 < ε < 1. Vălasszunk egy olyan g ∈ K_C(R^n) fĄggvĆnyt, amelyre ‖f − g‖_p < ε/2. Vălasszuk meg az a = (a_1, a_2, . . . , a_n) ∈ R^n pozitąv szămokbćl ăllć vektort čgy, hogy az A = [−πa_1, πa_1) × [−πa_2, πa_2) × · · · [−πa_n, πa_n) halmaz belsejĆben tartalmazza g tartćjăt, tovăbbă μ(R^n \ A) < ε^p 4^p(‖g‖_u + 1)^p teljesĄljŤn. Ekkor a h : T^n → C fĄggvĆnyt a h(e^{ix1} , . . . , e^{ixn} ) = g(a_1x_1, . . . , a_nx_n)

ŤsszefĄggĆs egyĆrtelmŰen de˛niălja Ćs h folytonos T^n-en. TekintsĄk az Ťsszes ∑ |γ|,|δ|≤m

c_{γ,δ}z^γ z^{−δ}, ha z ∈ T^n

alakč fĄggvĆnyek H osztălyăt, ahol m ∈ N, γ Ćs δ multiindexek, Ćs c_{γ,δ} ∈ C. A H fĄggvĆnyosztăly C_C(T^n) egy rĆszalgebrăja, tartalmazza az azonosan 1 fĄggvĆnyt, szĆtvălasztja T^n pontjait, Ćs zărt a komplex konjugălt kĆpzĆsĆre, ągy a 11.3.13. (komplex) Weierstrass{Stone-tĆtel szerint H sŰrŰ C_C(T^n)-ben az uniform normăra nĆzve. Ez azt jelenti, hogy lĆtezik olyan

k(z) = ∑ |γ|,|δ|≤m

c_{γ,δ}z^γ z^{−δ}, ha z ∈ T^n

fĄggvĆny, amelyre | |h(z) − k(z) | | < ε 4‖μ‖^{1/p} + 1

, ha z ∈ T^n,

azaz | |g(a_1x_1, . . . , a_nx_n) − ∑

|γ|,|δ|≤m

c_{γ,δ}e^{i(γ1 −δ1)x1} · · · e^{i(γn−δn)xn} | | < ε 4‖μ‖^{1/p} + 1 . Az a_j x_j helyĆre y_j -t ąrva, azt kapjuk, hogy van olyan t trigonometrikus polinom, amely a j-edik văltozćjăban 2πa_j szerint periodikus, Ćs teljesĄl ră, hogy | |g(y) − t(y) | | < ε 4‖μ‖^{1/p} + 1

, ha y ∈ A.

Mivel t periodikus, uniform normăja megegyezik abszolčt ĆrtĆkĆnek az A-on felvett szuprĆmumăval, azaz ‖t‖_u ≤ ‖g‖_u + ε 4‖μ‖^{1/p} + 1

≤ ‖g‖_u + 1.

EbbŞl ∫

R^n

|g − t|^p dμ ≤ ∫ A ( ε 4‖μ‖^{1/p} + 1

)_p dμ + ∫ R^n\A ( ‖g‖_u + 1

)_p dμ ≤ ε^p 4^p + ε^p 4^p ≤ ε^p 2^p . * 10.3.8. TĆtel. A μ → ^μ Fourier-transzformăcić M_C(R^n)-nek C_C(R^n)-be valć algebra-izomorf lekĆpezĆse. Minden μ ∈ M_C(R^n)-re ^μ egyenletesen folytonos, Ćs ‖^μ‖_u ≤ ‖μ‖.

Bizonyątăs. Mivel | |^μ(t) | | ≤ ∫_{Rn} |e_{−t}| d|μ| ≤ ‖μ‖, kapjuk, hogy ‖^μ‖_u ≤ ‖μ‖. Megmutatjuk, hogy ^μ egyenletesen folytonos. Legyen ε > 0 Ćs vălasszunk egy K ⊂ R^n kompakt halmazt, amelyre |μ|(R^n \ K) < ε/4. LĆtezik olyan δ > 0, amelyre | | |e^{i⟨t,x⟩} − 1 | | | < ε 2‖μ‖

, ha x ∈ K, t ∈ R^n Ćs |t| < δ.

Ha t_1, t_2 ∈ R^n, |t_1 − t_2| < δ, akkor | |^μ(t_1) − ^μ(t_2) | | ≤ ∫ K |e_{−t1} − e_{−t2} | d|μ| + ∫ R^n\K

2 d|μ| < ε.

Legyen most μ, ν ∈ M. A komplex mĆrtĆkek szerinti integrăl tulajdonsăgaibćl kŤvetkezik, hogy (cμ)^ = c^μ Ćs (μ + ν)^ = ^μ + ^ν. MăsrĆszt a 10.3.2. tĆtel szerint

(μ ∗ ν)^(t) = ∫ R^n

e_{−t} d(μ ∗ ν) = ∫ R^n ∫ R^n

e_{−t}(x + y) dμ(x) dν(y) = ∫ R^n ∫ R^n

e_{−t}(x)e_{−t}(y) dμ(x) dν(y) = ^μ(t)^ν(t).

Hătravan mĆg annak bizonyątăsa, hogy ha ^μ(t) = 0 minden t ∈ R^n-re, akkor μ = 0. Valćban, ekkor ∫ R^n g dμ = 0 minden g ∈ T (R

n)-re. Legyen ε > 0. Az elŞzŞ tĆtel szerint a φ = dμ/d|μ| fĄggvĆny konjugăltjăhoz van olyan g trigonometrikus polinom, amelyre ∫ R^n | |φ − g | | d|μ| < ε. EbbŞl

‖μ‖ = ∫ R^n

1 d|μ| = ∫ R^n

φφ d|μ| = ∫ R^n

φ dμ = ∫ R^n

(φ − g) dμ ≤ ∫ R^n

|φ − g| d|μ| < ε.

* 10.3.9. De˛nącić. Egy φ : R^n → C fĄggvĆnyt pozitąv de˛nitnek nevezĄnk, ha m∑ j=1 m∑ k=1 α_j α_kφ(t_k − t_j ) ≥ 0,

valahănyszor t_1, t_2, . . . , t_m kĄlŤnbŤzŞ R^n-beli elemek Ćs α_1, α_2, . . . , α_m komplex szămok.

* 10.3.10. TĆtel. Ha μ vĆges teljes Radon-mĆrtĆk R^n-en, akkor ^μ pozitąv de˛nit fĄggvĆny.

Bizonyątăs. m∑ j=1 m∑ k=1 α_j α_k ^μ(t_k − t_j ) = m∑ j=1 m∑ k=1 α_j α_k ∫ R^n

e(t_j − t_k) dμ

= ∫ R^n m∑ j=1 m∑ k=1 α_j α_ke^{i⟨tj ,x⟩}e^{−i⟨tk ,x⟩} dμ(x)

= ∫ R^n | | | | m∑ j=1 α_j e^{i⟨tj ,x⟩} | | | | 2 dμ(x) ≥ 0.

Ennek az egyszerŰ ăllątăsnak a megfordątăsa igen fontos.

* 10.3.11. Bochner tĆtele. Legyen φ : R^n → C egy folytonos pozitąv de˛nit fĄggvĆny. Ekkor egy Ćs csak egy olyan μ vĆges teljes Radon-mĆrtĆk lĆtezik R^n-en, amelyre ^μ = φ.

Mivel a bizonyątăs mĆly funkcionălanalązisbeli eszkŤzŤket igĆnyel, elhagyjuk. Megtalălhatć pĆldăul DieudonnĆ [6] k-onyvĆben, 22.10.

11. FŽGGELŘK

11.1. Topolćgiai alapfogalmak

11.1.1. De˛nącić. Azt mondjuk, hogy T topolćgia az X halmazon, ha T az X rĆszhalmazaibćl ăllć halmazrendszer, amely rendelkezik az alăbbi tulajdonsăgokkal: (1) X ∈ T ;

(2) ha γ ∈ ` esetĆn V_γ ∈ T , akkor ∪_{γ∈�}V_γ ∈ T ; (3) ha V_1, V_2 ∈ T , akkor V_1 ∩ V_2 ∈ T .

Az (X, T ) părt, vagy legtŤbbszŤr magăt X-et, topologikus tĆrnek nevezzĄk. A T elemeit nyąlt halmazoknak nevezzĄk.

11.1.2. PĆldăk. (1) Bărmely (X, d) metrikus tĆr egyben topologikus tĆr is, ha a nyąlt halmazokat a szokăsos mćdon de˛niăljuk: Egy V ⊂ X halmaz tartozzon T -hez, ha bărmely x ∈ V -hez van olyan ε > 0, hogy az

U(x, ε) = { y : y ∈ X, d(x, y) < ε }

x kŤzĆppontč, ε sugarč nyąlt gŤmb rĆsze V -nek. Ugyanazt kapjuk, ha a nyąlt gŤmbŤk helyett a B(x, ε) = { y : y ∈ X, d(x, y) ≤ ε } x kŤzĆppontč, ε sugarč zărt gŤmbŤket hasznăljuk. Ezt a T -t a metrikăbćl szărmazć topolćgiănak nevezzĄk. TŤbb kĄlŤnbŤzŞ metrikăbćl szărmazhat ugyanaz a topolćgia. Ha valamely topologikus tĆr topolćgiăja metrikăbćl szărmaztathatć, akkor a teret metrizălhatćnak nevezzĄk. Az R, R^n, C, C^n terek szokăsos topolćgiăjăn a d(x, y) = |x − y| tăvolsăgbćl szărmazć topolćgiăt ĆrtjĄk. Hasznălni fogjuk az S(x, ε) = B(x, ε) \ U(x, ε) jelŤlĆst: S(x, ε) az x kŤzĆppontč, ε sugarč gŤmbfelĄlet. Egy A ⊂ X halmaz ătmĆrŞje a

diam(A) = sup { d(x, y) : x, y ∈ A }

bŞvątett valćs szăm. Ha A, B ⊂ X, legyen

dist(A, B) = inf { d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B } az A Ćs B halmazok tăvolsăga. Ha A = {x}, akkor dist(x, B)-t ąrunk. Gyakran, ha nem kąvănjuk megadni a tăvolsăgfĄggvĆnyt, kĆt pont tăvolsăgăt dist(x, y)-nal jelŤljĄk.

(2) A metrikus tĆrnĆl ăltalănosabb fogalmat kapunk, ha egy X halmazon egy d : X × X → [0, ∞] fĄggvĆnyt tekintĄnk, amelyre

d(x, y) = d(y, x), ha x, y ∈ X;

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), ha x, y, z ∈ X.

Egy ilyen fĄggvĆnyt eltĆrĆsnek, az (X, d) părt fĆlmetrikus tĆrnek nevezzĄk, Ćs az X-nek a d eltĆrĆsbŞl szărmazć topolćgiăja ugyančgy de˛niălhatć, mint metrikus tĆr esetĆben.

(3) Bărmely X halmaz topologikus tĆrrĆ tehetŞ, ha T -nek 2^X -et, az X Ťsszes rĆszhalmazainak rendszerĆt vălasztjuk. Az ągy kapott teret diszkrĆt topologikus tĆrnek nevezzĄk. Ha T = {∅, X}, akkor az indiszkrĆt teret kapjuk.

(4) Ha X lineărisan rendezett a < relăcićval, akkor X topologikus tĆrrĆ tehetŞ. Az {x : x ∈ X, a < x < b}, {x : x ∈ X, a < x}, {x : x ∈ X, x < b} alakč halmazokat, ahol a, b ∈ X, nyąlt intervallumoknak nevezzĄk. Egy V ⊂ X halmaz tartozzon T -hez, ha minden x ∈ V -hez van olyan I nyąlt intervallum, hogy x ∈ I ⊂ V . Az ągy kapott topolćgiăt az X rendezĆstopolćgiăjănak nevezzĄk. A bŞvątett valćs szămok szokăsos topolćgiăjăn az R termĆszetes rendezĆsĆbŞl szărmazć topolćgiăt ĆrtjĄk.

11.1.3. De˛nącić. Egy X topologikus tĆrben az E halmazt az x pont kŤrnyezetĆnek nevezzĄk, ha tartalmaz x-et tartalmazć nyąlt halmazt. Ilyenkor x-et E belsŞ pontjănak nevezzĄk. Az E belsejĆn az E Ťsszes belsŞ pontjainak halmazăt ĆrtjĄk, ezt E^∘-rel jelŤljĄk. Az E halmazt zărtnak nevezzĄk, ha a komplementere nyąlt. Az x pontot E torlćdăsi pontjănak nevezzĄk, ha x minden kŤrnyezete tartalmazza E-nek x-tŞl kĄlŤnbŤzŞ pontjăt. Ha x minden kŤrnyezete E-nek megszămlălhatćnăl tŤbb pontjăt tartalmazza, akkor x-et az E kondenzăcićs pontjănak nevezzĄk. Az E halmaz E-sal jelŤlt lezărtjăn E-nek Ćs E torlćdăsi pontjai halmazănak az unićjăt ĆrtjĄk. Az E halmaz ∂E hatăra az E \ E^∘ halmaz. Az E egy x pontjăt izolălt pontnak nevezzĄk, ha x nem torlćdăsi pontja E-nek. Az E-t perfektnek nevezzĄk, ha zărt Ćs nincs izolălt pontja. Az E-t sŰrŰnek nevezzĄk, ha lezărtja az egĆsz X. Az E halmazt sehol sem sŰrŰnek nevezzĄk, ha lezărtjănak nincs belsŞ pontja. Ha E elŞălląthatć megszămlălhatć sok sehol sem sŰrŰ halmaz egyesątĆsekĆnt, akkor elsŞ kategćriăjčnak nevezzĄk, egyĆbkĆnt pedig măsodik kategćriăjčnak.

Ezek a fogalmak ismertek a metrikus terek elmĆletĆben. A răjuk vonatkozć egyszerŰ ăllątăsok ĆrvĆnyben maradnak topologikus terekben is, Ćs a bizonyątăsok is hasonlćak.

11.1.4. De˛nącić. Legyenek X Ćs Y topologikus terek Ćs f : X → Y egy fĄggvĆny. Azt mondjuk, hogy f folytonos az x ∈ X pontban, ha f(x) minden V kŤrnyezetĆhez van olyan U kŤrnyezete x-nek, amelyre f(U) ⊂ V . Azt mondjuk, hogy f folytonos X-en, ha f folytonos X minden pontjăban. Egy fĄggvĆny pontosan akkor folytonos, ha minden nyąlt halmaz teljes inverz kĆpe nyąlt. Folytonos fĄggvĆnyek kompozącićja is folytonos.

11.1.5. De˛nącić. Legyenek X Ćs Y topologikus terek Ćs f egy X-et Y -ra kĆpezŞ kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ fĄggvĆny. Ha f Ćs f^{−1} is folytonos, akkor f-et homeomor˛zmusnak nevezzĄk. Ha X Ćs Y kŤzŤtt lĆtezik homeomor˛zmus, akkor azt mondjuk, hogy X Ćs Y homeomorf ak.

11.1. Topolćgiai alapfogalmak 161

Hasznălni fogjuk a kŤvetkezŞ, a folytonossăgnăl, sŞt, az egyenletes folytonossăgnăl is erŞsebb fogalmat:

11.1.6. De˛nącić. Legyenek X Ćs Y metrikus terek. Egy f : X → Y fĄggvĆnyt Lipschitz-fĄggvĆnynek nevezĄnk, ha lĆtezik olyan M valćs szăm, hogy

dist ( f(x), f(y) ) ≤ M dist(x, y)

bărmely x, y ∈ X-re. Az M-re azt mondjuk, hogy Lipschitz-konstans f rĆszĆre. Minden Lipschitz-fĄggvĆnyhez lĆtezik egy legkisebb Lipschitz-konstans, amelyet Lip(f)-fel jelŤlĄnk. Azt mondjuk, hogy f lokălisan Lipschitz fĄggvĆny, ha X minden pontjănak van olyan V kŤrnyezete, amelyre f|V Lipschitz-fĄggvĆny.

11.1.7. De˛nącić. Egy X topologikus tĆr egy A rĆszhalmazăt F_σ -halmaznak nevezzĄk, ha elŞăll megszămlălhatć sok zărt halmaz egyesątĆsekĆnt. Az X egy B rĆszhalmazăt G_δ -halmaznak nevezzĄk, ha elŞăll megszămlălhatć sok nyąlt halmaz metszetekĆnt. A de˛nącićbćl vilăgos, hogy F_σ-halmazok vĆges metszete Ćs megszămlălhatć unićja is F_σ - halmaz, valamint G_δ -halmazok vĆges unićja Ćs megszămlălhatć metszete is G_δ -halmaz.

11.1.8. TĆtel. Metrikus tĆrben minden nyąlt halmaz F_σ-halmaz Ćs minden zărt halmaz G_δ -halmaz.

Bizonyątăs. Ha V nyąlt halmaz, akkor V = ∞⋃ n=1 { x : x ∈ X, dist(x, X \ V ) ≥ 1/n } . Hasonlćan, ha F zărt rĆszhalmaza X-nek, akkor F = ∞⋂ n=1 { x : x ∈ X, dist(x, F ) < 1/n } . 11.1.9. De˛nącić. Az X topologikus tĆr nyąlt rĆszhalmazainak egy B rendszerĆt a topolćgia băzisănak nevezzĄk, ha minden nyąlt halmaz elŞălląthatć B-beli halmazok egyesątĆsekĆnt. Nyąlt halmazok egy S rendszerĆt a topolćgia szubbăzisănak nevezzĄk, ha az S-beli halmazok Ťsszes vĆges metszetei băzisăt alkotjăk X topolćgiăjănak.

11.1.10. De˛nącić. Legyen (X, T ) topologikus tĆr Ćs Y ⊂ X. Ekkor Y topologikus tĆr lesz, ha topolćgiănak a {V ∩ Y : V ∈ T }

halmazrendszert vălasztjuk. Ezt a topolćgiăt Y altĆrtopolćgiăjănak nevezzĄk, Y -t pedig ezzel a topolćgiăval X alterĆnek.

Metrizălhatć tĆr minden altere metrizălhatć: metrikănak vălaszthatjuk az X metrikăjănak Y ×Y -ra valć megszorątăsăt. Ezzel a metrikăval Y -t az X metrikus tĆr alterĆnek nevezzĄk.

Ha măst nem mondunk, egy topologikus, illetve metrikus tĆr alterĆt mindig az altĆrtopolćgiăval, illetve az altĆrmetrikăval lătjuk el. PĆldăul az [a, b], (a, b) stb. intervallumokat az R, a T = {z : z ∈ C, |z| = 1} komplex egysĆgkŤrt a C alterekĆnt metrizăljuk Ćs topologizăljuk.

11.1.11. De˛nącić. Legyen X_γ , γ ∈ ` topologikus terek egy rendszere, Ćs legyen X = ∏ γ∈� X_γ . Legyen S az Ťsszes ∏ γ∈� V_γ alakč halmazok osztălya, ahol V_γ nyąlt rĆszhalmaza X_γ -nak minden γ ∈ `-ra, Ćs legfeljebb egy olyan γ_0 ∈ ` lĆtezik, amelyre V_{γ0} ≠ X_{γ0} . JelŤlje B az S-beli halmazok vĆges metszetekĆnt elŞăllć halmazokat. VĆgĄl legyen T az X olyan rĆszhalmazainak osztălya, amelyek elŞăllnak B-beli halmazok egyesątĆsekĆnt. Ekkor T topolćgia X-en, amelyet az X szorzattopolćgiăjănak nevezĄnk, X-et pedig ezzel a topolćgiăval az X_γ , γ ∈ ` terek szorzatănak.

ŘszrevehetjĄk, hogy S szubbăzisa, B pedig băzisa a szorzattopolćgiănak, Ćs hogy S-ben pontosan a p^{−1}_γ (V_γ ) alakč halmazok vannak, ahol V_γ tetszŞleges nyąlt rĆszhalmaza X_γ -nak, p_γ : (x) → x_γ pedig a γ-adik projekcić.

VĆges vagy megszămlălhatć sok metrizălhatć tĆr szorzata is metrizălhatć: ha d_i metrika X_i-n, i = 1, 2, . . . , akkor vĆges esetben a

max_i d_i, ∑ i d_i vagy √∑ i d^2_i

metrikăkat, vĆgtelen esetben a ∑ i 1 2^i d_i 1 + d_i

metrikăt szokăs vălasztani. Lătjuk, hogy a szorzattĆr metrikăja nem egyĆrtelmŰ, Ćs mĆg a tĆnyezŞk sorrendjĆtŞl is fĄgghet, de mindig a szorzattĆr topolćgiăjăt adja vissza.

→ 11.1.12. Feladat [5]. Igaz-e, hogy egy topologikus tĆr egy alterĆnek minden nyąlt rĆszhalmaza nyąlt az eredeti tĆrben, Ćs minden zărt rĆszhalmaza zărt az eredeti tĆrben?

→ 11.1.13. Feladat [6]. Legyen X metrikus tĆr, A ⊂ X. Mutassuk meg, hogy x → dist(x, A) Lipschitz-fĄggvĆny Ćs dist(x, A) = 0 pontosan akkor, ha x ∈ A.

→ 11.1.14. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy R Ćs (0, 1), illetve R Ćs [0, 1] homeomorfak.

→ 11.1.15. Feladat [9]. Bizonyątsuk be, hogy az R, R, C Ćs T terek kŤzŤtt nincs kĆt homeomorf.

11.1.16. Feladat [5]. Van-e olyan, nyąlt intervallummal homeomorf tĆrgŤrbe, amely ĆrtĆkkĆszletĆnek lezărtja az egĆsz tĆr?

* 11.1.17. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy teljes metrikus tĆr bărmely nem Ąres perfekt rĆszhalmaza tartalmaz a Cantor-halmazzal homeomorf rĆszhalmazt.

11.1.18. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy egy halmaz pontosan akkor sehol sem sŰrŰ, ha a komplementere tartalmaz sŰrŰ nyąlt halmazt.

11.1.19. Feladat [7]. Bizonyątsuk be, hogy egy sehol sem sŰrŰ halmaz minden rĆszhalmaza Ćs vĆges sok sehol sem sŰrŰ halmaz egyesątĆse is sehol sem sŰrŰ.

11.1.20. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy egy elsŞ kategćriăjč halmaz minden rĆszhalmaza Ćs megszămlălhatć sok elsŞ kategćriăjč halmaz egyesątĆse is elsŞ kategćriăjč.

* 11.1.21. Feladat: Baire-tĆtel [13]. Bizonyątsuk be, hogy teljes metrikus tĆrben megszămlălhatć sok sŰrŰ nyąlt halmaz metszete is sŰrŰ, azaz teljes metrikus tĆr măsodik kategćriăjč.

* 11.1.22. Feladat [12]. Konstruăljunk a szămegyenesen olyan egymăssal homeomorf A Ćs B halmazokat, amelyekre A elsŞ, B măsodik kategćriăjč.

11.1.23. Feladat [10]. Igazoljuk, hogy Q az R-ben F_σ -halmaz, de nem G_δ-halmaz.

11.1.24. Feladat: oszcillăcićs fĄggvĆny [9]. Legyenek X, Y metrikus terek Ćs f : X → Y . Legyen ω_f (x) a diam ( f(V ) ) bŞvątett valćs szămok infąmuma, ahol V befutja x kŤrnyezeteit. Az ω_f fĄggvĆnyt az f oszcillăcićs fĄggvĆnyĆnek nevezzĄk. Mutassuk meg, hogy f pontosan akkor folytonos az x pontban, ha ω_f (x) = 0. Igazoljuk, hogy minden α ∈ R-re az { x : x ∈ X, ω_f (x) < α } halmaz nyąlt.

11.1.25. Feladat [10]. Adjunk meg olyan f : R → [0, 1] fĄggvĆnyt, amely pontosan az irracionălis pontokban folytonos. Bizonyątsuk be, hogy nincs olyan f : R → [0, 1] fĄggvĆny, amely pontosan a racionălis pontokban folytonos.

* 11.1.26. Feladat [13]. Mutassuk meg, hogy egy (a, b) intervallumon di¸erenciălhatć fĄggvĆny derivăltjănak folytonossăgi helyei mindenĄtt sŰrŰek (a, b)-ben.

11.2. Topologikus terek fajtăi

11.2.1. De˛nącić. Egy X topologikus teret Hausdor¸-tĆrnek nevezĄnk, ha bărmely kĆt kĄlŤnbŤzŞ x, y pontja nyąlt halmazzal szĆtvălaszthatć, azaz lĆteznek olyan U Ćs V diszjunkt nyąlt halmazok, hogy x ∈ U Ćs y ∈ V . Az X Hausdor¸-teret regulărisnak nevezzĄk, ha bărmely F zărt halmaz Ćs rajta kąvĄl esŞ x pont nyąlt halmazokkal szĆtvălaszthatć, azaz lĆteznek olyan U Ćs V nyąlt, diszjunkt halmazok, hogy F ⊂ U Ćs x ∈ V . Egy Hausdor¸-teret teljesen regulărisnak nevezĄnk, ha bărmely F zărt rĆszhalmaza Ćs rajta kąvĄl esŞ x pont folytonos fĄggvĆnnyel szĆtvălaszthatć, azaz lĆtezik olyan f : X → [0, 1] folytonos fĄggvĆny, amely az F halmazon 0-t, az x pontban pedig 1-et vesz fel ĆrtĆkkĆnt. VĆgĄl az X Hausdor¸-teret normălisnak nevezzĄk, ha bărmely kĆt diszjunkt zărt E, F rĆszhalmaza nyąlt halmazzal szĆtvălaszthatć, azaz lĆteznek olyan U Ćs V diszjunkt nyąlt halmazok, amelyekre E ⊂ U Ćs F ⊂ V .

Mivel Hausdor¸-tĆrben az egyelemŰ halmazok zărtak, minden normălis tĆr egyben regulăris is. Ha az f fĄggvĆny szĆtvălasztja az F halmazt Ćs az x pontot, akkor az f^{−1} ( (−∞, 1/2) ) Ćs f^{−1} ( (1/2, ∞) ) nyąlt halmazok szĆtvălasztjăk F -et Ćs x-et, azaz teljesen regulăris tĆr egyben regulăris is. Nem vilăgos azonban, hogy mi a kapcsolat a teljesen regulăris terek Ćs a normălis terek kŤzŤtt, tovăbbă nem kapunk-e čj tĆrfajtăt, ha azt kŤveteljĄk meg, hogy bărmely kĆt diszjunkt zărt halmaz fĄggvĆnnyel szĆtvălaszthatć legyen. MindkĆt kĆrdĆsre vălaszt ad a kŤvetkezŞ tĆtel.

11.2.2. Uriszon-lemma. Egy X normălis topologikus tĆr bărmely kĆt diszjunkt E, F zărt rĆszhalmazăhoz lĆtezik olyan f : X → [0, 1] folytonos fĄggvĆny, amely 0 az E minden pontjăban, Ćs 1 az F minden pontjăban.

Bizonyątăs. Nyąlt halmazok egy V (r), r ∈ R rendszerĆt fogjuk megkonstruălni, ahol R a [0, 1] diadikus racionălis szămainak halmaza, azaz R = { k 2^n

: n = 0, 1, 2, . . . ; k = 0, 1, 2, . . . , 2^n } . Legyen V (1) = X \ F , Ćs vălasszunk egy V (0) nyąlt halmazt, amelyre E ⊂ V (0) Ćs V (0) ⊂ V (1). Indukcićt hasznălva tegyĄk fel, hogy egy n-re a V (k/2^n) halmazok măr meg vannak vălasztva čgy, hogy V (k/2^n) ⊂ V ( (k + 1)/2^n ) , ha 0 ≤ k < 2^n Ćs minden (2k + 1)/2^{n+1}, k = 0, 1, . . . , 2^n − 1 alakč diadikus racionălis szămhoz vălasszunk egy V ( (2k + 1)/2^{n+1} ) nyąlt halmazt, amelyre

V (k/2^n) ⊂ V ( (2k + 1)/2^{n+1} ) Ćs V ( (2k + 1)/2^{n+1} ) ⊂ V ( (k + 1)/2^n ) . Most legyen f(x) = inf { 1, r : r ∈ R, x ∈ V (r) } , ha x ∈ X.

MegjegyezzĄk, hogy metrikus tĆrben az ăllątăs triviălis, mert

f(x) = dist(x, E) dist(x, E) + dist(x, F )

vălaszthatć.

11.2.3. De˛nącić. Legyen X topologikus tĆr, A Abel-csoport Ćs f : X → A egy fĄggvĆny. Az f tartćjăn az spt(f) = {x : f(x) ≠ 0} halmazt ĆrtjĄk.

* 11.2.4. Az egysĆg felbontăsa. Legyen X egy normălis tĆr, F zărt rĆszhalmaza X-nek, Ćs V_1, V_2, . . . , V_n nyąlt rĆszhalmazai X-nek čgy, hogy F ⊂ ∪^n_{k=1}V_k. Ekkor lĆteznek h_k : X → [0, 1] folytonos fĄggvĆnyek čgy, hogy (1) ∑_n

k=1 h_k(x) = 1 minden x ∈ F -re; (2) spt(h_k) ⊂ V_k, ha k = 1, 2, . . . , n.

Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy ∪^n_{k=1}V_k = X. Megmutatjuk, hogy az A_1, . . . , A_n zărt halmazok megvălaszthatćk čgy, hogy ∪^n_{k=1}A_k = X Ćs A_k ⊂ V_k teljesĄljŤn. Az ăllątăs nyilvănvalć, ha n = 1. Ha n = 2, vălasszunk olyan W_1, W_2 diszjunkt nyąlt halmazokat, amelyek az X \ V_1 Ćs X \ V_2 diszjunkt zărt halmazokat elvălasztjăk egymăstćl, Ćs legyen A_1 = X \ W_1, A_2 = X \ W_2. TegyĄk fel, hogy az ăllątăs teljesĄl n − 1-re, Ćs legyen ∪^n_{k=1}V_k = X. Mivel X = ( ∪^{n−1}_{k=1} V_k ) ∪ V_n, lĆteznek A Ćs A_n zărt halmazok, amelyekre A ⊂ ∪^{n−1}_{k=1} V_k, A_n ⊂ V_n Ćs A ∪ A_n = X. Most k = 1, 2, . . . , n − 1-re legyen W_k = V_k ∩ A. Az A zărt altĆrre alkalmazva az indukcićs feltevĆst, olyan A_1, . . . , A_{n−1} zărt halmazokat kapunk, amelyekre ∪^n_{k=1}A_k = X.

ElŞszŤr tegyĄk fel, hogy F = X. Ekkor ∪^n_{k=1}V_k = X. Ha az A_1, . . . , A_n halmazok az elŞzŞ lĆpĆs szerint vannak meghatărozva, az Uriszon-lemma szerint lĆteznek olyan f_k :

X → [0, 1] folytonos fĄggvĆnyek, amelyekre f_k(A_k) = 1 Ćs spt(f_k) ⊂ V_k (k = 1, 2, . . . , n). Legyen

h_k(x) = f_k(x) ∑_n j=1 f_j (x)

, ha x ∈ X.

VĆgĄl, az ăltalănos esetben, legyen V_0 = X \ F Ćs alkalmazzuk az elŞzŞ lĆpĆst. Mivel h_0(F ) = 0, n∑ k=1 h_k(x) = 1, ha x ∈ F.

11.2.5. TĆtel. Metrizălhatć tĆr normălis.

Bizonyątăs. Ha E Ćs F nem Ąres, diszjunkt zărt halmazok, akkor legyen U = { x : x ∈ X, dist(x, E) < dist(x, F ) } , V = { x : x ∈ X, dist(x, F ) < dist(x, E) } . 11.2.6. De˛nącić. Egy topologikus teret megszămlălhatć băzisčnak nevezĄnk, ha van megszămlălhatć băzisa. Nyilvănvalć, hogy megszămlălhatć băzisč tĆr minden altere is megszămlălhatć băzisč. A legegyszerŰbb pĆlda megszămlălhatć băzisč tĆrre R a szokăsos topolćgiăval: a racionălis vĆgpontč nyąlt intervallumok megszămlălhatć băzisăt alkotjăk R-nek.

Az R topolćgiăjănak egy speciălis vonăsa, hogy bărmely nyąlt halmaz elŞălląthatć megszămlălhatć sok diszjunkt nyąlt intervallum egyesątĆsekĆnt: ez a nyąlt halmazok struktčratĆtele. Bizonyątăsăhoz tekintsĄk egy adott nyąlt halmaz olyan rĆszintervallumait, amelyeknek vĆgpontjai măr nincsenek az adott nyąlt halmazban. Ezek kŤnnyen lăthatćan diszjunktak, Ćs legfeljebb megszămlălhatć sok ilyen intervallum van, mert mindegyik tartalmaz racionălis szămot.

11.2.7. TĆtel. Megszămlălhatć sok megszămlălhatć băzisč topologikus tĆr szorzata is megszămlălhatć băzisč.

Bizonyątăs. Legyen I egy megszămlălhatć halmaz Ćs minden i ∈ I-re B_i az X_i tĆr egy megszămlălhatć băzisa. Ha B az Ťsszes olyan V = ∏ i∈I V_i alakč halmazokbćl ăll, amelyekre V_i = X_i vagy V_i ∈ B_i Ćs vĆges sok i kivĆtelĆvel az elsŞ eset ăll fenn, akkor B az X egy megszămlălhatć băzisa.

11.2.8. TĆtel. Megszămlălhatć băzisč tĆr bărmely băzisăbćl kivălaszthatć megszămlălhatć băzis.

Bizonyątăs. Legyen B egy tetszŞleges băzisa X-nek, B^′ pedig egy megszămlălhatć băzisa X-nek. Minden olyan B^′_1, B^′_2 ∈ B^′ părhoz, amelyhez ez lehetsĆges, vălasszunk ki egy B^∗ ∈ B halmazt, amelyre B^′_1 ⊂ B^∗ ⊂ B^′_2. Ha B^∗ az ągy kivălasztott B^∗ nyąlt halmazok rendszere, akkor B^∗ megszămlălhatć băzisa X-nek.

11.2.9. De˛nącić. Egy topologikus teret szeparăbilisnak nevezĄnk, ha van megszămlălhatć sŰrŰ rĆszhalmaza. Megszămlălhatć băzisč topologikus tĆr mindig szeparăbilis: egy băzis minden elemĆbŞl vălasztva egy pontot, sŰrŰ halmazt kapunk. A megfordątăs ăltalăban nem igaz, de metrizălhatć terekben igen: egy sŰrŰ halmaz minden eleme kŤrĄl vĆve az Ťsszes racionălis sugarč nyąlt gŤmbŤt, băzist kapunk.

11.2.10. De˛nącić. Egy topologikus teret kompaktnak nevezĄnk, ha minden nyąlt lefedĆsĆbŞl kivălaszthatć vĆges lefedĆs. A topologikus tĆr egy rĆszhalmazăt kompaktnak nevezzĄk, ha mint altĆr, kompakt. Egy rĆszhalmazt σ-kompaktnak nevezĄnk, ha elŞălląthatć megszămlălhatć sok kompakt halmaz egyesątĆsekĆnt. Egy topologikus teret σ-kompaktnak nevezĄnk, ha mint Ťnmaga rĆszhalmaza, σ-kompakt. Egy topologikus teret lokălisan kompaktnak nevezĄnk, ha minden pontjănak van kompakt kŤrnyezete. Az X topologikus tĆren Ćrtelmezett f fĄggvĆnyt kompakt tartćjčnak nevezzĄk, ha spt(f) kompakt.

Halmazok egy rendszerĆt centrăltnak szokăs nevezni, ha a halmazrendszerbŞl tetszĆs szerint vălasztva vĆges sok halmazt, azoknak van kŤzŤs pontja. Komplementerekre tĆrve ăt kŤvetkezik, hogy egy topologikus tĆr pontosan akkor kompakt, ha benne zărt halmazok bărmely centrălt rendszerĆnek van kŤzŤs pontja. KŤnnyŰ lătni, hogy kompakt tĆr zărt rĆszhalmaza is kompakt. Megfordątva, Hausdor¸-tĆr kompakt rĆszhalmaza zărt. Hasonlćan, σ-kompakt tĆr minden zărt rĆszhalmaza σ-kompakt. Kompakt tĆr folytonos kĆpe is kompakt. Ha f egy kompakt tĆrnek egy Hausdor¸-tĆrbe valć folytonos Ćs kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ lekĆpezĆse, akkor f homeomor˛zmus. EmlĆkeztetĄnk a Heine{ Borel-tĆtelre: R^n vagy C^n egy rĆszhalmaza pontosan akkor kompakt, ha korlătos Ćs zărt. EbbŞl kŤvetkezik, hogy R^n Ćs C^n lokălisan kompakt terek.

* 11.2.11. Alexander tĆtele. Legyen S egy szubbăzisa az X tĆr topolćgiăjănak. Az X tĆr pontosan akkor kompakt, ha minden S-beli halmazokbćl ăllć lefedĆsĆbŞl kivălaszthatć vĆges lefedĆs.

Bizonyątăs. A szĄksĆgessĆg nyilvănvalć. Az elĆgsĆgessĆg bizonyątăsăhoz tegyĄk fel, hogy van olyan nyąlt halmazokbćl ăllć lefedĆs, amelybŞl nem vălaszthatć ki vĆges lefedĆs. TekintsĄk az ilyen lefedĆsek rendszerĆt. Ez fĆligrendezett a tartalmazăsra nĆzve, Ćs benne minden lănc felĄlrŞl korlătos, ągy a Zorn-lemma szerint tartalmaz egy V maximălis lefedĆst. Legyen W = V ∩ S. Ekkor W egyetlen vĆges rĆszrendszere sem fedi le X-et, ągy W nem lehet lefedĆse X-nek. Legyen x ∈ X \ (∪ W) Ćs vălasszunk egy V ∈ V halmazt, amely lefedi x-et. Mivel S szubbăzis, lĆteznek S_1, . . . , S_n halmazok S-bŞl, amelyekre x ∈ ∩^n_{j=1}S_j ⊂ V . Mivel x /∈ ∪ W, egyetlen S_j sincs a V-ben. Mivel V maximălis, minden j-re van egy olyan A_j halmaz, amely vĆges sok V-beli halmaz egyesątĆse, Ćs amelyre S_j ∪ A_j = X. Innen

V ∪ (∪^n_{j=1}A_j ) ⊃ (∩^n_{j=1}S_j ) ∪ (∪^n_{j=1}A_j ) = X,

Ćs ągy X elŞăll vĆges sok V-beli halmaz egyesątĆsekĆnt. Ez ellentmond V kivălasztăsănak.

* 11.2.12. Tyihonov tĆtele. Kompakt terek szorzata kompakt.

Bizonyątăs. Legyen X = ∏ γ∈� X_γ a szćban forgć szorzattĆr Ćs legyen S ennek a 11.1.11. pontban leąrt szubbăzisa. Alexander tĆtelĆt felhasznălva, elĆg egy U ⊂ S lefedĆst vizsgălni. Legyen minden γ ∈ `-ra U_γ az Ťsszes olyan U_γ ⊂ X_γ nyąlt halmazok osztălya, amelyekre p^{−1}_γ (U_γ ) ∈ U, ahol p_γ a γ-adik projekcić. Megmutatjuk, hogy van olyan η ∈ `, amelyre ∪ U_η = X_η. Valćban, ha nem ez lenne a helyzet, akkor lĆtezne olyan x ∈ X pont, amely nem lenne ∪ U-ban. Mivel X_η kompakt, lĆtezik vĆges sok U_{η,1}, . . . , U_{η,n} halmaz U_η -ban, amelyre X_η = ∪^n_{j=1}U_{η,j} . Nyilvăn p^{−1}_η (U_{η,j} ), j = 1, 2, . . . , n egy vĆges lefedĆse X-nek.

Most megvizsgăljuk a kompaktsăg Ćs lokălis kompaktsăg kapcsolatăt a szĆtvălasztăsi tulajdonsăgokkal.

11.2.13. TĆtel. Kompakt Hausdor¸-tĆr normălis.

Bizonyątăs. Legyenek E Ćs F diszjunkt zărt halmazok. Ha x ∈ E, y ∈ F , akkor lĆteznek U_{x,y} Ćs V_{x,y} nyąlt halmazok čgy, hogy U_{x,y} ∩ V_{x,y} = ∅. Mivel E kompakt, minden y ∈ F -re lĆtezik vĆges sok x_1, . . . , x_n, hogy U_y = ∪^n_{i=1}U_{xi,y} lefedi E-t. Nyilvăn U_y a V_y = ∩^n_{i=1}V_{xi ,y} halmazba nem metsz bele. Most F kompaktsăgăt felhasznălva, lĆtezik y_1, . . . , y_m, hogy V = ∪^m_{j=1}V_{yj} lefedi F -et. Nyilvăn V az U = ∩^m_{j=1}U_{yj} halmazba nem metsz bele.

Lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆr ăltalăban nem normălis, de teljesen regulăris, mert igaz az Uriszon-lemma alăbbi văltozata.

11.2.14. TĆtel. Legyen X lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆr, K kompakt rĆszhalmaza X-nek, F egy K-tćl diszjunkt zărt rĆszhalmaza X-nek. Ekkor lĆtezik olyan f : X → [0, 1] kompakt tartćjč folytonos fĄggvĆny, amelyre f(K) = 1 Ćs f(F ) = 0.

Bizonyątăs. Minden x ∈ K-hoz vălasszunk egy olyan V_x kompakt lezărtč nyąlt kŤrnyezetĆt x-nek, amely rĆsze X \ F -nek. Kivălasztva a V_x, x ∈ K lefedĆsbŞl egy vĆges rĆszlefedĆst, Ćs ennek unićjăt V -vel jelŤlve, V nyąlt, lezărtja kompakt, Ćs K ⊂ V ⊂ X \F . A V kompakt Hausdor¸-tĆrben egy g folytonos fĄggvĆnnyel szĆtvălasztva a K Ćs a ∂V zărt halmazokat, legyen

f(x) = { g(x), ha x ∈ V , 0 egyĆbkĆnt.

A kŤvetkezŞ tĆtel az egysĆg felbontăsănak lokălisan kompakt Hausdor¸-terekre vonatkozć văltozata.

* 11.2.15. TĆtel. Legyen X lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆr, K kompakt rĆszhalmaza X-nek, V_1, . . . , V_n pedig nyąlt halmazok čgy, hogy K ⊂ ∪^n_{k=1}V_k . Ekkor lĆteznek h_k : X → [0, 1] kompakt tartćjč folytonos fĄggvĆnyek čgy, hogy (1) ∑_n

k=1 h_k(x) = 1 minden x ∈ K-ra; (2) spt(h_k) ⊂ V_k, ha k = 1, 2, . . . , n.

Bizonyątăs. Vălasszunk egy V kompakt lezărtč nyąlt halmazt, amelyre

K ⊂ V ⊂ V ⊂ ∪^n_{k=1}V_k

Ćs alkalmazzuk az egysĆg felbontăsăt a V normălis tĆr zărt rĆszhalmazăra Ćs V ∩ V_k nyąlt rĆszhalmazaira, majd a kapott fĄggvĆnyeket terjesszĄk ki X \ V -re čgy, hogy ott nullăk legyenek.

11.2.16. TĆtel. Lokălisan kompakt megszămlălhatć băzisč Hausdor¸-tĆrben minden nyąlt halmaz σ-kompakt.

Bizonyątăs. Vălasszunk X-ben egy kompakt lezărtč nyąlt halmazokbćl ăllć megszămlălhatć băzist. Ha V nyąlt rĆszhalmaza X-nek, akkor

V = ∪ { B : B ∈ B, B ⊂ V } . * 11.2.17. Topologikus csoportok. Topologikus algebrai struktčrăk de˛niălăsănak alapgondolata, hogy megkŤveteljĄk a mŰveletek folytonossăgăt. Egy topologikus csoport egy olyan G csoport, amely egyben topologikus tĆr is, čgy, hogy a szorzăs, azaz az (x, y) → xy lekĆpezĆse G × G-nek G-be, Ćs az inverzkĆpzĆs, azaz az x → x^{−1} lekĆpezĆse G-nek G-be folytonosak. Minden csoportelmĆleti Ćs topolćgiai fogalmat hasznălhatunk topologikus csoportokra is, ągy pĆldăul beszĆlhetĄnk kommutatąv, Hausdor¸-, lokălisan kompakt stb. topologikus csoportokrćl.

A szorzăs folytonossăga miatt rŤgzątett a ∈ G esetĆn az x → ax Ćs x → xa bal, illetve jobb eltolăsok is folytonosak. Mivel az inverzeik is hasonlć lekĆpezĆsek, a bal Ćs jobb eltolăsok Ćs az inverzkĆpzĆs homeomor˛zmusok. Ha A, B ⊂ G Ćs B nyąlt, akkor AB Ćs BA nyąltak, mert aB, illetve Ba alakč nyąlt halmazok egyesątĆsei. Ha A Ćs B kompaktak, akkor AB is kompakt, mert a szorzăs az A × B kompakt halmazt erre a halmazra kĆpezi.

Az egysĆgelem bărmely U kŤrnyezete tartalmazza az egysĆgelem olyan V kŤrnyezetĆt, amelyre V^2 ⊂ U; valćban a szorzăs folytonossăga miatt lĆteznek olyan V_1, V_2 kŤrnyezetei az egysĆgelemnek, amelyekre V_1V_2 ⊂ U, ągy V = V_1 ∩ V_2 vălaszthatć. Egy A ⊂ G halmazt szimmetrikusnak nevezĄnk, ha A = A^{−1}. Az egysĆgelem bărmely U kŤrnyezete tartalmazza az egysĆgelem egy V szimmetrikus kŤrnyezetĆt: legyen V = U ∩ U^{−1}.

A legfontosabb pĆldăk topologikus csoportokra R, C Ćs egyĆb normălt terek additąv csoportjai, a T multiplikatąv csoport, egy Banach-tĆr vagy egy Hilbert-tĆr lineăris homeomor˛zmusainak csoportja Ćs ennek kĄlŤnbŤzŞ rĆszcsoportjai (az unitĆr operătorok csoportja, vĆges dimenzićban az egy determinănsč operătorok csoportja stb.), ezek metrizălhatćk.

Topologikus csoportokkal kapcsolatban Bourbaki [3] mŰvĆnek II. kŤnyve tartalmazza az alapfogalmakat.

* 11.2.18. TĆtel. Legyen G topologikus csoport, C kompakt rĆszhalmaza G-nek, U pedig egy C-t tartalmazć nyąlt halmaz. Ekkor lĆtezik az egysĆgelemnek olyan V nyąlt kŤrnyezete, amelyre CV ⊂ U Ćs V C ⊂ U.

Bizonyątăs. Minden x ∈ C-hez lĆteznek olyan W_x Ćs V_x nyąlt kŤrnyezetei az egysĆgelemnek, amelyekre V^2_x ⊂ W_x Ćs xW_x ⊂ U. Mivel az xV_x, x ∈ C halmazok lefedik C-t, lĆteznek x_1, . . . , x_n ∈ C, hogy C ⊂ ∪^n_{k=1}x_kV_{xk} . Innen V = ∩^n_{k=1}V_{xk} -ra

CV ⊂ ∪^n_{k=1}(x_k V_{xk} V ) ⊂ ∪^n_{k=1}(x_k W_{xk} ) ⊂ U.

A măsik eset hasonlć, Ćs a kapott kĆt halmaz metszetĆt vesszĄk.

* 11.2.19. KŤvetkezmĆny. Ha G Hausdor¸ topologikus csoport, C_1, C_2 diszjunkt kompakt rĆszhalmazai G-nek, akkor van olyan U szimmetrikus nyąlt kŤrnyezete az egysĆgelemnek, amelyre (C_1U) ∩ (C_2U) = ∅ Ćs (UC_1) ∩ (UC_2) = ∅.

Bizonyątăs. Vălasszunk olyan V_1, V_2 nyąlt kŤrnyezeteit az egysĆgelemnek, amelyekre (C_1V_1)∩C_2 = ∅ Ćs (C_2V_2)∩C_1 = ∅. Legyen W olyan kŤrnyezete az egysĆgelemnek, amelyre W^2 ⊂ V_1 ∩ V_2 Ćs legyen U = W ∩ W^{−1}, erre (C_1U) ∩ (C_2U) = ∅. A măsik eset hasonlć, Ćs a kapott kĆt halmaz metszetĆt vesszĄk.

A tovăbbiakban metrikus terek kompaktsăgăval foglalkozunk.

11.2.20. De˛nącić. Legyen X egy metrikus tĆr, Ćs ε > 0. Azt mondjuk, hogy H ⊂ X egy ε-hălć X-ben, ha az U(x, ε), x ∈ H gŤmbŤk rendszere lefedi X-et. Egy metrikus teret teljesen korlătosnak nevezĄnk, ha minden ε > 0-ra tartalmaz vĆges εhălćt.

11.2.21. TĆtel. Ha (X, d) metrikus tĆr, akkor a kŤvetkezŞ feltĆtelek ekvivalensek: (1) X kompakt;

(2) X teljes Ćs teljesen korlătos;

(3) bărmely X-beli sorozatnak van konvergens rĆszsorozata.

Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy X kompakt. Ha egy x_n, n = 1, 2, . . . sorozatnak nem lenne konvergens rĆszsorozata, akkor az U_n = X \ {x_n, x_{n+1}, . . . } nyąlt halmazok olyan lefedĆsĆt alkotnăk X-nek, amelynek nem lenne vĆges rĆszlefedĆse.

TegyĄk fel, hogy bărmely X-beli sorozatnak van konvergens rĆszsorozata. Ekkor X teljes, mivel bărmely metrikus tĆrben, ha egy Cauchy-sorozatnak van konvergens rĆszsorozata, akkor konvergens. Ha X nem lenne teljesen korlătos, akkor valamely ε > 0-ra indukcićval kivălaszthatnănk egy olyan x_n, n = 1, 2, . . . sorozatot, amelyre d(x_i, x_j ) ≥ ε, ha i ≠ j. Ez ellentmond (3)-nak.

VĆgĄl tegyĄk fel, hogy X teljes Ćs teljesen korlătos, de van olyan nyąlt lefedĆse, amelybŞl nem vălaszthatć ki vĆges rĆszlefedĆs. Felhasznălva, hogy X teljesen korlătos, vălasszunk olyan B(x_1, 1/2) gŤmbŤt, amely nem fedhetŞ le vĆges sok V_γ , γ ∈ `-beli halmazzal. Teljes indukcićval folytatva, vălasszunk olyan B(x_n, 1/2^n), n = 1, 2, . . . gŤmbŤket, amelyek egyike sem fedhetŞ le V_γ , γ ∈ ` egyetlen vĆges rĆszrendszerĆvel sem, tovăbbă B(x_{n−1}, 1/2^{n−1}) ∩ B(x_n, 1/2^n) ≠ ∅.

Ekkor d(x_n, x_{n+1}) < 1 2^n + 1 2^{n+1} < 1 2^{n−1} , ągy ha n < m, akkor

d(x_n, x_m) ≤ d(x_n, x_{n+1}) + · · · + d(x_{m−1}, x_m) < 1 2^{n−2} . Ez azt jelenti, hogy x_n, n = 1, 2, . . . Cauchy-sorozat. Legyen x = lim_{n→∞} x_n. Mivel x ∈ V_η valamely η ∈ `-ra Ćs V_η nyąlt, elĆg nagy n-re B(x_n, 1/2^n) ⊂ V_η , ami ellentmondăs.

11.2.22. De˛nącić. Egy valćs vagy komplex lineăris tĆr egy C rĆszhalmazăt konvexnek nevezzĄk, ha x, y ∈ C, 0 < α < 1 esetĆn αx + (1 − α)y ∈ C. Egy A halmaz conv(A) konvex burkăn az Ťsszes, A-t tartalmazć konvex halmazok metszetĆt ĆrtjĄk. Nem nehĆz megmutatni, hogy

conv(A) = { α_1x_1 + · · · + α_nx_n : n ∈ N^+, x_i ∈ A, 0 ≤ α_i ≤ 1,

∑_n i=1 α_i = 1 } . A tovăbbiakban egy speciălis kĆrdĆssel foglalkozunk, R^n kompakt rĆszhalmazai kŤzŤtt ĆrtelmezĄnk tăvolsăgot.

11.2.23. De˛nącić. JelŤlje F az R^n Ťsszes nem Ąres kompakt rĆszhalmazainak osztălyăt. Ha C, D ∈ F, ĆrtelmezzĄk a C Ćs D halmazok d(C, D) Hausdor¸-tăvolsăgăt, mint a sup{dist(x, C) : x ∈ D} Ćs sup{dist(x, D) : x ∈ C} szămok nagyobbikăt.

* 11.2.24. TĆtel. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel (1) F teljes metrikus tĆr d-vel;

(2) ha a ∈ R^n Ćs 0 < r < ∞, akkor az F_{a,r} = { C : C ∈ F, C ⊂ B(a, r) } halmazok kompaktak F-ben;

(3) a nem Ąres kompakt konvex halmazok zărt alteret alkotnak F-ben; (4) C → diam(C) folytonos fĄggvĆny F-en.

Bizonyątăs. A metrikus tĆr axićmăi egyszerŰ szămolăssal adćdnak. Ha C_i, i = 1, 2, . . . egy Cauchy-sorozat F-ben, akkor legyen C = ∩^∞_{i=1}∪^∞_{j=i}C_j . Megmutatjuk, hogy d(C_i, C) → 0, ha i → ∞. Legyen ε > 0. Vălasszunk egy olyan i-t, amelyre d(C_s, C_t) < ε/2, ha s, t ≥ i. Ha x ∈ C, akkor x ∈ ∪^∞_{j=i}C_j , ągy van olyan s ≥ i, amelyre dist(x, C_s) < ε/2. Mivel d(C_s, C_t) < ε/2, ha s, t ≥ i, dist(x, C_t) ≤ ε, ha t ≥ i. Ha most x ∈ C_t, akkor a B(x, ε) ∩ ∪^∞_{j=s} C_j kompakt halmazok nem Ąresek egyetlen s-re sem. EbbŞl dist(x, C) ≤ ε, ha t ≥ i.

(2) bizonyątăsăhoz, mivel F_{a,r} nyilvăn zărt rĆszhalmaza F-nek, elĆg megmutatnunk, hogy teljesen korlătos. Legyen ε > 0. Mivel B(a, r) kompakt rĆszhalmaza R^n-nek, ągy teljesen korlătos, azaz van Z ⊂ B(a, r) vĆges ε-hălć B(a, r)-hez. Megmutatjuk, hogy Z Ťsszes nem Ąres rĆszhalmazai ε-hălćt alkotnak F_{a,r}-hez . Valćban, ha C ∈ F_{a,r} Ćs Z_C = { z : z ∈ Z, B(z, ε) ∩ C ≠ ∅ } , akkor d(C, Z_C ) ≤ ε.

(3) bizonyątăsăhoz, legyen C ∈ F Ćs tegyĄk fel, hogy nem konvex. Ekkor lĆtezik x, y ∈ C Ćs 0 < α < 1, hogy z = αx + (1 − α)y /∈ C. Vălasszunk egy ε > 0-t, amelyre B(z, ε) ∩ C = ∅. Ha most D ∈ F, d(C, D) < ε/3, akkor lĆteznek x^′, y^′ ∈ D, amelyekre |x − x^′| < ε/3 Ćs |y − y^′| < ε/3. Ha z^′ = αx^′ + (1 − α)y^′, akkor |z − z^′| < ε/3, ągy B(z^′, ε/3) ∩ D ≠ ∅, azaz D nem konvex.

VĆgĄl, ha C, D ∈ F, d(C, D) ≤ ε, akkor

|x − y| ≤ dist(x, D) + diam(D) + dist(y, D) ≤ diam(D) + 2ε, ha x, y ∈ C, amibŞl diam(C) ≤ diam(D) + 2ε. A C Ćs D szerepĆnek felcserĆlĆsĆvel, | |diam(C) − diam(D) | | ≤ 2ε,

ami (4)-et bizonyątja.

* 11.2.25. Feladat [15]. Mutassuk meg, hogy szeparăbilis metrikus tĆr bărmely zărt rĆszhalmaza elŞăll egy megszămlălhatć Ćs egy perfekt halmaz egyesątĆsekĆnt.

11.2.26. ŹsszefĄggĆsek a topologikus terek fontosabb fajtăi kŤzŤtt.

11.3. Normălt terek

Ebben a pontban normălt terekkel foglalkozunk. Ahogyan a topologikus terek, illetve a metrikus terek arra alkalmasak, hogy a klasszikus analązis hatărĆrtĆkkel Ćs folytonossăggal, illetve Cauchy-sorozatokkal Ćs egyenletes folytonossăggal kapcsolatos fogalmait Ćs tĆteleit kellŞen ăltalănosątva szĆles kŤrben alkalmazhatćvă tegyĆk, a normălt terek elmĆlete a klasszikus analązis lineăris algebrăval is kapcsolatos mćdszereinek, a vĆgtelen sorok, fĄggvĆnysorok Ćs sorozatok, valamint a di¸erenciălszămątăs eszkŤzeinek szĆles kŤrŰ alkalmazăsăt teszi lehetŞvĆ az analązisben. Az alăbbiakban csak nĆhăny alapfogalmat ĆrintĄnk. Mivel a komplex Ćs valćs esetet egyszerre szeretnĆnk tărgyalni, cĆlszerŰ bevezetni a kŤvetkezŞ jelŤlĆst: K jelenti R-et vagy C-t.

11.3.1. De˛nącić. A lineăris tĆr fogalmăt a szokăsos Ćrtelemben hasznăljuk. Mindig K feletti lineăris terekkel dolgozunk, ahol K az R vagy C testek kŤzĄl az egyiket jelenti. A felhasznălt lineăris algebrai fogalmak Ćs tĆtelek megtalălhatćk Halmos [14] kŤnyvĆben. Ŕltalăban nem tesszĄk fel, hogy a tĆr vĆges dimenzićs. Ennek megfelelŞen lineăris operătoron egy olyan A lekĆpezĆst ĆrtĄnk, amely egy K feletti X lineăris teret egy ugyancsak K feletti Y lineăris tĆrbe kĆpez le, Ćs amelyre teljesĄl, hogy A(αx + βy) = αA(x) + βA(y) minden x, y ∈ X, α, β ∈ K-ra. Ha Y = K, akkor lineăris funkcionălrćl beszĆlĄnk.

11.3.2. De˛nącić. Legyen X lineăris tĆr K felett. Egy x → ‖x‖ lekĆpezĆsĆt X-nek [0, ∞]-be fĆlnormănak nevezzĄk, ha (1) ‖αx‖ = |α|‖x‖ minden x ∈ X, α ∈ K-ra (abszolčt ĆrtĆk homogĆn, itt 0 · ∞ = 0); (2) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ minden x, y ∈ X-re (hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg). Ha mĆg az is teljesĄl, hogy (3) 0 < ‖x‖ < ∞, ha 0 ≠ x ∈ X, akkor a lekĆpezĆst normănak, az (X, ‖ ‖) părt pedig normălt tĆrnek nevezzĄk K felett. MegjegyezzĄk, hogy ‖ ‖ helyett az | | jelŤlĆs is szokăsos. Egy fĆlnormălt tĆrben { x : x ∈ X, ‖x‖ < ∞ } lineăris altĆr, Ćs ezen az altĆren a fĆlnorma vĆges. Ha a fĆlnorma vĆges, akkor a tĆr mindig normălt tĆrrĆ tehetŞ, ha azokat az elemeket, amelyek kĄlŤnbsĆgĆnek fĆlnormăja nulla, egy osztălyba sorolva azonosątjuk. FĆlnormălt tĆren d(x, y) = ‖x − y‖ eltĆrĆs. Az ągy de˛niălt eltĆrĆsre d(αx, αy) = |α|d(x, y) (itt 0 · ∞ = 0) Ćs d(x + z, y + z) = d(x, y), ha x, y, z ∈ X Ćs α ∈ K, azaz az eltĆrĆs abszolčt ĆrtĆk homogĆn Ćs eltolăsinvariăns. Ha normăbćl indulunk ki, akkor metrikăt kapunk. Ŋgy normălt tĆrben hasznălni fogunk minden olyan fogalmat, amelyet metrikus tĆrben vagy topologikus tĆrben de˛niăltunk. Ilyenkor mindig a normăbćl szărmazć metrikăra Ćs az ebbŞl a metrikăbćl szărmazć topolćgiăra gondolunk.

11.3.3. De˛nącić. Egy normălt teret Banach-tĆrnek nevezĄnk, ha teljes. A legegyszerŰbb pĆldăk Banach-tĆrre R felett R^n, illetve C felett C^n az ‖x‖ = (∑_n j=1 |x_j |^2

)_{1/2}

normăval.

11.3.4. De˛nącić. Azt mondjuk, hogy a K feletti X normălt tĆr normălt algebra K felett, ha X elemei kŤzŤtt Ćrtelmezve van egy szorzăs, X ezzel a szorzăssal, az Ťsszeadăssal

Ćs a skalărszorzăssal algebra K felett, tovăbbă ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖ minden x, y ∈ X-re. Ha X mĆg teljes is, akkor Banach-algebrărćl beszĆlĄnk.

Fontos pĆldăk normălt terekre a fĄggvĆnyterek. TekinthetĄnk valćs Ćs komplex ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyeket is: az elsŞ esetben valćs, a măsodikban komplex normălt tereket kapunk. Az R vagy C indexszel jelŤljĄk, hogy melyik esetre gondolunk. Ha a szŤvegŤsszefĄggĆsbŞl vilăgos, hogy melyik esetrŞl van szć, akkor nem tesszĄk ki az indexet.

11.3.5. De˛nącić. Legyen X egy halmaz. Legyen az f : X → K fĄggvĆnyre ‖f‖_u = sup { |f(x)| : x ∈ X } . Az Ťsszes olyan f : X → K fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyekre ‖f‖_u < ∞, jelŤlje B_K(X) (korlătos fĄggvĆnyek tere).

11.3.6. TĆtel. Bărmely X halmazra B_K(X) Banach-algebra a fĄggvĆnyek pontonkĆnti Ťsszeadăsăval, szorzăsăval Ćs skalărral valć szorzăsăval, valamint a ‖ ‖_u normăval.

Bizonyątăs. EgyszerŰ szămolăs.

11.3.7. De˛nącić. Legyen X topologikus tĆr, Ćs jelŤlje C_K(X) a B_K(X)-beli folytonos fĄggvĆnyek halmazăt (korlătos folytonos fĄggvĆnyek tere).

11.3.8. TĆtel. Bărmely X topologikus tĆrre C_K(X) Banach-algebra a fĄggvĆnyek pontonkĆnti szorzăsăval, Ťsszeadăsăval Ćs skalărral valć szorzăsăval, valamint a ‖ ‖_u normăval.

Bizonyątăs. EgyszerŰ szămolăs.

Valahănyszor a B_K(X), illetve C_K(X) terekrŞl beszĆlĄnk, ezekre a mŰveletekre Ćs erre a normăra gondolunk, hacsak kifejezetten măst nem mondunk. Az ebbŞl a normăbćl szărmazć konvergencia a fĄggvĆnyek egyenletes (uniform) konvergenciăja, ezĆrt ezt a normăt uniform normănak szokăs nevezni.

A kŤvetkezŞ nĆhăny tĆtelben C_K(X) sŰrŰ rĆszhalmazaival foglalkozunk abban a speciălis esetben, amikor X kompakt Hausdor¸-tĆr.

* 11.3.9. De˛nącić. Legyenek X Ćs Y halmazok Ćs H az X-et Y -ba kĆpezŞ fĄggvĆnyek egy rendszere. Azt mondjuk, hogy H szĆtvălasztja X pontjait, ha bărmely x, y ∈ X, x ≠ y esetĆn van olyan h ∈ H fĄggvĆny, amelyre h(x) ≠ h(y).

* 11.3.10. Stone tĆtele. Legyen X kompakt Hausdor¸-tĆr Ćs H olyan lineăris altere C_R(X)-nek, amelyre (1) a konstans fĄggvĆnyek H-ban vannak; (2) ha u ∈ H, akkor |u| ∈ H; (3) H szĆtvălasztja X pontjait. Ekkor H sŰrŰ C_R(X)-ben.

Bizonyątăs. ElŞszŤr is vegyĄk Ćszre, hogy H zărt a maximum Ćs minimum kĆpzĆsĆre. Valćban, max(u, v) = ( u + v + |u − v| ) /2 Ćs min(u, v) = ( u + v − |u − v| ) /2. MăsrĆszt, bărmilyen x, y ∈ X, x ≠ y-hoz Ćs α, β ∈ R-hez lĆtezik olyan u ∈ H fĄggvĆny, hogy u(x) = α Ćs u(y) = β. Valćban, (3) szerint lĆtezik olyan h ∈ H fĄggvĆny, amelyre h(x) ≠ h(y). Legyen

u(z) = α + (β − α) h(z) − h(x) h(y) − h(x)

, ha z ∈ X.

Most legyen f ∈ C_R(X) Ćs ε > 0. Minden x, y ∈ X părhoz vălasszunk egy olyan u_{x,y} ∈ H fĄggvĆnyt, amelyre | f(x) − u_{x,y}(x) | < ε Ćs | f(y) − u_{x,y}(y) | < ε. Bărmely rŤgzątett y ∈ X-re az U_{x,y} = { z : u_{x,y}(z) < f(z) + ε } , x ∈ X

nyąlt halmazok lefedik X-et, ągy lĆteznek x_1, . . . , x_n pontok, amelyekre ∪^n_{i=1}U_{xi,y} = X. Legyen v_y = min(u_{x1,y}, . . . , u_{xn,y}) ∈ H.

Ekkor v_y(z) < f(z) + ε minden z ∈ X-re Ćs v_y(y) > f(y) − ε. Most a

V_y = { z : v_y(z) > f(z) − ε } , y ∈ X

nyąlt halmazok lefedik X-et, ągy lĆteznek y_1, . . . , y_m, hogy ∪^m_{j=1}V_{yj} = X. Legyen g = max(v_{y1} , . . . , v_{ym} ) ∈ H. Ekkor f(z) − ε < g(z) < f(z) + ε, Ćs ezt kellett bizonyątani.

* 11.3.11. Lemma. Minden ε > 0-hoz Ćs c > 0-hoz van olyan valćs egyĄtthatćs p polinom, amelyre | |p(t) − |t| | | ≤ ε, ha t ∈ [−c, c].

Bizonyątăs. Mivel t helyĆbe ct-t ąrhatunk, elĆg a c = 1 esetre szorątkozni. Mivel |t| = √ t^2, elĆg megmutatni, hogy √ t a [0, 1] intervallumon egyenletesen approximălhatć polinomokkal.

Legyen p_0(t) ≡ 0 Ćs indukcićval legyen

(1) p_{n+1}(t) = p_n(t) + 1 2 ( t − p^2_n(t) ) , ha n ≥ 0. Megmutatjuk, hogy

(2) 0 ≤ √ t − p_n(t) ≤ 2 √ t 2 + n √ t , ha t ∈ [0, 1],

amibŞl kŤvetkezik, hogy 0 ≤ √ t − p_n(t) ≤ 2 n → 0, ha t ∈ [0, 1].

Ha n = 0, akkor (2) triviălis. TegyĄk fel, hogy n-re teljesĄl (2), akkor 0 ≤ √ t − p_n(t) ≤ √ t, amibŞl 0 ≤ p_n(t) ≤ √ t. Az (1) kĆplet szerint innen √ t − p_{n+1}(t) = (√ t − p_n(t) ) ( 1 − 1 2 (√ t + p_n(t) )) , ahonnan √ t − p_{n+1}(t) ≥ 0 Ćs (2) szerint √ t − p_{n+1}(t) ≤ 2 √ t 2 + n √ t ( 1 − √ t 2 )

≤ 2 √ t 2 + n √ t ( 1 − √ t 2 + (n + 1) √ t ) = 2 √ t 2 + (n + 1) √ t . * 11.3.12. Weierstrass{Stone-tĆtel. Legyen X kompakt Hausdor¸-tĆr, Ćs H egy rĆszalgebrăja C_R(X)-nek, amely (1) tartalmazza az azonosan 1 fĄggvĆnyt; (2) szĆtvălasztja X pontjait. Ekkor H sŰrŰ C_R(X)-ben.

Bizonyątăs. TekintsĄk H lezărtjăt. Ha megmutatjuk, hogy minden f ∈ H-ra |f| ∈ H, akkor Stone tĆtele szerint kĆszen vagyunk. Bărmely ε > 0-ra Ćs c = ‖f‖_u-ra az elŞzŞ lemma szerint vălaszthatć olyan p polinom, amelyre | p(t) − |t| | ≤ ε, ha t ∈ [−c, c]. De ekkor ‖ ‖p ∘ f − |f| ‖ ‖_u ≤ ε Ćs mivel H maga is algebra, p ∘ f ∈ H, azaz |f| ∈ H.

A fenti tĆtelbŞl čgy kaphatjuk meg Weierstrass klasszikus, a folytonos fĄggvĆnyeknek polinomokkal valć egyenletes approximălhatćsăgăt kimondć tĆtelĆt, hogy X-et R egy kompakt intervallumănak, H-t pedig a polinomok algebrăjănak vălasztjuk.

* 11.3.13. A Weierstrass{Stone-tĆtel komplex văltozata. Legyen X kompakt Hausdor¸-tĆr, Ćs H a C_C(X) egy komplex rĆszalgebrăja. TegyĄk fel, hogy (1) H tartalmazza az azonosan 1 fĄggvĆnyt; (2) H szĆtvălasztja X pontjait; (3) ha f ∈ H, akkor f ∈ H. Ekkor H sŰrŰ C_C(X)-ben.

Bizonyątăs. Legyen H_0 = H ∩ C_R(X). Mivel ℜf = (f + f)/2 Ćs ℑf = (f − f)/2, kapjuk, hogy H_0 eleget tesz az elŞzŞ tĆtel feltĆteleinek. EbbŞl H = H_0 + iH_0 sŰrŰ C_C(X)-ben.

A folytonos fĄggvĆnyek egyenletes konvergenciăjăt felhasznăljuk egy fontos topolćgiai tĆtel bizonyątăsăra.

* 11.3.14. Tietze tĆtele. Legyen F az X normălis topologikus tĆr nem Ąres zărt rĆszhalmaza, Ćs f : X → R folytonos fĄggvĆny. Ekkor lĆtezik olyan g : X → R folytonos kiterjesztĆse f-nek, amelyre

(1) inf { f(x) : x ∈ F } = inf { g(x) : x ∈ X } Ćs (2) sup { f(x) : x ∈ F } = sup { g(x) : x ∈ X } . Bizonyątăs. ElŞszŤr tegyĄk fel, hogy rng f ⊂ [−1, 1]. Legyen

A_1 = f^{−1}[−1, −1/3] Ćs B_1 = f^{−1}[1/3, 1].

Az A_1 Ćs B_1 halmazok zărt rĆszhalmazai X-nek, ągy az Uriszon-lemma szerint van olyan h_1 : X → [−1/3, 1/3] folytonos fĄggvĆny, amelyre h_1(A_1) = −1/3 Ćs h_1(B_1) = 1/3. Legyen g_1 = h_1. Ekkor | |f(x) − g_1(x) | | ≤ 2/3, ha x ∈ F Ćs dmn g_1 ⊂ [−1/3, 1/3].

Teljes indukcićval tegyĄk fel, hogy h_1, . . . , h_n Ćs g_1, . . . , g_n folytonos fĄggvĆnyeket măr megkonstruăltuk čgy, hogy (3) h_i : X → [ −2^{i−1}/3^i, 2^{i−1}/3^i ] (i = 1, 2, . . . , n);

(4) g_{i+1} = g_i + h_{i+1} (i = 1, 2, . . . , n − 1);

(5) g_i : X → [ −1 + (2/3)^i , 1 − (2/3)^i ] (i = 1, 2, . . . , n); (6) | |f(x) − g_i(x) | | ≤ (2/3)^i, ha x ∈ F (i = 1, 2, . . . , n).

TekintsĄk az u_{n+1}(x) = f(x) − g_n(x), ha x ∈ F fĄggvĆnyt, Ćs legyen

A_{n+1} = u^{−1}_{n+1} [ − 2^n 3^n , − 2^n 3^{n+1} ] , B_{n+1} = u^{−1}_{n+1} [ 2^n 3^{n+1} , 2^n 3^n ] . Vălasztva az Uriszon-lemma szerint egy h_{n+1} : X → [ −2^n/3^{n+1}, 2^n/3^{n+1} ] folytonos fĄggvĆnyt, amelyre

h_{n+1}(A_{n+1}) = −

2^n 3^{n+1}

, h_{n+1}(B_{n+1}) =

2^n 3^{n+1} , kapjuk az indukcićs feltevĆst n + 1-re. Mivel (3) Ćs (4) szerint a g_n, n = 1, 2, . . . sorozat Cauchy-sorozat C_R(X)-ben, g_n egyenletesen konvergăl egy g ∈ C_R(X) fĄggvĆnyhez. (5) miatt rng g ⊂ [−1, 1], Ćs (6) szerint g kiterjesztĆse f-nek.

VegyĄk Ćszre, hogy, mivel [−1, 1] homeomorf R-sal, az elŞzŞ lĆpĆs alkalmazhatć az ăltalănos esetben is, de a kapott g fĄggvĆny bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ lesz, Ćs nem tesz eleget az (1) Ćs (2) feltĆteleknek. Az utćbbin kŤnnyen segąthetĄnk, ha a = inf { f(x) : x ∈ F } > −∞ esetĆn g helyett max(g, a)-t, b = sup { f(x) : x ∈ F } < ∞ esetĆn pedig g helyett min(b, g)-t vesszĄk. Ha g nem valćs ĆrtĆkeket is felvesz, akkor a kŤvetkezŞt tehetjĄk: Legyen f^+(x) = max { f(x), 0 } , ha x ∈ F . Az f^+ fĄggvĆnyre alkalmazva az eddigieket, egy g^+_1 : X → [0, ∞] folytonos kiterjesztĆsĆt kapjuk f^+-nak. Legyen E^+ = (g^+_1 )^{−1}(∞). Alkalmazva az eddig bizonyątottakat arra a folytonos fĄggvĆnyre, amely F -en f^+-szal, E^+-on pedig 0-val egyezik meg, annak egy X-re valć [0, ∞]-beli ĆrtĆkŰ folytonos g^+_2 kiterjesztĆsĆt kapjuk. A g^+ = min(g^+_1 , g^+_2 ) fĄggvĆny ągy olyan folytonos kiterjesztĆse f^+- nak, amely măr [0, ∞)-beli ĆrtĆkŰ. Hasonlćan eljărva kapjuk az f^−(x) = max { −f(x), 0 } , ha x ∈ F fĄggvĆny egy [0, ∞)-beli ĆrtĆkŰ g^− folytonos kiterjesztĆsĆt. Most legyen g = g^+ − g^−.

* 11.3.15. KŤvetkezmĆny. Legyen X lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆr, K kompakt, nem Ąres rĆszhalmaza X-nek, Ćs f : K → R folytonos fĄggvĆny. Ekkor lĆtezik olyan g : X → R kiterjesztĆse f-nek, amely kompakt tartćjč folytonos fĄggvĆny, Ćs sup { |f(x)| : x ∈ K } = sup { |g(x)| : x ∈ X } . Bizonyątăs. Vălasszunk egy olyan V kompakt lezărtč nyąlt halmazt, amely tartalmazza K-t. Azt a fĄggvĆnyt, amely K-n f-fel, ∂V -n 0-val egyezik meg, terjesszĄk ki folytonosan a V normălis tĆrre, majd V -on kąvĄl de˛niăljuk nullănak.

11.3.16. De˛nącić. Legyen X lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆr. Azt mondjuk, hogy egy f : X → K fĄggvĆny eltŰnik a vĆgtelenben, ha bărmely ε > 0-hoz van olyan K kompakt rĆszhalmaza X-nek, hogy | |f(x) | | ≤ ε, ha x ∈ X \ K. Az Ťsszes, X-et K-ba kĆpezŞ, folytonos, vĆgtelenben eltŰnŞ fĄggvĆnyek halmazăt jelŤlje C_{0,K}(X). Az Ťsszes, X-et K-ba kĆpezŞ folytonos, kompakt tartćjč fĄggvĆnyek halmazăt jelŤlje K_K(X).

11.3.17. TĆtel. Legyen X lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆr. Ekkor C_{0,K}(X) Banach-algebra, K_K(X) pedig sŰrŰ normălt rĆszalgebrăja C_{0,K}(X)-nek K felett a fĄggvĆnyek pontonkĆnti Ťsszeadăsăval, szorzăsăval Ćs skalărszorzăsăval, valamint a ‖ ‖_u normăval.

Bizonyątăs. C_{0,K}(X) teljessĆgĆt čgy mutathatjuk meg, hogy belătjuk, zărt altere C_K(X)-nek. Az, hogy K_K(X) sŰrŰ, a 11.2.14. tĆtel segątsĆgĆvel bizonyąthatć. Minden szĄksĆges lĆpĆs kŤnnyen kitalălhatć, ezĆrt nem rĆszletezzĄk a bizonyątăst.

Mindig, hacsak kifejezetten măst nem mondunk, a fenti tĆtelben szereplŞ mŰveletekkel Ćs normăval ellătva hasznăljuk a C_{0,K}(X) Ćs K_K(X) tereket.

11.3.18. De˛nącić. A korlătos, a folytonos, a vĆgtelenben eltŰnŞ Ćs a kompakt tartćjč fĄggvĆnyek terĆt egy Y normălt tĆrbeli ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyekre is ĆrtelmezhetjĄk. A megfelelŞ jelŤlĆsek: B_Y (X), C_Y (X), C_{0,Y} (X) Ćs K_Y (X) vagy rŤviden B, C, C_0 Ćs K. Ha Y teljes, akkor a B, C Ćs C_0 terek Banach-terek. Mivel a szorzăs nincs Ćrtelmezve, nem kapunk algebrăt.

11.3.19. TĆtel. Legyenek X Ćs Y normălt terek K felett. Egy A : X → Y lineăris operător pontosan akkor folytonos, ha az alăbbi ĆrtĆk vĆges:

(1) ‖A‖ = sup { ‖A(x)‖ : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1 } . Bizonyątăs. Ha A folytonos a 0-ban, akkor egy adott ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy ‖x‖ ≤ δ esetĆn ‖ ‖A(x) ‖ ‖ ≤ ε. Ha most ‖x‖ ≤ 1, akkor ‖δx‖ ≤ δ, ągy ‖ ‖A(δx) ‖ ‖ ≤ ε, azaz ‖ ‖A(x) ‖ ‖≤ ε/δ.

Megfordątva, ha A korlătos X egysĆggŤmbjĆn, azaz ‖x‖ ≤ 1 esetĆn ‖ ‖A(x) ‖ ‖ < K, akkor ε > 0-ra ‖x − y‖ ≤ ε/K esetĆn ‖ ‖A(x) − A(y) ‖ ‖ = ‖ ‖A(x − y) ‖ ‖ = ‖ ‖ ‖ ε K A ( K(x − y) ε )‖ ‖ ≤ ε K K = ε.

MegjegyezzĄk, hogy ha X vĆges dimenzićs, akkor minden lineăris operător folytonos.

11.3.20. De˛nącić. Legyenek X Ćs Y normălt terek K felett. Ha egy A : X → Y lineăris lekĆpezĆs folytonos, akkor folytonos lineăris operătorrćl vagy korlătos lineăris operătorrćl beszĆlĄnk. Ha Y = K, akkor folytonos lineăris funkcionălt vagy korlătos lineăris funkcionălt mondunk. Az Ťsszes, X-et Y -ba kĆpezŞ folytonos lineăris operătorok halmazăt BL(X, Y )-nal jelŤljĄk, de BL(X, X) helyett csak BL(X)-et, BL(X, K) helyett pedig X^∗-ot ąrunk; X^∗-ot az X konjugălt terĆnek vagy duălis terĆnek nevezzĄk.

11.3.21. TĆtel. Legyenek X Ćs Y normălt terek K felett. A BL(X, Y ) tĆr a fĄggvĆnyek pontonkĆnti Ťsszeadăsăval Ćs skalărszorzăsăval, valamint a 11.3.19.(1)-ben szereplŞ fĄggvĆnnyel mint normăval, normălt tĆr K felett. Ha Y Banach-tĆr, akkor BL(X, Y ) is Banach-tĆr, ągy X^∗ Banach-tĆr, BL(X) pedig a fĄggvĆnyek egymăs utăni vĆgrehajtăsăval mint szorzăssal, normălt algebra, Ćs ha X Banach-tĆr, akkor Banachalgebra.

Bizonyątăs. Egyetlen lĆpĆs sem kąvăn kĄlŤnŤsebb Ťtletet, ągy a bizonyątăst az olvasćra bązzuk.

A fenti tĆtelben szereplŞ tereket, hacsak kifejezetten măst nem mondunk, mindig a fenti tĆtelben szereplŞ mŰveletekkel Ćs normăval ellătva hasznăljuk.

11.3.22. De˛nącić. Legyen H lineăris tĆr K felett, Ćs legyen adott egy (x, y) → ⟨x, y⟩ lekĆpezĆse H × H-nak K-ba čgy, hogy minden x, y, z ∈ H-ra Ćs α ∈ K-ra (1) ⟨x + y, z⟩ = ⟨x, z⟩ + ⟨y, z⟩; (2) ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩; (3) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩; (4) ⟨x, x⟩ ≥ 0;

(5) ha ⟨x, x⟩ = 0, akkor x = 0.

Ekkor H-t belsŞ szorzat tĆrnek nevezzĄk K felett. Az x Ćs y elemek ⟨x, y⟩ belsŞ szorzatănak jelŤlĆsĆre az (x, y), x • y, ⟨x, y⟩, (x|y) jelek is hasznălatosak. (1), (2) Ćs (3)-bćl a belsŞ szorzăs additąv a măsodik văltozćban is, Ćs onnan a skalăr konjugăltja emelhetŞ ki. 11.3.23. TĆtel. Ha H belsŞ szorzat tĆr K felett, akkor az ‖x‖ = √ ⟨x, x⟩ jelŤlĆssel (1) | |⟨x, y⟩ | | ≤ ‖x‖‖y‖ minden x, y ∈ H-ra

(Cauchy{Schwarz{Bunyakovszkij-egyenlŞtlensĆg) Ćs a ‖ ‖ fĄggvĆnnyel H normălt tĆr K felett.

Bizonyątăs.

0 ≤ ‖x − αy‖^2 = ‖x‖^2 − α⟨x, y⟩ − α⟨y, x⟩ + |α|^2‖y‖^2,

amibŞl ha ‖x‖ = 0 Ćs ‖y‖ = 0, akkor α = ⟨x, y⟩ helyettesątĆssel ⟨x, y⟩ = 0. Ha ez nem ăll fenn, mondjuk ‖y‖ ≠ 0, akkor α = ⟨x, y⟩/‖y‖^2 helyettesątĆssel

0 ≤ ‖x‖^2 − | |⟨x, y⟩ | |^2

‖y‖^2 , tehăt adćdik (1). EbbŞl

‖x + y‖^2 = ‖x‖^2 + ⟨x, y⟩ + ⟨y, x⟩ + ‖y‖^2

= ‖x‖^2 + 2ℜ⟨x, y⟩ + ‖y‖^2 ≤ ‖x‖^2 + 2‖x‖‖y‖ + ‖y‖^2 = ( ‖x‖ + ‖y‖

)_2 , amibŞl adćdik a hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg. Minden măs triviălis.

11.3.24. MegjegyzĆs. VegyĄk Ćszre, hogy az elŞzŞ tĆtel ăllątăsainak bizonyątăsakor csak annak igazolăsăhoz kellett kihasznălnunk a de˛nącić (5) feltĆtelĆt, hogy ‖x‖ = 0 esetĆn x = 0. EbbŞl kŤvetkezik, hogy ha az (x, y) → ⟨x, y⟩ lekĆpezĆs (5)-nek nem tesz eleget, akkor x → ‖x‖ nem norma, de vĆges fĆlnorma. Ŋgy ‖x − y‖ = 0 esetĆn az x Ćs y elemeket ekvivalensnek tekintve, az ekvivalenciaosztălyok tere lesz belsŞ szorzat tĆr.

11.3.25. De˛nącić. A H belsŞ szorzat teret Hilbert-tĆrnek nevezzĄk, ha (mint normălt tĆr) teljes. A legegyszerŰbb pĆldăk Hilbert-terekre az ⟨x, y⟩ =

∑_n

j=1 x_j y_j belsŞ szorzattal R^n az R felett Ćs C^n a C felett.

11.3.26. TĆtel. Legyen H Hilbert-tĆr, Ćs C zărt, konvex rĆszhalmaza H-nak. Ekkor minden a ∈ H-hoz lĆtezik pontosan egy olyan c ∈ C, amelyre ‖a − c‖ = dist(a, C).

Bizonyątăs. Legyen d = dist(a, C) Ćs legyen x_n, n = 1, 2, . . . egy olyan C-beli sorozat, amelyre lim_{n→∞} ‖a − x_n‖ = d. Legyen ε ≥ 0, y, z ∈ C Ćs tegyĄk fel, hogy ‖a − y‖^2 ≤ d^2 + ε^2, ‖a − z‖^2 ≤ d^2 + ε^2. Ekkor (y + z)/2 ∈ C Ćs

d^2 + ε^2 ≥

‖y − a‖^2 + ‖z − a‖^2 2 = ‖y + z − 2a‖^2 + ‖y − z‖^2 4 ≥ d^2 +

‖y − z‖^2 4 , amibŞl ‖y − z‖ ≤ 2ε. EbbŞl az egyenlŞtlensĆgbŞl kapjuk, hogy x_n Cauchy-sorozat. Most legyen c = lim_{n→∞} x_n. Az egyĆrtelmŰsĆg ugyancsak a fenti egyenlŞtlensĆgbŞl kŤvetkezik.

11.3.27. De˛nącić. Legyen H belsŞ szorzat tĆr. Ha x, y ∈ H Ćs ⟨x, y⟩ = 0, akkor azt mondjuk, hogy x Ćs y ortogonălisak. JelŤlĆse: x ⊥ y. Az M, N ⊂ H halmazokat ortogonălisaknak nevezzĄk, ha x ⊥ y minden x ∈ M, y ∈ N-re. JelŤlĆse: M ⊥ N. Egy M ⊂ H halmaz ortogonălis komplementerĆn a H Ťsszes olyan elemeinek halmazăt ĆrtjĄk, amelyek ortogonălisak M minden elemĆre. JelŤlĆse: M^⊥.

11.3.28. Ortogonălis felbontăsi tĆtel. Legyen H egy Hilbert-tĆr Ćs M egy zărt lineăris altere H-nak. Ekkor minden x ∈ H egyĆrtelmŰen feląrhatć x = y + z alakban, ahol y ∈ M Ćs z ∈ M^⊥.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ tĆtel szerint lĆtezik x-et legjobban approximălć y ∈ M. Legyen d = ‖x−y‖. Megmutatjuk, hogy x = y +(x−y) a keresett felbontăs, azaz z = x−y ortogonălis M-re. Legyen u ≠ 0 az M tetszŞleges eleme, akkor

d^2 = ‖x − y‖^2 ≤ ‖x − y + αu‖^2 = ‖z + αu‖^2 = ⟨z + αu, z + αu⟩ = d^2 + α⟨u, z⟩ + α ( ⟨z, u⟩ + α‖u‖^2 ) .

Vălasszuk α-t čgy, hogy a zărćjelben lĆvŞ kifejezĆs eltŰnjŤn, azaz legyen

α = −

⟨z, u⟩ ‖u‖^2 . Ekkor d^2 ≤ d^2 − | |⟨z, u⟩ | |^2/‖u‖^2 adćdik, ami csak ⟨z, u⟩ = 0 esetĆn lehetsĆges.

A felbontăs egyĆrtelmŰ, ha ugyanis x = y + z = y^′ + z^′, (y, y^′ ∈ M, z, z^′ ∈ M^⊥), akkor M ∋ y−y^′ = z^′ −z ∈ M^⊥, de az egyenlŞsĆg kĆt oldalăn ăllć vektorok ortogonălisak, ągy 0 = ⟨y − y^′, z^′ − z⟩ = ⟨y − y^′, y − y^′⟩ = ‖y − y^′‖^2,

amibŞl y = y^′, z = z^′.

11.3.29. Riesz reprezentăcićs tĆtele. Legyen H Hilbert-tĆr Ćs f egy folytonos lineăris funkcionăl H-n. Ekkor lĆtezik pontosan egy v ∈ H, amelyre f(x) = ⟨x, v⟩ bărmely x ∈ H-ra.

Bizonyątăs. Legyen N az f nulltere, azaz N = { x : x ∈ H, f(x) = 0 } . Az N zărt lineăris altere H-nak. Ha N = H, akkor v = 0 vălaszthatć. Ha N ≠ H, akkor N^⊥ ≠ {0}. Legyen u egy nem nulla eleme N^⊥-nek. Ekkor bărmely x ∈ H esetĆn f(x)u−f(u)x ∈ N, mert f ( f(x)u − f(u)x ) = f(x)f(u) − f(u)f(x) = 0. Ŋgy 0 = ⟨ f(x)u − f(u)x, u ⟩ = f(x)‖u‖^2 − f(u)⟨x, u⟩,

ahonnan f(x)-et kifejezve, v = f(u)u/‖u‖^2 jelŤlĆssel kapjuk az ăllątăst.

Az egyĆrtelmŰsĆghez, ha f(x) = ⟨x, v⟩ = ⟨x, v^′⟩, akkor ⟨x, v − v^′⟩ = 0 mindenĄtt, amibŞl x = v − v^′ helyettesątĆssel v = v^′.

11.3.30. De˛nącić. Legyenek H Ćs K Hilbert-terek K felett. Egy A : H → K folytonos lineăris operător adjungăltjăn azt az A^∗ : K → H lekĆpezĆst ĆrtjĄk, amelyre ⟨ A(x), y ⟩ = ⟨ x, A^∗(y) ⟩ minden x ∈ H, y ∈ K-ra.

Az elŞzŞ tĆtel szerint ez az ŤsszefĄggĆs egyĆrtelmŰen de˛niălja A^∗-ot minden y ∈ K-ra. Ha H = K Ćs A^∗ = A, akkor A-t Ťnadjungăltnak nevezzĄk.

KŤnnyŰ kiszămolni, hogy A^∗ folytonos lineăris lekĆpezĆse K-nak H-ba, (A^∗)^∗ = A Ćs ‖A^∗‖ = ‖A‖. Ha L egy harmadik Hilbert-tĆr K felett, Ćs B : K → L is folytonos lineăris operător, akkor (B ∘ A)^∗ = A^∗ ∘ B^∗. EbbŞl kŤvetkezik, hogy bărmely A-ra A^∗ ∘ A Ćs A ∘ A^∗ Ťnadjungălt operătorok H-n, illetve K-n.

* 11.3.31. De˛nącić. Legyenek H Ćs K Hilbert-terek K felett. Egy A : H → K folytonos lineăris lekĆpezĆst ortogonălis injekcićnak nevezĄnk, ha ⟨ A(x), A(y) ⟩ = ⟨x, y⟩ minden x, y ∈ H-ra.

Nem nehĆz belătni, hogy A akkor Ćs csakis akkor ortogonălis injekcić, ha A^∗ ∘ A az identikus lekĆpezĆse H-nak Ťnmagăra.

* 11.3.32. TĆtel. Legyenek H Ćs K vĆges dimenzićs Hilbert-terek R felett, Ćs A : H → K egy lineăris lekĆpezĆs. Ha dim(H) ≤ dim(K), akkor lĆtezik egy B : H → H Ťnadjungălt operător Ćs egy C : H → K ortogonălis injekcić čgy, hogy C ∘ B = A.

Bizonyątăs. Legyen S(x, y) = ⟨ A(x), A(y) ⟩ , ha x, y ∈ H Ćs vălasszunk olyan

e_1, e_2, . . . , e_m

ortonormălt băzist H-ban, amelyre az S szimmetrikus bilineăris forma diagonălis alakč, azaz S(e_j , e_i) = 0, ha i ≠ j. Legyen B(e_i) = ‖ ‖A(e_i) ‖ ‖e_i, ha 1 ≤ i ≤ m, Ćs vălasszuk čgy C-t, hogy C(e_i) = A(e_i) /‖ A(e_i) ‖ ‖ teljesĄljŤn, ha A(e_i) ≠ 0, azon H-beli vektorok alterĆt pedig, amelyeket A a nullăba visz ăt, C izometrikusan kĆpezze le az A kĆpterĆre ortogonălis K-beli vektorok alterĆbe.

* 11.3.33. Lemma. Legyenek H Ćs K vĆges dimenzićs Hilbert-terek R felett čgy, hogy dim(H) ≤ dim(K), legyen A : H → K egy lineăris lekĆpezĆs, Ćs C ∘ B az elŞzŞ tĆtelben szereplŞ felbontăsa A-nak. Ekkor a H tĆr bărmely e_1, e_2, . . . , e_m ortonormălt băzisăra 0 ≤ | |det(B) | |^2 = det(B^∗ ∘ B) = det(A^∗ ∘ A) ≤^m ∏ i=1 ‖ ‖A(e_i) ‖ ‖^2,

Ćs az elsŞ egyenlŞtlensĆgben egyenlŞsĆg csak akkor ăll fenn, ha A nem kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ.

Bizonyątăs. VegyĄk Ćszre, hogy A^∗ ∘ A = B^∗ ∘ B, mivel (1) ⟨ x, A^∗ ( A(y) )⟩ = ⟨ A(x), A(y) ⟩ = ⟨ B(x), B(y) ⟩ = ⟨ x, B^∗ ( B(y) )⟩ minden x, y ∈ H-ra. Mivel B Ťnadjungălt,

det(A^∗ ∘ A) = det(B^∗ ∘ B) = det(B ∘ B) = | det(B) |_2 ≥ 0.

Az (1)-beli elsŞ egyenlŞsĆgbŞl az is kŤvetkezik, hogy A(y) = 0 akkor Ćs csak akkor, ha A^∗ ( A(y) ) = 0.

Legyen most v_i = B(e_i), Ćs bontsuk fel v_i-t v_i = u_i + w_i alakban, ahol u_i a v_1, v_2, . . . , v_{i−1} vektorok lineăris kombinăcićja, w_i pedig ortogonălis v_1, v_2, . . . , v_{i−1}-re. Ekkor

det(v_1, v_2, . . . , v_{i−1}, v_i, w_{i+1}, . . . , w_m) = det(v_1, v_2, . . . , v_{i−1}, w_i, w_{i+1}, . . . , w_m) + det(v_1, v_2, . . . , v_{i−1}, u_i, w_{i+1}, . . . , w_m).

Mivel a jobb oldali Ťsszeg măsodik tagja nulla, indukcićval azt kapjuk, hogy | |det(B) | | = det(v_1, v_2, . . . , v_m) = det(w_1, w_2, . . . , w_m) =^m ∏ i=1 ‖w_i‖ ≤ m∏ i=1 ‖v_i‖.

* 11.3.34. Feladat [9]. Ha egy X normălt tĆrben ‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ esetĆn van olyan c ≥ 0, hogy x = cy vagy y = cx, akkor a normălt teret szigorčan normăltnak nevezzĄk. Igazoljuk, hogy egy X normălt tĆrre az alăbbi ăllątăsok ekvivalensek:

(1) X szigorčan normălt;

(2) x, y ∈ X, ‖x‖ = ‖y‖ = 1, x ≠ y esetĆn ‖ ‖(x + y)/2 ‖ ‖ < 1;

(3) x, y ∈ X, ‖x‖ = ‖y‖ = 1, x ≠ y, 0 < α < 1 esetĆn ‖ ‖αx + (1 − α)y ‖ ‖ < 1.

* 11.3.35. Feladat [5]. Legyen X szigorčan normălt tĆr, K ⊂ X konvex halmaz. Bizonyątsuk be, hogy minden x ∈ X-hez legfeljebb egy olyan y ∈ K lĆtezik, amelyre ‖x − y‖ = d(x, K).

IRODALOM

[1] Alexandrov, P. Sz.: BevezetĆs a halmazok Ćs fĄggvĆnyek ăltalănos elmĆletĆbe. AkadĆmiai Kiadć, Budapest, 1952.

[2] Berberian, S. K.: Measure and integration. Collien{Macmillan, New York{London, 1965. [3] Bourbaki, N.: Ŕltalănos topolćgia I{III (oroszul). Nauka, Moszkva, 1968, 1969, 1975. [4] Bourbaki, N.: Integrălăs I{III (oroszul). Nauka, Moszkva, 1967, 1970, 1977. [5] Darćczy Z.: MĆrtĆk Ćs integrăl. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1980.

[6] DieudonnĆ, J.: GrundzĄge der modernen Analysis I{IX. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1971{1987.

[7] Dunford, N. { Schwartz, J. T.: Linear operators I{III. Wiley-Interscience, New York{ London{Sydney{Toronto, 1958{1971.

[8] Federer, H.: Geometric measure theory. Springer-Verlag, Berlin{Heidelberg{New York, 1969.

[9] Fried E.: Ŕltalănos algebra. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1981.

[10] Gelbaum, B. R.: Problems in analysis. Springer-Verlag, New York{Heidelberg{Berlin, 1982.

[11] Gelbaum, B. R. { Olmsted, J. M. H.: Counterexamples in analysis. Holden-Day Inc., San Francisco, 1964.

[12] Gihman, J. I. { Szkorohod, A. V.: BevezetĆs a sztochasztikus folyamatok elmĆletĆbe. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1975.

[13] Halmos P. R.: Elemi halmazelmĆlet. Sigler, L. E.: HalmazelmĆleti feladatok. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1981.

[14] Halmos P. R.: VĆges dimenzićs vektorterek. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1984. [15] Halmos P. R.: MĆrtĆkelmĆlet. Gondolat, Budapest, 1984.

[16] Hewitt, E. { Ross, K. A.: Abstract harmonic analysis I{II. Springer-Verlag, Berlin{Heidelberg{New York, 1963, 1970.

[17] Hewitt, E. { Stromberg, K. R.: Real and abstract analysis. Springer-Verlag, Berlin{ GŤttingen{Heidelberg, 1965.

[18] Hille, E. { Phillips, R. S.: Functional analysis on semi-groups. Amer. Math. Soc. Coll.

Publ., Vol. 31, 1957.

[19] Kelley, J. L.: General topology. D. Van Nostrand Company Inc., Princeton, New Jersey, 1955.

[20] Kingman, J. F. C. { Taylor, S. J.: Introduction to measure and probability. University Press, Cambridge, 1966.

[21] Kirillov, A. A.: Elements of the theory of representations. Springer-Verlag, Berlin{Heidelberg{New York, 1976.

[22] Kirillov, A. A. { Gvisiani, A. D.: Feladatok a funkcionălanalązis kŤrĆbŞl. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1985.

[23] Kluvănek, I. { Knowles, G.: Vector measures and control systems. North-Holland Publ.

Co., Amsterdam{Oxford, 1975.

[24] Kolmogorov, A. N.: A valćsząnŰsĆgszămątăs alapfogalmai. Gondolat, Budapest, 1982. [25] Kolmogorov, A. N. { Fomin, Sz. V.: A fĄggvĆnyelmĆlet Ćs a funkcionălanalązis elemei.

MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1981.

[26] Laczkovich M.: Valćs fĄggvĆnytan. EŤtvŤs Lorănd Tudomănyegyetem, Budapest, 1995. [27] Losonczi L.: Funkcionălanalązis I. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1982. [28] Magyar Z.: The Lebesgue integral. AkadĆmiai Kiadć, Budapest, 1997. [29] Mikolăs M.: Valćs fĄggvĆnytan Ćs ortogonălis sorok. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1978. [30] Morgan, F.: Geometric measure theory. A beginner’s guide. Academic Press, 1988. [31] Nachbin, L.: The Haar integral. D. Van Nostrand Company Inc., Princeton, New Jersey, 1965.

[32] Natanson, I. P.: Theorie der Funktionen einer reellen Ver-anderlichen. Akademie-Verlag, Berlin, 1954.

[33] Neveu, J.: Mathematical foundations of the calculus of probability. Holden-Day Inc., San Francisco, 1965.

[34] Oxtoby, J. C.: Measure and category. Springer-Verlag, New York{Heidelberg{Berlin, 1971. [35] Parthasarathy, K. R.: Probability measures on metric spaces. Academic Press, New York{ London, 1967.

[36] RĆnyi A.: ValćsząnŰsĆgszămątăs. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1973. [37] Riesz F. { SzŞkefalvi-Nagy B.: Funkcionălanalązis. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1988. [38] Rogers, C. A.: Hausdor¸ measures. Cambridge University Press, Cambridge, 1970. [39] Royden, H. L.: Real Analysis. Macmillan Co., New York, 1963. [40] Rudin, W.: A matematikai analązis alapjai. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1978.

[41] Rudin, W.: Functional analysis. McGraw-Hill Book Company, New York, 1973. [42] Rudin, W.: Real and complex analysis. McGraw-Hill Book Company, New York, 1974. [43] Saks, S.: Theory of the integral. Warszawa, G. E. Stechert Co., New York, 1937. [44] Sikorski, R.: Advanced calculus. PWN-Polish Scienti˛c Publishers, Warszawa, 1969. [45] SzŞkefalvi-Nagy B.: Valćs fĄggvĆnyek Ćs fĄggvĆnysorok. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1972. [46] Vlagyimirov, V. Sz.: BevezetĆs a parciălis di¸erenciălegyenletek elmĆletĆbe. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1979.

[47] Yosida, K.: Functional analysis. Springer-Verlag, Berlin{GŤttingen{Heidelberg, 1965. [48] Zaanen, A. C.: Integration. North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1967. [49] Zaanen, A. C.: Linear analysis. Groningen, Amsterdam, 1953.

[50] Zeidler, E.: Nonlinear functional analysis and its applications I{IV. Springer-Verlag, New York, 1990.

MUTATŢ

A legfontosabb hivatkozăs (ăltalăban a de˛nącić) oldalszăma dŞlt betŰvel van szedve. A kĄlsŞ, azaz măs kŤnyvekre tŤrtĆnŞ hivatkozăsok elŞtt szŤgletes zărćjelben szerepel az adott kŤnyv sorszăma az irodalomjegyzĆkben.

A^∗ 180 A 12 A^n 75 [a, b) [40] 41, 33 (a, b] [40] 41, 33 (a, b) [40] 41, 33 (a, b) (rendezett păr) [13] 31 [a, b] [40] 41, 33 AB [9] 58 Abel-csoport [9] 95, 164 Abel, Niels Henrik (1802{1829) 164 (A, B)-mĆrhetŞ 44 abszolčt ĆrtĆk [40] 24, 67 | | [40] 24, 86, 147, 172 abszolčt ĆrtĆk homogĆn 172 ≪ 82, 85, 89, 91, 118 abszolčt folytonos fĄggvĆny 9, 117, 118, 119, 121, 122, 126, 133 abszolčt folytonos komplex mĆrtĆk 89, 91 abszolčt folytonos mĆrtĆk 82 abszolčt folytonossăg, integrălĆ 60 abszolčt konvergens 85 additąv 15, 178 additivităs 13, 58 adjungălt 180 a‹n 78, 79, 140 akărhănyszor di¸erenciălhatć 146, 147, 148

Alexander, James Waddell (1888{1971) 166 Alexander tĆtele 166 Alexandrov, Pavel Szergejevics 183 α 37, 80, 132, 133, 135 algebra [9] 238, 98, 150, 173, 175, 177 algebrai mŰvelet 11 algebra-izomorf 157 alsć hatăr [40] 14 alsć hatărĆrtĆk [40] 65 alsć Riemann-integrăl [40] 130 alsć Riemann-Ťsszeg [40] 129 altĆr 130, 161, 162, 165, 166 altĆr, mĆrtĆktĆrĆ → mĆrtĆktĆr altere altĆr, metrikus tĆrĆ 161 altĆr, teljes 14 altĆrtopolćgia 161 A-mĆrhetŞ 44 analązis 82, 172 A(P, f) [40] 129, 70 approximăcićs eljărăs 62, 125 approximăcićs lemma 51, 52, 57, 64, 66, 75, 124 approximăcićs tĆtel 22, 46 ăramlăs 141 ArkhimĆdĆsz (i. e. 287{212) 7, 54 asszociativităs 145 ătmĆrŞ 159

B 159 B 173, 177 Baire-fĆle fĄggvĆny 70 Baire-fĄggvĆny 53 Baire [beer], RenĆ (1864{1932) 8, 53, 70, 163 Baire-tĆtel 163 bal Haar-mĆrtĆk 41, 99 bal invariăns 41 bal oldali hatărĆrtĆk [40] 103, 105 balrćl folytonos 31, 33, 34, 36, 105, 121, 124 Banach-algebra 155, 173, 177, 178 Banach, Stefan (1892{1945) 172, 173 Banach-tĆr 62, 67, 102, 119, 120, 168, 172, 177, 178 Banach-tĆrbeli ĆrtĆkŰ 63, 67, 85, 121 Banach-tĆrbeli ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek integrălja 62 băzis, mĆrtĆktĆrĆ 68 băzis, topolćgiăĆ 161, 162 belseje 30, 160 belsŞ mĆrtĆk 19 belsŞ pont 160 belsŞ regularităs 22 belsŞ szorzat 65, 67, 68, 178, 179 belsŞ szorzat tĆr 65, 178, 179 beosztăs 70 Beppo Levi tĆtele → Levi tĆtele Berberian, Sterling K. 183 β^n 144 bilineăris forma [14] 43, 181 BL 178 Bochner, Salomon (1899{1982) 158 Bochner tĆtele 158 Borel, FĆlix Edouard Justin Řmile (1871{ 1956) 8, 166 Borel-fĄggvĆny 44, 47, 102, 114, 122, 124, 125, 134, 142 Borel-halmaz 20, 23, 24, 30, 33, 38, 44, 79, 81, 102, 110, 111, 113, 114, 118, 124, 125, 128, 140, 154, 155 Bourbaki, Nicolas 85, 168, 183 bŞvątett valćs szăm 11 bŞvątett valćs szămok szokăsos topolćgiăja 11, 160 bŞvĄlŞ 13

Bunyakovszkij, Viktor Jakovlevics (1804{ 1889) 178 burok, konvex 170 burok, mĆrtĆkelmĆleti 19

C [40] 22 C^n [14] 14 C 157, 173, 175, 177 C0 149, 150, 177 Cantor-halmaz 27, 29, 30, 40, 120, 162 CarathĆodory, Constantin (1873{1950) 15 Cauchy [kćsi], Augustin (1789{1857) 178 Cauchy{Schwarz{Bunyakovszkij-egyenlŞt-lensĆg 178 Cauchy-sorozat [40] 62, 52, 172, 179 Cavalieri-elv 81 Cavalieri [kavalieri], Francesco Bonaventura (1598?{1647) 81 centrălt 41, 166 conv 170 csavarvonal 142 Csebisev-egyenlŞtlensĆg 55, 93, 94 Csebisev, Pafnutyin Lvovics (1821{1894) 55 ∗ 144, 145, 150, 154 csoport 41, 149, 168 csŤkkenŞ sorozat konvergens 9 Czăch Lăszlć 9

d [40] 41, 159, 160, 170, 182 d0 49, 52 dp 69 d∞ 69 D 147, 148 Darćczy Zoltăn 9, 183 δ 155 ´ 33 derivălt [40] 111, [40] 221, 110, 150 derivălt, parciălis [40] 224 Descartes-szorzat [13] 31, [13] 41 ∏ [13] 41 × [13] 31, 73 det [14] 101, 79, 136, 140 determinăns [14] 101, 140, 168 diadikus 28 diadikus racionălis 164 diam 37, 131, 132, 159, 163, 170 DieudonnĆ, Jean 158, 183 di¸erenciălăs 9, 123 di¸erenciălegyenlet 152 di¸erenciălhatć 9, 72, 117, 118, 119, 120, 136, 141 di¸erenciăloperător 148 di¸erenciălszămątăs 172 dim [14] 23, 40, 181 dimenzić, Hausdor¸- 40 dimenzić, vektortĆrĆ [14] 23 Dirac-mĆrtĆk 33, 61, 82, 155 Dirac [dirăk], Paul Adrien Maurice (1902{ 1984) 33 dist 159, 160, 162, 170, 179 diszjunkt 7, 12, 13, 24, 29, 40, 60, 86, 111 diszkrĆt topologikus tĆr 160 div 141, 142 divergencia 141 divergenciatĆtel 141 dmn [13] 34, 44 dνa dμ 84, 89 duălis 92, 130, 140 duălis tĆr 178 Dunford, Nelson 85, 183

e [40] 73 e^x [40] 187 e 149, 152 egĆsz szăm 9 egyenes 130 egyenletesen folytonos [40] 99, 117, 146, 157, 161, 172 egyenletes konvergencia 50, 52, 57, 98, 100, 109, 173, 175, 176 = [13] 14, 65, 68, 72 egyenlŞ halmazok [13] 14 egyĆrtelmŰ 98 egyesątĆs [13] 40, 162 ∪ [13] 40 egysĆgelem 145, 155, 168, 169 egysĆgelemes kommutatąv Banach-algebra 155 egysĆg felbontăsa 95, 97, 164, 167 egysĆggŤmb 37 egysĆgvektor 131, 141 egyszerŰ fĄggvĆny 51, 55, 57, 60, 62, 64, 66, 88, 102 ekvivalenciaosztăly 65, 179 ekvivalenciarelăcić [13] 34, 28, 65 ekvivalens 179 ∼ [13] 34 eleme [13] 13 ∈ [13] 13 ellipszis 142 ellipszoid 142 eloszlăs 124 eloszlăsfĄggvĆny 124 elŞjeles mĆrtĆk 85 elsŞ kategćriăjč 29, 30, 160, 162 eltĆrĆs 14, 49, 58, 69, 160, 172 eltĆrĆsbŞl szărmazć topolćgia 160 eltolăs 140, 168 eltolăsinvariăns 79, 145, 172 eltŰnik a vĆgtelenben 177 ε-hălć 169 ĆrtĆkkĆszlet [13] 34, 51, 54, 68, 127 ĆrtelmezĆsi tartomăny [13] 34, 54 euklideszi tĆr [40] 25, 61, 62 exponenciălis fĄggvĆny [40] 187

f(A) [13] 42 f^′ [40] 111, [40] 221 f^{−1} [13] 44 f^{−1}(A) [13] 42 f ∘ g → ∘ »f → » f|A [13] 37 f^− 58 ‖f‖p → ‖ ‖p f^+ 58 ^f → ^ f(x) [13] 42 f : x → y [13] 36 f : X → Y [13] 36 Fσ 30, 161, 163 ! 147 Fatou-lemma 56, 57, 59, 64, 66 Fatou [fatu], Pierre (1878{1929) 56 Federer, Herbert 9, 140, 142, 183 felcserĆlhetŞ 123 fĆlgyŰrŰ 20 fĆligrendezett halmaz [13] 57 fĆlmetrikus tĆr 160, 172 fĆlnorma 172, 179 fĆlnormălt tĆr 172 felsŞ hatăr [40] 14, 62 felsŞ hatărĆrtĆk [40] 65 felsŞ Riemann-integrăl [40] 130 felsŞ Riemann-Ťsszeg [40] 129 felsząn 7, 14, 38, 130, 140, 142 felsząnkĆplet 130, 137, 139, 140 felĄlet 141 felĄleti integrăl 130, 139, 141 felĄlrŞl korlătos [13] 59 — 160 ˛nom 110, 111, 127 Fischer, Ernst (1875{1959) 65 ˛zikai jelentĆs 110, 141 folytonos 11, 24, 30, 32, 33, 44, 46, 52, 68, 70, 71, 72, 99, 104, 107, 109, 117, 120, 121, 125, 126, 137, 149, 150, 158, 160, 161, 163, 164, 166, 168, 170, 172, 173, 175, 177 folytonosan di¸erenciălhatć 150, 151 folytonos, egyenletesen [40] 99 folytonos lineăris funkcionăl 83, 100, 101, 178, 180 folytonos lineăris operător 144, 177, 178, 180 folytonossăgi pont 31, 71, 105, 125 Fomin, Szergej Vasziljevics 184 forrăsintenzităs 141 Fourier [furiĆ], Jean-Baptist Joseph de (1768{1830) 8, 156 Fourier-transzformăcić 143, 149, 150, 153, 154, 156, 157 Fourier-transzformălt 149, 153, 156 F (P, f) [40] 129, 70 fraktăl 40 Fridli Săndor 9 Fried Ervin 9, 183 Fubini, Guido (1879{1943) 73, 120 Fubini-tĆtel 73, 76, 77, 79, 98, 99, 121, 123, 131, 134, 140, 145, 150, 151, 152, 154, 155

Fubini tĆtele monoton fĄggvĆnyekrŞl 120 funkcionălanalązis 8, 158 fĄggvĆny [13] 36, 116, 125, 126, 133, 143, 144 fĄggvĆny, Borel- 44 fĄggvĆnyegyenlet 149 fĄggvĆny, karakterisztikus [13] 38 fĄggvĆny, mĆrhetŞ 44 fĄggvĆny, normalizălt 31 fĄggvĆnysor 172 fĄggvĆnysorozat 172 fĄggvĆnytĆr 173

G_δ 22, 33, 38, 161, 163 gammafĄggvĆny [40] 201, 37 ` [40] 201, 37, 40, 80 Gauss{Green-tĆtel 141 Gauss, Karl Friedrich (1777{1855) 141 Gauss{Osztrogradszkij-tĆtel 130, 141 Gelbaum, Bernard R. 183 generălt σ-algebra 20, 81 geometria 8, 37, 38, 140 Gihman, Joszif Iljics 183 Gilănyi Attila 9 gŤmb 67, 80, 111, 142 gŤmbfelĄlet 159 gŤmb tĆrfogata 37 gŤrbe alatti terĄlet 76 gŤrbe menti integrăl 130, 139 Green [grin], Georg (1793{1841) 141 Gvisiani, Alekszej Dzsermenovics 184 gyorsan csŤkkenŞ 148

H^m 37 Haar AlfrĆd (1885{1933) 8, 41 Haar-fĆle hănyados 41 Haar-mĆrtĆk 41, 98, 99 Hahn-fĆle felbontăs 88 Hahn-fĆle felbontăsi tĆtel 90 Hahn, Hans (1879{1934) 90 halmaz [13] 13 { x ∈ A : S(x) } [13] 17 halmaz feletti integrăl 55, 58, 61, 63, 88 halmazfĄggvĆny 7, 14, 33, 73, 76, 85, 124 halmazfĄggvĆnyhez tartozć kĄlsŞ mĆrtĆk 17 halmaz kĆpe [13] 42 halmaz mĆrtĆke → mĆrtĆk halmazok egyenlŞsĆge [13] 14 halmazok kĄlŤnbsĆge [13] 26, 12 halmazok tăvolsăga 20, 38, 160 Halmos Păl R. 9, 85, 172, 183 hălć, ε- 169 hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg 172 hasonlćsăg 40 hatăr 141, 160 ∂ 160 hatărĆrtĆk [40] 57, 52, 54, 62, 67, 72, 151, 172 hatărĆrtĆk, bal oldali [40] 103 hatărĆrtĆk, jobb oldali [40] 103 Hausdor¸-csoport 41, 168 Hausdor¸-dimenzić 40 Hausdor¸, Felix (1868{1942) 37, 163, 170 Hausdor¸ kĄlsŞ mĆrtĆk 37, 140 Hausdor¸-mĆrtĆk 37, 40, 68, 130, 132 Hausdor¸-tăvolsăg 132, 170 Hausdor¸-tĆr 22, 23, 163, 166 Hausdor¸ topologikus csoport 169 Heaviside-fĄggvĆny 33 Heaviside [heviszăjd], Oliver (1850{1925) 33 Heine, Eduard Heinrich (1821{1882) 166 helyettesątĆs 121, 125, 126 helyettesątĆses integrălăs 121, 126, 127, 139 Hewitt, Edvin 183, 184 Hilbert, David (1862{1943) 179 Hilbert-tĆr 67, 168, 179, 180, 181 Hille, Einar 184 homeomorf 160, 162, 176 homeomor˛zmus 125, 160, 166, 168 homogenităs 58 homomor˛zmus [9] 28, 149 hossz [40] 26, 25 | | [40] 26 hosszčsăg 7 HŤlder-egyenlŞtlensĆg 65, 68, 92, 93, 145 HŤlder-folytonos 40 HŤlder-konstans 40

HŤlder, Otto (1859{1937) 65

I 62 ℑ [40] 24 indiszkrĆt topologikus tĆr 160 inf [40] 14, 48 in˛mum → alsć hatăr integrăl 7, 8, 54, 58, 61, 63, 69, 72, 76, 83, 109, 110, 121, 122, 123, 124, 125, 126, 127, 138, 139, 140, 142, 144, 154 ∫ [40] 130, 54, 58, 61, 63 ∫ A 55, 58, 60, 61, 88 ∫_b a 69 ∫ − [40] 130 ∫_−

[40] 130 ∫ f dg [40] 130 integrăl abszolčt folytonossăga 60 integrălăs 123, 143 integrăl, halmaz felett 55, 58, 61, 63, 88 integrălhatć 58, 59, 60, 61, 62, 63, 65, 85, 88, 89, 91, 115, 122, 144, 147, 148, 150, 151 integrălkŤzelątŞ Ťsszeg 55 integrăltranszformăcić 143, 144 integrăltranszformăcićs formula 130, 139, 140 integrăl tulajdonsăgai 63 intervallum [40] 41, 23, 25, 31, 33, 34, 36, 68, 69, 117, 124, 141, 161, 175 invariăns mĆrtĆk 41 inverz 168 inverzićs tĆtel 152, 153 inverz relăcić [13] 44 irănyątăs 127 irracionălis 30, 163 ąvhossz 7, 38, 130, 140, 142 izodiametrikus egyenlŞtlensĆg 132 izolălt pont 160 izometria 140 izometrikus 39, 102, 153, 181 izometrikusan izomorf beăgyazăs 155 izomorf 102, 150

J 78, 79, 136, 137, 138, 139, 140 Jacobi-determinăns [40] 243, 136 Jărai Zolt«an 9 Jegorov, Dmitrij Fjodorovics (1869{1931) 49 Jegorov tĆtele 49, 50 jobb Haar-mĆrtĆk 41, 99 jobb invariăns 41 jobb oldali hatărĆrtĆk [40] 103, 105 jobbrćl folytonos 105, 121 jćl văg kettĆ 15 Jordan [zsord"7E a], Camille (1838{1922) 7, 88, 104, 105 Jordan-felbontăs 88, 89, 91, 104, 105, 106, 107, 108, 118 Jordan felbontăsi tĆtele 104

K 172 K 66, 100, 106, 177 karakter 149, 156 karakterisztikus fĄggvĆny [13] 38, 62, 69, 109, 125, 128, 129, 140 Kelley, John L. 184 kĆpzetes rĆsz [40] 24, 86 χ^m 37, 38, 39, 40, 132 χ^m_δ 37 Kingman, John Frank Charles 184 Kirillov, Alekszander Alekszandrovics 184 < [13] 57, 33, 124 ≤ [13] 57, 33 kiterjesztĆs [13] 37, 17, 33, 47, 175, 177 kitevŞ 40 kivălasztăsi axićma [13] 61, 28 klasszikus analązis 172 Kluvănek, Igor 184 Knowles, Greg 184 kofelsząnkĆplet 130, 140 Kolmogorov, Andrej Nyikolajevics (1903{ 1987) 8, 184 kommutatąv 145, 168 kommutatąv Banach-algebra 145, 155 kommutatąv csoport [9] 95 kompakt 22, 23, 27, 40, 41, 46, 67, 111, 115, 166, 167, 168, 169, 170, 173, 175, 177 kompakt Hausdor¸-tĆr 167 kompakt konvex halmaz 131, 132 kompakt rĆszhalmaz 166 kompakt tartćjč 147, 166, 177 kompakt tartćjč folytonos 67, 167, 177 komplex 175 komplex egysĆgkŤr 161 komplex ĆrtĆkŰ 61, 62, 121 komplex mĆrtĆk 85, 86, 88, 89, 90, 91, 93, 100, 101, 102, 121 komplex mĆrtĆk, abszolčt folytonos 89, 91 komplex mĆrtĆkek szorzata 91 komplex mĆrtĆk, szingulăris 89 komplex mĆrtĆk, teljes 89 komplex Radon-mĆrtĆk 89, 102, 154, 155 komplex szăm [40] 22 kompozącić [13] 44, 160 kondenzăcićs pont 29, 160 konjugălt [40] 24 konjugălt lineăris 178 konjugălt tĆr 102, 178 konstans 37 konstans fĄggvĆny 173 konstansszoros 102 kontinuum 24, 27, 28, 40 kontrakcić 40 konvergăl 51 konvergencia, egyenletes 173 konvergenciatĆtel 43 konvergens 58, 66, 67 konvergens rĆszsorozat 50, 169 konvex 24, 64, 65, 68, 81, 170, 179, 182 konvex burok 132, 170 konvolčcić 143, 144, 145, 154, 155 koordinăta 140, 141 koordinătafĄggvĆny 44, 61 korlătos 61, 109, 111, 126, 130, 141, 148, 166, 177 korlătos, felĄlrŞl [13] 59 korlătos folytonos fĄggvĆnyek tere 173 korlătos fĄggvĆny 69, 70, 72, 92, 93 korlătos fĄggvĆnyek tere 173 korlătos lineăris funkcionăl 92, 94, 103, 106, 119, 178 korlătos lineăris operător 178 korlătos văltozăsč 103, 109, 119, 121 kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ 126, 127, 136, 138, 139, 153, 160, 166, 181 ∘ 160 ∘ [13] 44, 44 kŤrnyezet 22, 30, 146, 160, 161, 168, 169 kŤzelątŞ egysĆg 145, 146, 147, 148 Kronecker-delta 76 Kronecker, Leopold (1823{1891) 76 ξA [13] 38 kĄlŤnbsĆg, halmazokĆ [13] 26, 12 \ [13] 26 kĄlsŞ mĆrtĆk 14, 15, 17, 18, 19, 20, 31, 34, 37, 73, 75, 76, 95 kĄlsŞ mĆrtĆkbŞl szărmazć mĆrtĆk 15 kĄlsŞ mĆrtĆk, halmazfĄggvĆnyhez tartozć 17 kĄlsŞ mĆrtĆk, regulăris 19 kĄlsŞ mĆrtĆkre nĆzve mĆrhetŞ 15 kĄlsŞ normălis 141 kĄlsŞ regularităs 22

L 25, 81 Lg 31 L^n_g 34 L^n 77 l^p 67, 68 l^∞ 67 L^1 68, 94, 101, 119, 145, 149, 150, 151, 152, 153, 154, 155, 156 L^2 67, 83, 153 L^0 49, 52, 67, 69 L^p 54, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 92, 144, 145, 146, 147, 148, 156 L^∞ 68 Laczkovich Miklćs 9, 40, 85, 184 λ 25, 26, 27, 38 λg 31, 33, 98, 106, 107, 117 λ^n_g 34, 35 λ^n 77, 79, 80, 81, 132 lănc [13] 57 lăncszabăly 85 Lebesgue-felbontăs 84, 114 Lebesgue felbontăsi tĆtele 82, 84, 85 Lebesgue-fĆle szingulăris fĄggvĆny 120 Lebesgue [lŤbeg], Henry Leon (1875{ 1941) 8, 50, 54, 59, 63, 69, 70, 76, 82, 84, 89, 106, 116, 117, 120, 149

Lebesgue-integrăl 54, 69, 72, 76, 80, 122, 126, 145 Lebesgue-integrălhatć 70, 72, 120 Lebesgue-kritĆrium 54, 69, 106 Lebesgue kĄlsŞ mĆrtĆk, n-dimenzićs 77 Lebesgue kĄlsŞ mĆrtĆk 25 Lebesgue majorălt konvergencia tĆtele 59, 61, 63, 66, 71, 73, 90, 91, 93, 148, 151, 153, 155 Lebesgue-mĆrhetŞ 25, 26, 27, 30, 81, 126 Lebesgue-mĆrhetŞ fĄggvĆny 144 Lebesgue-mĆrhetŞ halmaz, n-dimenzićs 77 Lebesgue-mĆrtĆk 9, 25, 26, 27, 31, 54, 68, 69, 76, 82, 111, 120, 124, 130, 144, 145 Lebesgue-mĆrtĆk, n-dimenzićs 35, 37, 77 Lebesgue-mĆrtĆk, normalizălt 144 Lebesgue-pont 116 Lebesgue{Radon{Nikodym-tĆtel 82, 89, 101 Lebesgue{Stieltjes-integrăl 69, 71, 108, 121, 123, 124, 125 Lebesgue{Stieltjes kĄlsŞ mĆrtĆk, n-dimen-zićs 34 Lebesgue{Stieltjes kĄlsŞ mĆrtĆk 31 Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆk 31, 33, 69, 106, 117, 118, 120 Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆk, n-dimenzićs 34, 35 Lebesgue-sŰrŰsĆg 116, 141 Lebesgue sŰrŰsĆgi tĆtele 116 Lebesgue tĆtele 50 Lebesgue tĆtele monoton fĄggvĆny derivăltjărćl 117 lefedĆs 111, 166 lefedĆsi relăcić 110, 111, 128, 133 Leibniz, Gottfried Wilhelm (1646{1716) 9, 118, 122 Leibniz-szabăly 122 lĆtezik a hatărĆrtĆk 58 lĆtezik az integrăl 58, 60, 73 Levi [lĆvi], Beppo (1875{1961) 57 Levi tĆtele 57, 58, 60, 62, 66, 75, 83, 84, 88, 124, 139 lezărt 160

L’Hospital-szabăly [40] 117, [40] 121, 145 lim [40] 57 lim_{t↑x} [40] 103 lim_{t↓x} [40] 103 lim inf [40] 65, 48, 56 lim sup [40] 65, 48 lineăris 178 lineăris algebra 172 lineăris altĆr 172, 173 lineărisan rendezett 160 lineăris funkcionăl 95, 103, 172 lineăris homeomor˛zmus 168 lineăris izometria 153 lineăris kombinăcić 156 lineăris lekĆpezĆs 136, 137, 138, 140, 149, 178, 181 lineăris operător 172, 177 lineăris tĆr [14] 13, 170, 172, 178 lineăris transzformăcić 79 lineăris transzformăcić nyoma [14] 107 linearităs 63 Lip 136, 161 Lipschitz-fĄggvĆny 9, 39, 68, 117, 119, 128, 134, 138, 140, 141, 161, 162 Lipschitz-konstans 161 Lipschitz [lipsic], Rudolf Otto Sigismund (1832{1903) 9, 161 logikai fĄggvĆny 43 lokălis 110 lokălisan kompakt 24, 47, 66, 95, 98, 99, 100, 102, 166, 167, 168, 177 lokălisan kompakt csoport 41 lokălisan Lipschitz 9, 133, 134, 136, 137, 139, 140, 161 Losonczi Lăszlć 184 Luzin, Nyikolăj Nyikolajevics (1883{ 1950) 46 Luzin-tĆtel 46, 135

M 102, 106, 107, 154, 155, 156, 157 magfĄggvĆny 143, 144 Magyar Zoltăn 184 majdnem minden 55, 66, 68, 70, 115, 116, 120, 122, 141 majdnem mindenĄtt 43, 44, 49, 52, 55, 58, 63, 64, 65, 69, 71, 72, 82, 84, 85, 89, 117, 118, 119, 145, 152, 153 majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć 126, 133, 134 majdnem mindenĄtt konvergăl 48, 49, 50, 52, 53 majorăns kritĆrium 58, 63, 64 măsodik kategćriăjč 30, 160, 163 max [13] 59 maximălis [13] 59, 111 maximum [13] 59, 173 » 144, 153 megszămlălhatć 8, 9, 12, 13, 14, 20, 24, 27, 57, 105, 111, 115, 137, 160, 161, 162, 163, 165, 166, 170 megszămlălhatć băzis 46, 51, 68, 77, 165, 168 megszămlălhatć băzisč 24, 44, 47, 165, 166 megszorątăs [13] 37 mĆrhetŞ 12, 15, 17, 18, 20, 22, 31, 34, 38, 44, 46, 52, 63, 78, 126, 134, 137, 140 mĆrhetŞ fĄggvĆny 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 62, 63, 64, 65, 67, 68, 76, 82, 90, 92, 94, 115, 124, 139, 140 mĆrhetŞ halmaz 12, 13, 20, 22, 33, 60, 73, 76, 86, 116, 126, 136 mĆrhetŞ, kĄlsŞ mĆrtĆkre nĆzve 15 mĆrhetŞ tĆr 12, 43, 44, 45, 48, 51, 82, 85, 86, 88, 89, 90, 91 merŞleges 130 mĆrtĆk 7, 11, 12, 15, 18, 20, 21, 22, 33, 41, 54, 82, 84, 85, 124 mĆrtĆkben konvergăl 49, 50, 52, 61 mĆrtĆkben konvergens 50, 58, 76 mĆrtĆkek szorzata 73, 75, 76, 98 mĆrtĆk, elŞjeles 85 mĆrtĆk folytonossăga 13, 49, 56, 77, 124, 125 mĆrtĆk, kĄlsŞ mĆrtĆkbŞl szărmazć 15 mĆrtĆk normăja 102 mĆrtĆk, teljes 12 mĆrtĆktĆr 11, 12, 13, 14, 19, 43, 50, 52, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 63, 64, 65, 68, 69, 73, 75, 76, 82, 85, 89, 92, 94 mĆrtĆktĆr altere 14, 55, 58, 61, 63 mĆrtĆktĆr băzisa 68 mĆrtĆkterek szorzata 35 mĆrtĆk termĆszetes kiterjesztĆse 18 mĆrtĆktĆr, teljes 12 mĆrtĆktĆr termĆszetes kiterjesztĆse 18 mĆrtĆktĆr, valćsząnŰsĆgi 12 mĆrtĆktĆr, vĆges 12 mĆrtĆk, valćsząnŰsĆgi 12 metrika [40] 41, 49, 161, 172 metrikăbćl szărmazć topolćgia 159 metrikus tĆr [40] 41, 8, 20, 37, 39, 40, 48, 52, 69, 159, 160, 161, 162, 163, 164, 169, 170, 172 metrikus tĆr altere 161 metrizălhatć 159, 161, 162, 165, 168 metszet [13] 40, 12, 161, 163 ∩ [13] 40 Mikolăs Miklćs 184 min [13] 59 minimălis [13] 59, 104 minimum [13] 59, 173 Minkowski-egyenlŞtlensĆg 64, 65 Minkowski, Hermann (1864{1909) 64 −∞ 11 momentum 124 monom 148 monoton 103, 121 monoton csŤkkenŞ 52 monotonităs 13, 55 monoton lineăris funkcionăl 95, 98, 101 monoton nŤvekedŞ 32, 36, 104, 109, 117, 120, 121, 124, 125, 146 monoton nŤvekedŞ fĄggvĆny 31, 33, 71, 98, 104, 106, 121 Morgan, Frank 184 multiindex 147, 148 multiplicităs 126, 127 μ^n 75 mŰvelet 143, 168, 173, 177, 178

N [13] 45 Ng 126, 127, 137 Nachbin, Leopoldo 184 nagyątăs 112 > [13] 57, 33 ≥ [13] 57, 33 nagyon sima 147 nagy szămok gyenge tŤrvĆnye 76 Natanson, Izidor Pavlovics 184 n-dimenzićs intervallum 33 n-dimenzićs Lebesgue kĄlsŞ mĆrtĆk 77 n-dimenzićs Lebesgue-mĆrhetŞ halmaz 77 n-dimenzićs Lebesgue-mĆrtĆk 35, 37, 77, 143 n-dimenzićs Lebesgue{Stieltjes kĄlsŞ mĆrtĆk 34 n-dimenzićs Lebesgue{Stieltjes-mĆrtĆk 34, 35 negatąv rĆsz 54, 58 ≠ [13] 14 nem eleme [13] 18 /∈ [13] 18 nem mĆrhetŞ 24, 28, 30 nemnegatąv 7, 12, 14, 17, 34, 54, 55, 82, 115 nemnegatąv fĄggvĆny 51, 62 Neveu, Jaques 184 Newton [njčtn], Isaac (1643{1727) 9, 118 Newton{Leibniz-formula 118, 122 Nikodym, Otto (1888{1974) 82, 84, 89 nąvćhalmaz 9, 44, 124 norma [40] 26, 65, 67, 68, 69, 92, 100, 106, 148, 172, 177, 178 ‖ ‖ [40] 26, 92, 100, 102, 154, 172, 177, 178, 182 normălis 141, 163, 164, 165, 167, 175 normalizălt fĄggvĆny 31, 32, 105, 107 normalizăltja 32 normalizălt Lebesgue-mĆrtĆk 144 normălt algebra 172, 177, 178 normălt tĆr 65, 69, 172, 173, 177, 178, 181, 182 normălt tĆrbeli ĆrtĆkŰ 177 norma, uniform → uniform norma nŤvekvŞ sorozat konvergens 9

0 9, 55 nulla mĆrtĆkŰ 12, 27, 28, 43 nullsorozat 67 nulltĆr 180 ν 25 νg 31 ν^n_g 34 ν^m 37 ν^m_δ 37 nyąlt 20, 22, 23, 27, 31, 35, 40, 41, 44, 67, 77, 95, 120, 125, 134, 136, 137, 139, 140, 141, 142, 145, 147, 148, 159, 160, 161, 162, 163, 164, 165, 166, 167, 168 nyąlt gŤmb 52, 159 nyąlt halmazok struktčratĆtele 32, 165 nyąlt intervallum 29, 77, 125, 160, 165 nyom, lineăris transzformăcićĆ [14] 107

Olmsted, John M. H. 183 ω 163 ortogonălis 131, 179 ⊥ 179 ortogonălis felbontăsi tĆtel 179 ortogonălis injekcić 137, 180, 181 ortogonălis komplementer 179 ortonormălt băzis 181 oszcillăcićs fĄggvĆny 163 Osztrogradszkij, Mihail Vasziljevics (1801{ 1861) 141 Oxtoby, John C. 46, 184

Ťnadjungălt 137, 180, 181 ŞskĆp [13] 42 Ťsszeg, bŞvątett valćs szămokĆ 11 Ťsszeg, komplex Radon-mĆrtĆkekĆ 102 Ťsszeg, sorĆ [40] 68

‖ ‖p 64, 65, 68, 148 P (∂) 148 P (−∂) 148 paralelepipedon 140 paramĆter 123 ∂α 147 ∂j 148 ∂/∂x [40] 224 parciălis derivălt [40] 224, 123, 134 parciălis di¸erenciălăs 148 parciălis integrălăs 121, 122 păronkĆnt diszjunkt 12 Parthasarathy, Kalyanapuram Rangachari 184 Peano, Giuseppe (1858{1932) 7 perfekt 29, 160, 162, 170 Phillips, Ralph S. 184 Plancherel, Michel (1885{1967) 153 Plancherel-tĆtel 153 +∞ 11 polărkoordinătăk 142 polinom 148, 150, 174, 175 pontbeli tulajdonsăg 43 pontonkĆnt 173, 177, 178 pozitąv 99 pozitąv de˛nit 158 pozitąv homogenităs 55 pozitąv rĆsz 54, 58 pozitąv termĆszetes szăm 9 premĆrtĆk 18, 20, 23, 33, 95 ∏ [13] 41, 9 projekcić [13] 41, 140, 162

Q [40] 18

R [40] 18, 11 R 11, 160 R^n [14] 14, 8 racionălis [40] 18, 30, 33, 69, 109, 114, 126, 134, 163, 165, 166 Rademacher, Hans Adolf (1892{1969) 134 Rademacher tĆtele 134, 137 Radon, Johann (1858{1932) 8, 82, 84, 89 Radon-mĆrtĆk 8, 22, 23, 24, 27, 31, 32, 35, 36, 41, 46, 47, 66, 77, 79, 95, 98, 100, 102, 103, 115, 124, 125, 158 Radon-mĆrtĆk, komplex 89 Radon{Nikodym-derivălt 84, 89, 90, 110, 114, 117, 118, 119, 122 Radon{Nikodym-tĆtel 82, 84, 85, 93, 114, 122, 155 ℜ [40] 24 re‚exąv [13] 34, 82 re‚exąv Banach-tĆr 119 regulăris 163 regulăris kĄlsŞ mĆrtĆk 19 rekti˛kălhatć 68 relăcić inverze [13] 44 rendezĆs [13] 57, [13] 58 rendezĆs, teljes [13] 57 rendezĆs, termĆszetes → termĆszetes rendezĆs rendezĆstopolćgia 11, 160 rendezett păr [13] 31 RĆnyi AlfrĆd 184 rĆszcsoport [9] 55, 30, 168 rĆszhalmaz [13] 17, 12, 162 rĆszhalmaz, kompakt 166 rĆszsorozat [40] 61, 50, 52 Riemann, Georg Friedrich Bernhardt (1826{1866) 54, 106, 149 Riemann-integrăl [40] 130, 54, 80 Riemann-integrălhatć 54, 69, 70, 72 Riemann{Lebesgue-lemma 149 Riemann-Ťsszeg [40] 129, 54 Riemann{Stieltjes-integrăl [40] 130, 71, 103, 106, 108 Riesz-fĆle kivălasztăsi tĆtel 50, 52 Riesz{Fischer-tĆtel 65 Riesz Frigyes (1880{1956) 8, 50, 54, 65, 92, 95, 100, 101, 102, 180, 184 Riesz reprezentăcićs tĆtele 83, 108, 180 Riesz reprezentăcićs tĆtele K funkcionăljaira 100, 102 Riesz reprezentăcićs tĆtele L^p funkcionăljaira 92 Riesz reprezentăcićs tĆtele monoton funkcionălokra 95, 98, 101 rng [13] 34, 52 Rogers, Claude Ambrose 184 Ross, Kenneth A. 183 Royden, Halsey Lawrence 184 Rudin, Walter 9, 70, 71, 80, 184, 185

S 62 S 159 S 148, 152, 153 Saks, Stanislaw 185 Schipp Ferenc 9 Schwartz, Jacob T. 85, 183 Schwarz, Hermann Amandus (1843{1921) 178 sehol sem sŰrŰ 27, 29, 30, 160, 162 Sierpi«nski-szŞnyeg 40 Sierpi«nski, Waclaw (1882{1969) 40 Sigler, Laurence Edward 9, 183 Sikorski, Roman 185 sima 150 Simon PĆter 9 sorozat [40] 36, 169 sor Ťsszege [40] 68 sp [14] 107, 141 spt → tartć Steiner, Jacob (1796{1863) 130 Steiner-szimmetrizăcić 130, 132 Steinhaus, Hugo Dyonizy (1887{1972) 30 Steinhaus tĆtele 30 Stieltjes, Thomas Jan (1856{1894) 69, 106 Stone [sztoun], Marshall Harvey (1903{ 1989) 173, 175 Stone tĆtele 173, 175 Stromberg, Karl R. 184 sup [40] 14, 48 supremum → felsŞ hatăr sŰrŰ 29, 30, 33, 45, 66, 93, 101, 102, 109, 115, 137, 148, 160, 162, 163, 166, 173, 175, 177 sŰrŰsĆg 110, 116, 135 Szabć GyŤrgy 9 szakadăsi pont 105 szakasz 130 szămlălć mĆrtĆk 12, 24, 38, 61, 67, 76 szămok szorzata 9 szămossăg [13] 90, 27, 40 szămtani sorozat 30 SzĆkelyhidi Lăszlć 9 szeparăbilis 52, 67, 68, 166, 170 szeparăbilis altĆr 52, 63 szeparăbilis metrikus tĆr 24, 49, 50, 51, 58 szeparăbilis normălt tĆr 45, 51 szĆtvălasztăsi tulajdonsăg 167 szĆtvălaszthatć 163 szĆtvălasztja a pontokat 173, 175 ξ^α 148 σ-additąv 85, 138, 140 σ-additivităs 12, 60, 73, 85 σ-algebra 12, 33, 43 σ-algebra, generălt 20 σ-kompakt 22, 23, 140, 166, 168 σ-kompakt topologikus tĆr 166 σ-szubadditąv 14, 15, 17, 20, 76 σ-szubadditivităs 13 σ-vĆges 12, 22, 47, 73, 76, 82, 85, 89, 92, 94 szigorčan monoton nŤvekedŞ 30, 33, 120, 125 szigorčan normălt 68, 181, 182 szimmetrikus [13] 34, 82 szimmetrikus bilineăris forma [14] 45, 181 szimmetrikus kŤrnyezet 168, 169 szimmetrizălt 130 szingulăris 82, 120 ⊥ 82, 89, 90 szingulăris, komplex mĆrtĆk 89 Szkorohod, Anatolij Vlagyimirovics 183 szokăsos approximăcićs eljărăs 138, 140 szokăsos topolćgia 159 szćrăs 124 szorzăs 145, 150, 155, 168, 172, 177 ⟨., .⟩ 178, 179, 180 ⟨.|.⟩ 178 • 178 (., .) 178 (.|.) 178 szorzat 77, 162, 166 ∏ [13] 41, 9, 162 ⊗ 73, 75, 76, 91, 98, 122 szorzat, Descartes [13] 31, [13] 41 × [13] 31, 73 szorzat, komplex mĆrtĆkekĆ 91 szorzatmĆrtĆk 73, 75, 76, 77, 98 szorzat, szămokĆ 9 szorzattopolćgia 162

SzŞkefalvi-Nagy BĆla 9, 71, 106, 117, 120, 184, 185 szubadditąv 41 szubbăzis 161, 162, 166 ∑ [40] 68, 11 szummăbilis 58 szŰkĄlŞ 13

T 156, 159 tartalmazăs [13] 14 ⊂ [13] 14 ⊃ [13] 14 tartć 164 τx 144, 146, 152 tăvolsăg [40] 41, 159, 170 tăvolsăg, halmazokĆ 20, 38, 160 Taylor, S. James 184 tehetetlensĆgi nyomatĆk 142 teljes altĆr 14 teljesen korlătos 169 teljesen regulăris 163, 167 teljes komplex mĆrtĆk 89 teljes mĆrtĆk 12, 18, 102 teljes mĆrtĆktĆr 12, 44, 48, 52, 63, 73 teljes metrikus tĆr 24, 40, 52, 162, 163, 169, 170, 172, 173 teljes normălt tĆr 65, 179 teljes Radon-mĆrtĆk 32, 35, 36, 95, 98, 101, 110, 111, 113, 114, 115, 116, 158 teljes rendezĆs [13] 57 teljes σ-vĆges mĆrtĆktĆr 122 teljes văltozăs 86 tĆr, euklideszi [14] 14 tĆrfogat 7, 38, 110, 140, 142 tĆr, lineăris [14] 13 termĆszetes kiterjesztĆs 18, 24, 41, 90, 95, 98, 102, 154, 155 termĆszetes rendezĆs [40] 21, 11, 160 termĆszetes szăm [13] 45, 147 tĆr, metrikus [40] 41 tĆr, unitĆr [14] 14 terĄlet 7, 14, 142 ^ 143, 149, 150, 152, 153, 156, 157, 158 Tietze, Henrik Franz Friedrich (1880{ 1964) 47, 175 Tietze tĆtele 47, 175 topolćgia 7, 9, 20, 21, 26, 53, 159, 160, 161, 172 topolćgia, altĆrĆ 161 topolćgia băzisa 161, 162 topolćgia, eltĆrĆsbŞl szărmazć 160 topolćgia, metrikăbćl szărmazć 159 topolćgia, rendezĆs- 11, 160 topolćgia, szokăsos 159 topolćgia, szorzat 162 topolćgia szubbăzisa 161 topologikus algebrai struktrčra 168 topologikus csoport 8, 41, 99, 168 topologikus tĆr 8, 20, 44, 159, 160, 161, 162, 163, 164, 166, 168, 172, 173 topologikus tĆr, diszkrĆt 160 topologikus tĆr, indiszkrĆt 160 topologikus tĆr, σ-kompakt 166 torlćdăsi pont 160 tŤltĆs 142 tŤmeg 110, 142 tranzitąv [13] 34, 82 triadikus 27, 28 trigonometrikus polinom 156 tĄkrŤzĆs 131 Tyihonov, Andrej Nyikolăjevics (1906{) 41, 166 Tyihonov tĆtele 41, 166

U 159 unicităsi tĆtel 153 uniform norma 106, 173 ‖ ‖u 100, 173, 177 unić [13] 40, 12, 161 ∪ [13] 40 unitĆr operător 168 unitĆr tĆr [14] 14 Uriszon-lemma 67, 97, 163, 164, 167, 176 Uriszon, Păvel Szamojlovics (1898{1924) 163

Ąres halmaz [13] 19 ∅ [13] 19

V 103, 104, 105, 106, 107, 118, 119 V 110 V-derivălt 113 (V) dνdμ 113, 114 (V) lim 113, 115, 116 (V) liminf 113 (V) limsup 113 valćs fĄggvĆnytan 117 valćs mĆrtĆk 85, 86, 88, 90, 100 valćs Radon-mĆrtĆk 154 valćs rĆsz [40] 24, 86 valćs szăm [40] 18 valćsząnŰsĆg 7, 33 valćsząnŰsĆgi mĆrtĆk 12, 76 valćsząnŰsĆgi mĆrtĆktĆr 12, 14 valćsząnŰsĆgi văltozć 33, 124 valćsząnŰsĆgszămątăs 7, 8, 9, 31, 32, 33, 49, 82, 124 văltozăs 103, 119 vărhatć ĆrtĆk 124 vĆges 12, 51, 55, 58, 162, 166, 179 vĆges dimenzićs 68, 172, 177, 181 vĆges mĆrtĆk 67, 83, 86, 88, 92, 124 vĆges mĆrtĆktĆr 12, 49, 50, 52, 58, 93, 94 vĆges mĆrtĆkŰ 20, 46 vĆges teljes Radon-mĆrtĆk 156, 158 ∞ 11, 58 vĆgtelenben gyorsan eltŰnŞ 150 vĆgtelen sor 172 vektorĆrtĆkŰ fĄggvĆny 61, 62 vektormezŞ 141 vektortĆr [14] 13, 85 vektortĆr dimenzićja [14] 23 ′ [40] 111, [40] 221 Vitali, Giuseppe (1875{1932) 110, 111 Vitali-lefedĆs 110, 111, 113, 114, 115, 116, 127 Vitali tĆtele 111, 117, 133 Vlagyimirov, Vaszilij Szergejevics 185

Weierstrass approximăcićs tĆtele 175 Weierstrass, Karl Theodor Wilhelm (1815{ 1897) 175 Weierstrass{Stone-tĆtel 98, 157, 175

(X, A) 12 (X, A, μ) 12 X^∗ 178 X(f > g) 43 xn ↓ x 9 xn ↑ x 9 X → Y 9 X(P ) 43

Yosida, K^osaku 185

z [40] 24 Z 9 Zaanen, Adriaan Cornelis 185 zărt 160, 161, 162, 163, 164, 166, 167, 170, 175, 179 zărt gŤmb 116, 159 zărt lineăris altĆr 179 Zeidler, Eberhard 185 Zermelo, Ernst Friedrich Ferdinand (1871{ 1953) 28 Zorn-lemma [13] 64, 111, 166

200 Mutatć