ANALŊZIS ŘS VALŢSZŊNŸSŘGSZŔMŊTŔS

Jegyzet

Jărai Antal

KLTE Debrecen 1989

Lektorălta: dr. Păles Zsolt a matematikai tudomăny kandidătusa dr. Rimăn Jănos fŞiskolai docens

FelelŞs kiadć: Dr. Liptăk Andrăs, a KLTE rektora KĆszĄlt a Kossuth Lajos Tudomănyegyetem KŤnyvtărănak sokszorosątć ĄzemĆben.

TartalomjegyzĆk

1.§ BevezetĆs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 I. Numerikus mćdszerek 2.§ Egyenletek megoldăsa . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 3.§ Approximăcić . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 II. MĆrtĆk Ćs integrăl 4.§ MĆrtĆkterek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 5.§ Integrălăs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 III. Hilbert-terek 6.§ A Hilbert-tĆr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 7.§ Ortogonălis sorok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 8.§ Źnadjungălt operătorok . . . . . . . . . . . . . . . . 48 IV. ValćsząnŰsĆgszămątăs Ćs alkalmazăsai 9.§ ValćsząnŰsĆgszămątăs . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 10.§ Matematikai statisztika . . . . . . . . . . . . . . . . 62 Irodalom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

1.§ BevezetĆs 5

1.§ BevezetĆs Ezen jegyzet azoknak az elŞadăsoknak az anyagăt tartalmazza, amelyeket Ăanalązis Ćs valćsząnŰsĆgszămątăs" cąmmel tartottam 1989- ben a KLTE-en măsod-harmad Ćves kĆmia{˛zika Ćs ˛zika{technika szakos hallgatćk szămăra. A jegyzet lefedi a tantărgy tematikăjăt, amely akkor a kŤvetkezŞ volt:

Egyenletek kŤzelątŞ megoldăsa. (ŘrintŞ, hčr Ćs szelŞ mćdszer.) Az approximăcićelmĆlet alapjai. (Lagrange Ćs Newton-fĆle interpolăcić, parabolikus interpolăcić, a legkisebb nĆgyzetek mćdszere.)

Lebesgue-mĆrtĆk Ćs integrăl. (Fogalma, alapvetŞ tulajdonsăgai.) Hilbert-terek. (A Hilbert-tĆr fogalma, speciălis Hilbert-terek, a nĆgyzetesen integrălhatć fĄggvĆnyek tere, ortonormălt rendszerek, a trigonometrikus rendszer, Fourier-sorok vizsgălata, ortogonălis polinomrendszerek, Ťnadjungălt operătorok Hilbert-tĆrben, projekcić operătorok, spektrăl tĆtel.)

A valćsząnŰsĆgszămątăs elemei. (AlapvetŞ fogalmak, valćsząnŰsĆgi văltozć, eloszlăs Ćs sŰrŰsĆgfĄggvĆny, vărhatć ĆrtĆk, szćrăs, nevezetes eloszlăsok.) A matematikai statisztika elemei.

A jegyzet nĆhăny, a tematikăban nem szereplŞ rĆszt is tartalmaz, valamint pĆldăkat az elmĆlet alkalmazăsăra Ćs szămos megoldandć feladatot, amelyek kidolgozăsa az anyag alapos elsajătątăsăt teszi lehetŞvĆ. A nehezebb feladatokat^∗-gal megjelŤltem. TŤmŤr fogalmazăsra tŤrekedtem, ągy a jegyzet az elŞadăst nem helyettesąti. Csak az egyszerŰ, čj fogalmak bevezetĆsĆt nem igĆnylŞ bizonyątăsok szerepelnek.

Az analązisben ăltalănosan szokăsos jelŤlĆseket hasznăltam. KĆtsĆg esetĆn lăsd Rudin [12] kŤnyvĆt analązisbeli, Halmos [4] kŤnyvĆt pedig lineăris algebrai fogalmakkal kapcsolatban. Egy vektor koordinătăit, vagy egy lineăris lekĆpezĆs matrixăt R^n-ben vagy C^n-ben mindig a szokăsos băzisban ĆrtjĄk.

Jărai Antal Debrecen, 1989 oktćber 23.

6 2.§ Egyenletek megoldăsa

I. NUMERIKUS MŢDSZEREK

2.§ Egyenletek megoldăsa 2.1. Abszolčt Ćs relatąv hibăk. Az adatokban mutatkozć hibăt tŤbbfĆlekĆppen is mĆrhetjĄk. Ha felsŞ becslĆsekre tŤrekszĄnk, akkor cĆlszerŰ az abszolčt hibăra keresni felsŞ becslĆseket. Ha x az x^∗ pontos ĆrtĆk kŤzelątĆse, akkor az |x − x^∗| abszolčt hiba egy δ(x) felsŞ becslĆsĆt keressĄk: |x − x^∗| ≤ δ(x). A kŤzelątĆs pontossăgăt gyakran jobban leąrja a relatąv hiba:

|x − x^∗| |x| ≤ δ(x) |x| . Az abszolčt hibăt gyakran kŤzelątŞleg a helyes tizedes jegyek szămăval, a relatąv hibăt pedig az ĆrtĆkes jegyek szămăval fejezzĄk ki.

Źsszeadăskor Ćs kivonăskor | |(x ± y) − (x^∗ ± y^∗) | | ≤ |x − x^∗| + |y − y^∗| ≤ δ(x) + δ(y),

azaz az abszolčt hibăk Ťsszeadćdhatnak. Szorzăskor

|xy − x^∗y^∗| = |xy − xy^∗ + xy^∗ − x^∗y^∗| ≤ |x|δ(y) + |y^∗|δ(x) ≈ |x|δ(y) + |y|δ(x),

osztăskor pedig | | | x y − x^∗ y^∗ | | | = | | | xy^∗ − x^∗y yy^∗ | | | = |xy^∗ − xy + xy − x^∗y| |yy^∗| ≈ |x|δ(y) + |y|δ(x) |y|^2 .

2.§ Egyenletek megoldăsa 7

EbbŞl a relatąv hibăra

δ(x ± y) |x ± y| = δ(x) + δ(y) |x ± y| , ami, ha a nevezŞ kĆt ellenkezŞ elŞjelŰ tag Ťsszevonăsăbćl adćdik, igen nagy is lehet. Szorzăsnăl Ćs osztăsnăl

δ(xy) |xy| ≈ δ(x) |x| + δ(y) |y| , δ (x/y) |x/y| ≈ δ(x) |x| + δ(y) |y| , azaz a relatąv hibăk Ťsszeadćdhatnak.

TŤbbvăltozćs fĄggvĆnyek ĆrtĆkĆnek szămątăsakor

δ ( f(x_1, x_2, . . . , x_n) ) ≈ n∑ i=1 | | | ∂f ∂x_i | | | δ(x^i).

2.2. ValćsząnŰsĆgi hibaanalązis. Ha a hibăk egymăstćl fĄggetlen vĆletlen ĆrtĆkek, akkor nagyon valćsząnŰ, hogy rĆszben kiejtik egymăst. Ha pĆldăul az x_1, x_2, . . . , x_n mennyisĆgeket Ťsszeadjuk, akkor a kapott s Ťsszeg hibăjănak nĆgyzete az x_i-k hibăinak nĆgyzet- ŤsszegĆvel becsĄlhetŞ. Ŋgy egyforma hibăk esetĆn a hibăra √ n-szer kisebb becslĆst kapunk, mintha a hibăkat Ťsszeadnănk.

2.3. A hibăk terjedĆse. Mint lăttuk, ellenkezŞ elŞjelŰ menynyisĆgek Ťsszevonăsakor a relatąv hiba akărmilyen nagyra is megn}ohet. EzĆrt lehetŞleg kerĄlni kell az olyan eljărăsokat, amelyekben ellenkezŞ elŞjelŰ, majdnem egyenlŞ abszolčt ĆrtĆkŰ mennyisĆgek Ťsszevonăsăra van szĄksĆg. PĆldakĆnt tekintsĄk az

x^2 − 1000x + 1 = 0

egyenlet megoldăsăt. A megoldćkĆplettel, Ťt ĆrtĆkes jegyre szămolva,

x_{1,2} =

1000 ± √ 999996 2 , x_1 ≈ 1000,0, x_2 ≈ 0,

8 2.§ Egyenletek megoldăsa

mąg a măsodik gyŤk szămątăsănăl az

x_2 =

1000 − √ 999996 2 = 2 1000 + √ 999996

ătalakątăs utăn az Ťt ĆrtĆkes jegyet tartalmazć x_2 ≈ 0,0010000 eredmĆnyt kapjuk. Ez a pĆlda mutatja, hogy nem mindegy, hogy formulăinkat milyen alakban ąrjuk fel.

Gyakran problĆmăt okoz az is, ha a hasznălt eljărăs sok lĆpĆsbŞl ăll, Ćs minden lĆpĆsben az elŞzŞ lĆpĆsekben kapott, hibăval terhelt adatokat hasznălunk a szămątăsok folytatăsăra. LehetŞleg kerĄljĄk az ilyen mćdszereket, Ćs ahol lehet, az eredeti adatokra alapozzuk a tovăbbi szămątăsokat.

2.4. Feladat. Egy gŤmb sugarăt 1% pontossăggal ismerjĄk. Milyen pontossăggal szămąthatć a kŤbtartalma?

2.5. Feladat. Mennyi zsebszămolćgĆpĄnk relatąv pontossăga az alapmŰveleteknĆl, illetve az elemi fĄggvĆnyek szămątăsakor?

2.6. Feladat. Hatărozzuk meg e^{−20} ĆrtĆkĆt e^x sorănak a felhasznălăsăval!

* 2.7. Feladat. Ŋrjunk programot egyszerŰ, csak nĆhăny regiszterrel rendelkezŞ zsebszămolćgĆpre egy hosszabb x_1, x_2, . . . , x_n szămsorozat x ătlagănak Ćs s^2 empirikus szćrăsnĆgyzetĆnek szămątăsăra. A programot igyekezzĄnk čgy szervezni, hogy a kerekątĆsi hiba kicsi legyen. x = 1 n n∑ i=1 x_i, s^2 = 1 n n∑ i=1 (x_i − x)^2.

2.8. Intervallum felezĆs. Ha f az [a, b] intervallumon folytonos, valćs fĄggvĆny, f(a)f(b) < 0, akkor az f(x) = 0 egyenlet [a, b]- beli megoldăsănak megkeresĆsĆre szămątsuk ki x_0 = a, x_1 = b jelŤlĆssel az x_2 = (a + b)/2 helyen a fĄggvĆnyĆrtĆket. Ha f(x_2) = 0, akkor kĆszen vagyunk, egyĆbkĆnt legyen [a_2, b_2] az [a, b] intervallumnak az a fele, amelynek vĆgpontjaiban f elŞjele kĄlŤnbŤzŞ, Ćs alkalmazzuk az elŞzŞ lĆpĆst x_3 Ćs [a_3, b_3] elŞăllątăsăra, stb. A kapott x_0, x_1, x_2, . . . sorozat mindig konvergăl f egy zĆrushelyĆhez. Az eljărăs hătrănya, hogy a konvergencia lassč, Ćs a mćdszer nem alkalmazhatć, ha a fĄggvĆny az intervallumon nem vălt elŞjelet (pl. x^2 a [−1, 1]-en).

2.§ Egyenletek megoldăsa 9

2.9. Hčrmćdszer. Az eljărăs hasonląt az intervallum felezĆshez, de az x_{n+1} pontot az ( a_n, f(a_n) ) Ćs ( b_n, f(b_n) ) pontokat ŤsszekŤtŞ egyenes Ćs az x tengely metszĆspontjakĆnt de˛niăljuk, azaz

x_{n+1} = a_n − f(a_n) f(b_n) − f(a_n)

(b_n − a_n).

A konvergencia valamivel gyorsabb, mint az intervallum felezĆsnĆl. ElŞnyei Ćs hătrănyai hasonlćak.

2.10. SzelŞmćdszer. A szelŞmćdszernĆl az x_{n+1} kŤzelątĆst čgy kapjuk, hogy vesszĄk az (x_{n−1}, f(x_{n−1})) Ćs (x_n, f(x_n)) pontokon ătmenŞ szelŞnek az x tengellyel valć metszĆspontjăt. Ŋgy

x_{n+1} = x_n − f(x_n) f(x_n) − f(x_{n−1})

(x_n − x_{n−1}).

A szelŞmćdszernĆl nem szĄksĆges čgy vălasztani az x_0, x_1 kezdŞpontokat, hogy ott a fĄggvĆny ellenkezŞ el}ojelŰ legyen. A szelŞmćdszer gyorsabb, mint a hčrmćdszer. Egyetlen hărănya, hogy nem mindig konvergens.

2.11. Newton-mćdszer. A Newton-mćdszernĆl elĆg a gyŤk egyetlen x_0 kŤzelątĆsĆbŞl kiindulni. Az x_{n+1} kŤzelątĆst az x_n pont beli ĆrintŞ Ćs az x tengely metszĆspontjakĆnt kapjuk, az

x_{n+1} = x_n − f(x_n) f^′(x_n)

ŤsszefĄggĆssel. A Newton-mćdszer a szelŞmćdszernĆl is gyorsabban konvergăl. Hătrănya, hogy nem minden esetben konvergens | băr ăltalăban van a gyŤknek olyan kŤrnyezete, hogy onnan indątva konvergens | Ćs hogy nem csak f, hanem f^′ ĆrtĆkeit is ki kell szămątani. Ez utćbbi hătrăny elkerĄlhetŞ a mćdosątott Newton-mćdszerrel:

x_{n+1} = x_n − f(x_n) f^′(x_0) . Ŋgy csak egy helyen van szĄksĆg f^′ kiszămątăsăra, de a konvergencia lelassul.

10 2.§ Egyenletek megoldăsa

2.12. Egy pĆlda. A konvergencia rendje. TekintsĄk a 2 sin x− x = 0 egyenletet, Ćs hatărozzuk meg egyetlen pozitąv gyŤkĆt. Az ismertetett eljărăsokkal az 1. Ćs a 2. tăblăzatban lăthatć eredmĆnyeket kapjuk.

Lătjuk, hogy a hčrmćdszernĆl a helyes jegyek szăma minden lĆpĆsben ugyanannyival nŞ, amit čgy szokăs kifejezni, hogy a mćdszer elsŞrendben konvergens. A Newton-fĆle Ćrint}omćdszernĆl a helyes jegyek szăma minden lĆpĆsben kŤrĄlbelĄl megduplăzćdik, a Newtonmćdszer măsodrendben konvergens. A szelŞmćdszernĆl minden lĆpĆsben a helyes jegyek szăma kŤrĄlbelĄl 1,6-szeresĆre nŞ, a szelŞ mćdszer konvergencia-rendje ≈ 1,6.

MegjegyezzĄk, hogy a mćdosątott Newton-mćdszer is elsŞrendben konvergens, Ćs tŤbbszŤrŤs gyŤkŤk esetĆben, tehăt ha nem csak f(α) = 0, hanem f^′(α) = 0 is teljesĄl, akkor a Newton-mćdszer is csak elsŞrendben konvergens.

2.13. Feladat. KĆszątsĄnk programot az elŞzŞ pĆldăban bemutatott szămątăsok elvĆgzĆsĆre!

2.14. Feladat. Mely mćdszerek alkalmazhatćk a

4 sin^2 x − 4x sin x + x^2 = 0

egyenlet egyetlen pozitąv gyŤkĆnek meghatărozăsăra, az egyenlet ătalakątăsa nĆlkĄl? Milyen gyors lesz a konvergencia?

2.15. Feladat. Szămątsuk ki^n √ a-t az x^n = a egyenlet Newton{ mćdszerrel tŤrtĆnŞ megoldăsăval!

2.16. Egyenletrendszerek. Egy k egyenletbŞl ăllć k ismeretlenes egyenletrendszert tŤmŤren

f(x) = 0

alakban ąrhatunk fel. Erre az eddig emlątett mćdszerek kŤzĄl a Newton{ mćdszer ăltalănosąthatć:

x_{n+1} = x_n − ( f^′(x_n)

)_{−1} f(x_n).

Az iterăcić ăltalăban csak a gyŤk kŤzvetlen kŤzelĆbŞl indątva konvergens. Ha a k dimenzićszăm magas, akkor az f^′(x_n) mătrix kiszămątăsa Ćs invertălăsa igen munkaigĆnyes. Gyakran cĆlszerŰ az ŤsszefĄggĆst

f^′(x_n)(x_{n+1} − x_n) = −f(x_n)

2.§ Egyenletek megoldăsa 11

felezĆs hčr mćdosątott Newton 0 1,500000000000000 1,500000000000000 2,000000000000000 1 3,000000000000000 3,000000000000000 1,900995594203909 2 2,250000000000000 1,731105741103194 1,896061839711735 3 1,875000000000000 1,835346758106057 1,895554271020856 4 2,062500000000000 1,874711941565929 1,895500626429194 5 1,968750000000000 1,888467091368380 1,895494941197443 6 1,921875000000000 1,893136039488919 1,895494338504453 7 1,898437500000000 1,894704904454640 1,895494274610843 8 1,886718750000000 1,895230273680515 1,895494267837234 9 1,892578125000000 1,895406002936673 1,895494267119137 10 1,895507812500000 1,895464759477905 1,895494267043009 11 1,894042968750000 1,895484402686160 1,895494267034938 12 1,894775390625000 1,895490969427515 1,895494267034082 13 1,895141601562500 1,895493164663164 1,895494267033992 14 1,895324707031250 1,895493898518221 1,895494267033982 15 1,895416259765625 1,895494143841487 1,895494267033981 16 1,895462036132813 1,895494225851513 1,895494267033981 17 1,895484924316406 1,895494253266944 18 1,895496368408203 1,895494262431748 19 1,895490646362305 1,895494265495484 20 1,895493507385254 1,895494266519671 21 1,895494937896729 1,895494266862050 22 1,895494222640991 1,895494266976506 23 1,895494580268860 1,895494267014767 24 1,895494401454926 1,895494267027558 25 1,895494312047958 1,895494267031834 26 1,895494267344475 1,895494267033263 27 1,895494244992733 1,895494267033741 28 1,895494256168604 1,895494267033901 29 1,895494261756539 1,895494267033954 30 1,895494264550507 1,895494267033972

1. tăblăzat

alakba ąrni, ągy x_{n+1} meghatărozăsăhoz egy lineăris egyenletrendszert kell megoldani.

12 2.§ Egyenletek megoldăsa

szelŞ Newton 0 1,500000000000000 1,500000000000000 1 3,000000000000000 2,076558200630435 2 1,731105741103194 1,910506615659081 3 1,835346758106057 1,895622002987846 4 1,902230210959766 1,895494276472771 5 1,895250943924996 1,895494267033981 6 1,895493322966086 1,895494267033981 7 1,895494267166912 8 1,895494267033981 9 1,895494267033981

2. tăblăzat

Gyakran hasznălatos a mćdosątott Newton-mćdszer is, amelynĆl a derivălt mătrix kiszămątăsăra Ćs invertălăsăra csak egyszer van szĄksĆg:

x_{n+1} = x_n − ( f^′(x_0)

)_{−1} f(x_n).

IdŞnkĆnt čjra szămolva a derivăltat, a konvergencia gyorsąthatć.

A Newton-mćdszer măsodrendben, a mćdosątott văltozat pedig elsŞrendben konvergăl egyenletrendszerek esetĆben is.

2.17. Kapcsolat minimumfeladatokkal. Ismeretes, hogy egy valćs ĆrtĆkŰ ˘(x_1, x_2, . . . , x_k) = ˘(x)

tŤbbvăltozćs fĄggvĆny minimumănak megkeresĆsĆt visszavezethetjĄk a ∇˘(x) = 0 egyenletrendszer megoldăsăra, ahol ∇˘ a ˘ fĄggvĆny gradiense. Megfordątva, egy f(x) = 0 egyenletrendszer megoldăsait meghatărozhatjuk čgy is, hogy megkeressĄk a

˘(x) = k∑ i=1 ( λ_if_i(x)

)_2

fĄggvĆny minimumait, ahol az f_i fĄggvĆnyek az f fĄggvĆny koordinătăi. A nem nulla λ_i sčlyok tetszĆs szerint vălaszthatćk, de alkalmas megvălasztăsuk a minimumfeladat megoldăsăt megkŤnnyątheti.

2.§ Egyenletek megoldăsa 13

2.18. Az irănymenti csŤkkentĆs mćdszere. LĆnyege, hogy a ˘(x) fĄggvĆny minimumăt čgy keressĄk, hogy minden x_n kŤzelątĆshez meghatărozunk egy e_n irănyt, amerre a fĄggvĆny ĆrtĆke tovăbb csŤkken, Ćs a kŤzelątĆst ebben az irănyban eltoljuk. Ha e_n-nek egy băzis vektorait vălasztjuk ciklikusan, akkor a ciklikus koordinătănkĆnti csŤkkentĆs mćdszerĆt kapjuk, ha pedig

e_n = −∇˘(x_n),

a legmeredekebb csŤkkenĆs irănya, akkor a gradiens mćdszert.

Az eltolăs mĆrtĆkĆnek meghatărozăsăhoz az egyvăltozćs g(t) = ˘(x_n + te_n) fĄggvĆnyt kell minimalizălnunk. Ez tŤrtĆnhet a kŤvetkezŞkĆppen. A t_0 = 0, t_1 Ćs t_2 pontokban meghatărozzuk a g fĄggvĆny ĆrtĆkĆt, majd meghatărozzuk azt a p(t) măsodfokč polinomot, amely ezekben a pontokban megegyezik g(t)-vel. (Lăsd kĆsŞbb, az interpolăcićnăl.) A t_3 kŤzelątĆst čgy kapjuk, hogy vesszĄk p minimumhelyĆt. Ha sikerĄlt csŤkkenĆst elĆrni, akkor a t_0, t_1, t_2 Ćs t_3 pontok egyikĆt elhagyjuk, Ćs a tŤbbivel folytatjuk az eljărăst. Ha nem sikerĄlt, akkor t_1 Ćs t_2 abszolčt ĆrtĆkĆt csŤkkenteni kell. A t_1 ĆrtĆkĆnek jć megvălasztăsăhoz az elŞzŞ lĆpĆsek adhatnak čtmutatăst, t_2 vălasztăsa pedig fĄgghet g(t_1)-tŞl is. Ŕltalăban nem Ćrdemes g minimumhelyĆt tčl pontosan meghatărozni, hanem egy elĆg jć t^∗ kŤzelątĆs meghatărozăsa utăn ăttĆrhetĄnk az x_{n+1} = x_n + t^∗e_n pontra.

A konvergencia ăltalăban elĆg lassč, Ćs semmilyen garancia nincs arra, hogy a leąrt mćdszer egy abszolčt minimumhoz konvergăl, băr konvergenciatartomănya ăltalăban bŞvebb, mint a Newton-mćdszerĆ. EzĆrt szokăs a kŤzelątĆs kezdetĆn az irăny menti csŤkkentĆsek mćdszerĆt alkalmazni, majd ăttĆrni a gyorsabb Newton{mćdszerre.

2.19. Algebrai egyenletek megoldăsa. A Newton-mćdszer minden tovăbbi nĆlkĄl alkalmazhatć komplex văltozćs, komplex ĆrtĆkŰ f fĄggvĆnyre is. Hogy a konvergenciăt biztosabbă tegyĄk, kezdetben alkalmazhatjuk a gradiens-mćdszert az |f| fĄggvĆnyre. Ennek gradiensĆt megvizsgălva, kiderĄl, hogy f(x)/f^′(x) irănyč, ha f(x) ≠ 0 Ćs f^′(x) ≠ 0. Ŋgy az

x_{n+1} = x_n − t f(x_n) f^′(x_n)

alakban kell keresnĄnk a kŤvetkezŞ kŤzelątĆst, ahol t pozitąv valćs szăm. Eljărhatunk čgy, hogy elŞszŤr t = 1-el prćbălkozunk, ami a

14 2.§ Egyenletek megoldăsa

Newton-mćdszernek felel meg. Ha az ągy kapott x_{n+1}-re | |f(x_{n+1}) | | < | |f(x_n) | |, akkor ezt vălasztjuk kŤvetkezŞ kŤzelątĆsnek, egyĆbkĆnt t-t csŤkkentjĄk. Az iterăcić csak akkor szakad meg, ha valamelyik lĆpĆsben f^′(x_n) = 0.

Polinomokra alkalmazva ezt az eljărăst, meghatărozhatjuk a polinom egy gyŤkĆt. MegjegyezzĄk, hogy mĆg valćs egyĄtthatćs polinom esetĆn is ajănlatos egy vĆletlen komplex kezdŞĆrtĆkbŞl indątani az iterăcićt, mert ągy nagyon kicsi a valćsząnŰsĆge, hogy megszakad, Ćs čjra kell indątani. A k-adfokč f polinomot elosztva x − x_0-lal, egy k − 1-edfokč hănyadost, Ćs egy konstans maradĆkot kapunk: (1) a_0x^k + a_1x^{k−1} + · · · + a_k

= (x − x_0)(b_0x^{k−1} + b_1x^{k−2} + · · · + b_{k−1}) + b_k.

Az egyĄtthatćk ătrendezĆsĆvel Ćs Ťsszehasonlątăsăval b_0 = a_0 Ćs b_j = a_j + x_0b_{j−1}, ha j = 1, 2, . . . , k. Ez a Horner-elrendezĆs. VegyĄk Ćszre, hogy f(x_0) = b_k, ągy az eljărăs alkalmas a polinom helyettesątĆsi ĆrtĆkĆnek kiszămątăsăra. Ha viszont f(x_0) = 0, akkor a polinomot elosztottuk egy gyŤktĆnyezŞjĆvel. MegismĆtelve az eljărăst, azaz ha c_0 = b_0, Ćs c_j = b_j + x_0c_{j−1}, ha j = 1, 2, . . . , k − 1, f^′(x_0) = c_{k−1} ĆrtĆkĆt kaphatjuk meg. Ŋgy a Horner elrendezĆs alkalmas az iterăcićhoz szĄksĆges mennyisĆgek kiszămątăsăra is, Ćs a megtalălt gyŤktĆnyezŞk levălasztăsăra is. A fenti mćdon egy algebrai egyenlet Ťsszes gyŤke meghatărozhatć.

2.20. Di¸erenciălegyenlet rendszerek megoldăsa. Mivel a magasabbrendŰ kŤzŤnsĆges di¸erenciălegyenlet rendszerek čj fĄggvĆnyek bevezetĆsĆvel elsŞrendŰre vezethetŞk vissza, csak az elsŞrendŰ

y^′ = f(x, y)

di¸erenciălegyenlet rendszer numerikus megoldăsăval foglalkozunk. A megoldăs čgy tŤrtĆnik, hogy egy y_0 kezdŞĆrtĆkbŞl kiindulva meghatărozzuk a megoldăs x_{n+1} = x_n + h, n = 0, 1, . . . helyeken vett ĆrtĆkeinek y_1, y_2, . . . kŤzelątĆseit. Az elmĆleti megfontolăsok mellŞzĆsĆvel egyetlen mćdszert ismertetĄnk, az čgynevezett klasszikus Runge- Kutta mćdszert:

y_{n+1} = y_n + h 6 (k_1 + 2k_2 + 2k_3 + k_4),

2.§ Egyenletek megoldăsa 15

ahol k_1 = f(x_n, y_n),

k_2 = f ( x_n + h 2 , y_n + h k_1 2 ) , k_3 = f ( x_n + h 2 , y_n + h k_2 2 ) , k_4 = f(x_n + h, y_n + hk_3).

A h lĆpĆskŤzt čgy kell megvălasztani, hogy az Lh < 2,8 feltĆtel teljesĄljŤn, ahol L a ‖ ‖ ∂f ∂y ‖ ‖ egy felsŞ korlătja egy olyan sugarč kŤrnyeze-

tĆben a kŤzelątŞ megoldăsnak, amelyen az igazi megoldăs belĄl halad. Ajănlatos a h-t a szĄksĆgesnĆl jćval kisebbre vălasztani. A gyakorlatban a megoldăs pontossăgăt čgy szokăs ellenŞrizni, hogy fele akkora lĆpĆskŤzzel is megismĆteljĄk a szămątăst. Ha nincs lĆnyeges eltĆrĆs, akkor a kŤzelątĆs jćnak tekinthetŞ.

Ha biztosabb becslĆsre van szĄksĆgĄnk, akkor az y_n kŤzelątĆs hibăjăra a kŤvetkezŞ, ăltalăban erŞsen tčlzott becslĆst kaphatjuk, ahol y(x_n) a pontos megoldăs a x_n helyen: ‖ ‖y_n − y(x_n) ‖ ‖ ≤ ‖ ‖y_0 − y(x_0) ‖ ‖e^{L|x}n^{−x}0^| + E Lh ( e^{L|xn−x0|} − 1 ) . Itt vĆgig h a lĆpĆskŤz, E pedig az egy lĆpĆsben elkŤvetett hiba korlătja. Ez ennĆl a mćdszernĆl h^5-nel arănyos. A h-t čgy kell megvălasztani, hogy az egy lĆpĆsben elkŤvetett hiba kicsi legyen. Nem Ćrdemes olyan kicsi h-t vălasztani, hogy E a kerekątĆsi hibăknăl kisebb legyen. Az egy lĆpĆsben elkŤvetett hiba a kŤvetkezŞkĆppen becsĄlhetŞ: Az y_j-bŞl szămątsuk ki y_{j+1}-et Ćs y_{j+2}-t h lĆpĆskŤzzel. Szămątsuk ki y(x_{j+2}) egy măsik y_{j+2} kŤzelątĆsĆt is y_j-bŞl kiindulva, 2h lĆpĆskŤzzel. Ekkor E ≈ ‖y_{j+2} − y_{j+2}‖/15.

2.21. Feladat. Oldjuk meg az

x^2 + y^2 − 1 = 0,

10x^2 − x^3 + xy − 10y + 1 = 0,

egyenletrendszert a Newton{mćdszerrel, a mćdosątott Newton{mćdszerrel, a ciklikus koordinătănkĆnti csŤkkentĆs mćdszerĆvel, Ćs a gradiens mćdszerrel!

16 2.§ Egyenletek megoldăsa

2.22. Feladat. Hatărozzuk meg a

z^3 − 2z^2 + z − 1 − i = 0

komplex algebrai egyenlet megoldăsait!

2.23. Feladat. Hatărozzuk meg 1 mćl CO_2 tĆrfogatăt 50 C^∘-on Ćs 2 MPa nyomăson a van der Waals ăllapotegyenlet felhasznălăsăval!

2.24. Feladat. Hatărozzuk meg a

5 2 1 1 3 1 1 4 4 0 −2 5 5 1 5 1

mătrix sajătĆrtĆkeit!

2.25. Feladat. Megmutathatć, hogy egy n × n-es A mătrix ‖A‖ normăja (lăsd az Ťnadjungălt operătoroknăl) az A^∗A mătrix legnagyobb sajătĆrtĆkĆnek nĆgyzetgyŤke. Hatărozzuk meg az

1 0 1 2 3 1 1 1 4

mătrix normăjăt!

2.26. Feladat. Hatărozzuk meg egy 1 m hosszčsăgč fonălon lengŞ tŤmegpont lengĆsidejĆt 90^∘-os kitĆrĆs esetĆn, Runge{Kutta mćdszerrel!

* 2.27. Feladat. KĆt, Nap tŤmegŰ csillag egy adott pillanatban čgy mozog, mintha kŤzŤs tŤmegkŤzĆppontjuk kŤrĄl, attćl 1 cs.e. tăvolsăgra kŤrpălyăn keringenĆnek. Egy harmadik csillag pălyasąkjukra merŞlegesen halad ugyanilyen sebessĆggel, a sąkot az egyik csillagtćl 5, a măsiktćl 3 cs.e. tăvolsăgra metszŞ egyenesen. Tăvolsăga a sąktćl 10 cs.e.. Hatărozzuk meg mindhărom csillag pălyăjăt Runge{Kutta mćdszerrel! (Hăromtest problĆma.)

* 2.28. Feladat. ModellezzĄk egy 1000 csillagbćl ăllć spirălkŤd mozgăsăt! (KĆpezzĄnk csoportokat, Ćs a tăvoli csoportokat helyettesątsĄk tŤmegkŤzĆppontjukkal.)

3.§ Approximăcić 17

3.§ Approximăcić

3.1. Az approximăcić feladata. Legyen adott egy H halmazon Ćrtelmezett f fĄggvĆny. IsmerjĄk f(x) ĆrtĆkeit a H halmazon, vagy annak adott x_1, x_2, . . . , x_n pontjaiban. KeresendŞ egy paramĆteres g(x, a_1, a_2, . . . , a_m) fĄggvĆnyseregbŞl az a fĄggvĆny, amely f-et a Ălegjobban kŤzeląti". Ez az approximăcić alapfeladata. Ŕltalăban olyan fĄggvĆnyek kŤzĄl vălasztjuk a kŤzelątŞ fĄggvĆnyt, amelyek ĆrtĆkei kŤnnyen szămąthatćk. Mivel szămątćgĆpen kŤzvetlenĄl csak a nĆgy alapmŰvelet vĆgezhetŞ el, elŞnyben rĆszesątjĄk a polinom Ćs racionălis tŤrtfĄggvĆny kŤzelątĆseket. LehetsĆges az is, hogy Ćrdemes H-t kisebb rĆszekre osztani, Ćs a rĆszeken kĄlŤn-kĄlŤn keresni a kŤzelątĆseket.

Attćl fĄggŞen, hogy f Ćs a kŤzelątŞ fĄggvĆny eltĆrĆsĆt hogy mĆrjĄk, kĄlŤnbŤzŞ eseteket kapunk. Ha azt kŤveteljĄk meg, hogy a kŤzelątŞ fĄggvĆny az x_1, x_2, . . . , x_n pontokban megegyezzen f-el, kapjuk az interpolăcić esetĆt. Ha azt kŤveteljĄk meg, hogy az x_1, x_2, . . . , x_n pontokban mĆrt eltĆrĆsek nĆgyzetŤsszege minimălis legyen, akkor a legkisebb nĆgyzetek mćdszerĆt kapjuk. VĆgĄl, ha az egĆsz H-n vett eltĆrĆs szuprĆmumăt minimalizăljuk, akkor az egyenletesen legjobb kŤzelątĆst.

3.2. Interpolăcić. Az interpolăcić kĄlŤnŤsen akkor hasznos, ha az f fĄggvĆny ĆrtĆkeit csak az x_1, x_2, . . . , x_n pontokban ismerjĄk. A legăltalănosabb esetben az

f(x_j) = g(x_j , a_1, a_2, . . . , a_m), j = 1, 2, . . . , n

egyenletrendszert kapjuk. Ezt az a_1, a_2, . . . , a_m paramĆterekre megoldva, kapjuk az interpolălć fĄggvĆnyt.

A legfontosabb az az eset, amikor f egy [a, b] intervallumon Ćrtelmezett valćs fĄggvĆny, x_1, x_2, . . . , x_n az [a, b] pontjai, interpolălć fĄggvĆnykĆnt pedig legfeljebb n − 1-edfokč polinomot keresĄnk. Legfeljebb egy interpolăcićs polinom lĆtezik, hiszen kĆt ilyen polinom kĄlŤnbsĆge olyan legfeljebb n − 1-edfokč polinom, amelynek legalăbb n gyŤke van, ągy csak azonosan nulla lehet. Mindig lĆtezik interpolălć polinom, Ćs kŤnnyen meg is adhatć. Ha L_{k,k+1,...,l}-lel jelŤljĄk az x_k, x_{k+1}, . . . , x_l pontokra tămaszkodć interpolăcićs polinomot, akkor L_j ≡ f(x_j )-bŞl kiindulva az Aitken-fĆle eljărăssal

L_{k,k+1,...,l}(x)

18 3.§ Approximăcić = L_{k+1,k+2,...,l}(x)(x − x_k) − L_{k,k+1,...,l−1}(x)(x − x_l) x_l − x_k . 3.3. Osztott di¸erenciăk. VezessĄk be az f(x_k; x_{k+1}; . . . ; x_l) = f(x_{k+1}; x_{k+2}; . . . ; x_l) − f(x_k; x_{k+1}; . . . ; x_{l−1}) x_l − x_k osztott di¸erenciăkat. Az osztott di¸erenciăk Ćs bizonyos polinomok elrendezhetŞk az čgynevezett Fraser{diagramban: 1 f(x_1) (x − x_1)

1 f(x_1; x_2) (x − x_1)(x − x_2) f(x_2) (x − x_2) f(x_1; x_2; x_3) (x − x_1)(x − x_2)(x − x_3) 1 f(x_2; x_3) (x − x_2)(x − x_3) f(x_1; x_2; x_3; x_4) f(x_3) (x − x_3) f(x_2; x_3; x_4) (x − x_2)(x − x_3)(x − x_4) 1 f(x_3; x_4) (x − x_3)(x − x_4) f(x_2; x_3; x_4; x_5) f(x_4) (x − x_4) f(x_3; x_4; x_5) (x − x_3)(x − x_4)(x − x_5) 1 f(x_4; x_5) (x − x_4)(x − x_5) f(x_3; x_4; x_5; x_6) f(x_5) (x − x_5) f(x_4; x_5; x_6) (x − x_4)(x − x_5)(x − x_6) 1 f(x_5; x_6) (x − x_5)(x − x_6) . . f(x_6) (x − x_6) . . 1 . . . . A Fraser{diagrammbćl čgy kaphatunk interpolăcićs polinomokat, hogy valamelyik f(x_i) pontbćl kiindulva minden lĆpĆsben vagy jobbra felfelĆ, vagy jobbra lefelĆ haladunk. Minden lĆpĆsnĆl egy čj tagot adunk a polinomhoz, jobbra felfelĆ lĆpve az Ćppen elĆrt osztott di¸erencia Ćs az alatta lĆvŞ polinom szorzatăt, jobbra lefelĆ lĆpve pedig az Ćppen

3.§ Approximăcić 19

elĆrt osztott di¸erencia Ćs a felette lĆvŞ polinom szorzatăt. PĆldăul f(x_1)-bŞl indulva Ćs jobbra lefelĆ haladva az L_{1,2,...,n}(x) = f(x_1) + f(x_1; x_2)(x − x_1) + . . .

+f(x_1; x_2; . . . ; x_n)(x − x_1)(x − x_2) · · · (x − x_{n−1}) elŞăllątăst kapjuk, ez Newton interpolăcićs formulăja. MegjegyezzĄk, hogy bărhogy is jutunk el az f(x_k; . . . ; x_l) osztott differenciăhoz a Fraser-diagramban, mindig az x_k, . . . , x_l pontokra tămaszkodć L_{k,k+1,...,l} interpolăcićs polinomhoz jutunk, csak măs alakban.

3.4. Az interpolăcić alkalmazăsa. Az elsŞrendŰ polinommal valć lineăris interpolăcićt mindenki ismeri: f(x) ≈ f(x_1) + f(x_1; x_2)(x − x_1).

A măsodfokč polinommal tŤrtĆnŞ parabolikus interpolăcić măr ritkăbban hasznălatos. A gyakorlatban ăltalăban adott egy tăblăzat, Ćs egy x ĆrtĆkre az f(x) lehetŞ legjobb kŤzelątĆsĆt szeretnĆnk meghatărozni, de nem tudjuk, hogy milyen m fokszămot vălasszunk. A kŤvetkezŞ eljărăst kŤvethetjĄk: Szămozzuk meg az alappontokat |x − x_i| nŤvekvŞ sorrendjĆben. Legyen

ϵ_m = | |p_{m+1}(x) − p_m(x) | |, ahol p_m = L_{1,2,...,m},

Ćs szămątsuk ki rendre a p_1(x), p_2(x), ϵ_1, p_3(x), ϵ_2, p_4(x), ϵ_3, . . .

ĆrtĆkeket. Ha E măr kielĆgątŞ pontossăg, akkor addig szămolunk, amąg ϵ_m ≤ E lesz. Ha ilyen m nincs, akkor addig nŤveljĄk m-et, amąg ϵ_m csŤkken.

3.5. PĆlda. Hatărozzuk meg a KNO_3 oldhatćsăgăt vązben 40 C^∘- on, ha adott 0, 20, 50, 80 Ćs 100 C^∘-on az oldhatćsăg.

Az Aitken-fĆle eljărăssal szămolva az

L_1(x)

L_{1,2}(x) L_2(x) L_{1,2,3}(x)

L_{2,3}(x) L_{1,2,3,4}(x) L_3(x) L_{2,3,4}(x) L_{1,2,3,4,5}(x) L_{3,4}(x) L_{2,3,4,5}(x) L_4(x) L_{3,4,5}(x)

L_{4,5}(x) L_5(x)

20 3.§ Approximăcić

ĆrtĆkeket, g KNO_3/100 g H_2O egysĆgben

50 C^∘ 85,5 67,53 20 C^∘ 31,6 64,00 49,90 64,12 0 C^∘ 13,30 63,65 64,36 91,15 62,94 80 C^∘ 169,0 60,69 15,00 100 C^∘ 246,0

Mivel a kiindulăsi ĆrtĆkek egy tizedesre vannak megadva, E = 0,2- nĆl jobb kŤzelątĆst nem vărhatunk. A szămątăsok szerint măsodfoku interpolăcićnăl kell megăllni, Ćs a kapott kŤzelątŞ ĆrtĆk 64,0. A mĆrt ĆrtĆk 63,9. Lăthatjuk, hogy ha tovăbb nŤveljĄk a fokszămot, a kŤzelątĆs romlik.

3.6. Feladat. NH_4NO_3 Ćs KCl cserebomlăsăval KNO_3-ot Ćs NH_4Clot akarunk elŞăllątani. Ŕbrăzoljuk e sćk oldhatćsăgăt a hŞmĆrsĆklet fĄggvĆnyĆben, mćl/100 g H_2O egysĆgben, a tăblăzatban talălt adatokat interpolăcićval sŰrątve!

3.7. Feladat. Hatărozzuk meg √ 110 ĆrtĆkĆt a nĆgyzetszămok gyŤkeibŞl, interpolăcićval!

3.8. Feladat. KĆszątsĄnk tăblăzatot, amelybŞl sin x ĆrtĆke 2^{−15} pontossăggal meghatărozhatć lineăris interpolăcićval! Mennyi lehet a lĆpĆskŤz?

3.9. A legkisebb nĆgyzetek mćdszere. Sokszor a kŤzelątendŞ fĄggvĆny mĆrt ĆrtĆkei elĆg nagy hibăt tartalmaznak. Ilyenkor nem cĆlszerŰ azt kąvănni, hogy a kŤzelątŞ fĄggvĆny az x_1, x_2, . . . , x_n pontokban megegyezzen a mĆrt ĆrtĆkekkel, mert akkor a hibăt is tartalmazza. ElĆg azt megkŤvetelni, hogy a mĆrt ĆrtĆkek kŤzelĆben legyen. A mćdszer ĆrtelmĆben tehăt az a_1, a_2, . . . , a_m paramĆtereket čgy kell megvălasztani, hogy ha f(x_1), . . . , f(x_n) a mĆrt ĆrtĆkek, akkor a

˘(a) = n∑ i=1 w_i ( f(x_i) − g(x_i, a_1, a_2, . . . , a_m)

)_2

3.§ Approximăcić 21

eltĆrĆs minimălis legyen. Itt a w_i-k pozitąv sčlyok, amelyeket az f(x_i) ĆrtĆkek szćrăsnĆgyzete reciprokănak cĆlszerŰ vălasztani. Ezt a minimumot a ∇˘(a) = 0 egyenletrendszer megoldăsăval kereshetjĄk.

Ha speciălisan

g(x, a_1, a_2, . . . , a_m) = a_1g_1(x) + a_2g_2(x) + · · · + a_mg_m(x),

akkor bevezetve fĄggvĆnyekre a

⟨ϕ, ψ⟩ = n∑ i=1 w_iϕ(x_i)ψ(x_i)

ĂbelsŞ szorzatot", a m∑ k=1 a_k⟨g_k, g_j ⟩ = ⟨f, g_j⟩, j = 1, 2, . . . , m

lineăris egyenletrendszert kapjuk. A megoldăs kĄlŤnŤsen egyszerŰ, Ćs a szămątăsi hibăk kicsik, ha a g_k fĄggvĆnyek ortogonălisak. Ezt čgy ĆrhetjĄk el, hogy a g_1, . . . , g_m fĄggvĆnyeket egy h_1, . . . , h_m fĄggvĆnyrendszerbŞl a Gram{Schmidt-fĆle ortogonalizăcićs eljărăssal ăllątjuk elŞ (lăsd kĆsŞbb, a Hilbert tereknĆl). A kŤzelątendŞ Ćs a kŤzelątŞ fĄggvĆny tăvolsăgăt mĆrŞ δ_m = ˘(a_1, . . . , a_m) mennyisĆg az f −

∑_m j=1 a_j g_j hibafĄggvĆny Ťnmagăval vett belsŞ szorzata.

Ha egyvăltozćs polinomkŤzelątĆst keresĄnk, akkor h_1(x) = 1, h_2(x) = x, Ćs h_{k+1}(x) = xg_k(x) vălasztăssal Ćrdemes dolgozni, mert ekkor ⟨h_{k+1}, g_j ⟩ = 0, ha j < k − 1. A fokszămot addig Ćrdemes nŤvelni, amąg a δ_m/(n − m) mennyisĆg lĆnyegesen csŤkken.

3.10. Simątăs. Ha a keresendŞ fĄggvĆnyrŞl nem tĆtelezhetŞ fel, hogy az egĆsz ĆrtelmezĆsi tartomănyăn egy polinommal jćl kŤzeląthetŞ, akkor is csŤkkenthetjĄk a vĆletlen hibăkat simątăssal. Ha pĆldăul az x_i pont egy kŤrnyezetĆben feltehetŞ, hogy ott a keresett fĄggvĆny jćl kŤzeląthetŞ egy egyenessel, akkor az ezen kŤrnyezetben lĆvŞ pontokra a legkisebb nĆgyzetek mćdszerĆvel egy lineăris fĄggvĆnyt illesztĄnk, Ćs ezen fĄggvĆny x_i helyen felvett ĆrtĆke lesz az čj, simątott ĆrtĆk. LegtŤbbszŤr a simątăshoz a legkŤzelebbi 3 vagy 5 pontot hasznăljuk. Az (x_j , y_j) pontokra a legkisebb nĆgyzetek mćdszerĆvel illeszthetŞ egyenes egyenlete: y − m_y = r s_x

(x − m_x),

22 3.§ Approximăcić

ahol m_x az x_j -k, m_y az y_j-k ătlaga, Ćs

s_x = ∑ j (x_j − m_x)^2, r = ∑ j (x_j − m_x)(y_j − m_y).

3.11. Feladat. 50 C^∘-on, kĄlŤnbŤzŞ nyomăsokon megmĆrtĄk 1 mćl NH_3 tĆrfogatăt:

P/kPa 118,6 498 957 1573 V/dm^3 22,13 5,11 2,55 1,456

Hatărozzuk meg a van der Waals ăllandćkat!

3.12. Feladat. Egy Weston-elem feszĄltsĆge 20 C^∘-tćl eltĆrŞ hŞmĆrsĆkleten, az eltĆrĆs fĄggvĆnyĆben:

δ/C^∘ −10 −5 0 5 10 15 U/V 1,01895 1,01883 1,01865 1,01842 1,01816 1,01786

Adjunk egy polinomkŤzelątĆst az U = f(δ) fĄggvĆnyre!

3.13. Feladat. FolyadĆkok gŞznyomăsa az ln P = A + B/T ŤsszefĄggĆs szerint văltozik. Hatărozzuk meg az A Ćs B ăllandćkat aceton esetĆben, ha

P/MPa 0,1 0,2 0,5 1 2 3 4 t/C^∘ 56,5 78,6 113,0 144,5 181,0 205,0 214.5

3.14. Egyenletesen jć kŤzelątĆsek. Csak az egyvăltozćs polinomkŤzelątĆsekkel fogunk foglalkozni. HelyettesątĆssel elĆrhetjĄk, hogy az f fĄggvĆny a [−1, 1] intervallumon legyen Ćrtelmezve. Alacsony fokszămč, de mĆgis jć kŤzelątĆst čgy kaphatunk, hogy egy pontos, de magas fokszămč polinomkŤzelątĆs fokszămăt alkalmasan csŤkkentjĄk. Erre alkalmasak a Csebisev-polinomok: T_0(x) = 1, T_1(x) = x, Ćs T_k(x) = 2xT_{k−1}(x) − T_{k−2}(x), ha k > 1. A p_n kezdeti kŤzelątĆst, amelynek hibăja ϵ_n, feląrhatjuk a Csebisev{polinomok segątsĆgĆvel:

p_n(x) = n∑ i=0 a_ix^i = n∑ k=0 b_kT_k(x).

3.§ Approximăcić 23

A b_k konstansok az egyĄtthatćk Ťsszehasonlątăsăval meghatărozhatćk. A

p_m(x) = m∑ k=0 b_kT_k(x)

csŤkkentett fokszămč kŤzelątĆs ϵ_m hibăja legfeljebb

ϵ_n + n∑ k=m+1

|b_k|,

mąg a lehetŞ legjobb legfeljebb m-edfokč polinommal tŤrtĆnŞ kŤzelątĆs hibăja is legalăbb

|b_{m+1}| − ϵ_n − n∑ k=m+2

|b_k|.

A T_k polinomok ĆrtĆkei a de˛nącićjukbćl kŤnnyen szămąthatćk. Az m fokszămot čgy kell megvălasztani, hogy a hiba mĆg megengedhetŞ legyen. A kezdeti pontos kŤzelątĆst kaphatjuk pĆldăul a Taylor-sor felhasznălăsăval, vagy az alăbbi tĆtel alapjăn:

3.15. TĆtel. Legyen f folytonos, valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆny [−1, 1]- en. Ha p_n a cos ( π(2k − 1) 2n ) , k = 1, 2, . . . , n

alappontokhoz tartozć interpolăcićs polinom, akkor n ≤ 20 esetĆn hibăja legfeljebb nĆgyszer, n ≤ 100 esetĆn hibăja legfeljebb ŤtszŤr akkora, mint az f-et egyenletesen legjobban kŤzelątŞ polinom hibăja.

3.16. Feladat. Adjunk meg 2^x-et [0, 1]-en 10^{−3}-năl pontosabban kŤzelątŞ, alacsony fokszămč polinomot!

* 3.17. Feladat. Ŋrjunk e^x, sin x, cos x, ln x, Ćs arctg x lehetŞ legpontosabb kiszămątăsăra alkalmas programokat az alapmŰveletek felhasznălăsăval!

*** 3.18. Feladat. Ŋrjunk programot a standard normălis eloszlăs eloszlăsfĄggvĆnyĆnek (lăsd a valćsząnŰsĆgszămątăsnăl) gyors Ćs pontos szămątăsăra!

24 3.§ Approximăcić

3.19. KŤzelątŞ di¸erenciălăs. A fĄggvĆny egy kŤzelątĆsĆt derivălva, a derivălt egy kŤzelątĆsĆt kaphatjuk. A hiba jćval nagyobb, mint az eredeti kŤzelątĆs hibăja, ezĆrt măr kis hibăk esetĆn is inkăbb a legkisebb nĆgyzetek mćdszerĆt hasznăljuk, mint interpolăcićt. Durva tăjĆkozćdăsra alkalmasak az osztott di¸erenciăk is, mert

f(x_k; . . . ; x_l) = f^{(l−k)}(ζ) (l − k)! , min{x_k, . . . , x_l} < ζ < max{x_k, . . . , x_l}.

3.20. KŤzelątŞ integrălăs. Az approximăcić felhasznălhatć kŤzelątŞ integrălăsra is. Egy valćs văltozćs, valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆny integrăljăt a kŤzelątŞ fĄggvĆny integrăljăval kŤzeląthetjĄk. Ha a fĄggvĆny ĆrtĆkeit csak bizonyos pontokban ismerjĄk, akkor interpolăcićt Ćrdemes hasznălni. Azt is megtehetjĄk, hogy az [a, b] ĆrtelmezĆsi tartomănyt kisebb rĆszekre osztjuk, minden szakaszon egy egyszerŰ fĄggvĆnnyel kŤzelątĄnk, ennek az integrăljăt szămątjuk ki, Ćs a kis rĆszeken vett integrălokat Ťsszeadjuk. PĆldăul minden kis rĆszen egyenessel kŤzelątve, trapĆzok terĄleteit kell Ťsszeadni.

Ha a fĄggvĆnyĆrtĆkek kŤnnyen szămąthatćk, akkor szokăs az ĆrtelmezĆsi tartomănyt egyenlŞ rĆszekre osztani; n egyenlŞ rĆszre osztva, Ćs minden rĆszen egyenessel kŤzelątve, kapjuk a trapĆz{formulăt:

∫_b a f(x) dx ≈

b − a 2n ( f(x_0) + 2f(x_1) + 2f(x_2) + · · · + 2f(x_{n−1}) + f(x_n) ) . Ha 2n egyenlŞ rĆszre osztunk, Ćs az [x_{2k}, x_{2k+2}] szakaszon parabolikus interpolăcićt hasznălunk, kapjuk a Simpson-formulăt:

∫_b a f(x) dx ≈ b − a 6n ( f(x_0) + 4f(x_1) + 2f(x_2)

+ 4f(x_3) + 2f(x_4) + · · · + 4f(x_{2n−1}) + f(x_{2n}) ) A pontossăg az osztćpontok szămănak nŤvelĆsĆvel fokozhatć. CĆlszerŰ az osztćpontok szămăt minden lĆpĆsben duplăzni. JelŤlje S_k az

3.§ Approximăcić 25

n2^k osztćpontra alkalmazott trapĆzformulăval kapott ĆrtĆkeket. Kiszămątăsăra cĆlszerŰ az

S_k =

S_{k−1} 2 + b − a n2^k

n2^{k−1}∑

j=1 f ( a + 2j − 1 n2^k

(b − a) )

ŤsszefĄggĆst hasznălni. A pontossăg tovăbb nŤvelhetŞ Romberg mćdszerĆvel: szămątsuk ki az

S^{(i)}_k = S^{(i−1)}_k + 1 2^i − 1 ( S^{(i−1)} k − S^{(i−1)}_{k−1} )

mennyisĆgeket, ahol S^{(1)}_k = S_k. Az S^{(i)}_k mennyisĆg ăltalăban annăl pontosabb kŤzelątĆse az integrălnak, minĆl nagyobb i Ćs k. A szămątăst addig folytatjuk, mąg kĆt kŤzelątĆs kŤzŤtt az eltĆrĆs măr elĆg kicsi. MegjegyezzĄk, hogy az S^{(2)}_k kŤzelątĆsek ugyanazok, amiket a Simpsonformulăval kapunk.

3.21. Feladat. Egy fĄggŞlegesen emelkedŞ ăgyčgolyć magassăga az idŞ fĄggvĆnyĆben: t/s 0 2 4 6 8 h/m 0 98 371 801 1463 Mikor lĆpte ăt a hangsebessĆget?

3.22. Feladat. Egy găzkromatogrăf ĆrzĆkelŞ berendezĆse egy Ăcsčcs" ĆrzĆkelĆse sorăn, 0.1 s-onkĆnt az alăbbi intenzităsokat mĆrte, μg/s egysĆgekben: 0,00, 0,01, 0,04, 0,18, 0,54, 1,30, 2,42, 3,52, 3,99, 3,81, 3,33, 2,66, 1,94, 1,30, 0,79, 0,44, 0,22, 0,10, 0,04, 0,02, 0,01, 0,00. Hatărozzuk meg az anyagmennyisĆget!

3.23. Feladat. Szămoljuk ki az ∫_π 0 sin x x dx integrălt Romberg mćdszerĆvel!

* 3.24. Feladat. Hatărozzuk meg az x = 0, 0,2, . . . , 5,0 ĆrtĆkekre az ∫_∞ x e^{−t2/2} dt

integrălt!

26 4.§ MĆrtĆkterek

II. MŘRTŘK ŘS INTEGRŔL

4.§ MĆrtĆkterek

4.1. BŞvątett valćs szămok. A bŞvątett valćs szămok halmazăn az R = R∪{−∞, +∞} halmazt ĆrtjĄk, a nyilvănvalć rendezĆssel. A mŰveletek akkor vannak Ćrtelmezve, ha ez folytonosan lehetsĆges. PĆldăul ∞+∞ = ∞, x·∞ = ∞, ha x > 0, de ∞−∞ nincs de˛niălva. NĆhănyszor 0 · ∞-t Ćrdemes 0-nak de˛niălni, ha ezt a megăllapodăst hasznăljuk, jelezni fogjuk.

4.2. De˛nącić. Az X halmaz rĆszhalmazainak egy A rendszerĆt σ-algebrănak nevezzĄk, ha teljesĄlnek a kŤvetkezŞ feltĆtelek: (1) ∅ ∈ A;

(2) ha A ∈ A, akkor X\A ∈ A;

(3) ha A_i ∈ A (i = 1, 2, . . .), akkor ∪^∞_{i=1}A_i ∈ A.

A elemeit mĆrhetŞ halmazoknak nevezzĄk. Az (X, A, μ) hărmast mĆrtĆktĆrnek, μ-t pedig mĆrtĆknek nevezzĄk, ha μ az A-n Ćrtelmezett, nemnegatąv, bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ halmazfĄggvĆny, amelyre (4) μ(∅) = 0;

(5) ha az A_i, i = 1, 2, . . . halmazok mĆrhetŞek Ćs păronkĆnt diszjunktak, akkor

μ (∪^∞_{i=1}A_i) = ∞∑ i=1 μ(A_i) (σ-additivităs).

MĆrtĆktĆr egy mĆrhetŞ rĆszhalmazăt σ-vĆgesnek nevezzĄk, ha elŞălląthatć megszămlălhatć sok vĆges mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ halmaz egyesątĆsekĆnt. A mĆrtĆkteret vĆgesnek nevezzĄk, ha μ(X) < ∞, σvĆgesnek, ha X σ-vĆges, Ćs teljesnek, ha bărmely mĆrhetŞ Ćs nullmĆrtĆkŰ halmaz minden rĆszhalmaza is mĆrhetŞ.

4.§ MĆrtĆkterek 27

4.3. PĆlda. Legyen X egy tetszŞleges halmaz, A az X Ťsszes rĆszhalmazainak rendszere, Ćs μ(A) az A elemeinek szăma, ha A vĆges halmaz, mąg μ(A) = ∞, ha A-nak vĆgtelen sok eleme van. Ekkor (X, A, μ) mĆrtĆktĆr; μ-t szămlălć mĆrtĆknek nevezzĄk.

4.4. TĆtel. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr. Ekkor A-bćl nem vezet ki a kĄlŤnbsĆg-, a megszămlălhatć unić- Ćs a metszetkĆpzĆs.

Bizonyątăs. n⋃ i=1 A_i = A_1 ∪ A_2 ∪ . . . ∪ A_n ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . .

miatt A-bćl nem vezet ki a vĆges unićkĆpzĆs. Most a ⋂ i A_i = X\ ( ⋃ i (X\A_i) )

ŤsszefĄggĆs szerint A zărt a megszămlălhatć metszetkĆpzĆsre. VĆgĄl A\B = A ∩ (X\B) miatt A-bćl nem vezet ki a kĄlŤnbsĆgkĆpzĆs.

4.5. TĆtel. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr. Ekkor (1) mĆrhetŞ halmazok bărmely vĆges, păronkĆnt diszjunkt rendszerĆre μ (∪^n_{i=1}A_i) = n∑ i=1 μ(A_i) (additivităs);

(2) ha A, B ∈ A, A ⊂ B, akkor μ(A) ≤ μ(B) (monotonităs), Ćs ha μ(A) < ∞, akkor μ(B\A) = μ(B) − μ(A);

(3) mĆrhetŞ halmazok bărmely megszămlălhatć rendszerĆre μ (∪_iA_i) ≤ ∑ i μ(A_i) (σ-szubadditivităs);

(4) mĆrhetŞ halmazok bărmely bŞvĄlŞ A_1 ⊂ A_2 ⊂ . . . sorozatăra μ (∪^∞_{i=1}A_i) = lim_{i→∞} μ(A_i);

(5) mĆrhetŞ halmazok egy szŰkĄlŞ A_1 ⊃ A_2 ⊃ . . . sorozatăra μ (∩^∞_{i=1}A_i) = lim_{i→∞} μ(A_i), hacsak μ(A_1) < ∞.

A (4) Ćs (5) tulajdonsăgokat szokăs a mĆrtĆk folytonossăgănak nevezni.

28 4.§ MĆrtĆkterek

Bizonyątăs. (1) kŤzvetlenĄl kŤvetkezik a de˛nącićbćl, ∅ = A_{n+1} = A_{n+2} = · · · vălasztăssal. (2) azon mčlik, hogy A Ćs B\A diszjunktak, unićjuk pedig B. (3) bizonyątăsăhoz azt kell Ćszrevenni, hogy B_1 = A_1 Ćs B_i = A_i\(∪_{j<i}A_j ), ha i > 1 jelŤlĆssel ∪_iA_i = ∪_iB_i Ćs a B_i-k diszjunktak. (4) feltĆtelei mellett B_1 = A_1 Ćs B_i = A_i\A_{i−1}, ha i > 1 jelŤlĆssel a B_i-k diszjunktak, ągy

μ (∪^∞_{i=1}A_i) = μ (∪^∞_{i=1}B_i) = ∞∑ i=1 μ(B_i)

= lim_{n→∞} n∑ i=1 μ(B_i) = lim_{n→∞} μ (∪^n_{i=1}B_i)

= lim_{n→∞} μ(A_n).

(5)-Ťt megkapjuk, ha (2)-t Ćs (4)-et alkalmazzuk a B_i = A_1\A_i halmazokra.

4.6. De˛nącić. Legyen X egy halmaz. A μ^∗ nemnegatąv bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ halmazfĄggvĆnyt kĄlsŞ mĆrtĆknek nevezzĄk, ha X Ťsszes rĆszhalmazăn van Ćrtelmezve, Ćs (1) ha az A_i ⊂ X megszămlălhatć halmazrendszer lefedi az A halmazt, azaz A ⊂ ∪_iA_i, akkor μ^∗(A) ≤ ∑ i μ^∗(A_i) (σ-szubadditivi-tăs).

Egy A ⊂ X halmazt μ^∗-mĆrhetŞnek nevezĄnk, ha (2) μ^∗(T ) = μ^∗(T ∩ A) + μ^∗(T \A) minden T ⊂ X-re.

4.7. TĆtel. Legyen μ^∗ kĄlsŞ mĆrtĆk X-en, jelŤlje A a μ^∗- mĆrhetŞ halmazok osztălyăt, Ćs μ a μ^∗ megszorątăsăt A-ra. Ekkor (X, A, μ) teljes mĆrtĆktĆr.

4.8. A Lebesgue-mĆrtĆk. Egy k-dimenzićs tĆglatesten k darab intervallum (egydimenzićs tĆglatest) Descartes{szorzatăt ĆrtjĄk. Egy T tĆglatest ν^k(T ) tĆrfogata az oldalhosszak szorzata. (Itt 0·∞ = 0.) Egy A ⊂ R^k halmazra legyen

λ^{k,∗}(A) = inf ∞∑ i=1 ν^k(T_i),

ahol az in˛mum az Ťsszes olyan T_i, i = 1, 2, . . . tĆglatestrendszerre ĆrtendŞ, amely lefedi A-t. Megmutathatć, hogy λ^{k,∗} kĄlsŞ mĆrtĆk

4.§ MĆrtĆkterek 29

R^k-n. A λ^{k,∗} kĄlsŞ mĆrtĆket k-dimenzićs Lebesgue kĄlsŞ mĆrtĆknek nevezzĄk. JelŤlje L^k a λ^{k,∗}-mĆrhetŞ halmazok osztălyăt Ćs λ^k a λ^{k,∗} megszorątăsăt L^k-ra. Az L^k halmazrendszer elemeit k-dimenzićs Lebesgue-mĆrhetŞ halmazoknak, a λ^k mĆrtĆket pedig k-dimenzićs Lebesgue-mĆrtĆknek nevezzĄk.

4.9. TĆtel. A k-dimenzićs tĆglăk Lebesgue-mĆrhetŞek, Ćs Lebesgue-mĆrtĆkĄk a tĆrfogatuk. Minden nyąlt Ćs zărt halmaz LebesguemĆrhetŞ. Bărmely A ⊂ R^k Lebesgue-mĆrhetŞ halmazhoz Ćs bărmely ϵ > 0-hoz van olyan G nyąlt Ćs F zărt halmaz, hogy F ⊂ A ⊂ G Ćs λ^k(G\F ) < ϵ.

4.10. Borel-halmazok. A nyąlt halmazok Lebesgue-mĆrhet}osĆgĆbŞl igen sok R^k-beli halmaz mĆrhetŞsĆge kŤvetkezik. PĆldăul mindazok a halmazok Lebesgue-mĆrhetŞek, amelyek elŞălląthatćk a nyąlt halmazokbćl kiindulva, megszămlălhatć sok mŰvelettel, ahol minden mŰvelet komplementerkĆpzĆs vagy unićkĆpzĆs. Az ilyen halmazokat Borel-halmazoknak nevezzĄk.

4.11. Geometriai mĆrtĆkek. A hărom dimenzićs euklideszi tĆren a Lebesgue-mĆrtĆk a tĆrfogat fogalmănak ăltalănosątăsa. Be lehet azonban vezetni olyan kĆtdimenzićs mĆrtĆket az R^3 tĆren, amely a felsząnt adja, illetve olyan egydimenzićs mĆrtĆket, amely a gŤrbĆk ąvhosszăt adja. Ŕltalănosabban, az R^k tĆren 0 ≤ m ≤ k esetĆn de˛- niălhatć az m-dimenzićs χ^m Hausdor¸-mĆrtĆk. A nyąlt halmazok, Ćs ągy a Borel-halmazok is χ^m-mĆrhetŞek. MegjegyezzĄk, hogy χ^k = λ^k.

4.12. Majdnem mindenĄtt. Legyen (X, A, μ) egy mĆrtĆktĆr. Ha P egy pontbeli tulajdonsăg, akkor gyakran fogjuk azt mondani, hogy P majdnem mindenĄtt teljesĄl X-en. Ez azt jelenti, hogy azon pontok halmaza, ahol P nem teljesĄl, vagy nincs Ćrtelmezve, mĆrhetŞ, Ćs mĆrtĆke nulla. PĆldăul, az hogy az f Ćs g fĄggvĆnyek majdnem mindenĄtt egyenlŞek, azt jelenti, hogy az { x : x ∈ X, f(x) = g(x) } halmaz komplementere mĆrhetŞ Ćs nullmĆrtĆkŰ. Ezt a halmazt egyĆbkĆnt gyakran rŤviden, băr nĆmileg pontatlanul {f = g}-vel jelŤljĄk. Hasonlćan ĆrtjĄk az {f < g}, {f < a}, stb. jelŤlĆseket is.

4.13. MĆrhetŞ fĄggvĆnyek. Legyen (X, A, μ) egy mĆrtĆktĆr. Egy X-et R-ba kĆpezŞ f fĄggvĆnyt mĆrhetŞnek nevezĄnk, ha az {f < a} nąvćhalmazai mĆrhetŞek minden a ∈ R-re. Egy komplex ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyt akkor nevezĄnk mĆrhetŞnek, ha a valćs Ćs kĆpzetes rĆsze

30 4.§ MĆrtĆkterek

mĆrhetŞ, egy vektor ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyt pedig akkor, ha a koordinătafĄggvĆnyei mĆrhetŞek. Az R^k-n Ćrtelmezett fĄggvĆnyek esetĆn, ha a nąvćhalmazok mĆrhetŞsĆge helyett az tesszĄk fel, hogy azok Borelhalmazok, a Borel-fĄggvĆny fogalmăt kapjuk. MegjegyezzĄk, hogy a folytonos fĄggvĆnyek mind Borel-fĄggvĆnyek.

4.14. TĆtel. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, f : X → R^k egy mĆrhetŞ fĄggvĆny, g : R^k → R^n pedig Borel-fĄggvĆny. Ekkor a g ∘ f Ťsszetett fĄggvĆny mĆrhetŞ.

4.15. KŤvetkezmĆny. Ha f Ćs g mĆrhetŞ fĄggvĆnyek, c ∈ R, akkor az f + c, cf, |f|, 1/f, f + g, fg fĄggvĆnyek | ha Ćrtelmezve vannak | mĆrhetŞek.

4.16. TĆtel. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, f_n, n = 1, 2, . . . pedig mĆrhetŞ, bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek sorozata. Ekkor az inf_n f_n, sup_n f_n, lim inf_{n→∞} f_n Ćs lim sup_{n→∞} f_n fĄggvĆnyek mĆrhetŞek.

4.17. KŤvetkezmĆny. Ha f(x) = lim_{n→∞} f_n(x) minden x ∈ X-re, akkor az f fĄggvĆny is mĆrhetŞ.

4.18. Feladat. Hatărozzuk meg a racionălis szămok halmazănak Lebesgue-mĆrtĆkĆt!

4.19. Feladat. Hatărozzuk meg a sąk azon pontjai halmazănak mĆrtĆkĆt, amelyek egyik koordinătăja racionălis!

4.20. Feladat. Hatărozzuk meg azon [0, 1]-beli szămok halmazănak a mĆrtĆkĆt, amelyek feląrhatćk čgy hărmas szămrendszerben, hogy a feląrăs nem tartalmaz egyest!

4.21. Feladat. A [0, 1] intervallum kŤzepĆbŞl kiveszĄnk egy 1/4 hosszčsăgč nyąlt intervallumot. A visszamaradć kĆt zărt intervallum kŤzepĆbŞl kiveszĄnk egy-egy 1/4^2 hosszčsăgč nyąlt intervallumot, stb. Hatărozzuk meg a visszamaradć halmaz mĆrtĆkĆt!

5.§ Integrălăs 31

5.§ Integrălăs 5.1. Az integrăl. Legyen (X, A, μ) egy mĆrtĆktĆr, Ćs f : X → R egy mĆrhetŞ fĄggvĆny. Ha az f fĄggvĆny nemnegatąv, akkor az ∫ f dμ vagy ∫ X f dμ vagy ∫ X f(x) dμ(x)

integrăljăt az Ťsszes_n ∑ i=1 y_iμ(A_i)

integrălkŤzelątŞ Ťsszegek szuprĆmumakĆnt de˛niăljuk, ahol

A_1, . . . , A_n

diszjunkt mĆrhetŞ halmazok,

f(x) ≥ y_i, ha x ∈ A_i.

Itt is 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0.

Ha most az f tetszŞleges, akkor legyen ∫ f dμ = ∫ f^+ dμ − ∫ f^− dμ,

ahol f^+ = max{f, 0} Ćs f^− = max{−f, 0}. Ha ∫ f dμ vĆges, akkor a fĄggvĆnyt integrălhatćnak nevezzĄk. Komplex ĆrtĆkŰ mĆrhetŞ fĄggvĆny integrăljăt az ∫ f dμ = ∫ ℜf dμ + i ∫ ℑf dμ

ŤsszefĄggĆssel de˛niăljuk, ha a ℜf valćs Ćs az ℑf kĆpzetes rĆsz is integrălhatć. VĆgĄl, vektor ĆrtĆkŰ f fĄggvĆny esetĆn legyen ∫ f dμ = y, ahol y_j = ∫ f_j dμ (j = 1, 2, . . . , n),

ha az f_j koordinăta-fĄggvĆnyek mind integrălhatćak.

X egy A mĆrhetŞ rĆszhalmaza felett čgy integrălhatunk, hogy a rĆszhalmazon kąvĄl a fĄggvĆnyt nullănak de˛niăljuk, Ćs az ągy kiterjesztett fĄggvĆnyt integrăljuk.

32 5.§ Integrălăs

5.2. TĆtel. Legyen (X, A, μ) egy mĆrtĆktĆr, f Ćs g az X-en Ćrtelmezett, bŞvątett valćs, komplex, vagy vektor ĆrtĆkŰ, mĆrhetŞ fĄggvĆnyek, c ∈ R.

(1) Ha f csak megszămlălhatć sok y_1, y_2, . . . ĆrtĆket vesz fel, akkor pontosan akkor integrălhatć, ha az alăbbi sor abszolčt konvergens, Ćs ekkor ∫ f dμ = ∞∑ j=1 y_jμ ( {f = y_j} ) (itt 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0);

(2) f pontosan akkor integrălhatć, ha |f| integrălhatć, Ćs | | | ∫ f dμ | | | ≤ ∫ |f| dμ;

(3) ha A ∈ A Ćs μ(A) = 0, akkor ∫ A f dμ = 0;

(4) ha ∫ |f| dμ = 0,

akkor f = 0 majdnem mindenĄtt; (5) ha |f| ≤ g Ćs g integrălhatć, akkor f is; (6) ha f = g majdnem mindenĄtt Ćs ∫ f dμ lĆtezik, akkor ∫ f dμ = ∫ g dμ;

(7) ha ∫ f dμ lĆtezik, akkor ∫ cf dμ = c ∫ f dμ (itt 0 · ∞ = 0);

(8) ha f Ćs g integrălhatćak, akkor ∫ (f + g) dμ = ∫ f dμ + ∫ g dμ.

5.§ Integrălăs 33

5.3. Beppo Levi tĆtele. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, Ćs legyen f_1, f_2, . . . mĆrhetŞ, bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ, nemnegatąv fĄggvĆnyek egy monoton nŤvekedŞ sorozata. Ekkor

lim_{n→∞} ∫ X f_n dμ = ∫ X lim_{n→∞} f_n(x) dμ(x).

5.4. Lebesgue tĆtele. Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, Ćs legyenek f, f_1, f_2, . . . bŞvątett valćs, komplex, vagy vektorĆrtĆkŰ mĆrhetŞ fĄggvĆnyek, g pedig nemnegatąv, bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ, integrălhatć fĄggvĆny. Ha

|f_n| ≤ g (n = 1, 2, . . .), Ćs f_n → f,

akkor ∫ |f_n − f| dμ → 0 Ćs ∫ f_n dμ → ∫ f dμ.

5.5. A Riemann- Ćs a Lebesgue-integrăl. Ha a LebesguemĆrtĆk szerint integrălunk, akkor a Lebesgue-integrălt kapjuk. Megmutathatć, hogy egy korlătos halmazon Ćrtelmezett korlătos fĄggvĆny, ha Riemann-integrălhatć, akkor mindig Lebesgue-integrălhatć is, Ćs a kĆt integrăl megegyezik. Ŋgy a Lebesgue-integrăl ăltalănosabb a Riemann-integrălnăl.

5.6. MĆrtĆkterek szorzata. Legyenek (X, A, μ) Ćs (Y, B, ν) mĆrtĆkterek. Ha S ⊂ X × Y , akkor legyen

(μ × ν)^∗(S) = inf ∞∑ i=1 μ(A_i)ν(B_i),

ahol az in˛mum az Ťsszes olyan Ťsszegre veendŞ, amelyben az A_i halmazok mĆrhetŞ rĆszhalmazai X-nek, a B_i halmazok mĆrhetŞ rĆszhalmazai Y -nak, Ćs az A_i ×B_i halmazrendszer lefedi S-et. (Itt 0·∞ = ∞ · 0 = 0.) Megmutathatć, hogy (μ × ν)^∗ kĄlsŞ mĆrtĆk X × Y -on. JelŤlje A × B a (μ × ν)^∗-mĆrhetŞ halmazok osztălyăt, μ × ν pedig a (μ×ν)^∗ megszorątăsăt erre az osztălyra. Az (X ×Y, A×B, μ×ν) mĆrtĆkteret az (X, A, μ) Ćs a (Y, B, ν) mĆrtĆkterek szorzatănak nevezzĄk. PĆldăul belăthatć, hogy az (R^n, L^n, λ^n) Ćs (R^m, L^m, λ^m) mĆrtĆkterek szorzata (R^{n+m}, L^{n+m}, λ^{n+m}).

34 5.§ Integrălăs

5.7. Fubini tĆtele. Legyenek (X, A, μ) Ćs (Y, B, ν) σ-vĆges mĆrtĆkterek, Ćs f egy X × Y -on Ćrtelmezett, bŞvątett valćs, komplex vagy vektor ĆrtĆkŰ fĄggvĆny, amelynek μ×ν-integrălja lĆtezik. Ekkor az alăbbi integrălok lĆteznek, Ćs ∫ X×Y f(x, y) d μ × ν(x, y) = ∫ X ∫ Y f(x, y) dν(y) dμ(x) = ∫ Y ∫ X f(x, y) dμ(x) dν(y).

5.8. Integrăltranszformăcićs formula. Legyen m ≤ n, V nyąlt rĆszhalmaza R^m-nek, g : V → R^n kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ differenciălhatć fĄggvĆny, Jg(x) = √ det ( g^′(x)^∗ ∘ g^′(x) ) , A ⊂ R^m egy λ^m-mĆrhetŞ halmaz, Ćs f : R^n → R egy χ^m-mĆrhetŞ fĄggvĆny. Ekkor az alăbbi kĆt integrăl egyszerre lĆtezik Ćs ∫ A f(g(x))Jg(x) dλ^m(x) = ∫ g(A)

f(y) dχ^m(y).

5.9. Feladat. Mennyi egy mĆrhetŞ halmaz karakterisztikus fĄggvĆnyĆnek az integrălja?

5.10. Feladat. Legyen f(x) = 1, ha x racionălis, nulla egyĆbkĆnt. Riemann-integrălhatć-e az f a [0, 1]-en? Mennyi a Lebesgue-in-tegrălja [0, 1]-en?

5.11. Feladat. Szămątsuk ki az ∫_1 0 x^α dλ(x) Ćs

∫_∞ 1 x^α dλ(x)

integrălokat, ahol α ∈ R.

5.12. Feladat. Szămątsuk ki az ∫_1 0 sin(1/x) x dλ(x)

integrălt!

5.§ Integrălăs 35

5.13. Feladat. Mennyi ∫_x 0 e^{it} dλ(t)?

5.14. Feladat. Szămątsuk ki egy ellipszis terĄletĆt! 5.15. Feladat. Szămątsuk ki egy ellipszoid tĆrfogatăt!

* 5.16. Feladat. Hatărozzuk meg az n-dimenzićs origć kŤzĆppontč, egysĆgnyi sugarč gŤmb λ^n-mĆrtĆkĆt!

5.17. Feladat. Hatărozzuk meg a t → (cos t, sin t, t), t ∈ [0, 2π] csavarvonal ąvhosszăt!

5.18. Feladat. Szămątsuk ki a gŤmb felsząnĆt! * 5.19. Feladat. Az ∫ R^2

e^{−(x2+y2)/2} dλ^2(x, y)

integrălt polărkoordinătăkban is kiszămątva, vezessĄk le az ∫_∞ −∞ e^{−x2/2} dλ(x) = √ 2π ŤsszefĄggĆst!

5.20. Feladat. Hatărozzuk meg egy homogĆn gŤmb tehetetlensĆgi nyomatĆkăt a kŤzĆppontjăn ătmenŞ tengelyre vonatkoztatva.

5.21. Feladat. Mekkora erŞvel vonzza az origćban lĆvŞ m tŤmeget az x^2 + y^2 = r^2, y ≥ 0 fĆlkŤrąven egyenletesen eloszlć M tŤmeg?

5.22. Feladat. Milyen erŞs măgneses teret lĆtesąt az 1 m ătmĆrŞjŰ, kŤr alakč vezetŞben folyć 1 A erŞssĆgŰ ăram a kŤr kŤzĆppontjăban?

5.23. Feladat. Az x^2 + y^2 + z^2 = r^2, z ≥ 0 fĆlgŤmb felĄletĆn egyenletesen eloszlć Q tŤltĆs milyen erŞvel vonzza az origćban lĆvŞ, q nagysăgč, ellenkezŞ elŞjelŰ tŤltĆst?

5.24. Feladat. Az y = x^2 parabola ąvĆn egy tŤmegpont csčszik le az x = 0 pontba. Hatărozzuk meg a vĆgzett munkăt, ha adott a kezdŞpont, a sčrlćdăsi tĆnyezŞ, Ćs a gravităcić!

36 6.§ A Hilbert-tĆr

III. HILBERT-TEREK

6.§ A Hilbert-tĆr 6.1. De˛nącić. Ha H lineăris tĆr K felett, ahol K vagy R, vagy C, Ćs adott egy (x, y) → ⟨x, y⟩ lekĆpezĆse H × H-nak K-ba čgy, hogy minden x, y, z ∈ H-ra Ćs α ∈ K-ra (1) ⟨x + y, z⟩ = ⟨x, z⟩ + ⟨t, z⟩; (2) ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩; (3) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩; (4) ⟨x, x⟩ ≥ 0;

(5) ha ⟨x, x⟩ = 0, akkor x = 0, akkor H-t belsŞ szorzat tĆrnek nevezzĄk K felett. Az x Ćs y elemek ⟨x, y⟩ belsŞ szorzatănak jelŤlĆsĆre az ⟨x | y⟩, (x, y), (x|y) Ćs x · y szimbćlumok is szokăsosak.

6.2. TĆtel. Ha H belsŞ szorzat tĆr K felett, akkor az x elem normăjăt a ‖x‖ = ⟨x, x⟩^2 ŤsszefĄggĆssel de˛niălva (1) | |⟨x, y⟩ | | ≤ ‖x‖‖y‖ minden x, y ∈ H-ra

(Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenlŞtlensĆg), tovăbbă (2) ‖αx‖ = |α|‖x‖, ha x ∈ H Ćs α ∈ K;

(3) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖, ha x, y ∈ H (hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg); (4) ‖x‖ ≥ 0, ha x ∈ H; (5) ha ‖x‖ = 0, akkor x = 0.

6.§ A Hilbert-tĆr 37

Bizonyątăs.

0 ≤ ‖x − αy‖^2 = ‖x‖^2 − α⟨x, y⟩ − α⟨y, x⟩ + |α|^2‖y‖^2,

amibŞl ha ‖x‖ = 0 Ćs ‖y‖ = 0, akkor α = ⟨x, y⟩ helyettesątĆssel ⟨x, y⟩ = 0. Ha ez nem ăll fenn, mondjuk ‖y‖ ≠ 0, akkor α = ⟨x, y⟩/‖y‖^2 helyettesątĆssel

0 ≤ ‖x‖^2 − | |⟨x, y⟩ | |^2

‖y‖^2 , tehăt adćdik (1). EbbŞl

‖x + y‖^2 = ‖x‖^2 + ⟨x, y⟩ + ⟨y, x⟩ + ‖y‖^2 = ‖x‖^2 + 2ℜ⟨x, y⟩ + ‖y‖^2 ≤ ‖x‖^2 + 2‖x‖‖y‖ + ‖y‖^2 = ( ‖x‖ + ‖y‖

)_2 , amibŞl adćdik (3). Minden măs triviălis.

6.3. MegjegyzĆs. VegyĄk Ćszre, hogy az elŞzŞ tĆtel ăllątăsainak bizonyątăsakor csak (5) bizonyątăsăhoz kellett kihasznălnunk a de˛nącić (5) feltĆtelĆt. EbbŞl kŤvetkezik, hogy ha az (x, y) → ⟨x, y⟩ lekĆpezĆs (5)-nek nem tesz eleget, akkor ezen segąthetĄnk, ha ‖x−y‖ = 0 esetĆn az x Ćs y elemeket azonosątjuk.

6.4. A belsŞ szorzat terek topolćgiăja. Egy H belsŞ szorzat tĆrben az x_n sorozatra azt mondjuk, hogy konvergăl az x ∈ H ponthoz, ha ‖x_n − x‖ → 0. Egy A ⊂ H halmazt zărtnak nevezĄnk, ha minden A-beli konvergens sorozatnak a hatărĆrtĆke is A-ban van. Az A halmazt sŰrŰnek nevezzĄk, ha minden x ∈ H elŞăll valamely A-beli sorozat hatărĆrtĆkekĆnt. A teret szeparăbilisnek nevezzĄk, ha van megszămlălhatć sŰrŰ rĆszhalmaza. Ha z_n ∈ H, akkor a

∑_∞ n=1 z_n sort konvergensnek nevezzĄk, Ćs Ťsszege z ∈ H, ha

lim_{n→∞} n∑ k=1 z_k = z.

Egy x_n sorozatot Cauchy-sorozatnak nevezĄnk, ha minden ϵ > 0-hoz van olyan N, hogy ha n, m ≥ N, akkor ‖x_n − x_m‖ < ϵ. A belsŞ szorzat teret Hilbert-tĆrnek nevezĄnk, ha benne minden Cauchy-sorozat konvergens.

38 6.§ A Hilbert-tĆr

6.5. PĆldăk. (1) Jćl ismert pĆlda K^n, amely az

⟨x, y⟩ = n∑ j=1 x_j y_j

belsŞ szorzattal vĆges dimenzićs Hilbert-tĆr.

(2) Legyen (X, A, μ) mĆrtĆktĆr, Ćs jelŤlje L^2(μ) (vagy rŤviden csak L^2) azon K-beli ĆrtĆkŰ mĆrhetŞ f fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyekre ∫ |f|^2 dμ < ∞. Az |f + g|^2 ≤ ( 2 max { |f|, |g| })2 = 2^2 max { |f|^2, |g|^2 } ≤ 4 ( |f|^2 + |g|^2 )

becslĆs szerint L^2(μ) lineăris tĆr, Ćs ha f, g ∈ L^2, akkor

4fg = (f + g)^2 − (f − g)^2

miatt fg integrălhatć. Legyen

⟨f, g⟩ = ∫ fg dμ.

Ezzel a belsŞ szorzattal L^2 belsŞ szorzat tĆr, ha a majdnem minden- Ątt egyenlŞ fĄggvĆnyeket azonosątjuk. A nevezetes Riesz{Fischer-tĆtel szerint L^2 Hilbert-tĆr. NĆha elŞfordul, hogy egy pozitąv valćs ĆrtĆkŰ integrălhatć ϱ fĄggvĆny, a sčlyfĄggvĆny segątsĆgĆvel ĆrtelmezzĄk a belsŞ szorzatot Ćs a normăt:

⟨f, g⟩ = ∫ fgϱ dμ.

Ez ugyanazt adja, mintha a μ helyett a

ν(A) = ∫ A ϱ dμ, ha A ∈ A

mĆrtĆk szerint integrălnănk.

6.§ A Hilbert-tĆr 39

Megmutathatć, hogy ha a mĆrtĆk λ^n vagy χ^n egy σ-vĆges halmazon, akkor bărmilyen sčlyfĄggvĆny esetĆn L^2 szeparăbilis lesz.

(3) Ha az X = {1, 2, . . .} halmazon a μ szămlălć mĆrtĆket tekintjĄk, akkor az L^2(μ) tĆr az Ťsszes olyan K-beli x = (x_1, x_2, . . .) sorozatok osztălya lesz, amelyekre ∞∑ j=1 |x_j |^2 < ∞, az ⟨x, y⟩ = ∞∑ j=1 x_j y_j

belsŞ szorzattal. Ezt a teret l^2-vel szokăs jelŤlni; l^2 szeparăbilis HilberttĆr.

6.6. De˛nącić. Legyen H Hilbert-tĆr. Ha

x, y ∈ H, Ćs ⟨x, y⟩ = 0,

akkor azt mondjuk, hogy x Ćs y ortogonălisak. JelŤlĆse: x ⊥ y. Az M, N ⊂ H halmazokat ortogonălisaknak nevezzĄk, ha x ⊥ y minden x ∈ M, y ∈ N-re. JelŤlĆse: M ⊥ N. Egy M ⊂ H halmaz ortogonălis komplementerĆn a H Ťsszes olyan elemeinek halmazăt ĆrtjĄk, amelyek ortogonălisak M minden elemĆre. JelŤlĆse: M^⊥. Egy z_n sorozatot ortogonălis sorozatnek nevezĄnk, ha bărmely kĆt kĄlŤnbŤzŞ tagja egymăsra ortogonălis. Egy z ∈ H elemet normăltnak nevezĄnk, ha ‖z‖ = 1. Ha egy ortogonălis sorozat minden eleme normălt, akkor ortonormălt sorozatrŞl beszĆlĄnk.

6.7. TĆtel. Legyen z_n ortogonălis sorozat egy H Hilbert-tĆrben. A_∞ ∑ n=1 z_n

sor pontosan akkor konvergens, ha ∞∑ n=1 ‖z_n‖^2 < ∞.

40 6.§ A Hilbert-tĆr

Ha_∞ ∑ n=1 z_n = z,

akkor

⟨z, z_n⟩ = ‖z_n‖^2 Ćs ‖z‖^2 = ∞∑ n=1 ‖z_n‖^2.

Bizonyątăs. Ha n > m, akkor

‖s_n − s_m‖^2 = ‖ m∑ k=n+1

z_k‖^2 = m∑ k=n+1

‖z_k‖^2,

ągy a rĆszletŤsszegek sorozatai egyszerre alkotnak Cauchy{sorozatot. Mivel | |‖z‖ − ‖s_n‖ | | ≤ ‖z − s_n‖, | |‖z‖^2 − ‖s_n‖^2 | | = (‖z‖ + ‖s_n‖) | |‖z‖ − ‖s_n‖ | | → 0,

azaz

‖z‖^2 = lim_{n→∞} ‖s_n‖^2 = ∞∑ k=1 ‖z_k‖^2.

VĆgĄl, ha n < m, akkor | |⟨z, z_n⟩ − ‖z_n‖^2 | | = | |⟨z, z_n⟩ − ⟨s_m, z_n⟩ | | = | |⟨z − s_m, z_n⟩ | | ≤ ‖z − s_m‖‖z_n‖ → 0.

6.8. De˛nącić. Legyen z_n egy ortogonormălt sorozat egy H Hilbert-tĆrben, Ćs x ∈ H. Az x-nek a z_n sorozatra vonatkozć FourieregyĄtthatćin az ⟨x, z_n⟩ szămokat ĆrtjĄk.

6.9. TĆtel. Legyen z_1, z_2, . . . , z_n egy vĆges ortogonormălt sorozat a H Hilbert-tĆrben. Ekkor bărmely α_1, α_2, . . . α_n-re

‖z − n∑ k=1 α_kz_k‖^2 ≥ ‖z‖ − n∑ k=1 | |⟨z, z_k⟩ | |^2,

6.§ A Hilbert-tĆr 41

Ćs egyenlŞsĆg akkor Ćs csak akkor teljesĄl, ha α_k = ⟨z, z_k⟩ fennăll k = 1, 2, . . . , n-re.

Bizonyątăs.

‖z − n∑ k=1 α_kz_k‖^2 = ‖z‖^2 + n∑ k=1 ( α_kα_k − α_k⟨z, z_k⟩ − α_k⟨z_k, z⟩ )

= ‖z‖^2 − n∑ k=1 | ⟨z, z_k⟩ |_2 + n∑ k=1 | α_k − ⟨z, z_k⟩ |_2 . 6.10. Bessel-egyenlŞtlensĆg. Legyen z_n egy ortogonormălt sorozat egy H Hilbert-tĆrben, Ćs x ∈ H. Ekkor (1) ∑ n | |⟨x, z_n⟩ | |^2 ≤ ‖x‖^2.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ tĆtelbŞl n∑ k=1 | ⟨x, z_k⟩ | ≤ ‖x‖^2

bărmely n-re, ągy teljesĄl (1).

6.11. TĆtel. Legyen z_1, z_2, . . . egy ortogonormălt sorozat a H Hilbert-tĆrben. Minden x ∈ H-ra a ∞∑ k=1 ⟨x, z_k⟩z_k

sor konvergăl H-ban egy y ∈ H elemhez, Ćs x − y ortogonălis minden z_k-ra.

Bizonyątăs. A Bessel-egyenlŞtlensĆgbŞl kŤvetkezik a sor konvergenciăja. Ha s_n az n-edik rĆszletŤsszeg, akkor n ≥ k esetĆn | |⟨x − y, z_k⟩ | | ≤ | |⟨x − s_n, z_k⟩ | | + | |⟨s_n − y, z_k⟩ | | ≤ | | |⟨x, zk⟩ − n∑ j=1 ⟨x, z_j ⟩⟨z_j , z_k⟩ | | | + ‖sn − y‖‖zk‖

= ‖s_n − y‖‖z_k‖ → 0.

6.12. De˛nącić. Egy H Hilbert-tĆrbeli z_n sorozatot teljesnek nevezzĄk, ha egyedĄl a 0 elem ortogonălis minden z_n-re.

42 6.§ A Hilbert-tĆr

6.13. TĆtel. Legyen H Hilbert-tĆr. Egy z_n ortogonormălt sorozatra a kŤvetkezŞk ekvivalensek: (1) z_n teljes ortonormălt sorozat; (2) minden x ∈ H-ra x =

∑_∞

n=1⟨x, z_n⟩z_n (ez az Ťsszeg x Fouriersora);

(3) minden x ∈ H-ra ‖x‖^2 =

∑_∞ n=1 | ⟨x, z_n⟩ |_2 (ez a Parseval-egyenlŞ-sĆg);

(4) minden x, y ∈ H-ra

⟨x, y⟩ = ∞∑ n=1 ⟨x, z_n⟩⟨y, z_n⟩

(ez az ăltalănosątott Parseval-egyenlŞsĆg);

(5) bărmely lineăris altere H-nak, amely tartalmazza az Ťsszes z_n-et, sŰrŰ H-ban.

Bizonyątăs. Mivel x −

∑_∞

n=1⟨x, z_n⟩z_n az elŞzŞ tĆtel szerint ortogonălis minden z_k-ra, (1)-bŞl kŤvetkezik (2). Ha (2) teljesĄl, legyen x_n az x, az y_n pedig az y Fourier-sorănak n-edik rĆszletŤsszege. Ekkor | | |⟨x, y⟩ − n∑ k=1 ⟨x, z_k⟩⟨y, z_k⟩ | | | = | |⟨x, y⟩ − ⟨x_n, y_n⟩ | | ≤ | ⟨x, y⟩ − ⟨x_n, y⟩ | + | ⟨x_n, y⟩ − ⟨x_n, y_n⟩ | ≤ ‖x − x_n‖‖y‖ + ‖x_n‖‖y_n − y‖ → 0,

azaz teljesĄl (4). (4)-nek speciălis esete (3). Ha (3) teljesĄl, Ćs x minden z_n-re ortogonălis, akkor ‖x‖ = 0, ągy (3)-bćl kŤvetkezik (1).

(2)-bŞl nyilvăn kŤvetkezik (5). MăsrĆszt (5)-bŞl kŤvetkezik (1), mert ha x minden z_n-re ortogonălis, akkor ezek minden vĆges lineăris kombinăcićjăra is. Vălasztva egy ilyen lineăris kombinăcićkbćl ăllć y_k sorozatot, amely x-hez tart,

‖x‖^2 = ⟨x, x⟩ − ⟨x, y_k⟩ = ⟨x, x − y_k⟩ ≤ ‖x‖‖x − y_k‖ → 0.

6.14. Gram-Schmidt ortogonalizălăs. Legyen H egy HilberttĆr, Ćs y_k egy vĆges vagy vĆgtelen, lineărisan fĄggetlen tagokbćl ăllć

6.§ A Hilbert-tĆr 43

sorozat H-ban. Egy olyan z_k ortonormălt sorozatot fogunk megkonstruălni, amelyre

{y_k : k ≤ n} Ćs {z_k : k ≤ n}

ugyanazt az alteret feszątik ki minden n-re.

Legyen u_1 = y_1 Ćs z_1 = u_1/‖u_1‖. Legyen u_2 = y_2 − ⟨y_2, z_1⟩z_1 Ćs z_2 = u_2/‖u_2‖. Folytassuk teljes indukcićval ezt az eljărăst. Legyen

u_n = y_n − n−1∑ k=1 ⟨y_n, z_k⟩z_k Ćs z_n = u_n/‖u_n‖.

Ha 1 ≤ k < n, akkor

⟨z_n, z_k⟩ = 1 ‖u_n‖ ⟨( y_n − n−1∑ j=1 ⟨y_n, z_j⟩z_j ) , z_j ⟩ = 0.

Mivel u_n benne van az u_1, . . . , u_{n−1}, y_n ăltal kifeszątett altĆrben, mindkĆt rendszer ugyanazt az alteret fesząti ki.

6.15. TĆtel. Egy Hilbert-tĆr pontosan akkor szeparăbilis, ha van benne teljes ortonormălt sorozat.

Bizonyątăs. Egy teljes ortonormălt sorozat tagjainak racionălis (vagy racionălis valćs Ćs kĆpzetes rĆszŰ) egyĄtthatćkkal vett vĆges lineăris kombinăcići megszămlălhatć sŰrŰ halmazt alkotnak.

Megfordątva, ha x_n egy megszămlălhatć sŰrŰ halmaz, akkor elhagyva minden olyan tagot, amely az elŞzŞek lineăris kombinăcićja, majd a maradĆkot a Gram{Schmidt eljărăssal ortogonalizălva, egy teljes ortonormălt sorozatot kapunk.

6.16. MegjegyzĆs. TĆteleink szerint, ha z_n egy teljes ortonormălt sorozat, akkor minden x ∈ H-hoz hozzărendelve a FourieregyĄtthatćit, H-nak egy mŰvelet- Ćs belsŞ szorzat tartć lekĆpezĆsĆt kapjuk l^2-re. Ŋgy bărmely szeparăbilis Hilbert-tĆr l^2-vel, tehăt bărmely kĆt szeparăbilis Hilbert-tĆr egymăssal is azonos szerkezetŰ.

44 7.§ Ortogonălis sorok

7.§ Ortogonălis sorok 7.1. Klasszikus Fourier-sorok. Legyen l > 0 Ćs tekintsĄk a (−l, l) intervallumon a Lebesgue-mĆrtĆket. A megfelelŞ L^2-tĆrben az

1, sin πx l , cos πx l , sin 2πx l , cos 2πx l , . . .

fĄggvĆnyek ortogonălis sorozatot alkotnak. Ugyanez teljesĄl, ha bărmilyen măs 2l hosszčsăgč intervallumot tekintĄnk. Mivel ezek a fĄggvĆnyek 2l szerint perićdikusak, olyan f fĄggvĆnyt Ćrdemes tekinteni, amely szintĆn 2l szerint perićdikus, Ćs (−l, l)-en nĆgyzetesen integrălhatć. Minden ilyen f fĄggvĆnyhez hozzărendeljĄk az

f(x) ∼ a_0 2 + ∞∑ k=1 ( a_k cos kπx l + b_k sin kπx l )

fĄggvĆnysort, az f klasszikus Fourier-sorăt, ahol

a_k = 1 l ∫_l −l f(x) cos kπx l dλ(x) (k = 0, 1, . . .),

b_k = 1 l ∫_l −l f(x) sin kπx l dλ(x) (k = 1, 2, . . .).

A rĆszletŤsszegekre bevezetve az

s_n(x) = a_0 2 + n∑ k=1 ( a_k cos kπx l + b_k sin kπx l )

jelŤlĆst, az ăltalănos elmĆletbŞl kapjuk, hogy ∫_l −l |f − s_n|^2 dλ → 0, ha n → ∞.

A Parseval-egyenlŞsĆg megfelelŞje 1 l ∫_l −l |f|^2 dλ =

|a_0|^2 2 + ∞∑ k=1 ( |a_k|^2 + |b_k|^2 ) . 7.2. TĆtel. Ha az f illetve f^∗ fĄggvĆnyek 2l szerint perićdikusak, a (−l, l)-en nĆgyzetesen integrălhatćak, Ćs Fourier-egyĄtthatćik a_k, b_k illetve a^∗_k, b^∗_k, c ∈ C, akkor

7.§ Ortogonălis sorok 45

(1) a cf fĄggvĆny Fourier-egyĄtthatći ca_k, cb_k; (2) az f + f^∗ fĄggvĆny Fourier-egyĄtthatći a_k + a^∗_k, b_k + b^∗_k; (3) ha f(x + α) = f^∗(x), akkor

a^∗_k = a_k cos kπα l + b_k sin kπα l Ćs b^∗_k = b_k cos kπα l − a_k sin kπα l ; (4) ha F (x) =

∫_x 0 f dλ is 2l szerint perićdikus, akkor Fourier-egyĄtthatći −lb_k/(kπ), la_k/(kπ) (k > 0).

7.3. TĆtel. Ha az f fĄggvĆny 2l szerint perićdikus, Ćs (−l, l)-en nĆgyzetesen integrălhatć, tovăbbă egy x ∈ R pontban lĆteznek az

f(x+) = lim_{t↓0} f(x + t), f(x−) = lim_{t↑0} f(x + t)

hatărĆrtĆkek Ćs a

lim_{t↓0} f(x + t) − f(x+) t , lim_{t↑0} f(x + t) − f(x−) t fĆlĆrintŞk [speciălisan, ha lĆtezik f^′(x)], akkor

s_n(x) → f(x+) + f(x−) 2 . 7.4. Ortogonălis polinomok. TekintsĄnk egy (a, b) ⊂ R intervallumot a Lebesgue-mĆrtĆkkel, Ćs egy ϱ sčlyfĄggvĆnnyel. Ha van olyan r > 0 szăm, hogy ∫_b a e^{r|x|}ϱ(x) dλ(x) < ∞,

(ez a feltĆtel vĆges intervallumon mindig teljesĄl), akkor az

1, x, x^2, x^3, . . .

hatvănyfĄggvĆnyek mind a megfelelŞ L^2-tĆrben vannak, Ćs a belŞlĄk a Gram{Schmidt-fĆle ortogonalizăcićs eljărăssal (Ćs esetleg konstanssal

46 7.§ Ortogonălis sorok

valć szorzăssal) kapott ortogonălis polinomrendszer teljes. Ilyen ortogonălis polinomrendszerek szămos Ćrdekes tulajdonsăggal rendelkeznek, Ćs fontosak az ortogonălis polinomrendszerek szerinti sorfejtĆsek is. Az alăbbiakban felsoroljuk a legfontosabb ortogonălis polinomrendszereket.

NĆv JelŤlĆs Intervallum SčlyfĄggvĆny Jacobi (α, β > −1) P^{(α,β)}n (−1, 1) (1 − x)^α(1 + x)^β Legendre P_n (−1, 1) 1 ElsŞfajč Csebisev T_n (−1, 1) 1/ √ 1 − x^2 Măsodfajč Csebisev U_n (−1, 1) √ 1 − x^2 Laguerre L_n (0, ∞) e^{−x} Hermite H_n (−∞, ∞) e^{−x2}

7.5. Feladat. Hatărozzuk meg az alăbbi fĄggvĆnyek Fouriersorăt:

(1) | sin x|; (2) sgn sin x; (3) x − [x];

(4) f(x) az x tăvolsăga a legkŤzelebbi egĆsztŞl. Mely pontokban konvergens a Fourier-sor, Ćs mi az Ťsszege?

7.6. Feladat. Hatărozzuk meg egyutas egyenirănyątăsnăl az egyenăramč komponens Ćs a harmadik felharmonikus amplitudćjănak arănyăt!

7.7. Feladat. Szimmetrikus fŰrĆszfogfeszĄltsĆg integrălăsăval szinuszos jelalakot kŤzelątĄnk. Hatărozzuk meg, hogy az alapharmćnikus a teljes teljesątmĆny hanyadrĆszĆt kĆpviseli!

* 7.8. Feladat. Szămoljunk ki Gram{Schmidt ortogonalizăcićval nĆhăny Legendre-, Csebisev-, Laguerre-, Ćs Hermite-polinomot!

7.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy az elsŞfajč Csebisev-poli-nomok az approximăcić tărgyalăsănăl megadott formulăval kaphatćk meg!

7.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy

T_n(x) = cos n arccos x, ha x ∈ [−1, 1].

Milyen kapcsolat van az elsŞfajč Csebisev-polinomok Ćs a LissajousgŤrbĆk kŤzŤtt?

7.§ Ortogonălis sorok 47

7.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy

c_0 = a_0 2 , c_k = a_k − ib_k 2 , c_{−k} = a_k + ib_k 2 , k > 0

jelŤlĆsekkel a Fourier-sor

f(x) ∼ ∞∑ k=−∞

c_ke^{ikπx/l}

alakba ąrhatć, Ćs

c_k = 1 2l ∫_l −l f(t)e^{−ikπt/l} dt.

7.12. Feladat. VĆges Fourier-transzformăcić. Legyen f egy 2l szerint perićdikus fĄggvĆny. Az elŞzŞ feladat jelŤlĆseivel, osszuk a [0, 2l] intervallumot n egyenlŞ rĆszre, Ćs szămoljuk ki c_k kŤzelątĆsĆt a trapĆz formulăval. (A kŤzelątĆs csak |k| ≤ n/2 esetĆn lesz jć.) Mutassuk meg, hogy f_j = f(2l/n), ha j = 0, 1, . . . , n − 1 jelŤlĆssel

(1) c_k = 1 n n−1∑ j=0 f_jω^{−jk}, k = 0, ±1, ±2, . . . , ahol ω = e^{2πi/n};

(2) c_k = c_{k+n} minden k-ra; (3) az (f_0, f_1, . . . , f_{n−1}) → (c_0, c_1, . . . , c_{n−1})

lineăris lekĆpezĆst F -el jelŤlve, F^2 az (f_0, f_1, . . . , f_{n−1}) sorozathoz az^1_n (f_{n−1}, . . . , f_1, f_0) sorozatot rendeli, Ćs F^{−1} = nF .

* 7.13. Feladat: gyors Fourier-transzformăcić. Az elŞzŞ feladat jelŤlĆseivel, legyen n = 2^k, k > 0, ω = e^{−2πi/n}. Mutassuk meg, hogy az alăbbi algoritmus az F lekĆpezĆst valćsątja meg. Hăny szorzăst igĆnyel? Ŋrjunk gĆpi programot az elvĆgzĆsĆre!

Az algoritmus az A[j], 0 ≤ j < n = 2^k sorozat Fourier-transz-formăltjăt szămolja ki. Az eredmĆny az A tŤmbben keletkezik, de a Fourier-transzformălt j-edik eleme A [ r_k(j) ] , ahol r_k(j) a j termĆszetes szăm k bites binăris reprezentăcićjănak megfordątăsăval kapott termĆszetes szăm.

48 8.§ Źnadjungălt operătorok

(1) [Inicializălăs.] Legyen l ← 2^{k−1}. (2) [Menet kezdete.] Legyen i ← 0 Ćs t ← 0.

(3) [Pillangćsorozat kezdete.] Legyen j ← i + l Ćs w ← ω^{rk−1(t)}. (4) [Pillangć.] Legyen x ← A[i] Ćs y ← wA[i + l], majd legyen A[i] ← x + y Ćs A[i + l] ← x − y, vĆgĄl legyen i ← i + 1.

(5) [Pillangćsorozat vĆge?] Ha i < j, menjĄnk vissza (4)-re. (6) [Menet vĆge?] Ha j + l < 2^k, legyen i ← j + l, t ← t + 1 Ćs menjĄnk vissza (3)-ra.

(7) [VĆge?] Legyen l ← ⌊l/2⌋. Ha l > 0, menjĄnk vissza (2)-re, egyĆbkĆnt az algoritmus vĆget Ćrt.

8.§ Źnadjungălt operătorok

8.1. De˛nącić. Legyen H komplex Hilbert-tĆr. H egy lineăris operătorăn vagy rŤviden operătorăn H egy sŰrŰ lineăris alterĆn Ćrtelmezett H-beli ĆrtĆkŰ A lineăris lekĆpezĆst ĆrtĄnk. Az A ĆrtelmezĆsi tartomănyăt D(A)-val, ĆrtĆkkĆszletĆt R(A)-val fogjuk jelŤlni. Hasonlćan, lineăris funkcionăl alatt a H egy sŰrŰ alterĆn Ćrtelmezett skalăr ĆrtĆkŰ lineăris lekĆpezĆst ĆrtĄnk. Az A operătort korlătosnak nevezzĄk, ha ‖A‖ = sup_{‖x‖≤1} ‖ ‖A(x) ‖ ‖, az A normăja vĆges. Hasonlćan, egy f funkcionălt korlătosnak nevezĄnk, ha normăja, az

‖f‖ = sup_{‖x‖≤1} | |f(x) | |

mennyisĆg vĆges. Nem nehĆz megmutatni, hogy korlătos operător, illetve funkcionăl egyĆrtelmŰen kiterjeszthetŞ az egĆsz H-ra, Ćs a kiterjesztĆs nem văltoztatja meg a normăt. Ŋgy korlătos operătorokrćl, illetve funkcionălokrćl feltehetjĄk, hogy az egĆsz H-n vannak Ćrtelmezve.

MegjegyezzĄk, hogy a kŤzŤnsĆges algebrai mŰveletek ćvatosan kezelendŞk nemkorlătos operătoroknăl. PĆldăul az A Ćs B operătorok Ťsszege csak a D(A + B) = D(A) ∩ D(B)

8.§ Źnadjungălt operătorok 49

halmazon, szorzata pedig csak a

D(AB) = { x : x ∈ D(B) Ćs Bx ∈ D(A) } halmazon ĆrtelmezhetŞ.

8.2. Riesz tĆtele. Legyen f korlătos lineăris funkcionăl a H Hilbert-tĆren. Ekkor egy Ćs csak egy olyan v ∈ H lĆtezik, amelyre

f(x) = ⟨x, v⟩ minden x ∈ H-ra.

8.3. Źnadjungălt operătorok. Ha A egy lineăris operător a H komplex Hilbert-tĆren, akkor de˛niăljuk az A^∗ adjungăltjăt A-nak. Az A^∗ ĆrtelmezĆsi tartomănya, D(A^∗) azon y ∈ H elemekbŞl ăll, amelyekre az x → ⟨Ax, y⟩ lineăris funkcionăl korlătos. Ha y ∈ D(A^∗), akkor a fenti funkcionăl egyĆrtelmŰen kiterjeszthetŞ H-ra, Ćs ągy Riesz tĆtele szerint van olyan A^∗y ∈ H, amelyre

⟨Ax, y⟩ = ⟨x, A^∗y⟩.

KŤnnyŰ kiszămolni, hogy A^∗ lineăris lekĆpezĆs. Ha A^∗ = A, akkor At Ťnadjungăltnak nevezzĄk. Az Ťnadjungăltsăgnăl gyengĆbb feltĆtel a szimmetrikussăg. Az A lineăris operătort szimmetrikusnak nevezzĄk, ha ⟨Ax, y⟩ = ⟨x, Ay⟩

minden x, y ∈ D(A)-ra. Ŋgy egy lineăris operător pontosan akkor szimmetrikus, ha A ⊂ A^∗.

8.4. Projekcićoperătorok. Egy H komplex Hilbert-tĆren Ćrtelmezett P korlătos lineăris operătort projekcić-operătornak nevezĄnk, ha P^2 = P . A legegyszerŰbb projekcićoperătorok az I identikus operător Ćs az O azonosan nulla nulloperător. Az Ťnadjungălt projekcićoperătorok merŞleges vetątĆseket ąrnak le.

8.5. PĆldăk. PĆldăinkban tekintsĄk a szămegyenest a LebesguemĆrtĆkkel, Ćs legyen a Hilbert-tĆr a megfelelŞ komplex L^2-tĆr.

(1) Legyen g : R → C egy korlătos Lebesgue-mĆrhetŞ fĄggvĆny, Ćs M_g a g-vel valć szorzăs operătora, azaz

M_g(f)(t) = g(t)f(t), ha t ∈ R.

50 8.§ Źnadjungălt operătorok

Ekkor M_g korlătos lineăris operător. Az M_g operător adjungăltja M_g. Ha g valćs ĆrtĆkŰ, akkor M_g Ťnadjungălt. Ha g egy halmaz karakterisztikus fĄggvĆnye, akkor M_g Ťnadjungălt projekcićoperător.

(2) Legyen

M(f)(t) = tf(t), ha f ∈ L^2 Ćs

∫_∞ −∞ t^2 | |f(t) | |^2 dλ(t) < ∞.

Megmutathatć, hogy ekkor M nemkorlătos Ťnadjungălt operător.

(3) Legyen —h egy valćs szăm, Ćs de˛niăljuk a D operătort azon f ∈ L^2 fĄggvĆnyeken, amelyek majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatćak, derivăltjuk is nĆgyzetesen integrălhatć, Ćs amelyekre f(x) = c + ∫_x 0 f^′(t) dλ(t), čgy, hogy legyen Df = −i—hf^′. Ekkor megmutathatć, hogy D Ťnadjungălt operător.

(4) Legyen M a (2)-ben de˛niălt operător, D pedig a (3)-ban de˛niălt operător. Az M Ćs D operătorok kommutătora, DM − MD az ĆrtelmezĆsi tartomănyăn megegyezik a −i—hI operătorral:

−i—h ( tf(t)

)_′ + ti—hf^′(t) = −i—hf(t)

(Heisenberg-fĆle felcserĆlĆsi ŤsszefĄggĆs).

8.6. De˛nącić. Legyen A egy lineăris operător a H komplex Hilbert-tĆren. A rezolvens halmaz azon t ∈ C szămok halmaza, amelyekre A − tI olyan kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ lekĆpezĆse D(A)-nak Hra, amelynek inverze korlătos lineăris operător. A rezolvens halmaz komplementere A spektruma, σ(A). Egy t ∈ σ(A) ĆrtĆket A sajătĆrtĆkĆnek nevezĄnk, ha A−tI nem kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ. A sajătĆrtĆkek halmaza A pontspektruma, σ_p(A). Azon t-k halmaza, amelyekre A − tI kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, Ćs kĆptere sŰrŰ H-ban, de az inverz nem korlătos, A folytonos spektruma, σ_c(A). A σ(A) tŤbbi eleme alkotja A reziduălis spektrumăt, σ_r(A)-t.

8.7. TĆtel. Egy komplex Hilbert-tĆr bărmely lineăris operătorănak spektruma zărt halmaz. Egy Ťnadjungălt operător spektruma valćs szămokbćl ăll.

8.8. Mit ălląt a spektrăltĆtel? A lineăris algebrăbćl ismeretes, hogy ha T egy Ťnadjungălt lineăris operător egy vĆges dimenzićs komplex H Hilbert-tĆren, akkor | alkalmas băzisban | a T operător

T f = (t_1f_1, t_2f_2, . . . , t_nf_n)

8.§ Źnadjungălt operătorok 51

alakba ąrhatć, ahol t_1, t_2, . . . , t_n a T sajătĆrtĆkei, Ćs

f = (f_1, f_2, . . . , f_n).

Ha P_k-val jelŤljĄk a t_k sajătĆrtĆkhez tartozć egydimenzićs altĆrre valć ortogonălis projekcić operătorăt, akkor ez az elŞăllątăs T = n∑ k=1 t_kP_k

alakba ąrhatć. Ezt az alakot szeretnĆnk a vĆgtelen dimenzićs esetre ăltalănosątani. Ekkor az Ťsszeg egy projekcićoperător ĆrtĆkŰ mĆrtĆk szerinti integrălba megy ăt.

8.9. De˛nącić. Legyen H egy komplex Hilbert-tĆr. A C Borelhalmazain Ćrtelmezett, ĆrtĆkkĆnt Ťnadjungălt projekcićoperătorokat felvevŞ P lekĆpezĆst spektrălmĆrtĆknek nevezĄnk, ha P (C) = I Ćs minden x ∈ H-ra a P_x(ω) = ⟨ P (ω)x, x ⟩ ŤsszefĄggĆssel de˛niălt halmazfĄggvĆny mĆrtĆk C-n.

8.10. TĆtel. Legyen H egy komplex Hilbert-tĆr, Ćs P egy spektrălmĆrtĆk C-n. Ekkor lĆtezik egy Ćs csak egy, a C-n Ćrtelmezett mĆrhetŞ komplex ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyeket H lineăris operătoraiba kĆpezŞ

f → φ(f) = ∫ f dP

lekĆpezĆs, amely rendelkezik az alăbbi tulajdonsăgokkal:

(1) D(φ(f)) = { x : x ∈ H, ∫ |f|^2 dP_x < ∞ } ; (2) ⟨ φ(f)x, x ⟩ = ∫ f dP_x minden x ∈ D ( φ(f) ) -re;

TeljesĄl tovăbbă, hogy (3) ‖ ‖φ(f)x ‖ ‖^2 = ∫ |f|2 dP_x, ha x ∈ D(φ(f));

(4) φ(f)φ(g) ⊂ φ(fg) Ćs D ( φ(f)φ(g) ) = D ( φ(g) ) ∩ D ( φ(fg) ) ; (5) φ(f)^∗ = φ(f) Ćs φ(f)φ(f)^∗ = φ ( |f|^2 ) = φ(f)^∗φ(f).

8.11. SpektrăltĆtel. Egy H komplex Hilbert-tĆr bărmely A Ťnadjungălt operătorăhoz lĆtezik egy Ćs csak egy P spektrălmĆrtĆk, az A spektrălfelbontăsa, amelyre A = ∫ t dP (t).

52 8.§ Źnadjungălt operătorok

Tovăbbă P ( C\σ(A) ) = 0.

8.12. Fizikai alkalmazăsok. A kvantumelmĆletben a ˛zikai rendszer ăllapotait egy szeparăbilis Hilbert tĆr normălt elemeivel reprezentăljuk, a ˛zikai mennyisĆgeket pedig Ťnadjungălt operătorokkal. Ha valamely ˛zikai mennyisĆget egy A Ťnadjungălt operător reprezentăl, a rendszer ăllapotăt pedig a ψ normălt vektor ąrja le, Ćs A spektrălfelbontăsa A = ∫ t dP (t),

akkor egy ω ⊂ R Borel-halmaz esetĆn ‖ ‖P (ω)ψ ‖ ‖^2 adja meg annak valćsząnŰsĆgĆt, hogy a rendszeren mĆrĆst vĆgezve, az illetŞ ˛zikai mennyisĆgre olyan ĆrtĆket kapunk, amely ω-ba esik.

8.13. Feladat. Hatărozzuk meg az alăbbi funkcionălok, illetve operătorok normăjăt, ha a Hilbert-tĆr a [0, 1]-en a Lebesgue-mĆrtĆkre nĆzve nĆgyzetesen integrălhatć fĄggvĆnyek tere:

(1) f(x) =

∫_1 0 x(t) sin t dt;

(2) f(x) =

∫_1 0 x(t)(t − 1/2) dt;

(3) (Ax)(s) =

∫_1 0 x(t) cos(s − t) dt;

(4) (Ax)(s) = { x(s), ha 0 ≤ s ≤^1_2 , 0, ha^1_2 < s ≤ 1;

(5) (Ax)(s) = x(s) sin s;

(6) (Ax)(s) = x(s)e^{is}.

8.§ Źnadjungălt operătorok 53

8.14. Feladat. Hatărozzuk meg az alăbbi operătorok normăjăt, ha a Hilbert-tĆr L^2(λ), c ∈ R, a(s) korlătos mĆrhetŞ fĄggvĆny:

(1) (Ax)(s) = x(s + c);

(2) (Ax)(s) = a(s)x(s);

(3) (Ax)(s) = 1 2 ( x(s) + x(−s) ) . ** 8.15. Feladat. Prćbăljuk meg meghatărozni az eddigi pĆldăkban Ćs feladatokban szereplŞ operătorok sajătĆrtĆkeit, folytonos Ćs reziduălis spektrumăt!

*** 8.16. Feladat. Prćbăljuk meg meghatărozni az eddigi pĆldăkban Ćs feladatokban szereplŞ Ťnadjungălt operătorok spektrălfelbontăsăt!

* 8.17. Feladat. Egy rĆszecske ăllapotăt egy adott idŞpontban a

ψ(x) = 1 4√ 2π e^{−x2/4}

L^2(λ)-beli ăllapotfĄggvĆny ąrja le. HelyĆt meghatărozva, milyen valćsząnŰsĆggel fogjuk a [−1, 1] intervallumban talălni?

8.18. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha ψ_2 = cψ_1, c ∈ C, |c| = 1, akkor a ψ_1 Ćs ψ_2 ăllapotok esetĆn bărmely ˛zikai mennyisĆg mĆrĆsekor bărmely Borel-halmaz esetĆn annak valćsząnŰsĆge, hogy a mĆrt ĆrtĆk az adott Borel-halmazba esik, megegyezik!

* 8.19. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a ψ ăllapotč ˛zikai rendszeren az A operătorral reprezentălt ˛zikai mennyisĆget mĆrjĄk, a mĆrĆs vărhatć ĆrtĆke ⟨Aψ, ψ⟩.

* 8.20. Feladat. TegyĄk fel, hogy a ˛zikai mennyisĆgeket reprezentălć A Ćs B operătorokra teljesĄl az

AB − BA ⊂ i—hI

Heisenberg{fĆle felcserĆlĆsi ŤsszefĄggĆs. Mutassuk meg, hogy ekkor bărmilyen ψ ăllapot esetĆn, a ˛zikai mennyisĆgek mĆrt ĆrtĆkeinek szćrăsăt D_ψ(A), illetve D_ψ(B)-vel jelŤlve, teljesĄl a

D_ψ(A)D_ψ(B) ≥ —h/2

Heisenberg{fĆle hatărozatlansăgi relăcić.

54 9.§ ValćsząnŰsĆgszămątăs

IV. VALŢSZŊNŸSŘGSZŔMŊTŔS ŘS ALKALMAZŔSAI

9.§ ValćsząnŰsĆgszămątăs

9.1. ValćsząnŰsĆgi mezŞ. A valćsząnŰsĆgi mezŞ olyan

(˙, A, P)

mĆrtĆktĆr, amelyre P(˙) = 1. A valćsząnŰsĆgszămątăsban ˙-t esemĆnytĆrnek, elemeit elemi esemĆnyeknek, A elemeit esemĆnyeknek, P-t valćsząnŰsĆgnek szokăs nevezni. Az ˙ a biztos esemĆny, az ∅ a lehetetlen esemĆny. KĆt esemĆny kizărja egymăst, ha metszetĄk Ąres. Teljes esemĆnyrendszer alatt esemĆnyeknek egy olyan sorozatăt ĆrtjĄk, amelyek păronkĆnt kizărjăk egymăst, Ćs egyesątĆsĄk a biztos esemĆny.

9.2. Klasszikus valćsząnŰsĆgi mezŞ. Ha ˙ vĆges halmaz, A az ˙ Ťsszes rĆszhalmazaibćl ăll, Ćs minden elemi esemĆny valćsząnŰsĆge egyforma, akkor klasszikus valćsząnŰsĆgi mezŞrŞl beszĆlĄnk. Ekkor egy A esemĆny valćsząnŰsĆgĆt megkapjuk, ha A elemeinek szămăt (a ĂkedvezŞ esetek szăma") osztjuk ˙ elemeinek szămăval (az ĂŤsszes esetek szăma").

9.3. PĆlda. Kockadobăsnăl hat elemi esemĆny van, tehăt

˙ = {ω_1, ω_2, ω_3, ω_4, ω_5, ω_6}.

EsemĆnyek pĆldăul: Ăpăros szămot dobni", Ăhăromnăl kisebbet dobni", stb. Ha az elemi esemĆnyek valćsząnŰsĆge egyforma, akkor ezek valćsząnŰsĆge 1/2, 1/3, stb.

9.§ ValćsząnŰsĆgszămątăs 55

9.4. Geometriai valćsząnŰsĆgek. Gyakran ˙ az R^n egy rĆszhalmaza, az esemĆnyek ˙ mĆrhetŞ rĆszhalmazai, a valćsząnŰsĆg pedig a Lebesgue-mĆrtĆk vagy valamilyen geometriai mĆrtĆk konstansszorosa. Ilyen esetekben geometriai valćsząnŰsĆgrŞl beszĆlĄnk.

9.5. PĆlda. BekŤtŤtt szemmel 30 cm ătmĆrŞjŰ, kŤr alakč cĆltăblăra lŤvĄnk, amąg el nem talăljuk. Mi a valćsząnŰsĆge, hogy tązest lŞttĄnk, ha a tązes kŤr ătmĆrŞje 3 cm? A terĄletek arănyăbćl adćdik a valćsząnŰsĆg, vagyis 0,01 lesz.

9.6. FeltĆteles valćsząnŰsĆg. Legyen (˙, A, P) egy valćsząnŰsĆgi mezŞ, A, B esemĆnyek, P(B) ≠ 0. Az A esemĆny B-re vonatkozć feltĆteles valćsząnŰsĆgĆn a

P(A|B) =

P(A ∩ B) P(B)

szămot ĆrtjĄk. Nyilvăn P(A ∩ B) = P(A|B)P(B), ez a valćsząnŰsĆgek szorzăsi szabălya. Ha B_1, B_2, . . . egy teljes esemĆnyrendszer, P(B_k) > 0 minden k-ra, Ćs A egy esemĆny, akkor

P(A) = ∑ k P(A|B_k)P(B_k),

ez a teljes valćsząnŰsĆg tĆtele. Ha mĆg P(A) > 0 is teljesĄl, akkor

P(B_k|A) =

P(A|B_k)P(B_k) ∑ i P(A|B_i)P(B_i) , ez a Bayes-tĆtel.

9.7. FĄggetlensĆg. Egy valćsząnŰsĆgi mezŞ A_i esemĆnyeit fĄggetlennek nevezzĄk, ha kĄlŤnbŤzŞ i_1, i_2, . . . , i_n indexek esetĆn

P(A_{i1} ∩ A_{i2} ∩ . . . ∩ A_{in} ) = P(A_{i1} )P(A_{i2} ) · · · P(A_{in} ).

Az A_i esemĆnyeket păronkĆnt fĄggetlennek nevezzĄk, ha bărmely kettŞ kŤzĄlĄk fĄggetlen.

9.8. Feladat. Kockadobăsnăl hatărozzuk meg annak valćsząnŰsĆgĆt, hogy hăromnăl nagyobbat dobtunk, feltĆve, hogy păros szămot dobtunk!

56 9.§ ValćsząnŰsĆgszămątăs

9.9. Feladat. KĆt kĄlŤnbŤzŞ pĆnzdarabot feldobunk. A megfelelŞ elemi valćsząnŰsĆgi mezŞben adjunk meg hărom olyan esemĆnyt, amelyek păronkĆnt fĄggetlenek, de nem fĄggetlenek!

9.10. Feladat. Mi a valćsząnŰbb, az, hogy egy kockăval nĆgyszer dobva legalăbb egyszer hatost dobunk, vagy az, hogy kĆt kockăval 24-szer dobva, legalăbb egyszer kĆt hatost dobunk?

* 9.11. Feladat. Hatărozzuk meg pćkerban annak valćsząnŰsĆgĆt, hogy osztăskor lapunk 1 păr, 2 păr, drill, stb., royal‚ush!

9.12. Feladat. PĆter pĆnzĆt hărom borątĆkban tartja. Az elsŞben kĆt Ťtvenes, a măsodikban egy Ťtvenes Ćs egy szăzas, a harmadikban egy Ťtvenes Ćs hărom szăzas van. Mennyi a valćsząnŰsĆge, hogy vĆletlenszerŰen vălasztva egy borątĆkot Ćs abbćl egy bankjegyet, az szăzas lesz?

9.13. Feladat. Egy vărosban ugyanannyi fĆr˛ Ćl, mint nŞ. 100 fĆr˛bŞl 5, mąg 10000 nŞbŞl 25 sząnvak. Egy sząnvak kartonjăt kivălasztva, az milyen valćsząnŰsĆggel lesz nŞ?

9.14. ValćsząnŰsĆgi văltozć. ValćsząnŰsĆgi văltozćn egy valćsząnŰsĆgi mezŞn Ćrtelmezett, mĆrhetŞ fĄggvĆnyt ĆrtĄnk. Egy valćs ĆrtĆkŰ ξ valćsząnŰsĆgi văltozć F eloszlăsfĄggvĆnyĆt vagy eloszlăsăt az

F (x) = P{ξ < x}, ha x ∈ R

ŤsszefĄggĆssel ĆrtelmezzĄk. Megmutathatć, hogy az eloszlăsfĄggvĆny monoton nŤvekedŞ, balrćl folytonos, Ćs lim x→−∞

F (x) = 0, lim_{x→∞} F (x) = 1.

Ha lĆtezik olyan f : R → [0, ∞) fĄggvĆny, amelyre

F (x) =

∫_x −∞ f(t) dλ(t),

akkor azt mondjuk, hogy f a ξ sŰrŰsĆgfĄggvĆnye. Megmutathatć, hogy ekkor F^′(x) = f(x) λ-majdnem mindenĄtt.

9.15. DiszkrĆt valćsząnŰsĆgi văltozćk. Azokat a valćsząnŰsĆgi văltozćkat, amelyek csak megszămlălhatć sok kĄlŤnbŤzŞ ĆrtĆket vesznek fel ĆrtĆkkĆnt, diszkrĆt valćsząnŰsĆgi văltozćknak nevezzĄk. DiszkrĆt valćsząnŰsĆgi văltozćnak sohasem lĆtezik sŰrŰsĆgfĄggvĆnye.

9.§ ValćsząnŰsĆgszămątăs 57

9.16. Vărhatć ĆrtĆk, szćrăs. Egy ξ valćsząnŰsĆgi văltozć vărhatć ĆrtĆkĆn az E(ξ) = ∫ ˙ ξ(ω) dP(ω) integrălt ĆrtjĄk, ha lĆtezik.

Egy valćs ξ valćsząnŰsĆgi văltozć szćrăsnĆgyzete E (( ξ − E(ξ)

)_2) , a D(ξ) szćrăsa pedig ennek nĆgyzetgyŤke. Fontos tudni, hogy egy valćs valćsząnŰsĆgi văltozć vărhatć ĆrtĆke Ćs szćrăsa, sŞt, bărmely BorelfĄggvĆnyĆnek a vărhatć ĆrtĆke is csak a valćsząnŰsĆgi văltozć eloszlăsfĄggvĆnyĆtŞl fĄgg. Ezt az ăllątăst nem bizonyątjuk, csak kĆt fontos speciălis esetĆt vizsgăljuk meg.

9.17. DiszkrĆt valćsząnŰsĆgi văltozćk vărhatć ĆrtĆke. Legyen ξ valćs ĆrtĆkŰ diszkrĆt valćsząnŰsĆgi văltozć, vegye fel a x_1, x_2, . . . ĆrtĆkeket p_1, p_2, . . . valćsząnŰsĆgekkel. Ha g : R → R egy BorelfĄggvĆny, Ćs g(ξ)-nek lĆtezik vărhatć ĆrtĆke, akkor E ( g(ξ) ) = ∑ i g(x_i)p_i.

9.18. SŰrŰsĆgfĄggvĆny Ćs vărhatć ĆrtĆk. Ha ξ-nek lĆtezik a f sŰrŰsĆgfĄggvĆnye, Ćs g : R → R egy tetszŞleges Borel-fĄggvĆny, akkor az alăbbi kĆt integrăl egyszerre lĆtezik Ćs E ( g(ξ) ) = ∫ R g(x)f(x) dλ(x).

9.19. Csebisev-egyenlŞtlensĆg. Legyen a ξ valćsząnŰsĆgi văltozć vărhatć ĆrtĆke E, szćrăsa pedig D. Ekkor minden ϵ > 0 valćs szămra P { |ξ − E| > D/ϵ } < ϵ^2.

Bizonyątăs. EllenkezŞ esetben azt kapnănk, hogy

D^2 = ∫ ˙ |ξ − E|^2 dP ≥ ∫ {_{|ξ−E|≥D/ϵ}} |ξ − E|^2 dP

≥ D^2 ϵ^2 P { |ξ − E| ≥ D/ϵ } > D^2,

ami ellentmondăs.

58 9.§ ValćsząnŰsĆgszămątăs

9.20. ValćsząnŰsĆgi văltozćk fĄggetlensĆge. A valćs ĆrtĆkŰ ξ_i valćsząnŰsĆgi văltozćkat păronkĆnt fĄggetlennek, illetve fĄggetlennek nevezzĄk, ha a {ξ_i < x_i} esemĆnyek bărmilyen x_i valćs szămok esetĆn păronkĆnt fĄggetlenek, illetve fĄggetlenek. Megmutathatć, hogy kĆt fĄggetlen valćsząnŰsĆgi văltozć szorzatănak vărhatć ĆrtĆke a vărhatć ĆrtĆkek szorzata. EbbŞl kŤvetkezik, hogy fĄggetlen valćsząnŰsĆgi văltozćk ŤsszegĆnek szćrăsnĆgyzete a szćrăsnĆgyzetek Ťsszege.

9.21. Feladat. KĆt kockăval dobva, mennyi a dobott szămok maximumănak, illetve minimumănak vărhatć ĆrtĆke, illetve szćrăsa?

9.22. Feladat. Egy ĆrmĆvel dobunk. Ha az eredmĆny fej, mĆg kĆtszer dobunk, ha ąrăs, mĆg egyszer. Mennyi a fejek szămănak vărhatć ĆrtĆke Ćs szćrăsa?

9.23. Feladat. Adjunk pĆldăt păronkĆnt fĄggetlen, de nem fĄggetlen valćsząnŰsĆgi văltozćkra!

** 9.24. Feladat. Egy ĆrmĆt addig dobunk fel, amąg egymăs utăn kĆt fejet dobunk. Mennyi a dobăsok szămănak vărhatć ĆrtĆke? Řs ha addig dobunk, amąg fejre ąrăs jŤn?

9.25. Binomiălis eloszlăs. Egy ξ valćsząnŰsĆgi văltozćt n-ed rendŰ, p paramĆterŰ binomiălis eloszlăsčnak nevezĄnk, ha a k = 0, 1, . . . , n ĆrtĆkeket veszi fel rendre ( n k ) p^k(1 − p)^{n−k}

valćsząnŰsĆggel, ahol 0 < p < 1. Ilyen eloszlăs lĆp fel pĆldăul viszszatevĆses mintavĆtelnĆl. Vărhatć ĆrtĆke np, szćrăsa √ np(1 − p).

9.26. Hipergeometrikus eloszlăs. A ξ valćsząnŰsĆgi văltozć hipergeometrikus eloszlăsč, ha ĆrtĆkei a k = 0, 1, . . . , n szămok, Ćs a k ĆrtĆket ( M k )( N − M n − k ) ( N n )

valćsząnŰsĆggel veszi fel, ahol 0 < n ≤ min(M, N − M) Ćs M < N. Ilyen eloszlăs lĆp fel pĆldăul visszatevĆs nĆlkĄli mintavĆtelnĆl. Vărhatć

9.§ ValćsząnŰsĆgszămątăs 59

ĆrtĆke Mn/N, szćrăsa pedig √ n ( M N )( N − M N ) ( 1 − n − 1 N − 1 ) . 9.27. Poisson-eloszlăs. Egy ξ valćsząnŰsĆgi văltozć Poissoneloszlăsč, ha a k = 0, 1, . . . ĆrtĆkeket

α^ke^{−α} k! valćsząnŰsĆggel veszi fel, ahol α > 0 pozitąv ăllandć. Ha n nagy Ćs p kicsi, akkor a binomiălis eloszlăs jćl kŤzeląthetŞ α = np paramĆterŰ Poisson-eloszlăssal. Vărhatć ĆrtĆke α, szćrăsa √ α. 9.28. Egyenletes eloszlăs. A ξ valćsząnŰsĆgi văltozć az (a, b) intervallumon egyenletes eloszlăsč, ha sŰrŰsĆgfĄggvĆnye 1 b − a

, ha a < x < b, 0 egyĆbkĆnt.

Vărhatć ĆrtĆke (a + b)/2, szćrăsa pedig (b − a)/(2 √ 3). 9.29. Exponenciălis eloszlăs. A ξ valćsząnŰsĆgi văltozćt α paramĆterŰ exponenciălis eloszlăsčnak nevezzĄk akkor, ha sŰrŰsĆgfĄggvĆnye αe^{−αx}, ha x > 0, 0 egyĆbkĆnt.

Itt α > 0. Vărhatć ĆrtĆke 1/α, Ćs szćrăsa is 1/α.

9.30. Normălis eloszlăs. Az (m, σ) paramĆterŰ normălis eloszlăs sŰrŰsĆgfĄggvĆnye 1 √ 2πσ e^{−(x−m)2/(2σ2)}.

Itt m tetszŞleges, σ pedig pozitąv konstans. Az eloszlăs vărhatć ĆrtĆke m, szćrăsa pedig σ. Az F eloszlăsfĄggvĆny kifejezhetŞ a 0 vărhatć ĆrtĆkŰ, 1 szćrăsč standard normălis eloszlăs ˘ eloszlăsfĄggvĆnyĆvel:

F (x) =˘ ( x − m σ ) . MegjegyezzĄk, hogy ˘(−x) = 1 − ˘(x).

60 9.§ ValćsząnŰsĆgszămątăs

9.31. A χ^2-eloszlăs. Ha n darab fĄggetlen, standard normălis eloszlăsč valćsząnŰsĆgi văltozć nĆgyzetĆt Ťsszeadjuk, kapjuk az n szabadsăgfokč χ^2-eloszlăst. Ennek sŰrŰsĆgfĄggvĆnye

x^{n/2−1}e^{−x/2} 2^{n/2}`(n/2)

, ha x > 0, Ćs 0 egyĆbkĆnt.

Vărhatć ĆrtĆke n, szćrăsa pedig √ 2n. MegjegyezzĄk, hogy a ` fĄggvĆny ĆrtĆkei a `(z + 1) = z`(z) ŤsszefĄggĆs segątsĆgĆvel `(1) = 1 Ćs `(1/2) = √ π ismeretĆben a szĄksĆges helyeken kiszămąthatćk.

9.32. Feladat. Egy vegyi anyaggal kezelve 20 kąsĆrleti ăllatot, 10-nĆl jŤtt lĆtre (nem lăthatć) elvăltozăs. Ha 10-et kivălasztunk Ćs felboncolunk, milyen valćsząnŰsĆggel fogunk 0, 1, . . . 9, 10 egyednĆl elvăltozăst tapasztalni?

9.33. Feladat. Egy Ązemben tązen egymăstćl fĄggetlenĄl hasznălnak 1 kW-os kĆziszerszămot. Mindenki ătlagosan 12-szer 1 percet hasznălja ćrănkĆnt a gĆpĆt. Ha a hălćzat 7 kW-ot bąr el, akkor az idŞnek hăny szăzalĆkăban lĆp fel tčlterhelĆs?

9.34. Feladat. Rutherford 2608 alkalommal 7,5 s-ig Ćszlelt rădićaktąv bomlăst. AlkalmankĆnt 3,87 bomlăst Ćszlelt ătlagosan. Vărhatćan hăny alkalommal Ćszlelt 0, 1, 2, . . ., 9, ≥10 bomlăst?

9.35. Feladat. Egy mĆrĆs eredmĆny normălis eloszlăsč 0,1 szćrăssal, vărhatć ĆrtĆke a mĆrendŞ mennyisĆg. Mennyi a valćsząnŰsĆge, hogy a mĆrĆs hibăja nagyobb, mint 0,3?

9.36. Feladat. AlkatrĆszek, kĆszĄlĆkek meghibăsodăsăig eltelt idŞ, illetve a kĆt meghibăsodăs kŤzŤtti idŞ legtŤbbszŤr exponenciălis eloszlăst kŤvet. Ha egy kĆszĄlĆknĆl ezen idŞ vărhatć ĆrtĆke, az MTBF 1000 ćra, hatărozzuk meg, hogy mennyi a valćsząnŰsĆge, hogy a kĆszĄlĆk 500 ćrăig, 1000 ćrăig, 2000 ćrăig hibătlanul mŰkŤdik. Mutassuk meg, hogy annak valćsząnŰsĆge, hogy a kĆszĄlĆk mĆg t ideig hibătlanul mŰkŤdik, feltĆve, hogy T ideig măr hibătlanul mŰkŤdŤtt, nem fĄgg T -tŞl.

* 9.37. Feladat. Hasonlątsuk Ťssze a 3 szabadsăgfokč χ^2-eloszlăs sŰrŰsĆgfĄggvĆnyĆt egy nemesgăz atomjainak energiaeloszlăsăt leąrć fĄggvĆnnyel! Mi a magyarăzat?

9.§ ValćsząnŰsĆgszămątăs 61

*** 9.38. Feladat. Bizonyątsuk be, hogy a megismert eloszlăsok vărhatć ĆrtĆke Ćs szćrăsa a megadott ĆrtĆk!

9.39. A nagy szămok gyenge tŤrvĆnye. Legyenek a ξ_k, k = 1, 2, . . . valćsząnŰsĆgi văltozćk egyforma eloszlăsčak Ćs păronkĆnt fĄggetlenek E vărhatć ĆrtĆkkel. Ekkor minden ϵ > 0-ra P {| | 1 n n∑ k=1 ξ_k − E | | | > ϵ } → 0, ha n → ∞.

9.40. A nagy szămok erŞs tŤrvĆnye. Legyenek a ξ_k, k = 1, 2, . . . valćsząnŰsĆgi văltozćk egyforma eloszlăsčak Ćs fĄggetlenek E vărhatć ĆrtĆkkel. Ekkor P { lim_{n→∞} 1 n n∑ k=1 ξ_k = E } = 1.

9.41. Centrălis hatăreloszlăs tĆtel. Legyenek a ξ_k, k = 1, 2, . . . valćsząnŰsĆgi văltozćk egyforma eloszlăsčak Ćs fĄggetlenek nem nulla szćrăssal. Legyen tovăbbă

η_n = n∑ k=1 ξ_k, Ćs ζ_n = η_n − E(η_n) D(η_n)

JelŤlje F_n a ζ_n eloszlăsfĄggvĆnyĆt, ekkor lim_{n→∞} F_n(x) = ˘(x), ha x ∈ R.

9.42. Feladat. Egy pĆnzĆrmĆt 10000-szer feldobva, 5400-szor kaptunk fejet. Szabălyos-e az Ćrme?

* 9.43. Feladat. Legyenek ξ_1, ξ_2, . . . fĄggetlen, [0, 1]-ben egyenletes eloszlăsč valćsząnŰsĆgi văltozćk,

η_n = n∑ k=1 ξ_k Ćs ζ_n = η_n − E(η_n) D(η_n) . Ŕbrăzoljuk ζ_1, ζ_2 Ćs ζ_3, valamint a standard normălis eloszlăs sŰrŰsĆgfĄggvĆnyĆt. Mennyi D(η_{12}) Ćs E(η_{12}) ?

*** 9.44. Feladat: szimulăcić, Monte{Carlo mćdszerek. Szămos olyan termĆszeti folyamat van, amelynek a lefolyăsăt kĄlŤnbŤzŞ vĆletlen tĆnyezŞk befolyăsoljăk. Ilyen folyamatok jellemzŞinek pontos meghatărozăsa gyakran nem megoldhatć, de jć kŤzelątĆseket kaphatunk szimulăcićval. PĆldakĆnt a lăncreakcićt szimulălva, hatărozzuk meg egy Pu^{239} gŤmb kritikus sugarăt!

62 10.§ Matematikai statisztika

10.§ Matematikai statisztika 10.1. Minta, statisztika. Statisztikai mintăn fĄggetlen, egyforma eloszlăsč valćsząnŰsĆgi văltozćk egy ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n sorozatăt ĆrtjĄk. Statisztikănak nevezzĄk a mintaelemek bărmely Borel-fĄggvĆnyĆt.

10.2. Az empirikus eloszlăsfĄggvĆny. Az F (x) eloszlăsč valćsząnŰsĆgi văltozćkbćl ăllć ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n mintăhoz legyen

F_n(x) = ∑ ξ_k<x 1 n ,

a minta empirikus eloszlăsfĄggvĆnye. Ha

´_n = sup_x | F_n(x) − F (x) | , az eloszlăsfĄggvĆny Ćs az empirikus eloszlăsfĄggvĆny tăvolsăga, akkor megmutathatć, hogy

P{ lim_{n→∞} ´_n = 0} = 1.

Ez a matematikai statisztika alaptĆtele.

10.3. Hisztogramm. A sŰrŰsĆgfĄggvĆny kŤzelątĆsĆre hasznălhatć a hisztogramm. Ha ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n a minta, Ćs a szămegyenesen t_0 < t_1 < . . . < t_m osztćpontokat vălasztunk, akkor a hisztogramm

f_n(x) = ∑ t_{i−1}≤ξ_k<t_i 1 n(t_i − t_{i−1})

, ha t_{i−1} ≤ x < t_i.

Az osztćpontok helytelen vălasztăsa, tčl sok vagy tčl kevĆs osztćpont hasznălata a kŤzelątĆst erŞsen lerontja, ezĆrt tŤbb kĄlŤnbŤzŞ osztćpontrendszerrel is Ćrdemes prćbălkozni.

10.4. BecslĆsek. Ha a ξ_1, . . . , ξ_n statisztikai mintănk F_ϑ(x) eloszlăsč, Ćs a ϑ paramĆtert nem ismerjĄk, kŤzelątĆsĆre egy alkalmas ^ϑ_n statisztikăt hasznălhatunk. Ezt az eljărăst nevezzĄk becslĆsnek. A jć becslĆstŞl elvărjuk, hogy torzątatlan legyen, azaz E( ^ϑ_n) = ϑ teljesĄljŤn, valamint hogy konzisztens legyen, azaz

lim_{n→∞} D( ^ϑ_n) = 0

10.§ Matematikai statisztika 63

teljesĄljŤn. Kąvănatos, hogy a D( ^ϑ_n) szćrăs minĆl kisebb legyen.

PĆldakĆnt tekintsĄk a vărhatć ĆrtĆk becslĆsĆt. A ξ = 1 n n∑ k=1 ξ_k

ătlag a vărhatć ĆrtĆknek torzątatlan Ćs konzisztens becslĆse.

Măsik pĆldakĆnt vizsgăljuk a szćrăsnĆgyzet becslĆsĆt. Az

s^2_n = 1 n n∑ k=1 (ξ_k − ξ)^2

empirikus szćrăsnĆgyzet a szćrăsnĆgyzetnek nem torzątatlan becslĆse. Torzątatlan Ćs konzisztens becslĆs viszont az

s^{∗2}_n = 1 n − 1 n∑ k=1 (ξ_k − ξ)^2

korrigălt empirikus szćrăsnĆgyzet.

10.5. Kon˛dencia-intervallumok. Gyakran arra van inkăbb szĄksĆgĄnk, hogy a ϑ valćs paramĆterhez Ćs egy adott ϵ > 0-hoz a ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n minta segątsĆgĆvel olyan ^ϑ_1 Ćs ^ϑ_2 statisztikăkat adjunk meg, hogy P( ^ϑ_1 < ϑ < ^ϑ_2) > 1 − ϵ

teljesĄljŤn. A ( ^ϑ_1, ^ϑ_2) intervallumot kon˛dencia-intervallumnak nevezzĄk.

PĆldăul ha tudjuk, hogy a mintaelemek normălis eloszlăsčak ismert σ szćrăssal de ismeretlen m vărhatć ĆrtĆkkel (a legtŤbbszŤr ez a helyzet mĆrĆseknĆl), akkor a vărhatć ĆrtĆkre szerkeszthetĄnk kon˛dencia-intervallumot. Az u = ξ − m σ √ n valćsząnŰsĆgi văltozć standard normălis eloszlăsč lesz, ągy meghatărozhatć olyan u_ϵ szăm, amelyre P { |u| ≤ u_ϵ } = 1 − ϵ = 2˘(u_ϵ) − 1.

64 10.§ Matematikai statisztika

EbbŞl P { |ξ − m| ≤ u_ϵ σ √ n } = P { ξ − u_ϵ σ √ n ≤ m ≤ ξ + u_ϵ σ √ n }

= 1 − ϵ.

10.6. HipotĆzisvizsgălat. A hipotĆzisvizsgălatnăl valamely adott H_0 hipotĆzis fennăllăsărćl kell dŤntenĄnk. Az egyĆb lehetsĆges eseteket a H_1 ellenhipotĆzisben gyŰjtjĄk Ťssze. A rendelkezĆsre ăllć adatok alapjăn egy prćba statisztikăt kĆszątĄnk, Ćs megvizsgăljuk, hogy ennek ĆrtĆke egy T_0 elfogadăsi tartomănyba esik-e, vagy ennek komplementerĆbe, a kritikus tartomănyba. Ha a prćba statisztika az elfogadăsi tartomănyba esik, a H_0 hipotĆzist elfogadjuk, egyĆbkĆnt elvetjĄk. Az egĆsz eljărăst prćbănak nevezzĄk. KĆtfĆle hibăt kŤvethetĄnk el. Ha a H_0 hipotĆzis fennăll, mĆgis elvetjĄk, akkor elsŞfajč hibărćl, ha pedig a H_1 ellenhipotĆzis ăll fenn, Ćs hipotĆzisĄnket mĆgis elfogadjuk, akkor măsodfajč hibărćl beszĆlĄnk. A hibăk nagysăgăt elsŞsorban az elfogadăsi tartomăny megvălasztăsăval befolyăsolhatjuk. Az elsŞfajč hiba valćsząnŰsĆgĆnek csŤkkentĆsĆvel a măsodfajč hiba valćsząnŰsĆge ăltalăban nŞ, Ćs viszont. TermĆszetesen a prćba statisztika helyes megvălasztăsa is befolyăsolja az eredmĆnyt. Ha ϵ > 0-hoz čgy vălasztottuk az elfogadăsi tartomănyt, hogy az elsŞfajč hiba 1 − ϵ valćsząnŰsĆgŰ legyen, akkor a hipotĆzis elfogadăsa esetĆn azt mondjuk, hogy az eltĆrĆs 1 − ϵ szinten nem szigni˛kăns, egyĆbkĆnt pedig szigni˛kăns. Ha egy mintănk van, Ćs a hipotĆzis az, hogy a mintaelemek valamilyen adott eloszlăsčak, akkor egymintăs prćbărćl, ha pedig kĆt mintănk van, Ćs a hipotĆzis az, hogy a kĆt minta eloszlăsa, vagy a kĆt eloszlăs valamilyen paramĆtere megegyezik, akkor kĆtmintăs prćbărćl beszĆlĄnk.

10.7. ParamĆteres prćbăk. EzeknĆl a prćbăknăl az eloszlăsfĄggvĆnynek csak egy vagy nĆhăny paramĆtere ismeretlen. KĆt pĆldăt mutatunk be.

Az egymintăs u-prćba esetĆn tudjuk, hogy a ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n mintaelemek normălis eloszlăsčak ismert σ szćrăssal. HipotĆzisĄnk az, hogy az m vărhatć ĆrtĆk egy m_0 adott ĆrtĆk, ellenhipotĆzisĄnk pedig, hogy m ≠ m_0. A hipotĆzis fennăllăsa esetĆn az u = ξ − m_0 σ √ n

10.§ Matematikai statisztika 65

prćba statisztika standard normălis eloszlăsč. Adott ϵ > 0 esetĆn az u_ϵ ĆrtĆket čgy vălasztva, hogy

˘(u_ϵ) − ˘(−u_ϵ) = 2˘(u_ϵ) − 1 = 1 − ϵ

legyen, (−u_ϵ, u_ϵ) az elfogadăsi tartomăny.

KĆtmintăs u-prćba akkor hasznălhatć, ha a ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n mintănk normălis eloszlăsč ismert σ_1, az η_1, η_2, . . . , η_m mintănk pedig normălis eloszlăsč ismert σ_2 szćrăssal, hipotĆzisĄnk, hogy az eloszlăsok vărhatć ĆrtĆkei megegyeznek, ellenhipotĆzisĄnk pedig, hogy nem. A hipotĆzis fennăllăsa esetĆn az u = ξ − η √ σ^2_1/n + σ^2/m

prćbastatisztika standard normălis eloszlăsč, ągy ismĆt a fenti elfogadăsi tartomăny hasznălhatć.

10.8. NemparamĆteres prćbăk. ParamĆteres prćbăk csak bizonyos eloszlăsok (pĆldăul normălis eloszlăs, illetve exponenciălis eloszlăs) esetĆn konstruălhatćk. Ŕltalănosabban hasznălhatćk a nemparamĆteres prćbăk. KettŞt mutatunk be.

A Kolmogorov-prćba annak a hipotĆzisnek az ellenŞrzĆsĆre hasznălhatć, hogy mintănk eloszlăsfĄggvĆnye egy adott folytonos F (x) eloszlăsfĄggvĆny-e? Az ellenhipotĆzis, hogy az eloszlăsfĄggvĆny bărmilyen măs folytonos eloszlăsfĄggvĆny. A prćba azon alapul, hogy az empirikus eloszlăsfĄggvĆnynĆl emlątett ´_n mennyisĆg √ n-szeresĆnek eloszlăsa a hipotĆzis fennăllăsa esetĆn nem fĄgg F (x)-tŞl, sŞt, a

lim_{n→∞} P{ √ n´_n < t} = ∞∑ k=−∞

(−1)^ke^{−k2t2}

ŤsszefĄggĆs szerint măr kb. n = 30-tćl az n-tŞl valć fĄggĆstŞl is eltekinthetĄnk.

A Kolmogorov-Szmirnov prćba a Kolmogorov-prćba kĆtmintăs megfelelŞje. Annak a hipotĆzisnek a vizsgălatăra alkalmas, hogy a folytonos eloszlăsokbćl szărmazć kĆt mintănk F (x), illetve G(x) eloszlăsfĄggvĆnye megegyezik-e? Az ellenhipotĆzis, hogy az eloszlăsfĄggvĆnyek folytonosak, de nem egyeznek meg. A prćbastatisztika √ nm n + m

´_{n,m}, ahol ´_{n,m} = sup_x | |F_n(x) − G_m(x) | |.

66 10.§ Matematikai statisztika

Ennek eloszlăsa nem fĄgg F -tŞl Ćs G-tŞl, hatăreloszlăsa ugyanaz, mint √ n´_n-Ć, Ćs n, m ≥ 30 esetĆn a hatăreloszlăs hasznălhatć.

10.9. A χ^2-prćba. Igen sok cĆlra, pĆldăul illeszkedĆs- Ćs fĄggetlensĆgvizsgălatra hasznălhatć nem paramĆteres prćba. Alapgondolata, hogy ha A_1, A_2, . . . , A_r egy teljes esemĆnyrendszer, Ćs teljesĄl az a hipotĆzis, hogy az A_i esemĆny valćsząnŰsĆge p_i > 0, tovăbbă n fĄggetlen kisĆrletet vĆgezve ν_i az A_i esemĆny bekŤvetkezĆseinek szăma, akkor a k = r∑ i=1 (ν_i − np_i)^2 np_i

prćbastatisztika jć kŤzelątĆssel r − 1 szabadsăgfokč χ^2 eloszlăst kŤvet. A jć kŤzelątĆshez ăltalăban az szĄksĆges, hogy az np_i ĆrtĆkek 10-nĆl nagyobbak legyenek. A prćba akkor is hasznălhatć, ha a p_i valćsząnŰsĆgek meghatărozăsăhoz s darab, a mintăbćl szămątott becslĆst hasznăltunk fel, de ekkor a χ^2-eloszlăs szabadsăgfoka r − s − 1.

10.10. Feladat. Egy ˛zikai mennyisĆget mĆrtĄnk, Ćs az alăbbi eredmĆnyeket kaptuk: 12,15, 12,33, 10,94, 10,25, 9,80, 12,90, 12,04, 11,45, 9,64, 11,20, 9,78, 10,89, 11,22, 11,91, 10,78, 10,04, 10,35, 11,32, 9,18, 11,36, 10,40, 10,89, 11,50, 11,26, 11,95, 9,28, 11,11, 10,34, 11,12, 9,71. Ŕbrăzoljuk az empirikus eloszlăsfĄggvĆnyt! KĆszątsĄnk hisztogrammot! BecsĄljĄk meg a vărhatć ĆrtĆket Ćs a szćrăst! FeltĆtelezve, hogy a minta normălis eloszlăsč 1 szćrăssal, kĆszątsĄnk kon˛denciaintervallumot a vărhatć ĆrtĆkre, Ćs 95%-os szinten dŤntsĄk el azt a hipotĆzist, hogy a vărhatć ĆrtĆk 11,2.

10.11. Feladat. Egy măsik laboratćriumban az elŞzŞ feladatban szereplŞ ˛zikai mennyisĆg mĆrĆsekor az alăbbi ĆrtĆkeket kaptuk: 10,62, 13,10, 12,40, 9,80, 10,31, 9,25, 10,87, 9,93, 9,72, 12,34, 11,77, 13,23, 9,20, 10,11, 11,66, 10,79, 11,06, 12,71, 10,89, 11,19, 10,93, 10,17, 11,97, 9,14, 11,76, 11,60, 9,14, 10,56, 11,57, 12,53. Ha tudjuk, hogy ezek az adatok is normălis eloszlăsčak, de szćrăsuk 1,2, elfogadhatć-e 95%-os szinten az a hipotĆzis, hogy a kĆt minta ătlaga megegyezik?

10.12. Feladat. Elfogadhatć-e 95%-os szinten az a hipotĆzis, hogy az elŞzŞ feladatban szereplŞ minta normălis eloszlăsč 11,2 vărhatć ĆrtĆkkel Ćs 1,2 szćrăssal? Hăt az, hogy a kĆt elŞzŞ feladatban szereplŞ mintăk egyforma eloszlăsčak?

10.§ Matematikai statisztika 67

10.13. Feladat. Egy kockăt 600-szor feldobva, rendre 92, 87, 91, 101, 86, 143 esetben kaptuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szămokat. Ellentmond-e ez 95%-os szinten annak, hogy a kocka szabălyos?

*** 10.14. Feladat. KĆszątsĄnk programot a megismert becslĆsekre Ćs prćbăkra! Hasznăljunk adatbăzis-kezelŞt!

68 Irodalom Irodalom [1] Bahvalov, N. Sz., A gĆpi matematika numerikus mćdszerei. MŰszaki kŤnyvkiadć, Budapest, 1977.

[2] Darćczy Z., MĆrtĆk Ćs integrăl. KĆzirat. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1980.

[3] Feller, W., BevezetĆs a valćsząnŰsĆgszămątăsba Ćs alkalmazăsaiba. MŰszaki kŤnyvkiadć, Budapest, 1978.

[4] Halmos P. R., VĆges dimenzićs vektorterek. MŰszaki kŤnyvkiadć, Budapest, 1984.

[5] Henrici, P., Numerikus analązis. MŰszaki kŤnyvkiadć, Budapest, 1985.

[6] Jărai A., MĆrtĆk Ćs integrălelmĆlet. KĆzirat, KLTE TTK. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1988.

[7] Losonczi L., Funkcionălanalązis I. KĆzirat. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1982.

[8] MeszĆna Gy., Ziermann M., ValćsząnŰsĆgelmĆlet Ćs matematikai statisztika KŤzgazdasăgi Ćs jogi kŤnyvkiadć, Budapest, 1981.

[9] Neumann J., A kvantummechanika matematikai alapjai. AkadĆmiai kiadć, Budapest, 1980.

[10] RĆnyi A., ValćsząnŰsĆgszămątăs. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1988. [11] Riesz F., SzŞkefalvi-Nagy B., Funkcionălanalązis. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1988.

[12] Rudin, W., A matematikai analązis alapjai. MŰszaki kŤnyvkiadć, Budapest, 1984.

[13] Szidarovszky F., BevezetĆs a numerikus mćdszerekbe. KŤzgazdasăgi Ćs jogi kŤnyvkiadć, Budapest, 1974.

[14] SzŞkefalvi-Nagy B., Valćs fĄggvĆnyek Ćs fĄggvĆnysorok. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1972.