• 8/−2 : < fĆlĆvet. MindenĄtt a egyszerŰsĆg elsŞdleges szempontjănak a matematikai pontossăggal > fĆlĆvet. MindenĄtt az egyszerŰsĆg elsŞdleges szempontjănak a matematikai pontossăggal

• 12/4 : < Ha A Ćs B halmazok, akkor nyilvăn A ∩ B := ∩{A, B}. > Ha A Ćs B halmazok, akkor nyilvăn A ∩ B = ∩{A, B}.

• 28/4 : < is: ha A ⊂ R nem Ąres Ćs alulrćl korlătos, akkor inf A = − sup(−A). > is: ha A ⊂ R nem Ąres Ćs alulrćl korlătos, akkor inf(A) = − sup(−A).

• 30/15 : < n ∈ N, akkor az N vagy az N^+ halmaz n-nĆl nem nagyobb elemein Ćrtelmezett fĄggvĆnyeket vĆges sorozatnak nevezzĄk. Az x vĆges sorozatot čgy is jelŤljĄk, hogy x_0, x_1, . . . , x_n vagy x_i, i = 0, 1, 2, . . . , n, illetve x_1, x_2, . . . , x_n vagy x_i, i = 1, 2, . . . , n. Ha a szŤveg- > n ∈ N, akkor az N illetve az N^+ halmaz n-nĆl kisebb illetve nem nagyobb elemein Ćrtelmezett fĄggvĆnyeket vĆges sorozatnak nevezzĄk. Az x vĆges sorozatot čgy is jelŤljĄk, hogy x_0, x_1, . . . , x_{n−1} vagy x_i, i = 0, 1, 2, . . . , n − 1, illetve x_1, x_2, . . . , x_n vagy x_i, i = 1, 2, . . . , n. Ha a szŤveg-

• 31/15 : < 2.1.22. Ŕltalănos rekurzićtĆtel. Legyen adott egy X halmaz Ćs egy f fĄggvĆny, amelynek ĆrtĆkkĆszlete X rĆszhalmaza, ĆrtelmezĆsi tartomănya pedig az Ťsszes olyan fĄggvĆnyek halmaza, amelyek ĆrtĆkkĆszlete X rĆszhalmaza, ĆrtelmezĆsi tartomănya pedig N valamely kezdŞszelete. Ekkor egyĆrtelmŰen lĆtezik egy g : N → X fĄggvĆny, amelyre g(a) = f ( g|_{]←,a[} ) minden a ∈ N-re.

A tĆtel Ćs a bizonyątăs ĆrvĆnyes marad akkor is, ha N helyett tetszŞleges N jćlrendezett halmaz szerepel. Ezt az ăltalănosabb văltozatot szokăs transz˛nit rekurzićtĆtelnek nevezni.

* Bizonyątăs. Az egyĆrtelmŰsĆg bizonyątăsa N jćlrendezettsĆgĆn mčlik. (Az ilyen bizonyątăsokat transz˛nit indukcićval tŤrtĆnŞ bizonyątăsnak nevezzĄk.) TegyĄk fel, hogy g Ćs g^∗ is eleget tesz a tĆtel feltĆteleinek. Legyen S = { x ∈ N : g(x) ≠ g^∗(x) } . Ha S nem Ąres, akkor lĆtezik legkisebb eleme, legyen ez a. Mivel g|_{]←,a[} = g^∗|_{]←,a[}, azt kapjuk, hogy g(a) = f ( g|_{]←,a[} ) = f ( g^∗|_{]←,a[} ) = g^∗(a),

ami ellentmond annak, hogy a ∈ S.

A g lĆtezĆsĆnek bizonyątăsa hasonląt a rekurzićtĆtel megfelelŞ rĆszĆnek bizonyątăsăra. NevezzĄk N × X egy A rĆszhalmazăt f-zărtnak, ha minden a ∈ N-re Ćs minden h : ]←, a[ → X fĄggvĆnyre, amelyre h ⊂ A, teljesĄl, hogy ( a, f(h) ) ∈ A. Maga N×X egy f-zărt halmaz, ilyen halmaz tehăt lĆtezik. Legyen g az Ťsszes f-zărt halmaz metszete. Mivel g nyilvăn f-zărt, csak azt kell megmutatnunk, hogy g a N-en Ćrtelmezett fĄggvĆny. Măs szćval, azt fogjuk bizonyątani, hogy ha c ∈ N, akkor van olyan x ∈ X, hogy (c, x) ∈ g Ćs ha (c, y) ∈ g, akkor x = y. A bizonyątăs transz˛nit indukcićval tŤrtĆnik. Legyen S azon N-beli c elemek halmaza, amelyekre ez nem igaz. Legyen a az S legkisebb eleme. Ekkor g|_{]←,a[} egy ]←, a[-n Ćrtelmezett fĄggvĆny. Mivel a g halmaz f-zărt, ha x = f ( g|_{]←,a[} ) , akkor (a, x) ∈ g. Mivel a ∈ S, van olyan y ∈ X, hogy (a, y) ∈ g Ćs y ≠ x.

Megmutatjuk, hogy g \ { (a, y) } is f-zărt. Ez azt jelenti, hogy b ∈ N Ćs h : ]←, b[ → X, h ⊂ g \ { (a, y) } esetĆn ( b, f(h) ) ∈ g \ { (a, y) } . Ez nyilvănvalć akkor is, ha b = a, Ćs akkor is, ha b ≠ a. □

2.1.23. PĆlda: Fibonacci-szămok. PĆldakĆnt megmutatjuk, hogyan de˛niălhatćk a Fibonacci-szămok az elŞzŞ tĆtel segątsĆgĆvel pontosan. Legyen X = N, legyen f(∅) = 0, f ({ (0, k) }) = 1 bărmely k ∈ N-re, Ćs ha n > 1, h : ]←, n[ → N egy fĄggvĆny, akkor legyen f(h) = h(n − 1) + h(n − 2). [ MegjegyezzĄk, hogy n = min ( N \ dmn(h) ) . ] > 2.3.13. Ŕltalănos rekurzićtĆtel. Legyen adott egy X halmaz Ćs egy X-be kĆpezŞ f fĄggvĆny, amelynek ĆrtelmezĆsi tartomănya az X-beli (nullătćl indexelt) vĆges sorozatok halmaza. (Az f adja a rekurzićt.) Ekkor egyĆrtelmŰen lĆtezik egy g : N → X fĄggvĆny, amely Ăf-zărt", azaz g(n) = g_n = f(g_0, g_1, . . . , g_{n−1}) minden n ∈ N-re.

A tĆtel szemlĆletesen fogalmazva azt mondja, hogy ha adott egy fĄggvĆnyĄnk, amely egy egydimenzićs tŤmb esetĆn kiszămątja a tŤmb măr feltŤltŤtt kezdetĆbŞl, hogy a kŤvetkezŞ helyre mit kell tennĄnk, akkor ennek segątsĆgĆvel a tŤmbŤt akărmeddig feltŤlthetjĄk.

A tĆtel Ćs a bizonyątăs ĆrvĆnyes marad akkor is, ha N helyett tetszŞleges N jćlrendezett halmaz szerepel. Ezt az ăltalănosabb văltozatot szokăs transz˛nit rekurzićtĆtelnek nevezni. Ekkor f ĆrtelmezĆsi tartomănya az Ťsszes, N valamely kezdŞszeletĆbŞl X-be kĆpezŞ fĄggvĆny halmaza, Ćs azt ăllątjuk, hogy egyĆrtelmŰen lĆtezik egy g : N → X fĄggvĆny, amely Ăf-zărt", azaz g(n) = f ( g|_{]←,n[} ) minden n ∈ N-re. (Itt ]←, n[ az n ∈ N-hez tartozć kezdŞszelet.)

* Bizonyątăs. Az egyĆrtelmŰsĆg bizonyątăsa N jćlrendezettsĆgĆn mčlik. (Az ilyen bizonyątăsokat transz˛nit indukcićval tŤrtĆnŞ bizonyątăsnak nevezzĄk.) TegyĄk fel, hogy g Ćs g^∗ is eleget tesz a tĆtel feltĆteleinek. Legyen S = { k ∈ N : g(k) ≠ g^∗(k) } . Ha S nem Ąres, akkor lĆtezik legkisebb eleme, legyen ez n. Mivel g Ćs g^∗ megegyeznek az ]←, n[ intervallumon, azt kapjuk, hogy

g(n) = f ( g|_{]←,n[} ) = f ( g^∗|_{]←,n[} ) = g^∗(n),

ami ellentmond annak, hogy n ∈ S.

A g lĆtezĆsĆnek bizonyątăsa hasonląt a rekurzićtĆtel megfelelŞ rĆszĆnek bizonyątăsăra. NevezzĄk N × X egy A rĆszhalmazăt f-zărtnak, ha minden n ∈ N-re Ćs minden

h : ]←, n[ → X

fĄggvĆnyre, amelyre h ⊂ A, az is teljesĄl, hogy ( n, f(h) ) ∈ A. Maga N × X egy fzărt halmaz, ilyen halmaz tehăt lĆtezik. Legyen g az Ťsszes f-zărt halmaz metszete. Mivel nyilvăn g is f-zărt, csak azt kell megmutatnunk, hogy g az egĆsz N-en Ćrtelmezett fĄggvĆny. Măs szćval, azt fogjuk bizonyątani, hogy ha k ∈ N, akkor van olyan x ∈ X, hogy (k, x) ∈ g, tovăbbă ha (k, y) ∈ g, akkor x = y. A bizonyątăs megint indirekt, transz˛nit indukcićval tŤrtĆnik. Legyen S azon N-beli k elemek halmaza, amelyekre ez nem igaz. Legyen n az S legkisebb eleme. Ekkor g|_{]←,n[} egy ]←, n[-en Ćrtelmezett fĄggvĆny, Ćs mivel a g halmaz f-zărt, ha x = f ( g|_{]←,n[} ) , akkor (n, x) ∈ g. Mivel n ∈ S, ez csak čgy lehet, hogy van olyan y ∈ X, hogy (n, y) ∈ g Ćs y ≠ x. Megmutatjuk, hogy g \ { (n, y) } is f-zărt. Ez azt jelenti, hogy m ∈ N Ćs h : ]←, m[ → X, h ⊂ g \ { (n, y) } esetĆn ( m, f(h) ) ∈ g \ { (n, y) } . Ez nyilvănvalć akkor is, ha m = n, Ćs akkor is, ha m ≠ n.

Viszont ez ellentmond annak, hogy g a legszŰkebb f-zărt halmaz. □

2.3.14. PĆlda: Fibonacci-szămok. PĆldakĆnt megmutatjuk, hogyan de˛niălhatćk a Fibonacci-szămok az elŞzŞ tĆtel segątsĆgĆvel pontosan. Legyen X = N. ElŞszŤr az f(∅) = 0, f ({ (0, k) }) = 1 bărmely k ∈ N-re de˛nącićkkal elŞąrjuk, hogy az elŞzŞ tĆtel szerint adćdć g-re g(0) = 0 Ćs g(1) = 1 legyen. Most ha n > 1, (h_0, h_1, . . . , h_n− ) egy vĆges sorozat, akkor legyen f(h) = h_n− + h_n−− . (MegjegyezzĄk, hogy n = min ( N \ dmn(h) ) .) • 40/−7 : < Az f(m, n) fĄggvĆny ĂmŰkŤdĆse" a 2.6. ăbrăn tanulmănyozhatć. > Az f fĄggvĆny ĂmŰkŤdĆse" a 2.6. ăbrăn tanulmănyozhatć.

• 45/3 : < k = 0, 1, . . . , k − 1), ezeket n-edik primitąv egysĆggyŤkŤknek nevezzĄk. Az ε_0 = 1 nyil- > k = 0, 1, . . . , n − 1), ezeket n-edik primitąv egysĆggyŤkŤknek nevezzĄk. Az ε_0 = 1 nyil-

• 46/0 AZ «ABR «AN : < ω_0, ω_1, ω_2, ω_3, ω_4 > z_0, z_1, z_2, z_3, z_4

• 47/12 : < tehăt tetszŞleges p, q ∈ H-ra p × q = q × p, azaz a vektoriălis szorzăs nem kommutatąv, hanem antikommutatąv. A de˛nącićbćl kŤnnyen adćdik, hogy teljesĄl a Jacobi-identităs: > tehăt tetszŞleges p, q ∈ H-ra p × q = −q × p, azaz a vektoriălis szorzăs nem kommutatąv, hanem antikommutatąv. A de˛nącićbćl kŤnnyen adćdik, hogy i × j = k, j × k = i, k × i = j, Ćs teljesĄl a Jacobi-identităs:

• 48/9 2.3.12 «ES 2.3.11 CSER«EJE : < 2.3.12 > 2.3.11

• 50/−6 : < egyĆbkĆnt q(x) = q_0 +q_1x+· · ·+q_{m−n}, q_{m−n} = f_m/g_n Ćs r(x) = r_0 +r_1x+· · ·+r_{n−1}x^{n−1}. > egyĆbkĆnt q(x) = q_0 + q_1x + · · · + q_{m−n}x^{m−n}, q_{m−n} = f_m/g_n Ćs r(x) = r_0 + r_1x + · · · + r_{n−1}x^{n−1}.

• 52/13 : < Bizonyątăs. A tĆtel kĆsŞbb, a komplex fĄggvĆnytanban bizonyątjuk. □ > A tĆtel kĆsŞbb, a komplex fĄggvĆnytanban bizonyątjuk. □

• 53/8 : < a j-edik Lagrange-interpolăcićs alappolinom (erre l_j (x_j ) = 1 Ćs l_j (x_i) = 0, ha i ≠ j) Ćs > a j-edik Lagrange-interpolăcićs alappolinom [ erre l_j (x_j ) = 1 Ćs l_j (x_i) = 0, ha i ≠ j ] Ćs • 53/10 : < 2.4.14. TŤbbvăltozćs polinomok Ćs racionălis tŤrtfĄggvĆnyek. Legyen n ∈ N^+. Az (x_1, x_2, . . . , x_n) → x_k , (x_1, x_2, . . . , x_n) ∈ K^n fĄggvĆnyt k-adik koordinăta- > 2.4.14. TŤbbvăltozćs polinomok Ćs racionălis tŤrtfĄggvĆnyek. Legyen n pozitąv termĆszetes szăm. Az (x_1, x_2, . . . , x_n) → x_k, (x_1, x_2, . . . , x_n) ∈ K^n fĄggvĆnyt k-adik koordinăta

• 55/6 : < 3.1.1. KŤrnyezetek. Legyen x ⊂ K Ćs r > 0. Az x szăm r sugarč U_r(x) kŤrnyezetĆn a {y ∈ K : |y − x| < r} halmazt ĆrjĄk. Ha a sugăr nem lĆnyeges, akkor egyszerŰen x egy kŤrnyezetĆrŞl beszĆlĄnk. > 3.1.1. Tăvolsăg, kŤrnyezetek, korlătossăg. Az x, y ∈ K tăvolsăga |x − y|. Az x ∈ K szăm r > 0 sugarč U_r(x) kŤrnyezetĆn a {y ∈ K : |y − x| < r} halmazt ĆrjĄk. Ha a sugăr nem lĆnyeges, akkor egyszerŰen x egy kŤrnyezetĆrŞl beszĆlĄnk. Az A ⊂ K halmaz korlătos, ha van a nullănak olyan kŤrnyezete, amelyben benne van, azaz van olyan K ∈ R szăm, hogy |x| < K minden x ∈ A-ra.

• 56/12 : < nem zărt, korlătos; R nyąlt, zărt, nem korlătos. Ha C rĆszhalmazănak tekintjĄk ezeket > zărt, korlătos; R nyąlt, zărt, nem korlătos. Ha C rĆszhalmazănak tekintjĄk ezeket

• 59/14 : < Bizonyątăs. Legyen S = { y ∈ [a, b] : f(y) ≤ c } Ćs x = sup S. Ha f(x) > c > Bizonyątăs. ElĆg az elsŞ esetet bizonyątani. Legyen S = { y ∈ [a, b] : f(y) ≤ c } Ćs x = sup S. Ha f(x) > c

• 62/−7 : < 1/ + ∞ = 0 = 1/ − ∞.

Măs esetekben az Ťsszeadăst Ćs a szorzăst nem de˛niăljuk. > x/ + ∞ = 0 = x/ − ∞, ha x ∈ ]−∞, +∞[.

Măs esetekben az eredmĆnyt nem de˛niăljuk.

• 62/−2 : < 1/∞ = 0, 1/0 = ∞. > x/∞ = 0, x/0 = ∞, ha x ∈ C.

• 63/5 : < (3) lim_{x→a}(1/f)(x) = 1/b. > (3) lim_{x→a}(f/g)(x) = b/c.

• 63/15 : < veleteket: A + B, AB Ćs 1/A pontosan akkor Ćs čgy van de˛niălva, hogy a fenti tĆtel igaz > veleteket: A + B, AB Ćs A/B pontosan akkor Ćs čgy van de˛niălva, hogy a fenti tĆtel igaz

• 63/18 : < 0 · (+∞)-t nem de˛niăltuk. > 0 · (+∞)-t nem de˛niăltuk.

3.1.36.5 Feladat [6]. Adjunk hasonlć pĆldăt a tŤbbi nem de˛niălt esethez is.

• 65/10 : < sorozatot korlătosnak nevezĄnk, ha ĆrtĆkkĆszlete korlătos. Konvergens sorozat nyilvăn > sorozatot korlătosnak nevezĄnk, ha ĆrtĆkkĆszlete korlătos. Konvergens K-beli sorozat nyilvăn

• 65/−12 : < (3) (1/a_n) → (1/A). □ > (3) (a_n/b_n) → (A/B). □

• 66/9 : < sorozatra, amelyre lim_{n→∞} x_n = a, teljesĄl hogy lim n → ∞f(x_n) = b. > sorozatra, amelyre lim_{n→∞} x_n = a, teljesĄl hogy lim_{n→∞} f(x_n) = b.

• 74/4 : < Innen kŤvetkezik az ăllątăs. □ > Innen kŤvetkezik az ăllątăs, sŞt lătjuk, hogy ha 0 < τ < 1, akkor minden t ≥ τ-ra ugyanaz az N megfelel. □

• 74/−4 : < A = m−1∑ k=n a_k q^k + a_m − 1 q^m + ∞∑ k=m+1

q − 1 q^k , >

(3) A = m−1∑ k=n a_k q^k + a_m − 1 q^m + ∞∑ k=m+1

q − 1 q^k ,

• 77/-1 : < azaz) fg is analitikus c-ben. > azaz) fg is analitikus c-ben.

3.3.5.5 PĆlda. Az x → 1/x fĄggvĆny analitikus minden 0 ≠ a ∈ C pontban. A geometriai sor ŤsszegĆt fogjuk felhasznălni. 1 x = 1 a − (a − x) = 1 a 1 1 − (x − a)/ − a = 1 a ∞∑ n=0 (−1 a )_n (x − a)^n.

• 78/−9 : < a_0 = a^2_0, 2a_1 = 2a_0a_1, 4a_2 = 2a_0a_2 + a^2_1,

8a_3 = 2a_0a_3 + 2a_1a_2, . . . , 2^ka_n = n∑ k=0 a_ka_{n−k}, . . . > a_0 = a^2_0, 2a_1 = 2a_0a_1, 4a_2 = 2a_0a_2 + a^2_1,

8a_3 = 2a_0a_3 + 2a_1a_2, . . . , 2^na_n = n∑ k=0 a_ka_{n−k}, . . .

• 78/−2 : < 3.3.8. Az exponenciălis fĄggvĆny. Az exponenciălis fĄggvĆnyt > 3.3.8. Az exponenciălis fĄggvĆny. Az exponenciălis fĄggvĆnyt az

• 79/12 : < 3.3.9. Az e szăm. Az e := exp(1) szămra nyilvăn

2 < e = exp(1) = ∞∑ n=0 1 n! < 2 + ∞∑ n=2 1 (n − 1)n

= 3. > 3.3.9. Az e szăm. Az e := exp(1) szămra s_n =

∑_n

k=0 1/k! jelŤlĆssel nyilvăn

s_n < e < s_n + 1 (n + 1)! ( 1 + 1 n + 2 + 1 (n + 2)^2

+ · · · ) = s_n + n + 2 (n + 1)!(n + 1) , ahonnan n = 35 vălasztăssal e = 2,7182818284590452353602874723526624977572 . . ..

• 83/−3 : < (3) ch(z + 2πi) = ch(z), sinh(z + 2πi) = sinh(z). □ > (3) ch(z + 2πi) = ch(z), sh(z + 2πi) = sh(z). □

• 87/5 : < odik derivăltfĄggvĆnye. (A d^2f/dx^2 jelŤlĆs is hasznălatos.) Indukcićval folytatva, az > odik derivăltfĄggvĆnye. (A d^2f/dx^2 jelŤlĆs is hasznălatos.) Rekurzićval folytatva, az

• 87/10 : < ălhatć 0-ban. Olyan f : R → R fĄggvĆny is lĆtezik, amely sehol sem di¸erenciălhatć, de > ălhatć 0-ban (băr a jobb Ćs bal oldali derivăltja lĆtezik). Olyan f : R → R fĄggvĆny is lĆtezik, amely sehol sem di¸erenciălhatć, de

• 87/10 : < ălhatć 0-ban. Olyan f : R → R fĄggvĆny is lĆtezik, amely sehol sem di¸erenciălhatć, de > ălhatć 0-ban (băr a bal Ćs jobb oldali derivăltak lĆteznek, de nem egyeznek meg). Olyan f : R → R fĄggvĆny is lĆtezik, amely sehol sem di¸erenciălhatć, de

• 87/−7 : < 4.1.5. PĆldăk. A de˛nącić alapjăn konstans fĄggvĆny derivălhatć Ćs a derivăltja nulla. Az f(x) = x, x ∈ K fĄggvĆny a de˛nącić alapjăn derivălhatć, Ćs derivăltja 1. Innen az f(x) = x^n, x ∈ K, n ∈ Z fĄggvĆny minden pontban, ahol Ćrtelmezve van, di¸erenciălhatć Ćs a derivăltja f^′(x) = nx^{n−1}; ez n ∈ N esetĆn a szorzat di¸erenciălăsi > 4.1.5. PĆldăk. A de˛nącić alapjăn egy c konstans fĄggvĆny derivălhatć Ćs a derivăltja nulla, valamint (cf)^′ = cf^′. Az f(x) = x − c, x ∈ K fĄggvĆny a de˛nącić alapjăn derivălhatć, Ćs derivăltja 1. Innen az f(x) = (x − c)^n, x ∈ K, n ∈ Z fĄggvĆny minden pontban, ahol Ćrtelmezve van, di¸erenciălhatć Ćs a derivăltja f^′(x) = n(x−c)^{n−1}; ez n ∈ N esetĆn a szorzat di¸erenciălăsi

• 88/1 : < A szorzat di¸erenciălăsi szabălyăbćl az is kŤvetkezik, hogy ha f egy polinom, n ∈ N^+ Ćs c ∈ K az f egy n-szeres gyŤke, akkor c az f^′-nek (n − 1)-szeres gyŤke: Ha f(x) = (x − c)^ng(x), akkor f^′(x) = (x − c)^{n−1} ( (x − c)g^′(x) + ng(x) ) . Mivel a zărćjelben ăllć kifejezĆs ĆrtĆke a c helyen ng(c), ami nem nulla, c pontosan (n − 1)-szeres gyŤke f^′-nek. > A szorzat di¸erenciălăsi szabălyăbćl az is kŤvetkezik, hogy ha f egy polinom, n ∈ N^+ Ćs c ∈ K az f egy n-szeres gyŤke, akkor c az f^′-nek (n − 1)-szeres gyŤke: Ha f(x) = (x − c)^ng(x), akkor f^′(x) = (x − c)^{n−1} ( (x − c)g^′(x) + ng(x) ) . Mivel a zărćjelben ăllć kifejezĆs ĆrtĆke a c helyen ng(c), ami nem nulla, c pontosan (n − 1)-szeres gyŤke f^′-nek.

• 89/18 : < hatvănysort, a Taylor-sort (ha c = 0, akkor a sor MacLaurin-sornak szokăs nevezni). Az > hatvănysort, a Taylor-sort (ha c = 0, akkor a sort MacLaurin-sornak szokăs nevezni). Az • 92/16 : < 4.2.3. Cauchy kŤzĆpĆrtĆk-tĆtele. Ha −∞ < a < b < ∞, f, g : [a, b] → R az [a, b]-n folytonos fĄggvĆnyek, amelyek ]a, b[-n di¸erenciălhatćak, akkor van olyan ξ ∈ ]a, b[, amelyre > 4.2.3. Cauchy kŤzĆpĆrtĆk-tĆtele. Ha a, b ∈ R, a < b, f, g : [a, b] → R az [a, b]- n folytonos fĄggvĆnyek, amelyek ]a, b[-n di¸erenciălhatćak, akkor van olyan ξ ∈ ]a, b[, amelyre

• 92/−3 : < TĆtel. Ha −∞ ≤ a < b ≤ ∞, f : ]a, b[ → R di¸erenciălhatć, akkor (1) f akkor Ćs csak akkor monoton nŤvekedŞ, ha f^′(x) ≥ 0 minden x ∈ ]a, b[-re; (2) f akkor Ćs csak akkor monoton csŤkkenŞ, ha f^′(x) ≥ 0 minden x ∈ ]a, b[-re; (3) f akkor Ćs csak akkor konstans, ha f^′(x) = 0 minden x ∈ ]a, b[-re. > TĆtel. Ha I ⊂ R intervallum, f : I → R di¸erenciălhatć az I belsŞ pontjaiban Ćs folytonos az esetleges hatărpontokban, akkor (1) f akkor Ćs csak akkor monoton nŤvekedŞ, ha f^′(x) ≥ 0 az I minden belsŞ pontjăban; (2) f akkor Ćs csak akkor monoton csŤkkenŞ, ha f^′(x) ≤ 0 az I minden belsŞ pontjăban; (3) f akkor Ćs csak akkor konstans, ha f^′(x) = 0 az I minden belsŞ pontjăban.

• 93/2 : < a < x_1 < x_2 < b părhoz van olyan x_1 < x < x_2, amelyre f(x_2)−f(x_1) = f^′(x)(x_2 −x_1) ≥ 0, kapjuk a monoton nŤvekedĆst. > I-beli a < b părhoz van olyan a < x < b, amelyre f(b) − f(a) = f^′(x)(b − a) ≥ 0, kapjuk a monoton nŤvekedĆst.

• 93/7 : < f^′(x) > 0 minden x ∈ ]a, b[-re, akkor f szigorčan monoton nŤvekedŞ, ha pedig f^′(x) < 0 minden x ∈ ]a, b[-re, akkor f szigorčan monoton csŤkkenŞ. Itt azonban nem igaz a megfordątăs, mint az x → x^3 fĄggvĆny pĆldăja mutatja. > f^′(x) > 0 minden x belsŞ pontjăra I-nek, akkor f szigorčan monoton nŤvekedŞ, ha pedig f^′(x) < 0 minden x belsŞ pontjăra I-nek, akkor f szigorčan monoton csŤkkenŞ. Itt azonban nem igaz a megfordątăs, mint az x → x^3 fĄggvĆny pĆldăja mutatja. A kŤvetkezŞ tĆtel szĄksĆges Ćs elĆgsĆges feltĆtelt ad, amely erre a fĄggvĆnyre is alkalmazhatć.

TĆtel. Ha I ⊂ R intervallum, f : I → R di¸erenciălhatć az intervallum belsŞ pontjaiban Ćs folytonos az esetleges vĆgpontokban, akkor (1) f akkor Ćs csak akkor szigorčan monoton nŤvekedŞ, ha f^′(x) ≥ 0 az I minden belsŞ pontjăban Ćs nincs olyan nem Ąres nyąlt rĆszintervalluma I-nek, amelyen f^′ azonosan nulla;

(2) f akkor Ćs csak akkor monoton csŤkkenŞ, ha f^′(x) ≤ 0 az I minden belsŞ pontjăban Ćs nincs olyan nem Ąres nyąlt rĆszintervalluma I-nek, amelyen f^′ azonosan nulla.

Bizonyątăs. KŤnnyen lăthatć, hogy f akkor Ćs csak akkor szigorčan monoton, ha monoton Ćs nincs olyan nem Ąres, nyąlt rĆszintervallum, amelyen konstans, ągy a tĆtel kŤvetkezik az elŞzŞ tĆtelbŞl. □

• 95/9 : < f, g : ]a, [ → R di¸erenciălhatć fĄggvĆnyek, g^′(x) ≠ 0, ha x ∈ ]a, b[, Ćs hogy > f, g : ]a, b[ → R di¸erenciălhatć fĄggvĆnyek, g^′(x) ≠ 0, ha x ∈ ]a, b[, Ćs hogy

• 95/−13 : <

(1) f(x) − f(y) x − y = f^′(t) g^′(t)

< r. >

(1) f(x) − f(y) g(x) − g(y) = f^′(t) g^′(t)

< r.

• 96/−17 : < Konvex Ćs konkăv fĄggvĆnyek, in‚exićs hely. Ha −∞ ≤ a < b ≤ +∞, az f : ]a, b[ → R fĄggvĆnyt konvexnek nevezzĄk, ha a < x < y < b, 0 < λ < 1 esetĆn > Konvex Ćs konkăv fĄggvĆnyek, in‚exićs hely. Ha I ⊂ R intervallum, az f : I → R fĄggvĆnyt konvexnek nevezzĄk, ha I-beli x < y Ćs 0 < λ < 1 esetĆn

• 96/−12 : < Ha az f fĄggvĆny az a < x < b pontban di¸erenciălhatć Ćs van olyan ε > 0, hogy > Ha az f fĄggvĆny az I egy x belsŞ pontjăban di¸erenciălhatć Ćs van olyan ε > 0, hogy

• 96/−8 :

<_∗

4.2.15. SegĆdtĆtel. Ha −∞ ≤ a < b ≤ +∞, az f : ]a, b[ → R fĄggvĆny akkor Ćs csak akkor konvex, ha bărmely a < x < t < y < b esetĆn

>_∗

4.2.15. SegĆdtĆtel. Ha I ⊂ R intervallum, az f : I → R fĄggvĆny akkor Ćs csak akkor konvex, ha bărmely I-beli x < t < y esetĆn

• 97/6 : < 4.2.16. TĆtel. Ha −∞ ≤ a < b ≤ +∞, az f : ]a, b[ → R di¸erenciălhatć fĄggvĆny > 4.2.16. TĆtel. Ha I ⊂ R intervallum, az f : I → R di¸erenciălhatć fĄggvĆny

• 97/10 :

<_∗

Bizonyątăs. Ha f konvex, Ćs a < x < t < r < y < b, akkor kĆtszer alkalmazva az >_∗

Bizonyątăs. Ha f konvex, Ćs x < t < r < y az I-ben van, akkor kĆtszer alkalmazva az

• 97/16 : < A tŤbbi eset bizonyątăsa hasonlć, de a szigorč eseteknĆl tŤbbszŤr kell alkalmazni az elŞzŞ lemmăt. □

4.2.17. KŤvetkezmĆny. Ha −∞ ≤ a < b ≤ +∞, az f : ]a, b[ → R kĆtszer di¸erenciălhatć fĄggvĆny akkor Ćs csak akkor konvex, illetve konkăv, ha f^{′′} ≥ 0, illetve f^{′′} ≤ 0. □

4.2.18. KŤvetkezmĆny. Ha −∞ ≤ a < b ≤ +∞, Ćs az f : ]a, b[ → R kĆtszer di¸erenciălhatć fĄggvĆnyre f^{′′} > 0, illetve f^{′′} < 0, akkor f szigorčan konvex, illetve szigorčan konkăv. □

4.2.19. KŤvetkezmĆny. Ha −∞ ≤ a < b ≤ +∞, az f : ]a, b[ → R di¸erenciălhatć fĄggvĆnynek pontosan akkor van f^{′′} > 0, illetve f^{′′} < 0, akkor f szigorčan konvex, illetve szigorčan konkăv. □ > A tŤbbi eset bizonyątăsa hasonlć, de a szigorč eseteknĆl hăromszor kell alkalmazni az elŞzŞ lemmăt. □

• 99/−6 : < 4.2.25. Aszimptćtăk. SzemlĆletesen, ezek olyan ax + by = c, ab ≠ 0 egyenletŰ > 4.2.25. Aszimptćtăk. SzemlĆletesen, ezek olyan ax + by = c, |a| + |b| ≠ 0 egyenletŰ

• 101/3 : < az f ∈ K_2 → K_3 fĄggvĆnynek pedig lĆtezik primitąv fĄggvĆnye, rng(g) ⊂ dmn(f) Ćs > az f ∈ K_2 → K_3 fĄggvĆnynek pedig lĆtezik primitąv fĄggvĆnye, rng(g) ⊂ dmn(f),

• 103/−6 : < th x = 1 2 log ( 1 + x 1 − x ) = x + x^3 3 + · · · = ∞∑ k=0 x^{2k+1} 2k + 1 , ha x ∈ ]−1, 1[ ŤsszefĄggĆs. EgyĆbkĆnt ln(1 + x) hatvănysorăbćl Abel tĆtelĆt felhasznălva > arth x = 1 2 ln ( 1 + x 1 − x ) = x + x^3 3 + · · · = ∞∑ k=0 x^{2k+1} 2k + 1 , ha x ∈ ]−1, 1[ ŤsszefĄggĆs. PĆldăul x = 1/3 vălasztăssal, 42-ig Ťsszegezve, Ćs az elhagyott tagok ŤsszegĆt mĆrtani sorral becsĄlve, ln 2 = 0,6931471805599453094172321214581765680755 . . . .

EgyĆbkĆnt ln(1 + x) hatvănysorăbćl Abel tĆtelĆt felhasznălva

• 104/3 : < arctg(x) = x − x^3 3 + x^5 5 ∓ · · · = ∞∑ n=0 x^{2n+1} 2n + 1 , ha x ∈ ]−1, 1[. > arctg(x) = x − x^3 3 + x^5 5 ∓ · · · = ∞∑ n=0 (−1)^nx^{2n+1} 2n + 1 , ha x ∈ ]−1, 1[.

5.1.12.5. A π kiszămątăsa. Ha tg z_1, tg z_2, tg(z_1 + z_2) Ćrtelmezve vannak, akkor

tg(z_1 + z_2) = sin(z_1) cos(z_2) + cos(z_1) sin(z_2) cos(z_1) cos(z_2) − sin(z_1) sin(z_2) = tg(z_1) + tg(z_2) 1 − tg(z_1) tg(z_2) , ez a tg fĄggvĆny addącićs kĆplete. Innen tg ( 2 arctg(1/5) ) = (2/5)/(1 − 1/25) = 5/12 Ćs tg ( 4 arctg(1/5) ) = (10/12)/(1 − 25/144) = 120/119. Ugyanągy tg ( 4 arctg(1/5) − arctg(1) ) = (120/119 − 1)/(1 + 120/119) = 1/239, vagyis π/4 = arctg 1 = 4 arctg(1/5) − arctg(1/239). Az x = 1/5 esetben arctg sorăt n = 27-ig, az x = 1/239 esetben n = 7-ig Ťsszeadva, mindkĆt esetben a hibăt az elsŞ elhagyott taggal becsĄlve, azt kapjuk, hogy π = 3,1415926535897932384626433832795028841971 . . ..

• 104/13 : < (1 + x)^α

∑_∞ n=1 (_α n ) nx^{n−1} − α(1 + x)^{α−1}

∑_∞ n=0 (_α n ) x^n (1 + z)^{2α} , > (1 + x)^α

∑_∞ n=1 (_α n ) nx^{n−1} − α(1 + x)^{α−1}

∑_∞ n=0 (_α n ) x^n (1 + x)^{2α} ,

• 107/3 : < tegrălhatćk, ahol u elsŞfokč fŞpolinom vagy valćs gyŤk nĆlkĄli măsodfokč fŞpolinom Ćs > tegrălhatćk, ahol v elsŞfokč fŞpolinom vagy valćs gyŤk nĆlkĄli măsodfokč fŞpolinom Ćs

• 108/−8 : < ahonnan x = (t^2 − γ)/(β − 2 √ αt). Ha c > 0, akkor a √ αx^2 + βx + γ = xt + √ γ > ahonnan x = (t^2 − γ)/(β − 2 √ αt). Ha γ > 0, akkor a √ αx^2 + βx + γ = xt + √ γ • 111/9 : < Bizonyątăs. Az elŞzŞ segĆdtĆtel szerint, ha adott ε > 0-hoz δ : [a, b] → R^+ olyan fĄggvĆny, hogy bărmely kĆt δ-˛nom P_1 Ćs P_2 felosztăsra | |s(f, P_1) − s(f, P_2) | | ≤ ε, akkor ugyanez [a, c] Ćs [c, b] δ-˛nom pontozott felosztăsaira is teljesĄl. Innen f integrălhatć [a, c]-n Ćs [c, b]-n is. Legyen P^′ egy δ-˛nom pontozott felosztăsa [a, c]-nek, P^{′′} pedig [c, b]-nek. Ekkor P = P^′ ∪ P^{′′} egy δ-˛nom pontozott felosztăsa [a, b]-nek, Ćs s(f, P ) = s(f, P^′) + s(f, P^{′′}), tovăbbă mivel az integrălkŤzelątŞ Ťsszeg tetszŞlegesen kŤzel lehet az integrălhoz, | s(f, P ) −

∫_b a f | ≤ ε, | s(f, P^′) −

∫_c a f | ≤ ε Ćs | s(f, P^{′′}) −

∫_b c f | ≤ ε. Innen > Bizonyątăs. Az elŞzŞ segĆdtĆtel szerint, ha adott ε > 0-hoz δ : [a, b] → R^+ olyan fĄggvĆny, hogy bărmely kĆt δ-˛nom P_1 Ćs P_2 felosztăsra | |s(f, P_1) − s(f, P_2) | | ≤ ε, akkor ugyanez [a, c] Ćs [c, b] δ-˛nom pontozott felosztăsaira is teljesĄl. Innen f integrălhatć [a, c]-n Ćs [c, b]-n is. Legyen P^′ egy δ-˛nom pontozott felosztăsa [a, c]-nek, P^{′′} pedig [c, b]-nek. Ekkor P = P^′ ∪ P^{′′} egy δ-˛nom pontozott felosztăsa [a, b]-nek, Ćs s(f, P ) = s(f, P^′) + s(f, P^{′′}), tovăbbă mivel az integrălkŤzelątŞ Ťsszeg tetszŞlegesen kŤzel lehet az integrălhoz, | |s(f, P ) − ∫^b_a f | | ≤ ε, | |s(f, P ′) − ∫^c_a f | | ≤ ε Ćs | |s(f, P ′′) − ∫^b_c f | | ≤ ε.

Innen

• 111/−5 : < Ha −∞ < u < v < +∞ Ćs az f : [u, v] → K fĄggvĆny Riemann-integrălhatć, akkor esetszĆtvălasztăssal azonnal adćdik, hogy a, b, c ∈ [u, v] esetĆn

∫_c a f +

∫_b c f =

∫_b a f. > Ha −∞ < u < v < +∞ Ćs az f : [u, v] → K fĄggvĆny integrălhatć, akkor esetszĆtvălasztăssal azonnal adćdik, hogy a, b, c ∈ [u, v] esetĆn

∫_c a f +

∫_b c f =

∫_b a f. Az is teljesĄl, hogy bărmely c ∈ R-re az

∫_b a f(x) dx Ćs

∫_{b+c} a+c f(x + c) dx, illetve az

∫_b a cf(cx) dx Ćs ∫_{bc} ac f(x) dx integrălok egyszerre lĆteznek Ćs egyenlŞek, mert az integrălkŤzelątŞ Ťsszegek egyenlŞek.

• 114/15 : < | |f(y) − f(x) − (y − x)f^′(t) | | ≤ | |f(y) − f(t) − (y − t)f^′(t) | | + | |f(t) − f(x) − (t − x)f^′(t) | | ≤ η(y − t) + η(t − x) = η(y − x). > | |f(y) − f(x) − (y − x)f^′(t) | | ≤ | |f(y) − f(t) − (y − t)f^′(t) | | + | |f(t) − f(x) − (t − x)f^′(t) | | ≤ ε(y − t) + ε(t − x) = ε(y − x).

• 117/−4 : < f/g is abszolčt integrălhatć. > f/g is abszolčt integrălhatć. A kŤvetkezŞ tĆtel is bizonyąthatć a Lebesgue-integrăl elmĆletĆben, lăsd pĆldăul a [35] kŤnyvben.

5.2.28.3. TĆtel. Legyen [a, b] ⊂ R, f : [a, b] → K abszolčt integrălhatć, F az f integrălfĄggvĆnye. Ekkor F majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć Ćs derivăltja majdnem mindenĄtt megegyezik f-fel. □

5.2.28.7. TĆtel: parciălis integrălăs integrălfĄggvĆnyekre. Legyen [a, b] ⊂ R, f, g : [a, b] → K abszolčt integrălhatćak, F Ćs G az integrălfĄggvĆnyĄk. Ekkor az alăbbi integrălok lĆteznek Ćs ∫_b a fG +

∫_b a F g = F (b)G(b) − F (a)G(a).

Bizonyątăs. Az abszolčt integrălhatć fĄggvĆnyekrŞl eddig mondottak alapjăn el tudjuk vĆgezni a bizonyątăst. Mivel fG Ćs F g is abszolčt integrălhatćak, az integrălfĄggvĆnyĄk di¸erenciălhatć majdnem mindenĄtt. De F G is majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć Ćs derivăltja majdnem mindenĄtt fG + F g, ągy F G az fG Ćs a F g integrălfĄggvĆnyĆnek Ťsszege. Ŋgy az elŞzŞ tĆtelbŞl kŤvetkezik az ăllątăs. □

• 121/−1 : < gĆvel az ŤsszefĄggĆs kŤnnyen kŤvetkezik. > gĆvel az ŤsszefĄggĆs kŤnnyen kŤvetkezik.

5.3.4.5 PĆlda. Kiszămątjuk az R > 0 sugarč gŤmb tĆrfogatăt. Mivel y = √ R^2 − x^2, a tĆrfogat π ∫_R −R (R^2 − x^2) dx =

4R^3π 3 .

• 122/12 : < az ŤsszefĄggĆs kŤnnyen kŤvetkezik. > gĆvel az ŤsszefĄggĆs kŤnnyen kŤvetkezik.

5.3.5.5 PĆlda. Kiszămątjuk az R > 0 sugarč gŤmb felsząnĆt. Mivel y = √ R^2 − x^2 derivăltja −x/ √ R^2 − x^2, a felsząn 2π ∫_R −R √ R^2 − x^2 √ 1 + x^2/(R^2 − x^2) dx = 2π

∫_R −R R dx = 4R^2π.

• 124/−11 : < x_{n+1} = x_n − t_n f(x_n) f^′(x_n)

alakban keressĄk a kŤvetkezŞ kŤzelątĆst, ahol t_n pozitąv valćs szăm. Eljărhatunk čgy, hogy elŞszŤr t_n = 1-gyel prćbălkozunk; ha az ągy kapott x_{n+1}-re | |f(x_{n+1}) | | < | |f(x_n) | |, akkor ezt vălasztjuk kŤvetkezŞ kŤzelątĆsnek, egyĆbkĆnt t_n-et csŤkkentjĄk. Az iterăcić csak akkor szakad meg, ha valamelyik lĆpĆsben f^′(x_n) = 0. > x_{n+1} = x_n − α_n f(x_n) f^′(x_n)

alakban keressĄk a kŤvetkezŞ kŤzelątĆst, ahol az 0 < α_n ≤ 1 relaxăcićs paramĆtert čgy vălasztjuk, hogy | f(x_{n+1}) | < | f(x_n) | legyen. Ez mindig lehetsĆges, ha f(x_n) ≠ 0 Ćs f^′(x_n) ≠ 0: NĆzzĄk meg, milyen irănyč h-t kell vălasztanunk, hogy az abszolčt ĆrtĆk a lehetŞ legjobban csŤkkenjen. A h adott (kis) hossza mellett f(x)+f^′(x)h abszolčt ĆrtĆke akkor lesz a legkisebb, ha egyenesen a nulla felĆ mozdulunk el, tehăt ha f^′(x)h az f(x) ellentettjĆnek egy pozitąv konstansszorosa, vagyis ha h az f(x)/f^′(x) ellentettjĆnek egy pozitąv konstansszorosa. Mivel f(x + h) = f(x) + f^′(x)h + r(h), azt kapjuk, hogy elĆg kis |h| esetĆn | |f(x + h) | | − | |f(x) | | ≤ − | |hf^′(x) | | + | |r(h) | |. Az x = x_n, ´x_n = −f(x_n)/f^′(x_n), h = α´x_n jelŤlĆssel | |f(x_n + α´x_n) | | − | |f(x_n) | | α | |f(x_n) | | ≤ −1 + | |r(α´x_n) α | |f(x_n) | | → −1,

ha α → 0. Ŕltalăban azt kŤveteljĄk meg, hogy a hănyados kisebb legyen, mint 1 − σ valamely 0 < σ < 1/2 ĆrtĆkre. (Rendszerint 10^{−5} ≤ σ ≤ 10^{−1}.) Ezt čgy ĆrjĄk el, hogy α_n = 1 vălasztăssal prćbălkozunk, Ćs ha a feltĆtel nem teljesĄl, akkor csŤkkentjĄk α_n-et, rendszerint szorozzuk ϱ-val, ahol 0 < ϱ < 1, ăltalăban 0,3 ≤ ϱ ≤ 0,8.

• 126/−8 : < fĄggvĆnyeket is elsŞfajč Bessel-fĄggvĆnyeknek hąvjuk. > fĄggvĆnyeket is elsŞfajč Bessel-fĄggvĆnyeknek hąvjuk.

* 5.3.13.5. GenerătorfĄggvĆnyek. Sokszor cĆlszerŰ egy szămsorozatot egy analitikus fĄggvĆnybe, čgynevezett generătorfĄggvĆnybe Ťsszefogni. A g_0, g_1, g_2, . . . komplex szămsorozat generătorfĄggvĆnyĆn a

G(z) = ∞∑ n=0 g_nz^n

ŤsszefĄggĆssel de˛niălt fĄggvĆnyt ĆrtjĄk, ha a hatvănysor konvergens a nulla egy kŤrnyezetĆben. Ha az f_0, f_1, f_2, . . . sorozat generătorfĄggvĆnye F , akkor a hatvănysorok ismert tulajdonsăgaibćl adćdnak az alăbbi ŤsszefĄggĆsek:

αF (z) + βG(z) = ∞∑ n=0 (αf_n + βg_n)z^n;

z^mG(z) = ∑ n≥m g_{n−m}z^n;

G(z) − g_0 − g_1z − · · · − g_{m−1}z^{m−1} z^m = ∑ n=0 g_{n+m}z^n;

G(cz) = ∞∑ n=0 c^ng_nz^n;

G^′(z) = ∞∑ n=0 (n + 1)g_{n+1}z^n;

F (z)G(z) = ∞∑ n=0 (^n∑ k=0 f_kg_{n−k} ) z^n.

A fenti ŤsszefĄggĆsek kombinălăsăval kŤnnyen kaphatunk čjabb ŤsszefĄggĆseket, pĆldăul

zG^′(z) = ∞∑ n=0 ng_nz^n, z^2G^{′′}(z) = ∞∑ n=0 n(n − 1)g_nz^n,

Ćs ągy z^2G^{′′}(z) + zG^′(z) = ∞∑ n=0 n^2g_nz^n,

vagy hogy ha F a G azon primitąv fĄggvĆnye, amelyre F (0) = 0, akkor

F (z) = ∞∑ n=1 g_{n−1} n z^n.

A fenti ŤsszefĄggĆsek generătorfĄggvĆnyek lineăris kombinălăsăra, szorzăsăra, di¸erenciălăsăra Ćs integrălăsăra, čj văltozć bevezetĆsĆre Ćs a sorozat eltolăsăra vonatkoznak. Ha ismert hatvănysorokat is felhasznălunk (Newton binomiălis sora, az exponenciălis fĄggvĆny sora, 1/(1 − z) sora, stb.) čjabb ŤsszefĄggĆseket kaphatunk, pĆldăul

G(z) 1 − z = ∞∑ n=0 ( ∑ 0≤k≤n

g_k ) z^n.

Mindezek nagyon hasznosak pĆldăul a valćsząnŰsĆgszămątăsban, mi is fel fogjuk hasznălni Şket.

NĆhăny trĄkk az alkalmazăsokhoz: Ha g_n legfeljebb d-ed fokč polinomja n-nek, akkor G(z) racionălis tŤrtfĄggvĆny, amelynek nevezŞje (1 − z)^{d+1}. Ha ez az n mod m maradĆktćl fĄggŞen măs-măs polinommal teljesĄl, akkor vĆges sok (1 − z^j )^{dj} alakč tĆnyezŞ szorzata a nevezŞ. Ha g_n rekurząv, g_n = c_1g_{n−1} + c_2g_{n−2} + · · · + c_dg_{n−d}, ha n ≥ d, akkor G racionălis tŤrtfĄggvĆny, amelynek nevezŞje d-ed fokč polinom. Ha a c_j egyĄtthatćk nem konstansok, hanem polinomjai n-nek, akkor G egy polinomegyĄtthatćs lineăris di¸erenciălegyenletnek tesz eleget. PĆldăul az f_0 = 0, f_1 = 1, f_n = f_{n−1} + f_{n−2}, ha n > 1 Fibonacci-szămokra

F (z) = f_0 + f_1z + f_2z^2 + f_3z^3 + f_4z^4 + . . . , zF (z) = f_0z + f_1z^2 + f_2z^3 + f_3z^4 + . . . ,

z^2F (z) = f_0z^2 + f_1z^3 + f_2z^4 + . . . ,

amibŞl kivonăssal (1 − z − z^2)F (z) = z. EbbŞl parciălis tŤrtekre bontăssal

F (z) = 1 √ 5 ( 1 1 − ϕ_1z − 1 1 − ϕ_2z ) , ahol ϕ_1 = (1 + √ 5)/2, ϕ_2 = 1 − ϕ_1 = (1 − √ 5)/2. Innen

F (z) = ∞∑ j=0 1 √ 5 (ϕ^n_1 − ϕ^n_2 )z^n,

azaz f_n = (ϕ^n_1 − ϕ^n_2 )/ √ 5. A levezetĆs nem precąz, mert a hatvănysorok konvergenciăjăt nem vizsgăltuk, de pontossă tehetŞ.

NĆha măs mćdon rendelĄnk egy sorozathoz egy fĄggvĆnyt. PĆldăul ha g_n valamely permutăcićk szăma, vagy egyszerŰen csak a generătorfĄggvĆnyt de˛niălć hatvănysor nem konvergăl a nulla egy kŤrnyezetĆben, akkor hasznălhatjuk a g_n/n! sorozat generătorfĄggvĆnyĆt, ez a g_n sorozat exponenciălis generătorfĄggvĆnye. A szămelmĆletben gyakran hasznăljăk a_∞ ∑ n=1 g_n n^z

Dirichlet-fĆle generătorfĄggvĆnyt; az 1, 1, 1, . . . sorozathoz tartozć Dirichlet-fĆle generătorfĄggvĆny a nevezetes ζ fĄggvĆny.

• 128/−11 : < ągy a sor konvergens. > ągy a sor konvergens, sŞt, ha α komplex, ℜ(α) > 1, akkor is abszolčt konvergens.

• 129/6 : < JelŤlĆs. Băr a kćdolăselmĆletben vĆges testek is szerepet jătszanak, sză- > JelŤlĆs. Băr a kćdolăselmĆletben vĆges testek is szerepet jătszanak, Ćs a lineăris algebrăt akăr ferdetestekre is lehetne tărgyalni, sză-

• 136/13 : < Gauss{Jordan-kikĄszŤbŤlĆs esetĆn a k-adik lĆpĆsben Ťsszesen n − 1 osztăsra Ćs (n− k + m)(n − 1) szorzăsra Ćs kivonăsra van szĄksĆg. Az x_k meghatărozăsăhoz viszont minden > Gauss{Jordan-kikĄszŤbŤlĆs esetĆn a k-adik lĆpĆsben Ťsszesen n − 1 osztăsra Ćs (n − k + m)(n − 1) szorzăsra Ćs kivonăsra van szĄksĆg. Az x_k meghatărozăsăhoz viszont minden

• 144/−10 : < dimenzićs, Ćs dimenzićja a tĆnyezŞk dimenzićinak Ťsszege. □ > dimenzićs, Ćs dimenzićja a tagok dimenzićinak Ťsszege. □

• 150/19 : < ăris transzformăcićknak nevezzĄk. Ha egy lineăris transzformăcić U-t U-ra kĆpezi le kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰen, akkor regulărisnak nevezzĄk, egyĆbkĆnt szingulărisnak. > ăris transzformăcićknak nevezzĄk.

• 161/−15 : < Mivel a jobb oldalon szereplŞ x lineăris kombinăcićra S(x, x) ≥ 0, ugyanez teljesĄl a jobb > Mivel a bal oldalon szereplŞ x lineăris kombinăcićra S(x, x) ≥ 0, ugyanez teljesĄl a jobb

• 163/6 : < Egy B : V × V → C konjugălt bilineăris formăt Hermite-szimmetrikusnak, illetve Hermite-antiszimmetrikusnak nevezĄnk, ha B(x, y) = B(y, x), illetve B(x, y) = −B(y, x) minden x, y ∈ V -re. Nyilvăn B pontosan akkor Hermite-szimmetrikus, ha iB Hermiteantiszimmetrikus. TetszŞleges B konjugălt bilineăris forma egyĆrtelmŰen ąrhatć fel B = S+A alakban, ahol S Hermite-szimmetrikus, A pedig Hermite-antiszimmetrikus, ugyanis > Egy B : V × V → C konjugălt bilineăris formăt Hermite-szimmetrikusnak, illetve Hermite-antiszimmetrikusnak nevezĄnk, ha B(x, y) = B(y, x), illetve B(x, y) = −B(y, x) minden x, y ∈ V -re. Nyilvăn B pontosan akkor Hermite-szimmetrikus, ha iB Hermite-antiszimmetrikus. TetszŞleges B konjugălt bilineăris forma egyĆrtelmŰen ąrhatć fel B = S + A alakban, ahol S Hermite-szimmetrikus, A pedig Hermite-antiszimmetrikus, ugyanis

• 182/−4 : < pedig normatartć lineăris bijekcić. > pedig normatartć lineăris bijekcić.

A normălt terek normălt tĆrbe valć lekĆpezĆseit ăltalăban operătornak, skalăr ĆrtĆkŰ lekĆpezĆseit pedig funkcionălnak nevezzĄk.

• 183/−13 : < zatănak vagy skalăris szorzatănak jelŤlĆsĆre az (x, y), (x|y), ⟨x|y⟩, x·y, xy Ćs x•y jelŤlĆsek is szokăsosak. > zatănak vagy skalăris szorzatănak jelŤlĆsĆre az (x, y), (x|y), x · y, xy Ćs x • y jelŤlĆsek is szokăsosak.

• 183/−5 : < ki. MegjegyezzĄk, hogy a ˛zikăban a măsodik văltozćban valć linearităst szokăs feltenni, ekkor az elsŞ văltozćbćl emelhetŞ ki a skalăr konjugăltja. (2)-bŞl ⟨0, x⟩ = 0 = ⟨x, 0⟩ > ki. MegjegyezzĄk, hogy a ˛zikăban a ⟨y|x⟩ = ⟨x, y⟩ belsŞ szorzatot hasznăljăk, ez a măsodik văltozćban lineăris Ćs az elsŞ văltozćbćl emelhetŞ ki a skalăr konjugăltja. (2)- bŞl ⟨0, x⟩ = 0 = ⟨x, 0⟩ minden

• 185/−10 : < 6.3.10. Ŕltalănosątott Pythagoras-tĆtel. Ha az X belsŞ szorzat tĆr > 6.3.10. Ŕltalănosątott Pitagorasz-tĆtel. Ha az X belsŞ szorzat tĆr

• 193/12 : < olyan Q : X → Y lineăris izometria Ćs P : X → X pozitąv de˛nit transzformăcić, hogy A = QP , ha pedig dim(X) ≥ dim(Y ), akkor lĆtezik olyan Q : Y → X lineăris izometria Ćs P : Y → Y pozitąv de˛nit transzformăcić, hogy A = P Q^∗. > olyan Q : X → Y lineăris izometria Ćs P : X → X pozitąv szemide˛nit transzformăcić, hogy A = QP , ha pedig dim(X) ≥ dim(Y ), akkor lĆtezik olyan Q : Y → X lineăris izometria Ćs P : Y → Y pozitąv szemide˛nit transzformăcić, hogy A = P Q^∗.

• 193/−15 : < a mătrix feląrhatć a = ~qsq^′ alakban, ahol s egy m × n-as diagonălis mătrix a fŞătlćjăban ăllć > a mătrix feląrhatć a = ~qsq^′ alakban, ahol s egy m × n-es diagonălis mătrix a fŞătlćjăban ăllć

• 199/11 : < 7.1.12. Konvex halmaz. Egy K feletti lineăris tĆr egy D rĆszhalmazăt konvex halmaznak nevezzĄk, ha x, y ∈ K esetĆn az x Ćs y pontot ŤsszekŤtŞ szakasz λx+(1−λ)y, 0 < λ < 1 pontjai is benne vannak a halmazban. PĆldăul a gŤmbŤk konvex halmazok: > 7.1.12. Konvex halmaz, konvex Ćs konkăv fĄggvĆny. Egy R feletti lineăris tĆr egy K rĆszhalmazăt konvex halmaznak nevezzĄk, ha x, y ∈ K esetĆn az x Ćs y pontot ŤsszekŤtŞ szakasz αx + (1 − α)y, 0 < α < 1 pontjai is benne vannak a halmazban. Egy valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyt konvex fĄggvĆnynek nevezĄnk, ha egy K konvex halmazon van Ćrtelmezve Ćs x, y ∈ K, 0 < α < 1 esetĆn f ( αx + (1 − α)y ) ≤ αf(x) + (1 − α)f(y);

ha az egyenlŞtlensĆg mindig szigorč, akkor szigorčan konvex fĄggvĆnyrŞl beszĆlĄnk, ellenkezŞ irănyč egyenlŞtlensĆg esetĆn pedig konkăv fĄggvĆnyrŞl illetve szigorčan konkăv fĄggvĆnyrŞl. Egy R feletti vektortĆrben konvex kombinăcićn olyan a‹n kombinăcićt ĆrtĄnk, amelyben az egyĄtthatćk nemnegatąvok. A tagszăm szerinti indukcićval adćdik, hogy egy K konvex halmazra, illetve egy rajta Ćrtelmezett konvex fĄggvĆnyre ha x_1, . . . , x_n ∈ K, akkor α_1x_1 + · · · + α_nx_n ∈ K Ćs f ( α_1x_1 + · · · α_nx_n ) ≤ α_1f(x_1) + · · · + α_nf(x_n)

minden konvex kombinăcićra. Az n = 2 esetben visszakapjuk a konvexsĆg de˛nącićjăt.

PĆldăul a gŤmbŤk konvex halmazok:

• 202/18 : < kŤvetkezik az elŞzŞ tĆtelbŞl, mert a valamely U kŤrnyezetĆben | h(x)−h(a) | < 1, ahonnan > kŤvetkezik az elŞzŞ segĆdtĆtelbŞl, mert a valamely U kŤrnyezetĆben | |h(x) − h(a) | | < 1, ahonnan

• 221/19 : < mąg f^′(x) az L(R^n; R^k) tĆr egy eleme, f^{′′}(x) măr az L ( R^n; L(R^n; R^k) ) tĆr eleme, stb., Ćs ennek megfelelŞen nŞ a parciălis derivăltak szăma is. > mąg f^′(x) az L(R^n; R^k) tĆr egy eleme, f^{′′}(x) măr az L ( R^n; L(R^n; R^k) ) tĆr eleme, stb.

• 221/−2 : < = lim_{t→0}

∂_{hm} ∂_{hm−1} . . . ∂_{h1} f(x + th_m) − ∂_{hm} ∂_{hm−1} . . . ∂_{h1} f(x) t > = lim_{t→0}

∂_{hm−1} . . . ∂_{h1} f(x + th_m) − ∂_{hm−1} . . . ∂_{h1} f(x) t • 228/−14 : < Ćs folytonos az x egy kŤrnyezetĆben, f^{(k)}(x) = 0, ha 1 ≤ k < m. Ha a h → f^{(m)}(x)h^m > Ćs folytonos az x egy kŤrnyezetĆben, f^{(k)}(x) = 0, ha 1 ≤ k < m Ćs f^{(m)}(x) ≠ 0. Ha a h → f^{(m)}(x)h^m

• 229/−2 : < * 7.2.39. Lagrange-elv: feltĆteles szĆlsŞĆrtĆk keresĆse, egyenlŞtlensĆgeket is tartalmazć feltĆtelrendszer. Legyen G nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek, f_i : G → R, i = 0, 1 . . . , m folytonosan di¸erenciălhatćak, m < n. Ha f_0-nak a c ∈ G pontban szĆlsŞĆrtĆke (azaz minimuma vagy maximuma) van a

f_i(c) ≤ 0, ha 1 ≤ i ≤ k, f_i(c) = 0, ha k < i ≤ m

feltĆtelek mellett, akkor lĆteznek olyan λ_i ∈ R, 0 ≤ i ≤ m nem mind nulla Lagrangemultiplikătorok, hogy λ_i ≥ 0, ha 0 ≤ i ≤ k, λ_if_i(c) = 0, ha 1 ≤ i ≤ k Ćs m∑ i=0 λ_if^′_i (c) = 0.

Az F (x, λ) =

∑_m i=0 λ_if_i(x) jelŤlĆssel az utolsć feltĆtel F_x(c, λ) = 0 alakban ąrhatć.

A tĆtelt Ćs bizonyątăsăt Păles [47] jegyzetĆbŞl vettĄk ăt. A bizonyątăs nem hasznălja az implicit fĄggvĆny tĆtelt. Ezt a tĆtelt is gyakran alkalmazzuk lokălisan.

Bizonyątăs. Az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy c = 0 Ćs hogy > * 7.2.38.5. Lagrange-szorzćk. Az

(1) f_0(x) → min, x ∈ G f_j (x) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , k, f_j (x) = 0, j = k + 1, . . . , m

feltĆteles minimumproblĆmăt akarjuk tanulmănyozni, ahol X ⊂ R^n nyąlt halmaz, f_i : X → R folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆnyek. SzĄksĆges Ćs elĆgsĆges feltĆtelt is a λ_j ∈ R Lagrange-szorzćk segątsĆgĆvel adhatunk: (2) m∑ i=0 λ_if^′_i (c) = 0,

(3) λ_0, λ_1, . . . , λ_k ≥ 0, λ_j f_j (c) = 0, j = 1, 2, . . . , m;

(4) f_j (c) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , k, f_j (c) = 0, j = k + 1, . . . , m.

Nyilvăn ha f_j (c) < 0, akkor λ_j = 0 kell legyen, (j = 1, . . . , k), ekkor azt mondjuk, hogy a feltĆtel nem aktąv. FigyeljĄk meg, hogy ha egy pozitąv konstanssal megszorozzuk a Lagrange-szorzćkat, (2) Ćs (3) ekvivalens feltĆtelbe mennek ăt, ągy akăr azt is feltehetjĄk, hogy vagy λ_0 = 0 (elfajulć eset), vagy λ_0 = 1 (nemelfajulć eset). MindkĆt esetben (2), (3) Ćs (4) Ťsszesen n + m skalăr egyenletet adnak c Ćs λ_1, . . . , λ_m meghatărozăsăhoz.

A (2), (3) Ćs (4) feltĆtelek az L Lagrange-fĄggvĆny segątsĆgĆvel is kifejezhetŞk, amelyet az

L(x, y) = λ_0f_0(x) + m∑ i=1 y_if_i(x)

ŤsszefĄggĆssel de˛niălunk, ahol y = (y_1, y_2, . . . , y_m). PĆldăul a λ = (λ_1, λ_2, . . . , λ_m) jelŤlĆssel (2) nyilvăn ekvivalens az L_x(c, λ) = 0 feltĆtellel, Ćs ha k = 0, akkor (4) ekvivalens az L_y(c, λ) = 0 feltĆtellel.

* 7.2.39. Lagrange-elv: feltĆteles szĆlsŞĆrtĆk keresĆse, egyenlŞtlensĆgeket is tartalmazć feltĆtelrendszer. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, tegyĄk fel, hogy f_i : G → R, i = 0, 1, . . . , m folytonosan di¸erenciălhatćak G-n.

SzĄksĆgessĆg: Ha c ∈ G az (1) feltĆteles minimumproblĆma megoldăsa, akkor lĆteznek olyan nem mind nulla Lagrange-szorzćk, hogy (2), (3) Ćs (4) teljesĄl.

ElĆgsĆgessĆg: A (2), (3) Ćs (4) feltĆtelekbŞl kŤvetkezik, hogy c megoldăsa (1)-nek, feltĆve, hogy az alăbbi kĆt kiegĆszątŞ feltĆtel teljesĄl: (5) λ_0 = 1;

(6) f_i, i = 0, 1, . . . , k Ćs x →

∑_m

i=k+1 λifi(x) konvexek.

A tĆtelt Ćs bizonyątăsăt Păles [47] jegyzetĆbŞl vettĄk ăt. A bizonyątăs nem hasznălja az implicit fĄggvĆny tĆtelt. Ezt a tĆtelt is gyakran alkalmazzuk lokălisan.

Bizonyątăs. Az elĆgsĆgessĆget bizonyątăsa teljesen elemi. Legyen

φ(t) = L(c + t(x − c), λ),

ahol t ∈ [0, 1] Ćs x ∈ U rŤgzątett. A φ fĄggvĆny konvex, Ćs (2) szerint φ^′(0) ≥ 0, ezĆrt a [0, 1]-en φ-nek minimuma van 0-ban. Innen kŤvetkezik, hogy L(c, λ) ≤ L(x, λ), ha x ∈ G. Mivel λ_0 = 1, a (3) Ćs (4) feltĆtelekbŞl f_0(c) = L(c, λ). Minden x-re, amely teljesąti az (1)-ben szereplŞ mellĆkfeltĆteleket, L(x, λ) ≤ f_0(x), mivel λ_j ≥ 0 (j = 1, . . . , k). Innen f_0(c) ≤ f_0(x).

A szĄksĆgessĆg bizonyątăsăban az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy c = 0 Ćs hogy

• 230/−1 : <

(3) 2λ_0x^∗ + m∑ i=0 λ_i∇f_i(x^∗) = 0. >

(3) λ_0∇f(x^∗) + 2λ_0x^∗ + m∑ i=0 λ_i∇f_i(x^∗) = 0.

• 231/6 : <

(4) f^′_0(x^∗) + 2x^∗ + 2N

(_k∑ i=1 f^+_i (x^∗)∇f_i(x^∗) + m∑ i=k+1

f_i(x^∗)∇f_i(x^∗) ) = 0. >

(4) ∇f_0(x^∗) + 2x^∗ + 2N

(_k∑ i=1 f^+_i (x^∗)∇f_i(x^∗) + m∑ i=k+1

f_i(x^∗)∇f_i(x^∗) ) = 0.

• 231/−1 : < ăllątăsăt kapjuk. □ > ăllątăsăt kapjuk. □

7.2.39.2 KŤvetkezmĆny. Ha f_i(x) = a_ix − b_i, ahol a_i sormătrix, i = 1, . . . , m, akkor a szĄksĆgessĆgnĆl a Lagrange-szorzćk vălaszthatćk čgy, hogy λ_0 = 1 legyen.

Bizonyątăs. FeltehetjĄk, hogy minden feltĆtel egyenlŞtlensĆg, mert egy a_ix−b_i = 0 alakč feltĆtel helyett ąrhatunk egy a_ix − b_i ≤ 0, −(a_ix − b_i) ≥ 0 feltĆtel părt. FeltehetjĄk, hogy csak az elsŞ r feltĆtel aktąv, azaz f_i(c) < 0, ha r < i ≤ m. Ŋgy λ_i = 0, ha i > r, Ćs a (2) feltĆtel λ_0a_0 + λ_1a_1 + · · · + λ_ra_r = 0, ahol a_0 = f^′_0(c). TegyĄk fel, hogy λ_0 = 0. Ha van olyan h ∈ R^n, hogy a_ih ≤ 0, i = 1, . . . , r Ćs a_0h < 0, akkor elĆg kis pozitąv t-re x = c + th ∈ G mĆg mindig teljesąti a mellĆkfeltĆteleket, de f_0(x) < f_0(c), azaz c nem minimum. Tehăt nincs ilyen h. Ekkor viszont a Farkas-lemma szerint (lăsd kicsit kĆsŞbb) lĆteznek olyan nemnegatąv μ_i szămok, hogy a_0 + μ_1a_1 + · · · + μ_ra_r = 0. A μ_i = 0, ha i > r vălasztăssal, a kĆt egyenletet Ťsszeadva

a_0 + (λ_1 + μ_1)a_1 + · · · + (λ_k + μ_k)a_k = 0,

valamint (3) Ćs (4) is teljesĄlnek λ_i helyett λ_i + μ_i-vel.

* 7.2.39.3 Elvălasztăsi tĆtel. Legyen K ⊂ R^n zărt, konvex halmaz, a ∈ R^n. Ekkor lĆtezik K-ban (az R^n szokăsos belsŞ szorzatăbćl szămazć normăra nĆzve) a-t legjobban approximălć b elem, egyĆrtelmŰ, Ćs ⟨x − b, a − b⟩ ≤ 0 minden x ∈ K-ra.

Ha a /∈ K, akkor azt mondjuk, hogy az ⟨x − b, a − b⟩ = 0 hipersąk elvălasztja K pontjait a-tćl: a belsŞ szorzat x = a-ra pozitąv, mąg x ∈ K-ra nem pozitąv. SzemlĆletesen, a a hipersąk egyik oldalăn van, mąg K a măsikon.

Bizonyątăs. Legyen D = d(a, K). A D = 0 eset triviălis, b = a. EgyĆbkĆnt van olyan b_n ∈ K sorozat, hogy ‖b_n − a‖ → D. A paralelogramma-azonossăg szerint

2‖b_n − a‖^2 + 2‖b_m − a‖^2 = ‖b_n − b_m‖^2 + ‖b_n + b_m − 2a‖^2 ≥ ‖b_n − b_m‖^2 + 4D^2,

mivel (b_n + b_m)/2 ∈ K. Innen viszont ‖b_n − b_m‖^2 → 0, azaz b_n Cauchy-sorozat. Legyen b a hatărĆrtĆke, erre a norma folytonossăga miatt ‖b − a‖ = D. Ha x ∈ K tetszŞleges, x ≠ b, akkor x − b Ćs a − b nem zărhatnak be hegyes szŤget, mert akkor b-bŞl x felĆ haladva az ŤsszekŤtŞ szakaszon, di¸erenciălăssal adćdik, hogy kezdetben a tăvolsăg csŤkkenne. Ha viszont nem hegyesszŤget zărnak be, akkor a tăvolsăg nŞ, amibŞl kŤvetkezik az egyĆrtelmŰsĆg. □

* 7.2.39.4 Farkas-lemma. Legyen X = R^n Ćs a_0, a_1, . . . , a_m az X^′ duălis tĆr elemei. A kŤvetkezŞ kĆt feltĆtel ekvivalens:

(1) minden h ∈ X-re, amire a_ih ≥ 0, i = 1, . . . , m, az is teljesĄl, hogy a_0h ≥ 0; (2) lĆteznek olyan μ_1, . . . , μ_m nemnegatąv valćs szămok, hogy a_0 =

∑_m j=1 μ_j a_j .

Bizonyątăs. Nyilvăn (2)-bŞl kŤvetkezik (1). TegyĄk fel, hogy (2) nem teljesĄl. JelŤlje K az a_1, . . . , a_m nemnegatąv egyĄtthatćs lineăris kombinăcićinak halmazăt. Nyilvăn K konvex. Megmutatjuk, hogy K zărt. Tartalmazhat alteret: legyen L egy maximălis dimenzićs altere. Az L egyĆrtelmŰ, mert ha lenne măsik ugyanilyen dimenzićs altĆr is Kban, akkor azok Ťsszege nagyobb dimenzićs altere lenne K-nak. TekintsĄk azon a_i-ket, amelyek nincsenek L-ben. FeltehetjĄk, hogy ezek a_1, . . . , a_k. JelŤlje K_1 ezen vektorok konvex kombinăcićinak halmazăt (ha k = 0, akkor K_1 Ąres). Ha y a K_1 egy torlćdăsi pontja, akkor van olyan y_n ∈ K sorozat, amelyre y_n → y. A kombinălć egyĄtthatćk korlătos sorozatot alkotnak R^k-ban, aminek a Bolzano{Weierstrass-fĆle kivălasztăsi tĆtel szerint van konvergens rĆszsorozata. Az y_n megfelelŞ rĆszsorozata egyĄtthatćinak Ťsszege 1, ągy adćdik, hogy y ∈ K_1. Megmutatjuk, hogy K_1 diszjunkt L-tŞl, amibŞl tăvolsăguk pozitąv, mert L zărt, K_1 pedig kompakt. Ha nem ągy lenne, akkor a_1, . . . , a_k valamely konvex kombinăcićja L-ben lenne. FeltehetjĄk, hogy a konvex kombinăcićban a_1, . . . , a_r egyĄtthatći a pozitąvak. Ha r = 1, akkor a_1 ∈ L, ellentmondăs. Legyen z ∈ L, z = α_1a_1 + · · · + α_ra_r ez a kombinăcić. Legyen z(t) = ta_1 + (1 − t)y, ahol y = (α_2a_2 + · · · + α_ra_r)/(1 − α_1) ∈ K_1. Ha valamely t ≠ α_1-re z(t) ∈ L, akkor minden 0 ≤ t ≤ 1-re is, ągy α_1 ∈ L, ami ellentmondăs. Ha viszont nem ez a helyzet, akkor a z(t)−z, 0 ≤ t ≤ 1 szakasznak t = α_1-re pontja az origć, Ćs măs pontja nincs L-ben. Mivel a szakasz pontjainak nemnegatąv konstansszorosai is K-ban vannak, ez ellentmond annak, hogy L dimenzićja maximălis. Legyen most x egy ĆrintkezĆsi pontja K-nak, Ćs x_n ∈ K egy sorozat, amelyre x_n → x. Legyen x_n = λ_ny_n + z_n, ahol λ_ny_n az a_1, . . . , a_k nemnegatąv egyĄtthatćs lineăris kombinăcićja, λ_n a kombinălć egyĄtthatćk Ťsszege, y_n ∈ K_1 (tetszŞleges, ha λ_n = 0) Ćs z_n ∈ L; a feląrăs nem egyĆrtelmŰ. Ha λ_n nem lenne korlătos, akkor valamely rĆszsorozata +∞-hez tartana; feltehetjĄk, hogy ez az eredeti sorozat. Mivel y_n egy korlătos Ćs zărt halmazban van, lenne olyan rĆszsorozata, amely konvergens; ismĆt feltehetjĄk, hogy ez az egĆsz sorozat. De ekkor z_n/λ_n − y_n = x_n/λ_n → 0, ami ellentmond annak hogy L Ćs K_1 tăvolsăga pozitąv. Most hasonlć gondolatmenettel, ha kell, rĆszsorozatra ăttĆrve, feltehetjĄk, hogy λ_n → λ Ćs y_n → y ∈ K_1. Ekkor z_n is konvergens, z_n → z ∈ L. Ez azt jelenti, hogy x = λy + z ∈ K.

Tehăt K zărt konvex halmaz X^′-ben, a /∈ K. Az elŞzŞ tĆtel szerint van olyan b ∈ K, hogy ⟨x − b, a − b⟩ ≤ 0 minden x ∈ K-ra. Az x = 0 helyettesątĆssel −⟨b, a − b⟩ ≤ 0, az x = 2b helyettesątĆssel pedig ⟨b, a − b⟩ ≤ 0, azaz ⟨b, a − b⟩ = 0, ągy ⟨x, a − b⟩ ≤ 0 minden x ∈ K-ra. Mivel a bal oldalon egy lineăris funkcionăl ăll, Ćs X^{′′} azonosąthatć X-szel, van olyan h ∈ X, hogy xh ≤ 0 minden x ∈ K-ra, speciălisan a_1, . . . , a_m-re is, de (a − b)h < 0. Mivel b ∈ K, bh ≤ 0, ągy ah > 0. ŔttĆrve −h-ra kapjuk, hogy (1) nem teljesĄl. □

* 7.2.39.5 KŤvetkezmĆny. A kŤvetkezŞ kĆt feltĆtel ekvivalens:

(1) minden h ∈ X-re, amire h ≥ 0 Ćs a_ih = 0, i = 1, . . . , n, az is teljesĄl, hogy a_0h ≥ 0; (2) lĆteznek olyan μ_1, . . . , μ_m valćs szămok, hogy a_0 ≤

∑_m j=1 μ_j a_j .

Bizonyątăs. Legyen a az a mătrix, amelynek sorai a_1, . . . , a_m, b pedig az a mătrix, amelyet čgy kapunk, hogy az a, a −a Ćs az m-szer m-es δ egysĆgmătrixot egymăs ală helyezzĄk. Ekkor (2) azzal ekvivalens, hogy y^′b = a_0-nak van y ≥ 0 megoldăsa, ami a lemmăt alkalmazva b soraira, ekvivalens (1)-gyel. □

* 7.2.39.6 Primăl-duăl feladatpăr. A lineăris programozăs alapfeladatăt a megfogalmazăsakor is hasznălt jelŤlĆsekkel tŤmŤren

d + c^′x → max, x ≥ 0, ax ≤ b alakban ąrhatjuk, ahol x, c ∈ R^n, b ∈ R^m oszlopmătrixok Ćs a egy m × n-es mătrix. TekintsĄk ehhez a primăl feladathoz a d + b^′y → min, y ≥ 0, a^′y ≥ c duăl feladatot, ahol y ∈ R^m. Ez nyilvăn −d − b^′y → max, y ≥ 0, −a^′y ≤ −c alakban ąrhatć, aminek a duălisa −d − c^′x → min, x ≥ 0, −a^{′′}x ≥ −b, ekvivalens az eredeti feladattal. A kĆt feladat kapcsolatănak vizsgălatăhoz szĄksĆgĄnk lesz egy tĆtelre.

→* 7.2.39.7 Feladat [6]. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, adjunk pĆldăt, amiben n, m ≤ 2 Ćs (1) mindkĆt feladatnak van megengedett megoldăsa; (2) csak a primăl feladatnak van megengedett megoldăsa; (3) csak a duăl feladatnak van megengedett megoldăsa; (4) egyik feladatnak sincs megengedett megoldăsa.

* 7.2.39.8 Nyeregpont tĆtel. Legyenek X Ćs Y nem Ąres halmazok Ćs L : X × Y → R tetszŞleges fĄggvĆny, F (x) = inf_{y∈Y} L(x, y) Ćs G(y) = sup_{x∈X} L(x, y), tovăbbă α = sup_{x∈X} F (x) Ćs β = inf_{y∈Y} G(y) bŞvątett valćs ĆrtĆkek. Ekkor α ≤ β Ćs az alăbbi kĆt ăllątăs ekvivalens:

(1) van olyan x_0 ∈ X, y_0 ∈ Y , hogy L(x, y_0) ≤ L(x_0, y_0) ≤ L(x_0, y) minden x ∈ X, y ∈ Y -ra (nyeregpont);

(2) F (x_0) = α, G(y_0) = β, α = β. Ha (1) vagy (2) fennăll, akkor (3) α = F (x_0) = L(x_0, y_0) = G(y_0) = β.

Bizonyątăs. Mivel G(y) ≥ L(x, y) minden x ∈ X Ćs y ∈ Y -ra, β = inf_{y∈Y} G(y) ≥ inf_{y∈Y} L(x, y) = F (x)

minden x ∈ X-re, ahonnan α ≤ β kŤvetkezik.

Ha (2) fennăll, akkor

β = G(y_0) = sup_{x∈X} L(x, y_0) ≥ L(x_0, y_0) ≥ inf_{y∈Y} L(x_0, y) = F (x_0) = α,

ągy mindenĄtt egyenlŞsĆg ăll, amibŞl (1) kŤvetkezik.

Ha (1) fennăll, akkor

F (x_0) = inf_{y∈Y} L(x_0, y) = L(x_0, y_0) = sup_{x∈X} L(x, y_0) = G(y_0), ągy α ≥ F (x_0) = L(x_0, y_0) = G(y_0) ≥ β, amivel (2)-t Ćs (3)-at is belăttuk.

* 7.2.39.9 A lineăris programozăs fŞtĆtele. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, ha X = {x ∈ R^n : x ≥ 0, ax ≤ b}, Y = {y ∈ R^m : y ≥ 0, a^′y ≥ c}, α = sup_{x∈X} c^′x + d, Ćs β = inf_{y∈Y} b^′y + d, akkor α ≤ β Ćs az alăbbiak ekvivalensek: (1) a primăl feladatnak van x_0 optimălis megoldăsa; (2) a duăl feladatnak van y_0 optimălis megoldăsa; (3) mindkĆt feladatnak van megengedett megoldăsa.

Tovăbbă ha (1), (2) teljesĄlnek, akkor x_0, y_0 az L(x, y) = d + c^′x + b^′y − y^′ax, x ∈ X, y ∈ Y fĄggvĆnynek nyeregpontja, α = β = y^′_0ax_0.

Tehăt egy lineăris programozăsi problĆmănak, ha van megengedett megoldăsa, akkor vagy van optimălis megoldăsa vagy a cĆlfĄggvĆny nem korlătos. A szimplex mćdszer eldŤnti, melyik eset ăll fenn. Persze az is lehetsĆges, hogy sem a primăl, sem a duăl feladatnak nincs megengedett megoldăsa.

Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy (1) teljesĄl: a cĆlfĄggvĆny −d − c^′x ellentettjĆnek van minimuma az ax − b ≤ 0, −e_j x ≤ 0, j = 1, . . . , n feltĆtelek mellett, ahol e_i a sorvektorok terĆnek szokăsos băzisa, Ćs^′ a transzponălăs. Ha a_i az a mătrix i-edik sora, akkor az ax ≤ b feltĆtel az a_ix − b_i, i = 1, . . . , m feltĆtelekkel ekvivalens. JelŤljŤn x_0 egy optimălis megoldăst, Ćs alkalmazzuk a Lagrange-elv egyenlŞtlensĆges alakjănak kŤvetkezmĆnyĆt. Kicsit măs jelŤlĆsekkel azt kapjuk, hogy lĆteznek olyan λ_k ≥ 0, k = 1, . . . , m + n Lagrange-szorzćk, hogy

−c^′ + m∑ i=1 λ_ia_i − n∑ j=1 λ_{m+j} e_j = 0,

tovăbbă λ_i(a_ix_0 − b_i) = 0, i = 1, . . . , m Ćs λ_{m+j} = 0, ha az x_0 vektor j-edik koordinătăja nem nulla. Ez azt jelenti, hogy

−c^′ + m∑ i=1 λ_ia_i

minden koordinătăja nemnegatąv, Ćs nulla, ha az x_0 vektor j-edik koordinătăja nem nulla, azaz tŤmŤren

−c^′ + m∑ i=1 λ_ia_i ≥ 0 Ćs ( −c^′ + m∑ i=1 λ_ia_i ) x_0 = 0.

Tehăt bevezetve az y_0 oszlopmătrixot λ_1, . . . , λ_m koordinătăkkal, x_0 ≥ 0, y_0 ≥ 0, Ćs

(4) −c^′ + y^′_0a ≥ 0, (−c^′ + y^′_0a)x_0 = 0, ax_0 − b ≤ 0, y^′_0(ax_0 − b) = 0.

TekintsĄk az L(x, y) = d + c^′x − y^′(ax − b) Lagrange-fĄggvĆnyt, ha x ≥ 0 Ćs y ≥ 0, Ćs alkalmazzuk a nyeregpont-tĆtelt. Most

F (x) = inf_{y≥0} L(x, y) = { d + c^′x, ha ax ≤ b, −∞ egyĆbkĆnt;

valćban, ha ax−b ≤ 0, akkor −y^′(ax−b) minimălis ĆrtĆke 0, ha viszont ax−b valamelyik koordinătăja pozitąv, akkor y megfelelŞ koordinătăjăt elĆg nagynak, a tŤbbit nullănak vălasztva, −y^′(ax − b) bărmilyen szămnăl kisebb lehet. Ŋgy α = sup_{x≥0} F (x). Mivel L(x, y) = d + b^′y + x^′(c − a^′y), hasonlćan

G(y) = sup_{x≥0} L(x, y) = { d + b^′y, ha a^′y ≥ c, +∞ egyĆbkĆnt.

Ŋgy β = inf_{y≥0} G(y) ≥ sup_{x≥0} F (x) = α. A (4) ŤsszefĄggĆsekbŞl egyrĆszt c^′x − y^′_0ax ≤ 0 = c^′x_0 − y^′_0ax_0, ahonnan L(x, y_0) ≤ L(x_0, y_0), măsrĆszt y^′b − y^′ax_0 ≥ 0 = y^′_0(b − ax_0), ahonnan L(x_0, y_0) ≤ L(x_0, y). Ez azt jelenti, hogy x_0, y_0 nyeregpont, azaz x_0 az F - nek maximumhelye, y_0 a G-nek minimumhelye Ćs α = β. Tehăt (1)-bŞl kŤvetkezik (2), Ćs a szĆlsŞĆrtĆkek egyenlŞsĆge. A dualităs miatt (2)-bŞl is kŤvetkezik (1). Ha csak a megengedett megoldăsok kisebb X, Y halmazain tekintjĄk L-et, x_0, y_0 ott is nyeregpont. Az vilăgos, hogy (1)-bŞl Ćs (2)-bŞl kŤvetkezik (3). Azt kell megmutatnunk, hogy (3)- bćl kŤvetkezik (1), vagyis ha a d + c^′x cĆlfĄggvĆny felĄlrŞl korlătos, akkor felveszi az α szuprĆmumăt. TegyĄk fel indirekt, hogy nem. FeltehetjĄk, hogy d = 0 Ćs az x ≥ 0 feltĆtelrendszert belefoglalhatjuk az ax ≤ b feltĆtelekbe, ha a ală ąrjuk egy n-szer nes δ egysĆgmătrix ellentettjĆt, b-t pedig nullăkkal egĆszątjĄk ki. Az indirekt feltevĆs szerint nincs olyan x ∈ R^n, amelyre ax ≤ b Ćs c^′x ≥ α. Ekkor viszont a Farkas-lemma kŤvetkezmĆnye szerint (azt a_0 = (b^′, α)-ra, az a mătrix soraira Ćs −c^′-re alkalmazva) van olyan y ≥ 0 Ćs λ ≥ 0, hogy y^′a − λc^′ = 0, de y^′b − λα < 0. Innen

λα = λ sup{c^′x : ax ≤ b} = sup{λc^′x : ax ≤ b} = sup{y^′ax : ax ≤ b} ≤ y^′b < λα. □

• 234/−1 : < NĆhăny lĆpĆs utăn čjra szămolva a derivăltat, a konvergencia gyorsąthatć. > NĆhăny lĆpĆs utăn čjra szămolva a derivăltat, a konvergencia gyorsąthatć.

A fĆkezett Newton-mćdszernĆl az f^′(x_n)´x_n = −f(x_n) egyenletbŞl meghatărozzuk ´x_n-et, de x_{n+1} = x_n +α_n´x_n, ahol az 0 < α_n ≤ 1 relaxăcićs paramĆtert čgy vălasztjuk, hogy ‖ ‖f(x_{n+1}) ‖ ‖^2 < ‖ ‖f(x_n) ‖ ‖^2 legyen. Ez mindig lehetsĆges, ha az egyenlet megoldhatć:

Az ‖f‖^2-nek a ´x_n irăny menti derivăltja az x_n helyen 2 ⟨ f(x_n), f^′(x_n)´x_n ⟩ = −2 ‖ ‖f(x_n) ‖ ‖^2,

ągy ‖ ‖f(x_n + α´x_n) ‖ ‖^2 − ‖ ‖f(x_n) ‖ ‖^2 α ‖ ‖f(x_n) ‖ ‖^2

→ −2,

ha α → 0. Ŕltalăban azt kŤveteljĄk meg, hogy a hănyados kisebb legyen, mint 1 − σ valamely 0 < σ < 1/2 ĆrtĆkre. (Rendszerint 10^{−5} ≤ σ ≤ 10^{−1}.) Ezt čgy ĆrjĄk el, hogy α_n = 1 vălasztăssal prćbălkozunk, Ćs ha a feltĆtel nem teljesĄl, akkor csŤkkentjĄk α_n-et, rendszerint szorozzuk ϱ-val, ahol 0 < ϱ < 1, ăltalăban 0,3 ≤ ϱ ≤ 0,8.

A mćdosątott Newton-mćdszerbŞl is kĆpezhetŞ fĆkezett văltozat, de itt măr nem biztos, hogy a feltĆtel teljesąthetŞ, esetleg čjra kell szămolni a derivăltat. • 235/3 : < tĆkĆt az A_n´x_n = −α_nf(x_n) egyenlet megoldăsăval nyerjĄk, ahol A_n az f^′(x_n) egy kŤzelątĆse, az α_n pedig egy relaxăcićs paramĆter. A kŤzelątĆst nyerhetjĄk pĆldăul dif- > tĆkĆt az A_n´x_n = −f(x_n) egyenlet megoldăsăval nyerjĄk, ahol A_n az f^′(x_n) egy kŤzelątĆse (itt is lehetsĆges fĆkezett văltozat). A kŤzelątĆst nyerhetjĄk pĆldăul dif-

• 235/8 : < α_n = 1 minden n-re, A_0 = f^′(x_0), Ćs A_{n+1}-et čgy prćbăljuk meghatărozni, hogy > A_0 = f^′(x_0), Ćs A_{n+1}-et čgy prćbăljuk meghatărozni, hogy

• 235/−1 : < megoldăsăt megkŤnnyątheti. > megoldăsăt megkŤnnyątheti. Ahol ˘ nincs Ćrtelmezve, ott az ĆrtĆkĆt +∞-nek tekintjĄk.

• 240/−8 : < * 7.2.61. Algebrai egyenletek megoldăsa. A Newton-mćdszer minden tovăbbi nĆlkĄl alkalmazhatć komplex văltozćs, komplex ĆrtĆkŰ f fĄggvĆnyre is. Hogy a konvergenciăt biztosabbă tegyĄk, kezdetben alkalmazhatjuk a gradiens mćdszert az |f| fĄggvĆnyre, majd a Newton-mćdszert. Mivel a Taylor-formulăbćl f(x + h) ≈ f(x) + f^′(x)h, az abszolčt ĆrtĆk akkor nŞ a leggyorsabban, ha f(x) Ćs f^′(x)h irănya megegyezik, azaz ha f(x) = r(h)f^′(x)h valamely r(h) ≥ 0-ra. Innen az |f| gradiense f(x)/f^′(x) irănyč, ha f(x) ≠ 0 Ćs f^′(x) ≠ 0. Ha r(h)h = f(x)/f^′(x), r(h) > 0, akkor | |f(x + h) | | − | |f(x) | | ≈ | |f^′(x) | ||h|,

ahonnan ătosztva |h| → 0 hatărătmenettel | |∇|f|(x) | | = | |f ′(x) | |. Źsszegezve

∇|f|(x) = f(x) | |f^′(x) | |^2

f^′(x) | |f(x) | | . Ŋgy az x_{n+1} = x_n − tf(x_n)/f^′(x_n) alakban kell keresnĄnk a kŤvetkezŞ kŤzelątĆst, ahol t pozitąv valćs szăm. Eljărhatunk čgy, hogy elŞszŤr t = 1-gyel prćbălkozunk, ami a Newton-mćdszernek felel meg, majd a gradiens-mćdszernĆl leąrtak szerint văltoztatjuk t-t. Az iterăcić csak akkor szakad meg, ha valamelyik lĆpĆsben f^′(x_n) = 0.

Polinomokra alkalmazva ezt az eljărăst, meghatărozhatjuk a polinom gyŤkeit. MegjegyezzĄk, hogy mĆg ha a polinom valćs egyĄtthatćs, akkor is ajănlatos egy vĆletlen komplex kezdŞĆrtĆkbŞl indątani az iterăcićt, mert ągy nagyon kicsi a valćsząnŰsĆge, hogy megszakad, Ćs čjra kell indątani. Ezzel az eljărăssal megkaphatjuk a polinom egy zĆrushelyĆt. A polinomot elosztva a gyŤktĆnyezŞvel, eggyel alacsonyabb fokč polinomot kapunk, amit ugyančgy kezelhetĄnk. A szămątăsi hibăk felhalmozćdăsa miatt a talălt kŤzelątŞ ĆrtĆkek pontossăgăt Ćrdemes az eredeti polinom felhasznălăsăval vĆgzett iterăcićval nŤvelni. > * 7.2.62 BelsŞ pont mćdszerek. A Lagrange-szorzćknăl leąrt

(1) f_0(x) → min, x ∈ G f_j (x) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , k, f_j (x) = 0, j = k + 1, . . . , m

feltĆteles minimumproblĆmăt kąvănjuk numerikusan megoldani. Hasznălni fogjuk az ottani feltevĆseket Ćs jelŤlĆseket. Az egyenlŞsĆg tąpusč feltĆteleket kikĄszŤbŤlhetjĄk, ha f_0 helyett az f_0 +

∑_m

i=k+1(wifi)

2 fĄggvĆnyt minimalizăljuk, ahol w_i ≠ 0 sčlyok. KĆrdĆs, hogyan cĆlszerŰ vălasztani a sčlyokat. Az egyenlŞtlensĆg tąpusč feltĆteleket čgy vehetjĄk ˛gyelembe, hogy a cĆlfĄggvĆnyhez hozzăadunk egy

− 1 t k∑ j=1 ln ( −f_j (x) )

tagot. Ez mint sorompć szerepel, az X^− = { x : f_j (x) < 0, j = 1, . . . , k } nyąlt halmaz belsejĆben tart minket, mert a hatărhoz kŤzeledve +∞-hez tart. Innen a belsŞ pont mćdszerek elnevezĆs. MinĆl nagyobb t, annăl gyengĆbb a sorompć, annăl kŤzelebb mehetĄnk a hatărhoz. A legegyszerŰbb sorompć mćdszernĆl X^− ∩dmn(f_0) egy pontjăbćl indulunk. Egy adott pozitąv t-re minimalizălva (pĆldăul a fĆkezett Newton-mćdszerrel), ha c(t)-ben van a minimum, akkor megnŤvelt t-re, pĆldăul t helyett μt-re a c(t)-t hasznălhatjuk kezdŞpontnak, čjra minimalizălunk, stb. A tapasztalatok szerint a mćdszer 3 Ćs 100 kŤzŤtti μ-t vălasztva jćl mŰkŤdik, sebessĆge alig fĄgg μ-tŞl. Leggyakrabban μ ĆrtĆkĆt 10 Ćs 20 kŤzŤtt vălasztjuk. Fontos ĆszrevĆtel, hogy ha nincsenek egyenlŞsĆg tąpusč feltĆtelek Ćs c(t) a minimumhely, akkor x = c(t)-re

f^′_0(x) + k∑ j=1 f^′_j (x) −tf_j (x)

= 0,

ągy | legalăbbis a regulăris esetben | a

λ_j (t) = 1 −tf_j ( c(t) ) mennyisĆgek a c(t)-hez tartozć Lagrange-szorzćk, Ćs −

∑_k j=1 λ_j (t)f_j (x) az x = c(t) helyen k/t. Ez adhatja az Ťtletet a sokkal agressząvebb Ćs gyorsabb primăl-duăl belsŞ pont mćdszerhez.

TekintsĄk a

0 =f^′_0(x) + m∑ j=1 y_j f^′_j (x),

0 = − 1 t − y_j f_j (x), j = 1, . . . , k;

0 =f_j (x), j = k + 1, . . . , m

egyenletrendszert, amely a t > 0 paramĆtertŞl fĄgg. Ennek az (x, y) megoldăsăt keressĄk y_j > 0, ha j = 1, . . . , k feltĆtelek mellett fĆkezett Newton-mćdszerrel. Azt vărjuk, hogy t nŤvekedĆsĆvel (x, y) tart (c, λ)-hoz. Kiszămątjuk η = −

∑_k j=1 y_j f_j (x) ĆrtĆkĆt, Ćs t-t a k/η szăm μ-szŤrŤsĆnek vălasztjuk (μ rendszerint 10 kŤrĄli). Csak egyetlen iterăcićs lĆpĆst teszĄnk, majd čjraszămoljuk t-t. Az egyenes szakasz menti keresĆsnĆl kiszămątjuk azt a legnagyobb α-t, amely nem nagyobb mint 1, Ćs amelyre y_j + α´y_j ≥ 0, j = 1, . . . , k, majd az α kezdŞĆrtĆkĆnek ennek mondjuk 0,99-szeresĆt vesszĄk, Ćs ha kell, tovăbb csŤkkentjĄk α-t a fĆkezett Newton-mćdszernĆl leąrtak szerint. Az egĆsz program akkor ăll meg, ha η < ε Ćs

∑_m

j=k+1 fj (x)

2 meg az elsŞ egyenlet jobb oldala normanĆgyzetĆnek Ťsszege kisebb mint δ^2. Egy olyan x ∈ X^− pontbćl indulunk, amely mindegyik fĄggvĆny ĆrtelmezĆsi tartomănyăban benne van, y_j kezdŞĆrtĆke −1/ ( tf_j (x) ) , ha j = 1, . . . , k, a tŤbbi y_j tetszŞleges, pĆldăul nulla. Nincs garancia a konvergenciăra, kivĆve, ha az f_i, i = 0, 1, . . . , k fĄggvĆnyek szigorčan konvexek, az f_j , j = k + 1, . . . , m fĄggvĆnyek pedig lineăris plusz konstans alakčak.

Ha nem tudunk pontot X^−-ban, amire minden f_i Ćrtelmezve van, de ismerjĄk az ĆrtelmezĆsi tartomănyok egy kŤzŤs pontjăt, akkor az f_0 → min, f_j ≤ s, j = 1, . . . , k, f_j = 0, j = k + 1, . . . , m, s = 0 problĆmăt prćbăljuk megoldani. Ha csak kĄlŤn-kĄlŤn tudunk egy-egy z_i ∈ dmn(f_i) pontot, akkor az f_0(x + z_0) → min, f_j (x + z_j ) ≤ s, j = 1, . . . , k, f_j (x + z_j ) = 0, j = k + 1, . . . , m, s = 0, z_i = 0, i = 0, 1, . . . , m problĆmăt prćbăljuk megoldani.

• 243/−14 : < Bizonyątăs. KŤvetkezik abbćl, hogy g − f ≥ 0. □ > Bizonyątăs. KŤvetkezik abbćl, hogy g − f ≥ 0. □

7.3.9.5 MegjegyzĆs. Ha T ⊂ R^m egy tĆgla, a, b ∈ R^m Ćs a = (a_1, a_2, . . . a_m) koordinătăi mind nem nullăk, g(x) = ⟨a, x⟩ + b, akkor az alăbbi kĆt integrăl egyszerre lĆtezik Ćs egyenlŞek: ∫ T f(x) dx Ćs ∫ g(T )

|a_1a_2 · · · a_m|f ( ⟨a, x⟩ + b ) dx. Ez abbćl kŤvetkezik, hogy az integrălkŤzelątŞ Ťsszegek megegyeznek. □

• 245/16 : < 7.3.15. KŤvetkezmĆny. Ha T_1, . . . , T_k a T tĆgla egy egy felosztăsa, Ćs f : T → R > 7.3.15. KŤvetkezmĆny. Ha T_1, . . . , T_k a T tĆgla egy felosztăsa, Ćs f : T → R

• 256/−3 : < Jg(u, v) = √| | | | 1 + f^′(u)^2 0 0 f(u)^2 | | | | = √( 1 + f^′(u)^2 ) f(u)^2, > Jg(u, v) = √| | | 1 + f^′(u)^2 0 0 f(u)^2 | | | = f(u) √ 1 + f^′(u)^2,

• 256/−1 : <

|F | =

∫_b a ∫_{2π} 0 1 · f(u) √ 1 + f^′(u)^2 dv du = 2π

∫_b a f(u) √ 1 + f^′(u)^2 du. >

|F | =

∫_b a ∫_{2π} 0 f(u) √ 1 + f^′(u)^2 dv du = 2π

∫_b a f(u) √ 1 + f^′(u)^2 du.

• 263/5 : < (2) minden ε > 0-hoz lĆtezik olyan, a T rĆsztĆglăin Ćrtelmezett ω nemnegatąv szuperadditąv fĄggvĆny, δ : T → R^+ Ćs p : T → N^+, hogy ω(T ) ≤ ε Ćs > (2) minden ε > 0-hoz lĆtezik olyan, a T rĆsztĆglăin Ćrtelmezett ω nemnegatąv szuperadditąv fĄggvĆny, δ : T → R^+ Ćs p : T → N^+, hogy ω(T ) ≤ ε Ćs

• 270/−6 : < | |f(x) − B_{f,n}(x) | | = | | |f(x) − n∑ k=0 ( n k ) x^k (1 − x)^{n−k} | | | > | |f(x) − B_{f,n}(x) | | = | | |f(x) − n∑ k=0 f(k/n) ( n k ) x^k(1 − x)^{n−k} | | |

• 272/1 : < 8.2.1. Ŕltalănosątott Pythagoras-tĆtel. Legyen x_n egy (vĆges vagy vĆgtelen) > 8.2.1. Ŕltalănosątott Pitagorasz-tĆtel. Legyen x_n egy (vĆges vagy vĆgtelen)

• 276/11 : < sora az > sora a

• 277/−1 : < 1 l ‖f‖^2 = 1 l ∫_l −l |f(x)|^2 dx =

|a_0|^2 2 + ∞∑ k=1 ( |a_k|^2 + |b_k|^2 ) . >

1 l ‖f‖^2 = 1 l ∫_l −l |f(x)|^2 dx = 2 ∞∑ k=−∞

|c_k|^2 =

|a_0|^2 2 + ∞∑ k=1 ( |a_k|^2 + |b_k|^2 ) .

• 279/14 : < (6) ha az f^∗ derivălja f Ćs f^∗(0) = 0, azaz f^∗(x) =

∫_x 0 f, akkor 2πikc^∗_k = c_k.

Bizonyątăs. EgyszerŰ szămolăs. □ > (6) ha az f^∗ derivălja f Ćs f^∗(0) = 0, azaz f^∗(x) =

∫_x 0 f, akkor 2πikc^∗_k = c_k − c_0.

Bizonyątăs. (1){(5) egyszerŰ szămolăs. (6) parciălis integrălăssal adćdik az integrălfĄggvĆnyekre vonatkozć văltozatot hasznălva. □

• 282/−7: <

UltraszfĆrikus α = β^{(α)}P_n ]−1, 1[ (1 − x^2)^α >

UltraszfĆrikus α = β > −1^{(α)}P_n ]−1, 1[ (1 − x^2)^α

• 282/−0 : < > → 8.2.19. Feladat [6]. Hatărozzuk meg L^2[−1, 1]-ben a păros fĄggvĆnyek halmazănak ortogonălis komplementerĆt.

→ 8.2.20. Feladat [5]. Hatărozzuk meg L^2[0, 1]-ben a t → e^t fĄggvĆnyt legjobban approximălć elsŞfokč polinomot.

→ 8.2.21. Feladat [7]. Ortogonalizăljuk L^2[0, 1]-ben az 1, x, x^2 fĄggvĆnyrendszert.

8.2.22. Feladat [8]. Ortonormăljuk L^2[−1, 1]-ben az 1, x, x^2 fĄggvĆnyrendszert. 8.2.23. Feladat [9]. Hatărozzuk meg az alăbbi tăvolsăgokat:

(1) x tăvolsăga x^2, x^3 lineăris burkătćl L^2[0, 1]-ben; (2) 1 tăvolsăga sin x, cos x lineăris burkătćl L^2[−π, π]-ben; (3) x^3 tăvolsăga 1, x, x^2 lineăris burkătćl L^2[0, 1]-ben; (4) x^3 tăvolsăga x, x^2 lineăris burkătćl L^2[0, 1]-ben.

→ 8.2.24. Feladat [10]. Hatărozzuk meg az alăbbi fĄggvĆnyek (klasszikus) Fouriersorăt:

(1) | sin x|; (2) sin^4 x;

(3) sgn(cos x);

(4) (1 − a^2)/(1 − 2a cos x + a^2), |a| < 1; (5) (1 − a cos x)/(1 − 2a cos x + a^2), |a| < 1; (6) ⌊2x⌋ − 2⌊x⌋;

(7) ⌊4x⌋ − 3⌊2x⌋ + 2⌊x⌋; (8) x →

∫_x 0 ⌊2x⌋ − 2⌊x⌋ dx;

(9) x →

∫_x 0 ⌊4x⌋ − 3⌊2x⌋ + 2⌊x⌋ dx;

(10) ln | |sin(x/2) | |. Mely pontokban konvergens a Fourier-sor Ćs mi az Ťsszege?

8.2.25. Feladat [8]. Hatărozzuk meg az alăbbi fĄggvĆnyek (klasszikus) Fouriersorăt ]−π, π[-n: (1) xe^{x2} ;

(2) sgn(x)(π − |x|); (3) x(π − |x|); (4) x^2; (5) ( π − sgn(x) ) ; (6) sgn(x) cos x;

(7) ( 1 + sgn(x) ) sin x;

(8) cos ax; (9) sin ax.

8.2.26. Feladat [8]. Az alăbbi fĄggvĆnyek (klasszikus) Fourier-sora ]−π, π[-n mely pontokban konvergens Ćs mi az Ťsszege: (1) x sin(1/x); (2) sin(x)/x.

→ 8.2.27. Feladat [7]. Hatărozzuk meg az egyenăramč komponens Ćs a harmadik felharmonikus amplitčdćjănak arănyăt egyutas egyenirănyątăsnăl.

→ 8.2.28. Feladat [7]. Szimmetrikus fŰrĆszfog-feszĄltsĆg integrălăsăval szinuszos jelalakot kŤzelątĄnk. Hatărozzuk meg, hogy az alapharmonikus a teljes teljesątmĆny hanyadrĆszĆt kĆpviseli.

8.2.29. Feladat [9]. Hogyan văltozik egy gitărhang felharmonikus tartalma, attćl fĄggŞen, hogy a hčrt hol pendątjĄk meg?

8.2.30. Feladat [9]. Ortonormăljuk a megadott fĄggvĆnyrendszert a megadott sčlyfĄggvĆnyre a megadott intervallumon: (1) 1, x, x^2, ϱ(x) = e^{−x}, x ∈ [0, ∞[; (2) 1, x, x^2, ϱ(x) = x^2, x ∈ [0, 1]; (3) 1, x, x^2, ϱ(x) = sin πx, x ∈ [0, 1].

• 286/−9 : < TĆtel. Ha g : [a, b] → K^n gŤrbe szakaszonkĆnt di¸erenciălhatć, Ćs a derivălt abszolčt integrălhatć, akkor pălya Ćs b V_a g =

∫_b a | g^′(x) | dx. Speciălisan szakaszonkĆnt sima gŤrbe pălya.

∗ Bizonyątăs. ElĆg di¸erenciălhatć pălyăra bizonyątani az ăllątăst. Ha

a = x_0 ≤ x_1 ≤ . . . ≤ x_k = b,

akkor_k ∑ j=1 | |g(x_j ) − g(x_{j−1}) | | =^k ∑ j=1 | | | | ∫_{xj}

x_{j−1}

g^′(x) dx | | | | ≤ k∑ j=1 ∫_{xj}

x_{j−1} | |g^′(x) | | dx

≤ ∫_b a | |g^′(x) | | dx, ahonnan kŤvetkezik, hogy g pălya, Ćs az egyik irănyč egyenlŞtlensĆg.

A măsik irănyč egyenlŞtlensĆghez legyen ε > 0 tetszŞleges. Mivel g di¸erenciălhatć,

minden t ∈ [a, b]-hez van olyan δ(t) > 0, hogy ha t ≠ y, |y − t| < δ(t), akkor | | | | g(y) − g(t)

y − t

− f^′(t) | | | | ≤ ε,

ahonnan | |g(y) − g(t) − g′(t)(y − t) | | ≤ ε|y − t|, ha |y − t| < δ(t). Innen bărmely δ-˛nom

a = x_0 ≤ t_0 ≤ x_1 ≤ . . . ≤ t_n ≤ x_n = b pontozott felosztăsra | | | | |g(x_j ) − g(t_j ) | | − | |g^′(t_j ) | |(x_j − t_j ) | | | ≤ ε(xj − tj )

Ćs | | | | |g(t_j ) − g(x_{j−1}) | | − | |g^′(t_j ) | |(t_j − x_{j−1}) | | | ≤ ε(tj − xj−1),

j = 1, 2, . . . , n. Ŋgy | | | | n∑ j=1 (| |g(x_j ) − g(t_j ) | | + | |g(t_j ) − g(x_{j−1}) | | ) − n∑ j=1 | |g^′(t_j ) | |(x_j − x_{j−1}) | | | | ≤ ε(b − a).

Mivel az integrălkŤzelątŞ Ťsszeg ε-năl kŤzelebb kerĄlhet az integrălhoz, ha a felosztăs elĆg

˛nom,

V(g) ≥

∫_b a |g^′| − ε(b − a) + ε.

Mivel ε tetszŞleges volt, kapjuk a măsik irănyč egyenlŞtlensĆget. □ > TĆtel. Egy g : [a, b] → K^n di¸erenciălhatć gŤrbe pontosan akkor pălya, ha a

derivăltja abszolčt integrălhatć Ćs ekkor b V_a g =

∫_b a |g^′|.

∗ Bizonyątăs. Ha g^′ abszolčt integrălhatć Ćs

a = x_0 ≤ x_1 ≤ . . . ≤ x_k = b,

akkor_k ∑ j=1 | |g(x_j ) − g(x_{j−1}) | | =^k ∑ j=1 | | | | ∫_{xj}

x_{j−1}

g^′(x) dx | | | | ≤ k∑ j=1 ∫_{xj}

x_{j−1} | |g^′(x) | | dx

≤ ∫_b a | |g^′(x) | | dx, ahonnan kŤvetkezik, hogy g pălya.

TegyĄk fel, hogy g pălya. Legyen ε > 0 tetszŞleges. Van olyan a = y_0 < y_1 < · · · <

y_k = b, amelyre V(g) <

∑_k j=1 | g(y_j ) − g(y_{j−1}) | + ε. Mivel g di¸erenciălhatć, folytonos is

Ćs ągy egyenletesen folytonos. Van tehăt olyan δ > 0, amelyre | g(t) − g(s) | < ε/(2k), ha

|s − t| < δ. Mivel g di¸erenciălhatć, minden t ∈ [a, b]-hez van olyan δ^′(t) > 0, hogy ha

t ≠ y, |y − t| < δ^′(t), akkor | | | | g(y) − g(t)

y − t

− g^′(t) | | | ≤ ε,

ahonnan | |g(y) − g(t) − g′(t)(y − t) | | ≤ ε|y − t|, ha |y − t| < δ(t). A δ′(t) szămokat

vălaszthatjuk čgy, hogy ĆrtĆkĄk legfeljebb δ legyen. Innen bărmely δ^′-˛nom a = x_0 ≤

t_0 ≤ x_1 ≤ . . . ≤ t_n ≤ x_n = b pontozott felosztăsra | | | | |g(x_j ) − g(t_j ) | | − | |g^′(t_j ) | |(x_j − t_j ) | | | ≤ ε(xj − tj )

Ćs | | | | |g(t_j ) − g(x_{j−1}) | | − | |g^′(t_j ) | |(t_j − x_{j−1}) | | ≤ ε(tj − xj−1),

j = 1, 2, . . . , n. Ŋgy | | | | n∑ j=1 (| |g(x_j ) − g(t_j ) | | + | |g(t_j ) − g(x_{j−1}) | | ) − n∑ j=1 | |g^′(t_j ) | |(x_j − x_{j−1}) | | | | ≤ ε(b − a).

A zărćjelben ăllć Ťsszeg osztćpontjaihoz egyenkĆnt adjuk hozză az y_1, . . . y_{k−1} pontokat.

Minden pont hozzăadăsakor az Ťsszeg legfeljebb ε/k-val nŞ, viszont az eredmĆny legalăbb

V(g) − ε lesz. Ŋgy azt kapjuk, hogy | | |V(g) − n∑ j=1 | g^′(t_j ) | (x_j − x_{j−1}) | | | ≤ ε(b − a) + 2ε.

Mivel ε tetszŞleges volt, |g^′| integrălhatć Ćs V(g) =

∫_b a |g^′|. Megkaptuk az egyenlŞsĆget, de

azt, hogy g^′ abszolčt integrălhatć, csak a valćs ĆrtĆkŰ esetben. Viszont ha g vektor ĆrtĆkŰ,

akkor a (valćs) koordinăta fĄggvĆnyei is korlătos văltozăsčak, ągy az eddig bizonyątottak

szerint mindegyiknek a derivăltja abszolčt integrălhatć. □

• 287/8 : < zĆse X × Y -nak Z-be, ahol X, Y Ćs Z vĆges dimenzić vektorterek R felett. Egy ilyen > zĆse X × Y -nak Z-be, ahol X, Y Ćs Z vĆges dimenzićs vektorterek R felett. Egy ilyen

• 287/10 : < ąrunk. Tudjuk, hogy van olyan minimălis konstans, A · bilineăris lekĆpezĆs ‖ · ‖ normăja, > ąrunk. Tudjuk, hogy van olyan minimălis konstans, a · bilineăris lekĆpezĆs ‖ · ‖ normăja,

• 290/6 : < | |f(t_i) − f(x_{i−1}) | | ≤ ε Ćs | |f(x_i) − f(t_i) | | ≤ ε > | |f(τ_i) − f(t_{i−1}) | | ≤ ε Ćs | |f(t_i) − f(τ_i) | | ≤ ε

• 290/8 : < | |g(t_i) − g(x_{i−1})| ≤ ε Ćs | |g(x_i) − g(t_i) | | ≤ ε > | |g(τ_i) − g(t_{i−1})| ≤ ε Ćs | |g(t_i) − g(τ_i) | | ≤ ε

• 290/14 : < MegjegyzĆs. Stieltjes-integrălok kiszămątăsa valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek szerint vett Stieltjes-integrăljainak kiszămątăsăra vezethetŞ vissza > MegjegyzĆs. Az integrălok kiszămątăsa valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek szerint vett integrăljainak kiszămątăsăra vezethetŞ vissza

• 292/3 : < = ∫_b a f(x) dG_+(x) −

∫_b a f(x) dG_−(x) =

∫_b a f(x) dF (x) > = ∫_b a f(x) dG_+(x) −

∫_b a f(x) dG_−(x) =

∫_b a f(x) dG(x)

• 307/1 : < 9.2.10 RotăcićtĆtel. Legyen G ⊂ R^n korlătos nyąlt halmaz, amelynek hatăra lokălisan Lipschitz, Ćs f : G → R^n Lipschitz-vektormezŞ. Ekkor > 9.2.10 RotăcićtĆtel. Legyen G ⊂ R^3 korlătos nyąlt halmaz, amelynek hatăra lokălisan Lipschitz, Ćs f : G → R3 Lipschitz-vektormezŞ. Ekkor

• 319/−5 : < săn van. ElŞszŤr tisztăzzuk az analitikus fĄggvĆnyek Ćs az elemi fĄggvĆnyek alapvetŞ > săn van. ElŞszŤr tisztăzzuk az analitikus fĄggvĆnyek alapvetŞ

• 321/−15 : < 10.1.4. Inverz fĄggvĆny tĆtel. Az f ∈ C → C folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆny pontosan akkor kĆpez le valamely, a c pontot tartalmazć U nyąlt halmazt egy f(c)-t tartalmazć V nyąlt halmazra kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰen, čgy, hogy a V -n az inverze is di¸erenciălhatć, ha f^′(c) ≠ 0. Ekkor

(f^{−1})^′ ( f(c) ) = 1/f^′(c).

> 10.1.4. Az inverz fĄggvĆny di¸erenciălăsi szabălya komplexben. Ha f ∈ C → C folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆny, f^′(c) ≠ 0, akkor van olyan a c pontot tartalmazć U nyąlt halmazt, amelyet f egy V nyąlt halmazra kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰen kĆpez le Ćs V -n az f inverze is di¸erenciălhatć. Ha x ∈ U, y = f(x), akkor ( f^{−1}

)_′

(y) = 1 f^′(x) = 1 f^′ (f^{−1}(y)) .

• 328/−1 : < amibŞl a 10.1.32. tĆtel miatt kŤvetkezik az ăllątăs. □ > amibŞl a 10.1.32. tĆtel miatt kŤvetkezik az ăllątăs. □

10.1.41.5. Morera tĆtele. Legyen D ⊂ C nyąlt halmaz, f folytonos komplex fĄggvĆny D-n. Ha minden γ hăromszŤg-pălyăra, amelynek ĆrtĆkkĆszlete az ăltala hatărolt hăromszŤg-lappal egyĄtt D-ben van, ∫ γ f(z) dz = 0, akkor f holomorf D-n.

Bizonyątăs. Az f-nek lokălisan van primitąv fĄggvĆnye, amely analitikus, ągy f is analitikus. □

• 333/−6 : < ha n → ∞. □ > ha n → ∞. □

* 10.1.66 Morera tĆtele. Legyen D ⊂ C nyąlt halmaz, f folytonos komplex fĄggvĆny D-n. Ha minden γ hăromszŤg-pălyăra, amelynek ĆrtĆkkĆszlete az ăltala hatărolt hăromszŤg-lappal egyĄtt D-ben van, ∫ γ f(z) dz = 0, akkor f holomorf D-n.

Bizonyątăs. Az f-nek lokălisan van primitąv fĄggvĆnye, amely analitikus, ągy f is analitikus. □

ha n → ∞. □

10.1.66. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy a ζ fĄggvĆny analitikus a ℜ(z) > 1 fĆlsąkon.

• 339/−1 : < hogy `(1) = 1, Ćs hogy `(n + 1) = n!, ha n ∈ N. > hogy `(1) = 1, Ćs hogy `(n + 1) = n!, ha n ∈ N.

10.2.11.5. Feladat [10]. Bizonyątsuk be, hogy ∫_{+∞} 0 x^{z−1} e^x − 1 dx = `(z)ζ(z), ha ℜ(z) > 1.

• 341/−11 : < tĆrfogata `(1/2)^m/`(m/2 + 1). > tĆrfogata `(1/2)^m/`(m/2 + 1) → 0, ha m → +∞.

• 343/2 : < PĆlda. Egy rakĆtăt fĄggŞlegesen 100 m/s kezdŞsebessĆggel fellŞnek. Meny- > PĆlda. Egy ăgyčgolyćt fĄggŞlegesen 100 m/s kezdŞsebessĆggel fellŞnek. Meny-

• 349/2 : < Riemann-integrălhatć megoldăsok folytonossăgăt bizonyątsuk. > integrălhatć megoldăsok folytonossăgăt bizonyątsuk.

• 349/−12 : < x megoldăsa a di¸erenciălegyenletnek, akkor az elŞzŞ szămątăs azt mutatja, hogy a t → F ( t, x(t) ) fĄggvĆny derivăltja nulla, azaz a fĄggvĆny konstans. > x megoldăsa a di¸erenciălegyenletnek, akkor a t → F ( t, x(t) ) fĄggvĆny derivăltja nulla, azaz a fĄggvĆny konstans, mint azt az elŞzŞ szămątăs mutatja.

• 350/2 : < (2) ~gx dt − ctg t dx = 0; > (2) tg x dt − ctg t dx = 0;

• 355/−20 : < > szămątăsok nagyon hosszadalmasak, komputeralgebrai rendszerek (Maple, MuPAD, mu-

szămątăsok nagyon hosszadalmasak, komputeralgebrai rendszerek (wxMaxima, Maple, MuPAD, mu- • 360/−16 : < nyilvănvalć. A b < ∞ esetben tegyĄk fel indirekt, hogy lĆtezik olyan t_n ↑ b sorozat, amelyre ( t_n, x(t_n) ) ∈ C. Egy rĆszsorozatra ăttĆrve, feltehetjĄk, hogy x(t_n) → ξ ∈ C. A τ = b jelŤlĆssel, lĆtezik olyan ε > 0, hogy a τ Ćs ξ pontok ε-kŤrnyezeteinek Descartesszorzata D-ben van, Ćs rajta |f| < L valamilyen L valćs konstansra. Vălasszuk meg a 0 < δ ≤ min { ε, ε/(2L) } ĆrtĆket čgy, hogy x Ćrtelmezve legyen a ]τ − δ, τ[ intervallumon.

Vălasszunk olyan n-et, amelyre | |x(t_n) − ξ | | < ε/4. TegyĄk fel, hogy τ − δ ≤ η < t < t_n esetĆn | |x(t) − ξ | |< ε. Ekkor a di¸erenciălegyenlet Ćs a kŤzĆpĆrtĆk-egyenlŞtlensĆg szerint | |x(t) − x(t_n) | | ≤ Lδ ≤ ε/2, ągy | |x(t) − ξ | | < ε. Mivel x folytonos, az ilyen η-k alsć hatăra nem nagyobb, mint τ − δ. Ha n → ∞, akkor kapjuk, hogy τ − δ < t < τ esetĆn | |x(t) − ξ | | < ε, tehăt x Lipschitz-fĄggvĆny ezen az intervallumon. Mivel ągy egyenletesen folytonos, egyĆrtelmŰen kiterjeszthetŞ a τ pontban is folytonos fĄggvĆnnyĆ. Alkalmazzuk a Peano-tĆtelt a (τ, ξ) pontban, Ćs legyen ~x a kapott lokălis megoldăssal egyenlŞ, ha t ≥ τ, Ćs ~x(t) = x(t), ha τ − δ < t < τ. Ekkor ~x egy folytonos fĄggvĆny, amely eleget tesz az

~x(t) = ξ +

∫_t τ f ( s, ~x(s) ) ds integrălegyenletnek. Mivel ~x nem rĆsze x-nek, x folytathatć megoldăs. □ > nyilvănvalć. EgyĆbkĆnt vălasszunk olyan r > 0 szămot, amelyre C-tŞl D komplementerĆnek minden pontja 2r-nĆl nagyobb tăvolsăgban van. A C-tŞl r-nĆl nem nagyobb tăvolsăgra lĆvŞ pontok C^∗ halmaza kompakt, ągy rajta f korlătos K > 0-val. Ha p, q pozitąv szămok čgy, hogy p + q ≤ r, akkor a Peano-tĆtel szerint c = min{p, q/K}-ra minden (τ, ξ) ∈ C kezdŞĆrtĆkkel lĆtezik megoldăs ]τ − c, τ + c[-n. Megmutatjuk, hogy b_0 = b − c vălaszthatć. Valćban, ha egy b_0 < τ < b ĆrtĆkre ( τ, x(τ) ) ∈ C lenne, akkor az elŞzŞ tĆtel szerint x a b-nĆl nagyobb ĆrtĆkekre is Ćrtelmezve lenne. □

• 368/3 : < (2) (2x − 1)y^{′′} + 4xy^′ − 4y = 0; > (2) (2x + 1)y^{′′} + 4xy^′ − 4y = 0;

• 380/−11 : < Fontos tudni, hogy egy valćsząnŰsĆgi văltozć vărhatć ĆrtĆke, sŞt bărmely Baire-fĄgg-vĆnyĆnek a vărhatć ĆrtĆke is csak a valćsząnŰsĆgi văltozć eloszlăsfĄggvĆnyĆtŞl fĄgg; ez kŤzvetlenĄl belăthatć a de˛nącić alapjăn. A valćs ĆrtĆkŰ esetben az alăbbi tĆtelbŞl kŤvetkezik. > Fontos tudni, hogy egy valćsząnŰsĆgi văltozć vărhatć ĆrtĆke csak a valćsząnŰsĆgi văltozć eloszlăsfĄggvĆnyĆtŞl fĄgg; ez kŤzvetlenĄl belăthatć a de˛nącić alapjăn. A valćsząnŰsĆgi văltozć bărmely Baire-fĄggvĆnyĆnek a vărhatć ĆrtĆke is csak az eloszlăsfĄggvĆnyĆtŞl fĄgg. A valćs ĆrtĆkŰ valćsząnŰsĆgi văltozć esetĆn ez az alăbbi tĆtelbŞl kŤvetkezik.

• 382/−13 : < nagy n esetĆn a Stirling-formulăt Ćrdemes hasznălni: n! = √ 2πn^{n+1/2}e^{−n+12/n−cn} , ahol > nagy n esetĆn a Stirling-formulăt Ćrdemes hasznălni: n! = √ 2πn^{n+1/2}e^{−n+1/(12n)−cn} , ahol

• 393/−1 : < meg egy Pu^{239} gŤmb kritikus sugarăt. > meg egy Pu^{239} gŤmb kritikus sugarăt.

* 12.1.86. MătrixjătĆkok. A jătĆkelmĆletben vizsgălt legegyszerŰbb jătĆkban kĆt jătĆkos van, mindkettŞnek vĆges sok stratĆgiăja vagy tiszta stratĆgiăja van. Az elsŞ Ćs a măsodik stratĆgiăit is megszămozzuk: 1, 2, . . . , m illetve 1, 2, . . . , n. Ha az elsŞ jătĆkos az i-edik, a măsodik a j-edik stratĆgiăjăt vălasztja, akkor a măsodik ˛zet az elsŞnek a_{i,j} Ťsszeget (ami persze negatąv is lehet). Az a = (a_{i,j} )^m_{i=1}^n_{j=1} mătrixot a jătĆk mătrixănak nevezzĄk.

LehetŞsĆgeinket kibŞvątjĄk, ha kevert stratĆgiăt hasznălunk; ezeket Neumann Jănos vezette be. Ez az elsŞ jătĆkosnăl azt jelenti, hogy egy m tagč valćsząnŰsĆgi eloszlăst vălaszt, Ćs annak megfelelŞen vĆletlenszerŰen vălasztja meg stratĆgiăjăt. Ha az y eloszlăst vălasztja, amit oszlopmătrixnak ąrunk, akkor az y^′a sormătrix j-edik koordinătăja jelenti nyeremĆnyĆnek vărhatć ĆrtĆkĆt, ha a măsodik jătĆkos a j-edik stratĆgiăjăt vălasztotta. Ezen sormătrix koordinătăinak minimumăt szeretnĆ maximalizălni, azaz ha b Ćs c egy m illetve n hosszč oszlopmătrix, amelynek minden koordinătăja 1, akkor cĆlja β → max, az y^′a ≥ βc^′, y ≥ 0 Ćs b^′y = 1 feltĆtelek mellett; utćbbi azt fejezi ki, hogy y valćsząnŰsĆgeloszlăs, koordinătăinak Ťsszege 1. A feladatnak vannak megengedett megoldăsai, pĆldăul az egysĆgvektorok: ezek a tiszta stratĆgiăknak felelnek meg. CĆlszerŰ, ha a mătrix minden eleme pozitąv. Ezt kŤnnyen elĆrhetjĄk, ha minden elemĆhez hozzăadunk egy elĆg nagy d szămot. JelŤlje az ągy kapott mătrixot a. Persze, ekkor a nyeremĆnyek is d-vel megnŞnek, Ćs β = β + d jelŤlĆssel problĆmănk alakja

β → max, b^′y = 1, a^′y ≥ βc, y ≥ 0.

VegyĄk Ćszre, hogy măr a tiszta stratĆgiăkra is β > 0. Az y = y/β jelŤlĆssel a feladat

b^′y = 1/β → min, a^′y ≥ c, y ≥ 0.

Teljesen hasonlćan, ha a măsodik jătĆkos az x eloszlăst vălasztja, amit oszlopmătrixnak ąrunk, akkor az ax oszlopmătrix koordinătăinak maximumăt szeretnĆ minimalizălni, azaz cĆlja α → min, az ax ≤ αb, x ≥ 0 Ćs c^′x = 1 feltĆtelek mellett. Most is a feladatnak vannak megengedett megoldăsai, pĆldăul a tiszta stratĆgiăk. A α = α + d jelŤlĆssel problĆmănk alakja α → min, c^′x = 1, ax ≤ αb, x ≥ 0.

Mivel a minden eleme pozitąv, bărmely megengedett stratĆgiăra α > 0. Az x = x/α jelŤlĆssel a feladat c^′x = 1/α → max, ax ≤ b, x ≥ 0.

Egy duăl-primăl feladatpărt kaptunk, amely pĆldăul a szimplex mćdszerrel megoldhatć.

* 12.1.87. Neumann nyeregpont tĆtele. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, mărmely mătrixjătĆkhoz vannak olyan x_0, y_0 optimălis kevert stratĆgiăk, hogy bărmely x, y kevert stratĆgiăkra y^′ax_0 ≤ y^′_0ax_0 ≤ y^′_0ax. Az optimălis stratĆgiăkhoz tartozć α, β ĆrtĆkekre α = y^′_0ax_0 = β.

Az optimălis kevert stratĆgiăk ăltalăban nem egyĆrtelmŰek. Az y^′_0ax_0 ĆrtĆk a jătĆk ĆrtĆke; a tĆtel szerint az elsŞ jătĆkos ennĆl nagyobb nyeresĆget nem tud elĆrni, ha a măsodik valamelyik optimălis kevert stratĆgiăjăt jătsza, Ćs a măsodik ennĆl kisebb ĆrtĆket nem tud elĆrni, ha az elsŞ jătĆkos valamelyik optimălis kevert stratĆgiăjăt jătsza.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ pont szerint ąrjuk ăt a jătĆkot egy duăl-primăl feladatpărră. Mivel a primăl feladat megengedett x megoldăsainak halmaza korlătos, hiszen egy megengedett megoldăs egyetlen koordinătăja sem lehet nagyobb, mint a elemei minimumănak a reciproka, a megengedett megoldăsok halmaza kompakt. Ŋgy a primăl feladatnak van optimălis x_0 megoldăsa. Alkalmazva a lineăris programozăs fŞ tĆtelĆt kapjuk, hogy a duăl feladatnak is van egy y_0 optimălis megoldăsa, Ćs x_0, y_0 nyeregpontja az L(x, y) = c^′x + b^′y − y^′ax Lagrange-fĄggvĆnynek, azaz L(x, y_0) ≤ L(x_0, y_0) ≤ L(x_0, y) Ćs 1/α_0 = 1/β_0 = L(x_0, y_0) = y^′_0ax_0. Innen c^′x + b^′y_0 − y^′_0ax ≤ 1/β_0, tehăt 1/α−y^′_0ax/(α·β_0) ≤ 0, ahonnan β_0 ≤ y^′_0ax. Mivel 1/α_0 = y^′_0ax_0 = y^′_0ax_0/(α_0 ·β_0), egyrĆszt β_0 = y^′_0ax_0, amibŞl levonva d-t, β = y^′_0ax_0, măsrĆszt y^′_0ax_0 ≤ y^′_0ax, amibŞl levonva d-t, kapjuk az egyik egyenlŞtlensĆget. A măsik egyenlŞsĆg Ćs egyenlŞtlensĆg hasonlćan adćdik. □

• 394/−9 : < lątĆst erŞsen lerontja, ezĆrt tŤbb kĄlŤnbŤzŞ osztćpontrendszerrel is Ćrdemes prćbălkozni. > lątĆst erŞsen lerontja, ezĆrt tŤbb kĄlŤnbŤzŞ osztćpontrendszerrel is Ćrdemes prćbălkozni. Egy ŤkŤlszabăly az osztćpontok megvălasztăsăhoz: osszuk az empirikus eloszlăsfĄggvĆnyhez tartozć alsć Ćs felsŞ kvartilis kŤzŤtti rĆszt^3 √ n/2 egyenlŞ rĆszre, Ćs ezzel a lĆpĆskŤzzel folytassuk a beosztăst mindkĆt irănyba. Megmutathatć, hogy megfelelŞ feltĆtelek mellett ennek a lĆpĆskŤznek egy (1-hez kŤzeli) konstansszorosa esetĆn kŤzeląti a hisztogram a sŰrŰsĆgfĄggvĆnyt L^2-ben a legjobban.

• 415/16 : < Pythagoras (i. e. 6. sz.) 185, 272 > PĄthagoras (i. e. 6. sz.) 185, 272

• 420/0 FEJR«ESZ T -ORLEND }O : < >