SPEKTRŔLELMŘLET

Jegyzet

Jărai Antal

KLTE Debrecen 1992

1.§ BevezetĆs 1

1.§ BevezetĆs Riesz Frigyes Ćs SzŞkefalvi-Nagy BĆla kitŰnŞ ĂFunkcionălanalązis" kŤnyve, amelyen egy nemzedĆk nevelkedett, ma măr magyar nyelven is rendelkezĆsĆre ăll a spektrălelmĆlet irănt mĆlyebben ĆrdeklŞdŞknek. Kivălć feladatanyagot tartalmaz a spektrălelmĆlettel kapcsolatban Kirillov Ćs Gvisiani magyarul ĂFeladatok a funkcionălanalązis kŤrĆbŞl" cąmmel megjelent feladatgyŰjtemĆnye, amely văzlatosan tărgyalja az elmĆletet is, Ćs a Halmos ăltal is javasolt utat kŤvetve, a spektrăltĆtelhez annak szorzat alakjăn keresztĄl jut el. Ez a felĆpątĆs elŞnyŤsnek tŰnik, mert a spektrăltĆtel szorzat alakja elĆg szemlĆletes, gyakran jćl hasznălhatć, Ćs egy operător szorzat alakjăt megkeresve, abbćl kŤnnyen kaphatjuk a spektrălfelbontăst. Băr a spektrălelmĆlet kĄlŤnfĆle tărgyalăsi mćdjai gyakran nem egyszerŰ fogalmakat Ćs mĆly tĆteleket (komplex mĆrtĆkek, Radon-mĆrtĆk, Riesz-fĆle reprezentăcićs tĆtel, Gelfand-elmĆlet, stb.) hasznălnak fel, a spektrăltĆtel szorzat alakja, a spektrălmĆrtĆk Ćs a spektrălintegrăl fogalma, Ćs a spektrăltĆtel elĆg egyszerŰen megfogalmazhatć, mĆg igen ăltalănos, a Hilbert-tĆr nem feltĆtlenĄl korlătos, normălis operătorainak szerkezetĆt leąrć formăjăban is. CĆlszerŰnek tŰnik tehăt azok szămăra, akik a spektrăltĆtelt csak alkalmazni kąvănjăk, a legegyszerŰbb tĆnyek ismertetĆse utăn mindjărt a spektrăltĆtelt elmondani bizonyątăs nĆlkĄl, Ćs az elmĆlet egyszerŰbb tĆnyeinek bizonyątăsăval illusztrălni annak erejĆt. Ez a gondolat vezetett a Jărai [1992] jegyzet ąrăsakor. Ŋgy azonban a mĆlyebben ĆrdeklŞdŞk szămăra nem vilăgos, hogyan juthatunk el minĆl gyorsabban ehhez az alakhoz. Ezen a hiănyossăgon kąvăn segąteni ez a kis fĄzet. KĆszątĆse sorăn Riesz{SzŞkefalvi [1988] Ćs Kirillov{ Gvisiani [1985] măr emlątett kŤnyvĆn kąvĄl elsŞsorban Rudin [1973], Halmos [1957] Ćs DieudonnĆ [1985] kŤnyvĆt hasznăltam fel. Az analązisben ăltalănosan szokăsos jelŤlĆseket hasznăltam. KĆtsĆg esetĆn lăsd Rudin [1978] kŤnyvĆt. A felhasznălt lineăris algebrai tĆtelek megtalălhatćk Halmos [1984] kŤnyvĆben, a mĆrtĆkelmĆleti eredmĆnyek pedig a Jărai [1988] jegyzetben. A megĆrtĆshez szĄksĆg van a funkcionălanalązis alapjainak Ćs a Gelfand-elmĆletnek az ismeretĆre: megtalălhatć Losonczi [1982] jegyzetĆben. JelŤlĆsekben a Jărai [1992] jegyzetet kŤvetem, mivel ez a kis fĄzet annak kiegĆszątĆse.

Jărai Antal Debrecen, 1992 februăr 24

2.§ SpektrălelmĆlet

1. Lineăris operătorok. Băr lineăris terek kŤzŤtt hatć lineăris lekĆpezĆseket is lehetne vizsgălni, ezzel a tisztăn algebrai kĆrdĆssel nem fogunk foglalkozni. EzĆrt szămunkra az alăbbi szćhasznălat lesz cĆlszerŰ. Legyenek X Ćs Y normălt terek K felett. Egy A ⊂ X × Y lekĆpezĆst lineăris operătornak nevezĄnk, ha X egy lineăris alterĆn van Ćrtelmezve, Ćs minden x, y ∈ dmn(A)-ra Ćs α ∈ K-ra

A(x + y) = Ax + Ay ( additąv), A(αx) = αAx ( homogĆn).

Ha Y = K, akkor lineăris funkcionălrćl beszĆlĄnk. Egy lineăris operător rng(A) kĆptere (azaz ĆrtĆkkĆszlete) Ćs ker(A) = A^{−1}(0) magja vagy nulltere lineăris alterek. A pontosan akkor kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, ha ker(A) = {0}, Ćs ekkor A^{−1} is lineăris operător, mert y_1, y_2 ∈ rng(A) esetĆn az A^{−1}y_1 = x_1, A^{−1}y_2 = x_2 jelŤlĆsekkel y_1 = Ax_1, y_2 = Ax_2 Ćs A linearităsa miatt y_1 + y_2 = Ax_1 + Ax_2 = A(x_1 + x_2), azaz

A^{−1}y_1 + A^{−1}y_2 = x_1 + x_2 = A^{−1}(y_1 + y_2),

Ćs hasonlćan αy_1 = αAx_1 = A(αx_1), amibŞl

αA^{−1}y_1 = αx_1 = A^{−1}(αy_1).

MegjegyezzĄk, hogy a kŤzŤnsĆges algebrai mŰveletek ćvatosan kezelendŞk, ha az operătorok nem az egĆsz tĆren vannak Ćrtelmezve. PĆldăul a T Ćs S operătorok Ťsszege csak a dmn(T + S) = dmn(T ) ∩ dmn(S) halmazon, szorzata (ŤsszetĆtele) pedig csak a dmn(T S) = {x : x ∈ dmn(S) Ćs Sx ∈ dmn(T )} halmazon Ćrtelmezhe- tŞ. Az A lineăris operător normăja ‖A‖ = sup_{‖x‖≤1} ‖Ax‖. Ha dmn(A) ≠ {0}, akkor ‖A‖ = sup_{0≠x}

‖Ax‖ ‖x‖ = sup_{‖x‖=1} ‖Ax‖.

Nyilvăn ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖ minden x ∈ dmn(A)-ra, Ćs ‖A‖ a legkisebb ilyen konstans. Ha az A normăja vĆges, akkor A-t korlătosnak nevezzĄk. A norma Ćs a mŰveletek kapcsolatăt az

‖αA‖ = sup_{‖x‖≤1} ‖(αA)x‖ = |α| sup_{‖x‖≤1} ‖Ax‖ = |α|‖A‖,

‖A + B‖ = sup_{‖x‖≤1} ‖(A + B)x‖ ≤ sup_{‖x‖≤1} ‖Ax‖ + sup_{‖x‖≤1} ‖Bx‖ = ‖A‖ + ‖B‖,

‖AB‖ = sup_{‖x‖≤1} ‖(AB)x‖ ≤ sup_{‖x‖≤1} ‖A‖‖Bx‖ ≤ ‖A‖‖B‖,

ŤsszefĄggĆsek jellemzik. Az X-et Y -ba kĆpezŞ korlătos lineăris operătorok terĆt L(X; Y )-nal fogjuk jelŤlni. A fentiek szerint L(X; Y ) normălt tĆr. Az L(X; K) teret, X konjugălt terĆt X^∗-gal is jelŤljĄk. A korlătos lineăris operătorok vizsgălatăt illetŞen lăsd Losonczi [1982] jegyzetĆt.

2. Zărt operătorok. Az X normălt tĆr egy rĆszhalmazăt az Y normălt tĆrbe kĆpezŞ A operătort zărt operătornak nevezzĄk, ha A zărt rĆszhalmaza az X × Y normălt tĆrnek. Nyilvăn ha egy zărt operător kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, akkor az inverze is zărt opeător. Az A operător pontosan akkor zărt, ha bărmely (x, y) ∈ A esetĆn (x, y) ∈ A. Az (x, y) ∈ A feltĆtel pontosan akkor teljesĄl, ha van olyan (x_n, y_n) ∈ A sorozat, amely (x, y)-hoz konvergăl, azaz amelyre x_n ∈ dmn(A), x_n → x, y_n = Ax_n → y ha n → ∞. Az (x, y) ∈ A feltĆtel pontosan azt jelenti, hogy x ∈ dmn(A) Ćs y = Ax. Ŋgy belăttuk, hogy A pontosan akkor zărt operător, ha tetszŞleges x_n ∈ dmn(A) sorozatot vĆve, melyre x_n → x, Ax_n → y, kŤvetkezik, hogy x ∈ dmn(A) Ćs y = Ax. Zărt operătorokkal kapcsolatban nevezetes tĆny a zărt grăf tĆtel: Banach-teret Banach-tĆrbe kĆpezŞ zărt lineăris operător korlătos. Lăsd Losonczi [1982] jegyzetĆt.

3. De˛nącić. Legyen X egy normălt tĆr. X egy lineăris operătorăn egy T ⊂ X × X lineăris lekĆpezĆst ĆrtĄnk. Ha T inverze X-en Ćrtelmezett korlătos lineăris operător, akkor T -t regulărisnak nevezzĄk, egyĆbkĆnt pedig szingulărisnak. A λ ∈ K skalărt T sajătĆrtĆkĆnek, az 0 ≠ x ∈ dmn(T ) vektort pedig T sajătvektorănak nevezzĄk, ha T x = λx. Egy λ sajătĆrtĆk esetĆn ennek az egyenletnek a megoldăsai alkotjăk a λ-hoz tartozć sajătalteret. A sajătĆrtĆk multiplicităsa ennek az altĆrnek a dimenzićja.

4. De˛nącić. Legyen T az X komplex normălt tĆr lineăris operătora. A rezolvens halmaz azon λ ∈ C szămok halmaza, amelyekre T − λ1 regulăris. A rezolvens halmaz komplementere T spektruma, σ(T ). Azon λ skalărok halmaza, amelyekre T − λ1 nem kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, a T pontspektruma, σ_p(T ). Azon λ skalărok halmaza, amelyekre T − λ1 kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, Ćs kĆptere sŰrŰ Xben, de az inverz nem korlătos, T folytonos spektruma, σ_c(T ). A σ(T ) tŤbbi eleme alkotja T reziduălis spektrumăt, σ_r(T )-t. Az r(T ) = sup{|λ| : λ ∈ σ(T )} szăm T spektrălsugara. Az spektrum Ćs a spektrălsugăr ągy de˛niălt fogalma ăltalănosątja a Banach-terek korlătos lineăris operătoraira, mint Banach-algebra elemekre de˛niălt fogalmakat. Az operător Ćs a spektruma kŤzŤtti ŤsszefĄggĆst (heurisztikusan) a spektrăllekĆpezĆs elvekĆnt fogalmazhatjuk meg: ha T egy operător, f egy komplex văltozćs, komplex ĆrtĆkŰ fĄggvĆny, akkor f(σ(T )) = σ(f(T )).

5. TĆtel. Egy komplex Banach-tĆr bărmely lineăris operătorănak a spektruma zărt halmaz.

Bizony«“t«as. Megmutatjuk, hogy ha T inverze S ∈ L(X; X), azaz ST ⊂ T S = 1, akkor S(1 − λS)^{−1} a T − λ1 inverze elĆg kis |λ| esetĆn. TegyĄk fel, hogy |λ| < 1/‖S‖. Ekkor 1 − λS invertălhatć, Ćs

(T − λ1)Sx = T Sx − λSx = x − λSx = (1 − λS)x

minden x ∈ X-re, ągy

(T − λ1)S(1 − λS)^{−1}y = (1 − λS)(1 − λS)^{−1}y = y

minden y ∈ X-re, azaz S(1 − λS)^{−1} a T − λ1 inverze.

6. Adjungălt operător. Legyenek X Ćs Y Hilbert-terek. Nem nehĆz megmutatni, hogy korlătos T ⊂ X × Y operător mindig kiterjeszthetŞ az egĆsz X-re a norma megtartăsăval: az ĆrtelmezĆsi tartomăny lezărtjănak ortogonălis komplementerĆn legyen nulla. Ŋgy a korlătos operătorok L(X; Y ) elemeinek megszorątăsai. Ha T (nem feltĆtlenĄl korlătos, de) sŰrŰ halmazon van de˛niălva, akkor azon y ∈ Y elemekre, amelyekre x → ⟨T x, y⟩ folytonos dmn(T )-n, ez a funkcionăl egyĆrtelmŰen kiterjeszthetŞ X-re, Ćs ągy van olyan T^∗y ∈ X, amelyre ⟨T x, y⟩ = ⟨x, T^∗y⟩. Nyilvăn a kiterjesztĆs egyĆrtelmŰsĆgĆhez szĄksĆges, hogy dmn(T ) sŰrŰ legyen H-ban. KŤnnyŰ kiszămolni, hogy T^∗ ⊂ Y × X lineăris operător. T^∗ a T adjungăltja. Az is nyilvănvalć, hogy ha T ⊂ S, akkor S^∗ ⊂ T^∗. Ha T T^∗ = 1 Ćs T^∗T = 1, akkor T - t unitĆrnek nevezzĄk. Egy Hilbert-tĆr egy T lineăris operătorăt szimmetrikusnak vagy Hermite-fĆlĆnek nevezzĄk, ha ⟨T x, y⟩ = ⟨x, T y⟩ minden x, y ∈ dmn(T )-re. Ŋgy egy sŰrŰn de˛niălt operător pontosan akkor szimmetrikus, ha T ⊂ T^∗. Ha T = T^∗, akkor T -t Ťnadjungăltnak nevezzĄk. Egy sŰrŰn de˛niălt zărt operătort normălisnak nevezĄnk, ha T^∗T = T T^∗. VegyĄk Ćszre, hogy egy szimmetrikus operătorra ⟨T x, x⟩ mindig valćs.

→ 7. Feladat: polarizăcić. Legyen H komplex Hilbert-tĆr, T ⊂ H ×H lineăris operător. Igazoljuk, hogy ha x, y ∈ dmn(T ), akkor

4⟨T x, y⟩ = ⟨T (x + y), x + y⟩ − ⟨T (x − y), x − y⟩ + i⟨T (x + iy), x + iy⟩ − i⟨T (x − iy), x − iy⟩.

Ha H valćs, Ćs T Ťnadjungălt, akkor

4⟨T x, y⟩ = ⟨T (x + y), x + y⟩ − ⟨T (x − y), x − y⟩.

Ez a polarizăcićs formula. Speciălisan, a belsŞ szorzat kifejezhetŞ a normăval.

→ 8. Feladat. Igazoljuk, hogy ha H komplex Hilbert-tĆr, T ∈ L(H; H) Ćs ⟨T x, x⟩ = 0 minden x ∈ H-ra, akkor T = 0.

9. Projekcićoperătorok Ćs zărt alterek. Egy H Hilbert-tĆren Ćrtelmezett P korlătos lineăris operătort projekcićoperătornak nevezĄnk, ha P^2 = P . A legegyszerŰbb projekcićoperătorok az 1 identikus operător Ćs a nulloperător. Megmutatjuk, hogy a P → rng(P ) lekĆpezĆs kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ kapcsolatot lĆtesąt az Ťnadjungălt projekcićoperătorok Ćs H zărt lineăris alterei kŤzŤtt. Ennek belătăsăhoz, elŞszŤr is vegyĄk Ćszre hogy a P operător nulltere, a ker(P ) zărt lineăris altĆr pontosan azokbćl az elemekbŞl ăll, amelyek elŞăllnak x − P (x) alakban, rng(P ) pedig P ˛xpontjaibćl ăll, azaz 1 − P nulltere. MăsrĆszt, P Ťnadjungăltsăgăt felhasznălva, kapjuk, hogy rng(P ) = ker(P )^⊥. EbbŞl az ortogonălis felbontăs tĆtelĆnek felhasznălăsăval măr kŤvetkezik az ăllątăs.

10. PĆldăk. PĆldăinkban tekintsĄk a szămegyenest a Lebesgue-mĆrtĆkkel, Ćs legyen a Hilbert-tĆr a megfelelŞ komplex L^2-tĆr.

(1) Legyen g : R → C egy korlătos Lebesgue-mĆrhetŞ fĄggvĆny, Ćs M_g a g-vel valć szorzăs operătora, azaz

M_g(f)(t) = g(t)f(t), ha t ∈ R.

Ekkor M_g korlătos lineăris operător. M_g adjungăltja M_g. Ha g valćs ĆrtĆkŰ, akkor M_g Ťnadjungălt. Ha g egy halmaz karakterisztikus fĄggvĆnye, akkor M_g projekcićoperător.

(2) Legyen

(Mf)(t) = tf(t), ha f ∈ L^2 «es

∫_∞ −∞ t^2|f(t)|^2 dt < ∞.

Megmutathatć, hogy ekkor M nemkorlătos Ťnadjungălt operător.

(3) Legyen —h egy valćs szăm, Ćs de˛niăljuk a D operătort az f ∈ D(R) fĄggvĆnyeken, čgy, hogy Df = −i—hf^′. Ekkor D sŰrŰn de˛niălt operător, Ćs

⟨Df, g⟩ =

∫_∞ −∞ −i—hf^′g =

∫_∞ −∞ i—hfg^′ =

∫_∞ −∞ f(−i—hg^′) = ⟨f, Dg⟩,

ha f, g ∈ dmn(D), azaz D szimmetrikus. Megmutathatć, hogy D nem Ťnadjungălt, de ha ĆrtelmezĆsĆt kiterjesztjĄk azokra a f ∈ L^2 fĄggvĆnyekre, amelyek minden kompakt intervallumon abszolčt folytonosak, Ćs derivăltjuk is nĆgyzetesen integrălhatć, akkor nemkorlătos Ťnadjungălt operătort kapunk.

(4) Legyen M a (2)-ben de˛niălt operător, D pedig a (3)-ban de˛niălt operător. Az M Ćs D operătorok kommutătora, DM − MD az ĆrtelmezĆsi tartomănyăn megegyezik a −i—h1 operătorral:

−i—h(tf(t))^′ + ti—hf^′(t) = −i—hf(t)

(Heisenberg-fĆle felcserĆlĆsi ŤsszefĄggĆs).

11. Feladat. Bizonyątsuk be az elŞzŞ pĆlda ăllątăsait.

12. Tipikus pĆlda. Legyen μ egy mĆrtĆk, t mĆrhetŞ, komplex ĆrtĆkŰ fĄggvĆny, Ćs M_t a t-vel valć szorzăs operătora:

(M_tx)(τ) = t(τ)x(τ), ha x ∈ L^2(μ), tx ∈ L^2(μ).

Ha ~t egy măsik mĆrhetŞ fĄggvĆny, amely minden vĆges mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ halmazon majdnem mindenĄtt egyenlŞ t-vel, akkor M_t = M_{~t}, mivel az {x ≠ 0} halmaz σvĆges. Megmutatjuk, hogy M^∗_t = M_t. Ha y ∈ L^2 esetĆn x → ⟨M_tx, y⟩ = ∫ txy dμ korlătos lineăris funkcionăl dmn(M_t)-n, akkor elŞăll belsŞ szorzat alakban, azaz van olyan z ∈ L^2, hogy ∫ xty dμ = ∫ xz dμ ha x ∈ dmn(M_t). Azt kell megmutatnunk, hogy ty Ćs z majdnem mindenĄtt megegyeznek. Ha μ{ty ≠ z} > 0 lenne, akkor felhasznălva, hogy az {y ≠ 0} Ćs {z ≠ 0} halmazok σ-vĆgesek, vălaszthatnănk olyan

A mĆrhetŞ halmazt, amelyen ty ≠ z Ćs 0 < μ(A) < ∞. FeltehetjĄk, hogy t korlătos A-n; valćban, alkalmazzuk az A∩{|t| < n} halmazokra a mĆrtĆk folytonossăgăt. Ha most x = ξ_Asgn(ty − z), akkor x ∈ dmn(M_t) Ćs ∫ x(ty − z) dμ = ∫ A |ty − z| dμ ≠ 0.

VegyĄk Ćszre, hogy M_t normălis, ha t valćs ĆrtĆkŰ, akkor M_t Ťnadjungălt, ha t korlătos, akkor M_t is korlătos ugyanazzal a korlăttal, ha t karakterisztikus fĄggvĆny, akkor M_t Ťnadjungălt projekcić, σ(M_t) ⊂ rng(t), mert ha λ belsŞ pontja rng(t) komplementerĆnek, akkor az M_{1/(t−λ)} korlătos operător az M_{t−λ} inverze, Ćs ha |t| ≡ 1, akkor M_t unitĆr.

13. De˛nącić. Legyen H komplex Hilbert-tĆr. Ekkor H × H is Hilbert-tĆr lesz, a ⟨(x_1, x_2), (y_1, y_2)⟩ = ⟨x_1, y_1⟩+⟨x_2, y_2⟩ belsŞ szorzattal, amibŞl a ‖(x_1, x_2)‖ = √ ‖x_1‖^2 + ‖x_2‖^2 norma szărmazik.

14. TĆtel. Legyen H Hilbert-tĆr, T egy sŰrŰn de˛niălt lineăris operător H-n, V (x_1, x_2) = (−x_2, x_1), ha x_1, x_2 ∈ H. Ekkor T^∗ = V (T )^⊥.

VegyĄk Ćszre, hogy ha H = R, akkor V a sąk egy derĆkszŤggel valć elforgatăsa.

Bizony«“t«as. (y, z) ∈ T^∗ pontosan akkor teljesĄl, ha ⟨T x, y⟩ = ⟨x, z⟩ minden x ∈ dmn(T )-re. Ez azzal ekvivalens, hogy ⟨(−T x, x), (y, z)⟩ = 0 minden x ∈ dmn(T )-re, az utćbbi azonban pontosan akkor teljesĄl, ha (y, z) a V (T ) ortogonălis komplementerĆben van.

15. KŤvetkezmĆny. T^∗ zărt operător. -Onadjungălt operător zărt, ągy normălis. T pontosan akkor fĄggvĆny, ha T^∗ sŰrŰn de˛niălt, Ćs ekkor T = T^{∗∗}.

Bizony«“t«as. Ha T^∗ sŰrŰn de˛niălt, akkor T^{∗∗} = V (V (T )^⊥)^⊥ = T^{⊥⊥} = T fĄggvĆny. Ha T^∗ nem sŰrŰn de˛niălt, akkor van olyan 0 ≠ z ∈ H, amely ortogonălis dmn(T^∗)-ra. Ekkor (z, 0) ortogonălis T^∗-ra, tehăt (0, −z) benne van T -ban.

16. Mit ălląt a spektrăltĆtel? A lineăris algebrăbćl ismeretes, hogy ha T egy normălis lineăris operător egy vĆges dimenzićs komplex H Hilbert-tĆren, akkor | alkalmas băzisban | T f koordinătăi (t_1f_1, t_2f_2, . . . , t_nf_n) alakba ąrhatćk, ahol t_1, t_2, . . . , t_n a T sajătĆrtĆkei, Ćs f koordinătăi (f_1, f_2, . . . , f_n). A T operător tehăt ekvivalens egy adott t = (t_1, t_2, . . . , t_n) fĄggvĆnnyel valć szorzăssal.

Mivel ha μ tetszŞleges mĆrtĆk, akkor az L^2(μ) tĆren egy mĆrhetŞ t fĄggvĆnnyel valć szorzăs M_t operătora, amelyre (M_tf)(s) = t(s)f(s), normălis operător, amelynek adjungăltja a t fĄggvĆnnyel valć szorzăs operătora, azt vărhatjuk, hogy tetszŞleges normălis operătort ilyen alakban lehet elŞăllątani. Valćban, a spektrăl tĆtel szorzat alakja azt ăllątja, hogy ha T egy normălis operător egy H komplex Hilbert-tĆren, akkor van olyan lineăris izometria H Ćs egy L^2(μ) tĆr kŤzŤtt, amely T -t egy t mĆrhetŞ fĄggvĆnnyel valć szorzăsba viszi ăt. A t vălaszthatć čgy, hogy ĆrtĆkkĆszletĆnek lezărtja Ćppen σ(T ) legyen.

Approximăljuk a t fĄggvĆnyt egyszerŰ fĄggvĆnyekkel. Egy ∑ t_j ξ_j ≈ t egyszerŰ fĄggvĆnnyel valć szorzăs H-ban egy ∑ t_j P_j ≈ T operătornak felel meg: a ξ_j karakterisztikus fĄggvĆnnyel valć szorzăs egy P_j Ťnadjungălt projekcićoperătorba megy ăt, amely azt ĂmĆri", t_j -nek mekkora Ăsčlya" van a σ(T ) spektrumban. Ha a kŤzelątĆst ˛nomątjuk, az Ťsszeg egy ∫ C t dP (t) = T integrălhoz tart, ez a T spekrălelŞăllątăsa.

Itt P egy, a C-n Ćrtelmezett, T -tŞl fĄggŞ, Ťnadjungălt projekcićoperător ĆrtĆkŰ mĆrtĆk, a T čgynevezett spektrălfelbontăsa. A spektrălmĆrtĆkkel valć munkănăl gondot okoz, hogy az integrălkŤzelątŞ sorozatok nem konvergensek L(H; H) normăjăban. Ezt a problĆmăt čgy lehet megkerĄlni, hogy az A → P (A) spektrălmĆrtĆk helyett annak ĂărnyĆkaival", az A → ⟨P (A)x, x⟩, x ∈ H kŤzŤnsĆges mĆrtĆkekkel dolgozunk.

17. TĆtel. Egy H komplex Hilbert-tĆren egy T ∈ L(H; H) normălis operător pontosan akkor Ťnadjungălt, ha σ(T ) ⊂ R Ćs pontosan akkor unitĆr, ha σ(T ) ⊂ T.

Bizony«“t«as. A T ăltal L(H; H)-ban generălt rĆsz B^∗-algebra, B^∗(T ) izometrikusan ∗-izomorf C(σ(T ))-vel, Ćs T -nek az identikus λ → λ fĄggvĆny, T^∗-nak pedig a λ → λ fĄggvĆny felel meg. T = T^∗ pontosan akkor, ha λ = λ a σ(T )-n, Ćs T T^∗ = 1 pontosan akkor, ha λλ = 1 a σ(T )-n.

18. De˛nącić. Azt mondjuk, hogy a H Hilbert-tĆr a H_γ , γ ∈ ` zărt altereinek Hilbert-Ťsszege, ha a H_γ alterek păronkĆnt ortogonălisak, Ćs egyesątĆsĄk lineăris burka sŰrŰ H-ban.

19. Lemma. Legyen H egy komplex Hilbert-tĆr, X egy 1-et tartalmazć rĆsz ∗-algebrăja L(H; H)-nak. Ekkor lĆteznek olyan H_γ , γ ∈ ` zărt alterek, amelyek Hilbert-Ťsszege H, Ćs amelyekre (1) AH_γ ⊂ H_γ minden A ∈ X Ćs γ ∈ ` esetĆn;

(2) minden γ ∈ `-ra lĆtezik olyan 0 ≠ x_γ ∈ H_γ , hogy {Ax_γ : A ∈ X} sŰrŰ H_γ -ban.

Bizony«“t«as. TekintsĄk az Ťsszes, az (1) Ćs (2) feltĆteleknek eleget tĆvŞ, păronkĆnt ortogonălis zărt alterekbŞl ăllć H_γ , γ ∈ ` rendszereket. Ezek a tartalmazăsra nĆzve fĆligrendezett halmazt alkotnak, amelyre teljesĄlnek a Zorn-lemma feltĆtelei, ągy van maximălis eleme. Megmutatjuk, hogy erre ∪_{γ∈`}H_γ lineăris burka sŰrŰ Hban. Legyen erre a maximălis elemre H^′ az ∪_{γ∈`}H_γ halmaz lineăris burkănak a lezărtja. Nyilvăn AH^′ ⊂ H^′ minden A ∈ X-re. Ha H ≠ H^′, vălasszunk egy x^{′′} ≠ 0 elemet H^′ ortogonălis komplementerĆbŞl, Ćs tekintsĄk az {Ax^{′′} : A ∈ X} halmazt. Ez altĆr, mert X rĆszalgebra. Legyen H^{′′} ennek a lezărtja. Ekkor AH^{′′} ⊂ H^{′′} minden A ∈ X-re. Ha x^′ ∈ H^′, akkor ⟨x^′, Ax^{′′}⟩ = ⟨A^∗x^′, x^{′′}⟩ = 0 minden A ∈ X-re, ągy a belsŞ szorzat folytonossăgăbćl kŤvetkezik, hogy H^′ ⊥ H^{′′}. A H_γ , γ ∈ ` rendszert kiegĆszątve H^{′′}-vel, ellentmondăsra jutunk.

20. A spektrăl-tĆtel szorzat alakja B^∗-rĆszalgebrăkra. Legyen H egy komplex Hilbert-tĆr, Ćs X egy kommutatąv B^∗-rĆszalgebrăja L(H; H)-nak, amely tartalmazza az identikus operătort. Ekkor lĆtezik olyan μ mĆrtĆk egy mĆrtĆktĆren, U : H → L^2(μ) unitĆr operător Ćs T → t ∈ L^∞(μ) lekĆpezĆse X-nek, amelynĆl U ∘T ∘U^{−1} = M_t, a t-vel valć szorzăs operătora minden T ∈ X-re, Ćs rng(t) ⊂ σ(T ). A μ mĆrtĆk vălaszthatć čgy, hogy μ(A) = sup{μ(B) : B ⊂ A, μ(B) < ∞} teljesĄljŤn minden A ∈ A-ra.

Bizony«“t«as. ElŞszŤr tegyĄk fel, hogy van olyan x ∈ H, amelyre {T x : T ∈ X} sŰrŰ H-ban. RŤgzątve egy ilyen x-et, a ˘_T → ⟨T x, x⟩ lekĆpezĆs korlătos lineăris funkcionăl C( ^X)-n, amely a nemnegatąv fĄggvĆnyeken nemnegatąv (alkalmazzunk ugyanis gyŤkvonăst), ągy a Riesz-fĆle reprezentăcićs tĆtel szerint elŞăll ⟨T x, x⟩ = ∫_^ X ˘_T dμ alakban. Legyen U˘_T = T x. Ekkor

‖T x‖^2 = ⟨T^∗T x, x⟩ = ∫ |˘_T |^2 dμ = ‖˘_T ‖^2,

ągy U izometrikusan kiterjeszthetŞ egy H-t L^2(μ)-be kĆpezŞ fĄggvĆnnyĆ. Mivel C( ^X) sŰrŰ, U ĆrtĆkkĆszlete L^2(μ), tovăbbă

(U ∘ T ∘ U^{−1})(˘_S) = U(T (Sx)) = (U ∘ U^{−1})(˘_T ˘_S) = ˘_T ˘_S.

Az ăltalănos esetben tekintsĄk H-nak az elŞzŞ lemma szerinti alterekre valć direkt felbontăsăt. A H_γ zărt alterekre alkalmazva az elŞzŞ lĆpĆst, kapunk egy μ_γ mĆrtĆket ^X_γ-n, egy U_γ : H_γ → L^2(μ_γ ) izometriăt, Ćs egy T |_{Hγ} → t_γ lekĆpezĆst. Az ^X_γ tereket diszjunkttă tĆve, ∪_{γ∈`} ^X_γ mĆrtĆktĆrrĆ tehetŞ: egy A rĆszhalmaz legyen mĆrhetŞ, ha A ∩ ^X_γ mĆrhetŞ minden γ ∈ `-ra, Ćs legyen μ(A) = ∑ γ∈` μ_γ (A ∩ ^X_γ ).

Ha f ∈ L^2(μ), akkor az U^{−1}f = ∑ γ∈` U^{−1}_γ (f|_{Xγ} ) Ťsszeg csak megszămlălhatć sok nem nulla tagot tartalmaz, Ćs nem fĄgg az ŤsszegzĆs sorrendjĆtŞl, tovăbbă U^{−1} izometrikusan izomorf lekĆpezĆse L^2(μ)-nek H-ra, Ćs U ∘T ∘U^{−1} = M_t, ahol t|_{Xγ} = t_γ .

VĆgĄl vegyĄk Ćszre, hogy ha T − λ1 a H-t H-ra kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰen kĆpezi le, akkor (T − λ1)|_{Hγ} a H_γ -t H_γ -ra kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰen kĆpezi le, ągy van inverze. EbbŞl rng(t_γ ) = σ(T |_{Hγ} ) ⊂ σ(T ), amibŞl rng(t) ⊂ σ(T ).

21. A spektrăl-tĆtel szorzat alakja korlătos operătorra. Legyen H egy komplex Hilbert-tĆr, Ćs T ∈ L(H; H) egy normălis operător. Ekkor lĆtezik olyan μ mĆrtĆk, U : H → L^2(μ)-ra unitĆr operător Ćs μ-mĆrhetŞ komplex ĆrtĆkŰ t fĄggvĆny, hogy U ∘ T ∘ U^{−1} = M_t, a t-vel valć szorzăs operătora, Ćs rng t ⊂ σ(T ), tovăbbă μ vălaszthatć čgy, hogy μ(A) = sup{μ(B) : B ⊂ A, μ(B) < ∞} teljesĄljŤn minden A ∈ A-ra.

Bizony«“t«as. Alkalmazzuk az elŞzŞ tĆtelt a T ăltal generălt B^∗-rĆszalgebrăra.

22. SpektrălmĆrtĆk. Legyen H egy komplex Hilbert-tĆr, Ćs A az X halmaz rĆszhalmazainak egy σ-algebrăja. Egy, az A elemeit H Ťnadjungălt projekcićoperătoraiba kĆpezŞ P lekĆpezĆst spektrălmĆrtĆknek nevezĄnk, ha P (X) = 1 Ćs P_x(T ) = ⟨P (T )x, x⟩ jelŤlĆssel P_x mĆrtĆk minden x ∈ H-ra. VegyĄk Ćszre, hogy minden P_x vĆges mĆrtĆk, mert P_x(X) = ⟨1x, x⟩ = ‖x‖^2, Ćs

P_x(A) = ⟨P (A)x, x⟩ = ⟨P (A)x, P (A)x⟩ = ‖P (A)x‖^2.

EbbŞl kŤvetkezik, hogy P (∅) = 0. A P ăltalăban nem σ-additąv a norma topolćgiăban, mivel

∑_∞

n=1 P (A_n) nem Cauchy-sorozat, hiszen a projekcićk normăja csak nulla vagy egy lehet; azonban, ha n = 1, 2, . . .-re P (A_n) = 0, akkor P (∪^∞_{n=1}A_n) = 0. Valćban, P_x(A_n) = 0 minden x ∈ H-ra Ćs n = 1, 2, . . .-re. EbbŞl P_x(∪A_n) = 0 minden x ∈ H-ra, azaz ‖P (∪A_n)x‖^2 = 0 minden x ∈ H-ra, ągy P (∪A_n) = 0. A kŤvetkezŞ tĆtel a spektrălmĆrtĆkek tovăbbi vizsgălatăval foglalkozik.

23. TĆtel. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, (1) ha A ∩ B = ∅, akkor P (A ∪ B) = P (A) + P (B); (2) P (A ∩ B) = P (A)P (B), ha A, B ∈ A;

(3) bărmely kĆt P (A), P (B) projekcić felcserĆlhetŞ egymăssal Ćs ha A ∩ B = ∅, akkor P (A) Ćs P (B) kĆptere ortogonălis;

(4) ha A_n diszjunkt, mĆrhetŞ halmazok egy sorozata, Ćs x ∈ H, akkor

P (∪^∞_{n=1}A_n)x = ∞∑ n=1 P (A_n)x.

Bizony«“t«as. Ha A Ćs B diszjunk mĆrhetŞ halmazok, akkor ⟨P (A ∪ B)x, x⟩ = ⟨(P (A) + P (B))x, x⟩ minden x ∈ H-ra. EbbŞl polarizăcićval P (A ∪ B) = P (A) + P (B), azaz teljesĄl (1). Ha A ⊂ B, akkor P (B) = P (A) + P (B\A). EbbŞl P (A)x = x esetĆn ‖x‖^2 = ‖P (A)x‖^2 ≤ ‖P (A)x‖^2 + ‖P (B\A)x‖^2 = ‖P (B)x‖^2 ≤ ‖x‖^2, azaz ‖P (B)x‖ = ‖x‖. Ez azt jelenti, hogy x ∈ rng(P (B)), azaz P (B)x = x. Ŋgy azt kaptuk, hogy P (B)P (A) = P (A). Adjungălăssal adćdik, hogy ez a P (A)P (B) = P (A) ŤsszefĄggĆssel ekvivalens. A tetszŞleges A, B ∈ A esetĆn fennăllć P (A ∪ B) = P (B\A) + P (A ∩ B) + P (A\B) ŤsszefĄggĆs mindkĆt oldalăhoz hozzăadva P (A ∩ B)-t, azt kapjuk, hogy P (A ∪ B) + P (A ∩ B) = P (A) + P (B).

MindkĆt oldalt megszorozva P (A)-val, ebbŞl azt kapjuk, hogy P (A) + P (A ∩ B) = P (A) + P (B)P (A), amibŞl adćdik (2), abbćl pedig (3). VĆgĄl, (4)-ben a jobb oldalon ortogonălis sor Ťsszege ăll, amely a ∞∑ n=1 ‖P (A_n)x‖^2 = ∞∑ n=1 P_x(A_n) = P_x(∪^∞_{n=1}A_n) = ‖P (∪^∞_{n=1}A_n)x‖^2 ≤ ‖x‖^2

ŤsszefĄggĆs szerint konvergens. Vilăgos, hogy az x →

∑_∞ n=1 P (A_n)x hozzărendelĆs egy Q lineăris operător, amelynek normăja nem nagyobb, mint 1. Mivel

⟨Qx, x⟩ = lim_{n→∞}⟨ n∑ k=1 P (A_k)x, x⟩ = lim_{n→∞} n∑ k=1 ⟨P (A_k)x, x⟩

= ∞∑ n=1 P_x(A_n) = ⟨P (∪^∞_{n=1}A_n)x, x⟩

minden x-re. Polarizăcićval kapjuk, hogy Q = P (∪^∞_{n=1}A_n), tehăt teljesĄl (4).

24. Neumann tĆtele. Legyen T egy sŰrŰn de˛niălt zărt operător a H Hilbert-tĆren. Ekkor dmn(T^∗T ) sŰrŰ H-ban, a T^∗T operător zărt, Ćs az 1+T^∗T operător kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ lekĆpezĆse dmn(T^∗T )-nek H-ra. A B = (1 + T^∗T )^{−1} operător korlătos Ćs Ťnadjungălt, spektruma rĆsze [0, 1]-nek. Az (x, y) → ⟨Bx, y⟩ lekĆpezĆs egy belsŞ szorzat, Ćs C = T B egy H-n de˛niălt folytonos lineăris operător, amelyre C(H) ⊂ dmn(T^∗) teljesĄl. VĆgĄl (T^∗T )^∗ = T^∗T .

Bizony«“t«as. Az elŞzŞ tĆtel jelŤlĆseivel, T Ćs V (T^∗) egymăs ortogonălis komplementerei H × H-ban. EzĆrt minden x ∈ H-hoz pontosan egy y ∈ dmn(T ) Ćs z ∈ dmn(T^∗) lĆtezik, hogy

(1) (x, 0) = (y, T y) + (T^∗z, −z).

Legyen y = Bx Ćs z = Cx. Nyilvăn B Ćs C az egĆsz H-n de˛niălt lineăris operătorok, Ćs B(H) ⊂ dmn(T ) valamint C(H) ⊂ dmn(T^∗), tovăbbă

‖x‖^2 = ‖y‖^2 + ‖T y‖^2 + ‖z‖^2 + ‖T^∗z‖^2,

amibŞl ‖Bx‖ ≤ ‖x‖ Ćs ‖Cx‖ ≤ ‖x‖. Az (1) ŤsszefĄggĆs ekvivalens az

x = Bx + T^∗Cx «es 0 = −Cx + T Bx

ŤsszefĄggĆsekkel. EbbŞl C = T B Ćs T (B(H)) ⊂ dmn(T^∗), azaz B(H) ⊂ dmn(T^∗T ). KŤvetkezĆskĆppen T^∗T B az egĆsz H-n de˛niălva van, Ćs teljesĄl, hogy

1 = B + T^∗T B = (1 + T^∗T )B;

ezzel megmutattuk, hogy B kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, 1 + T^∗T pedig H-ra kĆpez. Minden w ∈ dmn(T^∗T )-re teljesĄl, hogy

(2) ⟨w + T^∗T w, w⟩ = ‖w‖^2 + ⟨T^∗T w, w⟩ = ‖w‖^2 + ‖T w‖^2;

mivel T = T^{∗∗}, ez az ŤsszefĄggĆs azt mutatja, hogy w + T^∗T w = 0-bćl w = 0 kŤvetkezik, tehăt 1 + T^∗T kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ. Mivel B zărt, 1 + T^∗T is zărt, amibŞl kŤvetkezik, hogy T^∗T is zărt. Tovăbbă, minden u, v ∈ H-ra

⟨Bu, v⟩ = ⟨Bu, Bv + T^∗T Bv⟩ = ⟨Bu, Bv⟩ + ⟨Bu, T^∗T Bv⟩ = ⟨Bu, Bv⟩ + ⟨T Bu, T Bv⟩ = ⟨Bu, Bv⟩ + ⟨T^∗T Bu, Bv⟩ = ⟨(1 + T^∗T )Bu, Bv⟩ = ⟨u, Bv⟩,

azaz B Ťnadjungălt. Ha (2)-ben w helyĆre Bx-et teszĄnk, akkor azt kapjuk, hogy minden x ∈ H-ra ⟨x, Bx⟩ = ‖Bx‖^2 + ‖T Bx‖^2 ≥ 0. Mivel ‖Bx‖ ≤ ‖x‖, kŤvetkezik, hogy σ(B) ⊂ [0, 1]. Tovăbbă ⟨x, Bx⟩ = 0 esetĆn Bx = 0 tehăt x = 0, ągy az (x, y) → ⟨Bx, y⟩ lekĆpezĆs belsŞ szorzat.

Most megmutatjuk, hogy dmn(T^∗T ) sŰrŰ. JelŤlje a T megszorątăsăt dmn(T^∗T )- re T^′. ElĆg megmutatni, hogy T^′ sŰrŰ T -ben, mivel dmn(T^∗T ) a T^′ kĆpe az (x, y) → x projekcićnăl, Ćs dmn(T ) sŰrŰ H-ban. Annak bizonyątăsăra, hogy a T^′ ⊂ T altĆr a T Hilbert-tĆrben sŰrŰ, elĆg azt megmutatni, hogy egy T^′-re ortogonălis (u, T u) ∈ T vektor szĄksĆgkĆppen nulla. Ez azonban azt jelenti, hogy ⟨(u, T u), (v, T v)⟩ = 0 minden v ∈ dmn(T^∗T )-re, azaz ⟨u, v⟩ + ⟨T u, T v⟩ = 0; mivel azonban T v ∈ dmn(T^∗) teljesĄl, kŤvetkezik, hogy ⟨u, v⟩ + ⟨u, T^∗T v⟩ = 0, Ćs ągy ⟨u, (1 + T^∗T )v⟩ = 0. Azonban 1 + T^∗T a dmn(T^∗T ) halmazt H-ra kĆpezi le, ągy u = 0, ami bizonyątandć volt.

Mivel B Ťnadjungălt, B a V (B) ortogonălis komplementere. EbbŞl 1 + T^∗T a V (1 + T^∗T ) ortogonălis komplementere. Măs szćval, (1 + T^∗T )^∗ = 1 + T^∗T , tehăt (T^∗T )^∗ = T^∗T .

25. TĆtel. Legyen H egy Hilbert-tĆr. Ha T egy normălis operător, akkor dmn(T ) = dmn(T^∗) Ćs ‖T x‖ = ‖T^∗x‖ minden x ∈ dmn(T ) esetĆn.

Bizony«“t«as. Mint Neumann tĆtelĆnek bizonyątăsăban lăttuk, a T operător dmn(T^∗T )-re valć megszorątăsa sŰrŰ T -ben; lĆtezik tehăt minden x ∈ dmn(T )-hez dmn(T^∗T )-beli pontoknak olyan y_n sorozata, hogy lim_{n→∞} y_n = x Ćs lim_{n→∞} T y_n = T x. Minden z ∈ dmn(T^∗T )-re teljesĄl azonban, hogy

‖T z‖^2 = ⟨z, T^∗T z⟩ = ⟨z, T T^∗z⟩ = ‖T^∗z‖^2,

mivel T^∗T = T T^∗. Ha ezt az ŤsszefĄggĆst alkalmazzuk z = y_n − y_m-re, akkor azt mutatja, hogy a T^∗y_n sorozat Cauchy-sorozat, tehăt konvergens. Mivel T^∗ zărt, ebbŞl kŤvetkezik, hogy x ∈ dmn(T^∗) Ćs T^∗x = lim_{n→∞} T^∗y_n teljesĄl; ebbŞl kŤvetkezik, hogy ‖T x‖ = ‖T^∗x‖. Belăttuk tehăt, hogy dmn(T ) ⊂ dmn(T^∗). Mivel T^{∗∗} = T , a T^∗ operător is normălis, Ćs dmn(T^∗) ⊂ dmn(T ).

26. Lemma. Legyen a H Hilbert-tĆr a megszămlălhatć sok H_n zărt altĆr Hilbert-Ťsszege, Ćs minden n-re T_n a H_n egy korlătos operătora. Ekkor pontosan egy olyan T zărt operătora lĆtezik H-nak, amelyre H_n ⊂ dmn(T ), T |_{Hn} = T_n Ćs P_nT x = T P_nx minden n Ćs minden x ∈ dmn(T ) esetĆn, ahol P_n a H-nak H_n-re valć ortogonălis projekcićja. Tovăbbă dmn(T ) azon x = ∑ n x_n, x_n ∈ H_n elemek halmaza, amelyekre ∑ n ‖T_nx_n‖^2 < ∞, Ćs T x = ∑ n T_nx_n. Ha T_n minden n-re egy folytonos normălis operător H_n-en, akkor T normălis operător, Ćs T^∗x = ∑ n T^∗_n x_n.

Bizony«“t«as. JelŤlje X az Ťsszes olyan x = ∑ n x_n, x_n ∈ H_n alakč elemek halmazăt, amelyekre ∑ n ‖T_nx_n‖^2 < ∞. Mivel ∑ n ‖P_nT x‖^2 = ‖T x‖^2 < ∞ kell, hogy teljesĄljŤn, feltĆteleinkbŞl kŤvetkezik, hogy dmn(T ) ⊂ X. A minden Hilbert-tĆrben ĆrvĆnyes ‖z + z^′‖^2 ≤ 2‖z‖^2 + 2‖z^′‖^2 egyenlŞtlensĆgbŞl kŤvetkezik, hogy X altere Hnak. Minden x = ∑ n x_n ∈ X esetĆn legyen T^′x = ∑ n T_nx_n. Megmutatjuk, hogy az ągy de˛niălt T^′ operător zărt. Mivel T nyilvăn tartalmazza a ∑ n(x_n, T_nx_n) vĆges Ťsszegeket, T sŰrŰ T^′-ben, Ćs mivel T zărt, ebbŞl kŤvetkezik, hogy T = T^′. Nyilvănvalć, hogy T^′ lineăris. Legyen tovăbbă x_m ∈ X egy sorozat, amely egy x ∈ H elemhez konvergăl čgy, hogy T x_m egy y ∈ H elemhez konvergăl. Ekkor

P_nT^′x_m = T_nP_nx_m a T_n folytonossăga miatt T_nP_nx-hez konvergăl, tehăt x ∈ X Ćs y = T^′x.

A măsodik ăllątăs bizonyątăsăhoz elŞszŤr megmutatjuk, hogy T^∗(H_n) ⊂ H_n. Ha m ≠ n, bărmely y_n ∈ H_n Ćs x_m ∈ H_m esetĆn, ⟨x_m, T^∗y_n⟩ = ⟨T x_m, y_n⟩ = 0, mivel T (H_m) ⊂ H_m. EzĆrt T^∗y_n minden H_m, m ≠ n altĆrre ortogonălis, tehăt H_nben van. KŤvetkezŞ lĆpĆskĆnt megmutatjuk, hogy minden x ∈ dmn(T )-re P_nT x = T P_nx = T_nP_nx, ahol P_n a H_n altĆrre tŤrtĆnŞ ortogonălis projekcić. Valćban, minden y_n ∈ H_n esetĆn

⟨P_nT x, y_n⟩ = ⟨T x, P_ny_n⟩ = ⟨T x, y_n⟩ = ⟨x, T^∗y_n⟩,

Ćs mivel az elŞzŞek szerint T^∗y_n = P_nT^∗y_n, azt kapjuk, hogy

⟨P_nT x, y_n⟩ = ⟨P_nx, T^∗y_n⟩ = ⟨T P_nx, y_n⟩ = ⟨T_nP_nx, y_n⟩.

Mivel ez minden y_n ∈ H_n-re teljesĄl, a P_nT x Ćs a T_nP_nx elemek egybeesnek.

Csak annak bizonyątăsa van hătra, hogy T normălis. Minden x ∈ dmn(T )-re teljesĄl azonban, hogy ‖T^∗_n P_nx‖ = ‖T_nP_nx‖; alkalmazva az eddig bizonyątottakat a T^∗_n operătorokra, azt kapjuk, hogy pontosan egy T^′ zărt operător lĆtezik, amely minden n-re a H_n ⊂ dmn(T^′), T^′|_{Hn} = T^∗_n Ćs P_nT^′x = T^′P_nx ha x ∈ dmn(T^′) feltĆteleket teljesąti, tovăbbă dmn(T^′) = dmn(T ), Ćs x = ∑ n x_n ∈ dmn(T^′) esetĆn T^′x = ∑ n T^∗_n x_n. EbbŞl a formulăbćl kŤzvetlenĄl kŤvetkezik, hogy minden x, y ∈ dmn(T )-re a ⟨T x, y⟩ = ⟨x, T^∗y⟩ ŤsszefĄggĆs teljesĄl; măs szavakkal, T^′ ⊂ T^∗. Az is teljesĄl azonban, hogy P_nT^∗y = T^∗P_ny minden n-re Ćs minden y ∈ dmn(T^′)-re; valćban, minden x_n ∈ H_n esetĆn ⟨x_n, P_nT^∗y⟩ = ⟨x_n, T^∗y⟩, Ćs mivel x_n ∈ dmn(T ), kapjuk, hogy ⟨x_n, T^∗y⟩ = ⟨T x_n, y⟩ = ⟨T x_n, P_ny⟩, mivel T x_n = T_nx_n ∈ H_n. Felhasznălva, hogy H_n ⊂ dmn(T^∗), kapjuk, hogy ⟨x_n, P_nT^∗y⟩ = ⟨x_n, T^∗P_ny⟩, ami ăllątăsunkat bizonyątja. Mivel T^∗ zărt, az elŞzŞ lemmăbćl kŤvetkezik, hogy T^′ = T^∗. Az eddig bizonyątottakbćl kŤvetkezik, hogy minden x, y ∈ dmn(T ) = dmn(T^∗) esetĆn ⟨T x, T y⟩ = ⟨T^∗x, T^∗y⟩ teljesĄl. Ha z ∈ dmn(T T^∗), akkor ebbŞl minden x ∈ dmn(T )-re ⟨T x, T y⟩ = ⟨T^∗x, T^∗z⟨= ⟨x, T T^∗z⟩; ez az adjungălt operător de- ˛nącićja szerint azt jelenti, hogy T z ∈ dmn(T^∗) teljesĄl, Ćs hogy T^∗T z = T T^∗z. Megmutattuk tehăt, hogy T T^∗ ⊂ T^∗T . A bizonyątăs teljes lesz, ha T Ćs T^∗ szerepĆt felcserĆljĄk, mivel T^{∗∗} = T .

27. Spektrălintegrăl. Legyen H egy komplex Hilbert-tĆr, Ćs P egy spektrălmĆrtĆk X-en L(H; H)-beli ĆrtĆkekkel. Ekkor lĆtezik egy Ćs csak egy, az X-en Ćrtelmezett mĆrhetŞ komplex ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyeket H lineăris operătoraiba kĆpezŞ

f → φ(f) = ∫ X f(t) dP (t)

lekĆpezĆs ( spektrălintegrăl), amely rendelkezik az alăbbi tulajdonsăgokkal: (1) dmn φ(f) = {x : x ∈ H, ∫ X |f|^2 dP_x < ∞};

(2) ⟨φ(f)x, x⟩ = ∫ X f dP_x minden x ∈ dmn φ(f)-re.

TeljesĄl tovăbbă, hogy minden φ(f) sŰrŰn de˛niălt zărt lineăris operător, Ćs (3) ‖φ(f)x‖^2 = ∫ X |f|^2 dP_x ha x ∈ dmn φ(f);

(4) ha S ∈ L(H; H), Ćs SP (A) = P (A)S minden A mĆrhetŞ halmazra, akkor Sφ(f) ⊂ φ(f)S.

Ha f, g : X → C mĆrhetŞ fĄggvĆnyek, α, β ∈ C pedig skalărok, akkor (5) ha P {f ≠ g} = 0, akkor φ(f) = φ(g); (6) αφ(f) + βφ(g) ⊂ φ(αf + βg);

(7) φ(f)φ(g) ⊂ φ(fg) Ćs dmn(φ(f)φ(g)) = dmn φ(g) ∩ dmn φ(fg); (8) φ(f)^∗ = φ(f) Ćs φ(f)φ(f)^∗ = φ(|f|^2) = φ(f)^∗φ(f).

Bizony«“t«as. Ha f egyszerŰ mĆrhetŞ fĄggvĆny α_1, α_2, . . . , α_n ĆrtĆkekkel, akkor de˛niăljuk φ(f) ∈ L(H; H)-t a φ(f) =

∑_n j=1 α_jP {f = α_j} ŤsszefĄggĆssel. Mivel P ĆrtĆkei Ťnadjungălt projekcićk, φ(f)^∗ =

∑_n j=1 α_jP {f = y_j } = φ(f). Ha a g egyszerŰ fĄggvĆny a β_k ĆrtĆkeket veszi fel, akkor

φ(f)φ(g) = ∑ j,k α_jβ_kP {f = α_j}P {g = β_k} = ∑ l ∑ α_j β_k =γ_l

γ_lP {fg = γ_l} = φ(fg).

Hasonlćan belăthatć, hogy φ(αf + βg) = αφ(f) + βφ(g). Ha x ∈ H, akkor de˛nącić szerint

⟨φ(f)x, x⟩ = n∑ j=1 α_j⟨P {f = α_j }x, x⟩ = n∑ j=1 α_jP_x{f = α_j} = ∫ X f dP_x.

A fentiekbŞl kŤvetkezik, hogy

φ(f)^∗φ(f) = φ(f)φ(f) = φ(ff) = φ(|f|^2).

EzĆrt ‖φ(f)x‖^2 = ⟨φ(f)^∗φ(f)x, x⟩ = ⟨φ(|f|^2)x, x⟩ = ∫ X |f|^2 dP_x,

amibŞl kŤvetkezik, hogy ‖φ(f)‖ ≤ K ha |f| ≤ K. Legyen most f korlătos mĆrhetŞ fĄggvĆny. LĆteznek olyan f_k egyszerŰ mĆrhetŞ fĄggvĆnyek, amelyek konvergălnak f-hez egyenletesen. Az elŞzŞ egyenlŞtlensĆg szerint, a φ(f_k) operătorok Cauchysorozatot alkotnak L(H; H)-ban. Ez konvergăl egy operătorhoz, amelyet φ(f)-el fogunk jelŤlni. KŤnnyŰ lătni, hogy φ(f) nem fĄgg az f_k megvălasztăsătćl. Nyilvănvalć, hogy az elŞzŞ egyenlŞtlensĆgbŞl kŤvetkezik az ăltalănosabb

‖φ(f)‖ ≤ K ha |f| ≤ K

ŤsszefĄggĆs. Az egyszerŰ fĄggvĆnyekre eddig bizonyątottakbćl a tĆtel minden ăllątăsa kŤvetkezik a korlătos mĆrhetŞ fĄggvĆnyek esetĆre.

Az ăltalănos esetben osszuk fel X-et megszămlălhatć sok diszjunkt, mĆrhetŞ X_n halmazra, čgy, hogy f|_{Xn} korlătos legyen; pĆldăul tekintsĄk az X_n = {n ≤ |f| < n + 1} halmazokat. TekintsĄk az f_n fĄggvĆnyeket, amelyek X_n-en f-el egyeznek meg, egyĆbkĆnt nullăk. Mivel φ(f_n) felcserĆlhetŞ P (X_m)-el, a H_n = rng(P (X_n)) zărt altĆr ortogonălis komplementerĆn nulla, ezt pedig Ťnmagăba lekĆpezi le. Legyen T_n = φ(f_n)|_{Hn} , Ćs legyen φ(f) az elŞzŞ lemma szerint a T_n operătorokhoz tartozć T zărt lineăris operător. Az elŞzŞ tĆtel Ćs az integrăl σ-additivităsa miatt φ(f) sŰrŰn de˛niălt, Ćs eleget tesz az (1) Ćs (2) feltĆteleknek. Mivel az (1) jobb oldalăn szereplŞ halmaz f Ćs P ăltal egyĆrtelmŰen meghatărozott, kapjuk, hogy sŰrŰ altĆr, Ćs polarizăcićval adćdik, hogy (1) Ćs (2) egyĆrtelmŰen meghatărozza φ(f)-et. Az elŞzŞ lemma felhasznălăsăval a (3){(8) ăllątăsok is kŤnnyen belăthatćk, ha az X_n mĆrhetŞ halmazokat čgy vălasztjuk, hogy g is korlătos legyen X_n-en. Ez kŤnnyen elĆrhetŞ, ha a {j ≤ |f| < j +1}∩{k ≤ |g| < k +1} halmazokat rendezzĄk sorozatba.

→ 28. Feladat. Az elŞzŞ tĆtel jelŤlĆseivel, mutassuk meg, hogy σ(φ(f)) ⊂ rng(f).

29. A spektrăl-tĆtel korlătos normălis operătorokra. Legyen H komplex Hilbert-tĆr. Ha T ∈ L(H; H) egy normălis operător, akkor pontosan egy P spektrălmĆrtĆk lĆtezik σ(T ) Borel-halmazain, a T spektrălfelbontăsa, amelyre T = ∫ σ(T ) λ dP (λ).

Bizony«“t«as. A spektrăl tĆtel szorzat alakjăt felhasznălva, legyen P (A) = U^{−1} ∘ M_{ξA∘t} ∘ U, ha A Borel-halmaz σ(T )-ben. Mivel ξ_A ∘ t csak 0 Ćs 1 ĆrtĆkeket vehet fel, M_{ξA∘t} Ťnadjungălt projekcić. Bărmely x ∈ H-ra

P_x(A) = ⟨P (A)x, x⟩ = ∫ ξ_A(t(s))|Ux(s)|^2 dμ(s) = ∫ t^{−1}(A)

|Ux(s)|^2 dμ(s),

amibŞl lătszik, hogy P_x vĆges mĆrtĆk σ(T ) Borel-halmazain, Ćs ągy P spektrălmĆrtĆk. Az elŞzŞ ŤsszefĄggĆs čgy is ąrhatć, hogy ∫ σ(T )

ξ_A(λ) dP_x(λ) = ∫ ξ_A(t(s))|Ux(s)|^2 dμ(s),

Ćs hasonlć ŤsszefĄggĆs teljesĄl ξ_A helyett minden egyszerŰ Borel-fĄggvĆnyre, Ćs tetszŞleges σ(T )-n Ćrtelmezett korlătos, komplex ĆrtĆkŰ Borel-fĄggvĆnyre is, speciălisan φ(λ) = λ-ra is. EbbŞl ∫ σ(T )

λ dP_x(λ) = ∫ t(s)|Ux(s)|^2 dμ(s) = ⟨T x, x⟩.

MăsrĆszt, a spektrălintegrăl tulajdonsăgai szerint, ha p egy kĆtvăltozćs komplex polinom, akkor

⟨p(T, T^∗)x, x⟩ = ∫ σ(T )

p(λ, λ) dP_x(λ).

A Weierstrass-Stone tĆtel komplex văltozata szerint a λ → p(λ, λ) fĄggvĆnyek sŰrŰek C(σ(T ))-ben. «Igy a T operător egyĆrtelmŰen meghatărozza az ∫ σ(T ) φ(λ) dPx(λ)

ĆrtĆkeket, ha φ ∈ C(σ(T )) Ćs x ∈ H. Mivel C Borel-halmazain minden vĆges mĆrtĆk Radon-mĆrtĆk, a Riesz-fĆle reprezentăcićs tĆtel unicităs rĆsze szerint a P_x mĆrtĆkek, ągy az P spektrălmĆrtĆk is, egyĆrtelmŰen meghatărozott.

30. De˛nącić. Legyen H komplex Hilbert-tĆr, T ∈ L(H; H) egy normălis operător, Ćs P a T spektrălfelbontăsa. Ha f Borel-fĄggvĆny σ(T )-n, legyen f(T ) = ∫ σ(T ) f dP .

31. TĆtel. Legyen H komplex Hilbert-tĆr, T ∈ L(H; H) normălis operător, S a H sŰrŰn de˛niălt, zărt lineăris operătora. Ha T S ⊂ ST Ćs T^∗S ⊂ ST^∗, akkor f(T )S ⊂ Sf(T ) minden f : σ(T ) → C korlătos Borel-fĄggvĆnyre.

Bizony«“t«as. Legyen x ∈ dmn(S), y ∈ dmn(S^∗). Ha p tetszŞleges kĆtvăltozćs komplex polinom, akkor

⟨p(T, T^∗)Sx, y⟩ = ⟨Sp(T, T^∗)x, y⟩ = ⟨p(T, T^∗)x, S^∗y⟩.

Legyen P a T spektrălfelbontăsa, Ćs jelŤlje P_{u,v} a B → ⟨P (B)u, v⟩ komplex mĆrtĆket σ(T ) Borel-halmazain. A fenti egyenlŞsĆgbŞl ∫ σ(T )

p(λ, λ) dP_{Sx,y}(λ) = ∫ σ(T )

p(λ, λ) dP_{x,S}∗_y(λ)

bărmely p kĆtvăltozćs komplex polinomra. A Weierstrass-Stone tĆtel komplex văltozata szerint a λ → p(λ, λ) fĄggvĆnyek sŰrŰek C(σ(T ))-ben, ągy ∫ σ(T )

f(λ) dP_{Sx,y}(λ) = ∫ σ(T )

f(λ) dP_{x,S}∗_y(λ)

teljesĄl minden f ∈ C(σ(T )) komplex fĄggvĆnyre. Mivel C Borel-halmazain minden vĆges mĆrtĆk Radon-mĆrtĆk, a Riesz-fĆle reprezentăcićs tĆtel unicităs rĆszĆbŞl kŤvetkezik, hogy a P_{Sx,y} Ćs a P_{x,S}∗_y komplex mĆrtĆkek megegyeznek, amibŞl viszont a fenti ŤsszefĄggĆs bărmely f : σ(T ) → C korlătos Borel-fĄggvĆnyre teljesĄl. Ez azt jelenti, hogy ⟨f(T )Sx, y⟩ = ⟨f(T )x, S^∗y⟩ ha x ∈ dmn(S) Ćs y ∈ dmn(S^∗), amibŞl f(T )x ∈ dmn(S^{∗∗}) = dmn(S) Ćs ⟨f(T )Sx, y⟩ = ⟨Sf(T )x, y⟩. Mivel dmn(S^∗) sŰrŰ, f(T )Sx = Sf(T )x ha x ∈ dmn(S), azaz ha a bal oldal Ćrtelmezve van.

32. TĆtel. Legyen T a H komplex Hilbert-tĆr egy normălis operătora. Ekkor a H Hilbert-tĆr megszămlălhatć sok H_n ⊂ dmn(T ) zărt altĆr Hilbert-Ťsszege, amelyek T -vel Ćs T^∗-gal szemben invariănsak, Ćs a T_n megszorątăsa T -nek H_n-re normălis operător.

Bizony«“t«as. TekintsĄk a B = (1 + T^∗T )^{−1} folytonos szimmetrikus operătort, amelynek spektruma rĆsze I = [0, 1]-nek. Ha x ∈ dmn(T ), akkor T B(H) ⊂ dmn(T^∗) Ćs T^∗T Bx = x − Bx ∈ dmn(T ) felhasznălăsăval kapjuk, hogy

BT x = BT (1 + T^∗T )Bx = B(T + T T^∗T )Bx, mivel B(H) ⊂ dmn(T ) teljesĄl Neumann tĆtele szerint. Mivel azonban T T^∗ = T^∗T , kapjuk hogy

BT x = B(T + T T^∗T )Bx = B(1 + T^∗T )T Bx = T Bx,

măs szavakkal, hogy BT ⊂ T B. EbbŞl az elŞzŞ tĆtel felhasznălăsăval azt kapjuk, hogy f(B)T ⊂ T f(B) bărmely f : [0, 1] → C korlătos Borel-fĄggvĆnyre. JelŤlje f_0 a {0} halmaz karakterisztikus fĄggvĆnyĆt, f_n pedig a ]1/(n + 1), 1/n] halmaz karakterisztikus fĄggvĆnyĆt. Legyen minden n ∈ N-re H_n a P_n = f_n(B) Ťnadjungălt projekcićoperător ĆrtĆkkĆszlete. Ekkor H a H_n zărt alterek Hilbert-Ťsszege. VegyĄk Ćszre, hogy H_0 a B operător magja, ągy mivel (x, y) → ⟨Bx, y⟩ belsŞ szorzat, tehăt ⟨Bx, x⟩ = 0-bćl x = 0 kŤvetkezik, H_0 = {0}.

A fentiek szerint P_nT ⊂ T P_n. MăsrĆszt, f_n, n > 0 de˛nącićja miatt a g_n(λ) = f_n(λ)/λ (Ćs g_n(0) = 0) ŤsszefĄggĆssel de˛niălt fĄggvĆnyek korlătos BorelfĄggvĆnyek, ągy P_n = Bg_n(B) ąrhatć, amibŞl T P_n = T Bg_n(B). Lăttuk azonban, hogy T B az egĆsz H-n de˛niălt korlătos operător. EzĆrt a T_n megszorątăsa T -nek H_n ∩ dmn(T )-re folytonos lekĆpezĆse a H_n altĆrnek Ťnmagăba. P_n(dmn(T )) ⊂ H_n ∩ dmn(T ) miatt H_n ∩ dmn(T ) sŰrŰ H_n-ben; mivel T_n nyilvăn zărt operător H_nen, kapjuk, hogy H_n ⊂ dmn(T ). VĆgĄl T^∗T = T T^∗ miatt az eddig mondottakban T Ćs T^∗ szerepĆt felcserĆlhetjĄk, anĆlkĄl, hogy B megvăltozna; tehăt a T^′_n megszorątăsa T^∗-nak H_n-re ennek az altĆrnek egy folytonos lineăris operătora, Ćs nyilvăn megegyezik a T_n operător T^∗_n adjungăltjăval. Ŋgy T_n normălis, Ćs a bizonyątăs kĆsz.

33. A spektrăltĆtel szorzat alakja. Legyen H egy komplex Hilbert-tĆr, Ćs T egy normălis operător H-n. Ekkor lĆtezik olyan μ mĆrtĆk, U : H → L^2(μ) unitĆr operător Ćs μ-mĆrhetŞ komplex ĆrtĆkŰ t fĄggvĆny, hogy U ∘ T ∘ U^{−1} = M_t, a t-vel valć szorzăs operătora, Ćs rng(t) ⊂ σ(T ), tovăbbă μ vălaszthatć čgy, hogy μ(A) = sup{μ(B) : B ⊂ A, μ(B) < ∞} teljesĄljŤn minden A ∈ A-ra.

Bizony«“t«as. Az elŞzŞ tĆtelt fogjuk felhasznălni. Az ottani jelŤlĆsekkel, tekintsĄk a T_n korlătos normălis operătorokat (H_n ortogonălis komplementerĆn nullănak de˛niălva) Ćs a P_n projekcićkat. Ezek az operătorok Ćs adjungăltjaik păronkĆnt felcserĆlhetŞek. TekintsĄk az ezek ăltal generălt legszŰkebb zărt B^∗-rĆszalgebrăjăt L(H; H)-nak, Ćs alkalmazzuk erre a spektrăl tĆtel szorzat alakjănak B^∗-algebrăkra vonatkozć văltozatăt. t_n-el, illetve p_n-el jelŤlve a T_n-hez, illetve P_n-hez tartozć fĄggvĆnyt, az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy p_n egy A_n ∈ A halmaz karakterisztikus fĄggvĆnye, az A_n halmazok diszjunktak, egyesątĆsĄk X, Ćs a t_n fĄggvĆny az A_n-en kąvĄl nulla. Legyen t = ∑ n t_n. Az elŞzŞ tĆtelbŞl, Ćs az integrăl σ-additivităsăbćl kŤvetkezik, hogy t a T -nek megfelelŞ fĄggvĆny.

34. TĆtel. Legyen H komplex Hilbert-tĆr, T, N, M ∈ L(H; H), Ćs tegyĄk fel, hogy N Ćs M normălis operătorok. Ha MT = T N, akkor M^∗T = T N^∗.

Bizony«“t«as. Legyen S ∈ L(H; H) tetszŞleges operător. Ha R = S − S^∗ Ćs Q = exp(R), akkor R^∗ = −R miatt Q^∗ = exp(R^∗) = exp(−R) = Q^{−1}, azaz Q unitĆr. Ŋgy ‖ exp(S − S^∗)‖ = 1 minden S-re. Most a tĆtel feltĆtelĆbŞl teljes indukcićval M^kT = T N^k minden k termĆszetes szămra, ągy exp(M)T = T exp(N), vagyis T = exp(−M)T exp(N). Legyen U = exp(M^∗ − M), V = exp(N − N^∗). Mivel az M Ćs N operătorok normălisak, az elŞzŞ ŤsszefĄggĆsbŞl azt kapjuk, hogy exp(M^∗)T exp(−N^∗) = UT V , amibŞl kŤvetkezik, hogy ‖ exp(M^∗)T exp(−N^∗)‖ ≤ ‖T ‖. Ha M, illetve N helyĆre λM-et, illetve λN-et ąrunk, akkor azt kapjuk, hogy a

λ → exp(λM^∗)T exp(−λN^∗)

lekĆpezĆs korlătos az egĆsz komplex sąkon. A Liouville-tĆtelbŞl kŤvetkezik, hogy ez a lekĆpezĆs konstans, ągy, mivel az origćban ĆrtĆke T , azt kapjuk, hogy exp(λM^∗)T = T exp(λN^∗) ha λ ∈ C. A derivăltak egyenlŞsĆgĆbŞl az origćban kapjuk az ăllątăst.

35. SpektrăltĆtel. Egy H komplex Hilbert-tĆr bărmely T normălis operătorăhoz lĆtezik egy Ćs csak egy P spektrălmĆrtĆk C Borel-halmazain, a T spektrălfelbontăsa, amelyre T = ∫ C t dP (t). Erre a spektrălmĆrtĆkre P (C\σ(T )) = 0, ągy az integrălăs σ(T ) felett is vĆgezhetŞ. Tovăbbă, P (A)S = SP (A) minden A ⊂ C Borel-halmazra, Ćs minden olyan S ∈ L(H; H)-ra, amelyre ST ⊂ T S.

A bizonyątăs a spektrăltĆtel szorzat alakjăt hasznălja. A spektrălfelbontăs a P (A) = U^{−1} ∘M_{ξA∘t} ∘U, ŤsszefĄggĆssel de˛niălhatć. Egy măsik bizonyątăs talălhatć Rudin [1973] kŤnyvĆben.

Bizony«“t«as. A fenti ŤsszefĄggĆs egy P : A → L(H; H) lekĆpezĆsĆt de˛niălja C Borel halmazainak H Ťnadjungălt projekcićoperătoraiba. Nyilvăn P (C) = 1. VegyĄk Ćszre, hogy

⟨P (A)x, x⟩ = ∫ t^{−1}(A)

|Ux|^2 dμ,

amibŞl kŤvetkezik, hogy P_x mĆrtĆk minden x ∈ H-ra. Ŕltalănosan, azt fogjuk megmutatni, hogy minden f : C → C Borel-fĄggvĆnyre ∫ C |f(λ)|^2 dP_x(λ) = ∫ |f ∘ t|^2|Ux|^2 dμ, ągy ∫ f dP Ćs U^{−1} ∘ M_{f∘t} ∘ U ĆrtelmezĆsi tartomănya megegyeznek, Ćs ha ez az integrăl vĆges, akkor (1) ∫ f(λ) dP_x(λ) = ∫ (f ∘ t)|Ux|^2 dμ,

mert ebbŞl kŤvetkezik, hogy ∫ f dP = U^{−1} ∘ M_{f∘t} ∘ U minden f : C → C BorelfĄggvĆnyre, speciălisan az identikus lekĆpezĆsre is. Ez azonban egyszerŰ fĄggvĆnyre triviălis, Ćs ha f korlătos fĄggvĆny, akkor hatărătmenettel kŤvetkezik (ilyenkor az integrălok mind vĆgesek). Az ăltalănos esetben osszuk fel a komplex sąkot megszămlălhatć sok diszjunkt Borel-halmazra čgy, hogy az f mindegyiken korlătos legyen, pĆldăul legyen A_n = f^{−1}{n ≤ |f| < n + 1}. Legyen f_n = fξ_{An} . Ekkor ∫ C |f(λ)|^2 dP_x(λ) = ∑ n ∫ A_n

|f(λ)|^2 dP_x(λ) = ∑ n ∫ C |f_n(λ)|^2 dP_x(λ) = ∑ n ∫ X |f_n ∘ t|^2|Ux| dμ = ∑ n ∫ t^{−1}(A_n)

|f ∘ t|^2|Ux| dμ = ∫ X |f ∘ t|^2|Ux|^2 dμ,

azaz ez a kĆt integrăl egyszerre vĆges. Ha ez a kĆt integrăl vĆges, akkor a minden z ∈ C-re teljesĄlŞ |z| ≤ 1 + |z|^2 becslĆs szerint az (1)-ben szereplŞ integrălok is vĆgesek, Ćs egyszerŰ fĄggvĆnyekkel kŤzelątve f-et, kapjuk, hogy fennăll (1).

TegyĄk fel, hogy S ∈ L(H; H) Ćs ST ⊂ T S. Legyen Q = Q_n = P (A_n), ahol A_n = {λ : |λ| < n}, n termĆszetes szăm. Ekkor a T Q operător elŞăllątăsa T Q = ∫ f dP , ahol f(λ) = λ ha |λ| < n, Ćs f(λ) = 0 egyĆbkĆnt. Ŋgy ez az operător korlătos normălis operător. A T Q operător spektrălfelbontăsa P^′(A) = P (f^{−1}(A)), azaz P^′(A) = P (A ∩ A_n) = QP (A) ha 0 /∈ A, P^′({0}) = P ({0} ∪ (C\A_n)) = P ({0}) + 1 − Q.

EbbŞl P (A) = QP (A) = QP^′(A) ha A ⊂ A_n.

A spektrălintegrăl tulajdonsăgaibćl kŤvetkezik, hogy QT ⊂ T Q = QT Q, tovăbbă (QSQ)(T Q) = QST Q ⊂ QT SQ ⊂ (T Q)(QSQ).

Mivel (QSQ)(T Q) ∈ L(H; H), ez a tartalmazăs azt jelenti, hogy egyenlŞsĆg teljesĄl. EzĆrt a 2.31 tĆtelbŞl Ćs az elŞzŞ tĆtelbŞl kŤvetkezik, hogy QSQ felcserĆlhetŞ a P^′(A) projekcićk mindegyikĆvel.

Most tetszŞleges A korlătos Borel-halmazra van olyan n, hogy A ⊂ A_n; ekkor QSP (A) = QSQP^′(A) = P^′(A)QSQ = P (A)SQ,

ągy Q_nSP (A) = P (A)SQ_n minden elĆg nagy n-re. Ha n tart vĆgtelenhez, kapjuk a felcserĆlhetŞsĆget minden korlătos Borel-halmazra, ągy tetszŞleges Borel-halmazra is. Legyen P^′ egy măsik spektrălmĆrtĆk, amelyre T = ∫ λ dP^′(λ). Ekkor P^′(A^′)T ⊂ T P^′(A^′) minden A^′ Borel-halmazra. Mivel a P (A) projekcićk minden olyan S ∈ L(H; H) transzformăcićval felcserĆlhetŞk, amelyre ST ⊂ T S, azt kapjuk, hogy P^′(A^′)P (A) = P (A)P^′(A^′). Legyen A_n korlătos Borel-halmazok egy sorozata, amelyek egyesątĆse C. A H_n = P (A_n)(H) altĆrre megszorątva P (A)-t Ćs P^′(A)-t, kĆt olyan spektrălsereget kapunk, amelyek mindegyike a T P (A_n) operător H_n-re valć megszorątăsănak spektrălfelbontăsa. Ŋgy ez a kĆt spektrălsereg megegyezik H_n-en, Ćs mivel H a H_n-ek Hilbert-Ťsszege, a lemmăbćl kŤvetkezik, hogy mindenĄtt.

36. De˛nącić. Legyen H komplex Hilbert-tĆr, T a H egy normălis operătora, Ćs P a T spektrălfelbontăsa. Ha f Borel-fĄggvĆny σ(T )-n, legyen f(T ) = ∫ σ(T ) f dP .

Irodalom 19

Irodalom [1] DieudonnĆ, J., GrundzĄge der modernen Analysis I{IX. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1971{1988.

[2] Halmos, P. R., Introduction to Hilbert space. Chelsea Publishing Company, New York 1, N.Y., 1957.

[3] Halmos, P. R., VĆges dimenzićs vektorterek. MŰszaki kŤnyvkiadć, Budapest, 1984.

[4] Jărai, A., MĆrtĆk Ćs integrălelmĆlet. KĆzirat, KLTE TTK. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1988.

[5] Jărai, A., Modern alkalmazott analązis. KĆzirat, KLTE TTK. Debrecen, 1992. [6] Kirillov, A. A., Gvisiani, A. D., Feladatok a funkcionălanalązis kŤrĆbŞl. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1985.

[7] Losonczi L., Funkcionălanalązis I. KLTE TTK jegyzet. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1982. J3-1170.

[8] Neumann J., A kvantummechanika matematikai alapjai. AkadĆmiai Kiadć, Budapest, 1980.

[9] Riesz F., SzŞkefalvi-Nagy B., Funkcionălanalązis. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1988.

[10] Rudin, W., Functional analysis. McGraw-Hill Book Company, New York, 1973.

[11] Rudin, W., A matematikai analązis alapjai. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1978.

Index

A legfontosabb hivatkozăs (ăltalăban a de˛nącić) oldalszăma ąrott betŰvel van szedve.

additąv 2 adjungălt 3 algebrai mŰvelet 2 altĆr 3

Banach-algebra 3 belsŞ szorzat 4 Borel-fĄggvĆny 15

dimenzić 3

egyĆrtelmŰ 3 elforgatăs 6

folytonos spektrum 3

( 5 Hermite-fĆle 3 Hilbert-Ťsszeg 11 Hilbert-tĆr 6 homogĆn 2

identikus operător 4 invariăns 15 inverz 2

kĆptĆr 2 konjugălt tĆr 2 korlătos 2

lineăris funkcionăl 2 lineăris operător 6 L(X; Y ) 2

mag 2 multiplicităs 3 mŰvelet 2

Neumann tĆtele 9 norma 6 normălis 3 normălis operător 11 nulloperător 4 nulltĆr 2

Ťnadjungălt 4 ortogonălis komplementer 3 Ťsszeg 2

polarizăcićs formula 4 pontspektrum 3 projekcićoperător 4

regulăris 3 reziduălis spektrum 3 rezolvens halmaz 3 sajătaltĆr 3 sajătĆrtĆk 3 sajătvektor 3 spektrălfelbontăs 14 spektrălintegrăl 12 spektrăllekĆpezĆs 3 spektrălmĆrtĆk 12 spektrălsugăr 3 spektrăl-tĆtel 14 spektrăltĆtel 17 spektrăl-tĆtel szorzat alakja 7 spektrăltĆtel szorzat alakja 16 spektrum 3 sŰrŰ 3 sŰrŰn de˛niălt 12 szimmetrikus 3 szingulăris 3 szorzăs operătora 16 szorzat 2

T^∗ 3

unitĆr 7

X^∗ 2

zărt 3 zărt grăf tĆtel 2 zărt lineăris altĆr 4 zărt operător 11

22 Index