• 31/17 : < szămrendszerben, hogy a feląrăs nem tartalmaz egyest. > szămrendszerben, hogy a feląrăs nem tartalmaz egyest.

1.40.3. Feladat [7]. Adjuk meg a Cantor-halmaz egy monoton nŤvekedŞ Ćs folytonos lekĆpezĆsĆt [0, 1]-re, majd ezt terjesszĄk ki [0, 1]-re a monotonităs megtartăsăval. Mutassuk meg, hogy a kapott lekĆpezĆs majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć Ćs a derivăltja majdnem mindenĄtt nulla.

1.40.6. Feladat [7]. Adjuk meg a Cantor-halmaz, majd a [0, 1] egy folytonos lekĆpezĆsĆt [0, 1]^2-re illetve [0, 1]^n-re.

• 94/8 : < jelŤlĆseket. > jelŤlĆseket.

Az R^n-beli U_1(0), B_1(0) Ćs S_1(0) gŤmbŤket olyan gyakran hasznăljuk, hogy ezekre kĄlŤn jelŤlĆst vezetĄnk be: U^n, B^n Ćs S^{n−1}.

• 96/−14 : < minden nyąlt halmaz elŞăll B-beli halmazok egyesątĆsekĆnt. > minden nyąlt halmaz elŞăll B-beli halmazok egyesątĆsekĆnt. Az X nyąlt halmazainak egy S rendszerĆt szubbăzisnak nevezzĄk, ha az S-beli halmazok vĆges metszetei băzist alkotnak. PĆldăul R-ben az Ťsszes ]a, b[ nyąlt intervallum, ahol a, b ∈ R, vagy akăr csak a, b ∈ Q, egy băzis, az Ťsszes ] − ∞, b[ Ćs ]a, +∞[ nyąlt intervallum, ahol a, b ∈ R, vagy akăr csak a, b ∈ Q, egy szubbăzis.

• 107/−16 : < A kompakt halmazok jelentŞsĆge az, hogy a legtŤbb ătvihetŞ kompakt > A kompakt halmazok jelentŞsĆge az, hogy a legtŤbb lokălis tulajdonsăg ătvihetŞ kompakt

• 108/4 : < →* 3.85. Feladat: Uriszon-lemma. Legyen X metrikus tĆr, K ⊂ V ⊂ X, ahol K > →* 3.85. Feladat: Uriszon-lemma metrikus terekre. Legyen X metrikus tĆr, K ⊂ V ⊂ X, ahol K

Typeset by AMS-TEX 1

• 109/5 : < * 3.87. Feladat [14]: Tietze kiterjesztĆsi tĆtele. Legyen X metrikus tĆr, F nem Ąres zărt rĆszhalmaza X-nek, Ćs legyen f : F → R folytonos fĄggvĆny. Mutassuk meg, hogy lĆtezik olyan g : X → R folytonos fĄggvĆny, amelyre g|_F = f Ćs inf f(F ) = inf g(X), sup f(F ) = sup g(X).

→ 3.88. Feladat [11]. Mutassuk meg, hogy metrikus terek szorzata pon- > → 3.88. Feladat [11]. Mutassuk meg, hogy vĆges sok metrikus tĆr szorzata pon-

• 109/14 : < →* 3.89. Feladat: Tyihonov tĆtele [10]. Legyenek (X_i, d_i), i = 1, 2, . . . metri- kus > →* 3.89. Feladat: Tyihonov tĆtele metrikus terekre [10]. Legyenek (X_i, d_i), i = 1, 2, . . . metrikus

• 111/−5 : < metrikăk egyenletesen, Ćs ągy topologikusan is ekvivalensek.

* 3.103. Ŕltalănos topolćgia. A topolćgiăval kapcsolatos ĆszrevĆtelek szerint nagyon sok fogalom a nyąlt halmazok segątsĆgĆvel de˛niălhatć Ćs vizsgălhatć. Ez az ĆszrevĆtel vezet a topologikus tĆr fogalmăhoz: Az (X, O) părt topologikus tĆrnek, O-t topolćgiănak nevezzĄk, ha X egy halmaz, O az X rĆszhalmazainak egy rendszere, amely tartalmazza X-et, Ćs nem vezet ki belŞle a vĆges metszet Ćs a tetszŞleges unić kĆpzĆse. Az O elemei a tĆr nyąlt halmazai. Minden (X, d) metrikus tĆr topologikus tĆr is, ha a nyąlt halmazokat a szokăsos mćdon de˛niăljuk. A topologikus terek izomor˛zmusai a homeomor˛zmusok.

Metrikus terek esetĆn nĆhăny fogalomnăl (teljessĆg, egyenletes folytonossăg, stb.) az jătszik szerepet, hogy az x Ćs y pontok Ăε-kŤzel" vannak (ε > 0), azaz fennăll az xR_εy relăcić, ahol

R_ε = { (u, v) : d(u, v) < ε } . Ez az ĆszrevĆtel az uniform tĆr fogalmăhoz vezet. Az (X, U) părt uniform tĆrnek, U-t uniformităsnak nevezzĄk, ha X nem Ąres halmaz, U pedig X re‚exąv szimmetrikus relăcićinak egy rendszere čgy, hogy bărmely relăcić tartalmazza valamely măsik relăcić Ťnmagăval vett kompozącićjăt, Ćs bărmely kĆt relăcić metszete tartalmaz egy harmadik relăcićt. Ha R ∈ U Ćs (x, y) ∈ R, azaz xRy, akkor azt szokăs mondani, hogy x Ćs y R-kŤzel vannak. Egy metrikus tĆr a fenti R_ε, ε > 0 relăcićkkal pĆlda uniform tĆrre. Ha egy uniform tĆrben az O = { V : V ⊂ X, minden x ∈ V -hez van olyan R ∈ U, hogy R(x) ⊂ V } halmazrendszert tekintjĄk, akkor X topologikus tĆrrĆ vălik, ągy az uniform tĆr fogalma a metrikus tĆrnĆl ăltalănosabb, a topologikus tĆrnĆl speciălisabb.

A topologikus, illetve az uniform terek fogalma sok szempontbćl termĆszetesebb Ćs kĆnyelmesebben hasznălhatć, mint a metrikus terek fogalma. PĆldăul akărhăny X_γ , γ ∈ ` topologikus tĆr szorzata de˛niălhatć, mint a ∏ γ∈� X_γ = { f : f : ` → ∪_{γ∈�}X_γ , f(γ) ∈ X_γ }

szorzathalmaz, az Ťsszes olyan topolćgiăk metszetĆvel topologizălva, amelyekre az Ťsszes p_γ : f → f(γ), γ ∈ ` projekcićk folytonosak. Az X^� szorzattopolćgiăjăbćl az f : ` → X fĄggvĆnyek pontonkĆnti konvergenciăja szărmazik. (MĆg ha X metrikus tĆr is, ăltalăban akkor sem szărmaztathatć ez a konvergencia metrikăbćl vagy eltĆrĆsbŞl.)

A topologikus Ćs uniform terek fogalma sok cĆlra tčl ăltalănos. PĆldăul nem feltĆtlenĄl lĆteznek bărmely kĆt kĄlŤnbŤzŞ ponthoz Şket tartalmazć, diszjunkt, nyąlt halmazok. (Legyen O = {∅, X}; az ągy kapott tĆr az indiszkrĆt tĆr.) A leggyengĆbb feltĆtel, amit hasznălni szokăs, hogy kĆt kĄlŤnbŤzŞ ponthoz mindig lĆtezik olyan nyąlt halmaz, amely valamelyiket tartalmazza, a măsikat meg nem. Az ennek a feltĆtelnek eleget tĆvŞ tereket T_0-tereknek nevezzĄk; a jelŤlĆs a nĆmet Ătrennen" szćbćl ered. (PĆldăul {0, 1} a O = { ∅, {0}, {0, 1} } topolćgiăval T_0-tĆr; ezt a teret ŤsszefĄggŞ pontpărnak hąvjăk.) ErŞsebb feltĆtel, hogy kĆt kĄlŤnbŤzŞ ponthoz mindig lĆtezik olyan nyąlt halmaz, amely az elsŞt tartalmazza, a măsodikat nem. Az ilyen tereket T_1-tĆrnek hąvjăk, Ćs a feltĆtel azzal ekvivalens, hogy az egyelemŰ halmazok zărtak. (Az ŤsszefĄggŞ pontpăr nem T_1-tĆr.) Ha azt kŤveteljĄk meg, hogy kĄlŤnbŤzŞ pontok nyąlt halmazzal szĆtvălaszthatćk legyenek, azaz lĆtezzenek diszjunk nyąlt halmazok, amelyek kŤzĄl az egyik az egyik, a măsik a măsik pontot tartalmazza, akkor a T_2-tĆr vagy Hausdor¸-tĆr fogalmăhoz jutunk. A T_3 feltĆtel azt kŤti ki, hogy zărt halmaz Ćs rajta kąvĄl fekvŞ pont nyąlt halmazokkal szĆtvălaszthatćk, azaz lĆteznek olyan diszjunkt nyąlt halmazok, hogy az egyik a pontot, a măsik a zărt halmazt tartalmazza, a T_4 feltĆtel pedig azt, hogy diszjunkt zărt halmazok nyąlt halmazokkal szĆtvălaszthatćk, azaz lĆteznek olyan diszjunkt nyąlt halmazok, hogy az egyik az egyik, a măsik a măsik zărt halmazt tartalmazza. A T_π feltĆtel bizonyos Ćrtelemben a T_3 Ćs T_4 feltĆtel kŤzŤtt fekszik, Ćs azt kŤti ki, hogy zărt halmaz Ćs rajta kąvĄl fekvŞ pont folytonos fĄggvĆnnyel szĆtvălaszthatć, azaz van olyan, az egĆsz tĆren Ćrtelmezett folytonos fĄggvĆny, amely [0, 1]-be kĆpez, Ćs a zărt halmazon 0, a pontban pedig 1. Leggyakrabban ezen feltĆtelek kombinăcićja hasznălatos: a T_3 Ćs T_1 feltĆteleknek eleget tĆvŞ tereket regulărisnak, a T_π Ćs T_1 feltĆtelnek eleget tĆvŞ tereket teljesen regulărisnak, a T_4 Ćs T_1 feltĆteleknek eleget tĆvŞ tereket pedig normălisnak nevezzĄk; ezek mind Hausdor¸-terek, Ćs a teljesen regulăris terek nyilvăn regulărisak is. Nevezetes tĆny az Uriszon-lemma, mely szerint normălis tĆrben bărmely kĆt diszjunkt zărt halmaz folytonos fĄggvĆnnyel szĆtvălaszthatć, azaz van olyan, az egĆsz tĆren Ćrtelmezett folytonos fĄggvĆny, amely [0, 1]-be kĆpez, Ćs az egyik zărt halmazon 0, a măsikon pedig 1, ągy normălis tĆr mindig teljesen regulăris. Egy măsik nevezetes tĆtel Tyihonov tĆtele: kompakt terek szorzata kompakt.

Mint lătjuk, a topologikus terek vizsgălatănăl szămos čj fogalmat kell bevezetni, Ćs az ezek kŤzŤtti ˛nom kapcsolatok vizsgălata idŞigĆnyes. A fokozatossăg elve mellett ez az oka, hogy ebben a jegyzetben metrikus terekre szorątkozunk. Ŕltalănos topolćgiăval kapcsolatban Hewitt{Stromberg [55] kŤnyvĆnek megfelelŞ fejezeteit, Ćs Bourbaki [12] mŰvĆnek II. kŤnyvĆt ajănljuk. > metrikăk egyenletesen, Ćs ągy topologikusan is ekvivalensek.

• 116/13 : < rakcić, de a nĆgyzete măr kontrakcić. > rakcić, de a nĆgyzete măr kontrakcić.

3.117.5. Feladat [7]. Adjunk pĆldăt olyan T : R → R lekĆpezĆsre, amelyre | |T (x) − T (y) | | < |x − y|, ha x ≠ y, de nincs ˛xpontja.

• 116/−16 : < ra, a T_i(x) = x ˛xpont problĆmăval. Melyik T_i alkalmas iterăcićra? > a T_i(x) = x ˛xpont problĆmăval. Melyik T_i alkalmas iterăcićra?

3.118.1. Feladat [9]. TekintsĄk az F (x_1, x_2) = (x^2_1 + x^2 − 1, 2x_1 + x_2 − 1) fĄggvĆny. Legyen

T_1(x_1, x_2) = ( (1 − x_2)/2, √ 1 − x^2_1 ) , T_2(x_1, x_2) = ( (1 − x_2)/2, − √ 1 − x^2_1 ) . Mutassuk meg, hogy a (−0,9, 0,9) pontbćl indątva T_1 az F (x) = 0 egyenlet egyik, a (0,9, 0,9) pontbćl indątva T_2 a măsik megoldăsăhoz konvergăl. Magyarăzzuk meg a konvergenciăk sebessĆge kŤzŤtti kĄlŤnbsĆget.

• 116/−1 : < a legkisebb Lipschitz-konstans? > a legkisebb Lipschitz-konstans?

* 3.121.1. Fixpont tulajdonsăg. Az X metrikus teret ˛xpont tulajdonsăgčnak nevezzĄk, ha X bărmely Ťnmagăba valć folytonos lekĆpezĆsĆnek van ˛xpontja. A ˛xpont-tulajdonsăg nyilvăn topolćgiai tulajdonsăg.

* 3.121.2. Retraktum. Egy X metrikus tĆr egy Y rĆszhalmazăra azt mondjuk, hogy az X retraktuma, ha van olyan folytonos lekĆpezĆse X-nek Y -ra, amely Y -on az identităs. Az hogy Y retraktuma X-nek, nyilvăn topolćgiai tulajdonsăg. PĆldăul egy Hilbert-tĆr bărmely nem Ąres zărt konvex rĆszhalmaza bărmely năla bŞvebb halmaznak retraktuma: a retrakcićt čgy kapjuk, hogy minden ponthoz a hozză legkŤzelebbi Y -beli pontot rendeljĄk.

* 3.121.3. TĆtel. Ha az X metrikus tĆr ˛xpont tulajdonsăgč Ćs Y retraktuma X-nek, akkor Y is ˛xpont-tulajdonsăgč.

Bizonyątăs. Legyen r : X → Y egy retrakcić. Ha T folytonos lekĆpezĆse Y -nak Ťnmagăba, akkor T ∘ r folytonos lekĆpezĆse X-nek Y -ba. Mivel X ˛xpont tulajdonsăgč, Ćs Y ⊂ X, van x ˛xpont, amelyre T ( r(x) ) = x. Nyilvăn x ∈ Y , Ćs ągy r(x) = x, amibŞl T (x) = x.

* 3.121.4. Homotćpia, Ťsszehčzhatćsăg. Az X metrikus teret az Y metrikus tĆrbe kĆpezŞ f_0, f_1 folytonos lekĆpezĆseket egymăsba folytonosan ătdeformălhatćaknak, idegen szćval homotćpoknak nevezzĄk, ha van olyan h : X × [0, 1] → Y folytonos lekĆpezĆs, a homotćpia, amelyre h(x, 0) = f_0(x) Ćs h(x, 1) = f_1(x) minden x ∈ X-re. (A vektoranalązisben Ćs a komplex fĄggvĆnytanban hasznălni fogjuk zărt gŤrbĆk homotćpiăjăt; ez a homotćpia ăltalănos fogalmănak speciălis esete, mivel egy zărt gŤrbe T folytonos lekĆpezĆsĆnek tekinthetŞ.) Ŕltalănosabban, de˛niălhatjuk a relatąv homotćpiăt: legyen A ⊂ X; az X metrikus teret az Y metrikus tĆrbe kĆpezŞ f_0, f_1 folytonos lekĆpezĆseket A-homotćpoknak nevezzĄk, ha van olyan homotćpia, amely A-n a lekĆpezĆst ˛xen hagyja, azaz van olyan h : X × [0, 1] → Y homotćpia, amelyre h(x, t) = f_0(x) = f_1(x) minden x ∈ A-ra Ćs 0 ≤ t ≤ 1-re. Az X-et Y -ba kĆpezŞ folytonos fĄggvĆnyek A-homotćpiăja (ągy homotćpiăja is, amely az A = ∅ speciălis eset) nyilvăn ekvivalencia-relăcić, ągy beszĆlhetĄnk a fĄggvĆnyek homotćpia-osztălyairćl. Azt is kŤnnyŰ lătni, hogy ha f_0 Ćs f_1 A-homotćpok, Z is metrikus tĆr, B ⊂ Y , g_0, g_1 : Y → Z B-homotćpok, f_0(A) = f_1(A) ⊂ B, akkor g_0 ∘f_0 Ćs g_1 ∘ f_1 A-homotćpok. FĄggvĆnyek homotćpiăja nyilvăn topologikus fogalom.

Az X metrikus teret (az X egy x_0 pontjăra) Ťsszehčzhatćnak nevezzĄk, ha az identikus lekĆpezĆse homotćp a konstans f(x) ≡ x_0 fĄggvĆnnyel. Az Ťsszehčzhatćsăg nyilvăn topolćgiai tulajdonsăg.

* 3.121.5. Borsuk tĆtele. Legyen C zărt rĆszhalmaza az X metrikus tĆrnek, f_0 Ćs f_1 homotćp lekĆpezĆsei F -nek S^n-be. Ha f_0 kiterjeszthetŞ az X egy folytonos F_0 lekĆpezĆsĆvĆ S^n-be, akkor f_1 is kiterjeszthetŞ az X egy F_1 folytonos lekĆpezĆsĆvĆ S^n-be čgy hogy F_0, F_1 homotćpok.

Bizonyątăs. Legyen h egy homotćpiăja f_0-nak f_1-be, Ćs legyen

C^′ = { (x, t) ∈ X × [0, 1] : t = 0 vagy x ∈ C } . A C^′ halmaz zărt, Ćs a H^′(x, t) = F (x), ha t = 0 Ćs H^′(x, t) = h(x, t), ha x ∈ C lekĆpezĆse C^′-nek S^n-be folytonos. Megmutatjuk, hogy ez a lekĆpezĆs kiterjeszthetŞ C^′ egy nyąlt U kŤrnyezetĆre; a kiterjesztĆst jelŤlje H^{′′}. Valćban, S^n helyettesąthetŞ a [−1, 1]^{n+1} tĆr vele homeomorf hatărăval, Ćs Tietze kiterjesztĆsi tĆtele szerint ez a lekĆpezĆs (koordinătănkĆnt) kiterjeszthetŞ az egĆsz tĆr egy [−1, 1]^{n+1}-be valć folytonos lekĆpezĆsĆvĆ. A C^′ valamely kŤrnyezetĆn ez a lekĆpezĆs nem veszi fel ĆrtĆkkĆnt az origćt, Ćs [−1, 1]^{n+1} hatăra retraktuma [−1, 1]^{n+1} origćtćl kĄlŤnbŤzŞ pontjai halmazănak. Megmutatjuk, hogy U tartalmaz egy V × [0, 1] alakč halmazt, ahol V egy, a C-t tartalmazć nyąlt halmaz. Valćban, minden x ∈ C-re a

{x} × [0, 1] kompakt halmaz tăvolsăga U komplementerĆtŞl pozitąv, ągy van olyan V_x nyąlt kŤrnyezete x-nek, amelyre V_x × [0, 1] ⊂ U; legyen V = ∪{V_x : x ∈ C}. VĆgĄl az Uriszon-lemma (vagy a metrikus terekre vonatkozć văltozata) szerint van olyan p : X → [0, 1] folytonos fĄggvĆny, amely a C-n 1, a V komplementerĆn pedig nulla. Legyen H(x, t) = H^{′′} ( x, tp(x) ) a keresett homotćpia Ćs F_1(x) = H(x, 1) a keresett kiterjesztĆse f_1-nek.

* 3.121.6. TĆtel. Ha n ∈ N^+, akkor a kŤvetkezŞ ăllątăsok ekvivalensek: (1) S^{n−1} nem Ťsszehčzhatć; (2) S^{n−1} nem retraktuma B^n-nek;

(3) az R^n bărmely nem Ąres X kompakt konvex rĆszhalmaza ˛xpont tulajdonsăgč (Brouwer-fĆle ˛xponttĆtel);

(4) ha a = (a_1, . . . , a_n) ∈ R^n, r_j > 0 (j = 1, . . . , n) Ćs a T = { (x_1, . . . , x_n) : |x_j − a_j | ≤ r_j }

tĆgla T^±_j = { (x_1, . . . , x_n) ∈ T : x_j − a_j = ±r_j } lapjain valamely f = (f_1, . . . , f_n) : T → R^n folytonos fĄggvĆnyre ±f_j ≥ 0, akkor a fĄggvĆny a T tĆglăn felveszi az origćt ĆrtĆkkĆnt (Miranda kŤzbensŞ ĆrtĆk tĆtele).

Mindegyik ăllątăs igaz, Ćs egyiket sem kŤnnyŰ bebizonyątani. Mi a variăcićszămątăs segątsĆgĆvel fogjuk majd (2)-t bizonyątani. Egy elemi, de nem egyszerŰ bizonyątăs talălhatć (1)-re Hurewicz Ćs Wallman [58] kŤnyvĆben. A (4) ăllątăs egyenletrendszer megoldăsăra hasznălhatć.

Bizonyątăs. VegyĄk Ćszre, hogy ha X Ťsszehčzhatć, akkor X bărmely Y retraktuma is Ťsszehčzhatć: valćban, ha r a retrakcićja X-nek Y -ra, Ćs h Ťsszehčzza X-et x_0-ra, akkor r ∘ h Ťsszehčzza Y -t r(x_0)-ra. Mivel B^n nyilvăn Ťsszehčzhatć, de (1) szerint S^{n−1} nem, S^{n−1} nem lehet B^n retraktuma, azaz (1)-bŞl kŤvetkezik (2). A megfordątăs Borsuk tĆtelĆbŞl adćdik: ha S^{n−1} Ťsszehčzhatć lenne, akkor S^{n−1} identikus lekĆpezĆsĆt kiterjeszthetnĆnk B^n-nek egy folytonos lekĆpezĆsĆvĆ S^n-be, azaz (2) nem teljesĄlne.

A Brouwer-fĆle ˛xponttĆtelt (2)-bŞl elŞszŤr B^n-re bizonyątjuk. Ha lĆtezne olyan T : B^n → B^n lekĆpezĆs, amelynek nincs ˛xpontja, akkor tudnănk konstruălni B^nnek egy retrakcićjăt S^{n−1}-re: minden x ∈ B^n-re hosszabbątsuk meg a T (x)-bŞl x-be vezetŞ szakaszt amąg metszi S^{n−1}-et. JelŤljĄk ezt a pontot r(x)-el. Az r egy retrakcićja B^n-nek S^{n−1}-re. Ha most R elĆg nagy, akkor az R sugarč, origć kŤzĆppontč gŤmb tartalmazza X-et. Mivel X retraktuma R · B^n-nek, X is ˛xpont tulajdonsăgč. A megfordątăs abbćl kŤvetkezik, hogy ha S^{n−1} retraktuma lenne B^nnek, akkor ˛xpont tulajdonsăgč lenne, de nem az: az x → −x lekĆpezĆsnek nincs ˛xpontja.

A Brouwer-fĆle ˛xponttĆtelbŞl kŤvetkezik (4): ElŞszŤr tegyĄk fel, hogy ±f_j > 0 a T^±_j lapokon (j = 1, . . . , n), Ćs legyen F_j (x) = x_j − ε_j f_j (x). Ha az ε_j > 0 szămok elĆg kicsik, az F lekĆpezĆs T -t T -be kĆpezi, ągy van ˛xpontja, amely zĆrushelye fnek. EgyĆbkĆnt tĆrjĄnk ăt az f_ε(x) = f(x) + ε(x − a) lekĆpezĆsre. Ennek van egy x_ε zĆrushelye T -ben, Ćs a zĆrushelyekbŞl kivălaszthatć egy konvergens sorozat. A megfordątăshoz legyen F : T → T egy folytonos lekĆpezĆs, Ćs f(x) = x − F (x); (4) alkalmazhatć f-re, Ćs f zĆrushelye F egy ˛xpontja.

* MegjegyzĆs. A Brouwer-fĆle ˛xponttĆtelnek szămos alkalmazăsa van: egyrĆszt măs ˛xponttĆtelek bizonyąthatćk belŞle, măsrĆszt olyan egyenlŞtlensĆgek, amelyeknek fontos jătĆkelmĆleti (pĆldăul a Nash-fĆle egyensčlypont lĆtezĆse, Neumann minimax tĆtele) Ćs kŤzgazdasăgi alkalmazăsaik vannak (a matematikai kŤzgazdasăgtan fŞ tĆtele), de az is belăthatć segątsĆgĆvel, hogy R^m Ćs R^n nem homeomorfak, ha m ≠ n. Ezeket a tĆteleket illetŞen lăsd [147], 77. fejezet. Az alăbbi tĆtelt kĆsŞbb hasznăljuk majd.

* 3.121.7. Megoldăs lĆtezĆse nemlineăris egyenletrendszerre. Legyen g : B_R(0) → R^n folytonos fĄggvĆny, ahol R^n-et egy tetszŞleges normăval Ćs a szokăsos belsŞ szorzattal tekintjĄk, B_R(0) ⊂ R^n, R > 0. Ha minden x ∈ S_R(0)-ra ⟨ g(x), x ⟩ ≥ 0, akkor a g(x) = 0 egyenletnek van megoldăsa B_R(0)-ban.

Bizonyątăs. Indirekt: EgyĆbkĆnt f(x) = −Rg(x)/ ‖ ‖g(x) ‖ ‖ folytonos lekĆpezĆse lenne B_R(0)-nak Ťnmagăba, amelynek van egy x ˛xpontja. Erre ‖x‖ = R, de ⟨ g(x), x ⟩ = − ‖ ‖g(x) ‖ ‖ R ⟨ f(x), x ⟩ = − ‖ ‖g(x) ‖ ‖ R ⟨x, x⟩ < 0.

* 3.121.8. DimenzićelmĆlet. Ha be akarjuk bizonyątani, hogy kĆt metrikus tĆr nem homeomorf, akkor nagyon hasznos lehet egy topolćgiai invariăns, valamilyen szăm (vagy bărmi măs) ami homeomorf terekre megegyezik (Ćs lehetŞleg kŤnnyen szămąthatć). Egyike a legkorăbban bevezetett topolćgiai invariănsoknak a dimenzić.

Egy X halmaz egy A lefedĆse a B lefedĆs ˛nomątăsa, ha minden A ∈ A-hez van olyan B ∈ B, hogy A ⊂ B. Egy lefedĆs rendje eggyel kisebb, mint az egy x pontot lefedŞ halmazok szămănak a szuprĆmuma az Ťsszes x ∈ X pontra (−1, ha nincs pont). Egy X metrikus tĆr cdim(X) lefedĆsi dimenzićja a legkisebb olyan n egĆsz szăm amelyre X minden nyąlt lefedĆsĆnek van olyan ˛nomątăsa, amelynek a rendje n. Az Ąres tĆr dimenzićja −1. KĆt măsik dimenzićfogalom | az Ąres tĆr dimenzićjăt −1-nek vĆve | indukcićval de˛niălhatć: egy nem Ąres tĆrre idim(X) az a legkisebb n termĆszetes szăm, amire minden x ponthoz Ćs azt tartalmazć U nyąlt halmazhoz van olyan V ⊂ U nyąlt halmaz, amelyre idim(∂V ) < n (kis induktąv dimenzić), Idim(X) pedig az a legkisebb n termĆszetes szăm, amire minden F zărt halmazhoz Ćs azt tartalmazć U nyąlt halmazhoz van olyan F ⊂ V ⊂ U nyąlt halmaz, amelyre Idim(∂V ) < n (nagy induktąv dimenzić). Az elmĆlet fŞ eredmĆnye, hogy ezek a (nyilvăn topologikus) fogalmak szeparăbilis metrikus terekben egybeesnek. Csak a szeparăbilis metrikus terekben teljesĄlŞ fontosabb eredmĆnyeket soroljuk fel:

AltĆr dimenzićja legfeljebb annyi, mint a tĆr dimenzićja. Źsszeg tĆtel: ha a tĆr megszămlălhatć sok legfeljebb n dimenzićs zărt altĆr Ťsszege, akkor maga is legfeljebb n dimenzićs, ha pedig egy m Ćs egy n dimenzićs altĆr egyesątĆse, akkor legfeljebb n + m + 1 dimenzićs. Felbontăsi tĆtel: egy nem Ąres, legfeljebb n dimenzićs tĆr felbonthatć egy legfeljebb 0 Ćs egy legfeljebb n − 1 dimenzićs altĆrre. Szorzat tĆtel: kĆt tĆr szorzatănak a dimenzićja legfeljebb a dimenzićk Ťsszege (de lehet kisebb: van kĆt olyan kĆtdimenzićs tĆr, amelyeknek a szorzata csak hărom dimenzićs). KiterjesztĆsi tĆtel: nem Ąres tĆr pontosan akkor legfeljebb n dimenzićs, ha bărmely zărt rĆszhalmazănak folytonos lekĆpezĆse S^n-be kiterjeszthetŞ az egĆsz tĆr folytonos lekĆpezĆsĆvĆ S^n-be. Legnehezebb annak bizonyątăsa, hogy R^n dimenzićja n, ez hasznălja a Brouwer-fĆle ˛xponttĆtelt. (EgyĆbkĆnt R^n-ben pontosan a nem Ąres belsejŰ halmazok dimenzićja n). Az R^{2n+1} tĆrben lĆtezik univerzălis n-dimenzićs kompakt halmaz: minden legfeljebb n dimenzićs tĆr homeomorf ennek egy rĆszhalmazăval. Tovăbbi nevezetes, R^n-re vonatkozć tĆtelek: legfeljebb n − 2 dimenzićs rĆszhalmaz komplementere ŤsszefĄggŞ; R^n kĆt homeomorf kompakt rĆszhalmazănak a komplementere ugyanannyi diszjunkt tartomăny egyesątĆse (ez tartalmazza a Jordan-tĆtelt speciălis esetkĆnt); R^n kĆt rĆszhalmazănak egy homeomor˛zmusa R^n-beli belsŞ pontot R^n-beli belsŞ pontba visz (ez Brouwer nevezetes tartomăny-invariancia tĆtele). VĆgĄl kĆt ăllątăs, amely a Hausdor¸-dimenzićval valć kapcsolatot ąrja le: ha X topolćgiai dimenzićja n, akkor χ^n(X) > 0, Ćs minden m > n valćs szămra van olyan X-szel homeomorf Y rĆszhalmaza [0, 1]^{2n+1}-nek, amelyre χ^m(Y ) = 0. A dimenzićelmĆlettel kapcsolatban bevezetĆskĆnt Hurewicz Ćs Wallman [58] kŤnyvĆt ajănljuk, amely ma is jćl olvashatć, băr elsŞ kiadăsa 1941-ben jelent meg!

• 117/3 : < oldăsăra. Az alăbbiakban văzoljuk az alapgondolatot. A kĄlŤnbŤzŞ ˛xpont- > olhatćsăgănak bizonyątăsăra, Ćs elsŞsorban a Banach-fĆle ˛xponttĆtel az egyenletek megoldăsăra is. Az alăbbiakban văzoljuk az alapgondolatot. A kĄlŤnbŤzŞ ˛xpont-

• 117/14 : < ra, akkor a mćdosątott Newton-mćdszert kapjuk. Ha elŞbb az x = x azonos- > ra, akkor a mćdosątott Newton-mćdszert kapjuk. Ha G az x-tŞl is fĄgg, G(x)(y) = F^′(x)^{−1}(y), akkor a Newton-mćdszert kapjuk. Ha elŞbb az x = x azonos-

• 117/−6 : < kŤzelątĆsekbŞl a ´ = ´_1 di¸erenciaoperătorral

´x_n ≈ cq^n(q − 1), ´^2x_n ≈ cq^n(q − 1)^2, ągy (´x_n)^2/´^2x_n ≈ cq^n, amibŞl

x ≈ x_n −

(´x_n)^2 ´^2x_n , > kŤzelątĆsekbŞl a ´ = ´_1 di¸erenciaoperătorral

´x_n ≈ cq^n(q − 1), ´x_{n+1} ≈ cq^{n+1}(q − 1), ´^2x_n ≈ cq^n(q − 1)^2,

ągy ´x_{n+1}/´x_n ≈ q, tovăbbă (´x_n)^2/´^2x_n ≈ cq^n, amibŞl

x ≈ x_n −

(´x_n)^2 ´^2x_n , • 120/1 : < ** 3.139. Feladat: topologikus tĆr faktortere [10]. Legyen X topologikus tĆr Ćs ∼ egy ekvivalenciarelăcić X-en. A topologikus faktortĆr alatt az ekvivalenciaosztălyok ~X halmazăt ĆrtjĄk, azokat a ~U ⊂ ~X halmazokat tekintve nyąltnak, amelyekre ∪ ~U nyąlt X-ben. Mutassuk meg, hogy ha (X, d) metrikus tĆr, Ćs ~d metrika, tovăbbă ~U ⊂ ~X nyąlt a metrikus faktortĆrben, akkor ∪ ~U is nyąlt X-ben. Mutassuk meg, hogy ha X kompakt Ćs ~d metrika, akkor a ~X metrikus faktortĆrben egy ~U ⊂ ~X halmaz pontosan akkor nyąlt, ha ∪ ~U is nyąlt X-ben, azaz a metrikus faktortĆr topolćgiăja megegyezik topologikus faktortĆr topolćgiăjăval. Mutassuk meg, hogy egy pălyatĆr faktormetrikăjănak (ha lĆtezik faktormetrika) a topolćgiăja mindig a topologikus faktortĆr topolćgiăja. > * 3.138.1. Ŕltalănos topolćgia. A topolćgiăval kapcsolatos ĆszrevĆtelek szerint nagyon sok fogalom a nyąlt halmazok segątsĆgĆvel de˛niălhatć Ćs vizsgălhatć. Ez az ĆszrevĆtel vezet a topologikus tĆr fogalmăhoz: Az (X, O) părt topologikus tĆrnek, O-t topolćgiănak nevezzĄk, ha X egy halmaz, O az X rĆszhalmazainak egy rendszere, amely tartalmazza X-et, Ćs nem vezet ki belŞle a vĆges metszet Ćs a tetszŞleges unić kĆpzĆse. Az O elemei a tĆr nyąlt halmazai. PĆldăul ha O az X Ťsszes rĆszhalmazaibćl ăll, akkor X diszkrĆt topolćgiăjărćl beszĆlĄnk. A topologikus fogalmak minden topologikus tĆrben de˛niălva vannak. Minden (X, d) metrikus tĆr topologikus tĆr is, ha a nyąlt halmazokat a szokăsos mćdon de˛niăljuk. A topologikus terek izomor˛zmusai a homeomor˛zmusok.

Ha O_1 Ćs O_2 topolćgiăk az X halmazon, akkor O_1 ⊂ O_2 esetĆn azt mondjuk, hogy O_1 gyengĆbb, mint O_2, illetve, hogy O_2 erŞsebb, mint O_1. Mivel az X-en vett topolćgiăk tetszŞleges rendszerĆnek a metszete is topolćgia, az X rĆszhalmazainak akărmilyen H rendszerĆhez a H-t tartalmazć topolćgiăk metszete topolćgia, amelyet a H ăltal generălt topolćgiănak nevezĄnk; ez a leggyengĆbb topolćgia, amelyre H elemei nyąltak. PĆldăul egy băzis vagy egy szubbăzis generălja a topolćgiăt. Persze, nem akărmilyen H halmazrendszer băzisa, illetve szubbăzisa az ăltala generălt topolćgiănak: kŤnnyŰ lătni, hogy egy halmazrendszer pontosan akkor szubbăzisa az ăltala generălt topolćgiănak, ha lefedĆs, Ćs pontosan akkor băzisa az ăltala generălt topolćgiănak, ha lefedĆs Ćs U, V ∈ H, x ∈ U ∩ V esetĆn van olyan W ∈ H, hogy x ∈ W ⊂ U ∩ V . Legyen Y_i, i ∈ I topologikus terek egy csalădja, B_i a băzisa, S_i pedig a szubbăzisa az Y_i topolćgiăjănak. Ha f_i : X → Y_i, i ∈ I fĄggvĆnyek egy csalădja, akkor kŤnnyŰ lătni, hogy a leggyengĆbb topolćgiănak X-en, amelyre minden f_i folytonos, az f^{−1}_i (S), i ∈ I, S ∈ S_i halmazok egy szubbăzisăt, a ∩^n_{k=1}f^{−1}_{ik} (B_i), n ∈ N, i_1, . . . , i_n ∈ I, B_i ∈ B_i halmazok pedig băzisăt alkotjăk.

Topolćgiăt megadhatunk a zărt halmazokkal is, hiszen a nyąlt halmazok ezek komplementerei; termĆszetesen a zărt halmazok rendszerĆbŞl nem vezethet ki a tetszŞleges metszet Ćs a vĆges unićkĆpzĆs, valamint tartalmaznia kell az Ąres halmazt. Az X Ťsszes rĆszhalmazainak rendszerĆt Ťnmagăba kĆpezŞ A → A^∘ ĂbelsejekĆpzĆssel" is megadhatjuk a topolćgiăt, amelyre X^∘ = X Ćs A^∘ ⊂ A, (A^∘)^∘ = A^∘ Ćs (A ∩ B)^∘ = A^∘ ∩ B^∘, ha A, B ⊂ X; nem nehĆz megmutatni, hogy ez a nĆgy tulajdonsăg elegendŞ ahhoz, hogy a lekĆpezĆs ˛xpontjai egy topolćgia nyąlt halmazait alkossăk. Hasonlćan, az X Ťsszes rĆszhalmazainak rendszerĆt Ťnmagăba kĆpezŞ A → A Ălezărăsi operătorral" is megadhatjuk a topolćgiăt, amelyre ∅ = ∅ Ćs A ⊂ A, A = A Ćs A ∪ B = A ∪ B, ha A, B ⊂ X; nem nehĆz megmutatni, hogy ez a nĆgy tulajdonsăg elegendŞ ahhoz, hogy a lekĆpezĆs ˛xpontjai egy topologikus tĆr zărt halmazait alkossăk.

A topologikus terek fogalma sok szempontbćl termĆszetesebb Ćs kĆnyelmesebben hasznălhatć, mint a metrikus terek fogalma. Az (X, O) topologikus tĆr bărmely Y rĆszhalmaza is topologikus tĆr, az eredeti tĆr altere az O_Y = {U ∩ Y : U ∈ O} altĆr-topolćgiăval. PăronkĆnt diszjunkt (X_i, O_i), i ∈ I topologikus terek Ťsszege de˛niălhatć az X = ∪_{i∈I} X_i halmazt ellătva az ∪_{i∈I} O_i (băzis) ăltal generălt O toplćgiăval. Akărhăny X_i, i ∈ I topologikus tĆr szorzata de˛niălhatć, mint a ∏ i∈I X_i szorzathalmaz, az Ťsszes olyan topolćgiăk metszetĆvel topologizălva, amelyekre az Ťsszes p_i : x → x_i, i ∈ I projekcićk folytonosak. Ha X topologikus tĆr, az X^I szorzattopolćgiăjăbćl az x : I → X fĄggvĆnyek pontonkĆnti konvergenciăja szărmazik. (MĆg ha X metrikus tĆr is, ăltalăban akkor sem szărmaztathatć ez a konvergencia metrikăbćl vagy eltĆrĆsbŞl.) KĄlŤnŤsen fontosak a [0, 1]^I Tyihonov-tĆglăk. Legyen X topologikus tĆr Ćs ∼ egy ekvivalenciarelăcić X-en. Az X/∼ topologikus faktortĆr alatt az ekvivalenciaosztălyok ~X halmazăt ĆrtjĄk, azokat az ~U ⊂ ~X halmazokat tekintve nyąltnak, amelyekre ∪ ~U nyąlt X-ben. Nyilvăn az x → ~x termĆszetes lekĆpezĆs folytonos. A kompaktsăg nyilvăn ĂŤrŤklŞdik" a zărt alterekre, a vĆges Ťsszegekre Ćs a faktorterekre (mert kompakt tĆr folytonos kĆpe kompakt). Nevezetes tĆny, hogy a szorzatra is: Tyihonov tĆtele szerint kompakt terek szorzata kompakt; ezt kĄlŤn bizonyątjuk. A lokălis kompaktsăg nyilvăn ĂŤrŤklŞdik" a nyąlt Ćs a zărt alterekre, ągy a nyąlt Ćs zărt halmaz metszetekĆnt elŞăllć alterekre is, a tetszŞleges Ťsszegre Ćs a vĆges szorzatra.

A topologikus terek fogalma sok cĆlra tčl ăltalănos. PĆldăul nem feltĆtlenĄl lĆteznek bărmely kĆt kĄlŤnbŤzŞ ponthoz Şket tartalmazć, diszjunkt, nyąlt halmazok.

(Legyen O = {∅, X}; az ągy kapott tĆr az indiszkrĆt tĆr.) A leggyengĆbb feltĆtel, amit hasznălni szokăs, hogy kĆt kĄlŤnbŤzŞ ponthoz mindig lĆtezik olyan nyąlt halmaz, amely valamelyiket tartalmazza, a măsikat meg nem. Az ennek a feltĆtelnek eleget tĆvŞ tereket T_0-tereknek nevezzĄk; a jelŤlĆs a nĆmet Ătrennen" szćbćl ered. (PĆldăul {0, 1} a O = { ∅, {0}, {0, 1} } topolćgiăval T_0-tĆr; ezt a teret ŤsszefĄggŞ pontpărnak hąvjăk.) ErŞsebb feltĆtel, hogy kĆt kĄlŤnbŤzŞ ponthoz mindig lĆtezik olyan nyąlt halmaz, amely az elsŞt tartalmazza, a măsodikat nem. Az ilyen tereket T_1-tĆrnek hąvjăk, Ćs a feltĆtel kŤnnyen lăthatćan azzal ekvivalens, hogy az egyelemŰ halmazok zărtak. (Az ŤsszefĄggŞ pontpăr nem T_1-tĆr.) Ha azt kŤveteljĄk meg, hogy kĄlŤnbŤzŞ pontok nyąlt halmazzal szĆtvălaszthatćk legyenek, azaz lĆtezzenek diszjunkt nyąlt halmazok, amelyek kŤzĄl az egyik az egyik, a măsik a măsik pontot tartalmazza, akkor a T_2-tĆr vagy Hausdor¸-tĆr fogalmăhoz jutunk. (Bărmely vĆgtelen halmaz a vĆges rĆszhalmazokkal, mint zărt halmazokkal T_1-tĆr, de nem T_2-tĆr.) KŤnnyen lăthatć, hogy Hausdor¸-tĆr kompakt rĆszhalmaza zărt. Ezt felhasznălva bărmilyen (X, O) Hausdor¸-tĆrrŞl belăthatjuk, hogy homeomorf egy kompakt Hausdor¸-tĆr egy alterĆvel: feltehetjĄk, hogy ∞ /∈ X, legyen X_∞ = X ∪ {∞} az X egy pont kompakti˛kăltja az X-beli nyąlt halmazok Ćs az X-beli kompakt halmazok X_∞- beli komplementereinek rendszerĆvel topologizălva. KŤnnyŰ lătni, hogy az egy pont kompakti˛kălt pontosan akkor lesz Hausdor¸-tĆr, ha X lokălisan kompakt.

A T_3 feltĆtel azt kŤti ki, hogy zărt halmaz Ćs rajta kąvĄl fekvŞ pont nyąlt halmazokkal szĆtvălaszthatćk, azaz lĆteznek olyan diszjunkt nyąlt halmazok, hogy az egyik a pontot, a măsik a zărt halmazt tartalmazza (ami nyilvăn ekvivalens azzal, hogy ha U nyąlt, x ∈ U, akkor van olyan V nyąlt halmaz, amelyre x ∈ V ⊂ V ⊂ U), a T_4 feltĆtel pedig azt, hogy diszjunkt zărt E, F halmazok nyąlt halmazokkal szĆtvălaszthatćk, azaz lĆteznek olyan diszjunkt nyąlt halmazok, hogy az egyik az egyik, a măsik a măsik zărt halmazt tartalmazza (ami nyilvăn ekvivalens azzal, hogy ha F zărt, U nyąlt, F ⊂ U, akkor van olyan V nyąlt halmaz, amelyre F ⊂ V ⊂ V ⊂ U). PĆldăul metrikus tĆr T_4, mert a { x : d(x, E) < d(x, F ) } Ćs { x : d(x, E) > d(x, F ) } nyąlt halmazok szĆtvălasztjăk E-t Ćs F -et. A T_π feltĆtel bizonyos Ćrtelemben a T_3 Ćs T_4 feltĆtel kŤzŤtt fekszik, Ćs azt kŤti ki, hogy zărt halmaz Ćs rajta kąvĄl fekvŞ pont folytonos fĄggvĆnnyel szĆtvălaszthatć, azaz van olyan, az egĆsz tĆren Ćrtelmezett folytonos f fĄggvĆny, amely [0, 1]-be kĆpez, Ćs a zărt halmazon 0, a pontban pedig 1. Nevezetes tĆny az Uriszon-lemma, (kĄlŤn bizonyątjuk), mely szerint T_4 tĆrben bărmely kĆt diszjunkt zărt halmaz folytonos fĄggvĆnnyel szĆtvălaszthatć, azaz van olyan, az egĆsz tĆren Ćrtelmezett folytonos fĄggvĆny, amely [0, 1]-be kĆpez, Ćs az egyik zărt halmazon 0, a măsikon pedig 1, ągy tovăbbi axićmakĆnt ezt nem Ćrdemes felvenni. A T_π feltĆtelbŞl kŤvetkezik T_3 mert az f^{−1}[0, 1/2[ Ćs f^{−1}]1/2, 1] nyąlt halmazok szĆtvălasztjăk a zărt halmazt Ćs a pontot, de a kĆtelemŰ indiszkrĆt tĆr mutatja, hogy sem T_4-bŞl, sem T_π-bŞl nem kŤvetkezik mĆg T_0 sem, az ŤsszefĄggŞ pontpăr pedig, hogy T_4-bŞl nem kŤvetkezik T_3. EzĆrt leggyakrabban ezen feltĆtelek kombinăcićja hasznălatos: a T_3 Ćs T_1 feltĆteleknek eleget tĆvŞ tereket regulărisnak, a T_π Ćs T_1 feltĆtelnek eleget tĆvŞ tereket teljesen regulărisnak vagy Tyihonov-tĆrnek, a T_4 Ćs T_1 feltĆteleknek eleget tĆvŞ tereket pedig normălisnak nevezzĄk. A fentiek szerint normălis tĆr teljesen regulăris, teljesen regulăris tĆr regulăris, Ćs regulăris tĆr nyilvăn Hausdor¸-tĆr. Azt sem nehĆz belătni, hogy kompakt Hausdor¸-tĆr normălis, Ćs ezt felhasznălva adćdik hogy lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆr teljesen regulăris, sŞt, bărmely kompakt halmaz elvălaszthatć folytonos fĄggvĆnnyel egy tŞle diszjunkt zărt halmaztćl. MegjegyezzĄk, hogy ha Z = {1/n : 0 ≠ n ∈ Z}, Ćs R-en azt a topolćgiăt tekinjĄk, amelynek a ]a, b[, a, b ∈ Q Ćs vagy a < b ≤ 0 vagy 0 ≤ a < b valamint a ]a, b[ \ Z, a, b ∈ Q Ćs a < 0 < b halmazok alkotjăk egy băzisăt, akkor Hausdor¸-teret kapunk, de ebben a tĆrben a Z zărt halmaz Ćs a 0 pont nem vălaszthatćk el nyąlt halmazokkal. Az is megmutathatć, hogy van olyan regulăris tĆr, amely nem teljesen regulăris, de a konstrukcić bonyolult (lăsd R. Engelking: Outline of general topology, North-Holland, Amsterdam, 1968] Ch. 2, Example 4.4). VĆgĄl az egyik feladatbćl kŤvetkezni fog, hogy van olyan teljesen regulăris tĆr, amely nem normălis.

Nem nehĆz belătni, hogy a T_i, i ≤ π tulajdonsăgok ĂŤrŤklŞdnek" alterekre, a T_4 tulajdonsăg zărt alterekre; terek Ťsszege pontosan akkor rendelkezik egy T_i, i ≤ 4 tulajdonsăggal, ha mindegyik Ťsszeadandć rendelkezik az adott tulajdonsăggal; T_i, i ≤ π tulajdonsăgč terek szorzata is rendelkezik az adott tulajdonsăggal, Ćs ha nem Ąres terek szorzata rendelkezik egy T_i, i ≤ 4 tulajdonsăggal, akkor minden tĆnyezŞje is. A sorozatok nem megfelelŞek tetszŞleges topologikus terek vizsgălatăhoz. Lehet a sorozat fogalmăt ăltalănosątani, vagy szŰrŞket hasznălni: Egy tetszŞleges halmazban egy szŰrŞ a halmaz rĆszhalmazainak egy olyan rendszere, amely nem tartalmazza az Ąres halmazt, zărt a halmazbŞvątĆsre Ćs a vĆges metszetkĆpzĆsre. PĆldăul egy topologikus tĆrben egy adott pont kŤrnyezetei szŰrŞt alkotnak. (A pontok kŤrnyezetszŰrŞinek megadăsa meghatărozza a topolćgiăt; persze a kŤrnyezetszŰrŞket nem adhatjuk meg tetszŞlegesen.) Egy szŰrŞt meghatăroz egy olyan rĆszrendszere, amely bărmely kĆt elemĆhez tartalmaz olyan elemet, amely azok metszetĆben benne van. Egy szŰrŞnek egy ilyen rĆszrendszerĆt szŰrŞbăzisnak nevezzĄk. Egy pont kŤrnyezetei szŰrŞjĆnek egy szŰrŞbăzisăt a pont kŤrnyezetbăzisănak nevezzĄk. PĆldăul a pont Ťsszes nyąlt kŤrnyezetei, vagy a tĆr egy băzisănak azok az elemei, amelyek tartalmazzăk az adott pontot, kŤrnyezetbăzist alkotnak. Mąg metrikus tĆrben az adott kŤzĆppontč 1/n, n ∈ N^+ sugarč nyąlt (vagy zărt) gŤmbŤk az adott pont egy megszămlălhatć kŤrnyezetbăzisăt alkotjăk, tetszŞleges topologikus tĆrben nincs feltĆtlenĄl megszămlălhatć kŤrnyezetbăzis: elsŞsorban ez okozza a sorozatkonvergencia elĆgtelensĆgĆt. Helyette szŰrŞk konvergenciăjăt hasznălhatjuk: egy szŰrŞ konvergăl egy adott ponthoz, ha annak minden kŤrnyezete benne van a szŰrŞben.

Mint lătjuk, a topologikus terek vizsgălatănăl szămos čj fogalmat kell bevezetni, Ćs az ezek kŤzŤtti ˛nom kapcsolatok vizsgălata idŞigĆnyes. A fokozatossăg elve mellett ez az oka, hogy ebben a kŤnyvben metrikus terekre szorątkozunk. Ŕltalănos topolćgiăval kapcsolatban magyarul a kitŰnŞ [122] kŤnyvet, egyĆbkĆnt Hewitt{ Stromberg [55] kŤnyvĆnek megfelelŞ fejezeteit, Ćs Bourbaki [12] mŰvĆnek II. kŤnyvĆt ajănljuk.

* 3.138.2. Alexander tĆtele. Legyen S egy szubbăzisa az X tĆr topolćgiăjănak.

Az X tĆr pontosan akkor kompakt, ha minden S-beli halmazokbćl ăllć lefedĆsĆbŞl kivălaszthatć vĆges lefedĆs.

Bizonyątăs. A szĄksĆgessĆg nyilvănvalć. Az elĆgsĆgessĆg bizonyątăsăhoz tegyĄk fel, hogy van olyan nyąlt halmazokbćl ăllć lefedĆs, amelybŞl nem vălaszthatć ki vĆges lefedĆs. TekintsĄk az ilyen lefedĆsek rendszerĆt. Ez fĆligrendezett a tartalmazăsra nĆzve, Ćs benne minden lănc felĄlrŞl korlătos, ągy a Zorn-lemma szerint tartalmaz egy V maximălis lefedĆst. Legyen W = V ∩ S. Ekkor W egyetlen vĆges rĆszrendszere sem fedi le X-et, ągy W nem lehet lefedĆse X-nek. Legyen x ∈ X \ (∪ W) Ćs vălasszunk egy V ∈ V halmazt, amely lefedi x-et. Mivel S szubbăzis, lĆteznek S_1, . . . , S_n halmazok S-bŞl, amelyekre x ∈ ∩^n_{j=1}S_j ⊂ V . Mivel x /∈ ∪ W, egyetlen S_j sincs a V-ben. Mivel V maximălis, minden j-re van egy olyan A_j halmaz, amely vĆges sok V-beli halmaz egyesątĆse, Ćs amelyre S_j ∪ A_j = X. Innen

V ∪ (∪^n_{j=1}A_j ) ⊃ (∩^n_{j=1}S_j ) ∪ (∪^n_{j=1}A_j ) = X,

Ćs ągy X elŞăll vĆges sok V-beli halmaz egyesątĆsekĆnt. Ez ellentmond V kivălasztăsănak.

* 3.138.3. Tyihonov tĆtele. Kompakt terek szorzata kompakt.

Bizonyątăs. Legyen X = ∏ i∈I X_i a szćban forgć szorzattĆr Ćs legyen S ennek a szorzattopolćgia de˛nącićjănăl leąrt szubbăzisa. Alexander tĆtelĆt felhasznălva, elĆg egy U ⊂ S lefedĆst vizsgălni. Legyen minden i ∈ I-re U_i az Ťsszes olyan U_i ⊂ X_i nyąlt halmazok osztălya, amelyekre p^{−1}_i (U_i) ∈ U, ahol p_i az i-edik projekcić. Megmutatjuk, hogy van olyan i ∈ I, amelyre ∪ U_j = X_j . Valćban, ha nem ez lenne a helyzet, akkor lĆtezne olyan x ∈ X pont, amely nem lenne ∪ U-ban. Mivel X_j kompakt, lĆtezik vĆges sok U_{j,1}, . . . , U_{j,n} halmaz U_i-ben, amelyre X_j = ∪^n_{k=1}U_{j,k}. Nyilvăn p^{−1}_j (U_{j,k}), k = 1, 2, . . . , n egy vĆges lefedĆse X-nek.

* 3.138.4. TĆtel. Megszămlălhatć băzisč T_3-tĆr T_4-tĆr is.

Bizonyątăs. Legyenek E Ćs F diszjunkt zărt halmazok X-ben. Minden x ∈ Ehez lĆtezik a megszămlălhatć băzisnak olyan U_x eleme, amelyre x ∈ U_x ⊂ U_x ⊂ X \F Ćs minden y ∈ F -hez lĆtezik a megszămlălhatć băzisnak olyan V_y eleme, amelyre y ∈ V_y ⊂ V_y ⊂ X \ E. Legyen ∪_{x∈E} U_x = ∪^∞_{n=1}U_{xn} Ćs ∪_{y∈F} V_y = ∪^∞_{n=1}V_{yn} . Legyen G_n = U_{xn} \ ∪_{k≤n}V_{yk} Ćs H_n = V_{yn} \ ∪_{k≤n}U_{xk} , Ćs legyen G = ∪^∞_{n=1}G_n, H = ∪^∞_{n=1}H_n. Mivel G_i ∩ V_{yj} = ∅, ha j ≤ i, azt kapjuk, hogy G_i ∩ H_j = ∅, ha j ≤ i. Hasonlćan adćdik, hogy H_j ∩ G_i = ∅, ha i ≤ j. Innen G ∩ H = ∅ Ćs E ⊂ G, F ⊂ H.

* 3.138.5. Feladat: Uriszon-lemma [14]: Legyen X egy T_4 tĆr, E Ćs F diszjunkt zărt rĆszhalmazai X-nek.

(1) Teljes indukcićval mutassuk meg, hogy minden n ∈ N-re az r ∈ R = {k/2^n :

n = 0, 1, . . . ; k = 01, , . . . , 2^n} diadikusan racionălis szămokhoz lĆteznek olyan V (r) nyąlt halmazok, amelyekre E ⊂ V (0) ⊂ V (0) ⊂ V (1) = X \ F Ćs

V (k/2^n) ⊂ V ( (2k + 1)/2^{n+1} ) ⊂ V ( (2k + 1)/2^{n+1} ) ⊂ V ( (k + 1)/2^n ) , ha k = 0, 1, . . . , 2^n − 1.

(2) Legyen f(x) = inf { 1, r ∈ R : x ∈ V (r) } Ćs mutassuk meg, hogy f : X → [0, 1] folytonos fĄggvĆny, amely szĆtvălasztja az E Ćs F halmazokat.

* 3.138.6. Feladat: Tietze kiterjesztĆsi tĆtele [14]: Legyen X egy T_4 tĆr, F zărt rĆszhalmaza X-nek, I = [−1, 1] Ćs legyen f : F → [−1, 1] folytonos fĄggvĆny. (1) Teljes indukcićval adjunk meg olyan g_0, g_1, . . . Ćs h_1, h_2, . . . folyonos fĄggvĆnyeket, amelyekre g_n : X → [ −1 + (2/3)^n, 1 − (2/3)^n],

h_n : X → [ −2^{(n−1)}/3^n, 2^{(n−1)}/3^n ] , g_n = g_{n−1} + h_n Ćs | |f(x) − g_n(x) | | ≤ (2/3)^n.

(2) Mutassuk meg, hogy lĆtezik olyan g : X → I folytonos fĄggvĆny, amelyre g|_F = f.

(3) Mutassuk meg, hogy az ăllątăs akkor is ĆrvĆnyben marad, ha I nem Ąres fĆlig zărt, illetve nyąlt intervallum.

* 3.138.7. Feladat: az egysĆg felbontăsa [8]. Ŕltalănosątsuk az egysĆg felbontăsăt T_4-tĆrre, illetve lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆrre.

** 3.138.8. Feladat [12]. Legyen R-en O_{[[} az a szokăsosnăl erŞsebb topolćgia, amelynek az [a, b[, a, b ∈ R alakč halmazok alkotjăk egy băzisăt. Mutassuk meg, hogy (1) Q sŰrŰ ebben a tĆrben, ągy a tĆr szeparăbilis;

(2) a megadott băzisnak nincs olyan megszămlălhatć [a_n, b_n[ rĆszrendszere, amely băzis lenne, mert ezen halmazok kŤzĄl az x pontot tartalmazćk csak akkor alkothatjăk egy kŤrnyezetbăzisăt x-nek, ha x = a_n valamely n-re;

(3) a topolćgiănak nincs megszămlălhatć băzisa;

(4) ha E zărt halmaz, akkor azon E-beli pontok F halmaza, amely belsŞ pontja a komplementernek a szokăsos topolćgiăban, megszămlălhatć;

(5) ha F megszămlălhatć halmaz, akkor vălasztva minden racionălis vĆgpontč nyąlt intervallumbćl egy R \ F -beli pontot, egy, a szokăsos topolćgiăban sŰrŰ halmazt kapunk;

(6) az ]a, b[, a, b ∈ D Ćs [a, b[, a ∈ F , b ∈ D halmazok egy, a szokăsosnăl erŞsebb, de O_{[[}-nĆl gyengĆbb O topolćgia megszămlălhatć băzisăt alkotjăk;

(7) az (R, O) tĆr regulăris, Ćs ągy normălis;

(8) ha E_1 Ćs E_2 diszjunkt zărt halmazok (R, O_{[[})-ben, akkor a (4) szerint hozzăjuk tartozć F_1, F_2 megszămlălhatć halmazok F unićjăhoz tartozć O topolćgiăban is zărtak, ągy szĆtvălaszthatćk O-beli nyąlt halmazokkal;

(9) az (R, O_{[[}) tĆr normălis;

(10) az (R, O_{[[}) tĆr Ťnmagăval vett szorzata szeparăbilis, ągy kontinuum sok folytonos lekĆpezĆse lĆtezik [0, 1]-be;

(11) a szorzattĆrben a { (x, −x) : x ∈ R } halmaz minden rĆszhalmaza zărt;

(11) a { (x, −x) : x ∈ R } halmaz egy adott rĆszhalmazăn 0-nak, az erre a halmazra vonatkozć komplementerĆn 1-nek de˛niălt fĄggvĆnyek folytonosak, de Ătčl sokan vannak" ahhoz, hogy mindegyik folytonosan kiterjeszthetŞ legyen a szorzattĆr egy [0, 1]-be valć folytonos lekĆpezĆsĆvĆ, ągy a szorzattĆr nem lehet normălis.

** 3.139. Feladat: faktorterek [10]. Mutassuk meg, hogy ha (X, d) metrikus tĆr, Ćs ~d metrika, tovăbbă ~U ⊂ ~X nyąlt a metrikus faktortĆrben, akkor ∪ ~U is nyąlt X-ben. Mutassuk meg, hogy ha X kompakt Ćs ~d metrika, akkor az ~X metrikus faktortĆrben egy ~U ⊂ ~X halmaz pontosan akkor nyąlt, ha ∪ ~U nyąlt X-ben, azaz a metrikus faktortĆr topolćgiăja megegyezik topologikus faktortĆr topolćgiăjăval. Mutassuk meg, hogy egy pălyatĆr faktormetrikăjănak (ha lĆtezik faktormetrika) a topolćgiăja mindig a topologikus faktortĆr topolćgiăja.

** 3.140. Feladat: ŤrŤklŞdĆs faktorterekre [14]. Mutassuk meg, hogy ha ∼ egy ekvivalencia-relăcić az X topologikus tĆren, amelyhez tartozć termĆszetes lekĆpezĆs zărt, azaz minden zărt halmazt zărtba visz, akkor (1) ha X normălis, akkor ~X = X/∼ is normălis; (2) ha X kompakt Hausdor¸-tĆr, akkor ~X is az;

(3) ha az ekvivalencia-osztălyok kompaktak Ćs X lokălisan kompakt Hausdor¸-tĆr, akkor ~X is az.

* 3.141. Uniform terek. Metrikus terek esetĆn nĆhăny fogalomnăl (teljessĆg, egyenletes folytonossăg, stb.) az jătszik szerepet, hogy az x Ćs y pontok Ăε-kŤzel" vannak (ε > 0), azaz fennăll az xR^d_ε y relăcić, ahol

R^d_ε = { (u, v) : d(u, v) < ε } . Ez az ĆszrevĆtel az uniform tĆr fogalmăhoz vezet. Az (X, U) părt uniform tĆrnek, U-t uniformităsnak nevezzĄk, ha X nem Ąres halmaz, U pedig X re‚exąv relăcićibćl ăllć szŰrŞ čgy, hogy bărmely relăcić tartalmazza valamely relăcić Ťnmagăval vett kompozącićjăt, Ćs bărmely relăcić tartalmazza valamely relăcićt inverzĆt. Persze, az U szŰrŞ egy băzisăval is megadhatć. PĆldăul kŤnnyŰ lătni, hogy az U-beli szimmetrikus relăcićk U egy băzisăt adjăk. Ha R ∈ U Ćs (x, y) ∈ R, azaz xRy, akkor azt szokăs mondani, hogy x Ćs y R-kŤzel vannak. Egy metrikus tĆr a fenti R^d_ε , ε > 0 relăcićkkal pĆlda uniform tĆrre. Sokkal ăltalănosabban, ha d_i, i ∈ I eltĆrĆsek egy tetszŞleges csalădja X-en, akkor az R^{di}_ε , ε > 0, i ∈ I relăcićk vĆges metszetei egy uniformităs egy băzisăt alkotjăk; ez a d_i, i ∈ I eltĆrĆscsalădbćl szărmazć uniformităs. Ha egy uniform tĆrben az O = { V : V ⊂ X, minden x ∈ V -hez van olyan R ∈ U, hogy R(x) ⊂ V } halmazrendszert tekintjĄk, akkor X topologikus tĆrrĆ vălik, ągy az uniform tĆr fogalma a topologikus tĆrnĆl speciălisabb. Ha az uniformităsbćl szărmazć topolćgia T_0, akkor T_2 is, ugyanis mint kŤnnyen lăthatć, mindkettŞ azzal ekvivalens, hogy

∩_{R∈U} R = I_X . Megmutathatć, hogy măr az X × X topologikus tĆrben nyąlt, illetve zărt szimmetrikus relăcićk is băzisăt alkotjăk az uniformităsnak. Egy X uniform tĆr egy Y rĆszhalmaza is uniform tĆr az R ∩ Y × Y , R ∈ U relăcićkkal, ez az uniform tĆr uniform altere. KŤnnyŰ lătni, hogy az altĆr-uniformităsbćl az altĆr-topolćgia szărmazik.

Legyenek (X, U) Ćs (Y, V) uniform terek. Egy f : X → Y lekĆpezĆst egyenletesen folytonosnak nevezĄnk, ha minden S ∈ V relăcićhoz van olyan R ∈ U relăcić, hogy ha x Ćs y R-kŤzel vannak X-ben, akkor f(x) Ćs f(y) S-kŤzel vannak Y -ban. Az uniform terek izomor˛ăi a kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ Ćs inverzĄkkel egyĄtt egyenletesen folytonos lekĆpezĆsek. Legyen X tetszŞleges halmaz, (Y_i, V_i), i ∈ I uniform terek, f_i : X → Y_i, i ∈ I pedig lekĆpezĆsek indexelt csalădja. Az Ťsszes olyan X feletti uniform struktrčrăk metszete, amelyekre minden f_i, i ∈ I egyenletesen folytonos, egy uniform struktčra X-en. Ha B_i az U_i egy băzisa, akkor ennek egy băzisa az Ťsszes { (x, y) ∈ X × X : ( f_i(x), f_i(y) ) ∈ S_i ∈ B_i } alakč relăcićk vĆges metszeteibŞl ăll. Akărhăny X_i, i ∈ I uniform tĆr szorzata de˛niălhatć, mint a ∏ i∈I X_i szorzathalmaz, az Ťsszes olyan uniformităsok metszetĆvel ellătva, amelyekre az Ťsszes p_i : x → x_i, i ∈ I projekcićk egyenletesen folytonosak. KŤnnyŰ lătni, hogy a szorzat-uniformităsbćl a szorzat-topolćgia szărmazik.

* 3.142. Feladat [13]. TegyĄk fel, hogy V az X uniform tĆr egy relăcićja. Mutassuk meg, hogy (1) lĆtezik szimmetrikus kŤrnyĆkeknek egy V_1, V_2, . . . sorozata, hogy V_1 ⊂ V Ćs V^3_{n+1} ⊂ V_n minden n-re;

(2) ha h(x, y) = inf { 1, 2^{−n} : (x, y) ∈ V_n } Ćs

d(x, y) = inf

{^n∑ i=1 h(z_{i−1}, z_i) : n ∈ N, z_0, z_1, . . . , z_n ∈ X, x = z_0, y = z_n } ,

akkor d eltĆrĆs;

(3)^1_2 h(x, y) ≤ d(x, y) ≤ h(x, y), ągy y /∈ V (x)-re d(x, y) ≥^1_2 ; (4) uniform tĆr T_π-tĆr;

(5) bărmely uniform struktčra szărmaztathatć eltĆrĆscsalădbćl; (6) egy uniform struktčra pontosan akkor szărmaztathatć egyetlen eltĆrĆsbŞl, ha megszămlălhatć băzisč;

(7) egy Hausdor¸ uniform struktčra pontosan akkor szărmaztathatć metrikăbćl, ha megszămlălhatć băzisč.

* 3.144. Feladat: Tyihonov beăgyazăsi tĆtele [13]. Legyen X topologikus tĆr, Ćs legyen ˘ az X-et [0, 1]-be kĆpezŞ folytonos lekĆpezĆsek egy halmaza.. Mutassuk meg, hogy (1) az x ∈ X-hez a φ → φ(x), ha φ ∈ ˘ kivălasztăsi fĄggvĆnyt rendelŞ J lekĆpezĆs egy J : X → [0, 1]^� folytonos lekĆpezĆs, amelyre φ = p_φ ∘ J;

(2) ha X egy T_π-tĆr, Ćs ˘ az Ťsszes, X-et [0, 1]-be kĆpezŞ folytonos fĄggvĆnyek halmaza, akkor az Ťsszes W_φ = φ^{−1}[0, 1[ halmazok X egy băzisăt alkotjăk;

(3) ha ˘ az Ťsszes, X-et [0, 1]-be kĆpezŞ folytonos fĄggvĆnyek halmaza, akkor az a leggyengĆbb U uniformităs [0, 1]^�-n, amelyre minden φ ∈ ˘ egyenletesen folytonos, akkor U-bćl [0, 1]^� szorzattopolćgiăja szărmazik;

(4) minden T_π-tĆr uniformizălhatć;

(5) ha X teljesen regulăris, Ćs ˘ az X-et [0, 1]-be kĆpezŞ folytonos fĄggvĆnyek egy olyan halmaza, amelyre a W_φ = φ^{−1}[0, 1[ halmazok X egy băzisăt alkotjăk, akkor a J lekĆpezĆs homeomor˛zmusa X-nek J(X) ⊂ [0, 1]^�-re;

(6) egy topologikus tĆr pontosan akkor teljesen regulăris, ha homeomorf egy kompakt Hausdor¸-tĆr egy alterĆvel;

(7) egy teljesen regulăris tĆr pontosan akkor megszămlălhatć băzisč, ha homeomorf [0, 1]^N egy alterĆvel;

(8) a [0, 1]^N tĆr homeomorf a Hilbert-kockăval; (9) megszămlălhatć băzisč regulăris tĆr metrizălhatć;

(10) kompakt Hausdor¸-tĆr pontosan akkor megszămlălhatć băzisč, ha metrizălhatć.

• 122/−17 : < Ćs abszolčtĆrtĆk-homogĆn. > Ćs abszolčtĆrtĆk-homogĆn.

* 4.4.5. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy egy normălt tĆr pontosan akkor nem szeparăbilis, ha talălhatć benne nemmegszămlălhatć sok păronkĆnt diszjunkt 1 sugarč gŤmb.

• 127/1 : < * 4.21. Feladat [6]. Legyenek a Bernoulli-polinomok a B_0 ≡ 1, B_1(x) = x−1/2, B^′_n = B_{n−1},

∫_1 0 B_n = 0, ha n > 1 ŤsszefĄggĆsek ăltal de˛niălva. Bizonyątsuk be, hogy

B_n(x) = n∑ k=0 ( n k ) b_kx^{n−k},

ahol a b_k szămok a Bernoulli-szămBernoulli-szămok. lenyelMegoldas Kiszămoljuk.

* 4.22. Feladat: Euler ŤsszegzĆsi formulăja [12]. Bizonyątsuk be, hogy ha az f fĄggvĆny 2m+1-szer di¸erenciălhatć az [1, n] intervallumon, f^{(2m+1)} integrălhatć, akkor_n ∑ k=1 f(k) =

∫_n 1 f(x) dx + 1 2 ( f(1) + f(n) )

+ m∑ j=1 B_{2j} (0) ( f^{(2j−1)}(n) − f^{(2j−1)}(1) )

+ ∫_n 1 B_{2m+1} (x − ⌊x⌋) f^{(2m+1)}(x) dx,

ahol a B_i fĄggvĆnyek a Bernoulli-polinomok. (Ez a formula jćl alkalmazhatć vĆges vagy vĆgtelen Ťsszegek kŤzelątĆsĆre.) > * 4.21. Feladat [8]. Legyenek a Bernoulli-polinomok a B_0 ≡ 1, B^′_n = B_{n−1}, ∫_1 0 B_n = 0, ha n > 0 ŤsszefĄggĆsek ăltal de˛niălva. Bizonyątsuk be, hogy

n!B_n(x) = n∑ k=0 ( n k ) b_kx^{n−k},

ahol az (n-tŞl fĄggetlen) b_k szămok a Bernoulli-szămok. Mutassuk meg, hogy b_0 = 1 Ćs_{n−1} ∑ k=0 ( n k ) b_k = 0,

ha n > 1.

* 4.22. Feladat: Euler ŤsszegzĆsi formulăja [12]. Bizonyątsuk be, hogy ha m > 0, az f fĄggvĆny m-szer di¸erenciălhatć az [1, n] intervallumon, f^{(m)} integrălhatć, akkor_n ∑ k=1 f(k) =

∫_n 1 f(x) dx + 1 2 ( f(1) − f(n) )

+ m∑ j=1 (−1)^j B_j (0) ( f^{(j−1)}(n) − f^{(j−1)}(1) )

+ (−1)^{m+1}

∫_n 1 B_m (x − ⌊x⌋) f^{(m)}(x) dx,

ahol a B_j fĄggvĆnyek a Bernoulli-polinomok. (Ez a formula jćl alkalmazhatć vĆges vagy vĆgtelen Ťsszegek kŤzelątĆsĆre.) • 127/−13 : < * 4.24. Feladat: Stirling-formula [12]. Bizonyątsuk be a Stirling-formulăt:

n! = √ 2π n^{n+1/2} e^n e^{112n +cn} , ahol |c_n| ≤ 1 2n^2 .

> * 4.24. Feladat: Stirling-formula [12]. Bizonyątsuk be a Stirling-formulăt:

n! = √ 2π n^{n+1/2}

e^n e^{112n −cn} , ahol 0 ≤ c_n ≤ 1 180n^3 . • 127/−6 : < fogalommmal. VĆgtelen dimenzićs tĆrben egy măsik, tisztăn algebrai băzis > fogalommal. VĆgtelen dimenzićs tĆrben egy măsik, tisztăn algebrai băzis

• 132/4 : < nyilvăn C(X; Y ) = B(X; Y ) = K(X; Y ). > nyilvăn C(X; Y ) = B(X; Y ) = K(X; Y ).

* 4.45.5. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy K = { f ∈ C[0, 1] : f(0) = 0, Lip(f) ≤ 1 } kompakt.

• 136/13 : < (2) x_n = (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . ); > (2) x_n = (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . ); (2.5)x_n = (1/n, 2/n, . . . , n/n, 0, 0, . . . );

• 136/−11 : < alterekĆnt fogjuk tekinteni. Ezen terek szokăsos jelŤlĆse c_0 illetve c. > alterekĆnt fogjuk tekinteni. Ezen terek szokăsos jelŤlĆse c_0 illetve c.

→ 4.66.5. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy a H = { (x_1, x_2, . . . ) ∈ l^2 : x_i ∈ R, |x_i| ≤ 1/i }

Hilbert-kocka kompakt rĆszhalmaza l^2-nek.

→ 4.66.7. Feladat [7]. Adjuk meg [0, 1] egy folytonos lekĆpezĆsĆt a Hilbertkockăra.

• 141/8 : < mes kommutatąv Banach-algebrăra. > mes kommutatąv Banach-algebrăra. EgysĆgelemes algebrăban de˛niălhatć egy x elem σ(x) spektruma, mint azon λ ∈ K skalărok halmaza, amelyekre x − λe-nek nem lĆtezik multiplikatąv inverze, valamint az r(x) spektrălsugara, mint a spektrum elemei abszolčt ĆrtĆkeinek szuprĆmuma. Csak a C feletti egysĆgelemes Banachalgebrăk fontosak.

• 141/−10 : < (6) f(x) =

∫_1 0 x^2(t) dt. > (6) f(x) =

∫_1 0 x(t) dt − 2x(1/2);

(7) f(x) =

∫_1 0 x^2(t) dt.

• 142/12 : < veszi fel. > veszi fel.

5.16.5. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy a

(T x)(s) =

∫_1 −1 x(t) sgn(s − t) dt

ŤsszefĄggĆs C[−1, 1]-et Ťnmagăba kĆpezŞ folytonos lineăris operătort de˛niăl Ćs hatărozzuk meg a normăjăt.

• 142/15 : < p = 1, 2, ∞ esetĆn. > p = 1, 2, ∞ esetĆn.

5.17.5. Feladat [12]. Ŕltălănosątsuk az elŞzŞ feladatot L^p(μ) → L^{p′} (μ) tąpusč lineăris lekĆpezĆsekre, ahol p, p^′ ∈ {1, 2, ∞}.

• 142/−11 : < ( 1 0 2 3 ) . > ( 1 0 2 3 ) . 5.18.5. Feladat [7]. Hatărozzuk meg a

T : (x_1, x_2, x_3, x_4, . . . ) → (x_1 + x_2, x_3, x_4, . . . )

ŤsszefĄggĆssĆl de˛niălt T : l^2 → l^2 operător normăjăt, ahol x_j ∈ R.

• 142/−4 : < (4) ha e − xy-nak van multiplikatąv inverze, akkor e − yx-nek is. > (4) ha e − xy-nak van multiplikatąv inverze, akkor e − yx-nek is.

5.20.2. Feladat [10]. Legyen X a [0, 1] intervallumon de˛nălt k-szor folytonosan di¸erenciălhatć komplex ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek C feletti algebrăja. Mutassuk meg, hogy

‖x‖ = k∑ j=0 1 j! sup 0≤t≤1 | |x^{(j)}(t) | | norma, amellyel X egysĆgelemes komplex Banach-algebra.

5.20.4. Feladat [12]. Legyen X egysĆgelemes normălt algebra. Mutassuk meg, hogy ha x, y ∈ X, akkor xy − yx ≠ e.

** 5.20.6. Feladat [17]. Legyen X egysĆgelemes komplex Banach-algebra. Mutassuk meg, hogy bărmely α ∈ C, x ∈ X-re (1) σ(αx) = ασ(x); (2) r(αx) = |α|r(x); (3) r(x) ≤ ‖x‖;

(4) σ(x) zărt halmaz; (5) σ(x) nem Ąres;

(6) r(x) = lim_{n→∞} ‖x^n‖^{1/n} = inf_n ‖x^n‖^{1/n}; (7) r(x^n) = r(x)^n;

(8) r(x) < 1 pontosan akkor, ha x^n → 0;

(9) ha x invertălhatć, ‖x‖ = ‖x^{−1}‖ = 1, akkor σ(x) ⊂ {c ∈ C : |c| = 1}; (10) ha p polinom, akkor σ ( p(x) ) = p ( σ(x) ) ; ha 0 /∈ p ( σ(x) ) Ćs q egy măsik polinom, akkor p(x)^{−1}q(x) = q(x)p(x)^{−1} lĆtezik Ćs t(x)-szel jelŤlve t ( σ(x) ) = σ ( t(x) ) . Mutassuk meg, hogy bărmely x, y ∈ X-re (11) ha x-nek van multiplikatąv inverze, akkor σ(xy) = σ(yx); (12) σ(xy) Ćs σ(yx) egybeesnek {0} komplementerĆn; (13) r(xy) = r(yx);

(14) ha xy = yx, akkor r(x + y) = r(x) + r(y) Ćs r(xy) = r(x)r(y). Mutassuk meg, hogy ha X kommutatąv, akkor x → r(x) folytonos.

5.20.7. Feladat [8]. Legyen X egysĆgelemes komplex Banach-algebra Ćs

b = inf_{x≠0}

‖x^2‖ ‖x‖^2 . Mutassuk meg, hogy bărmely α ∈ C, x ∈ X-re

b ≤ inf_{x≠0} r(x) ‖x‖ ≤ √ b. 5.20.8. Feladat [8]. Legyen X egysĆgelemes komplex Banach-algebra. Mutassuk meg, hogy (1) ha x ∈ X-nek van y jobbinverze, akkor minden x^′ ∈ X-nek, amelyre ‖x^′ − x‖ < 1/‖y‖, szintĆn van jobbinverze;

(2) ha x_n ∈ X-nek van y_n jobbinverze, x_n → x Ćs y_n korlătos, akkor x-nek is van jobbinverze.

5.20.9. Feladat [8]. Legyen Y az X egysĆgelemes komplex Banach-algebra egy zărt rĆszalgebrăja ugyanazzal az egysĆelemmel. Mutassuk meg, hogy ha x ∈ Y , akkor σ_X (x) ⊂ σ_Y (x) Ćs σ_X (x) tartalmazza σ_Y (x) minden hatărpontjăt.

• 148/15 : < iC(X; C)-ben. > iC(X; C)-ben.

** 5.32.1. Feladat [8]: Ŕltalănosątsuk az elŞzŞ hărom tĆtelt kompakt Hausdor¸- tĆrre.

• 151/−19 : < Bizonyątăs. Legyen f(αx) = α‖x‖, ha α ∈ K, Ćs alkalmazzuk a tĆtelt.

* 5.42. Măsodik konjugălt tĆr. Bărmely X normălt tĆrre X^∗ Banach-tĆr. KĆpezhetjĄk a tovăbbi konjugălt tereket is: X^{∗∗} = (X^∗)^∗, X^{∗∗∗} = (X^{∗∗})^∗, stb. Az X Ćs X^{∗∗} kŤzŤtt fontos kapcsolat van: ha x ∈ X rŤgzątett, legyen F_x(f) = f(x), ha f ∈ X^∗. A de˛nącićbćl azonnal adćdik, hogy F_x lineăris funkcionăl X^∗-on. F_x korlătos is, mert | |F_x(f) | | = | |f(x) | | ≤ ‖f‖‖x‖, amibŞl kŤvetkezik, hogy ‖F_x‖ ≤ ‖x‖.

Tovăbbă a Hahn{Banach-tĆtel kŤvetkezmĆnye miatt van olyan f ∈ X^∗, amelyre ‖f‖ = 1, Ćs f(x) = ‖x‖. Erre az f-re | |F_x(f) | | = ‖x‖, ągy ‖F ‖ = ‖x‖. Ŋgy az x → F_x lekĆpezĆse X-nek X^{∗∗}-ba normatartć, tehăt izometria. Ezt a lekĆpezĆst az X normălt tĆr X^{∗∗}-ba valć termĆszetes lekĆpezĆsĆnek nevezzĄk. A de˛nącić alapjăn azonnal kŤvetkezik, hogy a termĆszetes lekĆpezĆs lineăris. Ha a termĆszetes lekĆpezĆs X^{∗∗}-ra kĆpez, akkor X-et re‚exąvnek nevezzĄk. TermĆszetesen ekkor X Banach-tĆr kell legyen.

* 5.43. Gyenge konvergencia: Ha X tetszŞleges halmaz, Y metrikus tĆr, (vagy ăltalănosabban, ha topologikus tĆr), az Y^X fĄggvĆnytĆrben Ćs ennek altereiben Ćrtelmezve van a fĄggvĆnysorozatok pontonkĆnti konvergenciăja. (Ez a konvergencia szărmazik a szorzattopolćgiăbćl.) Ha Y = K Ćs X normălt tĆr K felett (ăltalănosabban, ha topologikus vektortĆr), akkor a folytonos lineăris funkcionălok terĆn ezt a konvergenciăt gyenge* konvergenciănak (egyes szerzŞk gyenge konvergenciănak) szoktăk nevezni, a topolćgiăt, amibŞl szărmazik, pedig gyenge* topolćgiănak. JelentŞsĆgĆt az adja, hogy egy X normălt tĆr X^∗ konjugălt terĆnek egysĆggŤmbjĆt ebben a topolćgiăban tekintve az kompakt, Ćs ha X szeparăbilis volt, akkor metrizălhatć is. Ezt a konvergenciăt hasznălva a normăbćl szărmazć konvergencia helyett, elkerĄlhetŞ azoknak a nehĆzsĆgeknek egy rĆsze, amelyek a variăcićszămątăsban Ćs a parciălis di¸erenciălegyenleteknĆl az egysĆggŤmb kompaktsăgănak hiănya okoz. EzĆrt vezette be Hilbert ezt a konvergenciăt.

Ha X Hilbert-tĆr, akkor a Riesz-fĆle reprezentăcićs tĆtel alapjăn X^∗ elemeit X elemeivel azonosąthatjuk, Ćs ągy a gyenge* topolćgiăt ătmăsolhatjuk X-re. Ŕltalănosabban, ha X normălt tĆr, a kŤvetkezŞkĆppen jărhatunk el. Minden x ∈ X-hez hozzărendelĄnk egy F_x ∈ X^{∗∗} lineăris funkcionălt az F_x(f) = f(x), ha f ∈ X^∗ ŤsszefĄggĆssel. A Hahn{Banach-tĆtel kŤvetkezmĆnye szerint az x → F_x lekĆpezĆs lineăris izometrikus beăgyazăsa X-nek X^{∗∗}-ba. Ŋgy X minden eleme egy X^∗-on Ćrtelmezett funkcionălnak tekinthetŞ, Ćs X^{∗∗} elemeinek pontonkĆnti konvergenciăja (Ćs a topolćgia, amibŞl szărmazik) ătmăsolhatć X-re. Ezt a konvergenciăt gyenge konvergenciănak, a topolćgiăt, amibŞl szărmazik, gyenge topolćgiănak szokăs nevezni. Ha az x → F_x lekĆpezĆs az X^{∗∗}-ra kĆpez le, akkor X-et re‚exąvnek nevezzĄk, Ćs X-et X^{∗∗}-gal azonosąthatjuk. Re‚exąv terek esetĆn (speciălisan Hilbert-tereknĆl) a gyenge Ćs gyenge* topolćgia megegyezik.

A gyenge Ćs gyenge* topolćgiăk vizsgălatăval a topologikus vektorterek elmĆlete foglalkozik. A legegyszerŰbb tĆnyeket illetŞen lăsd Losonczi [83] jegyzetĆt. RĆszletes hivatkozăsok talălhatćk Zeidler [147] kŤnyvĆben. MegjegyezzĄk, hogy a lineăris operătorok terĆben is fontos a pontonkĆnti konvergencia, amelyet nĆha erŞs konvergenciănak szokăs nevezni.

> Bizonyątăs. Legyen f(αx) = α‖x‖, ha α ∈ K, Ćs alkalmazzuk a tĆtelt.

• 153/−9 : < hogy x = tx_0 + a-ra t > 0 esetĆn f(x) > d, holott |t| < ε esetĆn x ∈ A + U_ε(0). > hogy x = tx_0 + a-ra t > 0 esetĆn f(x) > d, holott |t| < ε esetĆn x ∈ A + U_ε(0).

* 5.44.1. De˛nącić: Ha X normălt tĆr, akkor Y ⊂ X annullătora az

⊥Y = { f ∈ X^∗ : f(y) = 0 minden x ∈ Y -ra }

halmaz, ami nyilvăn zărt lineăris altĆr. Ha Y ⊂ X^∗, akkor Y annullăltja az

Y^⊥ = { x ∈ X : f(x) = 0 minden f ∈ Y -ra }

halmaz, ami nyilvăn zărt lineăris altĆr.

* TĆtel: Ha X normălt tĆr, Y ⊂ X, akkor^⊥(X^⊥) az Y lineăris burkănak a lezărtja.

Bizonyątăs. Minden f ∈ X^⊥ nulltere zărt Ćs tartalmazza Y -t, tehăt Y lineăris burkănak a lezărtja rĆsze a metszetĄknek. Ŋgy csak azt kell ĆszrevennĄnk, hogy ha x nincs az Y lineăris burkănak Z lezărtjăban, akkor a Hahn{Banach-tĆtel elvălasztăsi alakja szerint van olyan c ∈ R Ćs f valćs lineăris folytonos funkcionăl, hogy f(Z) ≤ c < f(x); mivel f(Z) az R altere, f(Z) = {0} Ćs 0 < f(x) ≠ 0, ągy x /∈^⊥(Y^⊥). Ha X komplex tĆr, tekintsĄk az f(x) − if(ix) funkcionălt.

* 5.44.2. TĆtel: Ha X normălt tĆr Ćs X^∗ szeparăbilis, akkor X is.

Bizonyątăs. Legyen f_n ∈ X^∗ egy megszămlălhatć sŰrŰ halmaz, Ćs vălasszunk minden n-re egy x_n ∈ X, ‖x_n‖ = 1 elemet, amelyre |f_n(x_n)| > ‖f_n‖/2. Megmutatjuk, hogy az x_n-ek lineăris burka sŰrŰ X-ben. Az elŞzŞ tĆtel szerint elĆg azt megmutatnunk, hogy ha egy f ∈ X^∗ lineăris funkcionăl nulla minden x_n-en, akkor nulla mindenĄtt. TegyĄk fel, hogy nem, Ćs van olyan f ∈ X^∗, amelyre f(x_n) = 0 minden n-re, de ‖f‖ = 1. Mivel az f_n-ek sŰrŰ halmazt alkotnak, van olyan f_n, amelyre ‖f − f_n‖ < 1/3. De ekkor 1/3 > | |(f − f_n)(x_n) | | = | |(f_n(x_n) | | > 1/2.

* 5.44.3. Măsodik konjugălt tĆr. Bărmely X normălt tĆrre X^∗ Banach-tĆr. KĆpezhetjĄk a tovăbbi konjugălt tereket is: X^{∗∗} = (X^∗)^∗, X^{∗∗∗} = (X^{∗∗})^∗, stb. Az X Ćs X^{∗∗} kŤzŤtt fontos kapcsolat van: ha x ∈ X rŤgzątett, legyen F_x(f) = f(x), ha f ∈ X^∗. A de˛nącićbćl azonnal adćdik, hogy F_x lineăris funkcionăl X^∗-on. F_x korlătos is, mert | F_x(f) | = | f(x) | ≤ ‖f‖‖x‖, amibŞl kŤvetkezik, hogy ‖F_x‖ ≤ ‖x‖.

Tovăbbă a Hahn{Banach-tĆtel kŤvetkezmĆnye miatt van olyan f ∈ X^∗, amelyre ‖f‖ = 1, Ćs f(x) = ‖x‖. Erre az f-re | |F_x(f) | | = ‖x‖, ągy ‖F_x‖ = ‖x‖. Ŋgy az F :

x → F_x lekĆpezĆse X-nek X^{∗∗}-ba normatartć, tehăt izometria. Ezt az F lekĆpezĆst az X normălt tĆr X^{∗∗}-ba valć termĆszetes lekĆpezĆsĆnek nevezzĄk. A de˛nącić alapjăn azonnal kŤvetkezik, hogy a termĆszetes lekĆpezĆs lineăris. Ha a termĆszetes lekĆpezĆs X^{∗∗}-ra kĆpez, akkor X-et re‚exąvnek nevezzĄk. TermĆszetesen ekkor X Banach-tĆr kell legyen. Egy re‚exąv tĆr konjugălt tere is re‚exąv: ha G : f → G_f az X^∗ termĆszetes lekĆpezĆse X^{∗∗∗}-ba, akkor tetszŞleges g ∈ X^{∗∗∗} az ĆrtĆkkĆszletben van, mert az f(x) = g(F_x) funkcionălra G_f (F_x) = F_x(f) = f(x). Nyilvănvalć pĆldăk re‚exąv terekre a Hilbert-terek. FeladatkĆnt szerepelt az is, hogy az L^p-terek re‚exąvek 1 < p < ∞ esetĆn, konjugălt terĄk L^q , ahol 1/p + 1/q = 1. PĆlda nem re‚exąv tĆrre C[0, 1]: minden x ∈ [0, 1]-re az f → f(x) funkcionălok a konjugălt tĆrben vannak, Ćs tăvolsăguk păronkĆnt 2, ągy a konjugălt tĆr nem szeparăbilis, tehăt az elŞzŞ tĆtel szerint a tĆr nem lehet re‚exąv. Az l^1 tĆr sem re‚exąv, mert konjugălt tere l^∞, ami nem szeparăbilis. Ugyancsak nem re‚exąvek a c_0 Ćs c terek, mert konjugălt terĄk l^1, amint az nemsokăra belătjuk.

* 5.44.4. TĆtel: Ha Y az X re‚exąv Banach-tĆr zărt lineăris altere, akkor Y is re‚exąv.

Bizonyątăs. Az f → f|_Y lekĆpezĆs a Hahn{Banach-tĆtel szerint X^∗-ot Y^∗-ra kĆpezi. TetszŞleges α ∈ Y^{∗∗}-ra legyen β(f) = α(f|_Y ). Mivel X re‚exąv, ez az eleme X^{∗∗}-nak elŞăll F_x alakban valamely x ∈ X-re, ahol F a termĆszetes lekĆpezĆse Xnek X^{∗∗}-ra, azaz β(f) = f(x). Megmutatjuk, hogy x ∈ Y . Mivel minden f ∈ Y^⊥-re f(x) = 0, azt kapjuk, hogy x az Y lineăris burkănak a lezărtjăban van.

* 5.44.5. KŤvetkezmĆny: Ha X Banach-tĆr Ćs X^∗ re‚exąv, akkor X is.

Bizonyątăs. Mivel X^∗ re‚exąv, X^{∗∗} is. A J : X → X^{∗∗} termĆszetes beăgyazăs izometria, ągy J(X) zărt altere a re‚exąv X^{∗∗} tĆrnek, ągy re‚exąv, azaz X is re‚exąv.

• 155/5 : < amibŞl kŤvetkezik az ăllątăs.

* 5.50. TĆtel. Ha az y = (y_1, y_2, . . . ) szămsorozatra bărmely x = (x_1, x_2, . . . ) konvergens sorozat esetĆn a

∑_∞ k=1 x_ky_k sor konvergens, akkor y ∈ l^1, azaz

∑_∞ k=1 |y_k| < ∞, Ćs f(x) =

∑_∞ k=1 x_ky_k korlătos lineăris funkcionăl a konvergens sorozatok terĆn, amelynek normăja ‖f‖ = ‖y‖_1. > amibŞl kŤvetkezik az ăllątăs.

* 5.49.1. Gyenge Ćs gyenge* topolćgia. Ha X tetszŞleges halmaz, Y metrikus tĆr, (vagy ăltalănosabban, ha topologikus tĆr), az Y^X fĄggvĆnytĆrben Ćs ennek altereiben Ćrtelmezve van a fĄggvĆnysorozatok pontonkĆnti konvergenciăja. (Ez a konvergencia szărmazik a szorzattopolćgiăbćl.) Ha Y = K Ćs X normălt tĆr K felett (ăltalănosabban, ha topologikus vektortĆr), akkor a folytonos lineăris funkcionălok terĆn ezt a konvergenciăt | tehăt a pontonkĆnti konvergenciăt | gyenge* konvergenciănak (egyes szerzŞk gyenge konvergenciănak) szoktăk nevezni. A szorzattopolćgia megszorątăsa X^∗-ra čgy is megadhatć, mint az Ťsszes olyan topolćgiăk metszete, amelyekre minden f → f(x), x ∈ X fĄggvĆny folytonos; ezt gyenge* topolćgiănak nevezzĄk. EbbŞl a topolćgiăbćl a gyenge* konvergencia szărmazik. JelentŞsĆgĆt a Banach{Alaoglu-tĆtel adja: egy X Banach-tĆr X^∗ konjugălt terĆnek egysĆggŤmbjĆt ebben a topolćgiăban tekintve az kompakt (megmutathatć, hogy ha X szeparăbilis volt, akkor metrizălhatć is). Ezt a konvergenciăt hasznălva a normăbćl szărmazć konvergencia helyett, elkerĄlhetŞ azoknak a nehĆzsĆgeknek egy rĆsze, amelyek a variăcićszămątăsban Ćs a parciălis di¸erenciălegyenleteknĆl az egysĆggŤmb kompaktsăgănak hiănya okoz. EzĆrt vezette be Hilbert ezt a konvergenciăt.

Ha X Hilbert-tĆr, akkor a Riesz-fĆle reprezentăcićs tĆtel alapjăn X^∗ elemeit X elemeivel azonosąthatjuk, Ćs ągy a gyenge* topolćgiăt ătmăsolhatjuk X-re. Ŕltalănosabban, ha X normălt tĆr, akkor X-nek X^{∗∗}-ba valć F termĆszetes lekĆpezĆse izometria, amely minden x ∈ X-hez hozzărendel egy F_x ∈ X^{∗∗} lineăris funkcionălt az F_x(f) = f(x), ha f ∈ X^∗ ŤsszefĄggĆssel. Ŋgy X minden eleme egy X^∗-on Ćrtelmezett funkcionălnak tekinthetŞ, Ćs X^{∗∗} elemeinek pontonkĆnti konvergenciăja (Ćs a topolćgia, amibŞl szărmazik) ătmăsolhatć X-re. Ezt a konvergenciăt gyenge konvergenciănak, a topolćgiăt, amibŞl szărmazik, gyenge topolćgiănak szokăs nevezni. Nyilvăn re‚exąv terek esetĆn (speciălisan Hilbert-tereknĆl) a gyenge Ćs gyenge* topolćgia megegyezik.

A gyenge Ćs gyenge* topolćgiăk vizsgălatăval a topologikus vektorterek elmĆlete foglalkozik. A legegyszerŰbb tĆnyeket illetŞen lăsd Losonczi [83] jegyzetĆt. RĆszletes hivatkozăsok talălhatćk Zeidler [147] kŤnyvĆben. MegjegyezzĄk, hogy a lineăris operătorok terĆben is fontos a pontonkĆnti konvergencia, amelyet nĆha erŞs konvergenciănak szokăs nevezni.

* 5.49.2. Feladat [9]: Bizonyątsuk be a Banach{Alaoglu-tĆtelt: egy X normălt tĆr X^∗ konjugălt terĆnek egysĆggŤmbje a gyenge* topolćgiăban kompakt.

* 5.49.3. Feladat [9]: Mutassuk meg, hogy egy X szeparăbilis normălt tĆrre X^∗ egysĆggŤmbjĆn a gyenge* topolćgia metrizălhatć.

* 5.49.4. Gyenge Ćs gyenge* konvergencia. Ha X normălt tĆr K felett, akkor a gyenge Ćs gyenge* topolćgiărćl mondottak szerint egy x_n ∈ X sorozat gyengĆn konvergăl x ∈ X-hez, jelŤlĆsben x_n ⇀ x (n → ∞), ha f(x_n) → f(x) minden f ∈ X^∗-ra, Ćs egy f_n ∈ X^∗ sorozat gyenge* konvergăl f ∈ X^∗-hoz, jelŤlĆsben f_n ∗⇀f, ha f_n(x) → f(x) minden x ∈ X-re. Egy pĆlda: Hilbert-tĆrben egy vĆgtelen ortonormălt sorozat gyengĆn konvergăl nullăhoz. A gyenge Ćs gyenge* konvergencia jelentŞsĆgĆt a kivălasztăsi tĆtelek adjăk.

* 5.49.5. Feladat: kivălasztăsi tĆtel gyenge* konvergenciăra [9]: Bizonyątsuk be, hogy ha X szeparăbilis normălt tĆr, akkor minden korlătos f_n ∈ X^∗ sorozatnak van gyenge* konvergens rĆszsorozata.

* 5.49.6. Kivălasztăsi tĆtel gyenge konvergenciăra: Ha x_n egy korlătos sorozat egy X re‚exąv Banach-tĆrben, akkor van olyan rĆszsorozata, amely gyengĆn konvergăl.

Ez a tulajdonsăg jellemzi is a re‚exąv Banach-tereket, ez Eberlein (1947) Ćs »Smuljam (1940) tĆtele; lăsd Yosida [144], V. fejezet.

Bizonyątăs. Legyen Y az x_n-ek lineăris burkănak a lezărtja. Mivel X re‚exąv, Y is, Ćs mivel Y szeparăbilis, Y^∗ is. Legyen f_n az Y^∗ egy megszămlălhatć sŰrŰ rĆszhalmaza. A diagonălis eljărăssal kivălaszthatć olyan z_n = x_{jn} rĆszsorozata az x_n sorozatnak, amelyre minden k-ra f_k(z_n) konvergăl valamely α_k ∈ K-hoz, ha n → ∞. Innen bărmely f ∈ Y^∗-ra f(z_n) − f(z_m) kicsi, ha n, m elĆg nagyok, azaz f(z_n) Cauchy-sorozat, tehăt konvergăl valamely α(f) ∈ K-hoz. Az α funkcionăl nyilvăn lineăris Ćs | |α(f) | | ≤ ‖f‖ sup_n ‖x_n‖. Mivel Y re‚exąv, van olyan x ∈ Y , hogy α(f) = f(x) minden f ∈ Y^∗-ra, azaz f(x_n) → f(x). Mivel minden f ∈ X^∗ megszorątăsa Y -ra az Y^∗ egy eleme, ez minden f ∈ X^∗-ra is teljesĄl.

* 5.49.7. Egyenletes konvexsĆg: Az X normălt teret lokălisan egyenletesen konvexnek nevezzĄk, ha minden x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1 elemĆhez Ćs minden ε > 0-hoz lĆtezik olyan δ > 0, hogy bărmely y ∈ X-re, amelyre ‖y‖ ≤ 1 Ćs ‖x + y‖ ≥ 2 − δ, teljesĄl, hogy ‖x−y‖ ≤ ε. Ha δ az x-tŞl fĄggetlennek vălaszthatć, akkor azt mondjuk, hogy a tĆr egyenletesen konvex. A Hilbert-terek nyilvăn egyenletesen konvexek a paralelogramma-azonossăg miatt. Megmutathatć, hogy 1 < p < ∞ esetĆn az L^p tĆr is egyenletesen konvex. A lokălisan egyenletes konvexsĆgbŞl kŤvetkezik a szigorč konvexsĆg. Megmutathatć, hogy egy re‚exąv Banach-tĆrben mindig bevezethetŞ egy, az eredeti normăval ekvivalens norma, amelyre X Ćs X^∗ măr lokălisan egyenletesen konvexek. (Kadec (1959) Ćs Troyanski (1971) tĆtele.)

* 5.49.8. A gyenge konvergencia alaptulajdonsăgai: Legyen X Banach-tĆr, x_n ∈ X. Ekkor (1) ha x_n → x, akkor x_n ⇀ x;

(2) ha X vĆges dimenzićs Ćs x_n ⇀ x, akkor x_n → x; (3) ha x_n ⇀ x, akkor x_n korlătos Ćs ‖x‖ ≤ lim inf_{n→∞} x_n;

(4) ha X lokălisan egyenletesen konvex, x_n ⇀ x Ćs ‖x_n‖ → ‖x‖, akkor x_n → x (Radon{Riesz-tulajdonsăg);

(5) ha x_n ⇀ x, akkor a {x_n} halmaz zărt konvex burkăban van olyan y_n sorozat, hogy y_n → x (Mazur tĆtele);

(6) ha x_n ⇀ x, akkor x a {x_n} halmaz zărt konvex burkăban van; (7) ha x_n korlătos Ćs van olyan D ⊂ X^∗ sŰrŰ halmaz, hogy f(x_n) → f(x) minden f ∈ D-re, akkor x_n ⇀ x;

(8) ha X re‚exąv Ćs f(x_n) konvergăl minden f ∈ X^∗-ra, akkor van olyan x, hogy x_n ⇀ x;

(9) ha x_n minden rĆszsorozatăbćl kivălaszthatć olyan rĆszsorozat, amely egy adott x-hez konvergăl gyengĆn, akkor x_n ⇀ x;

(10) ha x_n ⇀ x Ćs f_n → f az X^∗-ban, akkor f_n(x_n) → f(x); (11) ha X re‚exąv, x_n → x Ćs f_n ⇀ f az X^∗-ban, akkor f_n(x_n) → f(x).

Bizonyątăs. (1) Ćs (2) triviălisak, (3) az egyenletes korătossăg tĆtele kŤvetkezmĆnyĆnek speciălis esete. (4) Nyilvănvalć, ha x = 0. Ha x ≠ 0, akkor legyen y = x/‖x‖ Ćs y_n = y_n/‖y_n‖ valahonnan kezdve. Ekkor ‖y‖ = ‖y_n‖ = 1, y_n ⇀ y, Ćs (3) szerint, mivel y_n + y ⇀ 2y,

2 = ‖2y‖ ≤ lim inf_{n→∞} ‖y_n + y‖ ≤ lim sup_{n→∞} ‖y_n + y‖ ≤ 2,

ągy ‖y_n + y‖ → 2, ahonnan kŤvetkezik az ăllątăs. (5)-hŤz legyen C az x_n-ek zărt konvex burka. TegyĄk fel indirekt, hogy d(x, C) > 0. Ekkor a Hahn{BanachtĆtel elvălasztăsi alakja szerint van olyan f valćs folytonos lineăris funkcionăl Ćs c ∈ R, hogy f(C) ≤ c < f(x), ami ellentmondăs; a komplex esetben hasznăljuk az f(x) − if(ix) funkcionălt. (6) nyilvăn kŤvetkezik (5)-bŞl. (7) kŤvetkezik a Banach{ Steinhaus-tĆtelbŞl. (8)-hoz legyen α(f) = lim_{n→∞} f(x_n), ha f ∈ X^∗; α nyilvăn lineăris Ćs az egyenletes korlătossăg tĆtelĆnek kŤvetkezmĆnye szerint korlătos is, azaz α ∈ X^{∗∗}. Mivel X re‚exąv, α(f) = f(x) valamely x ∈ X-re, Ćs x_n ⇀ x. (9)-et indirekt bizonyątjuk: ha nem lenne igaz, akkor lĆtezne olyan f ∈ X^∗ Ćs ε > 0, amelyre | |f(x_{nk} ) − f(x) | | ≥ ε teljesĄlne valamely rĆszsorozatra. (10) Ćs (11) nyilvănvalćak, mivel a gyenge konvergenciăbćl kŤvetkezik a korlătossăg.

* 5.49.9. Feladat [6]: Bizonyątsuk be, hogy re‚exąv Banach-tĆren zărt konvex halmaztćl valć tăvolsăg felvĆtetik.

* 5.49.10. A gyenge* konvergencia alaptulajdonsăgai: Legyen X BanachtĆr, f_n ∈ X^∗. Ekkor

(1) ha f_n → f, akkor f_n ∗⇀f;

(2) ha f_n ∗⇀f, akkor f_n korlătos Ćs ‖f‖ ≤ lim inf_{n→∞} f_n;

(3) ha f_n korlătos Ćs van olyan D ⊂ X sŰrŰ halmaz, hogy f_n(x) → f(x) minden x ∈ D-re, akkor f_n ∗⇀f;

(4) ha minden x ∈ X-re f_n(x) konvergăl minden, akkor van olyan f, hogy f_n ∗⇀f;

(5) ha x_n ⇀ x az X-ben Ćs f_n ∗⇀f, akkor f_n(x_n) → f(x).

Bizonyątăs. Minden čgy bizonyąthatć, mint a gyenge konvergencia esetĆben.

* 5.50. TĆtel. Ha az y = (y_1, y_2, . . . ) szămsorozatra bărmely x = (x_1, x_2, . . . ) nullsorozat esetĆn a

∑_∞ k=1 x_ky_k sor konvergens, akkor y ∈ l^1, azaz

∑_∞ k=1 |y_k| < ∞, Ćs f(x) =

∑_∞ k=1 x_ky_k korlătos lineăris funkcionăl a c_0, c Ćs l^∞ tereken, amelynek normăja ‖f‖ = ‖y‖_1.

• 155/−14 : < nevezzĄk. PĆldăul az 1, 0, 1, 0, 1, . . . sorozat Cesaro-limesze 1/2. > nevezzĄk. PĆldăul az 1, 0, 1, 0, 1, . . . sorozat Cesaro-limesze 1/2. Ez az r = 1 speciălis esete az r-ed rendŰ Cesaro-limesznek (r > −1), ahol

a_{j,k} =

(_{j−k+r−1} j−k ) (_r j ) . Az r-ed rendŰ HŤlder-limesz mătrixa a Casaro-limesz mărixănak r-edik hatvănya (r ∈ N).

• 155/−9 : < 5.52. Toeplitz tĆtele. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, az A mătrixszal > 5.52. TŤplitz tĆtele. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, az A mătrixszal

• 156/15 : < Ćppen (3)-at adjăk. > Ćppen (3)-at adjăk.

Feladat [9]. Alkalmazzunk Casaro- Ćs HŤlder-fĆle limitălăsi eljărăsokat az alăbbi sorok rĆszletŤsszegeire. Hasonlątsuk Ťssze az eredmĆnyeket az Abel folytonossăgi tĆtele segątsĆgĆvel kapott hatărĆrtĆkekkel. (1) ∑_∞

n=0(−1)^n; (2) ∑_∞

n=0(−1)^n(2n + 1); (3) ∑_∞

n=0(−1)^nn; (4) ∑_∞

n=0(−1)^nn^2.

Feladat: Tauber tĆtele [11]. Bizonyątsuk be, hogy ha a

∑_∞ n=1 a_n sor rĆszletŤsszegei Cesaro-limitălhatćk Ćs lim_{n→∞} na_n = 0, akkor a sor konvergens.

• 164/−0 : < > 5.73. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy a

(T x)(t) =

∫_t 0 x(t) dt

ŤsszefĄggĆs zărt lineăris operătort de˛niăl C[0, 1]-en.

5.74. Feladat [2]. Adjunk meg l^2-n olyan normăt, amely nem ekvivalens az eredetivel.

• 166/−3 : < tosan akkor Hilber-tĆr, ha minden H_j Hilber-tĆr. > tosan akkor Hilber-tĆr, ha minden H_j Hilber-tĆr.

6.5.5. Feladat [6]. Legyenek ( H_j , ⟨ . ⟩_j ) , j ∈ J belsŞ szorzat terek, H = { x ∈ ×_{j∈J} H_j : ∑ j∈J ‖x_j ‖^2 < ∞ }

Ćs legyen ⟨x, y⟩ = ∑ j∈J ⟨x_j , y_j ⟩_j . Mutassuk meg, hogy H belsŞ szorzat tĆr, a belsŞ szorzat terek szorzata, Ćs H pontosan akkor Hilbert-tĆr, ha minden H_j Hilbert-tĆr.

• 173/−8 : < rendszert. > rendszert.

6.32.2. Feladat [8]. Ortonormăljuk L^2[−1, 1]-ben az 1, x, x^2 fĄggvĆnyrendszert.

6.32.4. Feladat [9]. Ortonormăljuk a megadott fĄggvĆnyrendszert a megadott sčlyfĄggvĆnyre a megadott intervallumon: (1) 1, x, x^2, ϱ(x) = e^{−x}, x ∈ [0, ∞[; (2) 1, x, x^2, ϱ(x) = x^2, x ∈ [0, 1]; (3) 1, x, x^2, ϱ(x) = sin πx, x ∈ [0, 1].

6.32.6. Feladat [9]. Hatărozzuk meg az alăbbi tăvolsăgokat: (1) x tăvolsăga x^2, x^3 lineăris burkătćl L^2[0, 1]-ben; (2) 1 tăvolsăga sin x, cos x lineăris burkătćl L^2[−π, π]-ben; (3) x^3 tăvolsăga 1, x, x^2 lineăris burkătćl L^2[0, 1]-ben; (4) x^3 tăvolsăga x, x^2 lineăris burkătćl L^2[0, 1]-ben.

6.32.8. Feladat [9]. FejtsĄk sorba a Legendre-polinomok szerint a sin πx fĄggvĆnyt L^2[−1, 1]-ben.

* 6.32.9. Feladat [17]. Legyen φ_n, n = 1, 2, . . . egy teljes ortonormălt rendszer egy H Hilbert-tĆrben, Ćs ψ_n egy ortonormălt rendszer H-ban. TegyĄk fel, hogy ∑_∞

n=1 ‖ψ_n − φ_n‖^2 < ∞. Mutassuk meg, ψ_n is teljes.

• 174/2 : < ortogonălis alterei, akkor M + N is zărt altĆr.

→ 6.36. Feladat [7]. Igazoljuk, hogy az alăbbi fĄggvĆnyek korlătos lineăris funkcionălok L^2[0, 1]-en, Ćs hatărozzuk meg a normăjukat: (1) f(x) =

∫_1 0 x(t) sin t dt;

(2) f(x) =

∫_{1/2} 0 tx(t^2) dt;

(3) f(x) =

∫_1 0 x(t)(t − 1/2) dt.

→ 6.37. Feladat [9]. Vizsgăljuk meg, hogy az alăbbi funkcionălok az egĆsz l^2-n ĆrtelmezhetŞk-e, folytonosak-e, lineărisak-e, Ćs hatărozzuk meg a normăjukat (x = (ξ_1, ξ_2, . . . ) ∈ l^2): (1) f(x) =

∑_∞

k=1 ξ_k sin k;

(2) f(x) = sup_k |ξ_k |; (3) f(x) = ξ_n;

(4) f(x) = ξ_{n+1} − ξ_n; (5) f(x) =

∑_∞

k=1 ξ_k2 ;

(6) f(x) =

∑_∞

k=1 |ξ_k|^2. > ortogonălis alterei, akkor M + N is zărt altĆr.

6.35.3. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy az M = { x = (ξ_1, 0, ξ_2, 0, . . . ) ∈ l^2 } Ćs N = { y = (η_1, η_1, η_3, η_3/3, . . . ) ∈ l^2 } alterek Ťsszege nem l^2, de sŰrŰ l^2-ben.

6.35.6. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha M_γ , γ ∈ ` zărt alterek egy rendszere egy H Hilbert-tĆrben, akkor ( ∩_{γ∈�}M_γ

)_⊥ = ∪_{γ∈�}M^⊥_γ

Ćs ( ∪_{γ∈�}M_γ

)_⊥ = ∩_{γ∈�}M^p_γ erp

→ 6.36. Feladat [7]. Vizsgăljuk meg, hogy az alăbbi funkcionălok az egĆsz L^2[0, 1]-en ĆrtelmezhetŞk-e, folytonosak-e, lineărisak-e, Ćs hatărozzuk meg a normăjukat:

(1) f(x) =

∫_1 0 x(t) sin t dt;

(2) f(x) =

∫_{1/2} 0 tx(t^2) dt;

(3) f(x) = | |x(1/2)|;

(4) f(x) = x^′(1/2); (5) f(x) =

∫_1 0 x(t)(t − 1/2) dt;

(6) f(x) =

∫_∞ 0 √ te^{−t}x(e^{−t}) dt.

→ 6.37. Feladat [9]. Vizsgăljuk meg, hogy az alăbbi funkcionălok az egĆsz l^2-n ĆrtelmezhetŞk-e, folytonosak-e, lineărisak-e, Ćs hatărozzuk meg a normăjukat (x = (ξ_1, ξ_2, . . . ) ∈ l^2): (1) f(x) =

∑_∞ k=1 ξ_k sin k;

(2) f(x) = sup_k |ξ_k |; (3) f(x) =

∑_∞ k=1 |ξ_k|;

(4) f_n(x) = ξ_n;

(5) f_n(x) = ξ_{n+1} − ξ_n; (6) f_n(x) =

∑_∞

k=1 ξ_k sgn(k − n); (7) f(x) =

∑_∞ k=1 ξ_k2 ;

(8) f(x) =

∑_∞ k=1 |ξ_k|^2.

6.37.3. Feladat [8]. Igazoljuk, hogy ha φ_n, n = 1, 2, . . . zărt rendszer L^2[0, 1]- ben, akkor

˘_0 ≡ 1, ˘_n(x) =

∫_x 0 φ_n(t) dt

lineăris burka sŰrŰ C[0, 1]-ben.

6.37.6. Feladat [8]. Igazoljuk, hogy ha f : [0, ∞[ → R mĆrhetŞ, f(t + 1) = f(t), ha t ≥ 0, f(t) = −f(t + 1/2), ha 0 < t < 1/2, Ćs

∫_1 0 f^2(t) dt < ∞, akkor φ_n(t) = f(2^nt), n = 0, 1, 2, . . . ortogonălis rendszer L^2[0, 1]-ben.

• 191/−13 : < Ha T nem feltĆtlenĄl korlătos, de sŰrŰ halmazon van de˛niălva, akkor azon > Ha T ∈ X → Y lineăris, nem feltĆtlenĄl korlătos, de sŰrŰ halmazon van de˛niălva, akkor azon

• 191/−9 : < (A kiterjesztĆs egyĆrtelmŰsĆgĆhez szĄksĆges, hogy dmn(T ) sŰrŰ legyen H-ban.) KŤnynyŰ kiszămolni, hogy T^∗ ∈ Y → X lineăris operător; T^∗ a T adjungăltja. Nyilvănvalć, hogy ha T korlătos, akkor T^∗ mindenĄtt Ćrtelmezve van. Az is nyilvănvalć, hogy ha T ⊂ S, akkor S^∗ ⊂ T^∗. Ha T T^∗ = I Ćs T^∗T = I, akkor T -t unitĆrnek nevezzĄk. > (A kiterjesztĆs egyĆrtelmŰsĆgĆhez szĄksĆges, hogy dmn(T ) sŰrŰ legyen X-ben.) KŤnynyŰ kiszămolni, hogy T^∗ ∈ Y → X lineăris operător; T^∗ a T adjungăltja. Nyilvănvalć, hogy ha T korlătos, akkor T^∗ mindenĄtt Ćrtelmezve van. Az is nyilvănvalć, hogy ha T ⊂ S, akkor S^∗ ⊂ T^∗. Ha T^∗T = I_X Ćs T T^∗ = I_Y , akkor T -t unitĆrnek nevezzĄk.

• 193/19 : < L(H; H), ahol H egy komplex Hilbert-tĆr, az adjungăltkĆpzĆssel. > L(H; H), ahol H egy komplex Hilbert-tĆr, az adjungăltkĆpzĆssel. Ha egy ∗-algebra egy x elemĆre x = x^∗ illetve xx^∗ = x^∗x, akkor x-et Ťnadjungăltnak illetve normălisnak nevezzĄk. Ha egy egysĆgelemes ∗-algebra egy x elemĆre xx^∗ = x^∗x = e, akkor azt mondjuk, hogy x unitĆr. Csak az egysĆgelemes B^∗-algebrăk fontosak.

• 193/−17 : < zetĆnek utolsć fejezetĆt. > zetĆnek utolsć fejezetĆt.

* 7.33.5. Feladat [7]. Legyen X egy egysĆgelemes B^∗-algebra. Mutassuk meg, hogy (1) e^∗ = e;

(2) tetszŞleges x ∈ X-re ‖x^∗‖ = ‖x‖;

(3) tetszŞleges x ∈ X-re x_r = (x + x^∗)/2 Ćs x_i = (x − x^∗)/(2i) Ťnadjungăltak Ćs x = x_r + ix_i;

(4) ha x invertălhatć, akkor x^∗ is Ćs (x^∗)^{−1} = (x^{−1})^∗; (5) ha x normălis, akkor r(x) = ‖x‖.

• 193/−5 : < perător. > perător.

* 7.34.5. Feladat [8]. Legyen H Hilbert-tĆr Ćs P, Q ∈ L(H; H) Ťnadjungălt projekcić. Mutassuk meg, hogy (1) P Q pontosan akkor Ťnadjungălt projekcić, ha P Q = QP ; (2) P + Q pontosan akkor Ťnadjungălt projekcić, ha P Q = 0; (3) az elŞzŞ feltĆtel azzal ekvivalens, hogy rng(P ) ⊥ rng(Q); (4) P − Q pontosan akkor Ťnadjungălt projekcić, ha P Q = Q; (3) az elŞzŞ feltĆtel azzal ekvivalens, hogy rng(Q) ⊂ rng(P ).

• 194/8 : < (2) dmn(U) = X, rng(U) = Y Ćs ⟨Ux, Uy⟩ = ⟨x, y⟩ bărmely x, y ∈ H-ra; (3) dmn(U) = X, rng(U) = Y Ćs ‖Ux‖ = ‖x‖ bărmely x ∈ H-ra.

> (2) dmn(U) = X, rng(U) = Y , U lineăris Ćs ⟨Ux, Uy⟩ = ⟨x, y⟩ bărmely x, y ∈ H-ra; (3) dmn(U) = X, rng(U) = Y , U lineăris Ćs ‖Ux‖ = ‖x‖ bărmely x ∈ H-ra.

• 194/8 : < 7.37. TĆtel. Legyen X komplex Hilbert-tĆr. Ha a T ∈ L(H; H) operător Ťnadjungălt, akkor a spektruma valćs. Ha T nemnegatąv operător, akkor > * 7.36.5. Feladat [14]. Mutassuk meg, hogy az elŞzŞ tĆtel feltĆtelei akkor is ekvivalensek, ha X, Y valćs Hilbert-terek, valamint ekkor (Ćs csak ekkor) ekvivalensek az alăbbi feltĆtellel:

(4) dmn(U) = X, rng(U) = Y , U(0) = 0 Ćs U tăvolsăgtartć.

7.37. TĆtel. Legyen H komplex Hilbert-tĆr. Ha a T ∈ L(H; H) operător Ťnadjungălt, akkor a spektruma valćs. Ha T ∈ L(H; H) nemnegatąv operător, akkor

• 195/15 : < becslĆsbŞl pedig, hogy inverze mindenĄtt Ćrtelmezett korlătos operător. > becslĆsbŞl pedig, hogy inverze mindenĄtt Ćrtelmezett korlătos operător.

→ 7.37.5. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha H komplex Hilbert-tĆr, akkor T ∈ L(H; H) pontosan akkor Ťnadjungălt, ha ⟨T x, x⟩ ∈ R minden x ∈ H-ra.

• 197/−8 : < x(0) = x(1), vagy az x(0) = x(1) = 0 peremfeltĆtelt kielĆgątŞ fĄggvĆnyei. Mindhărom esetben vizsgăljuk meg, hogy az operător szimmetrikus-e, hatărozzuk meg a lezărtjăt, az adjungăltjăt, Ćs annak az adjungăltjăt. > x(0) = x(1), vagy az x(0) = x(1) = 0, vĆgu-l az | |x(0) | | = | |x(1) | | ≠ 0 peremfeltĆtelt kielĆgątŞ fĄggvĆnyei. Mindhărom esetben vizsgăljuk meg, hogy az operător szimmetrikus-e, hatărozzuk meg a lezărtjăt, az adjungăltjăt, Ćs annak az adjungăltjăt. Ugyanezt az operătort vizsgăljuk az L^2(R; C) tĆr K(R; C) alterĆn Ćrtelmezve, illetve az L^2 ( [0, ∞[; C ) tĆr K ( [0, ∞[; C ) alterĆn Ćrtelmezve, illetve ezen altĆr x(0) = 0 feltĆtelnek eleget tevŞ fĄggvĆnyein Ćrtelmezve.

→ 7.54.5. Feladat [8]. Egy H Hilbert-tĆr egy M zărt altere invariăns egy T ∈ L(H; H)-ra, ha T (M) ⊂ M. Az M redukălja T -t, ha M Ćs M^⊥ is invariăns T -re. Bizonyątsuk be, hogy (1) M pontosan akkor invariăns T -re, ha M ⊥ invariăns T^∗-ra; (2) M pontosan akkor redukălja T -t, ha invariăns T -re Ćs T^∗-ra is;

(3) ha zărt alterek egy M_γ , γ ∈ ` rendszere invariăns T -re illetve redukălja T -t, akkor ∩_{γ∈�}M_γ Ćs ∪_{γ∈�}M_γ

is invariăns T -re illetve redukălja T -t.

• 216/12 : < [0, ∞). > [0, ∞[.

7.82.3. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha H komplex Hilbert-tĆr, T ∈ L(H; H) normălis Ćs T^2 = T , akkor T Ťnadjungălt.

7.82.6. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha H komplex Hilbert-tĆr, T ∈ L(H; H) normălis, akkor T pontosan akkor invertălhatć, ha van olyan c > 0, hogy ‖T x‖ ≥ c‖x‖ minden x ∈ H-ra.

• 217/−4 : < T Ťnadjungălt. > T Ťnadjungălt.

7.101.5. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha H komplex Hilbert-tĆr, U ∈ L(H; H) unitĆr Ćs U − I invertălhatć, akkor a T = i(U + I)(U − I)^{−1} operător Ťnadjungălt.

• 220/−11 : < tŤmege, ≈ 9, 10939 · 10^{−28}g. (Ha a mag mozgăsăt is ˛gyelembe akarjuk venni, > tŤmege, ≈ 9,10939 · 10^{−28}g. (Ha a mag mozgăsăt is ˛gyelembe akarjuk venni,

• 223/−6 : < Ůgy is tekinthetŞ, mint a relaxăcić egy esete. A rĆszleteket illetŞen lăsd > Ůgy is tekinthetŞ, mint a relaxăcić egy esete. A rĆszleteket illetŞen lăsd a

• 227/−0 : < > 8.7.2. Feladat [6]. Legyen T ∈ L(X; X) az X vĆgtelen dimenzićs Banach-tĆr egy kompakt operătora. Mutassuk meg, hogy nem regulăris.

8.7.4. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy a (T x)(t) = tx(t) ŤsszefĄggĆssel de˛niălt operător nem kompakt C[0, 1]-en.

8.7.6. Feladat [10]. Legyen T ∈ L(X; Y ) az X vĆgtelen dimenzićs Banach-tĆr egy kompakt lekĆpezĆse az Y normălt tĆrbe. Mutassuk meg, hogy van olyan normălt x_n sorozat X-ben, amelyre T x_n → 0.

8.7.8. Feladat [10]. Legyen X szeparăbilis Hilbert-tĆr az x_n teljes ortonormălt rendszerrel, T ∈ L(X; Y ) az X egy kompakt lekĆpezĆse az Y normălt tĆrbe. Mutassuk meg, hogy T x_n → 0.

• 236/−1 : < teleinek? > teleinek?

* 8.36. Lemma. Legyen X egy metrikus tĆr, T pedig X egy zărt rĆszhalmazănak folytonos lekĆpezĆse X egy kompakt rĆszhalmazăba. TegyĄk fel, hogy minden ε > 0- hoz van olyan x_ε, hogy

(1) d ( T (x_ε), x_ε ) < ε.

Ekkor T -nek van ˛xpontja.

Az (1) feltĆtelnek eleget tĆvŞ x_ε pontokat a T lekĆpezĆs ε-˛xpontjainak nevezzĄk.

Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy T az F zărt rĆszhalmazt a K kompakt halmazba kĆpezi le. Mivel T (x_ε) ∈ K, feltehetjĄk, hogy valamely ε_n → 0 sorozatra T (x_{εn} ) → x ∈ K. Az (1) feltĆtel szerint x_{εn} → x, ągy x ∈ F . Tehăt T (x) de˛niălva van, Ćs T (x) = T (lim_{n→∞} x_{εn} ) = lim_{n→∞} T (x_{εn} ) = x.

* 8.37. Lemma: Schauder-projekcić. Ha K az X normălt tĆr kompakt rĆszhalmaza Ćs ε > 0, akkor van olyan Y vĆges reszhalmaza K-nak Ćs P folytonos lekĆpezĆse K-nak Y konvex burkăba, hogy ‖ ‖P (x) − x ‖ ‖ < ε minden x ∈ K-ra.

Bizonyątăs. Vălasszunk egy {y_1, . . . , y_n} = Y vĆges ε-hălćt K-ban. Legyen

f_i(x) = max { 0, ε − ‖x − y_i‖ } , i = 1, 2, . . . , n.

Nyilvăn f_i(x) ≠ 0 pontosan akkor, ha ‖x − y_i‖ < ε. Ŋgy minden x ∈ K-ra valamelyik f_i(x) nem nulla. Legyen

P (x) = n∑ i=1 f_i(x)y_i ∑_n j=1 f_j (x)

, ha x ∈ K.

Nyilvăn P folytonos, Ćs mivel P (x) az x-hez ε-năl kŤzelebb lĆvŞ pontok konvex kombinăcićja, ‖ ‖P (x) − x ‖ ‖ < ε.

* 8.38. Schauder măsodik ˛xponttĆtele. Legyen C az X normălt tĆr egy nem Ąres konvex rĆszhalmaza. Legyen T a C egy folytonos lekĆpezĆse egy K ⊂ C kompakt halmazba. Ekkor T -nek van ˛xpontja.

Bizonyątăs. TekintsĄk n = 1, 2, . . . -re a P_n ∘ T lekĆpezĆst, ahol P_n az elŞzŞ lemma szerint ε = 1/n-hez tartozć lekĆpezĆs. Mivel Y ⊂ K ⊂ C, az Y halmaz konvex burka is rĆsze C-nek. Mivel Y konvex burka vĆges dimenzićs kompakt konvex halmaz Ćs P_n ∘ T ezt folytonosan kĆpezi le Ťnmagăba, a Brouwer-fĆle ˛xponttĆtel szerint lĆtezik egy x_n ˛xpontja. A P_n ( T (x_n) ) = x_n ŤsszefĄggĆsbŞl ‖ ‖T (x_n) − x_n ‖ ‖ < 1/n. Ŋgy T -nek van ˛xpontja.

* 8.39. KŤvetkezmĆny: Schauder elsŞ ˛xponttĆtele. Egy normălt tĆr bărmely nem Ąres kompakt konvex rĆszhalmaza ˛xpont-tulajdonsăgč.

* 8.40. Feladat [9]. Bizonyątsuk be Peano tĆtelĆt Schauder măsodik ˛xponttĆtele segątsĆgĆvel.

• 243/−9 : < ăltalănos eset bizonyątăsa megtalălhatć Zeidler [149] kŤnyvĆben, 4.14. Egy jćval ăltalănosabb văltozat bizonyątăsa talălhatć Păles [100] jegyzetĆben. > ăltalănosabb văltozatot kĆsŞbb bizonyątjuk.

• 255/−16 : < nem sikerĄlt, akkor t_1 Ćs t_2 abszolčt ĆrtĆkĆt csŤkkenteni kell. t_1 ĆrtĆkĆnek jć > nem sikerĄlt, akkor t_1 Ćs t_2 abszolčt ĆrtĆkĆt csŤkkenteni kell; t_1 ĆrtĆkĆnek jć

• 257/16 : < IdŞnkĆnt čjra szămolva a derivăltat, a konvergencia gyorsąthatć. > IdŞnkĆnt čjra szămolva a derivăltat, a konvergencia gyorsąthatć.

A fĆkezett Newton-mćdszernĆl az f^′(x_n)´x_n = −f(x_n) egyenletbŞl meghatărozzuk ´x_n-et, de x_{n+1} = x_n + α_n´x_n, ahol az 0 < α_n ≤ 1 relaxăcićs paramĆtert čgy vălasztjuk, hogy ‖ ‖f(x_{n+1}) ‖ ‖^2 < ‖ ‖f(x_n) ‖ ‖^2 legyen. Ez mindig lehetsĆges, ha az egyenlet megoldhatć Ćs a norma belsŞ szorzatbćl szărmazik: Az ‖f‖^2-nek a ´x_n irăny menti derivăltja az x_n helyen 2 ⟨ f(x_n), f^′(x_n)´x_n ⟩ = −2 ‖ ‖f(x_n) ‖ ‖^2, ągy ‖ ‖f(x_n + α´x_n) ‖ ‖^2 − ‖ ‖f(x_n) ‖ ‖^2 α ‖ ‖f(x_n) ‖ ‖^2

→ −2,

ha α → 0. Ŕltalăban azt kŤveteljĄk meg, hogy a hănyados kisebb legyen, mint 1 − σ valamely 0 < σ < 1/2 ĆrtĆkre. (Rendszerint 10^{−5} ≤ σ ≤ 10^{−1}.) Ezt čgy ĆrjĄk el, hogy α_n = 1 vălasztăssal prćbălkozunk, Ćs ha a feltĆtel nem teljesĄl, akkor csŤkkentjĄk α_n-et, rendszerint szorozzuk ϱ-val, ahol 0 < ϱ < 1, ăltalăban 0,3 ≤ ϱ ≤ 0,8.

A mćdosątott Newton-mćdszerbŞl is kĆpezhetŞ fĆkezett văltozat, de itt măr nem biztos, hogy a feltĆtel teljesąthetŞ, esetleg čjra kell szămolni a derivăltat. • 259/−16 : < nem sikerĄlt, akkor t_1 Ćs t_2 abszolčt ĆrtĆkĆt csŤkkenteni kell. t_1 ĆrtĆkĆnek jć > nem sikerĄlt, akkor t_1 Ćs t_2 abszolčt ĆrtĆkĆt csŤkkenteni kell; t_1 ĆrtĆkĆnek jć

• 259/−1 : < * 9.53. Algebrai egyenletek megoldăsa. A Newton-mćdszer minden tovăbbi nĆlkĄl alkalmazhatć komplex văltozćs, komplex ĆrtĆkŰ f fĄggvĆnyre is. Hogy a konvergenciăt biztosabbă tegyĄk, kezdetben alkalmazhatjuk a gradiens mćdszert az |f| fĄggvĆnyre. Ennek gradiense f(x)/f^′(x) irănyč, ha f(x) ≠ 0 Ćs f^′(x) ≠ 0. Ŋgy az x_{n+1} = x_n − tf(x_n)/f^′(x_n) alakban kell keresnĄnk a kŤvetkezŞ kŤzelątĆst, ahol t pozitąv valćs szăm. Eljărhatunk čgy, hogy elŞszŤr t = 1-el prćbălkozunk, ami a Newton-mćdszernek felel meg. Ha az ągy kapott x_{n+1}-re | |f(x_{n+1}) | | < | |f(x_n) | |, akkor ezt vălasztjuk kŤvetkezŞ kŤzelątĆsnek, egyĆbkĆnt t-t csŤkkentjĄk. Az iterăcić csak akkor szakad meg, ha valamelyik lĆpĆsben f^′(x_n) = 0. > * 9.53. Algebrai egyenletek megoldăsa. A fĆkezett Newton-mćdszer minden tovăbbi nĆlkĄl alkalmazhatć komplex văltozćs, komplex ĆrtĆkŰ f fĄggvĆnyre is. Az iterăcić csak akkor szakad meg, ha valamelyik lĆpĆsben f^′(x_n) = 0.

• 269/−3 : < g_{ij} = ⟨∂_ir, ∂_j r⟩, 1 ≤ i, j ≤ 2. A g_{i,j} szămokat elsŞ alapmennyisĆgeknek > g_{ij} = ⟨∂_ir, ∂_j r⟩, 1 ≤ i, j ≤ 2. A g_{ij} szămokat elsŞ alapmennyisĆgeknek

• 276/−1 : < ŤsszeggŤrbĄlete nulla. > ŤsszeggŤrbĄlete nulla.

* 10.31. TĆrkĆp, atlasz, sokasăg. Egy m-dimenzićs tĆrkĆp vagy koordinătarendszer egy X metrikus tĆr egy nyąlt rĆszhalmazăt R^m egy nyąlt rĆszhalmazăra kĆpezŞ φ homeomor˛zmus. A φ Ćs ψ m-dimenzićs tĆrkĆpek C^r-ŤsszefĆrhetŞek (0 ≤ r ≤ ∞), ha φ ∘ ψ^{−1} Ćs ψ ∘ φ^{−1} is C^r-lekĆpezĆsek (ezek a φ Ćs ψ ĆrtelmezĆsi tartomănya metszetĆnek φ Ćs ψ ăltali kĆpeit kĆpezik le egymăsra). Egy m-dimenzićs C^r-atlasz az X m-dimenzićs tĆrkĆpeinek egy C^r-ŤsszefĆrhetŞ φ_i, i ∈ I csalădja čgy, hogy a φ_i tĆrkĆpek ĆrtelmezĆsi tartomănyai lefedik X-et. Egy m-dimenzićs C^rsokasăg egy M szeparăbilis metrikus tĆr amelyen meg van adva egy m-dimenzićs C^r-atlasz. A C^r-atlaszhoz M akărhăny tovăbbi m-dimenzićs tĆrkĆpĆt hozzăvehetjĄk, ha azok C^r-ŤsszefĆrhetŞek az eredeti atlasz tĆrkĆpeivel, mert ekkor egymăssal is C^r-ŤsszefĆrhetŞek lesznek. Gyakran Ćrdemes technikai okokbćl egy atlaszhoz hozzăvenni az Ťsszes vele C^r-ŤsszefĆrhetŞ tĆrkĆpet; az ągy kapott atlaszt az adott atlaszhoz tartozć telątett atlasznak nevezzĄk. A C^∞-sokasăgokat sima sokasăgoknak is nevezzĄk.

* 10.32. PĆlda. Bărmely nyąlt rĆszhalmaza R^m-nek az identikus lekĆpezĆs ăltal megadott egyetlen tĆrkĆpbŞl ăllć atlasszal egy sima sokasăg. Ha măst nem mondunk, R^m nyąlt rĆszhalmazain mindig erre a sokasăg-struktčrăra gondolunk.

* 10.33. PĆlda. Az identikus lekĆpezĆs ăltal megadott tĆrkĆp valamint a φ(x) = sin(x) lekĆpezĆs ăltal megadott tĆrkĆp C^∞-ŤsszefĆrhetŞek ] − π/2, π/2[-n.

* 10.34. PĆlda. Az identikus lekĆpezĆs R-en, az φ(x) = x, ha x ≤ 0 Ćs φ(x) = 2x, ha x > 0, valamint a ψ(x) = x^3, ha x ∈ R lekĆpezĆsek ăltal megadott tĆrkĆpek păronkĆnt nem ŤsszefĆrhetŞek, băr kĄlŤn-kĄlŤn mindegyik egy-egy sima sokasăg struktčrăt de˛niăl R-en.

* 10.35. Feladat [7]. TekintsĄk az R^2 \ {0} halmazba kĆpezŞ

(r, φ) → (r cos φ, r sin φ), 0 < r < ∞, −π < φ < π Ćs (r, φ) → (r cos φ, r sin φ), 0 < r < ∞, 0 < φ < 2π

fĄggvĆnyek (polăr koordinătăk) inverzeit. Mutassuk meg, hogy az eredeti atlasszal C^∞-ŤsszefĆrhetŞ atlaszt alkotnak.

* 10.36. Feladat [7]. Milyen tĆrkĆpeket kapunk R^3-ban a henger, illetve gŤmbi koordinătăkbćl?

* 10.37. PĆlda. Legyen R^{m+1} szokăsos ortonormălt băzisa e_0, e_1, . . . , e_m. TekintsĄk az S_m = { x ∈ R^{m+1} : ‖x‖ = 1 } gŤmbfelĄletet. Az e_1, . . . , e_m ăltal kifeszątett alteret R^m-mel azonosątva, ha x ∈ S_m koordinătai ξ^0, ξ^1, . . . , ξ^m, legyen y = φ_1(x) = (x − ξ^0e_0)/(1 − ξ^0), ha x ≠ e_0 (sztereogra˛kus projekcić e_0-bćl). A lekĆpezĆs inverze x = ‖y‖^2 − 1 ‖y‖^2 + 1 e_0 + 2y ‖y‖^2 + 1 .

Hasonlćan, legyen φ_2(x) = (x+ξ^0e_0)/(1+ξ^0), ha x ≠ −e_0 (sztereogra˛kus projekcić −e_0-bćl). Ekkor (φ_2 ∘φ^{−1}_1 )(y) = y/‖y‖^2 egy C^∞-lekĆpezĆs, Ćs az inverze is, ągy φ_1, φ_2 egy sima sokasăg struktčrăt de˛niăl S_m-en.

* 10.38. PĆldăk. Henger, tćrusz, MŤbius-szalag, Klein-fĆle kancsć, projektąv sąk, gŤmb fogantyčkkal Ćs MŤbius-szalagokkal, stb.

* 10.39. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy S_m nem homeomorf R^n egy nyąlt rĆszhalmazăval semmilyen n-re sem.

* 10.40. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy R^{m+1} Ćs

{x = (x_0, x_1, . . . , x_m) ∈ R^{m+1} : x_0 ≥ 0}

nem homeomorfak.

* 10.41. Feladat [8]. Adjunk meg kĆt tĆrkĆpbŞl ăllć atlaszt a

(φ, z) → (cos(2πφ), sin(2πφ), z),

0 ≤ φ ≤ 1, 0 < z < 1 lekĆpezĆs ĆrtĆkkĆszletĆn, egy hengerfelĄleten.

* 10.42. Feladat [9]. Adjunk meg kĆt tĆrkĆpbŞl ăllć atlaszt a

(φ, r) → (( 1 + r cos(πφ) ) cos(2πφ), ( 1 + r cos(πφ) ) sin(2πφ), r sin(πφ) ) , 0 ≤ φ ≤ 1, −1/2 ≤ r ≤ 1/2 lekĆpezĆs ĆrtĆkkĆszletĆn, egy MŤbius-szalagon.

* 10.43. Feladat [10]. Adjunk meg hărom tĆrkĆpbŞl ăllć atlaszt a

(φ, ϑ) → (( 2 + cos(2πϑ) ) cos(2πφ), ( 2 + cos(2πϑ) ) sin(2πφ), sin(2πϑ) ) , 0 ≤ φ ≤ 1, 0 < ϑ < 1 lekĆpezĆs ĆrtĆkkĆszletĆn, egy tćruszon.

* 10.44. Feladat [11]. Adjunk meg hărom tĆrkĆpbŞl ăllć atlaszt a Klein-fĆle kancsćn.

* 10.45. Feladat [11]. Adjunk meg atlaszt a projektąv sąkon.

* 10.46. Sima lekĆpezĆsek. Legyenek M Ćs N sima sokasăgok. Egy f : M → N lekĆpezĆst C^r-lekĆpezĆsnek (0 ≤ r ≤ ∞) nevezĄnk, ha az M atlaszănak bărmely φ Ćs az N atlaszănak bărmely ψ tĆrkĆpĆre ψ ∘f ∘φ^{−1} egy C^r-lekĆpezĆs. Az ilyen lekĆpezĆsek osztălyăt C^r(M; N) jelŤli. A C^∞-lekĆpezĆseket sima lekĆpezĆseknek is nevezzĄk. Ha măst nem mondunk, C^r-fĄggvĆny, illetve sima fĄggvĆny alatt C^r(M; R) illetve C^∞(M; R) elemeit ĆrtjĄk. Az M Ćs N sima sokasăgok di¸eomorf ak, ha lĆtezik olyan f : M → N kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ lekĆpezĆse M-nek N-re, amelyre f Ćs f^{−1} is sima; egy ilyen f-et di¸eomor˛zmusnak nevezĄnk.

* 10.47. TĆtel. Ha K, M, N sima sokasăgok Ćs f : K → M valamint g : M → N is C^r-lekĆpezĆsek, akkor g ∘ f : K → N is C^r-lekĆpezĆs.

* Bizonyątăs. Bărmely φ, ψ tĆrkĆpekre K-ban illetve N-ben, ha x a ψ∘g∘f ∘φ^{−1} lekĆpezĆs ĆrtelmezĆsi tartomănyănak tetszŞleges pontja Ćs χ az M atlaszănak egy olyan tĆrkĆpe, amelynek ĆrtelmezĆsi tartomănya tartalmazza y = f(x)-et, a ψ∘g∘f ∘ φ^{−1} lekĆpezĆs a φ(x) pont valamely kŤrnyezetĆben megegyezik a ψ∘g∘χ^{−1}∘χ∘f ∘φ^{−1} lekĆpezĆssel, ągy C^r-lekĆpezĆs. Mivel ez ψ ∘ g ∘ f ∘ φ^{−1} ĆrtelmezĆsi tartomănyănak bărmely pontjăra teljesĄl, ψ ∘ g ∘ f ∘ φ^{−1} egy C^r-lekĆpezĆs.

* 10.48. PĆldăk. (1) Az f : x → 2x/ ( 1 − ‖x‖^2 ) lekĆpezĆs sima di¸eomor˛zmusa R^m nyąlt K_1(0) egysĆggŤmbjĆnek R^m-re, az inverze y → y/ ( 1 + √ 1 + ‖y‖^2 ) . (2) A g : x → x/‖x‖^2 lekĆpezĆs sima di¸eomor˛zmusa K_1(0) \ {0}-nak K_1(0) kĄlsejĆre, inverze sajăt maga.

(3) A g ∘ f lekĆpezĆs sima di¸eomor˛zmusa K_1(0) kĄlsejĆnek R^m \ {0}-ra.

* 10.49. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a 10.34 pĆldăban megadott sokasăgok di¸eomorfak.

* 10.50. GŤrbĆk ĆrintkezĆse. Legyen M egy sima sokasăg. A γ_1, γ_2 : R → M C^1-gŤrbĆkre azt mondjuk, hogy a t_0 ∈ R pontban Ćrintkeznek, ha γ_1(t_0) = γ_2(t_0) Ćs van olyan φ tĆrkĆp, amelynek ĆrtelmezĆsi tartomănyăban benne van x = γ_1(t_0) = γ_2(t_0) Ćs d(φ ∘ γ_1) dt (t_0) = d(φ ∘ γ_2) dt (t_0).

Legyen N egy măsik sima sokasăg, Ćs f : M → N egy C^1-lekĆpezĆs. Ekkor az f ∘ γ_1 Ćs f ∘ γ_2 gŤrbĆk C^1-gŤrbĆk Ćs Ćrintkeznek t_0-ban: az y = f(x) jelŤlĆssel f ∘ γ_1(t_0) = y = f ∘ γ_2(t_0) Ćs az y-t tartalmazć ĆrtelmezĆsi tartomănyč bărmely ψ tĆrkĆpre

d(ψ ∘ f ∘ γ_i) dt (t_0) = d(ψ ∘ f ∘ φ^{−1} ∘ φ ∘ γ_i) dt (t_0) = (ψ ∘ f ∘ φ^{−1})^′ ( φ(x)

) d(φ ∘ γ_i) dt (t_0),

ha i = 1, 2, ągy megegyeznek.

Speciălisan, N = M-et, f-nek pedig az identikus lekĆpezĆst vălasztva, kapjuk, hogy a gŤrbĆk ĆrintkezĆse t_0-ban nem fĄgg a tĆrkĆp vălasztăsătćl: ha van olyan tĆrkĆp, amelyre Ćrintkeznek, akkor minden x-et tartalmazć tĆrkĆpre Ćrintkeznek, Ćs ągy az is teljesĄl, hogy ha t_0-ban γ_1 Ćrintkezik γ_2-vel, tovăbbă γ_2 Ćrintkezik γ_3-mal, akkor γ_1 is Ćrintkezik γ_3-mal.

* 10.51. ŘrintŞvektorok. Egy M sima sokasăg egy ĆrintŞvektora az x ∈ M pontban azon C^1-beli γ : R → M gŤrbĆk osztălya, amelyekre γ(0) = x Ćs Ćrintkeznek a 0-ban. Az M sokasăg x-beli ĆrintŞvektorainak halmazăt T_xM-mel jelŤljĄk, azt az ĆrintŞvektort pedig, amelyhez egy adott γ tartozik, γ^′(0)-val. A

θ_φ : γ^′(0) → d(φ ∘ γ) dt (0) lekĆpezĆs kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰen kĆpezi le T_xM-et R^n-re. Az inverz lekĆpezĆs a h ∈ R^n vektorhoz a γ(t) = φ^{−1} ( φ(x) + th ) sima gŤrbĆvel ĆrintkezŞ gŤrbĆk osztălyăt rendeli, mert

d(φ ∘ γ) dt (0) = d ( φ(x) + th ) dt (0) = h. A θ^{−1}_φ (h_1) + θ^{−1}_φ (h_2) = θ^{−1}_φ (h_1 + h_2), αθ^{−1}_φ (h) = θ^{−1}_φ (αh)

de˛nącićval ellăthatjuk T_xM-et egy vektortĆr-struktčrăval. Ha ψ egy măsik tĆrkĆp, amelynek ĆrtelmezĆsi tartomănyăban szintĆn benne van x, akkor

γ(t) = φ^{−1} ( φ(x) + th ) jelŤlĆssel

θ_ψ ∘ θ^{−1}_φ : h → d(ψ ∘ γ) dt (0) = d ( ψ ∘ φ^{−1} ∘ φ ∘ γ) dt (0) = (ψ ∘ φ^{−1})^′ ( φ(x) ) h. Ez azt jelenti, hogy θ_ψ ∘ θ^{−1}_φ bijektąv lineăris lekĆpezĆs, ągy a vektortĆr-struktčra nem fĄgg a tĆrkĆp vălasztăsătćl.

* 10.52. Az ĆrintŞlekĆpezĆs. Legyenek M Ćs N sima sokasăgok, f : M → N egy sima lekĆpezĆs, x ∈ M Ćs y = f(x) ∈ N. Egy γ^′(0) ∈ T_xM ĆrintŞvektorhoz rendeljĄk hozză a (f ∘ γ)^′(0) ĆrintŞvektort; mint a 10.44 pontban megmutattuk, ez nem fĄgg az ĆrintŞvektor reprezentănsănak vălasztăsătćl. JelŤlje ezt a T_xM → T_yN lekĆpezĆst T_xf. Ez az f ĆrintŞlekĆpezĆse az x pontban. Megmutatjuk, hogy lineăris. Valćban, mint a 10.44 pontban măr kiszămoltuk, ha φ az x-ben, a ψ pedig az y-ban Ćrtelmezett tĆrkĆp, akkor F = ψ ∘ f ∘ φ^{−1} jelŤlĆssel

d(ψ ∘ f ∘ γ) dt (0) = F^′ ( φ(x)

) d(φ ∘ γ_i) dt (0),

ągy mivel a θ_ψ Ćs θ_φ lekĆpezĆsek lineăris bijekcićk, a T_xf = θ^{−1}_ψ ∘ F^′ ( φ(x) ) ∘ θ_φ lekĆpezĆs is lineăris, sŞt, rangja megegyezik F^′ ( φ(x) ) rangjăval. Ŋgy de˛niălhatjuk a T_xf ĆrintŞlekĆpezĆs rangjăt. Ezt a rangot rg_x f-fel is fogjuk jelŤlni.

* 10.53. TĆtel. Ha K, M, N sima sokasăgok, f : K → M Ćs g : M → N sima lekĆpezĆsek, x ∈ K Ćs y = f(x), akkor T_x(g ∘ f) = T_yg ∘ T_xf.

* 10.54. Az ĆrintŞvektorok mint funkcionălok. Legyen M egy sima sokasăg Ćs X = γ^′(0) ∈ T_xM. Minden M-en Ćrtelmezett sima f fĄggvĆnyhez az f → d(f ∘ γ) dt (0) lekĆpezĆs egy szămot rendel, amely csak az X = γ^′(0) ĆrintŞvektortćl fĄgg. Ezt a szămot Xf-fel is jelŤljĄk. Nyilvăn ha α, β ∈ R Ćs f, g sima fĄggvĆnyek, akkor X(αf + βg) = αXf + βXg, azaz a funkcionăl lineăris, Ćs a szorzăs di¸erenciălăsi szabălya alapjăn X(fg) = f(x)Xg + g(x)Xf. Az ĆrintŞvektorokat ezen tulajdonsăgok segątsĆgĆvel is be lehet vezetni. Meg lehet mutatni, hogy kĆt ĆrintŞvektor pontosan akkor egyenlŞ, ha minden sima fĄggvĆnyre ugyančgy hatnak.

Legyen most φ = (φ^1, φ^2, . . . , φ^m) egy x-ben Ćrtelmezett tĆrkĆp, Ćs

X^1, X^2, . . . , X^m

az X ĆrintŞvektor koordinătăi a θ^{−1}_φ (e_i), i = 1, 2, . . . m băzisban, ahol e_1, e_2, . . . , e_m az R^m szokăsos băzisa. (Ez a băzis a T_xM ĆrintŞtĆrnek a φ tĆrkĆphez tartozć termĆszetes băzisa.) Ekkor

Xf = d(f ∘ γ) dt (0) = d(f ∘ φ^{−1} ∘ φ ∘ γ) dt (0) = m∑ i=1 ∂f ∂φ^i ( φ(x)

) d(φ^i ∘ γ) dt (0)

= m∑ i=1 X^i ∂f ∂φ^i . Ennek megfelelŞen X hagyomănyos feląrăsa ebben a koordinătarendszerben X = m∑ i=1 X^i ∂ ∂φ^i . * 10.55. Az ĆrintŞlekĆpezĆs lokălis koordinătăkban. Legyenek M Ćs N sima sokasăgok, f : M → N egy sima lekĆpezĆs, x ∈ M Ćs y = f(x). Ha φ = (φ^1, φ^2, . . . φ^m) az x-ben ψ = (ψ^1, ψ^2, . . . , ψ^n) pedig az y-ban Ćrtelmezett tĆrkĆp, akkor az X = m∑ i=1 X^i ∂ ∂φ^i

ĆrintŞvektorra Y = (T_xf)(X) = n∑ j=1 Y^j ∂ ∂ψ^j , ahol Y^j = m∑ i=1 ∂ψ^j ∂φ^i ( φ(x) ) X^i,

mivel az F = ψ∘f ∘φ^{−1} jelŤlĆssel az F : (φ^1φ^2, . . . φ^m) → (ψ^1, ψ^2, . . . , ψ^n) lekĆpezĆs derivăltjănak mătrixa ∂ψ^j ∂φ^i ( φ(x) ) . Speciălisan, ha N = M Ćs f az identikus lekĆpezĆs, azt kapjuk, hogy tĆrkĆpcserĆnĆl X koordinătăi a fenti mćdon transzformălćdnak.

* 10.56. Feladat [8]. Az S_2 gŤmbfelĄleten gŤmbi koordinătăkban legyen egy vektormezŞ cos ϑ ∂ ∂φ , ha −π 2 < ϑ < π 2 , Ćs nulla egyĆbkĆnt. Szămoljuk ăt az (1, 0, 0) pontbćl valć vetątĆs ăltal adott koordinătăkba.

* 10.57. ŘrintŞnyalăb. Egy M sima sokasăg ĆrintŞtereinek (diszjunkt) unićjăt a sokasăg ĆrintŞnyalăbjănak nevezzĄk. Ez is sima sokasăggă tehetŞ egy termĆszetes mćdon, de ezzel nem foglalkozunk.

* 10.58. PĆlda. Egy csavarvonal egy darabja.

* 10.59. Immerzić, szubmerzić, szubimmerzić Ćs beăgyazăs. Legyenek M Ćs N sima sokasăgok, f : M → N egy sima lekĆpezĆs. Ha T_xf kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ minden x ∈ M-re, akkor azt mondjuk, hogy f immerzić. Ha T_xf a T_{f (x)}N-re kĆpez minden x ∈ M-re, akkor azt mondjuk, hogy f szubmerzić. Ha T_xf rangja ugyanannyi x ∈ M-re, akkor azt mondjuk, hogy f szubimmerzić. Ha f immerzić, kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ Ćs homeomor˛zmus M Ćs f(M) kŤzŤtt, akkor azt mondjuk, hogy beăgyazăs.

* 10.60. PĆldăk. x → (x, 0), (x, y) → x, (x, y) → (x, 0, 0), ]0, 2π[ ∋ t → (sin t, sin 2t), x → x^3, x → (cos x, sin x).

* 10.61. RĆszsokasăg. Egy M egy sokasăg egy K rĆszhalmaza az M egy kdimenzićs rĆszsokasăga, ha minden x ∈ K-hoz van olyan φ = (φ^1, φ^2, . . . , φ^m) tĆrkĆp az M atlaszăhoz tartozć telątett atlaszban, amelynek U ĆrtelmezĆsi tartomănyăban benne van x Ćs amelyre

φ(U ∩ K) = { (φ^1, φ^2, . . . , φ^m) ∈ φ(U) : φ^{k+1} = · · · = φ^m = 0 } . Egy nyąlt rĆszhalmaz nyilvăn mindig rĆszsokasăg.

* 10.62. TĆtel. Egy rĆszsokasăgon egyetlen olyan sima telątett atlasz lĆtezik, amelyre az identikus lekĆpezĆse K-nak M-be beăgyazăs. Megfordątva, ha f : K → M egy beăgyazăs, akkor f(K) egy rĆszsokasăg, amely di¸eomorf K-val.

* 10.63. Whitney tĆtele. Minden m-dimenzićs sima sokasăg beăgyazhatć az R^{2m+1} sokasăgba sima rĆszsokasăgkĆnt.

* 10.64. TĆtel. Legyen f : M → N egy szubimmerzić, x ∈ M Ćs y = f(x). Ekkor f^{−1}(y) egy zărt rĆszsokasăga M-nek Ćs T_xf^{−1}(y) a T_xf magja.

* 10.65. PĆlda. Az S_m gŤmb mint az x → ‖x‖, x ∈ R^{m+1} \ {0} lekĆpezĆsnĆl az 1 ŞskĆpe.

* 10.66. VektormezŞ. Egy m-dimenzićs M sima sokasăgon Ćrtelmezett X : x → X(x) ∈ T_xM lekĆpezĆst vektormezŞnek nevezĄnk. Nyilvăn ha X, Y vektormezŞk, α ∈ R Ćs f fĄggvĆny M-en, akkor X + Y , αX Ćs fX is vektormezŞk. Az X vektormezŞt sima vektormezŞnek nevezzĄk, ha minden f sima fĄggvĆnyre x → X(x)f sima fĄggvĆny; ezt a fĄggvĆnyt Xf-fel jelŤljĄk. Megmutathatć, hogy X pontosan akkor sima vektormezŞ, ha bărmely φ tĆrkĆpre az

X(x) = m∑ i=1 X^i(x) ∂ ∂φ^i

elŞăllątăsăban szereplŞ X^i koordinătafĄggvĆnyek simăk.

* 10.67. Sima vektormezŞk Lie-zărćjele. Legyen M egy m-dimenzićs sima sokasăg, X Ćs Y pedig sima vektormezŞk M-en. Megmutathatć, hogy lĆtezik (Ćs csak egy) [X, Y ] vektormezŞ amelyre bărmely f sima fĄggvĆnyre [X, Y ]f = X(Y f) − Y (Xf).

Mivel Xf Ćs Y f, Ćs ągy X(Y f) valamint Y (Xf) is sima fĄggvĆnyek, [X, Y ] sima vektormezŞ.

Legyen a φ tĆrkĆp az x-ben Ćrtelmezve. Ekkor

X(x)f = m∑ j=1 X^j (x) ∂f ∂φ^j , ągy Y (Xf) = m∑ i=1 Y^i ∂ ∂φ^i m∑ j=1 X^j ∂f ∂φ^j = m∑ i=1 m∑ j=1 Y^i

∂X^j ∂φ^i ∂f ∂φ^j + m∑ i=1 m∑ j=1 Y^iX^j

∂^2f ∂φ^i∂φ^j , tehăt [X, Y ]f = m∑ j=1 m∑ i=1 ( X^i

∂Y^j ∂φ^i

− Y^i

∂X^j ∂φ^i

) ∂f ∂φ^j , amibŞl [X, Y ] = m∑ j=1 m∑ i=1 ( X^i

∂Y^j ∂φ^i

− Y^i

∂X^j ∂φ^i ) ∂ ∂φ^j . * 10.68. Feladat [6]. Mutassuk meg, ha X, Y sima vektormezŞk Ćs f sima fĄggvĆny, akkor [X, fY ] = f[X, Y ] + (Xf)Y.

* 10.69. Feladat [8]. Az S_2 gŤmbfelĄleten gŤmbi koordinătăkban legyen egy vektormezŞ cos ϑ ∂ ∂φ , ha −π 2 < ϑ < π 2 , egy măsik pedig cos ϑ ∂ ∂ϑ , ha −π 2 < ϑ < π 2 . Szămoljuk ki a Lie-zărćjelĄket.

* 10.70. Feladat [11]. Az elŞzŞ feladatban szereplŞ vektormezŞket szămoljuk ăt az (1, 0, 0) pontbćl valć vetątĆs ăltal adott koordinătăkba, majd szămoljuk ki a Lie-zărćjelĄket. EllenŞrizzĄk eredmĆnyĄnket a Lie-zărćjel transzformălăsăval.

* 10.71. Lie-algebra. Egy V vektorteret K felett egy (x, y) → [x, y] kĆtvăltozćs mŰvelettel Lie-algebrănak nevezĄnk, ha (1) [αx + βy, z] = α[x, z] + β[y, z] minden α, β ∈ K Ćs x, y, z ∈ V -re; (2) [x, y] = −[y, x] minden x, y ∈ V -re; (3) [ [x, y], z ] + [ [z, x], y ] + [ [y, z], x ] = 0 minden x, y, z ∈ V -re (Jacobi-azonossăg).

* 10.72. TĆtel. Egy M sima sokasăg sima vektormezŞi a vektormezŞk LiezărćjelĆvel Lie-algebrăt alkotnak R felett.

Bizonyątăs. Kiszămoljuk.

* 10.73. IrănymezŞ, teljes integrăl. Legyen M egy m-dimenzićs sima sokasăg Ćs 0 ≤ k ≤ m. Egy S : x → S_x hozzărendelĆst, ahol S_x a T_xM egy k-dimenzićs altere, k-irănymezŞnek nevezĄnk. (A k-dimenzićs disztribčcić elnevezĆs is szokăsos; mi ez utćbbit nem hasznăljuk, mert a disztribčcić szć măsik Ćrtelme sokkal elterjedtebb.) Egy k-irănymezŞre azt mondjuk, hogy sima irănymezŞ, ha bărmely x ∈ M-hez lĆteznek olyan X_1, X_2, . . . , X_k sima vektormezŞk, hogy valamely U kŤrnyezetĆre x-nek X_1(y), X_2(y), . . . , X_k(y) băzisa T_yM-nek, ha y ∈ U.

Egy S sima k-irănymezŞre legyen E(S) az Ťsszes olyan sima vektormezŞk halmaza, amelyekre X(x) ∈ S(x), ha x ∈ M; ez az S-hez tartozć di¸erenciălrendszer. KŤnnyen igazolhatć, hogy E(S)-bŞl nem vezet ki a sima fĄggvĆnyekkel valć szorzăs Ćs az Ťsszeadăs, sŞt, mĆg a lokălisan vĆges vektormezŞ-rendszerek Ťsszeadăsa sem. Egy sima k-irănymezŞt involutąvnak nevezĄnk, ha E(S)-re X, Y ∈ E(S) esetĆn [X, Y ] ∈ E(S).

Ha egy k-dimenzićs K sima sokasăg egy f : K → M immerzićjăra (T_xf)(T_xK) = S_{f (x)} minden x ∈ K-ra, akkor azt mondjuk, hogy a (K, f) păr az S egy teljes integrălja; az f(K) halmazt a teljes integrăl kĆpĆnek nevezzĄk. Ha az M sokasăg minden pontja rajta van valamely teljes integrăl kĆpĆn, akkor azt mondjuk, hogy S teljesen integrălhatć.

* 10.74. Frobenius tĆtele. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, egy S sima irănymezŞ pontosan akkor teljesen integrălhatć, ha involutąv.

* 10.75. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy sima 1-irănymezŞ mindig teljesen integrălhatć.

* 10.76. Feladat [9]. Legyen az R^3 sokasăgon a szokăsos koordinătăkban

X = X^1 ∂ ∂φ^1

+ X^2 ∂ ∂φ^2

+ X^3 ∂ ∂φ^3

egy sima vektormezŞ, amely sehol sem tŰnik el, Ćs S(x) = X(x)^⊥ a szokăsos belsŞ szorzatban. Mutassuk meg, hogy S pontosan akkor involutąv, ha X ⊥ rot X.

• 286/14 : < * A Riemann-integrăl intervallum additivităsa [7]. TegyĄk > * Feladat: A Riemann-integrăl intervallum additivităsa [7]. TegyĄk

• 286/16 : < lyik oldalănak kettĆosztăsăval kaptuk. Egy f : I → R korlătos fĄggvĆnyre > lyik oldalănak kettĆosztăsăval kaptuk. Mutassuk meg, hogy egy f : I → R korlătos fĄggvĆnyre

• 288/1 : < * Feladat: Darboux tĆtele. A tŤbbvăltozćs Riemann-integrăl > * Feladat: Darboux tĆtele [10]. A tŤbbvăltozćs Riemann-integrăl

• 291/6 : < a măsik a vĆgpontja. ŊvszerŰen ŤsszefĄggŞ tĆr mindig ŤsszefĄggŞ is. Egy tartomănyt egyszeresen ŤsszefĄggŞ tartomănynak nevezĄnk, ha benne minden > a măsik a vĆgpontja. ŊvszerŰen ŤsszefĄggŞ tĆr mindig ŤsszefĄggŞ is. Egy halmazt egyszeresen ŤsszefĄggŞ halmaznak nevezĄnk, ha benne minden

• 291/14 : < egy D ⊂ X tartomăny csillagszerŰ, azaz van benne olyan c pont, čgynevezett csillagpont, hogy minden z ∈ D-re, a c Ćs z pontokat ŤsszekŤtŞ szakasz D-ben van, akkor D egyszeresen ŤsszefĄggŞ. Speciălisan, minden konvex tartomăny > egy D ⊂ X halmaz csillagszerŰ, azaz van benne olyan c pont, čgynevezett csillagpont, hogy minden z ∈ D-re, a c Ćs z pontokat ŤsszekŤtŞ szakasz D-ben van, akkor D egyszeresen ŤsszefĄggŞ. Speciălisan, minden konvex halmaz

• 323/9 : < f ( γ ( ψ(t) )) pa_1(γ ∘ ψ)(t) · · · ∂_{m−1}(γ ∘ ψ)(t) > f ( γ ( ψ(t) )) ∂_1(γ ∘ ψ)(t) · · · ∂_{m−1}(γ ∘ ψ)(t)

• 329/−12 : < EmlĆkeztetĄnk a szokăsos jelŤlĆsre: K vagy R, vagy C. > Az U_1(0) ⊂ C nyąlt kŤrlapra a D jelŤlĆst is fogjuk hasznălni.

• 340/−16 : < nesen vannak, ągy tŤrtlineăris lekĆpezĆs ĂkŤrtartć". > nesen vannak, ągy tŤrtlineăris lekĆpezĆs ĂkŤrtartć".

13.34.5 Feladat [7]. Bizonyątsuk be, hogy kŤrre vagy egyenesre szimmetrikus pontpăr kĆpe tŤrtlineăris lekĆpezĆsnĆl szimmetrikus a kŤr vagy egyenes kĆpĆre.

tett komplex sąkot Riemann-fĆle szămgŤmbnek nevezzĄk. A Riemann-fĆle tett komplex sąkot Riemann-fĆle szămgŤmbnek nevezzĄk. Az f fĄggvĆnyt vizsgălatăt a ∞ pontban a z → f(1/z) fĄggvĆny origćban valć vizsgălatăra vezethetjĄk vissza. A Riemann-fĆle • 340/−11 : < tett komplex sąkot Riemann-fĆle szămgŤmbnek nevezzĄk. A Riemann-fĆle > tett komplex sąkot

Riemann-fĆle szămgŤmbnek nevezzĄk. Az f fĄggvĆnyt vizsgălatăt a ∞ pontban a z → f(1/z) fĄggvĆny origćban valć vizsgălatăra vezethetjĄk vissza. A RiemannfĆle • 340/−8 : < is fontos szerepet jătszanak. Mivel ezen kĆrdĆsek elegăns tărgyalăsa a komplex differenciălhatć sokasăgok segątsĆgĆvel oldhatć meg, itt nem foglalkozunk velĄk. > is fontos szerepet jătszanak. Ezen kĆrdĆsek elegăns tărgyalăsa a komplex di¸erenciălhatć sokasăgok segątsĆgĆvel oldhatć meg. PĆldăul a komplex szămgŤmbŤn a z → z Ćs z → 1/z tĆrkĆpekbŞl ăllć atlaszt vezetjĄk be. Itt nem foglalkozunk rĆszletesen ezekkel a kĆrdĆsekkel.

• 344/2 : < programozăsban egy kulcs-cąm lekĆpezĆs, alkalmazăsa keresĆsek gyorsątăsăra. > programozăsban egy kulcs-cąm lekĆpezĆs, hash-transzformăcić alkalmazăsa keresĆsek gyorsątăsăra.

• 344/−9 : < * 13.48. De˛nącić. NĆha a generătorfĄggvĆnyt hasznăljuk fel egy szămsorozat de˛niălăsăra. pĆldăul a b_n, n = 0, 1, . . . Bernoulli-szămok sorozatăt azzal de˛niăltuk, hogy exponenciălis generătorfĄggvĆnye a z → z/(e^z − 1) fĄggvĆny. > * 13.48. Feladat [9]. NĆha a generătorfĄggvĆnyt hasznăljuk fel egy szămsorozat de˛niălăsăra. Mutassuk meg, hogy pĆldăul a b_n, n = 0, 1, . . . Bernoulli-szămok sorozatăt azzal is de˛niălhatnănk, hogy exponenciălis generătorfĄggvĆnye a z → z/(e^z − 1) fĄggvĆny.

• 344/−4 : < * 13.50. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy z → z/2 + z/(e^z − 1) păratlan > * 13.50. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy z → z/2 + z/(e^z − 1) păros

• 344/−2 : < * 13.51. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy a b_k Bernoulli-szămokra, ha n > 1, akkor

∑_n k=0 b_k = b_n. > * 13.51. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy a ζ fĄggvĆny sora egyenletesen konvergens minden ℜ(z) ≥ α, α > 1 fĆlsąkon.

• 347/12 : < ind(c, γ) egĆsz. Ha n = ind(c, γ), akkor γ egy C \ {c}-ben a t → e^{2πint}, > ind(c, γ) egĆsz. Ha n = ind(c, γ), akkor γ egy C \ {c}-ben a t → c + e^{2πint},

• 347/15 : < konvex halmazban, akkor ez a konstans nulla C \ B-n. > egyszeresen ŤsszefĄggŞ halmazban, akkor ez a konstans nulla C \ B-n.

• 347/−2 : < ha γ(I) benne van valamely B konvex halmazban, Ćs c ∈ C \ B, akkor γ Ťssze- > ha γ(I) benne van valamely B egyszeresen ŤsszefĄggŞ halmazban, Ćs c ∈ C \ B, akkor γ Ťssze-

• 349/7 : < amibŞl kŤvetkezik az ăllątăs. > amibŞl kŤvetkezik az ăllątăs.

14.12.5 Morera tĆtele. Legyen D ⊂ C nyąlt halmaz, f folytonos komplex fĄggvĆny D-n. Ha minden γ hăromszŤg-pălyăra, amelynek ĆrtĆkkĆszlete az ăltala hatărolt hăromszŤg-lappal egyĄtt D-ben van, ∫ γ f(z) dz = 0, akkor f holomorf D-n.

Bizonyątăs. Az f-nek lokălisan van primitąv fĄggvĆnye, amely analitikus, ągy f is analitikus.

14.12.7 Weierstrass pĆldăja. Legyen 0 < b < 1 Ćs a păratlan egĆsz čgy, hogy ab > 1 + 3π/2 teljesĄljŤn. A

∑_∞ k=0 b^kz^{ak} hatvănysor egyenletesen abszolčt konvergens a zărt egysĆgkŤrlapon, analitikus a belsejĆben, de nincs olyan bŞvebb tartomăny, amire analitikusan kiterjeszthetŞ.

Bizonyątăs. TekintsĄk a t → e^{iπt} fĄggvĆny Ćs a hatvănysor ŤsszetĆtelĆvel keletkezŞ fĄggvĆnyt. ElĆg megmutatni, hogy ennek az f(t) =

∑_∞ k=0 b^k cos a^kπt valćs rĆsze sehol sem di¸erenciălhatć. Legyen f_n(t) =

∑_{n−1} k=0 b^k cos a^kπt. RŤgzątsĄnk egy t-t. Bărmeny n-re Ćs h > 0-ra a di¸erenciahănyadosnak megfelelŞ Ťsszeget bontsuk kĆt rĆszre: a 0-tćl n − 1-ig terjedŞ rĆsz legyen s_n, a tŤbbi r_n. A kĆt koszinusz kĄlŤnbsĆgĆt a kŤzĆpĆrtĆk-tĆtellel becsĄlve, azt kapjuk, hogy |s_n| < πa^nb^n/(ab − 1). Legyen a^nt = α_n +β_n, ahol α_n egĆsz Ćs −1/2 ≤ β_n < 1/2. Legyen h_n = (1−β_n)/a^n. Ha k ≥ n, akkor a^kπ(t+h_n) = a^{k−n}π(1+α_n), ągy mivel a păratlan, cos a^kπ(t+h_n) = (−1)^{1+αn} . MăsrĆszt

− cos a^kπt = cos a^{k−n}π(α_n + β_n) = − cos a^{k−n}πα_n · cos a^{k−n}πβ_n)

= (−1)^{1+αn} cos a^{k−n}πβ_n.

A h = h_n helyettesątĆssel r_n-re azt kapjuk, hogy

|r_n| = | | | | ∞∑ k=n b^k

(−1)^{1+αn} + (−1)^{1+αn} cos a^{k−n}πβ_n h_n | | | | = | | | (−1)^{1+αn}

h_n | | | ∞∑ k=n b^k(1 + cos a^{k−n}πβ_n) ≥ b^n h_n ≥ 2a^nb^n 3 , mivel cos πβ_n ≥ 0. A kĆt becslĆst kombinălva, | | | f(t + h_n) − f(t) h_n | | | ≥ |r^n| − |s^n| >

2a^nb^n 3 − πa^nb^n ab − 1

= a^nb^n ( 2 3 − π ab − 1 ) . Mivel a zărćjelben ăllć kifejezĆs pozitąv konstans, a jobb oldali di¸erenciahănyadosoknak vagy a limesz szuperiorja, vagy a limesz inferiorja nem vĆges.

• 351/13 : < * 14.20. Schwarz-lemma. Legyen f a nyąlt komplex egysĆgkŤr Ťnmagăba valć analitikus lekĆpezĆse, amelyre f(0) = 0. Ekkor |f(z)| ≤ |z|, Ćs ha valamely z ≠ 0 pontban egyenlŞsĆg teljesĄl, akkor f(z) = cz.

Bizonyątăs. f feląrhatć f(z) = zg(z) alakban, Ćs g is analitikus. Ha 0 < r < 1, akkor |z| = r esetĆn |g(z)| ≤ 1/r. A maximumelv miatt |z| ≤ r esetĆn is | g(z) | ≤ 1/r. EbbŞl r ↑ 1 hatărătmenettel |g| ≤ 1 az egĆsz kŤrŤn, amibŞl kapjuk az egyenlŞtlensĆget. Ha valahol egyenlŞsĆg teljesĄl, akkor ott |g|-nek lokălis maximuma van, ągy konstans. > * 14.20. Schwarz-lemma. Legyen f : D → D holomorf lekĆpezĆs, amelyre f(0) = 0. Ekkor |f(z)| ≤ |z|, | |f ′(0) | | ≤ 1, Ćs ha valamely z ≠ 0 pontban egyenlŞsĆg teljesĄl vagy | |f ′(0) | | = 1, akkor f(z) = cz.

Bizonyątăs. Az f feląrhatć f(z) = zg(z) alakban, Ćs g is analitikus. Ha 0 < r < 1, akkor |z| = r esetĆn |g(z)| ≤ 1/r. A maximumelv miatt |z| ≤ r esetĆn is | |g(z) | | ≤ 1/r. EbbŞl r ↑ 1 hatărătmenettel |g| ≤ 1 az egĆsz kŤrlapon, amibŞl kapjuk az egyenlŞtlensĆget. Ha valahol egyenlŞsĆg teljesĄl vagy | |f ′(0) | | = | |g(0) | | = 1, akkor ott |g|-nek lokălis maximuma van, ągy konstans.

• 352/16 : < tŞ le konform mćdon egy korlătos tartomănyra. A kŤvetkezŞ tĆtel mutatja, hogy az egyszeresen ŤsszefĄggŞ tartomănyok csak kĆt ekvivalenciaosztălyt alkotnak. Nem egyszeresen ŤsszefĄggŞ tartomănyok kŤrĆben a helyzet bonyolultabb.

Riemann tĆtele. Ha D, E ⊂ C a C-tŞl kĄlŤnbŤzŞ egyszeresen ŤsszefĄggŞ tartomănyok, akkor konform ekvivalensek.

A bizonyątăs megtalălhatć SzŞkefalvi-Nagy [135] jegyzetĆben. > tŞ le konform mćdon egy korlătos tartomănyra. Riemann tĆtele mutatja, hogy a nem Ąres Ćs C-tŞl kĄlŤnbŤzŞ egyszeresen ŤsszefĄggŞ tartomănyok mind komform ekvivalensek. Nem egyszeresen ŤsszefĄggŞ tartomănyok kŤrĆben a helyzet bonyolultabb.

• 354/−7 : < 14.12.5 Morera tĆtele. Legyen D ⊂ C nyąlt halmaz, f folytonos komplex fĄggvĆny D-n. Ha minden γ hăromszŤg-pălyăra, amelynek ĆrtĆkkĆszlete az ăltala hatărolt hăromszŤg-lappal egyĄtt D-ben van, ∫ γ f(z) dz = 0, akkor f holomorf D-n.

Bizonyątăs. Az f-nek lokălisan van primitąv fĄggvĆnye, amely analitikus, ągy f is analitikus. >

* 14.37.1. Vitali tĆtele. TegyĄk fel, hogy a D ⊂ C tartomănyon ugyanazzal a K korlăttal korlătos komplex ĆrtĆkŰ holomorf fĄggvĆnyek egy f_n sorozata egy C halmaz pontjaiban konvergăl, Ćs C-nek van torlćdăsi pontja D-ben. Ekkor f_n lokălisan egyenletesen konvergens D-n.

Bizonyątăs. Legyen c a C egy torlćdăsi pontja, Ćs tegyĄk fel, hogy r > 0- ra B_r(c) ⊂ D. ElŞszŤr megmutatjuk, hogy f_n egyenletesen konvergens B_{r/2}(c)-n. FeltehetjĄk, hogy c = 0. Legyen

(1) f_n(z) = a^{(n)}_0 + a^{(n)}_1 z + · · · , ha |z| ≤ r.

Mivel | |f_n(z) − f_n(0) | | ≤ 2K, a Schwarz-lemma miatt | f_n(z) − f_n(0) | ≤ 2K|z| r , ha |z| ≤ r.

Legyen 0 ≠ w ∈ C. Ekkor | |f_n(0) − f_m(0) | | ≤ | |f_n(0) − f_n(w) | | + | |f_n(w) − f_m(w) | | + | |f_m(w) − f_m(0) | | ≤ 4K|w|/r + | |f_n(w) − f_m(w) | |. ElŞszŤr čgy vălasztva w-t, hogy az elsŞ tag kisebb legyen, mint ε/2, majd olyan Net vălasztva, hogy n, m ≥ N esetĆn a măsodik tag kisebb legyen, mint ε/2, kapjuk, hogy f_n(0) = a^{(n)}_0 konvergens.

TekintsĄk most a

g_n(z) = a^{(n)}_1 + a^{(n)}_2 z + · · · , ha |z| ≤ r

fĄggvĆnyeket. Mivel g_n(z) = ( f_n(z) − f_n(0) ) /z, ha z ≠ 0, ezek is konvergensek C pontjaiban, mert, mint megmutattuk, f_n(0) konvergens. Tovăbbă | |g_n(z) | | ≤ 2K/r:

ez teljesĄl, ha |z| = r, Ćs ągy |z| ≤ r esetĆn is. MegismĆtelve az elŞzŞ gondolatmenetet, kapjuk, hogy a^{(n)}_1 konvergens. Teljes indukcićval kapjuk, hogy minden j-re a^{(n)}_j konvergens, a^{(n)}_j → a_j . Az egyĄtthatćkra jobb korlătot is kaphatunk: a Cauchy-egyenlŞtlensĆgekbŞl |a^{(n)}_j | ≤ K/r^j . Ha

f(z) = a_0 + a_1z + · · · ,

akkor | |f_n(z) − f(z) | | ≤^k ∑ j=0 |a^{(n)}_j − a_j | r^j 2^j + ∞∑ j=k+1 2K 2^j

, ha |z| ≤ r/2.

RŤgzątve egy elĆg nagy k-t, a măsodik Ťsszeg kisebb, mint ε/2, Ćs az elsŞ is, ha n elĆg nagy.

Innen măr kŤvetkezik az ăllątăs: a konvergenciapontok halmazănak belseje nem Ąres nyąlt halmaz, de minden torlćdăsi pontjăt tartalmazza, ągy zărt is, tehăt az egĆsz D, Ćs pontjaiban a konvergencia lokălisan egyenletes. □

* 14.37.2. Vitali{Montel kivălasztăsi tĆtel. Ha a D ⊂ C nyąlt halmazon holomorf komplex ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek egy f_n sorozata lokălisan ugyanazzal a korlăttal korlătos, akkor kivălaszhatć belŞle egy lokălisan egyenletesen konvergens rĆszsorozat.

Bizonyątăs. VegyĄnk egy S megszămlălhatć sŰrŰ halmazt D-ben, Ćs ătlćs eljărăssal vălasszunk egy rĆszsorozatot, amely S minden pontjăban konvergens. Lokălisan alkalmazva az elŞzŞ tĆtelt, kapjuk az ăllątăst. □

* 14.37.3. Hurwitz tĆtele. Ha a D ⊂ C tartomănyon holomorf komplex ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek egy f_n sorozata lokălisan egyenletesen konvergăl egy nem konstans f fĄggvĆnyhez Ćs c ∈ D az f zĆrushelye, akkor c bărmely kŤrnyezetĆben elĆg nagy n-re f_n-nek is van zĆrushelye.

Bizonyątăs. A zĆrushelyek izolăltsăga miatt van olyan r > 0, hogy B_r(c)-ben nincs măs zĆrushelye f-nek. Mivel ha n nagy, akkor f_n − f abszolčt ĆrtĆke kicsi a c kŤzĆppontč r sugarč kŤrpălyăn, az ăllątăs kŤvetkezik a (kĆsŞbb bizonyątandć) RouchĆ-tĆtelbŞl. □

* 14.37.4. KŤvetkezmĆny. Ha az f_n-ek konform lekĆpezĆsek Ćs f nem konstans, akkor konform.

Bizonyątăs. Ha f(z) = f(w) lenne z ≠ w-re, akkor elĆg nagy n-re f_n sem lenne konform. Ŋgy f kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, amibŞl a nyąlt lekĆpezĆsek tĆtele szerint kŤvetkezik, hogy f^′ sehol sem nulla. □

* 14.37.5. TĆtel: holomorf fĄggvĆny logaritmusa. Ha az f holomorf komplex ĆrtĆkŰ fĄggvĆny sehol sem nulla a D egyszeresen ŤsszefĄggŞ tartomănyon, akkor van olyan g holomorf fĄggvĆny D-n, hogy f(z) = exp ( g(z) ) minden z ∈ D-re.

Bizonyątăs. Mivel f^′/f holomorf, minden D-beli zărt gŤrbe mentĆn nulla az integrălja, ągy van primitąv fĄggvĆnye. Legyen g_0 egy primitąv fĄggvĆny. Ekkor ( f(z) exp ( −g_0(z) ))′ = f^′(z) exp ( −g_0(z) ) − f(z)g^′_0(z) exp ( −g_0(z) ) ≡ 0.

Innen f(z) exp ( −g_0(z) ) egy nem nulla konstans, ami feląrhatć exp(c) alakban, Ćs g = g_0 + c-re teljesĄl az ăllątăs.

14.37.8. Riemann tĆtele. Ha D, E ⊂ C a C-tŞl kĄlŤnbŤzŞ nem Ąres egyszeresen ŤsszefĄggŞ tartomănyok, akkor konform ekvivalensek.

Bizonyątăs. A tĆtel kŤvetkezik az alăbbi, valamivel precązebb văltozatbćl.

* 14.37.9. Konform lekĆpezĆsek alaptĆtele. Legyen ∅ ≠ D ⊊ C egyszeresen ŤsszefĄggŞ tartomăny, c ∈ D. Ekkor egyetlen olyan f : D → D konform răkĆpezĆs lĆtezik, amelyre f(c) = 0, f^′(c) > 0.

Bizonyątăs. Az egyĆrtelmŰsĆg bizonyątăsăval kezdjĄk. Ha g egy măsik, Dt D-be kĆpezŞ holomorf lekĆpezĆs amelyre g(c) = 0 Ćs g^′(c) > 0, akkor g ∘ f^{−1} az egysĆgkŤr Ťnmagăba valć holomorf lekĆpezĆse, ami a nullăt nullăba viszi, ągy a

Schwarz-lemma szerint | |g′(c)/f ′(c) | | ≤ 1, azaz g′(c) ≤ f ′(c). Ha g is eleget tesz a tĆtel ăllątăsănak, akkor f^′(c) ≤ g^′(c) is teljesĄl, ągy a Schwarz-lemma szerint (g∘f^{−1})(z) ≡ z, azaz f = g.

Ezek szerint az f fĄggvĆnyt az tĄnteti ki a D-t D-be kĆpezŞ, g(c) = 0, g^′(c) > 0 tulajdonsăgč g konform lekĆpezĆsek F halmazăban, hogy a c-beli derivăltja a lehetŞ legnagyobb. Ez a lĆtezĆs bizonyątăsănak alapja. Legyen s = sup_{g∈F} g^′(c).

ElŞszŤr megmutatjuk, hogy F nem Ąres. Legyen a ∈ C \ D, Ćs tekintsĄk a z → √ z − a fĄggvĆnyt. Pontosabban, tekintsĄnk egy olyan, az elŞzŞ tĆtel szerint lĆtezŞ g holomorf fĄggvĆnyt, amelyre z − a = exp ( g(z) ) , ha z ∈ D Ćs legyen f_1(z) = exp (_1 2 g(z) ) . Ha f_1(z_1) = ±f_1(z_2), akkor z_1 − a = f_1(z_1)^2 = f_1(z_2)^2 = z_2 − a. Innen egyrĆszt f_1 kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, tehăt konform, măsrĆszt ha valamilyen w ĆrtĆket felvesz, akkor −w-t nem. Mivel nyąlt lekĆpezĆs, ĆrtĆkkĆszlete tartalmaz valamely −w ≠ 0 kŤrĄli valamely r > 0 sugarč zărt kŤrlapot. Az f_2(z) = r/ ( f_1(z) − w ) lekĆpezĆs szintĆn konform, Ćs măr D-be kĆpez. VĆgĄl

f_3(z) = | |f ′_2(c) | | 2f^′_2(c) ( f_2(z) − f_2(c) ) ∈ F.

Măsodik lĆpĆskĆnt megmutatjuk, hogy van olyan f ∈ F, amelyre f^′(c) = s. Vălasszunk olyan f_n ∈ F sorozatot, amelyre f^′_n(c) → s. A Vitali{Montel kivălasztăsi tĆtel szerint ennek van olyan rĆszsorozata, amely lokălisan egyenletes konvergăl egy f fĄggvĆnyhez. Az egyszerŰbb jelŤlĆsek kedvĆĆrt feltehetjĄk, hogy ez mindjărt f_n. Weierstrass tĆtele szerint f holomorf Ćs f^′_n → f^′ lokălisan egyenletesen, ągy f^′(c) = s. Nyilvăn |f| ≤ 1. Ha valahol egyenlŞsĆg ăllna, akkor f konstans lenne, de f^′(c) > 0. Mivel f konform lekĆpezĆsek lokălisan egyenletesen konvergens sorozatănak a hatărĆrtĆke, Ćs nem konstans, maga is konform.

Azt kell mĆg megmutatnunk, hogy f ĆrtĆkkĆszlete D. TegyĄk fel indirekt, hogy van olyan d ∈ D, amely nincs az ĆrtĆkkĆszletben. A t_1(z) = (z − d)/(1 − zd) tŤrtlineăris lekĆpezĆs a d-t 0-ba kĆpezi, Ćs | |t_1(z) | |^2 = |z|^2 + |d|^2 − 2ℜ(zd) 1 + |z|^2|d|^2 − 2ℜ(zd) . Mivel |d|^2 < 1, nyilvăn 0 ≤ ( 1 − |d|^2)(1 − |z|^2), ha |z| ≤ 1, Ćs egyenlŞsĆg pontosan akkor teljesĄl, ha |z| = 1. Innen a szămlălć pontosan akkor egyenlŞ a nevezŞvel, ha |z| = 1, egyĆbkĆnt kisebb, tehăt t_1 a D-t D-be, D hatărăt pedig a D hatărăba kĆpezi. Mivel t^{−1}_1 (w) = (w + d)/(1 + wd) is ugyanilyen tulajdonsăgč, a D Ćs a hatăra is Ťnmagăra kĆpezŞdik kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰen. TekintsĄk most a t_1 ∘ f lekĆpezĆs nĆgyzetgyŤkĆt. Pontosabban, legyen g olyan lekĆpezĆs, amelyre (t_1 ∘ f)(z) = exp ( g(z) ) , ha z ∈ D, Ćs legyen f_1(z) = exp

(_1 2 g(z) ) , ha z ∈ D. Ugyančgy mint az elsŞ lĆpĆsben adćdik, hogy f_1 kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ. Alkalmazzunk mĆg egy t_1-hez hasonlć t_2 tŤrtlineăris lekĆpezĆst, amivel visszavisszĄk f_1(c)-t az origćba, de a tŤrtet szorozzuk meg egy egysĆgnyi abszolčt ĆrtĆkŰ komplex szămmal is. Ezzel elĆrhetjĄk, hogy f_2 = t_2 ∘f_1-re f^′_2(c) > 0 legyen. Ha |w| < 1-re h(w) = t^{−1}_1 ( t^{−1}_2 (w)^2 ) , akkor f = h ∘ f_2. A h holomorf fĄggvĆny, | |h(w) | | < 1, ha |w| < 1 Ćs h(0) = 0. A Schwarz-lemmăbćl | |h′(0) | | ≤ 1. EgyenlŞsĆg csak akkor lehetne, ha h egy egysĆgnyi abszolčt ĆrtĆkŰ komplex szămmal valć szorzăs lenne. Ez azonban lehetetlen, mert h nem kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ. Ŋgy | h^′(0) | < 1. Innen s = f^′(c) = h^′(0)f^′_2(c) < f^′_2(c) ≤ s, ami ellentmondăs.

• 359/2 : < r^′ < |z − a| < R^′ < R teljesĄljŤn, Ćs legyen > r^′ < |z − a| < R^′ < R teljesĄljŤn, Ćs legyen elŞszŤr

• 360/12 : < konvergens. Legyen γ : I → D egy zărt pălya, amelyre r^′ < | |γ(t) − a | | < R^′ > konvergens. Legyen most γ : I → D egy tetszŞleges zărt pălya, amelyre r^′ < | |γ(t) − a | | < R′

• 361/16 : < c_{−1} az f reziduuma a-ban, jelŤlĆse Res(a, f). > c_{−1} az f reziduuma a-ban, jelŤlĆse Res(a, f).

15.2.5. Casorati{Weierstrass-tĆtel. Ha a a komplex ĆrtĆkŰ f fĄggvĆny lĆnyeges szingularităsa, akkor az a bărmely kŤrnyezetĆben vett ĆrtĆkkĆszlete f-nek sŰrŰ C-ben.

A tĆtel mutatja, hogy lĆnyeges szingularităs kŤrnyezetĆben a fĄggvĆny sokkal csčnyăbban viselkedik, mintha rendje vĆges a-ban. EgyĆbkĆnt ennĆl tŤbb is igaz: Picard tĆtele szerint a fĄggvĆny az a minden kŤrnyezetĆben legfeljebb egy ĆrtĆk kivĆtelĆvel minden C-beli ĆrtĆket felvesz.

Bizonyątăs. TegyĄk fel indirekt, hogy valamely w ∈ C-re Ćs δ, ε > 0-ra U_ε(w) nincs az U_δ (a) \ {a}-n vett ĆrtĆkkĆszletben. Ekkor a z → 1/ ( f(z) − w ) fĄggvĆny korlătos, ągy megszĄntethetŞ szingularităsa van. Innen a reciproka, a z → f(z) − w fĄggvĆny vĆges rendŰ lenne.

• 367/−12 : < cićjănăl hasznălt jelŤlĆsekkel R^m-ben λ^m ( B_1(0) ) = α(m). > cićjănăl hasznălt jelŤlĆsekkel R^m-ben λ^m ( B_1(0) ) = α(m) → 0, ha m → ∞.

15.25.5. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy ∫_∞ 0 x^{z−1} e^x − 1 dx = ζ(z)`(z),

ha ℜ(z) > 1.

• 378/−4 : < ahol f(x+) Ćs f(x−) a jobb Ćs bal oldali hatărĆrtĆkek x-ben. Minden [c, d] ⊂ > ahol f(x+) Ćs f(x−) a jobb Ćs bal oldali hatărĆrtĆkek x-ben. Ha f folytonos is, akkor minden [c, d] ⊂

• 386/8 : < Fourier-sorăt: (1) | sin x|; (2) sgn sin x; (3) x − ⌊x⌋;

(4) f(x) az x tăvolsăga a legkŤzelebbi egĆsztŞl. > Fourier-sorăt: (1) | sin x|; (2) sin^4 x;

(3) sgn(sin x); (4) sgn(cos x);

(5) (1 − a^2)/(1 − 2a cos x + a^2), |a| < 1; (6) (1 − a cos x)/(1 − 2a cos x + a^2), |a| < 1; (7) x − ⌊x⌋;

(8) f(x) az x tăvolsăga a legkŤzelebbi egĆsztŞl; (9) ⌊2x⌋ − 2⌊x⌋;

(10) ⌊4x⌋ − 3⌊2x⌋ + 2⌊x⌋; (11) x →

∫_x 0 ⌊2x⌋ − 2⌊x⌋ dx;

(12) x →

∫_x 0 ⌊4x⌋ − 3⌊2x⌋ + 2⌊x⌋ dx;

(13) ln | |sin(x/2) | |.

16.28.5. Feladat [8]. Hatărozzuk meg az alăbbi fĄggvĆnyek (klasszikus) Fourier-sorăt ] − π, π[-n: (1) sgn(x); (2) |x|; (3) x;

(4) xe^{x2} ;

(5) sgn(x)(π − |x|); (6) x^2;

(7) sgn(x) cos x; (8) ( 1 + sgn(x) ) sin x;

(9) cos ax; (10) sin ax.

16.28.7. Feladat [8]. Az alăbbi fĄggvĆnyek (klasszikus) Fourier-sora ]−π, π[-n mely pontokban konvergens Ćs mi az Ťsszege: (1) √ x − ⌊x⌋;

(2) sin(1/x); (3) x sin(1/x); (4) sin(x)/x.

16.28.9. Feladat [8]. Szămątsuk ki az alăbbi sorok ŤsszegĆt: (1) ∑_∞

n=1 1/n^2; (2) ∑_∞

n=1 1/(2n + 1)^2; (3) ∑_∞

n=1 1/n^4; (4) ∑_∞

n=1 1/(2n + 1)^4; (5) ∑ lnko(n,6)=1 1/n 4. • 386/−12 : < talma, attćl fĄggŞen, hogy a hčrt hol pendątjĄk meg? > talma, attćl fĄggŞen, hogy a hčrt hol pendątjĄk meg?

16.31.2. Feladat [11]. Hatărozzuk meg az alăbbi Fourier-sorok ŤsszegĆt: (1)_∞ ∑ n=1 sin(2n + 1)x 2n + 1 ; (2)_∞ ∑ n=1 sin nx n ;

(3)_∞ ∑ n=1 sin nx n^2 − 1 ; (4)_∞ ∑ n=1 cos nx n ; (5)_∞ ∑ n=1 cos(2n + 1)x 2n + 1 . 16.31.4. Feladat [10]. Bizonyątsuk be, hogy

∑_∞ n=1 sin(nx)/n rĆszletŤsszegei egyenletesen korlătosak.

16.31.6. Feladat [8]. Bizonyątsuk be, hogy ha a b_n-ek egy f ∈ L^1[0, 2π] fĄggvĆny Fourier-egyĄtthatći, akkor ∞∑ n=1 b_n n = 1 2π ∫_{2π} 0 f(x)(π − x) dx.

16.31.7. Feladat [11]. Bizonyątsuk be, hogy az alăbbi trigonometrikus sorok mindenĄtt konvergensek, de nem Fourier-sorai egyetlen f ∈ L^1[−π, π] fĄggvĆnynek sem:_∞ ∑ n=1 sin nx ln n , ∞∑ n=1 sin nx ln n ln ln n .

16.31.9. Feladat: Gibbs-fĆle jelensĆg [12]. Bizonyątsuk be, hogy az x−⌊x⌋ fĄggvĆny Fourier-sorănak rĆszletŤsszegei a szakadăs kŤzelĆben mintegy 9% ĂtčllŤvĆst" tartalmaznak, azaz ennyivel a fĄggvĆny ală illetve fŤlĆ mennek. Igaz-e ez măs szakadăsos fĄggvĆnyekre? Van-e ĂtčllŤvĆs" a FejĆr-kŤzepeknĆl?

• 412/−15 : < Ŋgy csak egy helyen van szĄksĆg f^′ kiszămątăsăra, de a konvergencia lelassul. A kĆt utćbbi mćdszer Banach-terekre valć ăltalănosątăsăt a di¸erenciălszămątăsnăl tărgyaljuk.

* 17.27. Egy pĆlda: a konvergencia rendje. TekintsĄk a 2 sin x − x = 0 egyenletet, Ćs hatărozzuk meg egyetlen pozitąv gyŤkĆt. Az ismertetett eljărăsokkal a tăblăzatokban lăthatć eredmĆnyeket kapjuk.

Lătjuk, hogy a hčrmćdszernĆl a helyes jegyek szăma minden lĆpĆsben ugyanannyival nŞ, amit čgy szokăs kifejezni, hogy a mćdszer elsŞrendben konvergens. A Newton-fĆle ĆrintŞmćdszernĆl a helyes jegyek szăma minden lĆpĆsben kb. megduplăzćdik, a Newton-mćdszer măsodrendben konvergens. A szelŞmćdszernĆl minden lĆpĆsben a helyes jegyek szăma kb. 1,6-szeresĆre nŞ, a szelŞ mćdszer konvergencia rendje ≈ 1,6.

MegjegyezzĄk, hogy a mćdosątott Newton-mćdszer is elsŞrendben konvergens, Ćs tŤbbszŤrŤs gyŤkŤk esetĆben, tehăt ha nem csak f(α) = 0, hanem f^′(α) = 0 is teljesĄl, akkor a Newton-mćdszer is csak elsŞrendben konvergens. > Ŋgy csak egy helyen van szĄksĆg f^′ kiszămątăsăra, de a konvergencia lelassul.

A Newton-mćdszer Ćs a mćdosątott Newton-mćdszer is speciălis esete az

x_{n+1} = x_n − α_n f(x_n) Q_n

iterăcićval dolgozć kvăzi Newton-mćdszernek, amelynĆl α_n minden lĆpĆsben văltoztathatć paramĆter, Q_n pedig f^′(x_n) egy kŤzelątĆse. MegtehetjĄk pĆldăul, hogy f^′(x_n)-et egy

Q_n = f(x_n + h_n) − f(x_n) h_n

di¸erenciăval kŤzelątjĄk, ekkor egyăltalăn nem kell derivăltat szămolni. Ha h_n = x_n − x_{n−1}, akkor a szelŞmćdszert kapjuk vissza. Ha h_n ennĆl lĆnyegesen kisebb abszolčt ĆrtĆkŰ, akkor az eljărăs felgyorsul, azonban a kerekątĆsi hibăk megnŞhetnek.

TermĆszetesen ˛xpontmćdszerek is hasznălhatćk, Ćs a mćdszerek kombinălhatćk is.

Leăllăsi kritĆriumkĆnt (egy adott iterăcićszăm tčllĆpĆsĆn kąvĄl) annak vizsgălata kąnălkozik, hogy | |f(x_n) | | < ε valamely elŞre megadott ε > 0-ra. Ha a gyŤk kŤzelĆben |f^′| ≪ 1, akkor ez tčl hamar tŤrtĆnŞ leăllăst eredmĆnyezhet, mąg |f^′| ≫ 1 esetĆn az iterăcić tčl sokă tarthat. EzĆrt inkăbb az |x_{n+1} − x_n| < ε kritĆriumot alkalmazzuk. Ez csak nagyon lassan konvergălć ˛xpontmćdszer esetĆn (azaz ha a kontrakcićra a Lipschitz-konstans nagyon kŤzel van egyhez) hătrănyos; ezt ĆszrevehetjĄk Aitken ´^2-mćdszerĆvel.

A mćdszerek Banach-terekre valć ăltalănosątăsăt a di¸erenciălszămątăsnăl tărgyaljuk.

* 17.27. Egy pĆlda. TekintsĄk a 2 sin x − x = 0 egyenletet, Ćs hatărozzuk meg egyetlen pozitąv gyŤkĆt. Az ismertetett eljărăsokkal a tăblăzatokban lăthatć eredmĆnyeket kapjuk.

* 17.27.5. A konvergencia rendje. Mint az elŞzŞ pĆldăbćl lătjuk, a hčrmćdszernĆl a helyes jegyek szăma minden lĆpĆsben ugyanannyival nŞ, amit čgy szokăs kifejezni, hogy a mćdszer elsŞrendben konvergens. A Newton-fĆle ĆrintŞmćdszernĆl a helyes jegyek szăma minden lĆpĆsben kb. megduplăzćdik, a Newton-mćdszer măsodrendben konvergens; ezt jćval ăltalănosabb esetben, a di¸erenciălszămątăsnăl bizonyątjuk. A szelŞmćdszernĆl minden lĆpĆsben a helyes jegyek szăma kb. 1,6-szeresĆre nŞ, megmutathatć hogy a szelŞ mćdszer konvergencia rendje ( √ 5 + 1)/2 ≈ 1,6.

MegjegyezzĄk, hogy a mćdosątott Newton-mćdszer is elsŞrendben konvergens, Ćs tŤbbszŤrŤs gyŤkŤk esetĆben, tehăt ha nem csak f(α) = 0, hanem f^′(α) = 0 is teljesĄl, akkor a Newton-mćdszer is csak elsŞrendben konvergens: Valćban, az ăltalănosabb kvăzi Newton mćdszerre (de f^′(x)-et hasznălva), ha f(x) = 0, azaz x a gyŤk, Ćs f^{(m)}(x) az elsŞ el nem tŰnŞ derivălt, f pedig lokălisan C^m-ben van, akkor a Taylor-formulăbćl

f(x_n) = f^{(m)}(ξ) m! (x_n − x)^m Ćs f^′(x_n) ≈ f^{(m)}(ξ^′) (m − 1)!

(x_n − x)^{m−1}, ągy x_{n+1} = x_n − α_n f(x_n) f^′(x_n)

≈ x_n − α_n x_n − x m , ahonnan x_{n+1} − x ≈ (1 − α_n/m)(x_n − x), azaz α_n = α ≠ m esetĆn a konvergencia lineăris, a hiba x_n − x ≈ cq^n a q = 1 − α/m ĆrtĆkkel. Megmutathatć, hogy α = m esetĆn a konvergencia măsodrendŰ lesz. Ha nem ismerjĄk m ĆrtĆkĆt, akkor az Aitken-mćdszernĆl leąrtak szerint q | Ćs ągy m is | minden măsodik lĆpĆsben čjra becsĄlhetŞ; ągy kapjuk az adaptąv Newton-mćdszert.

• 414/4 : < gyŤkeibŞl, interpolăcićval. > gyŤkeibŞl, interpolăcićval.

* 17.31.1. Feladat [11]. Oldjuk meg az alăbbi egyenleteket a tanult mćdszerekkel Ćs megăllăsi kritĆriumokkal: (1) cos^2(2x) − x^2 = 0; (2) ∏_{10}

k=1(x + k) = 0;

(3) x^6 − 2x^5 + 5x^4 − 6x^3 + 2x^2 + 8x − 8 = 0; (4) e^{−x} − η = 0, η = 10^{−9};

(5) (x^2 − 1)^{m−1} ln x = 0, m = 3, 5, 7.

* 17.31.2. Feladat [9]. Hatărozzuk meg 1 mćl CO_2 tĆrfogatăt 300 K^∘-on 10 atm (1013250 Pa) nyomăson a van der Waals-ăllapotegyenletbŞl: ( p + a(n/V )^2 ) (V/n − b) = nRT,

ahol n a mćlok szăma. A van der Waals-ăllandćk CO_2-ra a/(Pa m^6K^∘/mćl^2) = 188,33 Ćs b/(m^3K^∘/mćl) = 9,77 · 10^{−4}. VessĄk Ťssze az eredmĆnyt a tŤkĆletes găzra kapott eredmĆnnyel.

* 17.31.3. Feladat [9]. Egy alagčtdićda karakterisztikăja

I = α(e^{U/β} − 1) − μU(U − γ),

ahol α/A = 10^{−12}, β/V = 25 · 10^{−3}, μ/(A/V^2) = 10^{−3} Ćs γ/V = 0,4. SorbakŤtjĄk egy 3333 ˙-os ellenăllăssal egy 0,4 V-os feszĄltsĆgforrăsra. Hatărozzuk meg a kialakulć munkapontokat. Mi a helyzet, ha a feszĄltsĆg 0,6 V, az ellenăllăs pedig 12 k˙? • 428/9 : < Ćrtelmezett fĄggvĆny, Ćs x ∈ R^n, akkor legyen az f fĄggvĆny τ_xf eltoltja Ćs »f megfordątăsa a (τ_xf)(y) = f(y − x) illetve »f(y) = f(−y) > Ćrtelmezett fĄggvĆny, x ∈ R^n, 0 ≠ s ∈ R, akkor legyen az f fĄggvĆny τ_xf eltoltja, σ_s(f) nyčjtottja illetve »f megfordątăsa a

(τ_xf)(y) = f(y − x), σ_s(f)(y) = f(y/s), illetve »f(y) = f(−y)

• 428/−5 : < ^f(t/2π) = ∫ f(x)e^{−i⟨t,x⟩} dx > ^f ( t 2π ) = ∫ f(x)e^{−i⟨t,x⟩} dx

• 428/−2 : < jelŤlĆsĄnknĆl frekvencia. A de˛nącićbćl azonnal kŤvetkezik, hogy a Fourier- > jelŤlĆsĄnknĆl frekvencia. A Fourier-transzformălt egyszerŰ kapcsolatban van a t → ∫ f(x)e^{−⟨t,x⟩} dx Laplace-transzformălttal is, hiszen ^f ( t 2πi ) = ∫ f(x)e^{−⟨t,x⟩} dx

A de˛nącićbćl azonnal kŤvetkezik, hogy a Fourier-

• 429/1 : < (1) | ^f| ≤ ‖f‖_1; (2) (τ_xf)^= e_{−x} ^f; (3) (e_xf)^= τ_x ^f;

(4) ha ε > 0 Ćs g(x) = f(εx), akkor ^g(t) = ^f(t/ε)/ε^n. > (1) | ^f| ≤ ‖f‖_1;

(2) ^f = »^ f (konjugălăs);

(3) (τ_xf)^= e_{−x} ^f (eltolăs); (4) (e_xf)^= τ_x ^f (modulălăs); (5) (σ_s(f))^= |s|^nσ_{1/s}( ^f) (nyčjtăs).

• 429/−16 : < Egy metrikus tĆren Ćrtelmezett, skalăr ĆrtĆkŰ h fĄggvĆnyre azt mondjuk, > Egy metrikus tĆren Ćrtelmezett, normălt tĆrbeli ĆrtĆkŰ h fĄggvĆnyre azt mondjuk,

• 432/−15 : < transzformăltjăt. > transzformăltjăt.

18.11.1. Feladat [7]. Szămątsuk ki az f(x) = cos x, ha |x| ≤ π/2, f(x) = 0 egyĆbkĆnt fĄggvĆny Fourier-transzformăltjăt.

• 433/6 : < fel. Megadunk egy ilyen, kompakt tartćjč Ćs sąma fĄggvĆnyt. A L’Hospital-szabăly alkalmazăsăval kapjuk, hogy a > fel. Megadunk egy ilyen, kompakt tartćjč Ćs sąma fĄggvĆnyt. A 12.6 lemma bizonyątăsăban a L’Hospital-szabăly alkalmazăsăval megmutattuk, hogy a

• 437/−4 : < lekĆppen terjeszthetŞ ki egy L^2-t Ťnmagăra kĆpezŞ izometriăvă. > lekĆppen terjeszthetŞ ki egy L^2-t Ťnmagăra kĆpezŞ izometriăvă.

18.22.1. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy ha f ∈ L^1(R^n; C) ∩ L^2(R^n; C), akkor ^f Ćs az f fĄggvĆny L^2-beli Fourier-transzformăltja megegyeznek.

• 437/−1 : < ∫_∞ −∞ (sin(ax)/x)^4 dx = 2a^3π/3. > ∫_∞ −∞ (sin(ax)/x)^4 dx = 2a^3π/3.

18.25. Feladat[8]. Hatărozzuk meg x → 1/(1 + x^2) Fourier-transzformăltjăt Ćs ∫_{+∞} −∞ 1/(1 + t^2)^2 dt ĆrtĆkĆt.

18.26. Ablak Fourier-transzformălt. Legyen a 0 ≠ ϱ ∈ L^2(R) ablak fĄggvĆny rŤgzątett. Ha spt(ϱ) ⊂ [−T, 0], akkor azt mondjuk, hogy az ablak-fĄggvĆny kauzălis. Egy f ∈ L^2(R) fĄggvĆny erre vonatkozć ablak Fourier-transzformăltja (angol rŤvidątĆssel: WFT-je) az (ν, t) → ~f(ν, t) = (f_t)^ fĄggvĆny, ahol f_t(x) = ϱ(x − t)f(x). A ϱ_{ν,t}(x) = g(x − t)e^{2πiνx} jelŤlĆssel ~f(ν, t) = ⟨f, g_{ν,t}⟩. Az ablak Fourier transzformăltat Găbor DĆnes Nobel-dąjas magyar ˛zikus vezette be, ezĆrt Găbor-transzformăltnak is szokăs nevezni. Ń az x → e^{−x2/2} Gauss-fĄggvĆnyt hasznălta ablaknak. NĆha csak az ezzel az ablakkal vett transzformăltat nevezik Găbortranszformăltnak.

18.27. PĆlda. Az x → sin(2πx^2) Ăzirp" jel a

g(x) = { cos^2(πx), ha − 1/2 ≤ x ≤ 1/2, 0 egyĆbkĆnt

Hanning-ablakkal. Măs fĄggvĆnyek, amelyeket [−1/2, 1/2]-re megszorątva ablaknak hasznălnak: 1 (nĆgyzet-ablak); x → 0,54 + 0,46 cos(2πx) (Hamming-ablak); x → e^{−18x2} (Gauss-ablak); x → 0,42 + 0,5 cos(2πx) + 0,08 cos(4πx) (Blackman-ablak).

18.28. MegjegyzĆs. A fenti ĂidŞablakozăsnak" megfelel egy Ăfrekvenciaablakozăs": a Plancherel-tĆtel szerint ~f(ν, t) = ⟨f, ϱ_{ν,t}⟩ = ⟨ ^ f, (ϱ_{ν,t})^ ⟩ , ahol ϱ_{ν,t} = (τ_tϱ)e_ν miatt (ϱ_{ν,t})^= τ_ν ( (τ_tϱ)^ ) = τ_ν (^ϱe_{−t}), ągy

~f(ν, t) = e^{−2πitν} ⟨ ^f, ^ϱ_{−t,ν} ⟩.

Nyilvăn cĆlszerŰ, ha az ablakfĄggvĆny abszolčtĆrtĆkĆnek nĆgyzetĆt sŰrŰsĆgfĄggvĆnynek tekintve, a szćrăsnĆgyzete Ćs a Fourier-transzformăltjănak a szćrăsnĆgyzete is minĆl kisebb. A kettŞ azonban egyszerre nem csŤkkenthetŞ tetszŞlegesen.

18.29. TĆtel: bizonytalansăgi relăcić. TegyĄk fel, hogy ϱ ∈ L^2(R), ‖ϱ‖_2 =

1, tovăbbă ∫ R t^2 | |ϱ(t) | |^2 dt Ćs ∫ R ν^2 | |^ϱ(ν) | |^2 dν

vĆgesek. Ekkor

t_0 := ∫ R t | |ϱ(t) | |^2 dt Ćs ν_0 := ∫ R ν | |^ϱ(ν) | |^2 dν

valamint

T^2 := ∫ R (t − t_0)^2 | |ϱ(t) | |^2 dt Ćs N^2 := ∫ R (ν − ν_0)^2 | |^ϱ(ν) | |^2 dν

lĆteznek Ćs vĆgesek Ćs 4πNT ≥ 1.

Bizonyątăs. Mivel √ 2|t| ≤ 1 + t^2 Ćs √ 2|ν| ≤ 1 + ν^2, lĆtezik t_0 Ćs ν_0. MegfelelŞ

eltolăst Ćs modulăcićt alkalmazva, az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk,

hogy t_0 = 0 Ćs ν_0 = 0. TegyĄk fel, hogy vr minden kompakt intervallumon abszolčt

folytonos Ćs ϱ^′ nĆgyzetesen integrălhatć. ElŞszŤr megmutatjuk, hogy x | |ϱ(x) | |^2 → 0,

ha x → ±∞. A t → tϱ(t)ϱ(t) = t | |ϱ(t) | |^2 fĄggvĆny minden kompakt intervallumon

abszolčt folytonos Ćs d dt t | |ϱ(t) | |^2 = | |ϱ(t) | |^2 + tϱ^′(t)ϱ(t) + tϱ(t)ϱ′(t) = | |ϱ(t) | |^2 + 2ℜ(tϱ^′(t)ϱ(t)).

MindkĆt oldalt integrălva 2ℜ ∫_x 0 tϱ^′(t)ϱ(t) dt +

∫_x 0 | |ϱ(t) | |^2 dt = x | |ϱ(x) | |^2.

Ha x → +∞, a bal oldalon lĆvŞ integrălok konvergălnak, minkettŞ kĆt nĆgyzete-

sen integrălhatć fĄggvĆny belsŞ szorzatăhoz [0, +∞[-en. Innen a lim_{x→+∞} x | |ϱ(x) | |^2

hatărĆrtĆk lĆtezik. Hasonlćan adćdik, hogy lim_{x→−∞} x | |ϱ(x) | |^2 is lĆtezik. Mivel

t → t | |ϱ(t) | |^2 integrălhatć, a hatărĆrtĆkek csak vĆgesek lehetnek.

Măsodszor megmutatjuk, hogy ϱ^′ Fourier-transzformăltja az f : ν → 2πiν ^ϱ(ν)

fĄggvĆny. Parciălis integrălăssal

∫_n −n ϱ^′(t)e^{−2πiνt} dt = ϱ(n)e^{−2πinν} − ϱ(−n)e^{2πinν} + 2πiν

∫_n −n ϱ(t)e^{−2πiνt} dt.

A bal oldalon ăllć integrăl ϱ^′ξ_{[−n,n]}, a jobb oldalon ăllć pedig ϱξ_{[−n,n]} Fourier-

transzformăltja. RĆszsorozatra ăttĆrve elĆrhetjĄk, hogy a bal oldali integrălok majd-

nem mindenĄtt tartsanak ϱ^′ Fourier-transzformăltjăhoz. MĆgegyszer rĆszsorozatra ăttĆrve, elĆrhetjĄk, hogy a jobb oldalon ăllć integrălok majdnem mindenĄtt tartsanak ϱ Fourier-transzformăltjăhoz.

TĆrjĄnk ră az egyenlŞtlensĆg bizonyątăsăra:

4π^2T^2N^2 = 4π^2

∫_{+∞} −∞ t^2 | |ϱ(t) | |^2 dt

∫_{+∞} −∞ ν^2 | |^ϱ(ν) | |^2 dν = ∫_∞ −∞ t^2 | |ϱ(t) | |^2 dt

∫_∞ −∞ | |2πiν ^ϱ(ν) | |^2 dν = ∫_∞ −∞ t^2 | |ϱ(t) | |^2 dt

∫_∞ −∞ | |ϱ^′(t) | |^2 dt ≥ (∫ ∞ −∞ |t| | |ϱ(t) | | | |ϱ^′(t) | | dt

)_2 ≥ ( ℜ ∫_∞ −∞ tϱ(t)ϱ^′(t) dt

)_2

≥ (1 2 ∫_∞ −∞ t d dt | |ϱ(t) | |^2 dt

)_2 .

Innen parciălis integrălăssal | felhasznălva, hogy x | |ϱ(x) | |^2 → 0, ha x → ±∞

| kapjuk, hogy 4π^2T^2N^2 ≥ 1/4.

A bizonyątăs teljes lesz, ha megmutatjuk, hogy a tĆtel feltĆteleibŞl kŤvetkezik, hogy ϱ minden kompakt intervallumon abszolčt folytonos Ćs ϱ^′ nĆgyzetesen integrălhatć. Disztribčcićkkal fogunk dolgozni; a de˛nącićkat Ćs alaptulajdonsăgokat lăsd azok rĆszletes tărgyalăsănăl. Ha φ ∈ S, akkor

T_f (φ) =

∫_∞ −∞ 2πiν ^ϱ(ν)φ(ν) dν = −

∫_∞ −∞ ϱ ^φ^′ = T^′_ϱ( ^φ),

ahol T^′_ϱ a T_ϱ disztribčcić derivăltja. Innen T_{f̂} (φ) = T^′_ϱ( »φ) minden φ ∈ S-re. Ez

azt jelenti, hogy T^′_ϱ regulăris disztribčcić, az ^f nĆgyzetesen integrălhatć fĄggvĆny megfordątăsa reprezentălja. Megmutatjuk, hogy ϱ minden kompakt intervallumon abszolčt folytonos Ćs ^f megfordątăsănak a derivăltja majdnem mindenĄtt. Legyen g(x) =

∫_x 0 ^f(−t) dt. A g abszolčt folytonos minden kompakt intervallumon Ćs

T^′_g(φ) = T_g′ (φ) = T_{f̂} ( »φ) = T^′_ϱ(φ),

ągy T^′_{ϱ−g}(φ) = 0 minden φ ∈ D-re. A DuBois-Reymond-lemma bizonyątăsăban megmutatjuk, hogy T_{ϱ−g} konstanssal reprezentălhatć, ągy ϱ = g + c majdnem mindenĄtt, tehăt ϱ is abszolčt folytonos minden kompakt intervallumon Ćs ϱ^′ = g^′ az ^f megfordątăsa nĆgyzetesen integrălhatć.

18.30. PĆlda. Ha ϱ(t) =^4 √ 2ae^{−πt2a}, akkor ^ϱ(ν) =^4 √ 2/ae^{−πν2/a}, t_0 = ν_0 = 0 Ćs T = 1/ √ 4πa, N = √ a/ √ 4π. 18.31. Feladat [11]. Bizonyątsuk be a pĆldăban szereplŞ ăllątăsokat.

18.32. Feladat [13]. Hatărozzuk meg a pĆldakĆnt felsorolt ablakok Fouriertranszformăltjăt, ha kell, numerikusan.

18.33. TĆtel: rekonstrukcićs formula. Ha ϱ egy ablak fĄggvĆny, akkor a hozză tartozć ablak Fourier-transzformăltra bărmely f ∈ L^2(R)-re

f(x) = 1 ‖ϱ‖^2

∫_∞ −∞ ^~f(., t)(−x)ϱ(x − t) dt

majdnem minden x-re, ahol az L^2-beli Fourier-transzformălt a kipontozott frekvencia văltozćban ĆrtendŞ.

Bizonyątăs. Mivel ~f a hărom văltozćjăban mĆrhetŞ (x, ν, t) → ϱ(x − t)f(x)e^{−2πiνx} fĄggvĆny x szerinti integrălja, mĆrhetŞ. Mivel az (x, t) → ϱ(x − t)f(x) fĄggvĆny minden t-re nĆgyzetesen integrălhatć, ^~f(., t) az fτ_tϱ megfordątăsa majdnem mindenĄtt, azaz ^~f(., t)(−x) = f(x)ϱ(x − t) majdnem minden x-re. Szorozva ϱ(x − t)-vel Ćs integrălva t szerint, kapjuk a bizonyątandć ăllątăst.

18.34. TĆtel. Legyen g ∈ L^2(R) egy ablak fĄggvĆny. Ekkor bărmely h ∈ L^2(R^2)-re, ha f_h = 1 ‖g‖^2

∫_∞ −∞ ∫_∞ −∞ g_{ω,t}h(ω, t) dt dω,

akkor bărmely f ∈ L^2(R)-re, amelyre f ≠ f_h, teljesĄl, hogy ‖h − ~f‖_2 > ‖h − ~f_h‖_2.

A tovăbbiakban olyan formulăkat keresĄnk, amelyek a Găbor-transzformălt diszkrĆt helyeken vett ĆrtĆkeibŞl ăllątjăk vissza a fĄggvĆnyt. Az ilyen formulăk Şse a mintavĆteli tĆtel:

18.35. MintavĆteli tĆtel. Legyen f ∈ L^2(R) folytonos fĄggvĆny, amely Ăsăvhatărolt N-nel", azaz amelyre ^f(ν) = 0, ha ν /∈ [−N, N]. Ekkor t_n = n/(2N) jelŤlĆssel f(t) = ∑ n∈Z sin ( 2πN(t − t_n) ) 2πN(t − t_n)

^f(t_n);

itt t = t_n esetĆn a tŤrt ĆrtĆkĆnek a hatărĆrtĆke (= 1) veendŞ.

Bizonyątăs. Mivel ^f săvhatărolt, ^f ∈ L^1 ∩ L^2, Ćs az inverzićs tĆtel szerint

f(t) = lim_{n→∞}

∫_n −n ^f(ν)e^{2πitν} dν

∫_N −N ^f(ν)e^{2πitν} dν.

Mivel ^f ∈ L^2[−N, N], Fourier-sorba fejthetŞ, ^f(ν) ∼ ∑ n∈Z c_ne^{πinν/N} , ahol

c_n =

∫_N −N ^f(ν)e^{−πinν} dν.

A fentiek szerint az integrăl f ( −n/(2N) ) , ągy c_n = f ( −n/(2N) ) /(2N). A Fouriersort behelyettesątve az inverzićs formulăba

f(t) =

∫_N −N ^f(ν)e^{2πitν} dν = ⟨ ^f, e_{−t}⟩ = ⟨∑ c_ne_{n/(2N)}, e_{−t} ⟩ . Mivel a belsŞ szorzat folytonos,

f(t) = 1 2N ∑ n∈Z ^f ( − n 2N ) ∫ N −N e^{πinν/N} e^{2πitν} dν

= 1 N ∑ n∈Z ^f ( − n 2N ) ∫ N 0 cos πν(2t + n/N) dν

= 1 N ∑ n∈Z ^f ( − n 2N ) [ sin πν(2t + n/N)

π(2t + n/N)

]_N 0 = ∑ n∈Z ^f ( − n 2N ) sin π(2Nt + n)

π(2Nt + n) .

18.36. DiszkrĆt rekonstrukcićs formula. Legyen g ∈ L^2(R) egy kompakt tartćjč ablak fĄggvĆny, amely eltŰnik egy 1/ν hosszčsăgč intervallumon kąvĄl. Legyen H_τ (x) = τ ∑ n∈Z | |g(x − nτ) | |^2.

(Ha g majdnem mindenĄtt folytonos, akkor τ ↓ 0 esetĆn H_τ (x) → ‖g‖^2 minden x ∈ R-re.) TegyĄk fel, hogy

0 < inf_{x∈R} H_τ (x) Ćs sup_{x∈R} H_τ (x) < ∞.

(Ez csak ντ ≤ 1 esetĆn lehetsĆges.) Ekkor

f(t) = ντ ∑ n∈Z ∑ m∈Z g_{mν,mτ} (t)

H_τ (t)

~f(mν, nτ).

A tovăbbiakban skălafĄggetlen mćdszert keresĄnk.

18.37. De˛nącić. Legyen p ∈ R rŤgzątett, Ćs egy ψ : R → C fĄggvĆnyre legyen ψ_s(x) = |s|^{−1/p}ψ(x/s) Ćs ψ_{s,t}(x) = |s|^{−1/p}ψ ( (x − t)/s ) ; ez a ψ anyawavelethez tartozć waveletcsalăd (itt 1/∞ = 0). Ha 1 ≤ q < ∞, akkor

‖ψ_{s,t}‖^q = ∫ R |s|^{−q/p} | |ψ((x − t)/s) | |^q dx = |s|_{−q/p} ∫ R | |ψ(y) | |^q |s| dy = |s|^{1−q/p}‖ψ‖^q,

ągy p = q esetĆn a norma nem văltozik; q = ∞-re ‖ψ_{s,t}‖_∞ = |s|^{−1/p}‖ψ‖_∞.

18.38. PĆlda. Anyawaveletnek alkalmas pĆldăul ψ(x) = xe^{−x2} vagy a derivăltja, a ψ(x) = (1 − 2x^2)e^{−x2} Ămexikći kalap".

18.39. Feladat [8]. Szămoljuk ki az elŞzŞ pĆldăban szereplŞ anyawaveletek Fourier-transzformăltjăt.

18.40. De˛nącić. Legyen p ∈ R Ćs ψ ∈ L^2(R; C) rŤgzątett. Egy f ∈ L^2(R; C) fĄggvĆny folytonos wavelet transzformăltja az

~f(s, t) = ⟨f, ψ_{s,t}⟩ = ⟨ ^f, (ψ_{s,t})^⟩

fĄggvĆny. EgyszerŰ szămolăssal (ψ_{s,t})^(ω) = |s|^{1−1/p}e^{−2πiωt} ^ψ(sω), ągy ~f(s, t) az ω → |s|^{1−1/p} ^f(ω) ^ψ(sω) fĄggvĆny Fourier-transzformăltja a −t helyen.

18.41. Szimmetrikus rekonstrukcićs formula. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, tegyĄk fel, hogy

0 < C =

∫_∞ −∞ | ^ ψ(ξ) |_2 |ξ| dξ < ∞.

Ekkor tetszŞleges f ∈ L^2(R; C) visszaălląthatć ~f-bćl: f = 1 C ∫_∞ −∞ |s|^{2/p−3}

∫_∞ −∞ ~f(s, t)ψ_{s,t} dt ds.

18.42. MegjegyzĆs. Ha ψ ∈ L^1(R; C), akkor ^ψ folytonos, ągy a feltĆtelbŞl ^ψ(0) = 0, azaz ∫_R ψ(x) dx = 0.

18.43. Asszimmetrikus rekonstrukcićs formula. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, tegyĄk fel, hogy

0 < C_+ =

∫_∞ 0 | ^ ψ(ξ) |_2 |ξ| dξ < ∞ Ćs 0 < C_− =

∫_0 −∞ | ^ ψ(ξ) |_2 |ξ| dξ < ∞.

Legyen

η(u) = η_+(u) C_+ + η_−(u) C_− , ahol

η_+(u) =

∫_∞ 0 ^ψ(ω)e^{2πiωu} dω Ćs η_−(u) =

∫_0 −∞ ^ψ(ω)e^{2πiωu} dω.

Ekkor f = ∫_∞ 0 |s|^{2/p−3}

∫_∞ −∞ ~f(s, t)η_{s,t} dt ds.

18.44. MegjegyzĆs. Ha C_− = 0 vagy C_+ = 0, akkor ~f(s, t), s > 0 nem tartalmaz informăcićt ^f egyik felĆrŞl. Ez nem fordulhat elŞ, ha ψ valćs, mert ekkor ^ψ(−ω) = ^ψ(ω).

18.45. MegjegyzĆs. DiszkrĆt visszaăllątăs is lehetsĆges, ekkor s = ±σ^m, t = nσ^mτ, m, n ∈ Z. A folytonos Ćs a diszkrĆt esetnek, valamint az ablak Fourier-transz-formăltnak van kŤzŤs ăltalănosątăsa, a kĄlŤnbŤzŞ Ăframe"-ek.

18.46. Hardy-tĆr a felsŞ Ćs alsć (illetve bal Ćs jobb) fĆlsąkon. JelŤlje C^+ a nyąlt komplex felsŞ fĆlsąkot, C^− pedig a nyąlt komplex alsć fĆlsąkot, azaz legyen C^+ = { z ∈ C : ℑ(z) > 0 } Ćs C^− = { z ∈ C : ℑ(z) < 0 } . Ha 1 ≤ p < ∞, legyen H^p_+ azon f : C^+ → C komplex fĄggvĆnyek halmaza, amelyek analitikusak, Ćs amelyekre ∫ R | |f(x + iy) | |^p dx

korlătos, mint y > 0 fĄggvĆnye. Egy f ∈ H^p_+ fĄggvĆnyre legyen

‖f‖ = sup_{y>0} (∫ R | |f(x + iy) | |^p dx

)_{1/p} . Legyen H^∞_+ azon f : C^+ → C komplex fĄggvĆnyek halmaza, amelyek analitikusak Ćs korlătosak. Egy f ∈ H^∞_+ fĄggvĆnyre legyen ‖f‖ = sup_{x∈R,y>0} | |f(x+iy) | |. Legyen f ∈

H^p_− pontosan akkor, ha az z → f(z) fĄggvĆny H^p_+ eleme; ezek a fĄggvĆnyek az alsć fĆlsąkon analitikusak. (Ha a Fourier-transzformălt helyett Laplace-transzformăltat akarunk hasznălni, akkor a felsŞ fĆlsąknak a bal, az alsć fĆlsąknak a jobb fĆlsąk felel meg.)

18.47. De˛nącić. Ha x ∈ R, jelentse lim_z ∨_{−→x} f(z) = c azt, hogy minden C > 0-ra az f fĄggvĆny { ξ + iη : ξ, η ∈ R, |ξ − x| < Cη } halmazra vett megszorątăsănak c a hatărĆrtĆke az x pontban; lim_z ∨_{−→x} a nemtangenciălis hatărĆrtĆk.

18.48. TĆtel. Ha 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ H^p_+, akkor f(x) := lim_z ∨_{−→x} f(z) majdnem mindenĄtt lĆtezik, f ∈ L^p(R; C), tovăbbă x → ln | |f(x) | |/(1 + x2) integrălhatć.

18.49. KŤvetkezmĆny: Poisson-formula. Ha 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ H^p_+, akkor x ∈ R, y > 0 esetĆn

f(x + iy) = 1 π ∫ R y (x − t)^2 + y^2 f(t) dt.

Megfordątva, ha h ∈ L^p(R; C) Ćs

f(x + iy) = 1 π ∫ R y (x − t)^2 + y^2 h(t) dt

analitikus a felsŞ fĆlsąkon, akkor f ∈ H^p_+ Ćs h(x) = lim_z ∨_{−→x} f(z) majdnem mindenĄtt. Tovăbbă az x → f(x + iy) fĄggvĆny L^p-normăja tart az x → f(x) fĄggvĆny L^p-normăjăhoz, ha y ↓ 0.

18.50. KŤvetkezmĆny. Ha 1 ≤ p < ∞, f ∈ H^p_+, akkor

lim_{y↓0} ∫ R | f(x + iy) − f(x) |_p dx = 0.

18.51. TĆtel: Cauchy-formula. Ha 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ H^p_+, akkor x ∈ R, y > 0 esetĆn

f(x + iy) = 1 2πi ∫ R f(t) t − (x + iy) dt Ćs ∫ R f(t) t − (x − iy) dt = 0

Megfordątva, ha h ∈ L^p(R; C) Ćs x ∈ R, y > 0 esetĆn ∫ R h(t) t − (x − iy) dt = 0,

akkor az f(x + iy) = 1 2πi ∫ R h(t) t − (x + iy) dt ŤsszefĄggĆssel de˛niălt fĄggvĆnyre f ∈ H^p_+ Ćs h(x) = lim_z ∨_{−→x} f(z) majdnem mindenĄtt.

18.52. MegjegyzĆs. A fentiek alapjăn čgy tekinthetŞ, hogy H^p_+ ⊂ L^p(R; C), ha 1 ≤ p ≤ ∞. Megmutathatć, hogy zărt altĆr, ągy maga is Banach-tĆr.

18.53. Paley{Wiener-tĆtel. Egy f ∈ L^2(R; C) fĄggvĆny pontosan akkor van H^2_+-ben, ha a Fourier-transzformăltja majdnem mindenĄtt nulla a [0, +∞[ intervallumon kąvĄl.

18.54. MegjegyzĆs. EbbŞl măr kŤnnyen kŤvetkezik, hogy egy f ∈ L^2(R; C) fĄggvĆny pontosan akkor van H^2_−-ben, ha a Fourier-transzformăltja majdnem mindenĄtt nulla a ] − ∞, 0] intervallumon kąvĄl. Mivel a Fourier-transzformăcić L^2-n belsŞ szorzat tartć, minden f ∈ L^2(R; C) fĄggvĆny egyĆrtelmŰen ąrhatć fel egy f_+ ∈ H^2_+ Ćs egy f_− ∈ H^2_− fĄggvĆny ortogonălis ŤsszegekĆnt. A megfelelŞ P_+ : L^2 → H^2_+ Ćs P_− : L^2 → H^2_− ortogonălis projekcićkat Riesz-projekcićnak hąvjuk.

18.55. De˛nącić. Legyen φ ∈ L^∞(R; C) rŤgzątett. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel az ehhez a fĄggvĆnyhez tartozć T_φ : H^2_+ → H^2_+ TŤplitz-operătort a T_φf = P_+(φf) ŤsszefĄggĆs, a H_φ : H^2_+ → H^2_− Hankel-operătort pedig a H_φf = P_−(φf) ŤsszefĄggĆs de˛niălja.

18.56. Nehari tĆtele. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, ha φ ∈ L^∞(R; C), akkor ‖H_φ‖ = d(φ, H^∞_+ ), ahol a d tăvolsăg L^∞(R; C)-ben ĆrtendŞ. • 442/13 : < 19.6. TĆtel. 19.4 jelŤlĆseivel, tegyĄk fel, hogy L ∈ C^m(Q) Ćs az x ∈ M > 19.6. TĆtel. 19.4 jelŤlĆseivel, tegyĄk fel, hogy L ∈ C^{m+1}(Q) Ćs az x ∈ M

• 447/−11 : < jelŤlĆsekkel, az n = 1, m = 1 eset vizsgălatăra szorątkozunk. > jelŤlĆsekkel, az m = 1, L ∈ C^2(Q) eset vizsgălatăra szorątkozunk.

• 447/−3 : < hogy a ddt ( L(x, x^′) − x^′L_x′ (x, x^′) ) fĄggvĆny nulla, ągy az elsŞrendŰ

L(x, x^′) − x^′L_x′ (x, x^′) = c

egyenletre jutunk. > hogy a ddt ( L(x, x^′) − L_x′ (x, x^′)x^′ ) fĄggvĆny nulla, ągy az elsŞrendŰ

L(x, x^′) − L_x′ (x, x^′)x^′ = c

egyenletre jutunk.

• 448/6 : < 19.15. Brachisztochon-problĆma. Egy tŤmegpont egy sima pălyăn > 19.15. Brachisztochon-problĆma [10]. Egy tŤmegpont egy sima pălyăn

• 448/−8 : < di¸erenciălhatć, akkor az u^{(m)}(x) szimmetrikus m-lineăris forma koordinătăi > di¸erenciălhatć, akkor az u^{(m)}(x) szimmetrikus m-lineăris lekĆpezĆs koordinătăi

• 448/−66 : < ćs, rŤgzątett peremŰ variăcićs problĆmăt.. Legyenek n, m, k pozitąv termĆ- > ćs, rŤgzątett peremŰ variăcićs problĆmăt. Legyenek n, m, k pozitąv termĆ-

• 450/9 : < ∫ G ( ∑ |α|≤m

(−1)^α∂^α(L_∂α_u) ) v = 0, > ∫ G ( ∑ |α|≤m

(−1)^{|α|}∂^α(L_∂α_u) ) v = 0,

• 452/−3 : < f_n(x) = arctan nx arctan n

, n = 1, 2, . . . > f_n(x) = arctg nx arctg n

, n = 1, 2, . . .

19.23.5 Feladat [8]. TekintsĄnk egy

∑_∞

n=1 c_nz^n hatvănysort 1 konvergenciasugărral Ćs az egyszerŰsĆg kedvĆĆrt valćs egyĄtthatćkkal. Mutassuk meg, hogy az Ťsszeg u valćs rĆsze gradiense hosszănak nĆgyzetintegrălja a kŤrlapon

∑_∞ n=1 nc^2_n.

MegfelelŞ egyĄtthatćsorozatot vălasztva ĆrjĄk el, hogy legyen a hatvănysor egyenletesen konvergens (ągy u a Laplace-egyenletre vonatkozć Dirichlet-problĆma megoldăsa), de az integrăl ĆrtĆke vĆgtelen. • 454/11 : < ăllapot Ćs vezĆrlĆsi fĄggvĆnyek, valamint a t_2 vĆgpont meghatărozăsa. > ăllapot Ćs vezĆrlĆsi fĄggvĆnyek, valamint a t_1 vĆgpont meghatărozăsa.

• 454/−9 : < Ha a vezĆrlĆsi fĄggvĆny fĄgg x^′-tŞl, akkor az x^′(t) = ~w(t) ŤsszefĄggĆs > Ha az f vagy az L fĄggvĆny fĄgg x^′-tŞl, akkor az x^′(t) = ~w(t) ŤsszefĄggĆs

• 455/−9 : < Pontrjagin-fĄggvĆny, akkor lĆtezik λ ≥ 0, α ∈ R^{n∗}, nem mindkettŞ nulla Ćs p : [t_0, t_1] → R^{m∗} folytonos fĄggvĆny čgy, hogy > Pontrjagin-fĄggvĆny, akkor lĆtezik λ ≥ 0, α ∈ R^{n∗}, nem mindkettŞ nulla Ćs p : [t_0, t_1] → R^{n∗} folytonos fĄggvĆny čgy, hogy

• 455/−3 : < transzverzalităsi feltĆtelek. LĆtezik tovăbbă olyan p_0 : [t_0, t_1] → R folytonos > transzverzalităsi feltĆtelek. LĆtezik tovăbbă olyan p_0 : [t_0, t_1] → R folytonos

• 456/3 : < transzverzalităsi feltĆtel. A λ mindig vălaszthatć 1-nek vagy 0-nak. Ha g ≡ 0, akkor λ = 1. > transzverzalităsi feltĆtel. A λ mindig vălaszthatć 1-nek vagy 0-nak. Ha g_i ≡ 0, akkor α_i = 0 vălaszthatć.

• 456/−14 : < kŤnyvĆnek III. kŤtete 48. §-ăra utalunk. > kŤnyvĆnek III. kŤtete 48. §-ăra utalunk.

* 19.33.1. Feladat [10]. Oldjuk meg a kŤvetkezŞ irănyątăsi feladatot: az egyenesen kell egy tŤmegpontot eljuttatni −1-bŞl 1-be minimălis idŞ alatt, 1-nĆl kisebb abszolčt ĆrtĆkŰ gyorsulăssal.

* 19.33.2. Feladat [11]. Oldjuk meg a kŤvetkezŞ irănyątăsi feladatot: az egyenesen x_0 helyen tartćzkodć v_0 sebessĆgŰ tŤmegpontot kell minimălis idŞ alatt az origćban megăllątani. Mutassuk meg, hogy a vezĆrlĆs feląrhatć a pillanatnyi hely Ćs sebessĆg fĄggvĆnyekĆnt. Ŕbrăzoljuk a mozgăst a făzistĆrben.

* 19.33.3. Feladat [12]. Ŋrjuk fel a Pontrjagin-elvbŞl adćdć egyenleteket a (fĄggŞleges) Ăsima" Holdraszăllăs minimălis Ązemanyagfelhasznălăssal irănyątăsi feladatăra az alăbbi feltĆtelekkel, a Hold forgăsăt ˛gyelmen kąvĄl hagyva (a gyorsulăs 0 Ćs a kŤzŤtt lehet):

(1) sem az Űrhajć tŤmegĆnek, sem a gravităcićs mezŞnek a văltozăsăt nem vesszĄk ˛gyelembe;

(2) csak az Űrhajć tŤmegĆnek văltozăsăt vesszĄk ˛gyelembe; (3) mindkettŞt ˛gyelembe vesszĄk.

* 19.33.4. Feladat [11]. Ŋrjuk fel a Pontrjagin-elvbŞl adćdć egyenleteket a rakĆtaindątăs feladatăra homogĆn gravităcićs tĆrben. A rakĆtănak minimălis Ązemanyagfelhasznălăssal kell egy adott pontot elĆrnie, a gyorsulăs 0 Ćs a kŤzŤtt lehet.

* 19.33.5. Feladat: visszatĆrĆs a Holdrćl [13]. A feladat egy Űrhajć lefĆkezĆse a FŤld lĆgkŤrĆben Ćs FŤld kŤrĄli pălyăra ăllątăs minimălis felmelegedĆssel. Legyen x_1 a sebessĆg, x_2 a hajlăsi szŤg a Ăpillanatnyi vązszinteshez", x_3 a magassăg a felsząn felett R fŤldsugăr egysĆgekben vĆve, w a ĂfĆkezĆs", ϱ = ϱ_0e^{−βRx3} a levegŞ sŰrŰsĆge. A kezdeti adatok x_1(t_0) = 10,8 km/s, x_2(t_0) = 0,0045π, x_3(t_0) = 120 km/R, a cĆladatok x_0(t_1) = 8,1 km/s, x_2(t_1) = 0, x_3(t_1) = 75 km/R. Az x^′_i = f_i(x_1, x_2, x_3, w) vezĆrlĆsi feltĆtelekben

f_1 = −

F ϱx^2_1 2 c_1(w) − g sin x_2 (1 + x_3)^2 , f_2 =

F ϱx_1 2 c_2(w) + x_1 cos x_2 R(1 + x_3) − g cos x_2 x_1(1 + x_3)^2 , f_3 = x_1 sin x_2 R ; itt F az Űrhajć keresztmetszet/tŤmege, g a gravităcićs gyorsulăs, c_1(w) = 1,174 − 0,9 cos w, c_2(w) = 0,6 sin w, a (nem SI egysĆgekben megadott!) aerodinamikus ellenăllăs illetve emelŞ erŞ. A felmelegedĆst kąvănjuk minimalizălni, a kŤzelątŞ gyakorlati formula: ∫_{t1}

t_0

x^3_1 √ ϱ → min .

Az Űrhajćsokrćl feltesszĄk, hogy bărmit kibąrnak, a FŤld nyugvć gŤmb, Ćs a FŤld kŤzĆppontjăn ătmenŞ sąkban repĄlĄnk. Ŋrjuk fel a Pontrjagin-elvbŞl adćdć egyenleteket, hatărozzuk meg a vezĆrlĆst, Ćs visszaąrva az egyenletekbe, hatărozzuk meg a di¸erenciălegyenleteket Ćs a peremfeltĆteleket. (Az adott numerikus esetben a magassăg lemegy kb. 50 km-ig, majd nŞ, a sebessĆg kezdetben kicsit nŞ, majd csŤkken, t_1 = 224,9 s.)

• 457/9 : < p^′ = −H_x = λL_x, p(t_1) = −α, ~p^′ = −H_{x̃} = 0, ~p(t_1) = −~α, >

p^′ = −H_x = λL_x, p(t_1) = −α, ~p^′ = −H_{x̃} = λL_{x̃}, ~p(t_1) = −~α,

• 457/−4.. − 1 : <

L_x ( t, x(t), x^′(t) ) Ćs L_x′ ( t, x(t), x^′(t) ) x^′(t) − L ( t, x(t), x^′(t) ) bal Ćs jobboldali hatărĆrtĆke megegyezik, ezek a Weierstrass{Erdmann-fĆle tŤrĆsi feltĆtelek. FigyeljĄk meg a Pontrjagin-fĄggvĆny szoros kapcsolatăt a mechanikăban hasznălatos Hamilton-fĄggvĆnnyel. >

L_x′ ( t, x(t), x^′(t) ) illetve L_x′ ( t, x(t), x^′(t) ) x^′(t) − L ( t, x(t), x^′(t) )

bal Ćs jobb oldali hatărĆrtĆke megegyezik, ezek a Weierstrass{Erdmann-fĆle tŤrĆsi feltĆtelek. FigyeljĄk meg a Pontrjagin-fĄggvĆny szoros kapcsolatăt a mechanikăban hasznălatos Hamilton-fĄggvĆnnyel.

* 19.34.1. Feladat [11]. Alkalmazzuk a Pontrjagin-fĆle maximumelvet a szakaszonkĆnt folytonosan di¸erenciălhatć x : [a, b] → R^n fĄggvĆnyekre vonatkozć

∫_b a L ( t, x(t), x^′(t) ) dt → min, x(a) = x_0, x(b) = x_1

∫_b a f ( t, x(t), x^′(t) ) dt = c

mellĆkfeltĆteles problĆmăra, Ćs vezessĄk le a megfelelŞ Euler{Lagrange-egyenleteket.

* 19.34.2. Feladat [11]. Hatărozzuk meg kĆt vĆgĆn felfĄggesztett homogĆn sčlyos lănc alakjăt (lăncgŤrbe).

• 458/−1 : < kŤzelątĆs javąthatć. PĆldăul a Newton-mćdszer alkalmazăsăval kaphatunk jobb kŤzelątĆseket adć α_0, α_1, α_2, . . . paramĆtersorozatot. > kŤzelątĆs javąthatć, Ćs kaphatunk jobb kŤzelątĆseket adć α_0, α_1, α_2, . . . paramĆtersorozatot.

* 19.36. DiszkrĆt irănyątăsi feladat. Tipikus esetkĆnt tekintsĄnk egy gyărtăsi folyamatot, amelyben egy x_1 kezdeti ăllapotbćl kiindulva, ha egy w_1 vezĆrlĆst vălasztottunk, az x_2 = φ_1(x_1, w_1) ăllapotba jutunk, ahol x_1 ∈ R^N , w_1 ∈ W_1 ⊂ R^M , Ćs kŤzben k_1(x_1, w_1) kŤltsĆg lĆp fel, majd ha egy w_2 vezĆrlĆst vălasztunk, az x_3 = φ_2(x_2, w_2) ăllapotba jutunk, ahol x_2 ∈ R^N , w_2 ∈ W_2 ⊂ R^M , Ćs kŤzben k_2(x_2, w_2) kŤltsĆg lĆp fel stb. (PĆldăul lehet x_j Ťsszesen N kĆmiai anyag eloszlăsa a j-edik lĆpĆs elŞtt egy vegyipari gyărtăsi folyamatban.) A φ_j Ćs k_j fĄggvĆnyek adottak, Ćs ălljon a gyărtăs Ťsszesen n lĆpĆsbŞl; az utolsć kŤltsĆgbe annak a kŤltsĆgĆt is beleĆrtjĄk, hogy a vĆgtermĆk elmarad valamely Ăideălis" vĆgtermĆktŞl. Legyen

K_r(x_r, w_r, w_{r+1}, . . . , w_n) := n∑ j=r k_j (x_j , w_j )

az utolsć n − r + 1 lĆpĆs kŤltsĆge, Ćs

(r, x_r) → S_r(x_r ) := inf_{wr ,... ,wn} K_r(x_r , w_r, w_{r+1}, . . . , w_n), S_{n+1}(x_{n+1}) ≡ 0

az čgynevezett Bellman-fĄggvĆny.

* 19.37. TĆtel. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, (1) a Bellman-fĄggvĆnyre

S_r(x_r ) = inf_{wr ∈Wr} k_r(x_r, w_r) + S_{r+1} ( φ_r(x_r , w_r) ) , ha r = 1, . . . , n;

(2) az x_r Ćs w_j ∈ W_j , j = r, . . . , n văltozćkra a x_{j+1} = φ_j (x_j , w_j ), j = r, . . . , n ĆrtĆkekkel pontosan akkor teljesĄl, hogy S_r(x_r ) = K_r(x_r, w_r , w_{r+1}, . . . , w_n), ha S_j (x_j ) = k_j (x_j , w_j ) + S_{j+1}(x_{j+1}), j = r, . . . , n.

Bizonyątăs. (1)-hez nyilvăn K_r(x_r , w_r, w_{r+1}, . . . , w_n) = k_r(x_r, w_r) + K_{r+1} ( φ(x_r , w_r), w_{r+1}, . . . , w_n )

teljesĄl a kŤltsĆgekre. Mivel nyilvăn inf w_r ,... ,w_n

K_r(x_r, w_r, w_{r+1}, . . . , w_n) = inf_{wr} inf_{wr+1,... ,wn} K_r(x_r , w_r, w_{r+1}, . . . , w_n),

kapjuk (1)-et.

(2)-hŤz tetszŞleges w_j ∈ W_j , j = r, . . . , n-re a megfelelŞ x_{j+1} = φ_j (x_j , w_j ), j = r, . . . , n ĆrtĆkekkel

S_r(x_r ) ≤ k_r(x_r, w_r) + S_{r+1}(x_{r+1}) ≤ . . . ≤ K_r(x_r , w_r, w_{r+1}, . . . , w_n). Ha az adott ĆrtĆkekre egyenlŞsĆg ăll, akkor mindenĄtt egyenlŞsĆgnek kell ăllnia, ągy kapjuk (2)-t.

* 19.38. KŤvetkezmĆny: Bellman-fĆle optimum elv. A kŤvetkezŞ kĆt ăllątăs ekvivalens:

(1) az x_1 Ćs w_j ∈ W_j , j = 1, . . . , n văltozćkra az x_{j+1} = φ_j (x_j , w_j ), j = 1, . . . , n ĆrtĆkekkel S_1(x_1) = K_1(x_1, w_1, w_2, . . . , w_n);

(2) az x_1 Ćs w_j ∈ W_j , j = 1, . . . , n văltozćkra az x_{j+1} = φ_j (x_j , w_j ), j = 1, . . . , n ĆrtĆkekkel S_m(x_m) = K_m(x_m, w_m, w_{m+1}, . . . , w_n)

teljesĄl, ha m = 1, 2, . . . , n.

* 19.39. Bellman mćdszere. Meghatărozva az optimălis vezĆrlĆseket az

S_j (x_j ) = k_j (x_j , w_j ) + S_{j+1}(x_{j+1})

egyenletekbŞl j = n, n − 1, . . . , 1-re x_j fĄggvĆnyĆben, kapjuk az optimălis vezĆrlĆst.

A kŤvetkezŞ cĆlunk a Lagrange-elv ăltalănosątăsa Banach-terekre, egyenlŞtlensĆg tąpusč feltĆteleket is megengedve. Az eszkŤz a Dubovickij{Miljutyin-elmĆlet lesz. A Lagrange-elv ăltalănos alakja lehetŞvĆ teszi a Pontrjagin-fĆle maximumelv bizonyątăsăt is. RĆszben Păles [102] jegyzetĆt, rĆszben Zeidler [147] kŤnyvĆt kŤvetjĄk.

* 19.40. Konvex fĄggvĆnyek. Egy X valćs normălt tĆr egy rĆszhalmazăt [−∞, +∞]-be kĆpezŞ F fĄggvĆnyt konvexnek nevezĄnk, ha 0 < α < 1 esetĆn F ( αx + (1 − α)y ) ≤ αF (x) + (1 − α)F (y),

valahănyszor a jobb oldal Ćrtelmezve van. Minden ilyen fĄggvĆnyt kiterjeszthetĄnk az egĆsz X-en konvex fĄggvĆnnyĆ, ha az eredeti ĆrtelmezĆsi tartomănyăn kąvĄl +∞- nek de˛niăljuk. Nyilvăn ha F nem vette fel a +∞ ĆrtĆket, akkor visszakaphatjuk a kiterjesztĆsbŞl. Ŕltalănosabban, azon pontok halmaza, ahol F (x) < +∞, egy konvex halmaz. Ha ezen a halmazon valahol F (x) = −∞, akkor az egĆsz halmazon.

* 19.41. Ŕllątăs. Egy X normălt teret [−∞, +∞]-be kĆpezŞ F fĄggvĆnyre az alăbbiak ekvivalensek: (1) F folytonos x-ben;

(2) F felĄlrŞl korlătos az x egy kŤrnyezetĆben.

Tovăbbă ha egy U nyąlt halmazon F vĆges Ćs valamely pontjăban folytonos, akkor az egĆsz U-n folytonos.

Bizonyątăs. Nyilvăn (1)-bŞl kŤvetkezik (2). A megfordątăshoz feltehetjĄk, hogy x = 0, F (x) = 0. TegyĄk fel, hogy U_r(0)-n F -nek felsŞ korlătja M. Ha 0 < ε < 1, akkor

y = (1 − ε) · 0 + ε y ε , 0 = 1 1 + ε y + ε 1 + ε −y ε , ągy ha y ∈ U_{εr}(0), akkor

F (y) ≤ (1 − ε)F (0) + εF (y/ε) ≤ εM,

Ćs ha −y ∈ U_{εr}(0), akkor

F (y) ≥ (1 + ε)F (0) − εF (−y/ε) ≥ −εM.

A măsodik ăllątăs bizonyątăsăhoz feltehetjĄk, hogy 0 ∈ U Ćs F a 0-ban folytonos. Az F felĄlrŞl korlătos valamilyen M-mel valamely U_r(0)-n. Legyen x ∈ U Ćs vălasszunk olyan ϱ > 1-et, amelyre ϱx ∈ U. A h(y) = (1 − 1/ϱ)y + (1/ϱ)(ϱx) ŤsszefĄggĆssel de˛niălt h homeomor˛zmusa X-nek Ťnmagăra, h(0) = x, ągy h a nulla U_r(0) kŤrnyezetĆt x egy h ( U_r(0) ) kŤrnyezetĆre kĆpezi. Mivel F ( h(y) ) ≤ (1 − 1/ϱ)F (y) + 1 ϱ F (ϱx) ≤ (1 − 1/ϱ)M + 1 ϱ F (ϱx),

Ćs mivel (2)-bŞl kŤvetkezik (1), F folytonos x-ben. □

* 19.42. KŤvetkezmĆny. VĆges dimenzićs normălt tĆr nyąlt konvex rĆszhalmazăn valćs ĆrtĆkŰ konvex fĄggvĆny folytonos.

Bizonyątăs. Legyen F az eredeti U ĆrtelmezĆsi tartomănyon kąvĄl +∞, Ćs legyen x ∈ U. FeltehetjĄk, hogy x = 0. Vălasszunk egy S ⊂ U szimplexet, amely belsejĆben tartalmazza a 0-t, pĆldăul a szokăsos băzisvektorok Ćs ŤsszegĄk ellentettje konvex burkănak ε-szorosăt egy alkalmas ε > 0-ra. Mivel F korlătos S-en, folytonos a belsejĆben, ągy 0-ban is. □

* 19.43. De˛nącić. Egy X valćs normălt tĆr (vagy akăr lineăris tĆr) egy K rĆszhalmazăt kčpnak nevezzĄk, ha u ∈ K, α > 0 esetĆn αu ∈ K.

A K ⊂ X kčp duălis kčpja a

K^+ = { f ∈ X^∗ : f(u) ≥ 0, ha u ∈ K } halmaz. Nyilvănvalć, hogy K^+ konvex, zărt Ćs nem Ąres kčp X^∗-ban.

Legyen U ⊂ X nyąlt. A h_0 ∈ X vektort az F : U → R fĄggvĆny u_0 ∈ U-beli csŤkkenĆsi irănyănak nevezzĄk, ha van olyan ε > 0 Ćs V kŤrnyezete h_0-nak, hogy 0 < t < ε, h ∈ V esetĆn F ( u_0 + th) ) − F (u_0) t < 0.

Ha N ⊂ X, a h_0 ∈ X vektort az u_0 ∈ X-ben N-re nĆzve megengedett irănynak nevezzĄk, ha van olyan ε > 0 Ćs V kŤrnyezete h_0-nak, hogy 0 < t < ε, h ∈ V esetĆn u_0 + th ∈ N.

Ha N ⊂ X, a h ∈ X vektort az u_0 ∈ X-ben N-re nĆzve fĆlĆrintŞ irănynak nevezzĄk, ha van olyan ε > 0 Ćs t → u(t) gŤrbe, hogy u(t) = u_0 + th + ω(t) ∈ N, ha 0 < t < ε, ahol lim_{t↓0} ω(t)/t = 0.

Vilăgos, hogy a megengedett irănyok egyben fĆlĆrintŞ irănyok is, a fĆlĆrintŞ irănyok, a megengedett irănyok Ćs a csŤkkenĆsi irănyok is kčpot alkotnak, Ćs a kĆt utćbbi nyąlt.

A Dubovickij{Miljutyin-elmĆlet alapgondolata egyszerŰ: ha F -nek u_0-ban minimuma van N-nen, akkor nem lehet olyan csŤkkenĆsi irăny, amely megengedett irăny. Pontosabban, az alăbbi lemma teljesĄl.

* 19.44. Dubovickij{Miljutyin-lemma. Legyen X valćs normălt tĆr, U ⊂ X nyąlt Ćs F_0 : U → R tetszŞleges fĄggvĆny, N_1, . . . , N_n, N_{n+1} ⊂ X tetszŞleges halmazok. Az

F_0(u) → min, u ∈ n+1⋂ j=1 N_j

feltĆteles minimumfeladat u_0 megoldăsăra

n+1⋂ i=0 K_i = ∅,

ahol K_0 az F_0 fĄggvĆny u_0-beli csŤkkenĆsi irănyainak kčpja, K_j az N_j halmaz u_0- beli megengedett irănyainak kčpja, K_{n+1} pedig az N_{n+1} halmaz u_0-beli fĆlĆrintŞ irănyainak kčpja.

Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy a metszet nem Ąres, h_0 egy eleme. Ekkor lĆtezik egy V kŤrnyezete h_0-nak, ε > 0, Ćs ω : [0, ε[ → X, hogy

F_0(u_0 + th) < F (u_0), u_0 + th ∈ n⋂ j=1 N_j , u_0 + th_0 + ω(t) ∈ N_{n+1},

ha 0 < t < ε, h ∈ V , tovăbbă lim_{t↓0} ω(t)/t = 0. CsŤkkentve ε-t, feltehetjĄk, hogy h(t) = h_0 + ω(t)/t ∈ V , ha 0 < t < ε. Ekkor u_0 + th(t) ∈ N_j , ha j = 1, . . . , n, n + 1 Ćs F_0 ( u_0 + th(t) ) < F_0(u_0), ha 0 < t < ε, ami ellentmondăs. □

* 19.45. Dubovickij{Miljutyin elvălasztăsi lemma. Legyen X valćs normălt tĆr, K_0, . . . , K_n, K_{n+1} ⊂ X, n ≥ 0 nem Ąres konvex kčpok, Ćs tegyĄk fel, hogy K_0, . . . , K_n nyąltak. Ekkor_{n+1} ⋂ i=0 K_i = ∅

pontosan akkor teljesĄl, ha lĆteznek nem mind nulla f_i ∈ K^+_i funkcionălok, hogy f_0 + · · · + f_n + f_{n+1} = 0.

Bizonyątăs. Az elĆgsĆgessĆg bizonyątăsăhoz vegyĄk Ćszre, hogy f_0 = 0, . . . , f_n = 0 nem lehetsĆges, mert akkor minden f_j nulla lenne. Legyen f_j ≠ 0, f_j (v) ≠ 0. Ha u a metszet egy eleme lenne, akkor f_j (u + λv) ≥ 0 lenne, ha |λ| elĆg kicsi, ahonnan f_j (u) > 0 kŤvetkezne. Mivel f_i ∈ K^+_i , minden f_i nemnegatąv a metszeten, nem lehet az ŤsszegĄk nulla u-ban.

A szĄksĆgessĆg bizonyątăsăhoz legyen A = K_0 × · × K_n Ćs B = { (u, u, . . . , u) ∈ X^{n+1} : u ∈ K_{n+1} } .

Az A Ćs B diszjunk nem Ąres konvex kčpok X^{n+1}-ben, A nyąlt. A Hahn{BanachtĆtel elvălasztăsi alakja szerint van olyan f ≠ 0 Ćs c ∈ R, hogy f(b) ≤ c ≤ f(a), ha a ∈ A, b ∈ B. Mivel A Ćs B kčpok, λ > 0 esetĆn λf(b) ≤ c ≤ λf(a) is teljesĄl, ahonnan λ ↓ 0 hatărătmenettel c = 0. Legyen f_0(u) = f(u, 0, . . . , 0), . . . , f_n(u) = (0, . . . , 0, u) Ćs f_{n+1}(u) = −f(u, u, . . . , u). Nyilvăn f_{n+1}(u) ≥ 0, ha u ∈ K_{n+1}. Mivel f nem nulla, Ćs f(u_0, u_1, . . . , u_n) = f_0(u_0) + f_1(u_1) + · · · + f_n(u_n), a jobb oldalon szereplŞ funkcionălok valamelyike nem nulla. Ha u_i ∈ K_i rŤgzątett, akkor

(λu_0, . . . , λu_{j−1}, u_j , λu_{j+1}, . . . , λu_n) ∈ A, ągy λf_0(u_0) + · · · + λf_{j−1}(u_{j−1}) + f_j (u_j ) + λf_{j+1}(u_{j+1}) + · · · + λf_n(u_n) ≥ 0,

ahonnan λ ↓ 0 hatărătmenettel f_j (u_j ) ≥ 0, ha u_j ∈ K_j . □

* 19.46. Dubovickij{Miljutyin-tĆtel. A Dubovickij{Miljutyin-lemma jelŤlĆseivel, az ottani feltĆteles minimumfeladatot kąvănjuk vizsgălni. TegyĄk fel, hogy n ≥ 0, N^∘_j ≠ ∅, ha j = 1, . . . , n, Ćs K_0, . . . , K_{n+1} konvex nem Ąres halmazok. Ekkor (1) SzĄksĆges feltĆtel: ha u_0-ban feltĆteles minimum van, akkor lĆteznek f_i ∈ K^+_i , i = 0, . . . , n + 1 nem mind nulla funkcionălok, hogy f_0 + · · · + f_{n+1} = 0.

(2) Nemelfajulăs: ha ⋂

i≠k

K_i ≠ ∅,

akkor f_k ≠ 0.

(3) ElĆgsĆges feltĆtel: az (1)-ben szereplŞ szĄksĆges feltĆtel elĆgsĆges is, ha mĆg teljesĄl az is, hogy F_0 : X → R konvex Ćs folytonos, tovăbbă teljesĄl a SlaterfeltĆtel: van olyan h, amelyre h ∈ N^∘_j , j = 1, . . . , n Ćs h ∈ N_{n+1}.

A szĄksĆges feltĆtel nyilvăn lokălis feltĆteles minimum esetĆn is fennăll.

Bizonyątăs. A szĄksĆges feltĆtel kŤvetkezik a Dubovickij{Miljutyin-lemmăbćl Ćs Dubovickij{Miljutyin elvălasztăsi lemmăbćl.

Ha f_k = 0 Ćs ∩_{i≠k}K_i ≠ ∅ lenne, akkor f_0 + · · · + f_{n+1} = 0 ellentmondana a Dubovickij{Miljutyin elvălasztăsi lemmănak.

Az elĆgsĆgessĆg bizonyątăsăhoz tegyĄk fel indirekt, hogy van olyan u_1, amire F_0(u_1) < F_0(u_0) Ćs u_1 ∈ N_j , j = 1, . . . , n + 1. Legyen u = tu_1 + (1 − t)h, ha 0 < t < 1. A Slater-feltĆtel szerint u ∈ N^∘_j Ćs u ∈ N_{n+1}. A K_i de˛nącićja szerint u − u_0 ∈ K_i, ha i ≥ 1. Ha megmutatjuk, hogy u − u_0 ∈ K_0, akkor az a Dubovickij{ Miljutyin elvălasztăsi lemma miatt ellentmond (1)-nek. Az F_0 folytonossăga miatt talălhatunk olyan kis t > 0-t, hogy F_0(u) < F_0(u_0). Ha 0 < ε < 1, akkor

F_0 ( u_0 + ε(u − u_0) ) ≤ εF_0(u) + (1 − ε)F_0(u_0),

ahonnan

lim_{ε↓0}

F_0 ( u_0 + ε(u − u_0) ) − F_0(u_0) ε ≤ F_0(u) − F_0(u_0) < 0,

azaz u − u_0 ∈ K_0; a hatărĆrtĆk lĆtezĆse F_0 konvexsĆgĆbŞl kŤvetkezik. □

* 19.47. De˛nącić. Legyen X valćs vektortĆr, U ⊂ X nyąlt, u_0 ∈ U Ćs F : U → R. Az F csŤkkenĆsi irănyait az

—δF (u_0; h_0) = lim sup

t↓0,h→h_0

F (u_0 + th) − F (u_0) t mennyisĆg segątsĆgĆvel kąvănjuk vizsgălni. A lim sup čgy ĆrtendŞ, hogy mindazon α bŞvątett valćs szămok halmazănak a pontos alsć korlătja, amelyekhez van olyan ε > 0 Ćs V kŤrnyezete h_0-nak, hogy 0 < t < ε Ćs h ∈ V esetĆn

F (u_0 + th) − F (u_0) t ≤ α.

KŤnnyŰ lătni, hogy a h → —δF (u_0; h) lekĆpezĆs pozitąv homogĆn Ćs felĄlrŞl fĆlig folytonos. A kŤnnyebben kezelhetŞ

δF (u_0; h_0) = lim sup_{t↓0}

F (u_0 + th_0) − F (u_0) t mennyisĆget is hasznălni fogjuk, ami megegyezik az irăny menti derivălttal, ha az lĆtezik. Nyilvăn δF (u_0; h_0) ≤ —δF (u_0; h_0), ha h_0 ∈ X. A kĆt mennyisĆg gyakran megegyezik.

Ha h → —δF (u_0; h) konvex Ćs van olyan h_1 ∈ X, hogy —δF (u_0; h_1) < 0, akkor a rŤvidsĆg kedvĆĆrt azt fogjuk mondani, hogy F regulăris az u_0-ban.

* 19.48. TĆtel. Legyen X valćs normălt tĆr, U ⊂ X konvex nyąlt halmaz, u_0 ∈ U Ćs F : U → R. Ha az (1) F folytonos konvex fĄggvĆny; (2) F Lipschitz-fĄggvĆny; (3) F di¸erenciălhatć u_0-ban feltĆtelekbŞl valamelyik teljesĄl, akkor —δF (u_0; h_0) = δF (u_0; h_0)

minden h_0 ∈ X-re.

Bizonyątăs. Csak a ≤-t kell bizonyątanunk. Az (1) esetben legyen

α > lim sup_{t↓0}

F (u_0 + th_0) − F (u_0) t tetszŞleges. Ekkor van olyan ε > 0, hogy

F (u_0 + εh_0) − F (u_0) ε < α.

Ha 0 < t < ε, akkor

F (u_0 + th) ≤ F ( (1 − t/ε)u_0 + (t/ε)(u_0 + εh) ) ≤ (1 − t/ε)F (u_0) + (t/ε)F (u_0 + εh),

ezĆrt

—δF (u_0, h_0) ≤ lim sup

t↓0,h→h_0

(1 − t/ε)F (u_0) + (t/ε)F (u_0 + εh) t = lim sup

t↓0,h→h_0

F (u_0 + εh) − F (u_0) ε = lim sup

h→h_0

F (u_0 + εh) − F (u_0) ε < α;

az utolsć lĆpĆsben a folytonossăgot hasznăltuk.

A (2) esetben, ha L egy Lipschitz-konstans, akkor

F (u_0 + th) ≤ F (u_0 + th_0) + tL‖h − h_0‖,

ha t elĆg kicsi. Ŋgy

—δF (u_0, h_0) ≤ lim sup

t↓0,h→h_0 ( F (u_0 + th_0) − F (u_0) t + L‖h − h_0‖ )

≤ lim sup_{t↓0}

F (u_0 + th_0) − F (u_0) t + lim sup

h→h_0

L‖h − h_0‖

= lim sup_{t↓0}

F (u_0 + th_0) − F (u_0) t . VĆgĄl a (3) esetben, ha ω(h) = F (u_0 + h) − F (u_0) − F^′(u_0)h, akkor

—δF (u_0, h_0) ≤ lim sup

t↓0,h→h_0

F^′(u_0)th + ‖ ‖ω(th) ‖ ‖ t ≤ lim sup

h→h_0

F^′(u_0)h + lim sup

t↓0,h→h_0 ‖ ‖ω(th) ‖ ‖ ‖th‖ ‖h‖ = F^′(u_0)h_0. □

* 19.49. KŤvetkezmĆny. Ha F konvex Ćs folytonos u_0-ban, akkor h → —δF (u_0; h) konvex Ćs —δF (u_0; h) = lim t↓0 F (u_0 + th) − F (u_0) t vĆges.

Bizonyątăs. Mivel F mindenĄtt folytonos, ągy —δF (u_0; h) = δF (u_0; h), Ćs mivel t → F (u_0 + th) − F (u_0) t monoton nŤvekedŞ fĄggvĆnye t-nek, lĆtezik Ćs vĆges a jobb oldali hatărĆrtĆk, Ćs nyilvăn megegyezik δF (u_0; h)-val. Ha h_1, h_2 ∈ X tetszŞleges, akkor F ( u_0 + t ( αh_1 + (1 − α)h_2 )) ≤ αF ( u_0 + th_1 ) + (1 − α)F ( u_0 + th_2 ) . Innen δF ( u_0; αh_1 + (1 − α)h_2 ) ≤ αδF (u_0; h_1) + (1 − α)δF (u_0; h_2). □

* 19.50. TĆtel. Legyen X valćs normălt tĆr, U ⊂ X nyąlt, u_0 ∈ U Ćs F : U → R. Ha h_0 az F csŤkkenĆsi irănya u_0-ban, akkor —δF (u_0; h_0) ≤ 0. Ha —δF (u_0; h_0) < 0 akkor h_0 az F csŤkkenĆsi irănya u_0-ban. Ha F regulăris u_0-ban, akkor az utćbbi feltĆtel szĄksĆges Ćs elĆgsĆges ahhoz, hogy h_0 csŤkkenĆsi irăny legyen, Ćs a csŤkkenĆsi irănyok halmaza nem Ąres konvex kčp.

Bizonyątăs. Az elsŞ kĆt ăllątăs nyilvănvalć a de˛nącićbćl. Az utolsć ăllątăs bizonyątăsăhoz legyen h_0 csŤkkenĆsi irăny. Mivel h_0 belsŞ pontja a csŤkkenĆsi irănyok kčpjănak, van olyan 0 < t < 1, hogy h^′ = h_0 − th_1/(1 − t) is csŤkkenĆsi irăny, ągy —δF (u_0; h′) ≤ 0. A konvexităst alkalmazva

—δF (u_0; h_0) = —δF (u_0, th_1 + (1 − t)h′) ≤ t—δF (u_0; h_1) + (1 − t)—δF (u_0; h′) < 0.

Ezek szerint a csŤkkenĆsi irănyok kčpja a { h : —δF (u_0; h) < 0 } nąvćhalmaz, ami mint konvex fĄggvĆny nąvćhalmaza, konvex. □

* 19.51. TĆtel. Legyen X valćs normălt tĆr, U ⊂ X nyąlt, u_0 ∈ U, F : U → R Ćs N = { u ∈ U : F (u) ≤ F (u_0) } . Ha h_0 az N megengedett irănya u_0-ban, akkor —δF (u_0; h_0) ≤ 0. Ha —δF (u_0; h_0) < 0 akkor h_0 az N megengedett irănya u_0-ban. Ha F regulăris u_0-ban, akkor az utćbbi feltĆtel szĄksĆges Ćs elĆgsĆges ahhoz, hogy h_0 megengedett irăny legyen, Ćs a megengedett irănyok halmaza nem Ąres konvex kčp.

Bizonyątăs. Hasonlćan bizonyąthatć, mint az elŞzŞ tĆtel. □

* 19.52. Lemma: korlătos jobbinverz lĆtezĆse. Legyenek X Ćs Y Banachterek Ćs A egy X-et Y -ra kĆpezŞ korlătos lineăris operător. Ekkor lĆtezik olyan J : Y → X (nem feltĆtlenĄl lineăris Ćs nem is feltĆtlenĄl folytonos) lekĆpezĆs Ćs K valćs konstans, hogy A ( J(y) ) = y Ćs ‖ ‖J(y) ‖ ‖ ≤ K‖y‖ minden y ∈ Y -ra.

Bizonyątăs. Mivel A folytonos, ker(A) zărt, ągy | mint kŤnnyen lăthatć | az ~X = X/ ker(A) faktortĆr Banach-tĆr az ‖~x‖ = inf_{x∈x̃} ‖x‖ normăval Ćs az ~A~x = Ax, ha x ∈ ~x ŤsszefĄggĆssel Ćrtelmezett operător lineăris Ćs folytonos lekĆpezĆse ~X-nek Y -ra, amely korlătos ‖A‖-val. Alkalmazva Banach-nak a korlătos inverzre vonatkozć tĆtelĆt, ~A inverze, a ~J : Y → ~X operător korlătos. Minden y ∈ Y esetĆn vălasszunk egy J(x)-szel jelŤlt elemet a ~Jy osztălybćl čgy, hogy ‖ ‖J(x) ‖ ‖ ≤ 2‖ ~Jy‖ teljesĄljŤn. □

* 19.53. KŤvetkezmĆny: zărt kĆptĆr tĆtel. Legyenek X, Y Ćs Z Banachterek Ćs A : X → Y , B : X → Z korlătos lineăris operătorok. TegyĄk fel, hogy rng(A) Ćs B ( ker(A) ) zărt alterek. Ekkor a Cx = (Ax, Bx) ŤsszefĄggĆssel de˛niălt lekĆpezĆs Y × Z-beli kĆptere is zărt.

Bizonyątăs. Az A : X → rng(A) lekĆpezĆsnek lĆtezik egy J jobbinverze, amelyre ‖ ‖J(y) ‖ ‖ ≤ K‖y‖ teljesĄl. Ha (y, z) a rng(C) lezărtjăban van, akkor van olyan x_n sorozat, hogy (Ax_n, Bx_n) → (y, z). Mivel y ∈ rng(A), ĆrtelmezhetjĄk az x^′_n = J(Ax_n − y) sorozatot, amelyre A(x_n − x^′_n) = y Ćs ‖x^′_n‖ ≤ K‖Ax_n − y‖ → 0. Innen Bx^′_n → 0 Ćs ągy B(x_n − x^′_n) → z. Tehăt z benne van a {Bx : x ∈ X, Ax = y} halmaz lezărtjăban, ami a B ( ker(A) ) zărt altĆr eltoltja, tehăt zărt. EzĆrt van olyan x ∈ X, amelyre Ax = y Ćs Bx = z. □

* 19.54. Luszternyik tĆtele. Legyenek X Ćs Y Banach-terek, U ⊂ X nyąlt halmaz Ćs F : U → Y folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆny. Legyen u_0 ∈ U Ćs tegyĄk fel, hogy F^′(u_0) ĆrtĆkkĆszlete Y . Ekkor lĆtezik u_0-nak egy U_0 kŤrnyezete, egy K konstans Ćs egy φ : U_0 → X lekĆpezĆs, hogy u ∈ U_0 esetĆn F ( u + φ(u) ) = F (u_0) Ćs ‖ ‖φ(u) ‖ ‖ ≤ K ‖ ‖F (u) − F (u_0) ‖ ‖.

A tĆtelt Ćs az elsŞ kŤvetkezmĆnyĆt elolvasva az az ĆrzĆsĄnk tămadhat, hogy az implicit fĄggvĆny tĆtel segątsĆgĆvel ennĆl tŤbbet is be tudunk bizonyątani. A gondot az okozza, hogy a ker ( F^′(u_0) ) zărt altĆr nem feltĆtlenĄl Ăhasątja" az X teret, azaz nem biztos, hogy van hozză olyan zărt altĆr, hogy X a kettŞ direkt Ťsszege.

Bizonyątăs. A mćdosątott Newton-mćdszer alkalmazăsăval tŤrtĆnik. Az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy u_0 = 0 Ćs F (u_0) = 0. A lemma szerint az A = F^′(0) operătorhoz tartozć jobbinverz legyen J, Ćs K > 0 a megfelelŞ konstans. A folytonos di¸erenciălhatćsăg Ćs a kŤzĆpĆrtĆk-egyenlŞtlensĆg segątsĆgĆvel vălasszunk olyan ε > 0-t, hogy U tartalmazza az ε-năl kisebb normăjč elemeket Ćs teljesĄljŤn (1) ‖ F (u^′) − F (u^{′′}) − F^′(0)(u^′ − u^{′′}) ‖ ≤ 1 2K ‖u^′ − u^{′′}‖,

ha ‖u^′‖ < ε Ćs ‖u^{′′}‖ < ε. Vălasszunk olyan δ > 0-t, hogy ‖u‖ < δ esetĆn fennălljon ‖u‖ + K ‖ ‖F (u) ‖ ‖ < ε/2. Ha ‖x‖ < δ, akkor legyen x_0 = x Ćs

(2) x_{n+1} = x_n − J ( F (x_n) ) , ha n ≥ 0.

Indukcićval megmutatjuk, hogy ‖x_n‖ < ε, ha n ≥ 0. Ez n = 0-ra nyilvănvalć, Ćs

‖x_1 − x_0‖ ≤ ‖ ‖J(F (x_0)) ‖ ‖ ≤ K‖F (x_0)‖, ahonnan ‖x_1‖ ≤ ‖x_0‖ + ‖x_1 − x_0‖ < ε/2. Indukcićval, tegyĄk fel, hogy ‖x_i‖ < ε teljesĄl, ha i = 0, 1, . . . , k. A (2) de˛nącićt ătrendezve Ćs mindkĆt oldalra alkalmazva F^′(0)-t,

(3) F^′(0)(x_{i+1} − x_i) + F (x_i) = 0,

ha i = 0, 1, . . . , k. EbbŞl, felhasznălva (1)-et

(4) ‖x_{i+1} − x_i‖ = ‖ ‖ ‖J ( F (x_i) )‖ ‖ ≤ K ‖ ‖F (x_i) ‖ ‖ = K ‖ ‖F (x_i) − F (x_{i−1}) − F^′(0)(x_i − x_{i−1}) ‖ ‖ ≤ 1 2 ‖x_i − x_{i−1}‖.

Innen azonnal adćdik, hogy

(5) ‖x_{i+1} − x_i‖ ≤

‖x_1 − x_0‖ 2^i < ε 2^{i+1} , ha i = 0, 1, . . . , k. A hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg felhasznălăsăval

‖x_{k+1}‖ ≤ ‖x_{k+1} − x_k + x_k − . . . − x_1 + x_1‖ < ε 2 ( 1 2^k + 1 2^{k−1}

+ · · · + 1 2 + 1 ) < ε,

amivel az indukcićt befejeztĄk.

A (4) Ćs (5) egyenlŞtlensĆgek ismĆtelt felhasznălăsăval azt kapjuk, hogy

‖x_{n+m} − x_n‖ ≤ ( 1 2^{m−1}

+ · · · + 1 ) ‖x_{n+1} − x_n‖

< 2‖x_{n+1} − x_n‖ ≤

‖x_1 − x_0‖

2^{n−1} .

A sorozat tehăt Cauchy-sorozat, legyen a hatărĆrtĆke ψ(x). Megmutatjuk, hogy a φ(x) = ψ(x) − x fĄggvĆnnyel teljesĄl a tĆtel ăllątăsa K helyett 2K-val. Alkalmazva az (5) egyenlŞtlensĆget

‖x_n − x‖ < ( 1 2^{n−1}

+ · · · + 1 2 + 1 ) ‖x_1 − x‖ < 2‖x_1 − x‖

adćdik, amibŞl n → ∞ esetĆn azt kapjuk, hogy ‖ ‖φ(x) ‖ ‖ = ‖ ‖ψ(x) − x ‖ ‖ ≤ 2‖x_1 − x‖ = ‖ ‖ ‖J ( F (x) )‖ ‖ ≤ 2K ‖ ‖F (x) ‖ ‖, ahonnan ‖ ‖ψ(x)‖ ≤ ‖x‖ + 2‖x_1 − x‖ ≤ 2 ( ‖x‖ + K ‖ F (x) ‖) < ε.

Az (1) egyenlŞtlensĆg szerint F folytonos az ε-năl kisebb normăjč pontokban, ezĆrt ψ(x)-ben is. Alkalmazva (3)-at, a bizonyątandć F ( x + φ(x) ) = F ( ψ(x) ) = lim_{n→∞} F (x_n) = − lim_{n→∞} F^′(0)(x_{n+1} − x_n) = 0

ŤsszefĄggĆst kapjuk. □

* 19.55. KŤvetkezmĆny. Ha F^′(u_0)h = 0, akkor ‖ ‖φ(u_0 + h) ‖ ‖/‖h‖ → 0, amint

h → 0.

Bizonyątăs. ‖ ‖φ(u_0 + h) ‖ ‖ ≤ K ‖ ‖F (u_0 + h) − F (u_0) ‖ ‖ = ‖ ‖F (u_0 + h) − F (u_0) − F^′(u_0)h ‖ ‖ ≤ ‖h‖ sup

‖u−u_0‖≤ε ‖ F^′(u) − F^′(u_0) ‖ , ha ‖h‖ ≤ ε. □

* 19.56. KŤvetkezmĆny. Ha N = { u ∈ U : F (u) = 0 } , akkor N fĆlĆrintŞ irănyainak halmaza ker F^′(u_0).

Bizonyątăs. Azt, hogy ker F^′(u_0) elemei fĆlĆrintŞ irănyok, adja az elŞzŞ kŤ-

vetkezmĆny. Ha h_0 fĆlĆrintŞ irăny, akkor van olyan ε > 0 Ćs ω : ]0, ε[ → X, hogy F ( u_0 + th_0 + ω(t) ) = 0, ha 0 < t < ε Ćs lim_{t↓0} ω(t)/t = 0. Mivel F di¸erenciălhatć

u_0-ban, ϱ(h) = F (u_0 + h) − F (u_0) − F^′(u_0)h jelŤlĆssel lim_{h→0} ϱ(h)/‖h‖ = 0. Mivel

F (u_0) = 0, 0 = F ( u_0 + th_0 + ω(t) ) t = F^′(u_0) ( th_0 + ω(t) ) + ϱ ( th_0 + ω(t) ) t = F^′(u_0) ( h_0 + ω(t)/t ) + ϱ ( th_0 + ω(t) ) ‖ ‖th_0 + ω(t) ‖ ‖ ‖ ‖h_0 + ω(t)/t ‖ ‖. Innen t ↓ 0 hatărătmenettel kapjuk, hogy F^′(u_0)h_0 = 0. □

* 19.57. TĆtel. Legyen X valćs normălt tĆr, g : X → R felĄlrŞl fĆlig folytonos

pozitąv homogĆn Ćs konvex fĄggvĆny, amire g(h_0) < 0 valamely h_0 ∈ X-re. Ekkor a K = { h ∈ X : g(h) < 0 } kčp adjungălt kčpja { f ∈ X^∗ : van olyan λ ≥ 0, hogy f ≥ −λg } . (Itt 0 · ±∞ = 0.)

Bizonyątăs. Az nyilvănvalć, hogy ennek a halmaznak az elemei K^+-ban van-

nak. Legyen f ∈ K^+. A K nem Ąres konvex nyąlt halmaz. Ha f sehol sem pozitąv K-

n, akkor f = 0, Ćs λ = 0 vălaszthatć. EgyĆbkĆnt az A = { (h, t) ∈ X × R : g(h) < t } Ćs B = { (h, 0) ∈ X × R : f(h) = 0 } nem Ąres konvex halmazok, A nyąlt, B zărt.

Ha (h, t) a metszetben lenne, akkor g(h) < 0 Ćs f(h) = 0 teljesĄlne. Ez lehetetlen,

mivel f valahol pozitąv, Ćs innen az ŤsszekŤtŞ egyenesen h felĆ mozogva, tčljutva

h-n negatąvvă vălna, ami ellentmond annak, hogy f ∈ K^+. Alkalmazva a Hahn{

Banach-tĆtel elvălasztăsi alakjăt, olyan nem nulla F ∈ (X × R)^∗ lineăris funkcionălt

Ćs c konstanst kapunk, amelyre F |_B ≤ c ≤ F |_A. Mivel B altĆr, feltehetjĄk, hogy c = 0. Ŋgy F (h, 0) ≤ 0, ha f(h) = 0 Ćs F (h, t) = F (h, 0) + tF (0, 1) ≥ 0, ha g(h) < t. Az elsŞ egyenlŞtlensĆgbŞl a h → F (h, 0) lekĆpezĆs eltŰnik az f nullterĆn, ągy annak konstansszorosa, mondjuk F (h, 0) = kf(h). A măsodik egyenlŞtlensĆgbŞl t → +∞ hatărătmenettel F (0, 1) ≥ 0, majd t ↓ g(h) hatărătmenettel kf(h) + g(h)F (0, 1) ≥ 0 minden h-ra. Ha F (0, 1) = 0 lenne, akkor innen F = 0 adćdna, ami ellentmondăs. Mivel g(h_0) < 0, kf(h_0) > 0. Mivel f nemnegatąv K-n, ez csak čgy teljesĄlhet, ha k > 0. A λ = F (0, 1)/k vălasztăssal kĆszen vagyunk. □

* 19.58. TĆtel. Legyenek X Ćs Y Banach-terek A az X-et Y -ra kĆpezŞ korlătos lineăris operător. Ekkor ker(T )^+ = {y^∗ ∘ T : y^∗ ∈ Y^∗}.

Bizonyątăs. Az egyik irăny nyilvănvalć. Legyen f ∈ ker(A)^+. Ez azt jelenti, hogy f nulla ker(A)-n, mivel az altĆr. Legyen Cx = (Ax, fx), ha x ∈ X. A zărt kĆptĆr tĆtel feltĆtelei teljesĄlnek, ągy C kĆptere zărt, azonban a (0, 1) păr nincs benne. Vălasszuk el C kĆpterĆt a (0, 1)-tŞl egy H nem nulla lineăris funkcionăllal. A H nulla rng(C)-n. FeltehetjĄk, hogy H(0, 1) = −1. Az y^∗(y) = H(y, 0) jelŤlĆssel H(Cx) = y^∗ ( A(x) ) + H(0, 1)fx, azaz f = y^∗ ∘ A. □

* 19.59. Lagrange-szorzćk. Az

(1) F_0(u) → min, u ∈ N F_j (u) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , n, F_{n+1}(u) = 0

feltĆteles minimumproblĆmăt akarjuk tanulmănyozni. Az u_0-at a feltĆteles minimumproblĆma egy lokălis megoldăsănak fogjuk nevezni, ha van olyan U_0 kŤrnyezete, hogy F_0(u) ≥ F_0(u_0) minden u ∈ U_0-ra, ami teljesąti az (1)-ben szereplŞ mellĆkfeltĆteleket. SzĄksĆges Ćs elĆgsĆges feltĆtelt is a λ_j Ćs y^∗ Lagrange-szorzćk segątsĆgĆvel adhatunk: (2) n∑ i=0 λ_i —δF_i(u_0; u − u_0) + y^∗F^′_{n+1}(u_0)(u − u_0) ≥ 0, ha u ∈ N;

(3) λ_0, λ_1, . . . , λ_n ≥ 0, y^∗ ∈ Y^∗ λ_j F_j (u_0) = 0, j = 1, 2, . . . , n;

(4) F_j (u_0) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , n, F_{n+1}(u_0) = 0, u_0 ∈ N.

A (2) variăcićs egyenlŞtlensĆg az Euler{Lagrange-egyenleteknek felel meg, (3) Ćs (4) tovăbbi feltĆtelek. Nyilvăn λ_j = 0 kell legyen, ha F_j (u_0) < 0 (j = 1, . . . , n), azaz ekkor λ_j nem aktąv. FigyeljĄk meg, hogy ha egy pozitąv konstanssal megszorozzuk a Lagrange-szorzćkat, (2), (3) Ćs (4) ekvivalens feltĆtelbe mennek ăt, ągy akăr azt is feltehetjĄk, hogy vagy λ_0 = 0 (elfajulć eset), vagy λ_0 = 1 (nemelfajulć eset).

* 19.60. Ŕltalănosątott Kuhn{Tucker-tĆtel. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, tekintsĄk az alăbbi feltĆteleket: (5) X Ćs Y valćs Banach-terek;

(6) U ⊂ X nyąlt kŤrnyezete u_0-nak, F_i : U → R, a h → —δF (u_0; h) funkcionălok konvexek (i = 0, 1, . . . , n) Ćs F_j folytonos u_0-ban (j = 1, . . . , n);

(7) N konvex rĆszhalmaza X-nek, amelynek a belseje nem Ąres; (8) F_{n+1} : U → Y folytonosan di¸erenciălhatć U-n; (9) regularităs: rng ( F^′_{n+1}(u_0) ) zărt.

SzĄksĆgessĆg: ha (5){(9) teljesĄlnek, Ćs u_0 lokălis megoldăsa (1)-nek, akkor lĆteznek λ_0, λ_1, . . . , λ_n ≥ 0 valćs szămok Ćs y^∗ ∈ Y^∗, nem mind nulla, hogy (2), (3) Ćs (4) teljesĄlnek.

ElĆgsĆgessĆg: ha (5){(8) teljesĄlnek, akkor (2), (3) Ćs (4)-bŞl kŤvetkezik, hogy u_0 megoldăsa (1)-nek, feltĆve, hogy az alăbbi kĆt kiegĆszątŞ feltĆtel teljesĄl: (10) λ_0 = 1;

(11) F_0, F_1, . . . , F_n Ćs u → y^∗F_{n+1}(u) konvexek.

Hasznălni fogjuk az L Lagrange-fĄggvĆnyt, amelyet az

L(u, λ, y^∗) = λ_0F_0(u) + n∑ i=1 λ_iF_i(u) + y^∗F_{n+1}(u)

ŤsszefĄggĆssel de˛niălunk, ahol λ = (λ_1, λ_2, . . . , λ_n).

Bizonyątăs. Az elĆgsĆgessĆget bizonyątăsa teljesen elemi. Legyen

φ(t) = L(u_0 + t(u − u_0), λ, y^∗),

ahol t ∈ [0, 1] Ćs u ∈ N rŤgzątett. A φ fĄggvĆny konvex, valamint (2) szerint φ^′(0+) ≥ 0, ezĆrt a [0, 1]-en φ-nek minimuma van 0-ban. Innen kŤvetkezik, hogy

L(u_0, λ, y^∗) ≤ L(u, λ, y^∗), ha u ∈ N.

Mivel λ_0 = 1, a (3) Ćs (4) feltĆtelekbŞl

F_0(u_0) = L(u_0, λ, y^∗).

Minden u-ra, amely teljesąti az (1)-ben szereplŞ mellĆkfeltĆteleket,

L(u, λ, y^∗) ≤ F_0(u),

mivel λ_j ≥ 0. Innen F_0(u_0) ≤ F_0(u).

A szĄksĆgessĆg a Dubovickij{Miljutyin-tĆtelbŞl fog kŤvetkezni. A bizonyątăst tŤbb lĆpĆsre osztjuk.

I. ElŞszŤr a triviălis speciălis eseteket tekintjĄk. Ha h → —δF_0(u_0, h) nemnegatąv X-en, akkor λ_0 = 1, λ_j = 0, j = 1, 2, . . . , n, y^∗ = 0 vălasztăssal (2), (3) Ćs (4) teljesĄl. Ha h → —δF_j (u_0, h) nemnegatąv, F_j (u_0) = 0 valamely 1 ≤ j ≤ n-re, akkor λ_j = 1, λ_k = 0, ha k ≠ j, y_∗ = 0 vălasztăssal ĆlhetĄnk. Ha rng ( F^′_{n+1}(u_0) ) ≠ Y , akkor a Hahn{Banach-tĆtel elvălasztăsi alakja szerint az ĆrtĆkkĆszlet elvălaszthatć valamely rajta kąvĄl fekvŞ ponttćl egy y^∗ ∈ Y^∗-gal, amelyre tehăt y^∗F^′_{n+1}(u_0)h = 0 minden h ∈ X-re, ągy λ_i = 0, i = 0, 1, . . . , n vălasztăssal ĆlhetĄnk.

II. A tovăbbiakban feltesszĄk, hogy a triviălis speciălis esetek egyike sem teljesĄl. Ekkor az F_i, i = 0, 1, . . . , n fĄggvĆnyek regulărisak u_0-ban.

ElŞszŤr az F_0-hoz u_0-ban tartozć regulăris csŤkkenĆsi irănyok K_0 kčpjăval foglalkozunk. Tudjuk, hogy ez

K_0 = { h ∈ X : —δF_0(u_0; h) < 0 }

Ćs K^+_0 = { f ∈ X^∗ : van olyan λ_0 ≥ 0, hogy f ≥ −λ_0 —δF_0(u_0; .) } . Legyen N_j = { u ∈ X : F_j (u) ≤ 0 } , j = 1, 2, . . . , n,

Ćs tekintsĄk az N_j -hez u_0-ban tartozć megengedett irănyok K_j kčpjăt. Figyelembe vĆve, hogy F_j folytonos u_0-ban, kapjuk, hogy ha F_j (u_0) < 0, akkor K_j = X, Ćs ągy K^+_j = {0}. Ha F_j (u_0) = 0, akkor

K_j = { h ∈ X : —δF_j (u_0; h) < 0 }

Ćs ągy

K^+_j = { f ∈ X^∗ : van olyan λ_j ≥ 0, hogy f ≥ −λ_j —δF_j (u_0; .) } . A de˛nącićbćl Ćs a duălis kčp de˛nącićjăbćl kŤzvetlenĄl kŤvetkezik, hogy az N-hez az u_0-ban tartozć megengedett irănyok K kčpjăra K = { h ∈ X : h = α(u − u_0), u ∈ N^∘, α > 0 }

Ćs K^+ = { f ∈ X^∗ : f(u − u_0) ≥ 0, ha u ∈ N } . Az N_{n+1} = f^{−1}_{n+1}(u_0) halmazhoz u_0-ban tartozć fĆlĆrintŞ irănyok K_{n+1} kčpjăra megmutattuk, hogy az A = F^′_{n+1}(u_0) jelŤlĆssel a rng(A) = Y esetben K_{n+1} = ker(A) Ćs K^+_{n+1} = {y^∗ ∘ A : y^∗ ∈ Y^∗}.

Alkalmazzuk a Dubovickij{Miljutyin-tĆtelt. Az kapjuk, hogy lĆteznek nem mind nulla f ∈ K^+, f_i ∈ K^+_i , i = 0, . . . , n, n + 1 lineăris funkcionălok, hogy az ŤsszegĄk nulla, azaz f = −f_0 − f_1 − · · · − f_{n+1} ∈ K^+.

Ez azt jelenti, hogy

−f_0(u − u_0) − f_1(u − u_0) − · · · − f_{n+1}(u − u_0) ≥ 0, ha u ∈ N,

ągy vannak olyan λ_0, . . . , λ_n nemnegatąv valćs szămok Ćs y^∗ ∈ Y^∗, nem mind nulla, hogy −f_i ≤ λ_i —δF (u_0, .) i = 0, 1, . . . , n;

−f_{n+1} = y^∗ ∘ F^′_{n+1}(u_0);

0 =λ_j F_j (u_0) j = 1, . . . , n. □ * 19.61. KŤvetkezmĆny: ăltalănosątăs. Ha mĆg

F_i : U → R, F_i(u_0) = 0 i = n + 2, . . . , n + m

alakč feltĆtelek is vannak, ahol minden F_i, i = n + 2, . . . , n + m folytonosan di¸erenciălhatć U-n, azokat beolvaszthatjuk F_{n+1}-be, mivel u → ( F^′_{n+1}(u_0), . . . , F^′_{n+m}(u_0) ) ĆrtĆkkĆszlete zărt a zărt kĆptĆr tĆtel szerint. Ekkor lĆteznek λ_i ≥ 0, i = 0, 1, . . . , n, i = n + 2, . . . , n + m Ćs y^∗ ∈ Y^∗, nem mind nulla, hogy (2) helyett n∑ i=0 λ_i —δF_i(u_0; u − u_0) + n+m∑

i=n+2

λ_iF^′_i (u_0)(u − u_0) + y^∗F^′_{n+1}(u_0)(u − u_0) ≥ 0,

teljesĄl, ha u ∈ N; (3) Ćs (4) văltozatlan. □

* 19.62. KŤvetkezmĆny: speciălis esetek. Ha nincs egyenlŞsĆg tąpusč feltĆtel, akkor Y = {0} vălasztăssal ĆlhetĄnk, Ćs a bizonyątăs szerint K_{n+1} = X, ągy K^+_{n+1} = {0}, azaz feltehetjĄk, hogy y^∗ = 0, Ćs (2) arra redukălćdik, hogy n∑ i=0 λ_i —δF_i(u_0; u − u_0) ≥ 0, ha u ∈ N.

Ha nincs u ∈ N tąpusč feltĆtel, akkor N = X vălasztăssal ĆlhetĄnk. Ha az F_i : U → R, i = 0, 1, . . . , n fĄggvĆnyek konvexek, akkor a

h → —δF_i(u_0; h) = δF_i(u_0; h) = lim_{t↓0}

F_i(u_0 + th) − F_i(u_0) t lekĆpezĆsek is konvexek, ągy (6) helyett csak azt kell megkŤvetelni, hogy F_j , j = 1, . . . , n folytonos u_0-ban. Ha mĆg ezen kąvĄl X vĆges dimenzićs (az eredeti Kuhn{ Tucker-tĆtelben ez a kĆt feltĆtel szerepelt), akkor ezt sem, mert ekkor a konvex fĄggvĆnyek folytonosak. □

* 19.63. KŤvetkezmĆny: ăltalănos Lagrange-elv. TekintsĄk (6) helyett a (6’) U nyąlt kŤrnyezete u_0-nak, F_0, F_1, . . . , F_n : U → R di¸erenciălhatćak u_0-ban feltĆtelt.

SzĄksĆgessĆg: ha (5), (6’), (7){(9) teljesĄlnek, Ćs u_0 lokălis megoldăsa (1)-nek, akkor lĆteznek λ_0, λ_1, . . . , λ_n ≥ 0 valćs szămok Ćs y^∗ ∈ Y^∗, nem mind nulla, hogy

(2^′) n∑ i=0 λ_iF^′_i (u_0)(u − u_0) + y^∗F^′_{n+1}(u_0)(u − u_0) ≥ 0, ha u ∈ N,

tovăbbă (3) Ćs (4) teljesĄlnek.

ElĆgsĆgessĆg: ha (5), (6’), (7) Ćs (8) teljesĄlnek, akkor (2’), (3) Ćs (4)-bŞl kŤvetkezik, hogy u_0 megoldăsa (1)-nek, feltĆve, hogy az alăbbi kĆt kiegĆszątŞ feltĆtel teljesĄl:

(10) λ_0 = 1;

(11) F_0, F_1, . . . , F_n Ćs u → y^∗F_{n+1}(u) konvexek. □

A (2’), (3) Ćs (4) feltĆtelek az L Lagrange-fĄggvĆny segątsĆgĆvel is kifejezhetŞk. KŤnnyŰ kiszămolni, hogy a λ ∈ [0, +∞[^n, y^∗ ∈ Y^∗, u_0 ∈ U esetben (2’), (3) Ćs (4) a

L_u(u_0, λ, y^∗)(u − u_0) ≥ 0, ha u ∈ N, L_λ(u_0, λ, y^∗)(μ − λ) ≤ 0, ha μ ∈ [0, +∞[^n, L_y∗ (u_0, λ, y^∗) = 0

feltĆtelekkel ekvivalensek. Valćban, (2’) nyilvăn ekvivalens az elsŞ feltĆtellel, az F_{n+1}(u_0) = 0 feltĆtel pedig az utolsćval. A kŤzĆpsŞ feltĆtelben L_λ(u_0, λ, y^∗) = ( F_1(u_0), . . . , F_n(u_0) ) , ągy μ egyik koordinătăjăval tartva +∞-hez, a tŤbbit rŤgzątve F_j (u_0) ≤ 0 adćdik. Ha F_j (u_0) = 0, akkor nyilvăn λ_j F_j (u_0) = 0, ha viszont F_j (u_0) < 0, akkor a λ_j > 0 esetben μ_j = 0, μ_i = λ_i, ha i ≠ j vălasztăssal ellentmondăst kapnănk. Megfordątva, F_j (u_0) ≤ 0-bćl

∑_n j=1 μ_j F_j (u_0) ≤ 0, amibŞl levonva ∑_n

j=1 λ_j F_j (u_0) = 0-ăt, kapjuk a kŤzĆpsŞ egyenlŞtlensĆget.

Bizonyątăs. Alkalmazzuk a 19.48. tĆtelt.

* 19.64. BelsŞ pont mćdszerek. Az

(1) f_0(u) → min, u ∈ U f_j (u) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , k, f_j (u) = 0, j = k + 1, . . . , m

feltĆteles minimumproblĆmăt kąvănjuk numerikusan megoldani. Az egyenlŞsĆg tąpusč feltĆteleket kikĄszŤbŤlhetjĄk, ha f_0 helyett az f_0 +

∑_m

i=k+1(λifi)

2 fĄggvĆnyt minimalizăljuk, ahol λ_i ≠ 0 sčlyok. KĆrdĆs, hogyan cĆlszerŰ vălasztani a sčlyokat.

Az egyenlŞtlensĆg tąpusč feltĆteleket čgy vehetjĄk ˛gyelembe, hogy a cĆlfĄggvĆnyhez hozzăadunk egy − 1 t k∑ j=1 ln ( −f_j (u) )

tagot. Ez mint sorompć szerepel, az U^− = { u : f_j (u) < 0, j = 1, . . . , k } nyąlt halmaz belsejĆben tart minket, mert a hatărhoz kŤzeledve +∞-hez tart. Innen a belsŞ pont mćdszerek elnevezĆs. MinĆl nagyobb t, annăl gyengĆbb a sorompć, annăl kŤzelebb mehetĄnk a hatărhoz. A legegyszerŰbb sorompć mćdszernĆl U^− ∩ dmn(f_0) egy pontjăbćl indulunk. Egy adott pozitąv t-re minimalizălva (pĆldăul a fĆkezett Newton-mćdszerrel), ha u_0(t)-ben van a minimum, akkor megnŤvelt t-re, pĆldăul t helyett μt-re a u_0(t)-t hasznălhatjuk kezdŞpontnak, čjra minimalizălunk, stb. A tapasztalatok szerint a mćdszer 3 Ćs 100 kŤzŤtti μ-t vălasztva jćl mŰkŤdik, sebessĆge alig fĄgg μ-tŞl. Leggyakrabban μ ĆrtĆkĆt 10 Ćs 20 kŤzŤtt vălasztjuk. Fontos ĆszrevĆtel, hogy ha nincsenek egyenlŞsĆg tąpusč feltĆtelek Ćs u_0(t) a minimumhely, akkor u = u_0(t)-re

f^′_0(u) + k∑ j=1 f^′_j (u) −tf_j (u)

= 0,

ągy | legalăbbis a regulăris esetben | a

λ_j (t) = 1 −tf_j ( u_0(t) )

mennyisĆgek az u_0(t)-hez tartozć Lagrange-szorzćk, Ćs −

∑_k j=1 λ_j (t)f_j (u) az u = u_0(t) helyen k/t. Ez adhatja az Ťtletet a sokkal agressząvebb Ćs gyorsabb primălduăl belsŞ pont mćdszerhez.

TekintsĄk a

0 =f^′_0(u) + m∑ j=1 v_j f^′_j (u),

0 = − 1 t − v_j f_j (u), j = 1, . . . , k;

0 =f_j (u), j = k + 1, . . . , m

egyenletrendszert, amely a t > 0 paramĆtertŞl fĄgg. Ennek az (u, v) megoldăsăt keressĄk v_j > 0, ha j = 1, . . . , k feltĆtelek mellett fĆkezett Newton-mćdszerrel. Azt vărjuk, hogy t nŤvekedĆsĆvel (u, v) tart (u_0, λ)-hoz. Kiszămątjuk η = −

∑_k j=1 v_j f_j (u) ĆrtĆkĆt, Ćs t-t a k/η szăm μ-szŤrŤsĆnek vălasztjuk (μ rendszerint 10 kŤrĄli). Csak egyetlen iterăcićs lĆpĆst teszĄnk, majd čjraszămoljuk t-t. Az egyenes szakasz menti keresĆsnĆl kiszămątjuk azt a legnagyobb α-t, amely nem nagyobb mint 1, Ćs amelyre v_j + α´v_j ≥ 0, j = 1, . . . , k, majd az α kezdŞĆrtĆkĆnek ennek mondjuk 0,99- szeresĆt vesszĄk, Ćs ha kell, tovăbb csŤkkentjĄk α-t a fĆkezett Newton-mćdszernĆl leąrtak szerint. Az egĆsz program akkor ăll meg, ha η < ε Ćs

∑_m

j=k+1 fj (u)

2 meg az elsŞ egyenlet jobb oldala normanĆgyzetĆnek Ťsszege kisebb mint δ^2. Egy olyan u ∈ U^− pontbćl indulunk, amely mindegyik fĄggvĆny ĆrtelmezĆsi tartomănyăban benne van, v_j kezdŞĆrtĆke −1/ ( tf_j (u) ) , ha j = 1, . . . , k, a tŤbbi v_j tetszŞleges, pĆldăul nulla. Nincs garancia a konvergenciăra, kivĆve, ha az f_i, i = 0, 1, . . . , k fĄggvĆnyek szigorčan konvexek, az f_j , j = k + 1, . . . , m fĄggvĆnyek pedig lineăris plusz konstans alakčak.

Ha nem tudunk pontot U^−-ban, amire minden f_i Ćrtelmezve van, de ismerjĄk az ĆrtelmezĆsi tartomănyok egy kŤzŤs pontjăt, akkor az f_0 → min, f_j ≤ s, j = 1, . . . , k, f_j = 0, j = k+1, . . . , m, s = 0 problĆmăt prćbăljuk megoldani. Ha csak kĄlŤn-kĄlŤn tudunk egy-egy w_i ∈ dmn(f_i) pontot, akkor az f_0(u + w_0) → min, f_j (u + w_j ) ≤ s, j = 1, . . . , k, f_j (u + w_j ) = 0, j = k + 1, . . . , m, s = 0, w_i = 0, i = 0, 1, . . . , m problĆmăt prćbăljuk megoldani.

* 19.65. A Pontrjagin-fĆle maximumelv bizonyątăsa. Most măr rendelkezĆsĄnkre ăllnak azok az eszkŤzŤk, amelyekkel be tudjuk bizonyątani a Pontrjagin-fĆle maximumelvet. JelŤlje (P) a 19.32 pontban megfogalmazott irănyątăsi problĆmăt. Az ottani jelŤlĆseket fogjuk hasznălni. Az alaptrĄkk egy idŞtranszformăcić bevezetĆse, aminek segątsĆgĆvel egyrĆszt a tetszŞleges W halmazbćl egy N konvex halmazt kapunk, măsrĆszt a văltozć [t_0, t_1] intervallumbćl a rŤgzątett [0, 1] idŞintervallumot.

I. JelŤlje C a C ( [0, 1]; R ) fĄggvĆnyteret, C_+ pedig a C azon rĆszhalmazăt, amely olyan nemnegatąv, nem azonosan nulla v fĄggvĆnyekbŞl ăll, amelyeknek a nullhalmaza vĆges sok zărt intervallum egyesątĆse. VegyĄk Ćszre, hogy C_+ a C konvex rĆszhalmaza, amelynek belseje nem Ąres, pĆldăul az azonosan 1 fĄggvĆny a belsejĆben van. Minden v ∈ C_+ fĄggvĆnyhez hozzărendelĄnk egy idŞtranszformăcićt a

t(τ) = t_0 +

∫_τ 0 v(τ) dτ, ha τ ∈ [0, 1]

ŤsszefĄggĆssel. Azokon az intervallumokon, ahol v(τ) nem nulla, a transzformăcić kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, t^′(τ) = v(τ), de ha egy intervallumon v(τ) nulla, akkor ott t konstans. Az inverz transzformăcićt a

τ(t^∗) = min { τ ∈ [0, 1] : t(τ) = t^∗ } ŤsszefĄggĆssel de˛niăljuk. Tisztăn formălisan az eredeti (P) problĆma a

(P^′)

∫_1 0 L ( y(τ), w(τ), t(τ) ) v(τ) dτ → min

problĆmăval ekvivalens, ahol (y, t, v) ∈ C^n × C × C_+ Ćs

0 =y(τ) − a −

∫_τ 0 f ( y(τ), w(τ), t(τ) ) v(τ) dτ,

0 =t(τ) − t_0 −

∫_τ 0 v(τ) dτ,

0 =g ( t(1), y(1) ) .

Ezt az problĆmăt operătorokkal feląrva,

(P^{′′}) F_0(u) → min, u ∈ N, F_1(u) = 0,

ahol u = (y, t, v) ∈ X = C^n × C × C, N = C^n × C × C_+, Y = C^n × C × R^m Ćs F_1 az X-et Y -ba kĆpezi. Igazolnunk kell a formălis eljărăs jogossăgăt.

II. Megmutatjuk, hogy ha x, w Ćs t_1 az eredeti (P) problĆma egy megoldăsa Ćs adott w^∗ ∈ W -re Ćs v ∈ C_+-ra a

t(τ) = t_0 +

∫_τ 0 v(τ) dτ, y(τ) = x ( t(τ) )

de˛nącićkkal u = (y, t, v), tovăbbă de˛nącić szerint

w(τ) = { w ( t(τ) ) , ha v(τ) > 0, w^∗, ha v(τ) = 0,

akkor u megoldăsa (P’)-nek, feltĆve, hogy v(1) = t_1.

Valćban, w-nak csak vĆges sok szakadăsi helye van, tovăbbă t ∈ C, y ∈ C^n. JelŤlje w folytonossăgi helyeinek halmazăt S. A (P)-bŞl kŤnnyen kŤvetkezik, hogy u teljesąti a (P’)-beli mellĆkfeltĆteleket. Tovăbbă, čj văltozćt bevezetve,

(1) F^′_0(u) =

∫_{t1}

t_0 L ( x(t), w(t), t ) dt.

Ha most egy u = (y, t, v)-re teljesĄl (P’), akkor a

t(τ) = t_0 +

∫_τ 0 v(τ) dτ

transzformăcićval az y, w fĄggvĆnyekbŞl a

t → ~x(t), t → ~w(t), t ∈ [t_0, ~t_1]

fĄggvĆnyeket kapjuk, amelyek teljesątik a (P)-ben szereplŞ mellĆkfeltĆteleket, tovăb- bă F_0(u) =

∫_{t̃1}

t_0 L ( ~x(t), ~w(t), t) dt.

Mivel x, w megoldăsa (P)-nek, F_0(u) ≥ F_0(u).

Az alăbbiakban legyenek u, w rŤgzątettek. Csak az utolsć lĆpĆsben fogjuk felhasznălni, hogy u, w^∗ tetszŞlegesek.

III. Harmadik lĆpĆskĆnt a kŤvetkezŞ szĄksĆges feltĆtelt adjuk (P") teljesĄlĆsĆre: LĆtezik olyan λ ≥ 0 Ćs y^∗ ∈ Y^∗, nem mindkettŞ nulla, hogy minden u ∈ N-re a

(2) λF^′_0(u)(u − u) + y^∗F^′_1(u)(u − u) ≥ 0

variăcićs egyenlŞtlensĆg teljesĄl.

Ez az ăltalănos Lagrange-elvbŞl kŤvetkezik: csak azt kell megmutatnunk, hogy rng ( F^′_1(u) ) zărt, mert a tŤbbi feltĆtel nyilvăn teljesĄl. Az

F^′_1(u)(u − u) = b

egyenlet nyilvăn megfelel a (P’) feltĆtelben szereplŞ inhomogĆn egyenleteknek, ha azok bal oldalăt linearizăljuk, azaz

(3) b_1 =y − y −

∫_τ 0 f_x(P )v(y − y) dτ − ∫_τ 0 ( f_t(P )v(t − t) + f(P )(v − v) ) dτ, b_2 =t − t −

∫_τ 0 (v − v) dτ,

tovăbbă

(4) b_3 = g_t(Q) ( t(1) − t(1) ) + g_x(Q) ( y(1) − y(1) ) ; itt u = (y, t, v), P = ( y(τ), w(τ), t(τ) ) , tehăt a văltozćt nem ąrjuk ki, Ćs Q = ( t(1), y(1) ) . Fontos meg˛gyelĆs, hogy a (3) egyenletrendszer rŤgzątett v-re Volterra integrălegyenlet rendszer. Valćban, z = (y − y, t − t) Ćs alkalmas rŤgzątett k_1 ∈ C^n, k_2 ∈ C Ćs K : [0, 1] → L(R^{n+1}; R^{n+1}) folytonos fĄggvĆnyekkel az egyenletrendszer c = ( b_1 + k_1, b_2 + k_2) jelŤlĆssel

z(τ) = c(τ) +

∫_τ 0 K(σ)z(σ) dσ

alakba ąrhatć. A jobb oldalon ăllć operătort T -vel jelŤlve, teljes indukcićval | |T^ℓ(z_2)(τ) − T^ℓ(z_1)(τ) | | ≤ ‖K‖^ℓτ^ℓ ℓ! ‖z_2 − z_1‖, ha τ ∈ [0, 1].

Innen T valamely hatvănya kontrakcić, ągy pontosan egy (y, t) ∈ C^n × C megoldăsa van (3)-nak bărmely (b_1, b_2) ∈ C^n × C-re, Ćs ez folytonosan fĄgg (b_1, b_2)-tŞl.

JelŤlje h(u) a (4) egyenlet jobb oldalăt. Megmutatjuk, hogy rng ( F^′_1(u) ) pontosan azokbćl a b-kbŞl ăll, amelyekre

(5) b_1 ∈ C^n, b_2 ∈ C, b_3 = h ( u(b_1, b_2) ) + γ, ahol γ az R^n egy rŤgzątett Z lineăris alterĆn fut keresztĄl, (b_1, b_2) → u(b_1, b_2) pedig egy bizonyos folytonos fĄggvĆny C^n × C-n. Mivel Z zărt, u → h(u) pedig szintĆn folytonos, ebbŞl măr kŤvetkezik, hogy rng ( F^′_1(u) ) zărt.

Az (5) ŤsszefĄggĆs bizonyątăsăhoz, (3)-nak a b_1 = 0, b_2 = 0 homogĆn esethez tartozć Ťsszes u_h megoldăsănak halmazăt jelŤljĄk U_h-val. Az U_h − u halmaz lineăris altĆr, ągy h(U_h − u) is lineăris altĆr, ezt jelŤljĄk Z-vel. Tovăbbă rŤgzątett (b_1, b_2)-re (3)-nak pontosan egy megoldăsa van a v = v esetben is, ezt jelŤljĄk u(b_1, b_2)-vel. A (3) minden u megoldăsa u = u(b_1, b_2) + u_h alakč, amivel (5) teljesĄlĆsĆt belăttuk.

IV. Negyedik lĆpĆskĆnt az y^∗ Lagrange-multiplikătort vizsgăljuk meg. Mivel y^∗ ∈ Y^∗ Ćs Y = C^n × C × R^n,

y^∗ = (y^∗_1 , y^∗_2 , α) ∈ C^{n∗} × C^∗ × R^{n∗}.

ElŞszŤr megmutatjuk, hogy λ Ćs α nem lehet egyszerre nulla. A bizonyątăs indirekt. A b_1 = 0 Ćs b_2 = 0 vălasztăssal, rŤgzątve v = v_1 ≡ 1-et, megkonstruăljuk (3) egy u_1 = (y, t, v_1) megoldăsăt. A (2) ŤsszefĄggĆsbŞl azt kapjuk, hogy

y^∗F^′_1(u)(u_1 − u) = 0.

Mivel v_1 a C_+ belsejĆben van, u_1 az N belsejĆben van. EzĆrt (2)-bŞl λ = 0 miatt

y^∗F^′_1(u)(u − u) = 0

minden u ∈ X-re. Most felhasznălva (5)-Ťt azt kapjuk, hogy y^∗_1 = 0 Ćs y^∗_2 = 0, ągy y^∗ = 0, ez azonban ellentmond a III. lĆpĆsben bizonyątottaknak.

TegyĄk fel, hogy g valamelyik koordinătăja, mondjuk az utolsć, nulla. Hagyjuk el ezt a koordinătăt. MegismĆtelve az eddigieket, azt kapjuk, hogy a most eggyel kisebb dimenzićs α-val is fennăll, hogy λ = 0 Ćs α = 0 egyszerre nem teljesĄlhet. Ez azt jelenti, hogy akăr azt is feltehetjĄk, hogy α_n = 0. A (2) kulcsegyenlŞtlensĆg sem văltozik, az α_n szorzćja čgyis nulla. IsmĆtelve ezt a lĆpĆst, a g minden azonosan nulla koordinătăjăhoz tartozć α_i-rŞl feltehetjĄk, hogy nulla. FigyeljĄk meg, hogy ha minden koordinăta nulla, akkor azt kapjuk, hogy λ > 0.

V. A maximumelv bizonyątăsăhoz u Ćs u specializălăsăval jutunk el. Ebben a lĆpĆsben u-t specializăljuk (2)-ben. Minden v ∈ C_+-hoz vălasszuk a b_1 = 0, b_2 = 0- hoz tartozć egyetlen u megoldăsăt (3)-nak. Ekkor (2)-bŞl azt kapjuk, hogy λ ∫_1 0 ( L_x(P )v(y − y) + L_t(P )v(t − t) + L(P )(v − v) ) dτ + αg_t(Q) ( t(1) − t(1) ) + αg_x(Q)(y(1) − y(1) ) ≥ 0 Ćs (3) teljesĄl b_1 = 0, b_2 = 0-val. A (3) ŤsszefĄggĆst di¸erenciălhatjuk τ szerint az integrandus folytonossăgi pontjaiban, azaz ha τ ∈ S. Azt kapjuk, hogy

(6) y^′ − y^′ = f_x(P )v(y − y) + f_t(P )v(t − t) + f(P )(v − v), ha τ ∈ S, Ćs t^′ − t^′ = v − v, ha τ ∈ [0, 1], y(0) = y(0), t(0) = t(0) ≡ t_0.

Elhagytuk a τ-tćl valć fĄggĆs y^′(τ), t^′(τ), stb. explicit kiąrăsăt.

VI. A maximumelv minden văltozatăban fontos szerepet jătszik egy trĄkk, amit az Ăadjungălt ăllapotok bevezetĆsĆnek" szokăs nevezni. BevezetjĄk a φ Ćs ψ fĄggvĆnyeket, kikĄszŤbŤlve t-t Ćs y-t. CĆlunk a (7) ∫_1 0 ( λL(P ) − ψf(P ) + φ ) (v − v) dτ ≥ 0, ha v ∈ C_+

egyenlŞtlensĆg bizonyątăsa, ahol a φ Ćs ψ fĄggvĆnyeket a τ ∈ S esetĆn fennăllć (8) ψ^′(τ) = ( λL_x(P ) − ψ(τ)f_x(P ) ) v(τ),

φ^′(τ) = − ( λL_t(P ) − ψ(τ)f_t(P ) ) v(τ)

di¸erenciălegyenletekkel Ćs a

ψ(1) = −αg_x(Q), φ(1) = αg_t(Q)

kezdeti feltĆtelekkel vezetjĄk be. A φ Ćs ψ lĆtezĆse kŤnnyen adćdik, ha (8)-at integrăljuk 1-tŞl τ-ig, a kapott Volterra-integrălegyenletet megoldjuk [0, 1]-en, majd a kapott φ, ψ folytonos megoldăsokat di¸erenciăljuk S pontjaiban.

Ezeket a fĄggvĆnyeket čgy vezettĄk be, hogy a szorzat di¸erenciălăsi szabălyăt lehet alkalmazni az V. lĆpĆsben szereplŞ integranduszra. Nevezetesen, ha τ ∈ S, akkor λ ( L_x(P )v(y − y) + L_t(P )v(t − t) + L(P )(v − v) ) = ( ψ · (y − y)

)_′ − ( φ · (t − t)

)_′ − ( ψf(P ) − φ ) (v − v).

Figyelembe vĆve az V. lĆpĆsben szereplŞ egyenlŞtlensĆget integrălăssal azt kapjuk, hogy ( λL(P ) − ψf(P ) + φ ) (v − v) dτ + [ ψ · (y − y) − φ · (t − t)

]_{τ =1}

τ =0

+ αg_t(Q) ( t(1) − t(1) ) + αg_x(Q) ( y(1) − y(1) ) ≥ 0.

EbbŞl kŤvetkezik (7).

VII. Most a (7) integrălegyenlŞtlensĆget pontonkĆnti egyenlŞtlensĆggĆ văltoztatjuk. VezessĄk be a ´ fĄggvĆnyt a

´(τ) = λL(P ) − ψ(τ)f(P ) + φ(τ)

de˛nącićval. Minden τ ∈ S pontban azt kapjuk, hogy (9) ´(τ) = 0, ha v(τ) > 0, ´(τ) > 0, ha v(τ) = 0;

valćban, ennek ellenkezŞje kŤnnyen ellentmondăsra vezet, ha megfelelŞ v-t vălasztunk, mivel ´ folytonos a τ pontban.

VIII. A (8) ŤsszefĄggĆst integrălva 1-tŞl τ-ig azt kapjuk, hogy

ψ(τ) = ψ(1) +

∫_τ 1 ( λL_x(P ) − ψf_x(P ) ) v dτ,

φ(τ) = φ(1) −

∫_τ 1 ( λL_t(P ) − ψf_t(P ) ) v dτ.

ŔttĆrve a τ văltozćrćl a t = t(τ) văltozćra, amit a

t(τ) = t_0 +

∫_τ 0 v(τ) dτ

ŤsszefĄggĆssel de˛niălunk, kapjuk a p Ćs p_0 fĄggvĆnyeket, tehăt

p(t) = p(t_1) +

∫_t

t_1 ( λL_x(P ) − pf_x(P ) ) dt, p(t_1) = ψ(1) = −αg_x ( t_1, x(t_1) ) Ćs p_0(t) = p_0(t_1) −

∫_τ 1 ( λL_t(P ) − pf_t(P ) ) dt, p_0(t_1) = φ(1) = αg_t ( t_1, x(t_1) ) minden t ∈ [t_0, t_1]-re, ahol P = ( x(t), w(t), t) ) . EzekbŞl az egyenletekbŞl kŤvetkezik, hogy p Ćs p_0 folytonosak [t_0, t_1]-en. Di¸erenciălăssal kapjuk a p-re Ćs p_0-ra a tĆtelben szereplŞ di¸erenciălegyenletek fennăllăsăt.

IX. Most hasznăljuk ki, hogy w fĄgg v ∈ C_+ Ćs w^∗ ∈ W vălasztăsătćl. ŘrtelmezzĄk (9)-et v megfelelŞ vălasztăsăval. Legyen v(τ) ≡ t_1 − t_0. Az idŞtranszformăcićval ´(τ) = 0-bćl a t → w(t) optimălis irănyątăs minden pontjăban

λL(P ) − p(t)f(P ) + p_0(t) = 0.

Ez megegyezik a maximumelvben szereplŞ

(10) p_0(t) = H ( t, x(t), w(t), p(t), λ ) ŤsszefĄggĆssel. Magăt a maximumelvet čgy kapjuk, hogy olyan v-t vălasztunk, amelyre t egy pozitąv hosszčsăgč intervallumon egy adott t^∗-ot vesz fel ĆrtĆkkĆnt. VegyĄk Ćszre, hogy ez minden t^∗ ∈ [t_0, t_1]-re megtehetŞ. A (9)-ben szereplŞ ´(τ) ≥ 0 egyenlŞtlensĆgbŞl | ˛gyelembe vĆve w de˛nącićjăt is | azt kapjuk, hogy

(11) λL ( x(t^∗), w^∗, t^∗ ) − p(t^∗)f ( x(t^∗), w^∗, t^∗ ) + p_0(t^∗) ≥ 0

minden w^∗ ∈ W , t^∗ ∈ [t_0, t_1]-re. Azonban, (10) miatt (11) Ćppen a H ( t^∗, x(t^∗), w(t^∗), p(t^∗), λ ) ≥ H ( t^∗, x(t^∗), w^∗, p(t^∗), λ ) egyenlŞtlensĆg, ami a maximumelv. □

• 467/−16 : < (8) x = at^2 + b^t + c;

(9) (t − a)^2 + (x − b)^2 = c^2; (10) x = a cos t, y = a sin t;

(11) t^2 + x^2 + y^2 = a^2, t + x + y = b. > (8) x = at^2 + a^2; (9) x = at^2 + bt + c;

(10) (t − a)^2 + (x − b)^2 = c^2; (11) x = a cos t, y = a sin t;

(12) t^2 + x^2 + y^2 = a^2, t + x + y = b.

• 469/−4 : < homogĆn egyenlet y = x/t helyettesątĆssel szeparăbilisra vezethetŞ vissza. > homogĆn egyenlet y = x/t helyettesątĆssel szeparăbilisra vezethetŞ vissza. (NĆha Ćrdemes az ăltalănosabb y = x^ξt^τ helyettesątĆssel prćbălkozni, hătha szeparăbilis egyenletet kapunk.)

• 470/−13 : < (10) (a^2 + y^2) dx + 2x √ ax − x^2 dy = 0, y(a) = 0. > (10) (a^2 + y^2) dx + 2x √ ax − x^2 dy = 0, y(a) = 0;

(11) 2x ln y + x^2y^′/y = 0; (13) y^′ = sin y; (14) y^′ = 10^y; (15) y^′ = 10^{x+y}; (16) xy^′ + y = sin x; (17) xy^2(xy^′ + y) = a^2.

• 470/−10 : < (3) (t^2 + x^2)x^′ = tx;

(4) (x + y) dx − (x − y) dy = 0;

(5) (3x^2 + 6xy + 3y^2) dx + (2x^2 + 3xy) dy = 0.

> (3) x^′ = (x^2 + t^2)/(2tx); (4) (t^2 + x^2)x^′ = tx;

(5) (x + y) dx − (x − y) dy = 0; (6) (x + y) dx + (x − y) dy = 0; (7) (x + y) dx + (x + y) dy = 0;

(8) (3x^2 + 6xy + 3y^2) dx + (2x^2 + 3xy) dy = 0; (9) x^2 + xy + y^2 = x^2y^′; (10) (3x^2 − y^2)y^′ = 2xy; (11) 2xyy^′ = 3x^2 − y^2; (12) y^2 dx + (x^2 − xy) dy = 0; (13) y^3 dx + 2(x^2 − xy^2) dy = 0; (14) (x^2 − y^4)y^′ = xy; (15) 2y^′ + y^2 + 1/x^2 = 0; (16) x^2(y^′ + y^2) = a(xy − 1); (17) (y + y √ x^2y^4 − 1) dx + 2x dy = 0.

• 470/−1 : < (5) (t + x)^2x^′ = a^2. > (5) (t + x)^2x^′ = a^2; (6) x^′ = (at + bx + c)^2.

• 471/2 : < (1) (x + y + 1) dx + (2x + 2y + 1) dy = 0; (2) (x + y − 2) dx + (x − y + 4) dy = 0; (3) (2x − y + 1) dx + (2y − x − 1) dy = 0. > (1) y^′ = 2(y + 2)^2/(x + y − 1)^2; (2) (x + y + 1) dx + (2x + 2y + 1) dy = 0; (3) (x + y − 2) dx + (x − y + 4) dy = 0; (4) (2x − y + 1) dx + (2y − x − 1) dy = 0.

• 471/12 : < is bebizonyątjuk kĆsŞbb.) Lineărisra visszavezethetŞ az > is bebizonyątjuk kĆsŞbb.) NĆha az egyenlet t-ben, mint x fĄggvĆnyĆben lineăris. Lineărisra visszavezethetŞ az

• 471/−7 : < (6) y^′ + x^2y = x^2, y(0) = 1. > (6) y^′ + x^2y = x^2, y(0) = 1; (8) (y^2 − 6x)y^′ + 2y = 0; (9) y^′ − 1 = e^{x+2y}; (10) xy^′ + 1 = e^y.

• 471/−1 : < (5) y^{n−1}(ay^′ + y) = x. > (5) y^{n−1}(ay^′ + y) = x; (6) y^′ − 3y/(2x) = 3x √ y/2;

(7) 3y^2y^′ − ay^3 = x + 1.

• 472/5 : < (4) y^′ = e^xy^2 − y + e^{−x}. > (4) y^′ = e^xy^2 − y + e^{−x}; (5) x^2y^′ + (xy − 2)^2 = 0; (6) y^′ + Ay^2 = Bx^m; (7) xy^′ + 3y + y^2 = x^2.

• 472/−12 : < (1) t dt + x dx + (t^2 + x^2)t^2 dt = 0; (2) tg x dt − ctg t dx = 0; (3) x(1 + tx) dt − t dx = 0; (4) (x^2 + y^2 + 2x) dx − 2y dy = 0;

(5) (x^2y + y + 1) dx + (x + x^3) dy = 0; (6) xy^3 dx + (1 + 2x^2y^2) dy = 0; (7) (y + xy^2) dx + (x − x^2y) dy = 0;

(8) (3y^2/x − y/x^2 + 2y) dx + (8y^2/x + 1/x + 3y) dy = 0; (9) (xy + y^2) dx + (xy − x^2) dy = 0; (10) (y^3 − 2x^2y) dx + (2xy^2 − x^3) dy = 0. > (1) (2x + y + 1) dx + (x + 3y + 2 dy = 0; (2) y dx + (2x^2y − x) dy = 0; (3) (x^3 − 3xy^2) dx + (y^2 − 3x^2y) = 0; (4) t dt + x dx + (t^2 + x^2)t^2 dt = 0; (5) tg x dt − ctg t dx = 0; (6) x(1 + tx) dt − t dx = 0; (7) (x^2 + y^2 + 2x) dx − 2y dy = 0; (8) (x^2 + y^2 + 2x) dx + 2y dy = 0; (9) (x^2y + y + 1) dx + (x + x^3) dy = 0; (10) xy^3 dx + (1 + 2x^2y^2) dy = 0; (11) (y + xy^2) dx + (x − x^2y) dy = 0;

(12) (3y^2/x − y/x^2 + 2y) dx + (8y^2/x + 1/x + 3y) dy = 0; (13) (xy + y^2) dx + (xy − x^2) dy = 0; (14) (y^3 − 2x^2y) dx + (2xy^2 − x^3) dy = 0; (15) (xy + y^2) dx + (x − x^2y) dy = 0; (16) x(1 − y) dx + (y + x^2) dy = 0;

(17) (y + x^2y^3) dx + (x^3y^2 − 2x^2y + x) dy = 0; (18) cos x + e^x sin y + e^{−x}y^′ cos y = 0; (19) 3x^2 + 6xy^2 + (6x^2y + 4y^3)y^′ = 0.

• 474/6 : < (5) (tx^′ − x)^2 − x^{′2} − 1 = 0. > (5) (tx^′ − x)^2 − x^{′2} − 1 = 0; (6) xy^′ = √ 1 + y^{′2};

(7) y^{′3} − 3y^′ + 1 = 0; (8) x(1 + y^{′2} = 1; (9) y = y^′ ln y^′; (10) y = xy^′ + y^{′2}.

• 474/−1 : < (11) x^{′′′} = 2xx^′, x(0) = −2, x^′(0) = 0, x^{′′}(0) = 4.5. > (11) x^{′′′} = 2xx^′, x(0) = −2, x^′(0) = 0, x^{′′}(0) = 4,5; (12) yy^{′′2} = 1; (13) y^{′′} = ae^y; (14) x = y^{′′} + e^{y′′} ; (15) x = y^{′′}e^{y′′} ; (16) y^{′2} + y^{′′2} = 1.

• 475/8 : < (7) 2xx^{′′} − x^{′2} = (x^′ − tx^{′′})^2/3. > (7) y^{′′} − 2y/x^2 = 0; (8) xy^{′′} = y^′ + x sin(y^′/x).

• 475/−2 : < (4) x^′ = t^2 − x^2, x(0) = 1; (5) x^′ = x^2 − t, x(0) = 1. > (4) 2xx^{′′} − x^{′2} = (x^′ − tx^{′′})^2/3; (5) x(x − 1)y^{′′} − xy^′ + y = 0; (6) x^2y^{′′} ln x − xy^′ + y = 0; (7) x^′ = t^2 − x^2, x(0) = 1; (8) x^′ = x^2 − t, x(0) = 1.

• 485/−4 : < 22.7. GrŤnwall-lemma. Legyenek u Ćs v a [0, c] intervallumon adott > 22.6.5. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy a Peano-tĆtel feltĆtelei mellett minden megoldăs folytathatć teljes megoldăssă.

22.7. GrŤnwall-lemma. Legyenek u Ćs v a [0, c] intervallumon adott

• 486/−1 : < amibŞl ω(t) ≤ u(t) + y(t) miatt adćdik az ăllątăs. > amibŞl ω(t) ≤ u(t) + y(t) miatt adćdik az ăllątăs.

22.7.5. Feladat [8]. Oldjuk meg az alăbbi de¸erenciălegyenlŞtlensĆgeket: (1) y^′ ≤ 0; (2) xy^′ ≤ y; (3) yy^′ ≤ −x;

(4) 0 ≤ (x^2 − x0y^′ + y = x^2; (5) cos(x − y) ≤ y^′ ( 1 + cos(x − y) ) . • 495/−4 : < * 23.7. MegjegyzĆs. Az eddig tărgyalt fogalmak Ćs ăltalănos tĆtelek > * 23.7. MegjegyzĆs: di¸erenciălegyenletek Banach-tĆrbeli ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyekre. Az eddig tărgyalt fogalmak Ćs ăltalănos tĆtelek

• 497/8 : < JelŤlje [x_1, x_2, . . . , x_n] az x_1, x_2, . . . , x_n sorvektorokbćl ăllć nĆgyzetes mătrix determinănsăt. Ha φ_1, . . . , φ_n jelŤlik ˘(t) mătrixănak sorvektorait (sic!), akkor

ψ(t) = [ φ_1(t), . . . φ_n(t) ] Ćs A(t) = ( a_{i,j} (t)

)_n

i,j=1

jelŤlĆssel

ψ^′(t) = [ φ_1(t), . . . , φ_n(t)

]_′

= n∑ i=1 [ φ_1(t), . . . , φ_{i−1}(t), φ^′_i(t), φ_{i+1}(t), . . . , φ_n(t) ]

= n∑ i=1 [ φ_1(t), . . . , φ_{i−1}(t), n∑ j=1 a_{i,j} (t)φ_j (t), φ_{i+1}(t), . . . , φ_n(t) ]

= n∑ i=1 n∑ j=1 a_{i,j} (t) [ φ_1(t), . . . , φ_{i−1}(t), φ_j (t), φ_{i+1}(t), . . . , φ_n(t) ]

= n∑ i=1 a_{i,i}(t) [ φ_1(t), . . . , φ_{i−1}(t), φ_i(t), φ_{i+1}(t), . . . , φ_n(t) ]

> JelŤlje |x_1, x_2, . . . , x_n| az x_1, x_2, . . . , x_n sorvektorokbćl ăllć nĆgyzetes mătrix determinănsăt. Ha φ_1, . . . , φ_n jelŤlik ˘(t) mătrixănak sorvektorait (sic!), akkor ψ(t) = | |φ_1(t), . . . φ_n(t) | | Ćs A(t) = ( a_{i,j} (t)

)_n

i,j=1

jelŤlĆssel

ψ^′(t) = | |φ_1(t), . . . , φ_n(t) | |^′ = n∑ i=1 | |φ_1(t), . . . , φ_{i−1}(t), φ^′_i(t), φ_{i+1}(t), . . . , φ_n(t) | |

= n∑ i=1 | | |φ1(t), . . . , φi−1(t), n∑ j=1 a_{i,j} (t)φ_j (t), φ_{i+1}(t), . . . , φ_n(t) | | |

= n∑ i=1 n∑ j=1 a_{i,j} (t) | |φ_1(t), . . . , φ_{i−1}(t), φ_j (t), φ_{i+1}(t), . . . , φ_n(t) | |

= n∑ i=1 a_{i,i}(t) | |φ_1(t), . . . , φ_{i−1}(t), φ_i(t), φ_{i+1}(t), . . . , φ_n(t) | | • 499/−2 : <

(2) x^′_1 = 5x_1 + 2x_2, x_1(0) = −3, x^′_2 = −8x_1 − 3x_2, x_2(0) = 2. >

(2) x^′_1 = 5x_1 + 2x_2, x_1(0) = −3, x^′_2 = −8x_1 − 3x_2, x_2(0) = 2; (3) x^′_1 = 4x_1 + x_2, x_1(0) = −4, x^′_2 = −9x_1 − 4x_2, x_2(0) = 1.

• 502/−1 : < (6) (e^x + 1)y^{′′} − 2y^′ − e^xy = 0. > (6) (e^x + 1)y^{′′} − 2y^′ − e^xy = 0; (7) x^2 ln xy^{′′} − xy^′ + y = 0; (8) xy^{′′} − (x + 1)y^′ − 2(x − 1)y = 0; (9) (x^2 + 1)y^{′′} − 2y = 0.

• 503/8 : < (3) y^{′′} + 6y^′ + 9y = 0. > (3) y^{′′} + 6y^′ + 9y = 0; (4) y^{′′} + ω^2y = 0; (5) y^{′′} + 2y^′ + y = 0; (6) y^{′′} + y^′ − 2y = 0; (7) y^{′′} − 6y^′ = 0; (8) y^{′′} + 4y = 0;

(9) y^{′′} + 4y^′ + 3y = 0; (10) y^{(3)} − 3y^′ − 2y = 0; (11) y^{(4)} − y = 0; (12) y^{(4)} + y = 0; (13) y^{′′} + y = x^2; (14) y^{′′} − y = e^x;

(15) y^{′′} − 2y^′ − 3y = e^{4x}; (16) y^{′′} − y = 2e^x − x^2; (17) y^{′′} − 3y^′ + 2y = sin x; (18) y^{′′} − 5y^′ + 4y = 4x^2e^{2x}; (19) y^{′′} + 3y^′ − 4y = e^{−4x} + xe^{−x}; (20) y^{′′} − 4y^′ + 8y = e^{2x} + sin x; (21) y^{′′} − 3y^′ + 2y = x cos x; (22) y^{′′} + y = ^gx; (23) y^{′′} + y = 1/ cos x; (24) y^{′′} + y^′ + y = x;

(25) y^{(3)} − 3y^′ − 2y = −8x^3.

• 503/10 : < (1) y^{′′} − 2y/x^2 = 0;

(2) y^{′′} − 3y^′/x + 5y/x^2 = 0; (3) y^{′′} + 7y^′/x + 9y/x^2 = 0. > (1) x^2y^{′′} + 3xy^′ + y = 0; (2) x^2y^{′′} + xy^′ − y = 0;

(3) x^2y^{′′} − 4xy^′ + 6y = 0; (4) y^{′′} − 2y/x^2 = 0;

(5) y^{′′} − 3y^′/x + 5y/x^2 = 0; (6) y^{′′} + 7y^′/x + 9y/x^2 = 0; (7) xy^{′′} + y^′ − y/x = 0; (8) 2x^2y^{′′} − xy^′ + y = x^2; (9) 4x^2y^{′′} + y = √ x; (10) x^2y^{′′} + xy^′ − y = x^2.

23.26.3. Feladat [10]. Oldjuk meg az alăbbi kezdetiĆrtĆk- Ćs peremĆrtĆkproblĆmăkat:

(1) y^{′′} + y = 0, y(0) = 1, y^′(0) = 0; (2) y^{′′} + y^′ − 3y = 0, y(0) = 1, y^′(0) = 1; (3) y^{′′} − 2y^′ = 2e^x, y(1) = 1, y^′(1) = 0; (4) y^{′′} + y = 1, y(0) = 0, y(π/2) = 0; (5) y^{′′} + y = 1, y(0) = 0, y(π) = 0; (6) y^{′′} + y = 2x − π, y(0) = 0, y(π) = 0; (7) y^{′′} − y^′ − 6y = 0, y(0) = 1, y(1) = 0.

23.26.7. Feladat [11]. Hatărozzuk meg a harmćnikus rezgŞmozgăs, a csillapątott harmćnikus rezgŞmozgăs, a kĆnyszerrezgĆs Ćs a csillapątott kĆnyszerrezgĆs kitĆrĆs-idŞ fĄggvĆnyĆt.

• 530/10 : < megoldăsăt adja. Ez a kĄlŤnbsĆg trĄkk. > megoldăsăt adja. Ez a kĄlŤnbsĆg trĄkk. Fordątva is alkalmazhatć: ha inhomogĆn egyenletet homogĆn peremfeltĆtel mellett akarunk megoldani, Ćs ismert az inhomogĆn egyenlet egy megoldăsa, akkor a kĄlŤnbsĆg trĄkkel az inhomogĆn egyenletet homogĆn egyenletre vezethetjĄk vissza inhomogĆn peremfeltĆtellel.

• 531/−9 : < natkozć egyenletekre szorątkoztunk, azĆrt, hogy a fellĆpŞ di¸erenciăloperătorok szimmetrikusak legyenek. Anizotrćp esetre a tărgyalăs technikailag > natkozć egyenletekre szorątkoztunk. Anizotrćp esetre a tărgyalăs technikailag

• 541/16 : < măs C-vel), akkor a disztribčcićt m-edrendŰnek nevezzĄk. Ha nincs ilyen m, > măs C-vel), akkor a disztribčcićt legfeljebb m-edrendŰnek nevezzĄk. Ha nincs ilyen m, • 552/−3 : < problĆma megoldăsăra felhasznălhatć egy olyan G × G-n Ćrtelmezett (x, y) → > problĆma megoldăsăra felhasznălhatć egy olyan G × G-n Ćrtelmezett (x, y) →

• 554/5 : < E(x) = e^{ik|x|} 2ki Ćs E(x) =

−e^{−ik|x|} 2ki > E(x) =

−e^{ik|x|} 2ki Ćs E(x) = e^{−ik|x|} 2ki • 554/5 : < E(x) = e^{−k|x|} 2k illetve E(x) = e^{−ik|x|} 2ki > E(x) = e^{−k|x|} 2k illetve E(x) = e^{−ik|x|} 2ki • 557/2 : < D^′(R^{n+1}) fĄggvĆnyre > D(R^{n+1}) fĄggvĆnyre

• 561/−13 : < (2) ∂_kδ × δ;

(3) τ_{x0} δ × τ_{t0} δ, t_0 ≥ 0; (4) δ × δ^′;

(5) ∂^2_kδ × τ_{t0} δ; (6) ∂_kδ × δ^′; (7) δ × ^;

(8) τ_{x0} δ × τ_{t0} ^, t_0 ≥ 0; (9) τ_{x0} δ × δ^′ + ∂_kτ_{x0} δ × δ; > (2) δ^′ × δ;

(3) τ_{x0} δ × τ_{t0} δ, t_0 ≥ 0; (4) δ × δ^′; (5) δ^{′′} × τ_{t0} δ; (6) δ^′ × δ^′; (7) δ × ^;

(8) τ_{x0} δ × τ_{t0} ^, t_0 ≥ 0; (9) τ_{x0} δ × δ^′ + (τ_{x0} δ)^′ × δ;

• 567/−12 : < Ćszre, hogy az n = 1 eset is hasonlćan kezelhetŞ. A lokălisn Lipschitz hatărč > Ćszre, hogy az n = 1 eset is hasonlćan kezelhetŞ. A lokălisan Lipschitz hatărč

• 572/−15 : < (T_Eu)(v) = ⟨u, v⟩ > (T_Eu)(v) = ⟨u, v⟩_E

• 574/−14 : < ⟨T_F u, v⟩ = ⟨u, T_F v⟩ = ⟨u, T v⟩ minden u ∈ dmn(T )-re. > ⟨T_F u, v⟩ = ⟨u, T_F v⟩ = ⟨u, T v⟩ minden v ∈ dmn(T )-re.

• 574/−1 : < Bizonyątăs. Alkalmazzuk a tĆtelt f helyett a λu + f fĄggvĆnyre. > Bizonyątăs. Alkalmazzuk a tĆtel bizonyątăsăt f helyett a λu + f fĄggvĆnyre.

• 578/10 : <

(1) ∫ G |u|^2 ≤ c ∫ G |∇u|^2, ha u ∈ H^1_0(G). >

(1) ∫ G u^2 ≤ c ∫ G |∇u|^2, ha u ∈ H^1_0(G; R).

• 578/13 : <

(2) ε ∫ ∂G u^2 ≤ c ∫ G ( u^2 + ε^2|∇u|^2 ) , ha u ∈ H^1(G). >

(2) ε ∫ ∂G u^2 ≤ c ∫ G ( u^2 + ε^2|∇u|^2 ) , ha u ∈ H^1(G; R).

• 578/16 : <

(3) ∫ G ( u^2 + |∇u|^2 ) ≤ c (∫ G |∇u|^2 + ∫ ∂G u^2 ) , ha u ∈ H^1(G). >

(3) ∫ G ( u^2 + |∇u|^2 ) ≤ c (∫ G |∇u|^2 + ∫ ∂G u^2 ) , ha u ∈ H^1(G; R).

• 578/10 : <

(1) ∫ G |u|^2 ≤ c ∫ G |∇u|^2, ha u ∈ H^1_0(G). > (1) ∫ G u^2 ≤ c ∫ G |∇u|^2, ha u ∈ H^1_0(G; R).

• 579/4 : < MăsrĆszt hasonlć szămolăssal, ha p_1 ≥ p − εc_oc, q_1 ≥ q − c_0c/ε, akkor > MăsrĆszt hasonlć szămolăssal, ha p_1 ≥ p + εc_oc, q_1 ≥ q + c_0c/ε, akkor

• 579/15 : < eredeti normăjăval ekvivalens. Az elsŞ peremĆrtĆk-feladatra ez nyilvănvalć, a măsodik Ćs harmadik peremĆrtĆk-problĆma esetĆn pedig kŤvetkezik az elŞzŞ > eredeti normăjăval ekvivalens. Az elsŞ Ćs măsodik peremĆrtĆk-feladatra ez nyilvănvalć, a harmadik peremĆrtĆk-problĆma esetĆn pedig kŤvetkezik az elŞzŞ

• 580/2 : < −u^{′′}(x) = λu(x), −1 < x < 1, u(−1) = u(1) > −u^{′′}(x) = λu(x), −1 < x < 1, u(−1) = u(1) = 0

• 584/3 : < (m + 1)(m + 2)/2 egybevăgć kis hăromszŤgre osztva, vălasszuk csomćpontnak a kis hăromszŤgek csčcsait. Ha minden csomćponthoz a fĄggvĆnyĆrtĆk > (m + 1)^2 egybevăgć kis hăromszŤgre osztva, vălasszuk csomćpontnak a kis hăromszŤgek (m + 1)(m + 2)/2 csčcsăt. Ha minden csomćponthoz a fĄggvĆnyĆrtĆk

• 592/16 : < sajătĆrtĆk-problĆma sajătĆrtĆkeit Ćs sajătfĄggvĆnyeit a G = { x : |x| < 1, x ∈ R^2 } egysĆgkŤrŤn. Polărkoordinătăkra ăttĆrve az (r, φ) → ~u(r, φ) fĄggvĆnyre > sajătĆrtĆk-problĆma sajătĆrtĆkeit Ćs sajătfĄggvĆnyeit a G = { x ∈ R^2 : |x| < 1 } egysĆgkŤrŤn. Polărkoordinătăkra ăttĆrve az (r, φ) → ~u(r, φ) fĄggvĆnyre

• 592/19 : < G : − 1 r ∂ ∂r ( r ∂ ~u ∂r ) − 1 r^2

∂^2 ~u ∂φ^2

= λ~u, ∂G : k~u + h

∂ ~u ∂φ = 0; > G : − 1 r ∂ ∂r ( r ∂ ~u ∂r ) − 1 r^2

∂^2 ~u ∂φ^2

= λ~u, ∂G : ~k~u + ~h

∂ ~u ∂φ = 0;

• 592/−6 : < r(rR^′)^′ + (λr^2 − κ)R = 0, kR(1) + hR^′(1) = 0. >

r(rR^′)^′ + (λr^2 − κ)R = 0, kR(1) + hR^′(1) = 0, ha k, h konstans.

• 593/1 : < Mivel λ > 0, μ = √ λ jelŤlĆssel, bevezethetjĄk a μr = x > Ha λ > 0, akkor μ = √ λ jelŤlĆssel bevezethetjĄk a μr = x

• 594/9 : < ⟨u, v⟩ =

∫_1 0 r^2

∫_{π/2}

−π/2

sin ϑ

∫_{2π} 0 ~u(r, ϑ, φ)~v(r, ϑ, φ) dφ dϑ dr. > ⟨u, v⟩ =

∫_1 0 r^2

∫_π 0 sin ϑ

∫_{2π} 0 ~u(r, ϑ, φ)~v(r, ϑ, φ) dφ dϑ dr.

• 595/3 : < egyenlet megoldăsai κ = l(l + 1), l ∈ N, l ≥ |m| esetĆn a

P^m_l (z) = (1 − z^2)^{|m|/2}P^{(|m|)}_l (z) asszociălt Legendre-fĄggvĆnyek. A mellĆkletben talălhatć ŤsszefĄggĆsek szerint ezek szoros kapcsolatban vannak az ultraszfĆrikus polinomokkal:

(2)^{(|m|)}P_{l−|m|}(z) =

2^{|m|}l!

(l + |m|)!

(1 − z^2)^{−|m|/2}P^m_l (z).

Ezt az ŤsszefĄggĆst az ultraszfĆrikus polinomok di¸erenciălegyenletĆbe helyettesątve, kapjuk, hogy P^m_l kielĆgąti (1)-et κ = l(l+1) esetĆn. Mivel az ultraszĆrikus polinomok teljes ortonormălt rendszert alkotnak a ϱ(z) = (1 − z^2)^{|m|} sčlyfĄggvĆnyre nĆzve, a P^m_l , l ≥ |m| fĄggvĆnyek, mint a^{(|m|)}P_{l−|m|} √ ϱ fĄggvĆnyek konstansszorosai, teljes ortogonălis rendszert alkotnak L^2] − 1, 1[-ben. > egyenlet megoldăsai κ = l(l + 1), l ∈ N, 0 ≤ m ≤ l esetĆn a

P^m_l (z) = (1 − z^2)^{m/2}P^{(m)}_l (z)

asszociălt Legendre-fĄggvĆnyek. Az ortogonălis polinomokra vonatkozć ŤsszefĄggĆsek szerint ezek szoros kapcsolatban vannak az ultraszfĆrikus polinomokkal:

(2)^{(m)}P_{l−m}(z) =

2^ml!

(l + m)!

(1 − z^2)^{−m/2}P^m_l (z).

Ezt az ŤsszefĄggĆst az ultraszfĆrikus polinomok di¸erenciălegyenletĆbe helyettesątve, kapjuk, hogy P^m_l kielĆgąti (1)-et κ = l(l+1) esetĆn. Mivel az ultraszĆrikus polinomok teljes ortonormălt rendszert alkotnak a ϱ(z) = (1 − z^2)^m sčlyfĄggvĆnyre nĆzve, a P^m_l , 0 ≤ m ≤ l fĄggvĆnyek, mint a^{(m)}P_{l−m} √ ϱ fĄggvĆnyek konstansszorosai, teljes ortogonălis rendszert alkotnak L^2] − 1, 1[-ben.

• 595/−13 : < vehetjĄk. Felhasznălva a Legendre-polinomokra a mellĆkletben talălhatć

P_l(z) = 2^k

[l/2]∑

k=0 (−1)^k ( 2l − 2k l )( l k ) z^{l−2k} > vehetjĄk. Megmutathatć, hogy Y^m_l normanĆgyzete 4π 2ℓ + 1

(l + |m|)! (l − |m|)! . Mivel Y^0_l valćs, a valćs rĆszĆnek normanĆgyzete ugyanennyi, mąg egyĆbkĆnt a valćs Ćs a kĆpzetes rĆsz normanĆgyzete is ennek a fele. Felhasznălva a Legendre-polinomokra vonatkozć

P_l(z) = 2^k

[l/2]∑

k=0 (−1)^k ( 2l − 2k l )( l k ) z^{l−2k} =

[l/2]∑

k=0 c_kz^{l−2k}

• 596/13 : < Hψ = − ℏ^2 2m_r

´ψ −

Q^2_e |x| ψ, dmn(H) = D(R^3)

Hamilton-operătora (lăsd a 7.110 pontot) lĆnyegĆben Ťnadjungălt Ćs alulrćl korlătos. Tovăbbă

σ_c(H) = [0, ∞[, σ_p(H) = { − m_rQ^2_e 2ℏ^2n^2

: n = 1, 2, . . . } , σ_r(H) = ∅.

A −m_rQ^4_e/(2ℏ^2n^2) sajătĆrtĆkhez tartozć sajătaltĆr n^2 dimenzićs, Ćs a (gŤmbi koordinătăkban feląrt)

(2l+1)L n−l−1

( 2m_rQ2_e ℏ^2n r ) · r^l · e^{− 2mr Q} 2 e ℏ2n r · Y m

l (ϑ, φ), 0 ≤ l ≤ n − 1, |m| ≤ l

sajătfĄggvĆnyek feszątik ki, ahol az L fĄggvĆnyek ăltalănosątott Laguerre-polinomok, az Y fĄggvĆnyek pedig gŤmbfĄggvĆnyek. Az H operător ĆrtelmezĆsi tartomănya a H^2 Szoboljev-tĆr. > (Hψ)(x) = − ℏ^2 2m_r

´ψ −

Q^2_e 4πε_0|x| ψ, dmn(H) = D(R^3)

Hamilton-operătora (lăsd a 7.110 pontot) lĆnyegĆben Ťnadjungălt Ćs alulrćl korlătos. Tovăbbă

σ_c(H) = [0, ∞[, σ_p(H) = { − m_eQ^4_e 8h^2ε^2_0n^2

: n = 1, 2, . . . } , σ_r (H) = ∅;

a −m_eQ^4_e/(8h^2ε^2_0n^2) sajătĆrtĆkhez tartozć sajătaltĆr n^2 dimenzićs, Ćs a (gŤmbi koordinătăkban feląrt)

(2l+1)L n−l−1

( 2r

nr_0 ) · r^l · e^{−r/(nr0)} · Y^m_l (ϑ, φ), 0 ≤ l ≤ n − 1, |m| ≤ l

sajătfĄggvĆnyek feszątik ki, ahol r_0 = 4πε_0ℏ^2/(m_eQ^2_e) a Bohr-fĆle atomsugăr, az L fĄggvĆnyek ăltalănosątott Laguerre-polinomok, az Y fĄggvĆnyek pedig gŤmbfĄggvĆnyek. Az H operător ĆrtelmezĆsi tartomănya a H^2 Szoboljev-tĆr.

Ha a redukălt sugărral szămolunk, m_e helyĆre m_r kerĄl, Ćs ha a mag tŤltĆse Z, akkor Q^2_e helyĆre ZQ^2_e.

• 597/1 : < q_3 = r cos ϑ, 0 ≤ r < ∞, −π/2 ≤ ϑ ≤ π/2, −π ≤ φ ≤ π. A ψ fĄggvĆny r, ϑ, φ > q_3 = r cos ϑ, 0 ≤ r < ∞, 0 ≤ ϑ ≤ π, −π ≤ φ ≤ π. A ψ fĄggvĆny r, ϑ, φ

• 597/−15 : < R^{′′} + 2 r R^′ +

2m_r ℏ^2 ( E + Q^2_e r − l(l + 1) r^2 ) R = 0.

Az r^2_0 = −ℏ^2/(2m_rE) jelŤlĆst bevezetve, az r văltozć helyett ăttĆrĄnk a dimenzić nĆlkĄli ϱ = 2r/r_0 fĄggetlen văltozćra. Az R(ϱ) = R(r), n = m_rQ^2_er_0/ℏ^2 jelŤlĆsekkel azt kapjuk, hogy

(2) R^{′′} + 2 ϱ R^′ + ( − 1 4 + n ϱ − l(l + 1) ϱ^2 ) R = 0.

Kis ϱ esetĆn hatvănysor alakban keressĄk a megoldăst: R(ϱ) = c_0ϱ^s + c_1ϱ^{s+1} + · · · . Csak a fŞtagokat tartva meg, Ćs elhanyagolva a magasabb fokč tagokat, az s(s+1) = l(l + 1) ŤsszefĄggĆs adćdik, ebbŞl pedig s = l vagy s = −(l + 1), de csak az elsŞ esethez tartozik sima megoldăs, ągy azt sejtjĄk, hogy kis ϱ-ra R(ϱ) ∼ ϱ^l.

Nagy ϱ esetĆn a (2) egyenletben elhanyagolva az 1/ϱ-t Ćs 1/ϱ^2-et tartalmazć tagokat, az R^{′′} ∼ R/4 ŤsszefĄggĆst kapjuk, ahonnan azt sejtĄk, hogy R(ϱ) ∼ e^{±ϱ/2}, de csak e^{−ϱ/2} nĆgyzetesen integrălhatć. Ezek a heurisztikus meggondolăsok azt sugalljăk, hogy R(ϱ) = ϱ^le^{−ϱ/2}w(ϱ) alakban Ćrdemes keresni a megoldăst. Visszahelyettesątve (2)-be, azt kapjuk, hogy

ϱw^{′′} + (2l + 2 − ϱ)w^′ + (n − l − 1)w = 0.

EbbŞl lătjuk, hogy ha n − l − 1 ≥ 0, azaz ha n ≥ l − 1, akkor^{(2l+1)}L_{n−l−1}(ϱ) megoldăs, nyilvăn erre

R(ϱ) =^{(2l+1)}L_{n−l−1}(ϱ)ϱ^le^{−ϱ/2},

azaz r^2_0 = ℏ^4 m_rQ^4_e n^2 = − ℏ^2 2m_rE miatt E = −m_rQ^4_e/(2ℏ^2n^2) Ćs kapjuk az ăllątăst. > R^{′′} + 2 r R^′ +

2m_e ℏ^2 ( E + Q^2_e 4πε_0r − l(l + 1) r^2 ) R = 0.

Az ~r^2_0 = −ℏ^2/(2m_eE) jelŤlĆst bevezetve, az r văltozć helyett ăttĆrĄnk a dimenzić nĆlkĄli ϱ = 2r/~r_0 fĄggetlen văltozćra. Az ~R(ϱ) = R(r), n = m_eQ^2_e ~r_0/(4πε_0ℏ^2) jelŤlĆsekkel azt kapjuk, hogy

(2) ~R^{′′} + 2 ϱ ~R^′ + ( − 1 4 + n ϱ − l(l + 1) ϱ^2 ) ~R = 0.

Kis ϱ esetĆn hatvănysor alakban keressĄk a megoldăst: ~R(ϱ) = c_0ϱ^s + c_1ϱ^{s+1} + · · · . Csak a fŞtagokat tartva meg, Ćs elhanyagolva a magasabb fokč tagokat, az s(s+1) = l(l + 1) ŤsszefĄggĆs adćdik, ebbŞl pedig s = l vagy s = −(l + 1), de csak az elsŞ esethez tartozik sima megoldăs, ągy azt sejtjĄk, hogy kis ϱ-ra ~R(ϱ) ∼ ϱ^l.

Nagy ϱ esetĆn a (2) egyenletben elhanyagolva az 1/ϱ-t Ćs 1/ϱ^2-et tartalmazć tagokat, az ~R^{′′} ∼ ~R/4 ŤsszefĄggĆst kapjuk, ahonnan azt sejtĄk, hogy ~R(ϱ) ∼ e^{±ϱ/2}, de csak e^{−ϱ/2} nĆgyzetesen integrălhatć. Ezek a heurisztikus meggondolăsok azt sugalljăk, hogy ~R(ϱ) = ϱ^le^{−ϱ/2}w(ϱ) alakban Ćrdemes keresni a megoldăst. Visszahelyettesątve (2)-be, azt kapjuk, hogy

ϱw^{′′} + (2l + 2 − ϱ)w^′ + (n − l − 1)w = 0.

EbbŞl lătjuk, hogy ha n − l − 1 ≥ 0, azaz ha n > l, akkor^{(2l+1)}L_{n−l−1}(ϱ) megoldăs, nyilvăn erre ~R(ϱ) =^{(2l+1)}L_{n−l−1}(ϱ)ϱ^le^{−ϱ/2},

azaz ~r^2_0 =

16π^2ε^2_0ℏ^4 m^2_e Q^4_e n^2 = − ℏ^2 2m_eE

miatt E = −m_eQ^4_e/(8ε^2_0h^2n^2) Ćs kapjuk az ăllątăst.

• 599/−11 : < Ax-el. > Ax-szel.

• 599/−3 : < Ax-el.

Az elsŞ esetben egyparamĆteres operător fĆlcsoportrćl, a măsodik esetben egyparamĆteres operător csoportrćl beszĆlĄnk, A a generător. > Ax-szel.

Az elsŞ esetben egyparamĆteres lineăris operător fĆlcsoportrćl, a măsodik esetben egyparamĆteres lineăris operător csoportrćl beszĆlĄnk, A a generător.

• 603/5 : < valćsak, akkor a T x =

∑_∞ j=1⟨x, x_j ⟩x_j ŤsszefĄggĆs H egy Ťnadjungălt ope- > valćsak, akkor a T x =

∑_∞ j=1 λ_j ⟨x, x_j ⟩x_j ŤsszefĄggĆs H egy Ťnadjungălt ope-

• 603/−12 : < vĆges, Ćs u ∈ C(H_T ) ∩ C^2(H_T ) teljesąti a di¸čzićs egyenletet H_T -n. Ha f ≤ 0 a H_T hengeren, akkor vagy u ≤ 0 a H_T -on, vagy az u felveszi H_T -beli > vĆges, Ćs u ∈ C(H_T ′ )∩C^2(H_T ′ ) teljesąti a di¸čzićs egyenletet H_T ′ -n valamely T^′ > T - re. Ha q ≥ 0, f ≤ 0 a H_T hengeren, akkor u ≤ 0 a H_T -on, vagy az u felveszi H_T -beli

• 604/9 : < KŤvetkezmĆny. 29.5 feltĆtelei mellett, elsŞ peremfeltĆtel esetĆn > KŤvetkezmĆny. 29.5 feltĆtelei mellett, q ≥ 0 Ćs elsŞ peremfeltĆtel esetĆn

• 604/−13 : < ~g = g − εt/ϱ_0 peremfeltĆtellel. Mivel ~f ≤ 0 Ćs ~g ≤ δ, a maximumelvet alkal- > ~g = g − εt/ϱ_0 peremfeltĆtellel. Mivel ~f ≤ 0 Ćs ~g ≤ δ_0, a maximumelvet alkal-

• 605/−4 : < v^′(s) = −AS(t − s)u(s) + S(t − s)u^′(s) = −AS(t − s) + S(t − s) ( Au(s) + b(s) ) = S(t − s)b(s). >

v^′(s) = −AS(t − s)u(s) + S(t − s)u^′(s) = −AS(t − s)u(s) + S(t − s) ( Au(s) + b(s) ) = S(t − s)b(s).

• 618/−1 : < megoldăssal. > megoldăssal.

30. Nemlineăris parciălis di¸erenciălegyenletek

* 30.1. De˛nącić: Legyen H valćs Hilbert-tĆr. Az A ∈ H → H operător (1) nemexpanxąv, ha ‖Ax − Ay‖ ≤ ‖x − y‖ minden x, y ∈ dmn(A)-ra; (2) monoton, ha ⟨Ax − Ay, x − y⟩ ≥ 0 minden x, y ∈ dmn(A)-ra;

(3) maximălis monoton, ha monoton Ćs ⟨b − Ay, x − y⟩ ≥ 0 minden y ∈ dmn(A) esetĆn Ax = b, azaz nincs valćdi monoton kiterjesztĆse;

(4) bŞvĄlŞ, ha I + μA injektąv, Ćs az inverze nemexpanząv minden μ > 0-ra; (5) maximălis bŞvĄlŞ, ha bŞvĄlŞ Ćs (I + μA)^{−1}az egĆsz H-n van Ćrtelmezve.

VegyĄk Ćszre, hogy ha A nemexpanząv, akkor I − A monoton, hiszen x, y ∈ dmn(A) esetĆn ⟨ (x − Ax) − (y − Ay), x − y ⟩ = ⟨x − y, x − y⟩ − ⟨Ax − Ay, x − y⟩ ≥ ‖x − y‖^2 − ‖Ax − Ay‖‖x − y‖ ≥ 0.

* 30.2. Ŕllątăs: Legyen H valćs Hilbert-tĆr. Az A ∈ H → H operător pontosan akkor monoton, ha bŞvĄlŞ.

Bizonyątăs. Nyilvăn ‖ ‖(x + μAx) − (y + μAy) ‖ ‖= ‖x − y‖^2 + 2μ⟨Ax − Ay, x − y⟩ + μ^2‖Ax − Ay‖^2.

Innen ‖ ‖(x + μAx) − (y + μAy) ‖ ‖≥ ‖x − y‖^2

minden μ > 0-ra pontosan akkor teljesĄl, ha ⟨Ax − Ay, x − y⟩ ≥ 0.

* 30.3. Ŕllątăs: Legyen H valćs Hilbert-tĆr. Az A ∈ H → H operătorra ekvivalensek:

(1) A monoton Ćs rng(I + A) = H; (2) A maximălis bŞvĄlŞ; (3) A maximălis monoton.

Az, hogy (3)-bćl kŤvetkezik (1), Minty tĆtele, Ćs kĆsŞbb bizonyątjuk.

Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy (1) teljesĄl. A Banach-fĆle ˛xponttĆtelt fogjuk hasznălni. Az R_λ = (I + μA)^{−1} operător nemexpanząv, ągy elĆg megmutatni, hogy rng(I + μA) = H minden μ > 0-ra. Az x + μAx = z, x ∈ H egyenlet ekvivalens az x = L_zx, x ∈ H egyenlettel, ahol L_zx = R_λ ( (1 − λ/μ)x + (λ/μ)z ) . Ha μ > λ/2, akkor |1 − λ/μ| < 1 Ćs ‖L_zx − L_zy‖ ≤ |1 − λ/μ|‖x − y‖ minden x, y ∈ H-ra, ągy pontosan egy ˛xpont van. Kezdve λ = 1-gyel Ćs indukcićval folytatva μ > λ/2^n-re kapjuk az ăllątăst.

Most tegyĄk fel, hogy A maximălis bŞvĄlŞ. Ekkor A monoton. TegyĄk fel, hogy ⟨b − Ay, x − y⟩ ≥ 0 minden y ∈ dmn(A)-ra. Legyen y = y_t = (I + A)^{−1}(u + b + tz), ha t > 0 Ćs z ∈ H. Az ⟨x − y_t, x − y_t⟩ ≥ 0 egyenlŞtlensĆget hozzăadva a fentihez ⟨b − x − Ay_t − y_t, x − y_t⟩ ≥ 0, ahonnan ⟨zx − y_t⟩ ≤ 0. Ha t ↓ 0, akkor innen ⟨ z, x − (I + A)^{−1}(b + x) ⟩ ≤ 0 minden z ∈ H-ra, azaz x = (I + A)^{−1}(b + x).

* 30.4. KonvergenciatrĄkk maximălis monotonităssal: Legyen H valćs Hilbert-tĆr, A ∈ H → H maximălis monoton operător. Ekkor ha Ax_n ⇀ b Ćs x_n → x vagy Ax_n → b Ćs x_n ⇀ x, akkor Ax = b.

Bizonyątăs. Mivel ⟨Ax_n − Ay, x_n − y⟩ ≥ 0, kapjuk, hogy ⟨b − Ay, x − y⟩ ≥ 0 minden y ∈ dmn(A) esetĆn.

* 30.5. Komura tĆtele: Legyen H valćs Hilbert-tĆr, Ćs tegyĄk fel, hogy A ∈ H → H monoton Ćs rng(I+A) = H. Ekkor minden u_0 ∈ dmn(A)-ra lĆtezik pontosan egy u : [0, +∞[ → H folytonos fĄggvĆny, amelyre u(0) = u_0 Ćs u^′(t) + Au(t) = 0, ha 0 < t < +∞, a derivăltat gyenge Ćrtelemben Ćrtve. Tovăbbă erre az egyĆrtelmŰ megoldăsra (1) u(t) ∈ dmn(A), ha t > 0; (2) u Lipschitz-fĄggvĆny [0, +∞[-en;

(3) majdnem minden t > 0-ra a derivălt a szokăsos Ćrtelemben is lĆtezik, Ćs teljesĄl a di¸erenciălegyenlet, valamint ‖ ‖u^′(t) ‖ ‖ ≤ ‖Au_0‖;

(4) a t → u^′(t) fĄggvĆny ăltalănosątott derivăltja a t → u(t) fĄggvĆnynek, Ćs u^′ :

[0, +∞[ → H gyengĆn folytonos;

(5) minden t ≥ 0-ra lĆtezik az u^′_+(t) jobb oldali derivălt Ćs u‘_+(t) + Au(t) = 0.

A bizonyątăshoz megjegyezzĄk, hogy az ătviteli elv metrikus teret topologikus tĆrbe kĆpezŞ fĄggvĆny hatărĆrtĆkĆre is ĆrvĆnyes marad.

Bizonyątăs. VegyĄk Ćszre, hogy az A-ra kirćtt feltĆtelek azzal ekvivalensek, hogy maximălis monoton, illetve maximălis bŞvĄlŞ.

Az unicităs bizonyątăsa nem nehĆz: Legyen u : [0, +∞[ → H egy megoldăs, amelyre u folytonos Ćs u^′ lĆtezik a gyenge Ćrtelemben. Ekkor d dt ‖ u(t) ‖_2 = lim_{h→0} ⟨ u(t + h), u(t + h) ⟩ − ⟨ u(t), u(t) ⟩ h = lim_{h→0} ⟨ u(t + h) − u(t) h , u(t) + u(t + h) ⟩ = 2 ⟨ u^′(t), u(t) ⟩ .

Legyen v egy măsik megoldăs. Ekkor d dt ‖ u(t) − v(t) ‖_2 = 2 ⟨ u^′(t) − v^′(t), u(t) − v(t) ⟩ = 2 ⟨ Au(t) − Av(t), u(t) − v(t) ⟩ ≤ 0,

ągy u(t) = v(t) minden t ≥ 0-ra.

A lĆtezĆs bizonyątăsănak a kulcsa az R_μ = (I + μA)^{−1}, μ > 0 nemlineăris rezolvens hasznălata, amely a feltĆtelek szerint egy H → dmn(A) bijektąv Ćs nemexpanząv lekĆpezĆs minden μ > 0-ra. Ennek segątsĆgĆvel kĆpezzĄk a nemlineăris

A_μ = 1 μ (I − R_μ), μ > 0

Yosida-kŤzelątĆst. A bizonyątăs szămos lĆpĆsbŞl ăll.

I. Megmutatjuk, hogy minden μ > 0-ra Ćs u, v ∈ H-ra A_μu = AR_μu, ‖A_μu − A_μv‖ ≤ 2‖u − v‖/μ, Ćs ⟨A_μu − A_μv⟩ ≥ 0, azaz A_μ monoton Ćs Lipschitz-fĄggvĆny, tovăbbă minden μ > 0-ra Ćs u ∈ dmn(A)-ra R_μAu = A_μu Ćs ‖A_μu‖ ≤ ‖Au‖. Valćban, A_μR^{−1}_μ [(R^{−1}_μ −I)/μ = A Ćs hasonlćan R^{−1}_μ A_μ = A. Mivel R_μ nemexpanząv,

‖A_μu − A_μv‖ = 1 μ ‖ (u − v) − (R_μu − R_μv) ‖ ≤ 2 μ ‖u − v‖,

‖A_μu‖ = 1 μ ‖u − R_μu‖ = 1 μ ‖ ‖R_μ(I − μA)u − R_μu ‖ ‖ ≤ ‖Au‖.

Mivel R_μ nemexpanząv, I − R_μ monoton, Ćs ągy A_μ is monoton.

II. RŤgzątett T > 0-ra az A operătorbćl elkĆszątjĄk az X = L^2 [ 0, T ]; H ) tĆr ~A operătorăt az ( ~Au)(t) = Au(t) de˛nącićval; az ~A operător azon u fĄggvĆnyekre van Ćrtelmezve, amelyekre u(t) ∈ dmn(A) majdnem minden t-re Ćs t → Au(t) az X-ben van. Megmutatjuk, hogy az ~A operător maximălis bŞvĄlŞ. Az A monotonităsăbćl

⟨ ~Au − ~Av, u − v⟩_X =

∫_T 0 ⟨ Au(t) − Av(t), u(t) − v(t) ⟩ dt ≥ 0.

Megmutatjuk, hogy rng(I + ~A) = X. Legyen w ∈ X Ćs u(t) = (I + A)^{−1}w(t), v = (I + A)^{−1}(0). Mivel (I + A)^{−1} nemexpanząv, ‖u(t) − v‖^2 ≤ ‖w(t)‖^2. Integrălva t szerint u − v ∈ X, azaz u ∈ X.