TŹBBVŔLTOZŢS FŽGGVŘNYEGYENLETEK REGULARITŔSI TULAJDONSŔGAI

AkadĆmiai doktori ĆrtekezĆs Jărai Antal Budapest ELTE 1999

KŤszŤnŤm Laczkovich Miklćsnak, kandidătusi dolgozatom opponensĆnek javaslatait Ćs ĆszrevĆteleit.

A szedés az AMS-TEX Járai Zoltán és a szerző által írt magyar változatával készült.

Tartalomjegyzék

I. Előismeretek

1.§ BevezetĆs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 2.§ JelŤlĆsek Ćs terminolćgia . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

II. Steinhaus-típusú tételek

3.§ Steinhaus tĆtelĆnek ăltalănosątăsai . . . . . . . . . . . . . . 43 4.§ Piccard tĆtelĆnek ăltalănosątăsai . . . . . . . . . . . . . . 54

III. Megoldások korlátossága és folytonossága

5.§ MĆrhetŞsĆg Ćs korlătossăg . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 6.§ Korlătos mĆrhetŞ megoldăsok folytonossăga . . . . . . . . . 61 7.§ Mazur egy problĆmăjărćl . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 8.§ MĆrhetŞsĆg Ćs folytonossăg . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 9.§ MĆrhetŞ, majdnem mindenĄtti megoldăsok folytonossăga . . . . 75 10.§ Baire-tulajdonsăg Ćs folytonossăg . . . . . . . . . . . . . . 79

IV. Differenciálhatóság és analitikusság

11.§ Folytonossăg Ćs lokălis Lipschitz tulajdonsăg . . . . . . . . . 84 12.§ HŤlder-folytonos megoldăsok . . . . . . . . . . . . . . . . 98 13.§ Korlătos văltozăsč megoldăsok . . . . . . . . . . . . . . . 101 14.§ Di¸erenciălhatćsăg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 15.§ TŤbbszŤri di¸erenciălhatćsăg . . . . . . . . . . . . . . . . 109 16.§ Analitikussăg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

V. Regularitási tételek sokaságokon

17.§ Lokălis Ćs globălis regularităsi tĆtelek sokasăgokon . . . . . . 116

VI. Regularitási tételek kevesebb változóval

18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt . . . . . . . . . . . . 128 19.§ A Baire-tulajdonsăg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt . . . . . . . . . 154 20.§ A folytonossăg Ćs a di¸erenciălhatćsăg kŤzŤtt . . . . . . . . . 166

VII. Alkalmazások

21.§ EgyszerŰ alkalmazăsok . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176 22.§ A Dirichlet-eloszlăs jellemzĆse . . . . . . . . . . . . . . . 190 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse . . . . . . . . 198

Irodalom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243

I. Előismeretek

A disszertăcić fĄggvĆnyegyenletek regularităsi tulajdonsăgaival foglalkozik. EgysĆges keretbe foglalva tartalmazza az iterăcićt nem tartalmazć tŤbbvăltozćs fĄggvĆnyegyenletek regularităsăval kapcsolatban korăbban el- Ćrt, kandidătusi disszertăcićmban is szereplŞ eredmĆnyeimet (amelyek alapjăn a Tudomănyos MinŞsątŞ Bizottsăg az akadĆmiai doktori ĆrtekezĆs benyčjtăsăig elŞąrt vărakozăsi idŞ alćl felmentett), valamint az azćta ebben a tĆmăban elĆrt čj eredmĆnyeimet. Szămos alkalmazăst is tărgyal. A kandidătusi disszertacićmban nem szereplŞ eredmĆnyek az 1., 7., 8., 9., 10., 11., 12., 13., 14., 17., 18., 19., 20., 21., 22. Ćs 23. paragrafusokban talălhatćk, ezen paragrafusok nagy rĆsze teljesen čj. A kandidătusi disszertăcićm jelentŞs rĆszĆt kĆpezŞ, a Haar-mĆrtĆk invariăns kiterjesztĆseivel foglalkozć eredmĆnyeket | băr kapcsolćdnak a tĆmakŤrhŤz | itt csak Ťsszefoglalom. A disszertăcić anyaga lĆnyegĆben megegyezik a tĆmakŤrbŞl tervezett kŤnyvem anyagăval, de nem tartalmazza măsok eredmĆnyeinek tărgyalăsăt. A bevezetĆs is lĆnyegĆben a tervezett kŤnyv bevezetĆse, ami talăn tčl rĆszletes egy disszertăcićhoz. MĆgis cĆlszerŰnek tŰnt ebben a formăban hagyni, mivel ągy az anyag esetleg olyanok szămăra is hasznos lehet, akik a tĆmakŤrrel csak most ismerkednek, Ćs ebben a tĆmakŤrben kąvănnak dolgozni.

1.§ BevezetĆs

1.§ BevezetĆs

1.1. Ŕltalănos megjegyzĆsek Ćs egyszerŰ pĆldăk. Mint legegyszerŰbb pĆldăt, tekintsĄk a legjobban ismert fĄggvĆnyegyenletet, a Cauchyegyenletet:

(1) f(x + y) = f(x) + f(y).

Itt az ismeretlen az f fĄggvĆny. SzĆlesebb Ćrtelemben a di¸erenciălegyenletek, integrălegyenletek, variăcićs problĆmăk, stb. is fĄggvĆnyegyenletek, de mi ezt a kifejezĆst szŰkebb Ćrtelemben fogjuk hasznălni, csak olyan egyenletekre, amelyekben olyan in˛nitezimălis operăcićk, mint di¸erenciălăs Ćs integrălăs, nem szerepelnek. A formălis de˛nącićt illetŞen lăsd Acz«el kŤnyvĆt: [3], 0.1. A fenti (1) fĄggvĆnyegyenlet pontos megadăsăhoz hozzătartozik annak a fĄggvĆnyhalmaznak a megadăsa, amelynek elemei kŤzŤtt a megoldăst keressĄk. Meg kell adnunk tovăbbă az x Ćs y văltozćk azon (x, y) părjainak halmazăt, amelyekre az egyenletnek teljesĄlni kell: ez a fĄggvĆnyegyenlet ĆrtelmezĆsi tartomănya. PĆldăul, kereshetjĄk mindazokat az f : R → R mĆrhetŞ fĄggvĆnyeket, amelyekre (1) fennăll minden (x, y) ∈ [0, ∞[ × R-re. Olyan feltĆteleket, mint mĆrhetŞsĆg, Baire-tulajdonsăg, folytonossăg mindenĄtt vagy egy pontban, korlătossăg, di¸erenciălhatćsăg, analitikussăg, stb., regularităsi feltĆteleknek szokăs nevezni. EgyĆbkĆnt, ha egy adott halmazt egy măsik adott halmazba lekĆpezŞ Ťsszes fĄggvĆnyek halmazăban keressĄk a megoldăst, akkor azt mondjuk, hogy a fĄggvĆnyegyenlet ăltalănos megoldăsăt hatărozzuk meg.

Rendszerint a fĄggvĆnyegyenlet ĆrtelmezĆsi tartomănya a văltozćk Ťsszes olyan părjainak (vagy tŤbbeseinek) halmaza, amelyekre az egyenlet mindkĆt oldala de˛niălva van. PĆldăul, ha azt mondjuk, hogy f : R → R a Cauchyegyenlet megoldăsa, akkor ebbe implicit mćdon beleĆrtjĄk, hogy (1) minden (x, y) ∈ R × R-re teljesĄl. Ha az egyenlet ĆrtelmezĆsi tartomănya nem a legbŞvebb halmaz, amelyre mindkĆt oldal de˛niălva van, akkor szŰkątett ĆrtelmezĆsi tartomănyč egyenletrŞl beszĆlĄnk; a feltĆteles egyenlet elnevezĆs is szokăsos, kĄlŤnŤsen, ha az egyenlet ĆrtelmezĆsi tartomănya a megoldăsfĄggvĆnytŞl vagy fĄggvĆnyektŞl is fĄgg.

A Cauchy-egyenlet egy kĆtvăltozćs egyenlet: a văltozćkat (1)-ben xszel Ćs y-nal jelŤltĄk. Olyan fĄggvĆnyegyenleteket, mint f(x) = f(−x), f(x) = −f(−x), f(2x) = f(x)^2, vagy pĆldăul a di¸erenciaegyenletek egyvăltozćs egyenleteknek nevezĄnk. Ez az Ăegy văltozć" lehet vektor văltozć is; a kifejezĆst čgy ĆrtjĄk, hogy nincs tŤbb văltozć az egyenletben, mint az ismeretlen fĄggvĆny văltozćinak szăma, illetve az ismeretlen fĄggvĆnyek văltozći szămănak minimuma. EgyĆbkĆnt tŤbbvăltozćs fĄggvĆnyegyenletrŞl beszĆlĄnk. Ez a megkĄlŤnbŤztetĆs nagyon hasznos a gyakorlatban. Nagy kĄlŤnbsĆg van az egyvăltozćs Ćs a tŤbbvăltozćs egyenletek megoldăsăra hasznălt mćdszerek kŤzŤtt. Egyvăltozćs egyenletekkel kapcsolatban Kuczma [110] illetve Kuczma, Choczewski, Ger [112] kŤnyvĆre utalunk.

Az egy- Ćs tŤbbvăltozćs egyenletek kŤzŤtti megkĄlŤnbŤztetĆs, Ćs mindaz, amit văltozćkrćl, ĆrtelmezĆsi tartomănyrćl, regulăris Ćs ăltalănos megoldă-

6 1.§ BevezetĆs

sokrćl mondtunk, ĆrtelemszerŰen alkalmazhatć fĄggvĆnyegyenlet-rendszerekre is. Tovăbbi egyszerŰ pĆldăk fĄggvĆnyegyenletekre Cauchy exponenciălis egyenlete:

(2) f(x + y) = f(x)f(y),

Cauchy hatvăny-egyenlete:

(3) f(xy) = f(x)f(y),

Ćs Cauchy logaritmikus egyenlete:

(4) f(xy) = f(x) + f(y).

Jćl ismert jelensĆg, hogy egyetlen fĄggvĆnyegyenlet szămos ismeretlen fĄggvĆnyt determinălhat. Ez a helyzet pĆldăul a Cauchy-egyenlettel analćg, tŤbb ismeretlen fĄggvĆnyt tartalmazć Pexider-egyenletnĆl:

(5) f_1(x + y) = f_2(x) + f_3(y).

A fenti egyszerŰ (1){(5) fĄggvĆnyegyenleteket mint egyszerŰ pĆldăkat fogjuk hasznălni. RĆszletes vizsgălatuk megtalălhatć Acz«el [3] illetve Acz«el Ćs Dhombres [16] kŤnyvĆben.

1.2. EgyszerŰ pĆldăk: sima megoldăsok. Az f(x+y) = f(x)+f(y) Cauchy-egyenlet egy f : R → R megoldăsărćl tegyĄk fel, hogy analitikus. y = x helyettesątĆssel az f(2x) = 2f(x) egyvăltozćs egyenletet kapjuk. Az analitikussăg olyan erŞs feltĆtel, hogy mĆg ennek az egyvăltozćs egyenletnek sincs tčl sok analitikus megoldăsa. Az f(x) = c_0 + c_1x + . . . megoldăsra azt kapjuk, hogy

c_0 + 2c_1x + 4c_2x^2 + . . . = 2c_0 + 2c_1x + 2c_2x^2 + . . .

az origć egy kŤrnyezetĆben, Ćs ągy a megoldăs csak f(x) = cx lehet egy tetszŞleges c = c_1 konstanssal. HelyettesątĆs mutatja, hogy ez tĆnyleg megoldăsa a Cauchy-egyenletnek.

Cauchy f(x + y) = f(x)f(y) exponenciălis egyenletĆnek esete sokkal Ćrdekesebb. Ůgy mint fent, kapjuk az egyvăltozćs f(2x) = f(x)^2 egyenletet, Ćs ha f : R → R analitikus, f(x) = c_0 + c_1x + . . . , akkor azt hogy

c_0 + 2c_1x + 4c_2x^2 + . . . = c^2_0 + 2c_0c_1x + (2c_0c_2 + c^2_1)x^2 + . . . .

Innen c_0 = c^2_0. KĆt lehetŞsĆg van. Az elsŞ, hogy c_0 = 0, amibŞl kŤvetkezik, hogy c_n = 0 minden n-re, Ćs ągy hogy f ≡ 0. A măsodik, hogy c_0 = 1. Ebben az esetben c_1 tetszŞleges lehet, Ćs a

2^nc_n = n∑ i=0 c_ic_{n−i}.

1.§ BevezetĆs

egyenletekbŞl c = c_1 jelŤlĆssel indukcićval azt kapjuk, hogy c_n = c^n/n!. Ŋgy az analitikus megoldăsok f(x) =

∑_∞ n=0 c^nx^n/n! = exp(cx) alakčak.

Ugyanezzel a mćdszerrel megkaphatjuk a komplex analitikus f : C → C megoldăsokat is. VegyĄk Ćszre, hogy ez az elegăns mćdszer az exponenciălis fĄggvĆny (Ćs a vele kapcsolatos sin, cos, sinh Ćs cosh fĄggvĆnyek) bevezetĆsĆnek olyan mćdja, amely csak a hatvănyozăs legalapvetŞbb tulajdonsăgăra ĆpĄl. Pontosan ez motivălta Cauchy-t az 1.1.(1){1.1.(4) egyenletek vizsgălatăban: a hatvănyfĄggvĆnyek bevezetĆsĆnĆl a pontatlan okoskodăsokat Ćs Ăcirculus viciosus"-t akarta elkerĄlni. Lăsd a tŤrtĆneti megjegyzĆseket Acz«el Ćs Dhombres [16] kŤnyvĆben, 365{371. o.

TegyĄk fel most, hogy a kĆtszer di¸erenciălhatć f : R → R megoldăsokat keressĄk. Az f(x + y) = f(x) + f(y) Cauchy-egyenlet esetĆn di¸erenciăljuk mindkĆt oldalt y szerint. Ez ĂmegŤli" az elsŞ tagot a jobb oldalon, Ćs azt kapjuk, hogy f^′(x + y) = f^′(y), ha x, y ∈ R. Megint di¸erenciălva, de most x szerint, ĂmegŤljĄk" a măsik tagot is a jobb oldalon, Ćs azt kapjuk, hogy f^{′′}(x + y) = 0. Innen y = 0 helyettesątĆssel az f^{′′}(x) = 0 di¸erenciălegyenletet kapjuk. Ennek az egyenletnek minden megoldăsa f(x) = c_0 + cx alakč, ahol c_0, c ∈ R konstansok. Visszahelyettesątve az eredeti fĄggvĆnyegyenletbe, lătjuk, hogy c_0 = 0, Ćs azt kapjuk, hogy a kĆtszer di¸erenciălhatć megoldăsok pontosan az f(x) = cx alakč fĄggvĆnyek.

Ez az egyszerŰ pĆlda jćl mutatja az ĂelĆg sima" megoldăsok meghatărozăsăra hasznălt ăltalănos mćdszer lĆnyegĆt. Az ăltalănos taktika egyes tagokat ĂmegŤlni" egy-egy alkalmas di¸erenciăloperătorral, Ćs vĆgĄl megfelelŞ helyettesątĆssel egy di¸erenciălegyenletet kapni. Rendszerint alkalmas helyettesątĆsek vagy az egyenlet bizonyos szimmetriăinak felhasznălăsa alacsonyabb fokč di¸erenciălegyenletet eredmĆnyez. PĆldăul az f^′(x + y) = f^′(y) egyenletbŞl y = 0 helyettesątĆssel azonnal azt kapjuk, hogy f^′(x) = c a c = f^′(0) konstanssal, ami egy elsŞrendŰ di¸erenciălegyenlet. Cauchy exponenciălis egyenlete: f(x + y) = f(x)f(y) esetĆben hasonlćan kapjuk, hogy f^′(x + y) = f(x)f^′(y), Ćs y = 0 helyettesątĆssel, hogy f^′(x) = cf(x), ahol c = f^′(0).

VegyĄk Ćszre, hogy mindkĆt esetben az egyszer di¸erenciălhatć megoldăsok ugyanazok, mint az analitikus megoldăsok.

1.3. EgyszerŰ pĆldăk: regularităsi tulajdonsăgok. Hogyan kaphatjuk meg a fenti pĆldăk, a Cauchy-egyenlet, illetve Cauchy exponenciălis egyenlete esetĆn jćval gyengĆbb regularităsi feltĆtelek mellett a megoldăsokat? Egy ăltalănos mćdja ennek az, hogy megmutatjuk, a gyenge regularităsi feltĆtelbŞl, pĆldăul a folytonossăgbćl vagy a mĆrhetŞsĆgbŞl jćval erŞsebb regularităsi feltĆtelek kŤvetkeznek, pĆldăul a megoldăsok di¸erenciălhatćak vagy analitikusak. PĆldăul ˛gyeljĄk meg, hogy mindkĆt fenti esetben a megoldăsokra kapott di¸erenciălegyenletbŞl kŤvetkezik, hogy a megoldăsok analitikusak (lăsd Dieudonn«e [39], 10.5.3).

Ha f : R → R folytonos megoldăs, akkor a Cauchy-egyenlet esetĆn mindkĆt oldalt integrălva a pozitąv hosszčsăgč [a, b] intervallum felett azt

8 1.§ BevezetĆs

kapjuk, hogy

f(x)(b − a) =

∫_b a f(x + y) dy −

∫_b a f(y) dy.

Bevezetve az čj u = x + y văltozćt azt kapjuk, hogy

f(x) = 1 b − a

∫_{x+b} x+a f(u) du − 1 b − a

∫_b a f(y) dy.

A jobb oldal di¸erenciălhatć, ągy kapjuk, hogy f is di¸erenciălhatć. Ha f kĆtszeri di¸erenciălhatćsăgăra akarunk kŤvetkeztetni, hasonlć okoskodăst alkalmazhatunk az eredeti egyenletbŞl x szerinti di¸erenciălăssal kapott f^′(x+ y) = f^′(x) egyenletre, stb.

Cauchy exponenciălis egyenlete esetĆn f ≡ 0 is folytonos f : R → R megoldăs. Ha f(y_0) ≠ 0, akkor vălaszthatunk olyan [a, b] kŤrnyezetĆt y_0- nak, amelyre f(y)/f(y_0) ≥ 1/2 minden y ∈ [a, b]-re. Integrălva azt kapjuk, hogy

f(x)

∫_b a f(y) dy =

∫_b a f(x + y) dy,

Ćs ągy

f(x) =

∫_{b+x} a+x f(u) du ∫_b a f(y) dy . EbbŞl kŤvetkezik, hogy f di¸erenciălhatć. Itt is hasonlć meggondolăsok alkalmazhatćk az eredeti egyenletbŞl x szerinti di¸erenciălăssal kapott f^′(x + y) = f^′(x)f(y) egyenletre, Ćs azt kapjuk, hogy a megoldăs kĆtszer di¸erenciălhatć, stb.

Most vizsgăljuk a Cauchy-egyenlet egy f : R → R mĆrhetŞ megoldăsăt. Legyen [a, b] egy intervallum pozitąv η hosszal. Legyen x_0 ∈ R tetszŞleges. Luzin tĆtele szerint lĆtezik [x_0 + a, x_0 + b]-nek legalăbb 3η/4 Lebesgue-mĆrtĆkŰ C_1 kompakt rĆszhalmaza, amelyre f|C_1 folytonos. Ha |x − x_0| < η/8, akkor a C_1 − x halmaz rĆsze a C = [a − η/8, b + η/8] halmaznak. Mivel C \ (C_1 − x) Ćs C \ (C_1 − x_0) Lebesgue-mĆrtĆke legfeljebb η/2, nem fedhetik le C-t. Ŋgy a (C_1 − x_0) ∩ (C_1 − x) metszet nem Ąres. Legyen ε > 0 tetszŞleges. Mivel f|C_1 egyenletesen folytonos, van olyan δ > 0, amelyre u, u^′ ∈ C_1, |u − u^′| < δ esetĆn |f(u) − f(u^′)| < ε. Ŋgy ha |x − x_0| < min{η/8, δ}, akkor bărmely y ∈ (C_1 − x_0) ∩ (C_1 − x)-szel azt kapjuk, hogy

|f(x) − f(x_0)| ≤ |f(x + y) − f(x_0 + y)| + |f(y) − f(y)| < ε,

azaz f folytonos x_0-ban. Mivel x_0 tetszŞleges volt, f mindenĄtt folytonos. Ugyanez a mćdszer Cauchy exponenciălis egyenletĆre is alkalmazhatć, ha bevezetjĄk a t = x + y čj văltozćt x helyett, azaz ha az ekvivalens f(t) = f(t − y)f(y) egyenletre tĆrĄnk ăt.

1.§ BevezetĆs

VegyĄk Ćszre, hogy az f(xy) = f(x) + f(y) egyenletnek, Cauchy logaritmikus egyenletĆnek nincs măs f : R → R megoldăsa, mint f ≡ 0; ez y = 0 helyettesątĆssel kŤvetkezik.

Az f(xy) = f(x)f(y) egyenlet, Cauchy hatvăny-egyenlete esetĆn vannak olyan f : R → R megoldăsok, amelyek mĆrhetŞek, de nem folytonosak, folytonosak, de nem di¸erenciălhatćak, stb. Valćban, az x → |x|^c Ćs x → |x|^c sgn x fĄggvĆnyek megoldăsok bărmely c ∈ R esetĆn, ha 0^c-t čgy ĆrjĄk, hogy 0 minden c ∈ R-re.

1.4. Hilbert ŤtŤdik problĆmăja. Hilbert az 1900-as NemzetkŤzi Matematikai Kongresszuson ismertetett nevezetes ŤtŤdik problĆmăja ([56], 304. o.), mint ismeretes azt kĆrdezi, hogy^1

\a folytonos transzformăcićcsoport Lie-fĆle fogalma a fĄggvĆnyek di¸erenciălhatćsăgănak feltĆtelezĆse nĆlkĄl vizsgălataink szămăra mennyire hozzăfĆrhetŞ", kŤzelebbrŞl^2,

\vajon valamilyen megfelelŞ čj văltozćk Ćs paramĆterek bevezetĆsĆvel a csoport nem transzformălhatć-e ăt čgy, hogy a de˛niălć fĄggvĆnyek di¸erenciălhatćak legyenek, . . . ".

Hilbert, kifejtve hogy a csoport-tulajdonsăg egy fĄggvĆnyegyenlet-rendszerben fejezŞdik ki, ągy folytatja^3:

\Ezek a kĆrdĆsek ăltalăban a fĄggvĆnyegyenletek szĆles Ćs Ćrdekes terĄletĆre vezetnek bennĄnket, amelyeket eddig fŞleg a fellĆpŞ fĄggvĆnyek di¸erenciălhatćsăgănak feltĆtelezĆse mellett vizsgăltak. KĄlŤnŤsen az Abel (Oeuvres, 1. k-ot., 1., 61., 389. o.) ăltal oly sok ĆleselmĆjŰsĆggel kezelt fĄggvĆnyegyenletek, a di¸erenciaegyenletek, Ćs măs, az irodalomban elŞfordulć egyenletek Ťnmagukban nem mutatjăk, mi kĆnyszerąti ki a fellĆpŞ fĄggvĆnyek di¸erenciălhatćsăgănak kŤvetelmĆnyĆt, Ćs bizonyos egzisztencia-bizonyątăsok a variăcićszămątăsban kŤzvetlenĄl ahhoz a feladathoz vezettek, hogy egy

1“. . . inwieweit der Liesche Begriff der kontinuierlichen Transformationsgruppe auch ohne Annahme der Differenzierbarkeit der Funktionen unserer Untersuchung zugänglich ist.”_2

“es ensteht mithin die Frage, ob nicht etwa durch Einführung geeigneter neuer Verändertlicher und Parameter die Gruppe stets in eine solche übergeführt werden kann, für welche die definierenden Funktionen differenzierbar sind, . . . ”.

3“Überhaupt werden wir auf das weite und nicht uninteressante Feld der Funktionalgleichungen geführt, die bisher meist nur unter der Voraussetzung der Differenzierbarkeit der auftretenden Funktionen untersucht worden sind. Insbesondere die von Abel (Werke, Bd. 1, S. 1, 61, 389) mit so vielem Scharfsinn behandelten Funktionalgleichungen, die Differenzengleichungen und andere in der Literatur vorkommende Gleichungen weisen an sich nichts auf, was zur Forderung der Differenzierbarkeit der auftretenden Funktionen zwingt, und bei gewissen Existenzbeweisen in der Variationsrechnung fiel mir direkt die Aufgabe zu, aus dem Bestehen einer Differenzengleichung die Differenzierbarkeit der betrachteten Funktionen beweisen zu müssen. In allen diesen Fällen erhebt sich daher die Frage, inwieweit etwa die Aussagen, die wir im Falle der Annahme differenzierbarer Funktionen machen können, unter geeigneten Modifikationen ohne diese Voraussetzung gültig sind.”

10 1.§ BevezetĆs

di¸erenciălegyenlet felăllątăsăhoz a vizsgălt fĄggvĆnyek di¸erenciălhatćsăgăt kellett bizonyątani. Mindezekben az esetekben ezĆrt felmerĄl a kĆrdĆs, mennyiben maradnak hasonlć ăllątăsok, amelyeket a szereplŞ fĄggvĆnyek di¸erenciălhatćsăgănak feltĆtelezĆsĆvel bizonyąthatunk, ĆrvĆnyesek ezen feltĆtelezĆs nĆlkĄl megfelelŞ mćdosątăsok mellett."

(Hilbert kiemelĆsei.) Ezutăn Hilbert idĆzi Minkowskinak egy, az

f(x + y) ≤ f(x) + f(y) x, y ∈ R^n

fĄggvĆnyegyenlŞtlensĆg megoldăsainak bizonyos feltĆtelek melletti parciălis di¸erenciălhatćsăgăra vonatkozć eredmĆnyĆt, majd megjegyzi, hogy bizonyos fĄggvĆnyegyenleteknek, pĆldăul az

f(x + α) − f(x) = g(x), f(x + β) − f(x) = 0,

fĄggvĆnyegyenlet-rendszernek, ahol α, β adott valćs szămok, g pedig adott valćs fĄggvĆny, lehet olyan f megoldăsa, amely folytonos, de nem di¸erenciălhatć, mĆg akkor is, ha g analitikus fĄggvĆny.

Mai nyelven szokăs Hilbert ŤtŤdik problĆmăjăt čgy fogalmazni, hogy igaz-e, hogy egy lokălisan euklidĆszi csoport Lie-csoport? Lăthatjuk azonban, hogy ŤtŤdik problĆmăjănak măsodik felĆben Hilbert sokkal ăltalănosabban fogalmazva olyan problĆmăkra hąvja fel a ˛gyelmet, amelyeket ma regularităsi problĆmăknak szokăs nevezni: fĄggvĆnyegyenletekre, di¸erenciălegyenletekre, Ćs măs egyenletekre megmutatni, hogy a di¸erenciălhatćsăgi feltĆtelek sokkal enyhĆbb feltĆtelekkel helyettesąthetŞk (esetleg megfelelŞ mćdosątăsok utăn). Ez a gondolat Hilbert tizenkilencedik Ćs huszadik problĆmăjăban is visszatĆr, variăcićszămątăssal Ćs parciălis di¸erenciălegyenletekkel kapcsolatban. Lăsd Zeidler [165] kŤnyvĆt, II/A, 86{93. o. A Hilbert-problĆmăkkal kapcsolatban lăsd az Alexandrov ăltal szerkesztett [19] kŤnyvet.

1.5. Ŕltalănos sĆma fĄggvĆnyegyenletek megoldăsăra. A fenti egyszerŰ pĆldăk, valamint Hilbert ŤtŤdik problĆmăjănak măsodik fele az alăbbi ăltalănos sĆmăt sugalljăk fĄggvĆnyegyenletek regulăris megoldăsainak meghatărozăsăra:

(1) Regularităsi tĆtelek felhasznălăsăval mutassuk meg, hogy a fĄggvĆnyegyenlet minden megoldăsa, amely valamely Ăgyenge" regularităsi feltĆtelnek eleget tesz | pĆldăul mĆrhetŞ, Baire-tulajdonsăgč, stb. |, ĂerŞs" regularităsi feltĆteleket is kielĆgąt, pĆldăul lokălisan integrălhatć, folytonos, nĆhănyszor di¸erenciălhatć vagy analitikus.

(2) Hatărozzuk meg az ĂerŞsen" regulăris megoldăsokat, az egyenletet măs tąpusč egyenletre | di¸erenciălegyenletre, integrălegyenletre, a hatvănysorănak egyĄtthatćira vonatkozć egyenletrendszerre, stb. | vezetve vissza, vagy a fĄggvĆnyegyenletek elmĆletĆnek speciălis mćdszereit hasznălva.

1.§ BevezetĆs

Dolgozatok szăzai illusztrăljăk ezt a bevălt mćdszert. A (2) lĆpĆsben a fĄggvĆnyegyenlet speciălis tulajdonsăgait, ăltalănos tapasztalatokat Ćs alkalmi Ťtleteket hasznălunk: speciălis helyettesątĆseket, az egyenlet szimmetriăit, integrăltranszformăcićkat, egyes tagok ĂmegŤlĆsĆt" alkalmas di¸erenciăloperătorokkal, stb. Szămos fĄggvĆnyegyenletekkel foglalkozć kŤnyvben Ćs cikkben talălunk pĆldăkat. Az alăbbi kŤnyvek tŤbbvăltozćs fĄggvĆnyegyenletekkel kapcsolatos bevezetŞ jellegŰ anyagot tartalmaznak: Acz«el [2], [5]; Hille [57]; Kuczma [111]; Saaty [138], section 3. TŤbbvăltozćs fĄggvĆnyegyenletekkel kapcsolatos monogră˛ăk Acz«el [1], Ćs a bŞvebb [3] angol kiadăs, valamint Acz«el-Dhombres [16]. FŞleg speciălis tĆmăkat tărgyalnak: Acz«el [8] (tărsadalomtudomănyok); Acz«el-Dar«oczy [15] (informăcićmĆrtĆkek); Acz«el- Golab [18] (geometria); Dhombres [35] (feltĆteles Cauchy-egyenletek); Eichhorn [40] (kŤzgazdasăgtan); Sz«ekelyhidi [158] (konvolčcić tąpusč egyenletek).

Lăsd mĆg a [7], [10], [104] ăttekintŞ dolgozatokat, a [12] kŤtet ăttekintŞ dolgozatait, az Aequationes Mathematicae kŤteteit, Ćs fĄggvĆnyegyenletekkel kapcsolatos dolgozatok ott rendszeresen megjelenŞ folytatćlagos bibliogră˛ăjăt.

Ennek a disszertăcićnak a fŞ tĆmăja az elsŞ lĆpĆssel foglalkozik: ăltalănos regularităsi tĆteleket fogunk bizonyątani fĄggvĆnyegyenletek egy szĆles osztălyăra, a tŤbbvăltozćs, iterăcićt nem tartalmazć egyenletekre. EredmĆnyeink vălaszt adnak Hilbert ŤtŤdik problĆmăja măsodik felĆnek nagy rĆszĆre ezen osztăly esetĆn. MĆg ebben a szŰkebb tĆmakŤrben is lehetetlen minden dolgozatra hivatkozni, amely valamely speciălis egyenlet regularităsănak kĆrdĆsĆvel foglalkozik. Csak a fent idĆzett kŤnyvekre, Ťsszefoglalć dolgozatokra, az Aequationes Mathematicae kŤteteire Ćs az ott megjelent bibliogră˛ăra utalhatunk. A tŤbbvăltozćs fĄggvĆnyegyenletek ăltalănos tąpusaira vonatkozć regularităsi eredmĆnyek egy rĆszĆre a jelen disszertăcić megfelelŞ paragrafusănak bevezetĆsĆben utalunk.

MielŞtt a regularităsi problĆmăk tărgyalăsăba kezdenĆnk, rŤviden ăttekintjĄk a Ăsima" megoldăsok meghatărozăsăra szolgălć mćdszereket.

1.6. Ŕltalănos mćdszerek fĄggvĆnyegyenletek Ăsima" megoldăsainak meghatărozăsăra. BevezetŞ pĆldakĆnt kĆt mćdszert mutattunk be: analitikus megoldăsok meghatărozăsăt az egyĄtthatćkra kapott egyenletrendszer megoldăsăval, Ćs a fĄggvĆnyegyenlet visszavezetĆsĆt di¸erenciălegyenletre. Ez a măsodik mćdszer kĄlŤnŤsen szĆles kŤrben hasznălatos, Ćs rendszerint a Ăsima" megoldăsok meghatărozăsănak legkĆnyelmesebb mćdjăt biztosątja. Tovăbbi pĆldăkat Acz«el [3] kŤnyvĆben talălhatunk, lăsd kĄlŤnŤsen a 4.2.1, 4.2.4 pontokat. A di¸erenciălegyenlet levezetĆse rendszerint a tagok di¸erenciăloperătorokkal tŤrtĆnŞ ĂmegŤlĆsĆt", speciălis helyettesątĆseket, valamint az egyenlet speciălis szimetriăit hasznălja. A n∑ i=0 h_i(x, y)f_i (g_i(x, y)) = h(x, y), (x, y) ∈ D ⊂ R^2,

lineăris fĄggvĆnyegyenlet-tąpusra, ahol f_0, f_1, . . . , f_n az ismeretlen fĄggvĆnyek, P«ales [134] dolgozata egy ăltalănos algoritmikus mćdszert ismertet.

12 1.§ BevezetĆs

Păles alapgondolata az, hogy a helyettesątĆseket az utolsć lĆpĆsnek hagyja, Ćs megmutatja, hogy megfelelŞen vălasztott di¸erenciăloperătorok segątsĆgĆvel egy tąpus, mondjuk az f_0(g_0(x, y)), f^′_0(g_0(x, y)), stb., tąpusčak kivĆtelĆvel az Ťsszes tŤbbi tag ĂmegŤlhetŞ". Ekkor măr bărmely t = g_0(x, y_0) helyettesątĆs di¸erenciălegyenletet eredmĆnyez. NĆhăny măs fĄggvĆnyegyenlet-tąpusra is lĆtezik algoritmikus megoldăsi mćdszer. PĆldăul Vincze mćdszerĆt kell itt megemlątenĄnk (lăsd Acz«el [3], 4.2.5.). De mĆg igen messze vagyunk attćl, hogy algoritmikus mćdszerrel legyĄnk kĆpesek megoldani az čjonnan felmerĄlŞ fĄggvĆnyegyenletek nagy rĆszĆt.

MegemlątjĄk, hogy bizonyos fĄggvĆnyegyenletek integrălegyenletre redukălhatćk. Ezt a mćdszert nem mutatjuk be itt; lăsd Acz«el [3] kŤnyvĆt, 4.1.2.

Fontos mćdszer integrăltranszformăcićk felhasznălăsăval egyszerŰbb fĄggvĆnyegyenletre redukălni az egyenletet. Acz«el [3] kŤnyve, 4.1.1, ezt a mćdszert is bemutatja. Sz«ekelyhidi [156] kŤnyve szămos fĄggvĆnyegyenlettel foglalkozik, fŞleg Abel-csoportokon. A vizsgălatokban a Fourier-transzformăcić Ćs ˛nomątăsai, valamint a spektrălszintĆzis jătszanak fŞ szerepet. Lăsd mĆg a kŤzŤs ăttekintŞ cikkĄnkben [104] hivatkozott dolgozatokat.

NĆha egy fĄggvĆnyegyenletre a megoldăs kŤzvetlenĄl megkaphatć az egyenletbŞl egy sŰrŰ halmazon. Ilyenkor a folytonos megoldăsok megkaphatćk, ha a pontokat e sŰrŰ halmaz pontjaival kŤzelątjĄk. PĆldăul, a CauchyegyenletnĆl x = y = 0 helyettesątĆssel f(0) = 0, Ćs indukcićval f(nx) = nf(x), ha n ∈ N. Az y = −x helyettesątĆs mutatja, hogy f(−x) = −f(x), ągy a fenti ŤsszefĄggĆs minden n ∈ Z-re teljesĄl. Most x/n-et helyettesątve x helyett kapjuk, hogy f(x/n) = f(x)/n, ha 0 ≠ n ∈ Z. Ŋgy f(rx) = rf(x), ha r ∈ Q. Ez mutatja, hogy f(1) meghatărozza f ĆrtĆkeit a racionălis pontokban, Ćs a valćs szămokat racionălis szămokkal kŤzelątve azt kapjuk, hogy a folytonos megoldăsok f(x) = cx alakčak, ahol c = f(1). Tovăbbi pĆldăkat Acz«el [3] kŤnyvĆben talălhatunk, section 2.

Egy măsik mćdszer, hogy a fĄggvĆnyegyenletet egy olyan fĄggvĆnyegyenletre vezetjĄk vissza, amelynek megoldăsa măr ismert. Ezen a (lĆnyegĆben algebrai) mćdon rendszerint az egyenlet ăltalănos megoldăsăt is sikerĄl meghatărozni. A regulăris megoldăsokat rendszerint a măsik egyenlet regulăris megoldăsaibćl kapjuk, ągy ezek is meghatărozhatćk. Szămos pĆldăt talălhatunk erre az Acz«el [3] illetve Acz«el-Dhombres [15] kŤnyvekben. Pusztăn az ăltalănos megoldăs ismerete nem mindig teszi lehetŞvĆ, hogy a regulăris megoldăsokat kŤnnyen megkapjuk. PĆldăul, a Cauchy-egyenlet ăltalănos megoldăsa a kŤvetkezŞ: rŤgzątsĄnk egy tetszŞleges B băzisăt R-nek Q felett, egy Hamel-băzist. Minden x valćs szăm egyĆrtelmŰen feląrhatć, mint a b_i băziselemek r_i racionălis egyĄtthatćkkal vett ∑ i r_ib_i vĆges lineăris kombinăcićja. Bărmely f : B → R fĄggvĆny egyĆrtelmŰen terjeszthetŞ ki az f(x) = ∑ i r_if(b_i) ŤsszefĄggĆssel a Cauchy-egyenlet egy megoldăsăvă.

VegyĄk Ćszre, hogy mĆg ebben a nagyon egyszerŰ esetben sem vilăgos kŤzvetlenĄl | regularităsi tĆtelek nĆlkĄl | hogy mely megoldăsok mĆrhetŞek.

Egy tovăbbi mćdszer, amely csak nagyon gyenge regularităsi feltevĆseket hasznăl, az čgynevezett Ădisztribčcić mćdszer", amelyet Feny}o [43]

1.§ BevezetĆs

kezdemĆnyezett. Az alapŤtlet, hogy a folytonos (vagy lokălisan integrălhatć) megoldăsok Schwartz-fĆle disztribčcićknak tekinthetŞk, Ćs az egyenlet disztribčcićk kŤzŤtt fennăllć egyenletnek tekinthetŞ. Hasonlć trĄkkŤkkel, mint a sima megoldăsok esetĆn, de ăltalăban tŤbb technikai problĆmăval, disztribčcićkra vonatkozć di¸erenciălegyenleteket kaphatunk. VĆgĄl a disztribčcić megoldăsokrćl kiderĄl, hogy (sima) fĄggvĆnyekhez tartozć regulăris disztribčcićk. Lăsd Baker [23], [24], [25] dolgozatait ezzel a mćdszerrel kapcsolatban.

VĆgĄl nĆhăny megjegyzĆs. Ŕltalănos cĆlokra a legegyszerŰbb mćdszer | ha lehet, ăltalănos | regularităsi tĆtelek segątsĆgĆvel bebizonyątani, hogy a keresett regulăris megoldăsok nĆhănyszor di¸erenciălhatćak, majd di¸erenciălegyenletet keresni a megoldăsokra. Rendszerint a tŤbbi mćdszernĆl sem tudjuk elkerĄlni a regularităsi tĆteleket. Azok a mćdszerek, amelyek gyengĆbb regularităsi feltĆteleket hasznălnak, rendszerint bonyolultabbak, Ćs nem alkalmazhatćk a legăltalănosabb esetekben. PĆldăul, a disztribčcić mćdszernĆl, problĆmăt okoz hogy a Schwartz-fĆle disztribčcićk kŤzŤtt nincs szorzăs de˛niălva. Schwartz lehetetlensĆgi tĆtele szerint ez nem is tehetŞ meg kielĆgątŞ mćdon. MĆg kevĆsbĆ lehetsĆges disztribčcićkat tetszŞleges tŤbb văltozćs C^∞ fĄggvĆnyekbe helyettesąteni. Ez a disztribčcić mćdszer hasznălatăt olyan egyenletekre korlătozza, amelyek nincsenek tčl messze a lineăristćl.

1.7. TŤbbvăltozćs, iterăcićt nem tartalmazć egyenletek. A jelen disszertăcić fŞ tĆmăja ăltalănos regularităsi tĆtelek bizonyątăsa. Szămos fĄggvĆnyegyenlet-tąpusra ilyen regularităsi tĆtelek a tapasztalatok szerint nem teljesĄlnek. A Hilbert ăltal is emlątett (lăsd 1.4), egyvăltozćs fĄggvĆnyegyenletek mellett szămos, az ismeretlen fĄggvĆnyeket egymăsba helyettesątve tartalmazć, Ăiterălt" egyenletnek is van folytonos, de nem differenciălhatć megoldăsa. Ilyen pĆldăul az elŞszŤr AczĆl Ćs Benz [13] ăltal vizsgălt

f (x + f(y)) = f(x) + f (x + y − f(x)) x, y ∈ R, f : R → R

egyenlet, amelynek Ťsszes folytonos megoldăsăt Darćczy [31] hatărozta meg, Ćs amelynek megoldăsai az x →^1_2 (x ± |x|) fĄggvĆnyek is. A Hilbert ŤtŤdik problĆmăjănak elsŞ felĆben fellĆpŞ, a csoportaxićmăkat leąrć fĄggvĆnyegyenletrendszer is speciălis kezelĆst (ătkoordinătăzăst) igĆnyel. Băr pĆldăul Acz«el [4] dolgozatăban igen ăltalănos feltĆtelek mellett bebizonyątja, hogy az

f(x + y) = h(x, f(x), f(y), f(g_1(x, f(x), f(y)), f(g_2(x, f(x), f(y)), . . . , f(g_3(x, f(x), f(y), f(g_4(x, f(x), f(y))), f(g_5(x, f(x), f(y))), . . . , )), . . . )

fĄggvĆnyegyenlet valćs văltozćs, valćs ĆrtĆkŰ f megoldăsai monotonak, čgy gondolom, iterăcićt tartalmazć egyenletek esetĆn mĆg nem beszĆlhetĄnk ăltalănos elmĆletrŞl. Azonban azokra a tŤbbvăltozćs fĄggvĆnyegyenletekre, amelyeknĆl az ismeretlen fĄggvĆnyek nincsenek Ťnmagukba vagy egymăsba helyettesątve, ăltalănos regularităsi tĆteleket bizonyąthatunk be. E disszertăcić fŞ tĆmăjăt ilyen tĆtelek alkotjăk.

14 1.§ BevezetĆs

CĆlunk a Ălegăltalănosabb" iterăcićt nem tartalmazć tŤbbvăltozćs (1) H (X, Y, f (G(X, Y )) , f_0 (G_0(X, Y )) , f_1 (G_1(X, Y )) , . . . , f_n (G_n(X, Y ))) = 0

egyenlet vizsgălata, ahol (X, Y ) egy E halmaz eleme. Itt f, f_0, f_1, . . . , f_n az ismeretlen fĄggvĆnyek, a tŤbbi fĄggvĆny ismert. A văltozćk Ćs a fĄggvĆny- ĆrtĆkek is vektorok. A fenti egyenlet az x = G(X, Y ) čj văltozć bevezetĆsĆvel, Ćs f(x)-et kifejezve az egyenletbŞl, ăltalăban egy valamivel egyszerŰbb alakra hozhatć, amely vizsgălataink cĆljainak jobban megfelel. Szămos esetben | mĆg egy čj y = G_0(X, Y ) văltozćt bevezetve | elĆrhetjĄk, hogy egy măsik ismeretlen fĄggvĆnyben pedig csak az y văltozć szerepeljen, ągy egyenletĄnket az

(2) f(x) = h (x, y, f_0(y), f_1 (g_1(x, y)) , . . . , f_n (g_n(x, y))) , (x, y) ∈ D

alakra hozhatjuk. Mivel cĆljainknak legjobban az egyenletnek ez az Ăexplicit" alakja felel meg, ăltalăban ezt az alakot fogjuk hasznălni, Ćs nem bonyolątjuk feleslegesen a tĆteleket a fenti | ăltalăban csak lokălisan elvĆgezhetŞ | ătalakątăsok feltĆteleinek vizsgălatăval.

Az utćbbi egyenletben f_0 szerepeltetĆse | Ćs ągy az y = G_0(X, Y ) čj văltozć bevezetĆse is | feleslegesnek tŰnik. Azonban f_0 kivĆteles szerepet jătszik a jobb oldalon szereplŞ ismeretlen fĄggvĆnyek kŤzŤtt. Mint azt Sander [144] egy problĆmăja mutatja (lăsd 21.2), gyakran f_0-ra gyengĆbb, vagy egyăltalăn semmilyen feltĆtelt sem kell kirćni. Az adott fĄggvĆnyekre elsŞsorban simasăgi feltĆteleket fogunk elŞąrni. EgyszerŰ pĆldăk mutatjăk, hogy ezek a feltĆtelek nem hagyhatćk el. TermĆszetesen fel kell tennĄnk, hogy az egyenlet jobb oldala tĆnyleg fĄgg y-tćl, Ćs ągy az egyenlet nem egy egyvălto-

zćs egyenlet. Ez biztosan teljesĄl, ha feltesszĄk, hogy a

∂g_i ∂y mătrixok rangja

maximălis. Rendszerint feltesszĄk, hogy D nyąlt halmaz.

CĆlunk annak vizsgălata, hogy a Lebesgue-mĆrhetŞ, illetve a Bairetulajdonsăgč megoldăsok analitikusak-e? Olyan tąpusč ăllątăsokat szăndĆkozunk bebizonyątani, hogy ha az adott fĄggvĆnyek ĂelĆg szĆpek", Ćs az f_1, f_2, . . . , f_n ismeretlen fĄggvĆnyek rendelkeznek egy regularităsi tulajdonsăggal, akkor az f fĄggvĆny is rendelkezik egy regularităsi tulajdonsăggal, amely Ăeggyel jobb".

Az alăbbi lĆpĆsek alkalmazăsa tŰnik cĆlszerŰnek: (I) a mĆrhetŞsĆgbŞl kŤvetkezik a folytonossăg; (II) a Baire-tulajdonsăgč megoldăsok folytonosak; (III) a folytonos megoldăsok majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatćak; (IV) a majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć megoldăsok folytonosan di¸erenciălhatćak;

(V) minden p-szer folytonosan di¸erenciălhatć megoldăs p+1-szer is folytonosan di¸erenciălhatć;

(VI) a vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatć megoldăsok analitikusak.

1.§ BevezetĆs

Ha f = f_0 = f_1 = · · · = f_n, akkor a fenti lĆpĆsek alapjăn, lĆpĆsenkĆnt kaphatjuk, hogy a mĆrhetŞ, illetve Baire-tulajdonsăgč megoldăsok analitikusak. Ha ez nem ăll fenn, akkor a tŤbbi ismeretlen fĄggvĆny kifejezĆse az egyenletbŞl segąthet abban, hogy hasonlć eredmĆnyt kapjunk.

Hogy jobban megĆrthessĄk, miĆrt az (I){(VI) lĆpĆseket hasznăljuk, mik a fŞ nehĆzsĆgek, Ćs milyen tąpusč feltĆteleket kell kirćnunk az adott fĄggvĆnyekre, elŞszŤr bemutatunk nĆhăny alapvetŞ gondolatot.

1.8. A klasszikus mćdszer. Az alăbbi, a fĄggvĆnyegyenletekkel foglalkozćk kŤrĆben jćl ismert ăltalănos mćdszer Kac-tćl ered Ćs (valamivel speciălisabb esetre megfogalmazva) szerepel Acz«el [3] kŤnyvĆben, 4.2.2, 4.2.3. Az (1) h(x, y)f(x) = h_0(x, y) + n∑ i=1 h_i (x, y, f_i (g_i(x, y))) , (x, y) ∈ D

fĄggvĆnyegyenletre alkalmazhatć, ahol az f, f_1, . . . , f_n ismeretlen fĄggvĆnyek rendre az X, X_1, . . . , X_n ⊂ R nyąlt halmazokon vannak de˛niălva, Ćs ĆrtĆkeik valamely Z, Z_1, . . . , Z_n ⊂ R nyąlt halmazokba esnek. TegyĄk fel, hogy Y ⊂ R Ćs D ⊂ X × Y is nyąltak, f_1, . . . , f_n, h, h_0 : D → R Ćs

h_i : D × Z_i → R folytonosak, Ćs a ∂h ∂x , ∂h_0 ∂x , ∂h_i ∂x , ∂h_i ∂y , i = 1, 2, . . . , n par-

ciălis derivăltak is folytonosak. TegyĄk fel tovăbbă, hogy a g_i fĄggvĆnyek kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatćak. Legyen x_0 ∈ X, Ćs tegyĄk fel, hogy

van olyan y_0 ∈ Y , amelyre (x_0, y_0) ∈ D, h(x_0, y_0) ≠ 0 Ćs

∂g_i ∂y (x_0, y_0) ≠ 0,

ha i = 1, 2, . . . , n. Ekkor f folytonosan di¸erenciălhatć az x_0 egy kŤrnyezetĆben. Ennek bizonyątăsăra vegyĄk Ćszre, hogy valamely X_0 korlătos nyąlt intervallumra Ćs [a, b] ⊂ Y intervallumra X_0 ×[a, b] ⊂ D, (x_0, y_0) ∈ X_0 ×]a, b[ Ćs ∫_b a h(x, y) dy ≠ 0, ha x ∈ X_0. Az (1) egyenlet mindkĆt oldalăt integrălva y szerint az [a, b]-n, azt kapjuk, hogy

f(x)

∫_b a h(x, y) dy =

∫_b a h_0(x, y) dy + n∑ i=1 ∫_b a h_i (x, y, f_i (g_i(x, y))) dy.

A g_{i,x}(y) = g_i(x, y) jelŤlĆsekkel vezessĄk be a jobb oldalon ăllć integrălokban kĄlŤn-kĄlŤn az u = g_{i,x}(y), i = 1, 2, . . . , n čj văltozćt. Ehhez szĄksĆg esetĆn helyettesątsĄk X_0-at az x_0 egy kisebb kŤrnyezetĆvel, [a, b]-t pedig az y_0 egy kisebb kŤrnyezetĆvel. Ekkor azt kapjuk, hogy

f(x)

∫_b a h(x, y) dy =

∫_b a h_0(x, y) dy + n∑ i=1 ∫_{gi(x,b)}

g_i(x,a)

h_i ( x, g^{−1}_{i,x} (u), f_i(u)) ) ∂ ∂u g^{−1}_{i,x} (u) du.

16 1.§ BevezetĆs

EbbŞl az egyenletbŞl kŤvetkezik, hogy f folytonosan di¸erenciălhatć. Valćban, egy

~I(x) =

∫_{~g(x,b)}

~g(x,a)

~h(x, y) dy

tąpusč paramĆteres integrăl folytonosan di¸erenciălhatć, ha ~X, ~Y ⊂ R korlătos nyąlt halmazok, ~g : ~X×[a, b] → ~Y Ćs ~h : ~X× ~Y → R folytonos fĄggvĆnyek,

Ćs a ∂ ~h ∂x , ∂~g ∂x parciălis derivăltak is folytonosak. Hogy ezt belăssuk, legyen y_1 ∈ ~Y rŤgzątett, Ćs legyen

~H(x, y) =

∫_y

y_1

~h(x, u) du.

~H folytonosan di¸erenciălhatć, Ćs ągy ~I(x) = ~H(x, ~g(x, b)) − ~H(x, ~g(x, a)) is folytonosan di¸erenciălhatć.

VegyĄk Ćszre, hogy csak ~h Ćs ∂ ~h ∂x folytonossăgăra van szĄksĆgĄnk. Ŋgy h(x, y) lehet pĆldăul h^∗(x, y, f_0(y)) alakč folytonosan di¸erenciălhatć h^∗- gal, de csak folytonos (esetleg ismeretlen) f_0-al, amely akăr vektor ĆrtĆkŰ is lehet. Speciălisan, h(x, y) =

∑_{−1} j=m h_j (x, y)f_j(y) is lehetsĆges m < 0-val Ćs (esetleg ismeretlen) folytonos f_j, m ≤ j < 0 fĄggvĆnyekkel Ćs folytonosan di¸erenciălhatć h_j fĄgvĆnyekkel. Tovăbbă vegyĄk Ćszre, hogy

H(~x, ~y)f_0(G_0(~x, ~y))f(G(~x, ~y)) = H_0(~x, ~y) + n∑ i=1 H_i (~x, ~y, f_i (G_i(~x, ~y)))

tąpusč egyenletek az (1) tąpusra vezethetŞk vissza čj x = G(~x, ~y), y = G_0(~x, ~y) văltozćkat bevezetve.

Ez a mćdszer minden tovăbbi nĆlkĄl ăltalănosąthatć komplex vagy akăr vektor ĆrtĆkŰ ismeretlen fĄggvĆnyekre is, de vektor-vektor fĄggvĆnyekre az ăltalănosątăs nem ilyen nyilvănvalć. Integrălhatunk egy nem Ąres belsejŰ S szimplex felett, Ćs ~I(x) = ∫ ~g(x,S)

~h(x, y) dy

alakč paramĆteres integrălokhoz jutunk. TermĆszetesen ilyen integrălok paramĆter szerinti di¸erenciălăsa klasszikus, ha ~g Ćs ~h sima fĄggvĆnyek, de mi csak azt tudjuk, hogy ~g folytonosan di¸erenciălhatć Ćs ~h az x szerinti parciălis derivăltjăval egyĄtt folytonos. Ezeket a problĆmăkat Ćs a fenti klasszikus mćdszernek vektor-vektor fĄggvĆnyekre tŤrtĆnŞ ăltalănosątăsăt a 11. §-ban tărgyaljuk.

1.9. Magasabb rendŰ derivăltak. A fenti klasszikus mćdszer magasabb rendŰ di¸erenciălhatćsăg bizonyątăsăra is hasznălhatć, ha felhasznăljuk, hogy az

~I(x) =

∫_{~g(x,b)}

~g(x,a)

~h(x, y) dy

1.§ BevezetĆs

paramĆteres integrăl sima ~g esetĆn p + 1-szer di¸erenciălhatć, ha a ~h fĄggvĆny p-szer folytonosan di¸erenciălhatć Ćs a p-edik derivăltja folytonosan parciălisan di¸erenciălhatć x szerint. MĆg jobb trĄkk, ami a jćval ăltalănosabb 1.7.(1) nemlineăris egyenletre is mŰkŤdik, az egyenlet mindkĆt oldalăt p-szer di¸erenciălni. A kapott egyenlet az elŞzŞ pont (1) tąpusăba tartozik, Ćs ągy a klasszikus mćdszer fent emlątett ăltalănosątăsăval tărgyalhatć. Ezt a trĄkkŤt alkalmazzuk a 15. §-ban.

1.10. A megoldăsok folytonossăga. A klasszikus mćdszer (Ćs ăltalănosątăsa is) felhasznălhatć arra is, hogy lokălisan integrălhatć megoldăsok folytonossăgăt bizonyątsuk. Ŋgy, ha a mĆrhetŞsĆgbŞl lokălis korlătossăgot tudunk bizonyątani, akkor a folytonossăgra kŤvetkeztethetĄnk. Ez volt a hagyomănyos mćdja a folytonossăg bizonyątăsănak. PĆldăul, az f(x + y) = f(x) + f(y) Cauchy-egyenletnĆl, ha egy f : R → R megoldăs mĆrhetŞ egy pozitąv Lebesgue-mĆrtĆkŰ K halmazon, akkor automatikusan korlătos egy kisebb, de mĆg mindig pozitąv mĆrtĆkŰ C halmazon, mivel a K_n = {x ∈ K : |f(x)| ≤ n} halmazok mĆrtĆke a K mĆrtĆkĆhez tart, amint n → ∞. Steinhaus egy jćl ismert tĆtele szerint, a C − C halmaz tartalmazza az origć egy kŤrnyezetĆt. Az f fĄggvĆny korlătos ezen a kŤrnyezeten, mivel ha x ∈ C −C, akkor x elŞălląthatć x = z − y, z, y ∈ C alakban, amibŞl

|f(x)| ≤ |f(x + y)| + |f(y)|,

azaz f korlătos az origć egy ε > 0 sugarč kŤrnyezetĆben. Ha [−ε, ε] felett integrălunk, azt kapjuk, hogy

(1) 2εf(x) =

∫_ε −ε f(x + y) dy −

∫_ε −ε f(y) dy =

∫_{ε+x}

−ε+x

f(u) du −

∫_ε −ε f(y) dy.

EbbŞl az egyenletbŞl kŤvetkezik, hogy f folytonos az origć kŤzelĆben, Ćs čjra felhasznălva (1)-et, kapjuk, hogy di¸erenciălhatć is az origć egy kŤrnyezetĆben. De a Cauchy-egyenlet esetĆn, rŤgzątve y-t, lătjuk, hogy f az y kŤrĄl egyszerŰen konstans plusz egy eltoltja f-nek az origć kŤrĄl. Ŋgy ha egy megoldăs folytonos, di¸erenciălhatć, analitikus, stb. az origć kŤrĄl, akkor ugyanez teljesĄl mindenĄtt.

Ez a mćdszer mŰkŤdik akkor is, ha Cauchy exponenciălis egyenletĆnek mĆrhetŞ f : R → R megoldăsait kell meghatărozni.

Ma ez a mćdszer kevĆsbĆ fontos, mint korăbban volt, Ćs csak akkor Ćrdemes hasznălni, ha a szćban forgć mĆrtĆk nem Radon-mĆrtĆk. Ennek a mćdszernek nĆhăny, a Haar-mĆrtĆk invariăns, illetve a Lebesgue-mĆrtĆk kovariăns kiterjesztĆseivel kapcsolatos alkalmazăsăt az 5. Ćs 6. §-ban fogjuk tărgyalni.

Van egy sokkal kĆnyelmesebb mćdszer, amely Radon-mĆrtĆkek esetĆn mŰkŤdik, speciălisan tehăt a Lebesgue-mĆrtĆk esetĆn is. Ez a mćdszer Luzin tĆtelĆt hasznălja: čgy tŰnik, az Ťtlet McKiernan-nĆl [130] Ćs Baker-nĆl [21] fordul elŞ elŞszŤr. Egy pĆldăt măr mutattunk az 1.3 pontban. A mćdszer az ăltalănos

f(x) = h (x, y, f_0(y), f_1 (g_1(x, y)) , . . . , f_n (g_n(x, y)))

18 1.§ BevezetĆs

esetben, azaz az 1.7.(2) egyenletre is mŰkŤdik: Vălasszunk valamely C pozitąv mĆrtĆkŰ kompakt halmazt, Ćs vălasszunk g_i(x_0, C)-nek olyan Ănagy" K_i kompakt rĆszhalmazăt, amelyen f_i folytonos. Ha meg tudjuk mutatni, hogy az (1) {y : g_i(x_0, y), g_i(x, y) ∈ K_i, ha 1 ≤ i ≤ n }

halmaz soha sem Ąres, amennyiben x elĆg kŤzel van x_0-hoz, akkor a halmaz bărmely y elemĆt helyettesątve az egyenletbe, azt kapjuk, hogy f(x) kŤzel van f(x_0)-hoz. Ezt a mćdszert fogjuk felhasznălni, hogy a mĆrhetŞsĆgbŞl kŤzvetlenĄl a folytonossăgra kŤvetkeztessĄnk: lăsd a 8. §-t.

Fontos meg˛gyelĆs, hogy elĆg, ha a fĄggvĆnyegyenlet majdnem mindenĄtt teljesĄl: lăsd 9. §-t. Ez azĆrt fontos, mert ha egy megoldăs majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć, akkor a derivăltja (amely automatikusan BorelfĄggvĆny, lăsd 14.1-et) ugyancsak egy fĄggvĆnyegyenletet teljesąt, Ćs a fenti meg˛gyelĆst alkalmazva azt kapjuk, hogy a derivălt folytonos. Ezt a gondolatot, hogy Ăa majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć megoldăsok folytonosan di¸erenciălhatćak", a 14. §-ban dolgozzuk ki. VegyĄk Ćszre, hogy ennek alapjăn abbćl, hogy a megoldăs lokălisan korlătos văltozăsč (valćs văltozćs esetben), illetve hogy lokălisan Lipschitz-feltĆtelnek tesz eleget (vektor văltozćs esetben), arra kŤvetkeztethetĄnk, hogy folytonosan di¸erenciălhatć.

Egy Ćrdekes, de a fŞ problĆmănkkal nem kapcsolatos kĆrdĆst vizsgălunk a 7. §-ban. A 24. problĆma a ĂThe Scottish Book"-ban [128], Mazur problĆmăja, azt kĆrdezi, hogy igaz-e, hogy egy additąv funkcionăl egy Banach tĆren, amely minden gŤrbe mentĆn Lebesgue-mĆrhetŞ, folytonos. Ez egy ĂmĆrhetŞsĆgbŞl kŤvetkezik a folytonossăg" tąpusč kĆrdĆs. A 7. §-ban rŤviden ĆrintjĄk ezt a problĆmăt, megmutatva, hogy az, hogy egy fĄggvĆny minden gŤrbe mentĆn Lebesgue-mĆrhetŞ, ekvivalens az univerzălis mĆrhetŞsĆggel.

1.11. Steinhaus-tąpusč tĆtelek. Mint az elŞzŞ pontban lăttuk, Steinhaus tĆtele [150] hasznos eszkŤz fĄggvĆnyegyenletek mĆrhetŞ megoldăsainak vizsgălatănăl. A tĆtel egy măsik văltozata azt ăllątja, hogy ha A_1, A_2 ⊂ R Lebesgue-mĆrhetŞ pozitąv mĆrtĆkŰ halmazok, akkor A_1 + A_2 tartalmaz belsŞ pontot. Ennek a tĆtelnek szămos ăltalănosątăsa ismeretes: egyrĆszt R măs topologikus mĆrtĆktĆrrel helyettesąthetŞ, măsrĆszt az Ťsszeadăs egy kĆtvăltozćs fĄggvĆnyre cserĆlhetŞ. Az ăltalănosątăsok nagy rĆsze Weil gondolatăn [164] alapul, mely szerint az x → ∫ Y f_1(x − y)f_2(y) dy

konvolčcić folytonos. EbbŞl, az f_i helyĆre az A_i halmaz karakterisztikus fĄggvĆnyĆt helyettesątve, kŤnnyen megkaphatjuk Steinhaus tĆtelĆt. VegyĄk Ćszre, az elŞzŞ pontban az 1.10.(1) halmaz μ-mĆrtĆke ∫ n∏ i=1 f_i (g_i(x, y)) f_i (g_i(x_0, y)) dμ(y),

1.§ BevezetĆs

ahol f_i a K_i halmaz karakterisztikus fĄggvĆnye. Ez azt mutatja, hogy amire a ĂmĆrhetŞsĆgbŞl kŤvetkezik a folytonossăg" tąpusč tĆtelek bizonyątăsăhoz szĄksĆgĄnk van, az egy ăltalănos Steinhaus-tąpusč tĆtel, Ćs a kĆt tĆmakŤr szorosan ŤsszefĄgg.

A 3. §-ban elŞszŤr Weil tĆtelĆt ăltalănosątjuk, egy x → ∫ Y h (f_1 (g_1(x, y)) , . . . , f_n (g_n(x, y))) dμ(y)

alakč fĄggvĆny folytonossăgăt bizonyątva, majd Steinhaus tĆtelĆt ăltalănosątjuk kettŞnĆl tŤbb văltozćs folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆnyre az Ťsszeadăs helyett. Szămos korăbbi eredmĆny speciălis esetkĆnt adćdik. Az ăltalănosątăst implicit mćdon az 5., 8., 9. Ćs 18. §-okban, explicit mćdon pedig a 6. §-ban Ćs a 22. §-ban adott alkalmazăsban fogjuk felhasznălni.

1.12. Baire-kategćria. Szoros analćgia van a mĆrtĆk Ćs a Baire-kate-gćria kŤzŤtt: Oxtoby [132] kŤnyve elegăns bevezetĆs. Ennek alapjăn vărhatć, hogy a mĆrtĆkelmĆleti tĆtelek nagy rĆszĆhez hasonlć tĆtel igaz Bairekategćria esetĆn is. Steinhaus tĆtelĆvel analćg tĆtel Baire-kategćria esetĆn Piccard tĆtele, mely szerint ha A ⊂ R măsodik kategćriăjč Ćs Bairetulajdonsăgč, akkor A − A tartalmazza az origć egy kŤrnyezetĆt. Ennek a tĆtelnek is hasonlć ăltalănosątăsăt adjuk, mint Steinhaus tĆtelĆnek: lăsd a 4. §-t. A ĂBaire-tulajdonsăgbćl kŤvetkezik a folytonossăg" tąpusč tĆtelek hasonlćak a ĂmĆrhetŞsĆgbŞl kŤvetkezik a folytonossăg" tąpusč tĆtelekhez; ezeket a 10. §-ban tărgyaljuk.

1.13. Folytonos megoldăsok di¸erenciălhatćsăga. Nem vităs, a legnehezebb lĆpĆs a folytonos megoldăsok di¸erenciălhatćsăgănak bizonyątăsa. Mint az 1.10 pontban lăttuk, elĆg majdnem mindenĄtti di¸erenciălhatćsăgot bizonyątani; ez kŤvetkezik, ha lokălis Lipschitz-tulajdonsăg fennăllăsăt bizonyątjuk. Az 1.8 klasszikus mćdszer ăltalănosątăsa vektor-vektor fĄggvĆnyekre hasznos, de tăvolrćl sem kielĆgątŞ. NĆhăny, a folytonossăg Ćs a lokălis Lipschitz-tulajdonsăg kŤzŤtt elhelyezkedŞ tulajdonsăgot is meg fogunk vizsgălni: a H-older folytonossăgot (12. §) Ćs a lĆnyegĆben korlătos văltozăst (13. §).

NemrĆgen bizonyos kompaktsăgi feltĆtelek mellett sikerĄlt olyan eredmĆnyeket elĆrnem, amelyek a legtŤbb gyakorlati cĆlra elegendŞen erŞsek: lăsd a 11.5 pontot. Ezeknek az eredmĆnyeknek az elsŞ alkalmazăsa a ĂkockakettŞzĆs" 21.12 egyenletĆnek megoldăsa volt. Azonban azt gondolom, hogy ezen eredmĆnyek erejĆnek legjobb illusztrăcićja, hogy Mario Bonk habilităcićs dolgozatănak a Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny karakterizăcićjăra vonatkozć čj eredmĆnyei (a problĆma Abel munkăjăig nyčlik vissza) megkaphatćk, sŞt, ăltalănosabb eredmĆnyek is kiadćdnak: lăsd a 23. §-t.

1.14. Analitikussăg. Az utolsć lĆpĆs lenne annak bizonyątăsa, hogy a vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatć megoldăsok analitikusak. Ezzel a lĆpĆssel kapcsolatban csak gyenge eredmĆnyek vannak, lăsd a 16. §-t. VegyĄk azonban Ćszre, hogy a fĄggvĆnyegyenletbŞl gyakran egy di¸erenciălegyenletet

20 1.§ BevezetĆs

kaphatunk, ągy bizonyos esetekben a di¸erenciălegyenletek regularităselmĆlete hasznălhatć. Lăsd Dieudonn«e [39], 10.5.3-at kŤzŤnsĆges di¸erenciălegyenletekkel kapcsolatban, Ćs a Zeidler [165] kŤnyvĆben idĆzett irodalmat, II/A, 86{93. o. Ilyen mćdszerrel bizonyątja ăltalănosątott kŤzĆpĆrtĆk tąpusč egyenletek megoldăsainak analitikussăgăt Lavruk Ćs «Swiatak [121] dolgozata. Păles [134] dolgozatăban ăltalănos mćdszert ad, amellyel Ťsszeg alakč fĄggvĆnyegyenleteket di¸erenciălegyenletekre redukălhatunk. MćdszerĆnek segątsĆgĆvel megmutatja, hogy megfelelŞ feltĆtelek mellett a megoldăsok analitikusak a nyąlt ĆrtelmezĆsi tartomăny egy olyan nagy rĆszhalmazăn, amelynek a komplementere diszkrĆt.

1.15. Măs regularităsi tulajdonsăgok. Mint lăttuk, az 1.7 pont (I){(VI) lĆpĆsei termĆszetes ĂlĆpcsŞket" kĆpeznek, amelyek segątsĆgĆvel a mĆrhetŞsĆgbŞl vagy a Baire-tulajdonsăgbćl indulva felkapaszkodhatunk az analitikussăgig. TermĆszetesen szămos măs regularităsi tulajdonsăg is elkĆpzelhetŞ. EmlątsĄnk meg rŤviden nĆhănyat.

Az egyszerŰbb esetekben gyakran hasznălatos, de bonyolultabb egyenletekre nem tŰnik olyan hasznosnak, ha feltesszĄk, hogy a megoldăs valamilyen feltĆtelnek tesz eleget egy pontban vagy egy pont valamely kŤrnyezetĆben. LegnĆpszerŰbb azt feltenni, hogy van olyan pont, amelyben a megoldăs folytonos. Mint măr emlątettĄk, az f(x + y) = f(x) + f(y) Cauchy-egyenletnĆl rŤgzątve y-t lătjuk, hogy a megoldăs y kŤrĄl konstans plusz a megoldăs origć kŤrĄli rĆszĆnek eltoltja. Ŋgy a Cauchy-egyenletnĆl, ha egy megoldăs folytonos egy pontban, akkor folytonos mindenĄtt. (Sok măs tulajdonsăgra is hasonlć ăllątăs teljesĄl.) Mostanăban Matkowski [126] ăltalănosątotta ezeket a meggondolăsokat a Cauchy-tąpusč

f(g(x, y)) = h(x, y, f(x), f(y))

egyenletre, amelyben f az ismeretlen fĄggvĆny. Azonban măs egyenletek esetĆn nem lătszik ilyen hasznosnak feltenni, hogy a megoldăs folytonos egy pontban. PĆldakĆnt felhąvjuk az olvasć ˛gyelmĆt arra, hogy azokat az egy pontban folytonos f : ]0, 1[ → R fĄggvĆnyeket, amelyek az informăcić alapegyenletĆt, az

f(x) + (1 − x)f ( y 1 − x ) = f(y) + (1 − y)f ( x 1 − y ) , 0 < x, y, x + y < 1

egyenletet elĆgątik ki, nem ilyen egyszerŰ meghatărozni: lăsd Diderrich [36], [37], [38] Ćs Maksa [125] cikkeit. (Az egyenlet rĆszletes tărgyalăsăt lăsd Acz«el Ćs Dar«oczy [15] kŤnyvĆben.) Hasonlątsuk ezt Ťssze azzal, milyen egyszerŰen kapjuk a mĆrhetŞ megoldăsokat ăltalănos eredmĆnyeink felhasznălăsăval 21.5-ben.

Gyakran hasznălt feltĆtel az is, hogy a megoldăs korlătos, felĄlrŞl vagy alulrćl korlătos, vagy lokălisan korlătos. PĆldăul, ha f : R → R a Cauchyegyenlet egy megoldăsa, amely korlătos, mondjuk felĄlrŞl egy x_0 pont egy kŤrnyezetĆben, akkor f(x) = xf(1) minden x ∈ R-re. Valćban, vegyĄk Ćszre, hogy mivel f(rx + sy) = rf(x) + sf(y) minden x, y ∈ R Ćs r, s ∈ Q-ra, az

1.§ BevezetĆs

f gra˛konja egy Q feletti lineăris altere R^2-nek. Ha f(x) ≠ xf(1) valamely x ∈ R-re, akkor (1, f(1)) Ćs (x, f(x)) lineărisan fĄggetlen elemei (R felett) a gra˛konnak, Ćs ągy f gra˛konja sŰrŰ R^2-ben.

A lokălis korlătossăgnăl egyĆbkĆnt jćval kevesebb is elĆg annak bizonyątăsăhoz, hogy a Cauchy-egyenlet egy f : R → R megoldăsăra f(x) = xf(1) mindenĄtt. Ha csak azt tesszĄk fel, hogy f korlătos (mondjuk felĄlrŞl a K konstanssal) egy pozitąv mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ C halmazon (mely feltĆtel egyĆbkĆnt ekvivalens azzal, hogy f-et egy mĆrhetŞ fĄggvĆny majorălja C-n), akkor

f(x + y) ≤ f(x) + f(y) ≤ 2K,

ha x, y ∈ C, azaz f korlătos felĄlrŞl 2K-val a C + C halmazon. De a Steinhaus-tĆtel szerint (1.10) ez a halmaz tartalmaz nem Ąres nyąlt halmazt.

Itt is elmondhatjuk, hogy ilyen korlătossăgi vagy lokălis korlătossăgi feltĆtelek egyszerŰbb egyenleteknĆl jćl hasznălhatćk, de bonyolultabb egyenleteknĆl nem ilyen hasznosak. PĆldakĆnt ismĆt az informăcić (1) alapegyenletĆt emląthetjĄk. A lokălisan korlătos megoldăsokat (Ćs ezzel az egy pontban folytonos megoldăsokat is) Diderrich hatărozta meg, [36], [37]. Lăsd mĆg Diderrich [38] Ćs Maksa [125] cikkĆt. Hosszč ideig megoldatlan problĆma volt, vajon ennek az egyenletnek minden nemnegatąv megoldăsa folytonos-e? VĆgĄl Dar«oczy Ćs Maksa [34] adtak ellenpĆldăt. De măr Cauchy exponenciălis egyenletĆnek valćs văltozćs komplex ĆrtĆkŰ megoldăsai kŤzŤtt is vannak korlătos, de nem folytonos fĄggvĆnyek: minden, az f(x) = e^{if1(x)} ŤsszefĄggĆssel de˛niălt f : R → C fĄggvĆny, ahol f_1 : R → R a Cauchy-egyenlet egy megoldăsa, megoldăsa Cauchy exponenciălis egyenletĆnek, Ćs abszolčt ĆrtĆke mindenĄtt 1.

Egy măsik ĆszrevĆtel, hogy nagyon ĂszĆp" fĄggvĆnyegyenletek esetĆn is a komplex megoldăsok nem di¸erenciălhatćak mint komplex văltozćs fĄggvĆnyek, băr mĆg analitikusak is, mint kĆt văltozćs valćs fĄggvĆnyek. Triviălis pĆlda a Cauchy-egyenlet. A legăltalănosabb folytonos f : C → C megoldăs f(z) = cz + d—z komplex c, d konstansokkal; nem di¸erenciălhatć, mint komplex fĄggvĆny, ha d ≠ 0.

A fenti pĆldăk indokoljăk, hogy ăltalănos meggondolăsainkbćl elhagyjuk az egy pontban folytonos, lokălisan vagy globălisan korlătos megoldăsok vizsgălatăt, Ćs nem prćbălunk meg komplex di¸erenciălhatćsăgot bizonyątani.

1.16. Egy ăltalănos problĆma. Az eddig tărgyalt mćdszerek azt sugalljăk, hogy az 1.7.(2) egyenlet, a Ălegăltalănosabb explicit egyenlet" lehet vizsgălataink kŤzponti objektuma. Ha feltesszĄk, hogy f = f_0 = f_1 = f_2 = · · · = f_n, akkor az 1.7 Ăbootstrap" mćdszerĆnek (I){(VI) lĆpeseit hasznălhatjuk. Itt nincs szĄksĆgĄnk az f_0(y) = f(y) tagra: ha elhagyjuk, nem korlătozzuk az ăltalănossăgot. Azt, hogy a jobb oldal tĆnyleg fĄggjŤn y-tćl,

azzal fogjuk biztosątani, hogy feltesszĄk, hogy a

∂g_i ∂y mătrixok rangja ma-

ximălis. Ilyen mćdon az iterăcićt nem tartalmazć tŤbbvăltozćs egyenletek alăbbi alapvetŞ regularităsi problĆmăjăhoz jutunk:

22 1.§ BevezetĆs

1.17. ProblĆma. Legyen X, Y Ćs Z nyąlt rĆszhalmazai R^r-nek, R^snek Ćs R^t-nek, Ćs legyen D nyąlt rĆszhalmaza X × Y -nak. Legyenek f : X → Z, g_i : D → X (i = 1, 2, . . . , n) Ćs h : D × Z^n → Z fĄggvĆnyek. TegyĄk fel, hogy (1) f(x) = h(x, y, f(g_1(x, y)), . . . , f(g_n(x, y))), ha (x, y) ∈ D;

(2) h analitikus;

(3) g_i analitikus, Ćs minden x ∈ X-re lĆtezik egy y, amelyre (x, y) ∈ D Ćs ∂g_i ∂y (x, y) rangja r (i = 1, 2, . . . , n).

Igaz-e hogy minden f, amely Lebesgue-mĆrhetŞ vagy Baire-tulajdonsăgč, analitikus?

1.18. MegjegyzĆs: a problĆma văltozatai. A fenti problĆmăban az Ăanalitikus" szćt a ĂC^∞" szćval helyettesątve, egy măsik problĆmăt kapunk. Talăn ez a problĆma mĆg fontosabb, mivel a fĄggvĆnyegyenletek megoldăsait leggyakrabban di¸erenciălegyenletre tŤrtĆnŞ visszavezetĆssel keressĄk meg. Ŕltalănosabban, vizsgălhatjuk a ĂC^p-problĆmăt", ahol 1 ≤ p ≤ ∞ vagy p = ω, ahol C^ω alatt az analitikus fĄggvĆnyek osztălya ĆrtendŞ (ω > ∞). Mivel nem erŞs megszorątăs feltenni, hogy az adott fĄggvĆnyek simăbbak, mint amit a megoldăstćl vărunk, Ćrdemes lehet a ĂC^p-C^q-problĆmăt" vizsgălni: feltesszĄk, hogy az adott fĄggvĆnyek C^p-ben vannak, Ćs azt kĆrdezzĄk, hogy az f megoldăs C^q-ban van-e? Itt 0 ≤ q ≤ ω, 1 ≤ p ≤ ω Ćs q ≤ p. PĆldăul, nĆhăny tĆtelben annak bizonyątăsăhoz, hogy f folytonosan di¸erenciălhatć, azt fogjuk feltenni, hogy a g_i fĄggvĆnyek kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatćak, illetve annak bizonyątăsăhoz, hogy f folytonos, azt fogjuk feltenni, hogy a g_i fĄggvĆnyek folytonosan di¸erenciălhatćak.

1.19. MegjegyzĆsek. (1) A fenti ăltalănos 1.17 regularităsi problĆma C^∞-văltozatăt a szerzŞ fogalmazta meg (J«arai [72]), eredetileg egy valamivel gyengĆbb formăban, az

f(x) = h(x, y, f(y), f(g_1(x, y)), . . . , f(g_n(x, y)))

fĄggvĆnyegyenletre. Ezt a problĆmăt Acz«el J«anos a XXI. NemzetkŤzi FĄggvĆnyegyenletek Szimpćziumon a legfontosabb, fĄggvĆnyegyenletekkel kapcsolatos megoldatlan problĆmăk kŤzŤtt ismertette (lăsd Acz«el [7], 256. o.). Az elmčlt tizenŤt Ćv azt mutatta, hogy az f(y) tag ăltal implicit mćdon bevezetett X = Y megszorątăs nem segąt a problĆma megoldăsăban. Ŋgy a fenti, erŞsebb formăt fogjuk vizsgălni.

(2) Ahelyett, hogy minden x ∈ X-hez van olyan y ∈ Y , amelyre (x, y) ∈

D Ćs

∂g_i ∂y (x, y) rangja r minden 1 ≤ i ≤ n-re, ekvivalens lenne azt feltenni,

hogy

∂g_i ∂y , 1 ≤ i ≤ n rangja r mindenĄtt a D-n, Ćs minden x ∈ X-hez van

olyan y ∈ Y , amelyre (x, y) ∈ D. Valćban, D-t helyettesąthetjĄk azzal a

nyąlt rĆszhalmazăval, amelyen minden

∂g_i ∂y rangja r.

1.§ BevezetĆs

1.20. A problĆma Ăjćl fogalmazott". EgyszerŰ pĆldăkkal megmutatjuk, hogy a problĆmăban szereplŞ feltĆtelekbŞl egyik sem hagyhatć el čj feltĆtelek bevezetĆse nĆlkĄl. Ez azt mutatja, hogy nem jogtalan a fenti problĆmăt a ĂtŤbbvăltozćs iterăcićt nem tartalmazć fĄggvĆnyegyenletek regularităsi alapproblĆmăjănak" nevezni. Egyčttal az ellenpĆldăk kŤrĄlhatăroljăk azt is, milyen tąpusč văltoztatăsok kĆpzelhetŞk el a feltĆtelekben.

Az implicit f(x)f(y)f(x + y) = 0

egyenlet mutatja, hogy implicit egyenletekre ăltalăban nem teljesĄlnek regularităsi tĆtelek; minden f : R → R fĄggvĆny megoldăs, amelyre f(x) = 0, ha x ∉ ]1, 2[. Valćban, ha x, y ∈ ]1, 2[, akkor x + y ∈ ]2, 4[, ągy a szorzat nulla. Ezek kŤzŤtt a fĄggvĆnyek kŤzŤtt vannak fĄggvĆnyek, amelyek mĆrhetŞek, de nem folytonosak, folytonosak, de nem di¸erenciălhatćak, stb. Egy măsik, a Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆnyeket karakterizălć egyenlettel kapcsolatos pĆlda talălhatć a 23.2 megjegyzĆsben.

Cauchy hatvăny-egyenlete,

f(yz) = f(y)f(z)

azt mutatja, hogy ha az egyenlet csak abban az Ćrtelemben implicit, hogy čj văltozć bevezetĆsĆvel nem tudjuk f(x) = . . . alakra hozni, akkor sem teljesĄl regularităs ăltalăban. Valćban, itt minden f : R → R, f(x) = |x|^c Ćs f(x) = |x|^c sgn x fĄggvĆny megoldăs (c ∈ R Ćs 0^c nullănak ĆrtendŞ). Ezek kŤzŤtt a fĄggvĆnyek kŤzŤtt is vannak, amelyek mĆrhetŞek, de nem folytonosak, stb.

Az, hogy a fĄggvĆnyegyenlet D ĆrtelmezĆsi tartomănyărćl feltesszĄk, hogy nyąlt, technikai jellegŰ feltĆtelnek lătszik: e nĆlkĄl nehezebb lenne a g_i belsŞ fĄggvĆnyek di¸erenciălhatćsăgărćl beszĆlni. Hogy ez a feltĆtel nem hagyhatć el, mĆg akkor sem, ha a g_i fĄggvĆnyek Ănagyon szĆpek", azt Cauchy exponenciălis egyenletĆnek pĆldăja mutatja. Ůj văltozćt bevezetve, az

f(x) = f(x − y)f(y)

egyenletet kapjuk. Bărmely olyan D ĆrtelmezĆsi tartomănyon, amely tartalmazza a (0, 0) origćt, Ćs a D^0 = {(x, y) : 0 < y < x} nyąlt halmazt, de rĆsze a D^0 lezărtjănak, az f(0) = 1, f(x) = 0, ha x > 0 ŤsszefĄggĆssel de˛niălt fĄggvĆny mĆrhetŞ, de nem folytonos megoldăs.

Ha a fenti problĆmăban a h kĄlsŞ fĄggvĆny nincs C^p-ben, akkor a megoldăs sem feltĆtlenĄl van C^p-ben, 0 ≤ p ≤ ω. Ezt az alăbbi egyszerŰ pĆlda mutatja: Legyen H : R → R egy kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ Borel-fĄggvĆny, f : R → R, Ćs tekintsĄk a Cauchy-egyenletet H ∘ f-re, azaz legyen

(1) H(f(x + y)) = H(f(x)) + H(f(y)), x, y ∈ R.

Ez az egyenlet ekvivalens az

(2) f(x) = h(f(y), f(x + y)), x, y ∈ R,

24 1.§ BevezetĆs

egyenlettel, ahol h-t a h(z_1, z_2) = H^{−1}(H(z_2)−H(z_1)) ŤsszefĄggĆs de˛niălja, ha z_1, z_2 ∈ R. Ŋgy f akkor Ćs csak akkor mĆrhetŞ [folytonos, stb.] megoldăsa (1)-nek, ha f mĆrhetŞ [folytonos, stb.] megoldăsa (2)-nek. De ha f mĆrhetŞ, akkor H ∘ f is mĆrhetŞ, ągy valamely c konstanssal H(f(x)) = cx, azaz f(x) = H^{−1}(cx) minden x ∈ R-re. Ha H^{−1} mĆrhetŞ, de nem folytonos [folytonos, de nem di¸erenciălhatć, stb.], akkor (2)-nek van olyan mĆrhetŞ [folytonos, stb.] megoldăsa, amely nem folytonos [nem di¸erenciălhatć, stb.].

Nagyon hasonlć pĆlda mutatja, hogy ha a fenti problĆmăban a g_i belsŞ fĄggvĆnyek (vagy legalăbb egyikĄk) nincs C^p-ben, 0 ≤ p ≤ ω, akkor az f megoldăs sem feltĆtlenĄl van C^p-ben. Legyen G : R → R egy kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ Borel-fĄggvĆny, amely rendelkezik a kŤvetkezŞ tulajdonsăggal: ha A ⊂ R nulla Lebesgue-mĆrtĆkŰ, akkor G^{−1}(A) is nulla mĆrtĆkŰ. Legyen f : R → R egy fĄggvĆny, Ćs tekintsĄk a Cauchy-egyenletet az f ∘ G fĄggvĆnyre, azaz tegyĄk fel, hogy

(3) f(G(X + Y )) = f(G(X)) + f(G(Y )), X, Y ∈ R.

Az x = G(X), y = G(Y ) helyettesątĆssel azt kapjuk, hogy ez az egyenlet ekvivalens az

(4) f(x) = f(g(x, y)) − f(y), x, y ∈ R

egyenlettel, ahol g a g(x, y) = G(G^{−1}(x) + G^{−1}(y)) ŤsszefĄggĆssel van de- ˛niălva, ha x, y ∈ R. Ŋgy f akkor Ćs csak akkor mĆrhetŞ [folytonos, stb.] megoldăsa (3)-nak, ha mĆrhetŞ [folytonos, stb.] megoldăsa (4)-nek. De ha f mĆrhetŞ, akkor f ∘ G is mĆrhetŞ, ągy valamely c konstanssal f(G(X)) = cX, azaz f(x) = cG^{−1}(x) minden x ∈ R-re. Ha G^{−1} mĆrhetŞ, de nem folytonos [folytonos, de nem di¸erenciălhatć, stb.], akkor (4)-nek van mĆrhetŞ [folytonos, stb.] megoldăsa, amely nem folytonos [nem di¸erenciălhatć, stb.].

VegyĄk Ćszre, hogy a G(X) = X^3 speciălis esetben azt kapjuk, hogy f(x) = cx^{1/3}. Ebben az esetben a (4) egyenletben g(x, y) = (x^{1/3} + y^{1/3})^3. A g fĄggvĆny folytonos R × R-en Ćs akărhănyszor di¸erenciălhatć minden (x, y), x ≠ 0 ≠ y pontban. MĆg az y → g(0, y) = y fĄggvĆny is di¸erenciălhatć, Ćs derivăltja nem tŰnik el. De x = 0-hoz nincs olyan y ∈ R, amelyre g di¸erenciălhatć (x, y)-ban. Ez azt mutatja, hogy a g belsŞ fĄggvĆny di¸erenciălhatćsăga nem hagyhatć el. Ez a pĆlda azt is mutatja, hogy az a feltĆtel sem hagyhatć el, hogy minden x-hez van olyan y, amelyre (x, y) ∈ D.

VĆgĄl, hogy

∂g_i ∂y rangjănak r-nek kell lenni, azt a Cauchy hatvăny-

egyenletĆbŞl čj văltozćk bevezetĆsĆvel nyert alăbbi egyszerŰ pĆlda mutatja:

f(x) = f(y)f(x/y), x ∈ R, 0 ≠ y ∈ R.

Itt x = 0-hoz nincs olyan y, amelyre ∂g ∂y (0, y) ≠ 0, ahol g(x, y) = x/y. A

valćs ĆrtĆkŰ megoldăsok kŤzŤtt ott vannak az f(x) = |x|^c Ćs f(x) = |x|^c sgn x fĄggvĆnyek, ahol c ∈ R, Ćs 0^c nullănak ĆrtendŞ. Ezek nĆmelyike mĆrhetŞ, de

1.§ BevezetĆs

nem folytonos, folytonos, de nem di¸erenciălhatć, stb. Ugyanez az egyenlet magasabb dimenzićban is ad ellenpĆldăkat, ha x, y ∈ R^r, az y egyetlen koordinătăja sem nulla, Ćs az x/y hănyadost koordinătănkĆnt ĆrtjĄk. Itt a megoldăsok kŤzŤtt vannak az f(x) =

∏_r i=1 f_i(x_i) fĄggvĆnyek, ahol minden f_i fĄggvĆny f_i(x_i) = |x_i|^{ci} vagy f_i(x_i) = |x_i|^{ci} sgn x_i alakč.

Măsik pĆlda arra, hogy

∂g_i ∂y rangja r kell legyen, a Sincov-egyenlet:

f(x_1, x_2) = f(x_1, y) + f(y, x_2).

Ennek az egyenletnek az ăltalănos f : R × R → R megoldăsa f(x_1, x_2) = g(x_2) − g(x_1), ahol g : R → R tetszŞleges fĄggvĆny. Valćban, bărmely ilyen alakč f megoldăs. Annak bizonyątăsăra, hogy minden f megoldăs elŞăll ągy, de˛niăljuk g-t a g(x) = −f(x, c) ŤsszefĄggĆssel, ahol c ∈ R tetszŞleges konstans.

1.21. Ŕtviteli elv: egy egyszerŰ pĆlda. Szămos kĄlŤnbŤzŞ trĄkk van, amelyek segątsĆgĆvel eredmĆnyeink olyan esetekben is hasznălhatćak, amelyekben lătszćlag, kŤzvetlenĄl, nem: lăsd az alkalmazăsokkal foglalkozć rĆszt. Egy ilyen nagyon fontos ĂtrĄkkŤt" feltĆtlenĄl meg kell emlątenĄnk. Lătszćlag, az 1.17.(1) egyenlet igen speciălis abban a tekintetben, hogy csak egy ismeretlen fĄggvĆny szerepel benne. Azonban ez a megszorątăs nem olyan erŞs, mint amilyennek lătszik. Ha adott egy ăltalănos, iterăcićt nem tartalmazć tŤbbvăltozćs fĄggvĆnyegyenlet, Ćs minden ismeretlen fĄggvĆny kifejezhetŞ az egyenletbŞl, akkor (miutăn kĄlŤnbŤzŞ čj văltozćkat vezettĄnk be minden egyenletben), tekinthetĄnk egy olyan vektor ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyt, amelynek a kĄlŤnbŤzŞ ismeretlen fĄggvĆnyek a koordinătăi, Ćs eredmĆnyeinket alkalmazhatjuk erre az egyetlen, de vektor văltozćs, vektor ĆrtĆkŰ ismeretlen fĄggvĆnyre. Ez vilăgosan mutatja, milyen fontos, hogy vektor-vektor ismeretlen fĄggvĆnyeket tărgyaljunk. MielŞtt teljes ăltalănosssăgban megfogalmaznănk ezt az Ăătviteli elvet", az

f_1(x + y) = f_2(x) + f_3(y), f_1, f_2, f_3 : R → R

Pexider-egyenlet egyszerŰ pĆldăjăn mutatjuk be elŞszŤr.

A fenti egyenletbŞl az alăbbi hărom egyenletet kapjuk:

f_1(x_1) = f_2(x_1 − y_1) + f_3(y_1), f_2(x_2) = f_1(x_2 + y_2) − f_3(y_2), f_3(x_3) = f_1(x_3 + y_3) − f_2(y_3).

Most az x = (x_1, x_2, x_3), y = (y_1, y_2, y_3) jelŤlĆsekkel az f(x) = f(x_1, x_2, x_3) = (f_1(x_1), f_2(x_2), f_3(x_3)) ŤsszefĄggĆssel de˛niălt f : R^3 → R^3 fĄggvĆny eleget tesz az

(1) f(x) = h(f(x_3 + y_3, x_1 − y_1, y_2), f(x_2 + y_2, y_3, y_1))

egyenletnek, ahol az u = (u_1, u_2, u_3), v = (v_1, v_2, v_3) jelŤlĆsekkel a h : R^6 → R^3 fĄggvĆnyt a h(u, v) = (u_2 + v_3, v_1 − u_3, u_1 − v_2) ŤsszefĄggĆs de˛niălja.

26 1.§ BevezetĆs

VegyĄk Ćszre, hogy az (1) egyenlet az 1.17 problĆma minden feltĆtelĆt teljesąti.

Ebben a pĆldăban a Pexider-egyenlet meglehetŞsen speciălis tulajdonsăgait is felhasznăltuk. Azonban de˛niălhattuk volna a h : (R^3)^6 → R^3 fĄggvĆnyt is, a h(u_1, u_2, u_3, u_4, u_5, u_6) = (u_{1,2} + u_{2,3}, u_{3,1} − u_{4,3}, u_{5,1} − u_{6,2}) ŤsszefĄggĆssel, ahol u_i = (u_{i,1}, u_{i,2}, u_{i,3}) ∈ R^3, ha i = 1, 2, 3, 4, 5, 6; ekkor az (2) f(x) = h (f (g(y_3), x_1 − y_1, g(y_2)) , f (g(y_2), g(y_3), y_1) , . . . , f (g(y_1), y_3, g(y_2)))

fĄggvĆnyegyenletet kaptuk volna, ahol g egy tetszŞleges folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆny, amely R-et R-be kĆpzi, Ćs derivăltja nem tŰnik el mindenĄtt. A (2) egyenlet is eleget tesz az 1.17 problĆma feltĆteleinek.

MegjegyezzĄk, hogy az a feltĆtel, hogy minden ismeretlen fĄggvĆny legyen kifejezhetŞ az egyenletbŞl, nem hagyhatć el. Az alăbbi egyszerŰ pĆldăk mutatjăk ezt. Az

f(x) = f(x + y) − f(y) + f_0(x + y)f_0(y)f_0(x + 2y), f, f_0 : R → R

egyenlet esetĆn az f, f_0 fĄggvĆnypăr, ahol f(x) = cx Ćs f_0 tetszŞleges, az ]1, 2[ intervallumon kąvĄl eltŰnŞ fĄggvĆny, egy megoldăs. Az

f(x) = f(x + y) − f(y) + f_0(e^xy^3) − f_0(e^xy^2)f_0(y), f, f_0 : R → R

egyenlet esetĆn az f, f_0 fĄggvĆnypăr, ahol f(x) = cx Ćs f_0(x) = |x|^{c0} valamely c_0 ∈ R-rel (0^{c0} alatt nullăt Ćrtve), egy megoldăs.

Most megfogalmazzuk az ăltalănos ătviteli elvet, amely azt mutatja, hogy az 1.7.(1) ăltalănos, iterăcićt nem tartalmazć fĄggvĆnyegyenlet regularităsănak problĆmăja, ha belŞle minden ismeretlen fĄggvĆnyre kŤvetkezik egy 1.7.(2) tąpusč explicit egyenlet, az 1.17 problĆmăra redukălhatć.

1.22. Ŕltalănos ătviteli elv. Legyenek X_i ⊂ R^{ri} , Y_i ⊂ R^{si} , Z_i ⊂ R^{ti} Ćs D_i ⊂ X_i × Y_i nyąlt halmazok, Ćs legyenek az n_i-k termĆszetes szămok, az f_i : X_i → Z_i-k pedig fĄggvĆnyek (i = 1, 2, . . . , m). TegyĄk fel, hogy 1 ≤ k_{i,j} ≤ m egy termĆszetes szăm Ćs g_{i,j} : D_i → X_{ki,j} egy fĄggvĆny, ha 1 ≤ i ≤ m Ćs ha 1 ≤ j ≤ n_i. Legyen tovăbbă h_i : D_i ×Z_{ki,1} ×· · ·×Z_{ki,ni} → Z_i egy fĄggvĆny, ha 1 ≤ i ≤ m. TegyĄk fel, hogy 1 ≤ i ≤ m-re fennăll az

f_i(x_i) = h_i ( x_i, y_i, f_{ki,1} (g_{i,1}(x_i, y_i)) , . . . , f_{ki,ni} (g_{i,ni} (x_i, y_i)) ) , (x_i, y_i) ∈ D_i

fĄggvĆnyegyenlet. (Az f_i fĄggvĆnyek az ismeretlenek, a tŤbbi fĄggvĆny ismert.) Ekkor az x = (x_1, . . . , x_m) jelŤlĆssel az f(x) = (f_1(x_1), . . . , f_m(x_m)) ŤsszefĄggĆssel de˛niălt f fĄggvĆnyhez, amely az X = X_1 × X_2 × · · · × X_m ⊂ R^r, r = r_1 + · · · + r_m nyąlt halmazt kĆpezi le a Z = Z_1 × Z_2 × · · · × Z_m nyąlt halmazba, vannak olyan n Ćs s termĆszetes szămok Ćs olyan Y ⊂ R^s, D ⊂ X × Y nyąlt halmazok, tovăbbă lĆteznek olyan g_j : D → X (1 ≤ j ≤ n), h : D × Z^n → Z fĄggvĆnyek, hogy az

f(x) = h ( x, y, f (g_1(x, y)) , . . . , f (g_n(x, y)) ) , (x, y) ∈ D

1.§ BevezetĆs

fĄggvĆnyegyenlet teljesĄl. A h Ćs g_j fĄggvĆnyek vălaszthatćk čgy, hogy az alăbbi ăllątăsok is teljesĄljenek: Ha a h_i Ćs g_{i,j} , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n_i fĄggvĆnyek C^p-ben vannak, akkor a h Ćs g_j fĄggvĆnyek is C^p-ben vannak, ahol 0 ≤ p ≤ ω. (Itt is C^ω alatt az analitikus fĄggvĆnyek osztălya ĆrtendŞ.) Tovăbbă, ha a g_{i,j} fĄggvĆnyek C^1-ben vannak, Ćs minden 1 ≤ i ≤ m-re

minden x_i ∈ X_i-hez van olyan y_i hogy (x_i, y_i) ∈ D_i Ćs rank

∂g_{i,j} ∂y_i

(x_i, y_i) =

r_{ki,j} , ha 1 ≤ j ≤ n_i, akkor minden x ∈ X-hez van olyan y ∈ Y , hogy

(x, y) ∈ D Ćs rank

∂g_j ∂y (x, y) = r, ha 1 ≤ j ≤ n. Ha adottak nem Ąres belsejŰ

C_i ⊂ X_i kompakt halmazok, Ćs y_i vălaszthatć čgy, hogy g_{i,j}(x_i, y_i) ∈ C_{ki,j} teljesĄljŤn, ha 1 ≤ i ≤ m Ćs 1 ≤ j ≤ n_i, akkor y is vălaszthatć čgy, hogy g_j(x, y) ∈ C teljesĄljŤn 1 ≤ j ≤ n esetĆn, ahol C = C_1 × C_2 × · · · × C_m.

Bizonyątăs. ElŞszŤr is vălasszunk s^′_i, 1 ≤ i ≤ m termĆszetes szămokat, amelyekkel s_i + s^′_i ≥ r_j , ha 1 ≤ j ≤ m. Legyen Y^′_i = R^{s′i} . Minden 1 ≤ i, k ≤ m părra vălasszunk egy tetszŞleges analitikus g^∗_{i,k} szubmerzićjăt Y_i × Y^′_i -nek C_k belsejĆbe. (EmlĆkeztetĄnk ră, hogy valamely euklidĆszi tĆr egy nyąlt rĆszhalmazănak egy di¸erenciălhatć lekĆpezĆsĆt egy euklidĆszi tĆrbe szubmerzićnak nevezzĄk, ha derivăltjănak rangja mindenĄtt megegyezik a kĆptĆr dimenzićjăval.) Ha 1 ≤ i ≤ m Ćs 1 ≤ j ≤ n_i, vălasszunk egy p_{i,j} permutăcićjăt {1, 2, . . . , m}-nek, amelyre p_{i,j} (k_{i,j}) = i. De˛niăljuk a g_{i,j,k} fĄggvĆnyt a g_{i,j,k}(x_i, y_i, y^′_i) = g_{i,j} (x_i, y_i) ŤsszefĄggĆssel, ha (x_i, y_i, y^′_i) ∈ D_i × Y^′_i Ćs k = k_{i,j}. Ha k ≠ k_{i,j} , legyen g_{i,j,k}(x_{pi,j (k)}, y_{pi,j (k)}, y^′_{pi,j (k)}) = g^∗_{pi,j (k),k}(y_{pi,j (k)}, y^′_{pi,j (k)}), ha (x_{pi,j (k)}, y_{pi,j (k)}, y^′_{pi,j (k)}) ∈ D_{pi,j (k)} × Y^′_{pi,j (k)}. Ezzel a de˛nącićval g_{i,j,k} a D_{pi,j (k)} halmazt X_k-ba kĆpezi. VĆgĄl de˛niăljuk g_j′ -t, ahol j^′ = n_1 + n_2 + . . . + n_{i−1} + j. A g_j′ (x, y) fĄggvĆny azon (x, y) părok D halmazăn van de˛niălva, amelyekre (x_k, y_k, y^′_k) ∈ D_k × Y^′_k, ha k = 1, 2, . . . , m, ahol x = (x_1, x_2, . . . , x_m), y = (~y_1, ~y_2, . . . , ~y_m) Ćs ~y_k = (y_k, y^′_k), ha k = 1, 2, . . . , m; a g_j′ (x, y) ĆrtĆket čgy de˛niăljuk, hogy koordinătăi g_{i,j,k}(x_{pi,j (k)}, y_{pi,j (k)}, y^′_{pi,j (k)}), k = 1, 2, . . . , m legyenek. VegyĄk Ćszre,

hogy ągy de˛niălva,

∂g_j′ ∂y rangja az (x, y) pontban r − r_i + rank

∂g_{i,j} ∂y_i

(x_i, y_i).

VĆgĄl, ezekkel a jelŤlĆsekkel, de˛niăljuk a h fĄggvĆnyt čgy, hogy koordinătăi az (x, y, z_1, . . . , z_n) pontban egyezzenek meg h_i(x_i, y_i, z^′_{i,1}, . . . , z^′_{i,ni} )-vel, ha 1 ≤ i ≤ m, ahol z^′_{i,j} a k_{i,j} -edik koordinătăja z_{n1+...+ni−1+j} ∈ Z_1 × · · · × Z_mnek, ha 1 ≤ j ≤ n_i.

1.23. A fŞ problĆmăval kapcsolatos eredmĆnyek Ťsszefoglalăsa. A teljes 1.17 problĆma megoldatlan. A problĆmăt az 1.7 pont (I){(VI) lĆpĆseinek megfelelŞen hat rĆszre oszthatjuk. Az (I), (II), (IV) Ćs (V) lĆpĆsnek megfelelŞ rĆszt teljesen megoldjuk. A (III) lĆpĆsnek megfelelŞ rĆszt csaknem teljesen megoldjuk (pontosabban, egy ăltalăban teljesĄlŞ kompaktsăgi feltĆtel mellett oldjuk meg). A (VI) lĆpĆssel kapcsolatban csak igen erŞs tovăbbi feltĆtelek mellett vannak eredmĆnyeink. Az (I), (II), (III), (IV), (V) Ćs (VI) lĆpĆseknek megfelelŞ rĆszt rendre a 8.{9., 10., 11., 14., 15. Ćs 16. paragrafusokban tărgyaljuk. Tovăbbi, az 1.17 problĆmăhoz kapcsolćdć regularităsi

28 1.§ BevezetĆs

eredmĆnyek talălhatćk az 5., 6., 7., 12.,Ćs 13. paragrafusokban. Az alăbbiakban Ťsszefoglaljuk az ezen paragrafusok ăltalănosabb eredmĆnyeinek az 1.17 problĆmăra vonatkozć kŤvetkezmĆnyeit.

1.24. TĆtel. Az 1.17 problĆma jelŤlĆseivel, ha h folytonos, a g_i fĄggvĆnyek pedig folytonosan di¸erenciălhatćak, akkor minden Lebesgue-mĆrhetŞ, illetve Baire-tulajdonsăgč f megoldăs folytonos.

Bizonyątăs. A 8.3, illetve a 10.2 tĆtelek kŤvetkezmĆnye, ha azokat lokălisan alkalmazzuk.

1.25. TĆtel. Az 1.17 problĆma jelŤlĆseivel, ha a h Ćs g_i fĄggvĆnyek p-szer folytonosan di¸erenciălhatćak, akkor minden majdnem mindenĄtt differenciălhatć f megoldăs p-szer folytonosan di¸erenciălhatć (1 ≤ p ≤ ∞).

Bizonyątăs. A 14.2 Ćs 15.2 tĆtelekbŞl kŤvetkezik.

1.26. TĆtel. Az 1.17 problĆma jelŤlĆseivel, ha a h Ćs g_i fĄggvĆnyek p-szer folytonosan di¸erenciălhatćak, akkor minden f megoldăs, amely lokălisan korlătos văltozăsč, p-szer folytonosan di¸erenciălhatć (1 ≤ p ≤ ∞).

Bizonyątăs. 1.24 tĆtelbŞl kŤvetkezik, hogy f folytonos. A 13.2 tĆtelbŞl kŤvetkezik, hogy f lokălisan Lipschitz. Az 1.25 tĆtelbŞl kŤvetkezik, hogy az f megoldăs p-szer folytonosan di¸erenciălhatć.

1.27. TĆtel. Az 1.17 problĆma jelŤlĆseivel, ha a h Ćs g_i fĄggvĆnyek max{2, p}-szer folytonosan di¸erenciălhatćak, Ćs van olyan C kompakt rĆszhalmaza X-nek, hogy minden x ∈ X-hez van olyan y ∈ Y , amelyre 1.17.(3) feltĆtelei mellett mĆg g_i(x, y) ∈ C is teljesĄl, akkor minden Lebesgue-mĆrhetŞ, illetve Baire-tulajdonsăgč f megoldăs p-szer folytonosan di¸erenciălhatć (1 ≤ p ≤ ∞).

VegyĄk Ćszre, hogy a tĆtelben szereplŞ kiegĆszątŞ kompaktsăgi feltĆtelt megŞrzi az ătviteli elv.

Bizonyątăs. Az 1.24, 1.25 Ćs 11.5 tĆtelekbŞl kŤvetkezik. 1.28. TĆtel. Az 1.17 problĆma jelŤlĆseivel, ha n = 2, t = 1, g_1(x, y) ≡ y, Ćs a h fĄggvĆny p-szer, a g_2 fĄggvĆny max{2, p}-szer folytonosan di¸erenciălhatć, akkor minden Lebesgue-mĆrhetŞ, illetve Baire-tulajdonsăgč f megoldăs p-szer folytonosan di¸erenciălhatć (1 ≤ p ≤ ∞).

Bizonyątăs. Az ăllątăs az 1.24, 11.4 Ćs 1.25 tĆtelek kŤvetkezmĆnye. 1.29. TĆtel. Az 1.17 problĆma jelŤlĆseivel, ha az 1.17.(1) fĄggvĆnyegyenlet az alăbbi speciălis alakč:

f(x) = n∑ i=1 h_i ( x, y, f (g_i(x, y)) ) , ahol a h_i : D × Z → R^t fĄggvĆnyek p-szer, a g_i fĄggvĆnyek max{2, p}- szer folytonosan differenciălhatćak, akkor minden Lebesgue-mĆrhetŞ, illetve Baire-tulajdonsăgč f megoldăs p-szer folytonosan di¸erenciălhatć (1 ≤ p ≤ ∞). Bizonyątăs. Ez a tĆtel az 1.24, 11.3 Ćs 1.25 tĆtelek Ťsszefoglalăsa.

1.§ BevezetĆs

1.30. TĆtel. Az 1.17 problĆma jelŤlĆseivel, tegyĄk fel, hogy t = 1, D = ]a, b[×]a, b[, Ćs az egyenlet az alăbbi speciălis alakč:

(1) f(x) = n∑ i=1 c_if (g_i(x, y)) , ha (x, y) ∈ D,

ahol c_i ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), Ćs

g_i : ]a, b[×]a, b[→]a, b[ (i = 1, 2, . . . , n).

TegyĄk fel tovăbbă, hogy az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (2) g_i(x, y) az x Ćs y kŤzŤtt van, ha x, y ∈]a, b[; (3) g_i analitikus Ćs valamely 0 < A < 1 konstanssal | | | ∂^pg^i ∂^kx∂^{p−k}y

(x, y) | | | ≤ A^pp!,

ha x, y ∈]a, b[ Ćs p = 1, 2, . . . ;

(4) minden x ∈]a, b[-re Ćs i = 1, 2, . . . , n-re az ]a, b[-nek ]a, b[-be valć y → g_i(x, y) lekĆpezĆse szigorčan monoton, Ćs az a g_i fĄggvĆny, amelyre a t → g_i(x, t) lekĆpezĆs az y → g_i(x, y) lekĆpezĆs inverze, kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć az ĆrtelmezĆsi tartomănyăn.

Ekkor minden f megoldăs, amely Lebesgue-mĆrhetŞ vagy Baire-tulajdonsăgč, analitikus.

Bizonyątăs. Ez a tĆtel az 1.29 Ćs az 16.2 tĆteleket foglalja Ťssze.

1.31. Regularităsi tĆtelek sokasăgokon. Geometriai vagy ˛zikai problĆmăkbćl szărmazć fĄggvĆnyegyenletekre az egyenlet termĆszetes ĆrtelmezĆsi tartomănya nĆha egy di¸erenciălhatć sokasăg. A 5.{15. paragrafusokban szereplŞ tĆtelek nagy rĆsze ăltalănos nemlineăris egyenletek vektorvektor megoldăsaira vonatkozik, Ćs lokălis jellegŰ. Vărhatć, hogy az eredmĆnyek jć rĆsze ătvihetŞ di¸erenciălhatć sokasăgokra is. A lokălis jellegŰ eredmĆnyeknĆl ez semmi gondot nem okoz, de a globălis jellegŰ eredmĆnyek čj bizonyątăst igĆnyelnek. A sokasăgokra vonatkozć eredmĆnyek tărgyalăsa a 17. paragrafusban tŤrtĆnik. Řrdemes az alapproblĆmăt is megfogalmazni di¸erenciălhatć sokasăgokra is:

1.32. ProblĆma. Legyenek X, Y Ćs Z analitikus sokasăgok, Ćs legyen D az X × Y nyąlt rĆszhalmaza. Legyenek f : X → Z, g_i : D → X (i = 1, 2, . . . , n) Ćs h : D × Z^n → Z fĄggvĆnyek. TegyĄk fel, hogy (1) f(x) = h(x, y, f(g_1(x, y)), . . . , f(g_n(x, y))), ha (x, y) ∈ D;

(2) h analitikus;

(3) g_i analitikus Ćs minden x_0 ∈ X-hez van olyan y_0, amelyre (x_0, y_0) ∈ D Ćs y → g_i(x_0, y) szubmerzić az y_0-ban, ha i = 1, 2, . . . , n.

Igaz-e, hogy minden f megoldăs, amely Lebesgue-mĆrhetŞ vagy Baire-tulaj-donsăgč, analitikus?

30 1.§ BevezetĆs

TermĆszetesen itt is megfogalmazhatć a C^p-problĆma Ćs a C^p{C^q-problĆma, amelyekbe itt azt is beleĆrtjĄk, hogy az X, Y Ćs Z sokasăgok C^p-sokasăgok.

1.33. A sokasăgokra vonatkozć eredmĆnyek Ťsszefoglalăsa. Itt is a teljes vălasz a fenti problĆmăra nem ismert. Ugyančgy, mint az 1.17 problĆmăt, ezt a problĆmăt is az 1.7 pont (I){(VI) lĆpĆseinek megfelelŞen hat rĆszre oszthatjuk. Az (I), (II), (IV) Ćs (V) lĆpĆsnek megfelelŞ rĆsz teljes megoldăsa kŤnnyen kŤvetkezik a 8., 10., 14. Ćs 15. paragrafusok eredmĆnyeibŞl (Ćs elĆg feltenni, hogy a szereplŞ sokasăgok C^∞-ek). A (III) lĆpĆst X kompaktsăga esetĆn megoldjuk. Ha X nem kompakt, tovăbbi feltĆtelek mellett kapunk eredmĆnyeket. EredmĆnyeink az alăbbi tĆtelekben ŤsszegezhetŞk:

1.34. TĆtel. Az 1.32 problĆma jelŤlĆseivel, ha X, Y Ćs Z is C^∞- sokasăgok, h folytonos, a g_i fĄggvĆnyek pedig folytonosan di¸erenciălhatćak, akkor minden Lebesgue-mĆrhetŞ, illetve Baire-tulajdonsăgč f megoldăs folytonos.

Bizonyątăs. A 17.1, illetve a 17.2 tĆtelek kŤvetkezmĆnye, ha azokat lokălisan alkalmazzuk.

1.35. TĆtel. Az 1.32 problĆma jelŤlĆseivel, ha X, Y Ćs Z is C^∞- sokasăgok, a h Ćs a g_i fĄggvĆnyek p-szer folytonosan di¸erenciălhatćak, akkor minden majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć f megoldăs p-szer folytonosan di¸erenciălhatć (1 ≤ p ≤ ∞).

Bizonyątăs. A 17.7 Ćs 17.8 tĆtelekbŞl kŤvetkezik.

1.36. TĆtel. Az 1.32 problĆma jelŤlĆseivel, ha X, Y Ćs Z is C^∞- sokasăgok, a h Ćs g_i fĄggvĆnyek max{2, p}-szer folytonosan di¸erenciălhatćak, Ćs van olyan C kompakt rĆszhalmaza X-nek, hogy minden x_0 ∈ X-hez van olyan y_0 ∈ Y , amelyre a fenti problĆma (3) feltĆtele mellett g_i(x_0, y_0) ∈ C (i = 1, . . . , n) is teljesĄl, akkor minden Lebesgue-mĆrhetŞ, illetve Bairetulajdonsăgč f megoldăs p-szer folytonosan di¸erenciălhatć (1 ≤ p ≤ ∞).

Bizonyątăs. Az 1.34, 1.35 Ćs 17.4 tĆtelek kŤvetkezmĆnye.

1.37. TĆtel. Az 1.32 problĆma jelŤlĆseivel, ha X, Y Ćs Z is C^∞- sokasăgok, X kompakt, h Ćs g_i pedig C^∞-fĄggvĆnyek, akkor minden LebesguemĆrhetŞ, illetve Baire-tulajdonsăgč f megoldăs C^∞-ben van.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ tĆtel kŤvetkezmĆnye.

1.38. TĆtel. Az 1.32 problĆma jelŤlĆseivel, ha X, Y Ćs Z is C^∞- sokasăgok, n = 2, dim(Z) = 1, g_1(x, y) ≡ y, a h fĄggvĆny p-szer, a g_2 fĄggvĆny max{2, p}-szer folytonosan di¸erenciălhatć, akkor minden LebesguemĆrhetŞ, illetve Baire-tulajdonsăgč f megoldăs p-szer folytonosan di¸erenciălhatć (1 ≤ p ≤ ∞).

Bizonyątăs. Az ăllątăs az 1.34, 17.6 Ćs 1.35 tĆtelek kŤvetkezmĆnye.

1.§ BevezetĆs

1.39. TĆtel. Az 1.32 problĆma jelŤlĆseivel, ha X Ćs Y is C^∞-sokasăgok, Z nyąlt rĆszhalmaza R^t-nek, Ćs a fĄggvĆnyegyenlet az alăbbi speciălis alakč:

f(x) = n∑ i=1 h_i ( x, y, f (g_i(x, y)) ) , (x, y) ∈ D,

ahol a h_i : D × Z → R^t fĄggvĆnyek p-szer folytonosan differenciălhatćak, a g_i fĄggvĆnyek pedig max{2, p}-szer folytonosan di¸erenciălhatćak, akkor minden Lebesgue-mĆrhetŞ, illetve Baire-tulajdonsăgč f megoldăs p-szer folytonosan di¸erenciălhatć (1 ≤ p ≤ ∞).

Bizonyątăs. Ez a tĆtel az 1.34, 17.5 Ćs 1.35 tĆtelek Ťsszefoglalăsa.

1.40. Regularităsi tĆtelek kevesebb văltozćval. Durvăn szćlva, a 5.{17. paragrafusok eredmĆnyei azokban az esetekben bizonyątanak regularităsi tĆteleket, amelyekben egy r văltozćs fĄggvĆny egy legalăbb 2r văltozćs fĄggvĆnyegyenletnek tesz eleget. Az 1.17 problĆma jelŤlĆseivel, ez azĆrt van,

mert a feltĆtelbŞl, hogy

∂g_i ∂y rangja megegyezik X dimenzićjăval, kŤvetkezik,

hogy Y dimenzićja nem lehet kisebb, mint X dimenzićja. Az 1.20 pont utol-

sć kĆt pĆldăja azt mutatja, hogy a

∂g_i ∂y rangjăra vonatkozć feltĆtelt nem lehet

egyszerŰen elhagyni. Mindazonăltal, hogy legalăbbis bizonyos esetekben, a văltozćk szăma egĆszen r + 1-ig redukălhatć (az r eset măr Ăegyvăltozćs" egyenletet jelentene), azt «Swiatak [154] regularităsi eredmĆnyei mutatjăk.

«Swiatak ăltalănos Ălokălis integrălhatćsăgbćl kŤvetkezik az akărhănyszori di¸erenciălhatćsăg" tąpusč tĆteleket bizonyątott. EredmĆnyeit disztribčcićk alkalmazăsăval kapta. MćdszerĆnek lĆnyege annak bizonyątăsa, hogy a disztribčcić Ćrtelemben vett megoldăsok egy olyan di¸erenciălegyenletnek tesznek eleget, amelynek csak vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatć megoldăsai vannak. Ezt a gondolatot hasznălta «Swiatak [154] dolgozatăban, amelyben a (1) n∑ i=1 h_i(x, y)f(g_i(x, y)) = h(x, f(g_{n+1}(x)), . . . , f(g_m(x))) + h_0(x, y)

fĄggvĆnyegyenletre bizonyątott be egy ăltalănos regularităsi eredmĆnyt, ahol f az ismeretlen fĄggvĆny. Durvăn szćlva, a disztribčcićk kŤzŤtti egyenletkĆnt tekintett (1) egyenletre egy, az y văltozćban hatć parciălis di¸erenciăloperătort alkalmaz. TermĆszetesen a jobb oldalon szereplŞ nemlineăris tag eltŰnik. Ha lĆtezik olyan y_0, amelyre g_i(x, y_0) ≡ x minden 1 ≤ i ≤ n-re (nagyon erŞs feltevĆs), akkor ezt a rŤgzątett y_0-at helyettesątve P (∂, x)f = H alakč parciălis di¸erenciălegyenletet kapunk. Ha ez a parciălis di¸erenciălegyenlet konstans erŞssĆgŰ Ćs hypoelliptikus valamely x = x_0-ra, akkor a di¸erenciălegyenletek regularităsi elmĆlete szerint (lăsd ezzel kapcsolatban H-ormander [59] kŤnyvĆben a 7.4.1 tĆtelt) minden disztribčcić megoldăs egy C^∞ fĄggvĆnynek felel meg. Annak rĆszletes tărgyalăsăt illetŞen, hogy a fellĆpŞ nehĆzsĆgek hogyan kĄzdhetŞk le, Ćs a kapott eredmĆnyek hogyan

32 1.§ BevezetĆs

alkalmazhatćk, «Swiatak eredeti [151], [152], [153], [154], [155] dolgozataira utalunk.

A fenti, «Swiatak ăltal vizsgălt egyenlet Ămajdnem lineăris", ągy formălisan sokkal speciălisabb, mint az 1.17 problĆmăban szereplŞ (1) egyenlet.

Azonban «Swiatak tĆtelei akkor is alkalmazhatćk, amikor

∂g_i ∂y rangja sokkal

kisebb, mint az f ismeretlen fĄggvĆny ĆrtelmezĆsi tartomănyănak dimenzićja. Durvăn szćlva, «Swiatak eredmĆnyei mĆg akkor is alkalmazhatćk, ha az ismeretlen f fĄggvĆny r văltozćs, Ćs az egyenletben r + 1 văltozć van. Ez a văltozćk minimălis szăma, amelyre az egyenlet nem Ăegyvăltozćs" egyenlet. Ŋgy «Swiatak eredmĆnyei azt mutatjăk, hogy az 1.17 problĆmăban a rang feltĆtel tčl erŞs, Ćs a problĆmăra vonatkozć eredmĆnyek (măs feltĆteleket is văltoztatva) kiterjeszthetŞk măs esetekre is.

RemĆlhetŞ, hogy mćdszereink ăltalănosątăsăval ăltalănos nemlineăris fĄggvĆnyegyenletekre is kaphatunk eredmĆnyeket. Ilyen egyenletekre lehetetlennek tŰnik «Swiataknak a Schwartz-fĆle disztribčcićkra alapozott mćdszereit kiterjeszteni. RemĆlhetŞ, hogy azt az igen erŞs feltevĆst is ki tudjuk kĄszŤbŤlni, hogy lĆtezzen olyan y_0, amelyre g_i(x, y_0) ≡ x minden 1 ≤ i ≤ nre. A mestersĆgesnek tŰnŞ hypoelliptikussăgi feltĆtelnek is el kell tĄnnie.

A fenti gondolatoktćl vezĆrelve, az 18. paragrafusban ăltalănos ĂmĆrhetŞsĆgbŞl kŤvetkezik a folytonossăg" tąpusč eredmĆnyeket fogunk bebizonyątani ĂkevĆs" văltozćval. A mĆrhetŞsĆg Ćs a Baire-kategćria kŤzŤtt fennăllć analćgia (lăsd Oxtoby [132]) azt sugallja, hogy prćbăljunk meg analćg eredmĆnyeket bizonyątani Baire-tulajdonsăgč megoldăsokra is. A fennăllć kĄlŤnbsĆgek, mint pĆldăul az Ăε-technika", a mĆrtĆkben valć konvergencia, Ćs az ehhez kapcsolćdć tĆtelek (pĆldăul Riesz kivălasztăsi tĆtelĆnek, stb.) hiănya azt mutatjăk, hogy kĄlŤn tărgyalăs szĄksĆges. A ĂBaire-tulajdonsăgbćl kŤvetkezik a folytonossăg" tąpusč eredmĆnyeket ăltalănos nemlineăris egyenletekre ĂkevĆs" văltozćval a 19. paragrafusban bizonyątunk. VĆgĄl, a 20. paragrafusban Ăfolytonossăgbćl kŤvetkezik a di¸erenciălhatćsăg" Ćs Ăp-szer folytonosan di¸erenciălhatć megoldăsok p + 1-szer is folytonosan di¸erenciălhatćak" tąpusč tĆteleket bizonyątunk ĂkevĆs" văltozćs fĄggvĆnyegyenletekre. Az utćbbi esetben eredmĆnyeink ăltalănos nemlineăris egyenletekre is alkalmazhatćk. Az elŞbbi esetben a jelenlegi eredmĆnyek csak lineăris egyenletekre alkalmazhatćk, de sok măs erŞs feltĆtel nem lĆp fel.

2.§ JelŤlĆsek Ćs terminolćgia

2.§ JelŤlĆsek Ćs terminolćgia

2.1. Halmazok Ćs fĄggvĆnyek. Egy A halmaz szămossăgăt card(A) fogja jelŤlni. Ha card(A) ≤ ℵ_0, akkor azt mondjuk, hogy A megszămlălhatć. A c jelŤlĆst hasznăljuk a kontinuum szămossăgra, azaz 2^{ℵ0} -ra. N, Z, Q, R, C Ćs T a nemnegatąv egĆsz, egĆsz, racionălis, valćs, komplex illetve egysĆgnyi abszolčt ĆrtĆkŰ komplex szămok jelŤlĆsĆre fognak szolgălni. Ha f egy fĄggvĆny, jelŤlje dmn f az ĆrtelmezĆsi tartomănyăt, rng f pedig az ĆrtĆkkĆszletĆt. Az N_f multiplicităsfĄggvĆnyt čgy de˛niăljuk, hogy N_f (y) legyen f^{−1}{y} elemeinek szăma (esetleg ∞).

Minden normălt tĆrrŞl feltesszĄk, hogy valćs; a normăt | | fogja jelŤlni. A ‖ ‖ jelet csak lineăris operătorok operător-normăjăra alkalmazzuk. Ha f : D → Y egy normălt tĆr egy nyąlt rĆszhalmazăt egy normălt tĆrbe kĆpezŞ fĄggvĆny, akkor f^′ fogja jelŤlni f derivăltjăt. Ha D ⊂ X_1 × X_2 × . . . × X_n, hasznălni fogjuk a | nem teljesen korrekt mćdon jelŤlt |

D_{xi} = { (x_1, . . . , x_{i−1}, x_{i+1}, . . . , x_n) : (x_1, ..., x_n) ∈ D } parciălis halmazokat. Az f_{xi} : D_{xi} → Y parciălis fĄggvĆnyeket az

f_{xi} (x_1, . . . , x_{i−1}, x_{i+1}, . . . , x_n) = f(x_1, . . . , x_n),

ha (x_1, . . . , x_n) ∈ D ŤsszefĄggĆssel de˛niăljuk. D_{xi1 ,... ,xir} Ćs f_{xi1 ,... ,xir} hasonlćan vannak de˛niălva. Ha X_i Ćs Y normălt terek, akkor a

∂_if, ∂_{xi} f vagy ∂f ∂x_i parciălis derivăltat az f_{x1,... ,xi−1,xi+1,... ,xn} fĄggvĆny derivăltjakĆnt de˛niăljuk, ha lĆtezik. Ha α ∈ N^n egy multiindex, legyen

|α| = n∑ i=1 |α_i|

Ćs legyen ∂^αf = ∂^{α1}_1 ∂^{α2}_2 · · · ∂^{αn}_n f.

Ha D ⊂ R^n Ćs Y = R^m, akkor f^′ azonosąthatć a ( ∂f_j ∂x_i

)_{n m}

i=1 j=1

mătrixszal, ahol f = (f_j )^m_{j=1} Ćs x = (x_i)^n_{i=1}. Ha y = f(x), 1 ≤ i_1, . . . , i_r ≤ n, 1 ≤ j_1, . . . , j_r ≤ m, akkor jelŤlje a ( ∂f_{jl} ∂x_{ik}

)_{r r}

k=1 l=1

mătrix determinănsăt ∂(y_{j1} , . . . , y_{jr} ) ∂(x_{i1} , . . . , x_{ir} ) . A di¸erenciăl- Ćs integrălszămątăs egyĆb jelŤlĆseit a szokăsos mćdon hasznăljuk; kĆtsĆg esetĆn lăsd Rudin [137] kŤnyvĆt.

34 2.§ JelŤlĆsek Ćs terminolćgia

2.2. Topolćgia. Topolćgiăval Ćs topologikus csoportokkal kapcsolatban ăltalăban Bourbaki [26] terminolćgiăjăt Ćs jelŤlĆseit kŤvetjĄk. «Igy minden regulăris, teljesen regulăris, normălis, kompakt Ćs lokălisan kompakt tĆrrŞl feltesszĄk, hogy Hausdor¸ . TetszŞleges X halmaz rĆszhalmazainak egy tetszŞleges E osztălyăra jelŤlje E_σ az E-beli halmazok megszămlălhatć unićjakĆnt elŞăllć halmazok osztălyăt (Ąres unić az Ąres halmaz), E_δ pedig az E-beli halmazok megszămlălhatć metszetekĆnt elŞăllć halmazok osztălyăt (Ąres metszet az egĆsz X). Egy topologikus tĆr topolćgiăjăt, azaz nyąlt rĆszhalmazainak osztălyăt ăltalăban G-vel jelŤljĄk, zărt halmazainak osztălyăt pedig ăltalăban F-el. Ŋgy a G_δ, F_σ, G_{δσ}, F_{σδ}, stb. halmazosztălyok Ćrtelmezve vannak. X-beli gŤrbe alatt R valamely zărt intervallumăt az X topologikus tĆrbe kĆpezŞ fĄggvĆnyt ĆrtĄnk. Topologikus tĆr sčlyăn nyąlt băzisai szămossăgainak a minimumăt ĆrtjĄk. Egy topologikus tĆr karakterĆn azt a legkisebb n szămossăgot ĆrtjĄk, amelyre a tĆr minden pontjănak van legfeljebb n szămossăgč nyąlt kŤrnyezetbăzisa. Ha x, y egy metrikus tĆr pontjai, Ćs α > 0, akkor azt mondjuk, hogy az x Ćs y pontok α-kŤzel vannak, ha a dist(x, y) tăvolsăguk kisebb, mint α. Hasonlćan, ha x Ćs y egy uniform tĆr pontjai, Ćs α egy relăcić az uniformităsbćl, azaz egy uniform kŤrnyĆk, azt mondjuk, hogy az x Ćs y pontok α-kŤzel vannak, ha (x, y) ∈ α. Egy metrikus tĆrben az r ≥ 0 sugarč Ćs x kŤzĆppontč zărt gŤmbŤt B_r(x) fogja jelŤlni. Minden, topologikus csoportokkal kapcsolatban ăltalunk felhasznălt eredmĆny megtalălhatć Hewitt Ćs Ross [52], [53] monogră˛ăjăban.

2.3. Folytonossăgi modulusz, H-older- Ćs Lipschitz-fĄggvĆnyek. Egy metrikus tĆr egy rĆszhalmazăt egy măsik metrikus tĆrbe kĆpezŞ f fĄggvĆnyre de˛niăljuk az f fĄggvĆny ω_f folytonossăgi moduluszăt az

ω_f (r) = sup{dist(f(x), f(y)) : x, y ∈ dmn f, dist(x, y) ≤ r}

ŤsszefĄggĆssel, ha 0 ≤ r ≤ ∞. Ha f ĆrtelmezĆsi tartomănya nem Ąres, mindig teljesĄl, hogy ω_f (0) = 0. VegyĄk Ćszre, hogy ω_f pontosan akkor (jobbrćl) folytonos a 0-ban, ha f egyenletesen folytonos. ElŞfordulhat, hogy (akăr minden pozitąv r-re) ω_f (r) = ∞. Ha valamely 0 < α ≤ 1 kitevŞre Ćs H_α konstansra ω_f (r) ≤ H_α · r^α, ha 0 ≤ r < ∞, akkor azt mondjuk, hogy f HŤlder-folytonos α kitevŞvel Ćs H_α HŤlder-konstanssal. Ha α = 1, a HŤlderfolytonos fĄggvĆnyeket Ćs a HŤlder-konstansokat Lipschitz-fĄggvĆnyeknek Ćs Lipschitz-konstansoknak is nevezzĄk. A HŤlder-folytonossăg, HŤlderkonstans, Lipschitz-fĄggvĆny Ćs Lipschitz-konstans lokălis văltozatăt is hasznălni fogjuk. A Lipschitz- Ćs lokălisan Lipschitz fĄggvĆnyekkel kapcsolatban lăsd Federer [42] kŤnyvĆt.

2.4. MĆrtĆkelmĆlet. Federer [42] kŤnyvĆnek terminolćgiăjăt kŤvetjĄk. Ŋgy mĆrtĆk alatt egy megszămlălhatćan szubadditąv, bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ, nemnegatąv fĄggvĆnyt ĆrtĄnk, amely egy X halmaz Ťsszes rĆszhalmazăn van de˛niălva; măs terminolćgiăban ezt a fogalmat kĄlsŞ mĆrtĆknek szokăs nevezni. A mĆrhetŞ halmazok σ-algebrăja a CharatheodoryfeltĆtellel de˛niălhatć: egy A ⊂ X halmazt μ-mĆrhetŞnek nevezĄnk, ha μ(T ∩ A) + μ(T \ A) = μ(T ) minden T ⊂ X-re. A μ mĆrtĆket vĆgesnek

2.§ JelŤlĆsek Ćs terminolćgia

nevezzĄk, ha μ(X) < ∞. Ha μ(X) = 1, akkor azt mondjuk, hogy μ valćsząnŰsĆgi mĆrtĆk. Ha egy A ⊂ X halmaz elŞăll megszămlălhatć sok vĆges μ-mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ halmaz egyesątĆsekĆnt, akkor azt mondjuk, hogy A σvĆges. Ha X maga σ-vĆges, akkor azt mondjuk, hogy a μ mĆrtĆk σ-vĆges. Ha X egyelemŰ rĆszhalmazai mind nulla mĆrtĆkŰek, akkor azt mondjuk, hogy a μ mĆrtĆk di¸čz.

Ha μ mĆrtĆk X-en Ćs Y ⊂ X, a μ megszorątăsăt Y rĆszhalmazaira μ_Y fogja jelŤlni. Ez mĆrtĆk Y -on. A μ⌊Y mĆrtĆket a (μ⌊Y )(A) = μ(A ∩ Y ) ŤsszefĄggĆs de˛niălja minden A ⊂ X-re. Ez mĆrtĆk X-en.

Minden f : X → Y lekĆpezĆs indukăl egy X feletti mĆrtĆkekhez Y feletti mĆrtĆkeket rendelŞ f_♯ lekĆpezĆst, melynek de˛nącićja

f_♯(μ)(B) = μ(f^{−1}(B)), ha B ⊂ Y .

Ha egy nemnegatąv, bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ ν fĄggvĆny van de˛niălva az X halmaz rĆszhalmazainak egy tetszŞleges H rendszerĆn, akkor az Ťsszes T ⊂ X-re a

μ(T ) = inf {∑ i∈I ν(H_i) : I megszămlălhatć, T ⊂ ∪_{i∈I} H_i Ćs H_i ∈ H, ha i ∈ I }

ŤsszefĄggĆssel Ćrtelmezett fĄggvĆny egy μ mĆrtĆket de˛niăl X-en. (Az Ąres Ťsszeg nullănak ĆrtendŞ.) A μ halmazfĄggvĆny pontosan akkor kiterjesztĆse ν-nek, ha ν megszămlălhatćan szubadditąv. Nem nehĆz megmutatni, hogy egy A ⊂ X halmaz pontosan akkor lesz μ-mĆrhetŞ, ha

μ(H ∩ A) + μ(H \ A) ≤ ν(H)

minden H ∈ H-ra. Speciălisan, ha H egy σ-algebra Ćs ν megszămlălhatćan additąv H-n, akkor μ kiterjesztĆse ν-nek, Ćs minden H ∈ H halmaz μ-mĆrhetŞ.

Ha μ mĆrtĆk X-en, akkor azt mondjuk, hogy B az A halmaz μ-burka, ha A ⊂ B ⊂ X, B mĆrhetŞ, Ćs

μ(A ∩ T ) = μ(B ∩ T ) minden μ-mĆrhetŞ T halmazra.

A μ mĆrtĆket X-en regulărisnak nevezzĄk, ha minden A ⊂ X-hez van olyan μ-mĆrhetŞ B halmaz, amelyre A ⊂ B Ćs μ(A) = μ(B).

Legyen μ mĆrtĆk X-en. A mĆrtĆk băzisa μ-mĆrhetŞ halmazok egy olyan B rendszere, hogy minden μ-mĆrhetŞ A halmazhoz Ćs minden ε > 0-hoz van olyan B ∈ B, hogy μ(A △ B) < ε. A μ sčlya a μ băzisai szămossăgainak minimuma. A μ karaktere a legkisebb olyan n szămossăg, amelyre minden vĆges mĆrtĆkŰ μ-mĆrhetŞ Y halmazra μ_Y -nak van legfeljebb n szămossăgč băzisa.

MegjegyezzĄk, hogy ha μ vĆges mĆrtĆk, akkor μ sčlya Ćs a megfelelŞ L^2- tĆr Hilbert-tĆr dimenzićja megegyezik, ha legalăbb az egyik vĆgtelen. (Lăsd Hewitt Ćs Ross [52], (16.12).)

Ha μ Ćs ν mĆrtĆkek X-en, azt mondjuk, hogy μ bŞvątĆse ν-nek, ha minden ν-mĆrhetŞ A halmaz μ-mĆrhetŞ is, Ćs μ(A) = ν(A).

Ha μ mĆrtĆk az X csoporton, azt mondjuk, hogy μ bal [jobb] invariăns, ha minden x ∈ X-re Ćs A ⊂ X-re μ(xA) = μ(A) [μ(Ax) = μ(A)].

36 2.§ JelŤlĆsek Ćs terminolćgia

A Lebesgue-mĆrtĆket R^n-en λ^n-nel, az m-dimenzićs Hausdor¸-mĆrtĆket egy metrikus tĆren pedig χ^m-el fogjuk jelŤlni. Egy A ⊂ R^n halmaz LebesguesŰrŰsĆgĆt az x ∈ R^n pontban a lim_{r↓0} λ^n(B_r(x) ∩ A)/λ^n(B_r(x)) hatărĆrtĆkkĆnt ĆrtelmezzĄk, ha a hatărĆrtĆk lĆtezik.

Ha μ mĆrtĆk X-en, A ⊂ X Ćs Y egy topologikus tĆr, akkor azt mondjuk, hogy az f fĄggvĆny mĆrhetŞ A-n, ha f az A majdnem minden pontjăban de˛niălva van, f ĆrtĆkkĆszlete Y -ban van, Ćs A ∩ f^{−1}(W ) mĆrhetŞ halmaz minden W nyąlt rĆszhalmazăra Y -nak. Speciălisan, A mĆrhetŞ kell legyen.

Az itt hasznălt mĆrtĆkelmĆleti eredmĆnyek Ćs bizonyątăsuk megtalălhatć Federer [42] kŤnyvĆben.

2.5. Topologikus mĆrtĆkek. Topologikus mĆrtĆkekkel kapcsolatban Federer [42] kŤnyvĆtŞl nĆmileg eltĆrŞ terminolćgiăt fogunk hasznălni. A μ mĆrtĆket az X topologikus tĆren topologikus mĆrtĆknek fogjuk nevezni, ha X minden nyąlt rĆszhalmaza μ-mĆrhetŞ. TermĆszetesen, ha μ topologikus mĆrtĆk X-en, akkor a Borel-halmazok, az X topolćgiăja ăltal generălt (azaz azt tartalmazć legszŰkebb) σ-algebra elemei mind μ-mĆrhetŞek. A μ topologikus mĆrtĆk tartćja a

spt μ = X \ ∪{V : V ⊂ X nyąlt, μ(V ) = 0}

halmaz. Egy μ topologikus mĆrtĆket X-en Borel-regulărisnak nevezĄnk, ha minden A ⊂ X-hez van olyan B Borel-halmaz, amelyre A ⊂ B ⊂ X Ćs μ(A) = μ(B). Radon-mĆrtĆk alatt olyan μ topologikus mĆrtĆket ĆrtĄnk, amely egy Hausdor¸-tĆren van Ćrtelmezve, Ćs rendelkezik az alăbbi tulajdonsăgokkal:

(1) X bărmely K kompakt rĆszhalmazănak a μ-mĆrtĆke vĆges; (2) X minden V nyąlt rĆszhalmazăra

μ(V ) = sup{μ(K) : K ⊂ V, K kompakt};

(3) bărmely A rĆszhalmazăra X-nek

μ(A) = inf{μ(V ) : A ⊂ V, V nyąlt}.

Vilăgos, hogy egy Radon-mĆrtĆket egyĆrtelmŰen meghatăroznak a kompakt halmazokon felvett ĆrtĆkei.

Legyen μ Radon-mĆrtĆk X-en Ćs A ⊂ X. Az A halmaz akkor Ćs csak akkor μ-mĆrhetŞ, ha

μ(V ∩ A) + μ(V \ A) ≤ μ(V )

minden V nyąlt halmazra. Valćban, ha ez a feltĆtel teljesĄl, akkor bărmely T ⊂ X-re

μ(T ∩ A) + μ(T \ A) ≤ μ(V ∩ A) + μ(V \ A) ≤ μ(V ),

2.§ JelŤlĆsek Ćs terminolćgia

ha T ⊂ V valamely V nyąlt halmazra. In˛mumot vĆve az Ťsszes T -t tartalmazć V -re, azt kapjuk, hogy A mĆrhetŞ. Hasonlćan, A akkor Ćs csak akkor μ-mĆrhetŞ, ha μ(K ∩ A) + μ(K \ A) ≤ μ(K)

minden K kompakt halmazra. Valćban, legyen V nyąlt halmaz, amelyre μ(V ) < ∞, Ćs legyen K_n olyan kompakt rĆszhalmaza V -nek, amelyre μ(V \ K_n) < 1/n. Ekkor μ((V ∩ A) \ (K_n ∩ A)) ≤ μ(V \ K_n) < 1/n, Ćs ągy μ(K_n ∩ A) → μ(V ∩ A), amint n → ∞. Hasonlćan μ(K_n \ A) → μ(V \ A). Ŋgy azt kapjuk, hogy ha a fenti feltĆtel teljesĄl, akkor

μ(V ) = lim_{n→∞} μ(K_n) = lim_{n→∞} μ(K_n∩A)+ lim_{n→∞} μ(K_n\A) = μ(V ∩A)+μ(V \A).

VĆgĄl, A akkor Ćs csak akkor μ-mĆrhetŞ, ha az A ∩ K halmaz μ-mĆrhetŞ minden K kompakt halmazra. Valćban, ebbŞl a feltĆtelbŞl az kŤvetkezik, hogy μ(K ∩ A) + μ(K \ A) ≤ μ(K)

minden K kompakt halmazra.

Nem nehĆz megmutatni, hogy ha μ Radon-mĆrtĆk, akkor

μ(A) = sup{μ(K) : K ⊂ A, K kompakt},

ha A egy vĆges mĆrtĆkŰ μ-mĆrhetŞ halmaz. Ha μ Radon-mĆrtĆk X-en, akkor μ(X \ spt μ) = 0.

2.6. Luzin-mĆrhetŞ fĄggvĆnyek. Legyen μ Radon-mĆrtĆk az X Hausdor¸-tĆren, Ćs legyen Y topologikus tĆr. Legyen f egy fĄggvĆny, amely X egy E rĆszhalmazănak majdnem minden pontjăt Y -ba kĆpezi. Az f fĄggvĆny Luzin μ-mĆrhetŞ E-n, ha E bărmely vĆges mĆrtĆkŰ A rĆszhalmazăhoz Ćs bărmely ε > 0-hoz van olyan C kompakt rĆszhalmaza A-nak, amelyre μ(A \ C) < ε Ćs f|C folytonos. Ezzel a fogalommal Luzin tĆtele a kŤvetkezŞkĆppen szćl (lăsd mĆg [42], 2.3.6):

2.7. Luzin tĆtele. Legyen μ Radon-mĆrtĆk az X Hausdor¸-tĆren, E egy μ-mĆrhetŞ rĆszhalmaza X-nek, Ćs Y topologikus tĆr. Ha egy f lekĆpezĆse X valamely rĆszhalmazănak Y -ba Luzin μ-mĆrhetŞ E-n, akkor μ-mĆrhetŞ is E-n. Megfordątva, ha az f fĄggvĆny μ-mĆrhetŞ E-n, Ćs az Y topolćgiăja megszămlălhatć băzisč, akkor f Luzin μ-mĆrhetŞ is E-n.

Bizonyątăs. Meg kell mutatnunk, hogy ha V nyąlt rĆszhalmaza Y -nak, akkor E ∩f^{−1}(V ) mĆrhetŞ. ElĆg megmutatni, hogy K ∩E ∩f^{−1}(V ) mĆrhetŞ X minden K kompakt rĆszhalmazăra. A K ∩ E halmaz feląrhatć, mint egy nulla mĆrtĆkŰ N halmaz, Ćs olyan kompakt C_n halmazok unićja, amelyekre f|C_n folytonos. C_n ∩ f^{−1}(V ) relatąv nyąlt C_n-ben, ągy Borel-halmaz. EbbŞl kŤvetkezik az ăllątăs.

A fordątott irăny bizonyątăsăban Oxtoby [132], 8.2. bizonyątăsăt kŤvetjĄk. Legyen V_n megszămlălhatć băzisa Y -nak, A vĆges mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ rĆszhalmaza E-nek, Ćs ε > 0. Az A-t egy kompakt halmazzal approximălva

38 2.§ JelŤlĆsek Ćs terminolćgia

belĄlrŞl, lătjuk, hogy feltehetŞ, hogy A kompakt. Vălasszunk minden n-re olyan U_n nyąlt Ćs C_n kompakt halmazt, amelyre C_n ⊂ A ∩ f^{−1}(V_n) ⊂ U_n Ćs μ(U_n \ C_n) < ε/2^n. Ha C = A \ ∪^∞_{n=1}(U_n \ C_n), akkor C kompakt, μ(A \ C) < ε Ćs f^{−1}(V_n) ∩ C = U_n ∩ C relatąv nyąlt. EbbŞl kŤvetkezik, hogy f|C folytonos.

2.8. Haar-mĆrtĆk. Bărmely G lokălisan kompakt csoporton lĆtezik egy bal [jobb] invariăns λ Radon-mĆrtĆk, amelyre a nem Ąres nyąlt halmazok mĆrtĆke nem nulla. Bărmely ilyen λ mĆrtĆket bal [jobb] Haar-mĆrtĆknek nevezĄnk. Bărmely kĆt ilyen λ, λ^′ mĆrtĆkhez van olyan c pozitąv konstans, amelyre λ^′ = cλ. Tovăbbă lĆtezik egy egyĆrtelmŰen meghatărozott ´ folytonos homomor˛zmusa G-nek a pozitąv valćs szămok multiplikatąv csoportjăba (G čgynevezett modulăris fĄggvĆnye), hogy ha λ egy bal Haar-mĆrtĆk, x ∈ G Ćs az L halmaz λ-mĆrhetŞ, akkor Lx Ćs L^{−1} is λ-mĆrhetŞek Ćs

λ(Lx) = ´(x)λ(L);

λ(L^{−1}) = ∫ L ´(x^{−1})dλ(x).

Lokălisan kompakt csoporton a bal Haar-mĆrtĆket ăltalăban λ-val fogjuk jelŤlni.

2.9. Baire-kategćria. A Baire-kategćriăval kapcsolatos legfontosabb tĆnyek megtalălhatćk Bourbaki [26] kŤnyvĆben; lăsd a IX. fejezet 5. pontjăt Ćs a hozză tartozć feladatokat. Mi az Oxtoby [132] kŤnyvĆnek eltĆrŞ (Ćs sokkal elterjedtebb) terminolćgiăjăt fogjuk hasznălni. Az egyĆrtelmŰsĆg kedvĆĆrt rŤviden Ťsszefoglaljuk azokat a tĆnyeket, amiket hasznălni fogunk.

Az X topologikus tĆr egy A rĆszhalmazăt elsŞ kategćriăjčnak nevezzĄk, ha A elŞălląthatć megszămlălhatć sok sehol sem sŰrŰ halmaz (azaz olyan halmaz, amelynek a lezărtja nem tartalmaz belsŞ pontot) egyesątĆsekĆnt, egyĆbkĆnt A măsodik kategćriăjč. KŤnnyŰ lătni, hogy ha X topologikus tĆr, Y az X egy rĆszhalmaza, A pedig az Y egy rĆszhalmaza, Ćs A sehol sem sŰrŰ [elsŞ kategćriăjč] mint az Y altĆr rĆszhalmaza, akkor A sehol sem sŰrŰ [elsŞ kategćriăjč] az X rĆszhalmazakĆnt is. Megfordątva, ha Y nyąlt rĆszhalmaz, A pedig sehol sem sŰrŰ [elsŞ kategćriăjč] mint X rĆszhalmaza, akkor A sehol sem sŰrŰ [elsŞ kategćriăjč] az Y rĆszhalmazakĆnt is.

Egy X topologikus teret Baire-tĆrnek nevezĄnk, ha benne megszămlălhatć sok sŰrŰ nyąlt halmaz metszete is sŰrŰ. Baire tĆtele azt ăllątja, hogy lokălisan kompakt tĆr Ćs teljes metrikus tĆr Baire-tĆr. EmlĆkeztetĄnk ră, hogy egy teljes metrikus tĆr egy rĆszhalmazăn pontosan akkor lĆtezik olyan teljes metrika, amelybŞl az altĆr-topolćgia szărmazik, ha a rĆszhalmaz G_δhalmaz.

Legyen E az X topologikus tĆr rĆszhalmaza. Azt mondjuk, hogy E măsodik kategćriăjč az x ∈ X pontban, ha E ∩ V măsodik kategćriăjč minden V kŤrnyezetĆre x-nek. JelŤlje D(E) az Ťsszes olyan x ∈ X pontok halmazăt, amelyekre E măsodik kategćriăjč x-ben. D(E) = ∅ akkor Ćs csak

2.§ JelŤlĆsek Ćs terminolćgia

akkor, ha E elsŞ kategćriăjč. Tovăbbă D(E) zărt Ćs az E \ D(E) halmaz elsŞ kategćriăjč.

Azt mondjuk, hogy E ⊂ X Baire-tulajdonsăgč, ha van olyan V nyąlt halmaz, amelyre az E △ V szimmetrikus di¸erencia elsŞ kategćriăjč. Az X Ťsszes Baire-tulajdonsăgč rĆszhalmazai σ-algebrăt alkotnak. TermĆszetesen ez a σ-algebra tartalmazza a Borel-halmazokat, a legkisebb, minden nyąlt halmazt tartalmazć σ-algebra elemeit. Az elŞzŞ bekezdĆs jelŤlĆseivel egy E ⊂ X halmaz akkor Ćs csak akkor Baire-tulajdonsăgč, ha E \ D(E) elsŞ kategćriăjč. Az E halmaz akkor Ćs csak akkor Baire-tulajdonsăgč, ha X minden x pontjănak van olyan U kŤrnyezete, hogy U ∩E Baire-tulajdonsăgč X-ben.

Legyenek X Ćs Y topologikus terek, Ćs tegyĄk fel, hogy legalăbb az egyik topolćgiăjănak van megszămlălhatć băzisa. X × Y egy E × F rĆszhalmaza akkor Ćs csak akkor Baire-tulajdonsăgč, ha az E, F halmazok valamelyike elsŞ kategćriăjč, vagy mindkettŞ Baire-tulajdonsăgč.

Ezeket a tĆnyeket az Oxtoby [132] kŤnyvĆnek 15. fejezetĆben szereplŞ bizonyątăssal kombinălva, Kuratowsky Ćs Ulam egy tĆtelĆnek az alăbbi formăjăt kapjuk:

2.10. Kuratowsky-Ulam tĆtel. Legyenek X Ćs Y topologikus terek, Ćs tegyĄk fel, hogy Y megszămlălhatć băzisč. Legyen E egy Bairetulajdonsăgč halmaz X × Y -ban. Ekkor x-ek egy X-beli elsŞ kategćriăjč rĆszhalmazăt kivĆve E_x Baire-tulajdonsăgč, Ćs E pontosan akkor elsŞ kategćriăjč, ha X-beli x-ek egy elsŞ kategćriăjč rĆszhalmazăt kivĆve E_x elsŞ kategćriăjč Y -ban.

2.11. Baire-tulajdonsăgč fĄggvĆnyek. Azt mondjuk, hogy egy f fĄggvĆny Baire-tulajdonsăgč E-n, ha f ĆrtelmezĆsi tartomănya egy elsŞ kategćriăjč halmaztćl eltekintve tartalmazza E-t, ĆrtĆkkĆszlete pedig egy Y topologikus tĆrben van, Ćs Y bărmely W nyąlt rĆszhalmazăra E ∩ f^{−1}(W ) Baire-tulajdonsăgč halmaz X-ben. Ha f Baire-tulajdonsăgč X-en, akkor egyszerŰen azt mondjuk, hogy Baire-tulajdonsăgč.

Ez a de˛nącić nagyon hasonląt a Borel-fĄggvĆnyek de˛nącićjăhoz. Egy f fĄggvĆnyt, amely egy X topologikus tĆr valamely rĆszhalmazăt egy Y topologikus tĆrbe kĆpezi le, Borel-fĄggvĆnynek nevezĄnk, ha minden Y bărmely V nyąlt rĆszhalmazăra az f^{−1}(V ) halmaz Borel-halmaz X-ben.

A Baire-tulajdonsăgč fĄggvĆnyek a mĆrhetŞ fĄggvĆnyekhez nagyon hasonlćan viselkednek. Az alăbbi ăllątăsokat fogjuk felhasznălni.

Ha f az X valamely rĆszhalmazăn de˛niălt Baire-tulajdonsăgč fĄggvĆny, akkor az Y Ťsszes olyan B rĆszhalmazai, amelyekre f^{−1}(B) Bairetulajdonsăgč, σ-algebrăt alkotnak. Ŋgy ha f ĆrtĆkei az Y topologikus tĆrben vannak, g pedig az Y topologikus tĆr valamely rĆszhalmazăn Ćrtelmezett Borel-fĄggvĆny, akkor g ∘ f Baire-tulajdonsăgč az ĆrtelmezĆsi tartomănyăn.

TegyĄk fel, hogy Y = ∏ i Y_i megszămlălhatć băzisč terek megszămlălhatć szorzata. Egy, az X topologikus teret az Y topologikus tĆrbe kĆpezŞ

40 2.§ JelŤlĆsek Ćs terminolćgia

f fĄggvĆny pontosan akkor Baire-tulajdonsăgč, ha minden p_i ∘ f fĄggvĆny Baire-tulajdonsăgč, ahol p_i az Y termĆszetes projekcićja Y_i-re.

TegyĄk fel, hogy X topologikus tĆr, Y metrikus tĆr, Ćs az f, f_n (n = 1, 2, . . . ) fĄggvĆnyek egy (a fĄggvĆnytŞl fĄggŞ) elsŞ kategćriăjč halmaz kivĆtelĆvel az egĆsz X-en vannak de˛niălva, az ĆrtĆkeik Y -ban vannak, Ćs Baire-tulajdonsăgčak. Ekkor az

E = {x : f_n(x) → f(x)}

halmaz Baire-tulajdonsăgč. Valćban, az E_{n,m} = {x : dist(f_n(x), f(x)) < 1/m} halmazok Baire-tulajdonsăgčak, az E halmaz pedig csak egy elsŞ kategćriăjč halmazban kĄlŤnbŤzik a ∞⋂ m=1 ∞⋃ n=1 ∞⋂ k=n E_{k,m}

halmaztćl.

TegyĄk fel, hogy X topologikus tĆr, Y metrikus tĆr, az f, f_n (n = 1, 2, . . . ) fĄggvĆnyek X-et Y -ba kĆpezik, az f_n fĄggvĆnyek Baire-tulajdonsăgčak, Ćs f_n(x) → f(x) minden x ∈ X-re, kivĆve egy elsŞ kategćriăjč halmaz pontjait. Ekkor f is Baire-tulajdonsăgč. Valćban, ha V nyąlt rĆszhalmaza Y -nak, Ćs V_i az Y azon pontjait tartalmazć nyąlt halmaz, amelyek tăvolsăga Y \V -tŞl nagyobb, mint 1/i, akkor f^{−1}(V ) az ∞⋃ i=1 ∞⋃ j=1 ∞⋂ k=j f^{−1}_k (V_i)

halmaztćl csak egy elsŞ kategćriăjč halmazban kĄlŤnbŤzik.

Azt mondjuk, hogy az X topologikus tĆr valamely E rĆszhalmazăt egy măsik, Y topologikus tĆrbe kĆpezŞ f fĄggvĆny Luzin-Baire-tulajdonsăgč En, ha van olyan F elsŞ kategćriăjč halmaz, hogy f|E \F folytonos. Az alăbbi tĆtel Luzin tĆtelĆvel analćg:

2.12. TĆtel. TegyĄk fel, hogy X Ćs Y topologikus terek, Ćs az E rĆszhalmaza X-nek Baire-tulajdonsăgč. Ha az X egy rĆszhalmazăt Y -ba kĆpezŞ f fĄggvĆny Luzin-Baire-tulajdonsăgč E-n, akkor f Baire-tulajdonsăgč E-n. Megfordątva, ha f Baire-tulajdonsăgč az E-n, Ćs Y topologiăja megszămlălhatć băzisč, akkor f Luzin-Baire-tulajdonsăgč E-n.

Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy F elsŞ kategćriăjč, Ćs legyen V egy tetszŞleges nyąlt rĆszhalmaza Y -nak. Mivel f|E \ F folytonos, (E \ F ) ∩ f^{−1}(V ) elŞăll U ∩ E \ F alakban valamely X-beli U nyąlt halmazzal, ągy Bairetulajdonsăgč. Mivel F ∩f^{−1}(V ) elsŞ kategćriăjč, Baire-tulajdonsăgč is. Ŋgy E ∩ f^{−1}(V ) is Baire-tulajdonsăgč.

Megfordątva, legyen V_n az Y topolćgiăjănak egy megszămlălhatć băzisa. Mivel E ∩ f^{−1}(V_n) Baire-tulajdonsăgč, feląrhatć (U_n \ F_n) ∪ F^′_n alakban, ahol F_n Ćs F^′_n is elsŞ kategćriăjč. Legyen F = ∪^∞_{n=1}(F_n ∪ F^′_n). Ekkor (E \ F ) ∩ f^{−1}(V_n) = (E \ F ) ∩ U_n, ągy relatąv nyąlt E \ F -ben. Mivel V_n băzis, ez azt jelenti, hogy f|E \ F folytonos.

2.§ JelŤlĆsek Ćs terminolćgia

A Kuratowsky-Ulam tĆtelbŞl kŤzvetlenĄl kŤvetkezik az alăbbi, a FubinitĆtellel analćg eredmĆny:

2.13. TĆtel. Ha X, Y Ćs Z topologikus terek, Y Ćs Z megszămlălhatć băzisčak, f : X ×Y → Z Baire-tulajdonsăgč, akkor x-ek egy elsŞ kategćriăjč halmazăt kivĆve, az f_x fĄggvĆny Baire-tulajdonsăgč.

2.14. Korlătos văltozăs. A valćs văltozćs korlătos văltozăsč fĄggvĆnyek elemi fogalma mellett szĄksĆgĄnk lesz a tŤbbvăltozćs korlătos văltozăsč fĄggvĆnyek fogalmăra is. Giusti [48] kŤnyve nyomăn, ha X ⊂ R^n egy nyąlt halmaz, azt mondjuk, hogy az f : X → R fĄggvĆny korlătos văltozăsč, ha integrălhatć Ćs sup {∫ X f div g : g ∈ K^1(X; R^n) Ćs |g| ≤ 1 }

vĆges; itt K^1(X; R^n) jelŤli az Ťsszes X-et R^n-be kĆpezŞ, kompakt tartćjč folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆnyek osztălyăt. Ha f folytonosan di¸erenciălhatć, akkor a fenti kifejezĆs ĆrtĆke ∫ X |f^′|; ugyanezzel a szimbćlummal fogjuk jelŤlni egy tetszŞleges korlătos văltozăsč fĄggvĆnyre. Ekvivalens de˛nącić lenne, ha azt kŤvetelnĆnk meg, hogy az f disztribčcić Ćrtelemben vett gradiense reprezentălhatć egy vektor ĆrtĆkŰ vĆges Radon-mĆrtĆk szerinti integrălăssal; ∫ X |f^′| ennek a mĆrtĆknek a teljes văltozăsa. Szigorčan vĆve, ez a fogalom nem az egyvăltozćs korlătos văltozăsč fĄggvĆnyek fogalmănak ăltalănosątăsa, hanem a korlătos lĆnyeges văltozăssal rendelkezŞ fĄggvĆnyekĆ. Ezt a kapcsolatot, valamint a korlătos văltozăsč fĄggvĆnyek alapvetŞ tulajdonsăgait Giusti [48] kŤnyve tărgyalja; a tovăbbiakban korlătos văltozăsč fĄggvĆnyekkel kapcsolatban csak ennek a kŤnyvnek az eredmĆnyeire tămaszkodunk. Tovăbbi eredmĆnyek talălhatćk Federer [42] kŤnyvĆben, lăsd 4.5.9 Ćs 4.5.10. Azt fogjuk mondani, hogy egy vektor ĆrtĆkŰ fĄggvĆny valamely euklidĆszi tĆrbeli ĆrtĆkekkel korlătos văltozăsč, ha minden koordinăta-fĄggvĆnye korlătos văltozăsč. Azt mondjuk, hogy f lokălisan korlătos văltozăsč X-en, ha X minden pontjănak van olyan kŤrnyezete, hogy f megszorątăsa erre a kŤrnyezetre korlătos văltozăsč.

2.15. Di¸erenciălhatć sokasăgok. A (C^∞ vagy analitikus) di¸erenciălhatć sokasăgokkal kapcsolatban DieudonnĆ [39] kŤnyvĆnek terminolćgiăjăt kŤvetjĄk, ągy di¸erenciălhatć sokasăg alatt mindig vĆges dimenzićs sokasăgot fogunk Ćrteni, amirŞl feltesszĄk, hogy szeparăbilis Ćs metrizălhatć. Egy tĆtelben a Banach-sokasăg fogalmăt is hasznăljuk; Banach-sokasăgokkal kapcsolatban Zeidler [165] kŤnyvĆnek terminolćgiăjăt kŤvetjĄk: lăsd IV. kŤtet, 73. fejezet. A Lebesgue-mĆrtĆkek, Lebesgue-mĆrhetŞsĆg, nullahalmazok fogalmăt illetŞen DieudonnĆ [39] kŤnyvĆt (lăsd 16.22.2) kŤvetjĄk; egy μ Lebesgue-mĆrtĆket egy X tiszta n-dimenzićs C^∞ di¸erenciălhatć sokasăgon az jellemez, hogy ha φ egy tĆrkĆp, akkor egy A ⊂ dmn(φ) halmaz pontosan akkor μ-mĆrhetŞ, ha φ(A) Lebesgue-mĆrhetŞ R^n-ben, tovăbbă a φ tĆrkĆphez lĆtezik egy f_φ pozitąv valćs ĆrtĆkŰ C^∞ fĄggvĆny rng(φ)-n čgy, hogy

μ(A) = ∫ φ(A)

f_φ(x) dλ^n(x), ha A ⊂ dmn(φ) mĆrhetŞ.

42 2.§ JelŤlĆsek Ćs terminolćgia

Băr a Lipschitz-fĄggvĆny fogalma nem vihetŞ ăt sokasăgokra, a lokălisan Lipschitz fĄggvĆny fogalma igen: egy f : X → Y di¸erenciălhatć sokasăgok kŤzŤtti lekĆpezĆst lokălisan Lipschitz fĄggvĆnynek nevezĄnk, ha bărmely x ∈ X-re van olyan φ tĆrkĆp az x Ćs ψ tĆrkĆp az f(x) egy-egy kŤrnyezetĆn, hogy ψ ∘f ∘φ^{−1} Lipschitz-fĄggvĆny a φ(x) egy kŤrnyezetĆn. Ekkor bărmely măs, x egy kŤrnyezetĆn Ćrtelmezett ~φ Ćs f(x) egy kŤrnyezetĆn Ćrtelmezett ~ψ tĆrkĆpre is teljesĄl, hogy ~ψ ∘ f ∘ ~φ^{−1} Lipschitz-fĄggvĆny a ~φ(x) egy kŤrnyezetĆn. Nem nehĆz belătni, hogy ha X Ćs Y ŤsszefĄggŞek, akkor tetszŞlegesen vălasztva Riemann-struktčrăkat X-en illetve Y -on, f pontosan akkor lokălisan Lipschitz a fenti de˛nącić szerint, ha lokălisan Lipschitz a Riemann-struktčrăkbćl szărmazć metrikăkra nĆzve.

3.§ Steinhaus t«etel«enek «altal«anos«“t«asai

II. Steinhaus-típusú tételek

3.§ Steinhaus t«etel«enek «altal«anos«“t«asai Hugo Steinhaus [150] 1920-ban bebizonyątotta, hogy ha A a szămegyenes pozitąv Lebesgue-mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ rĆszhalmaza, akkor az A − A halmaz tartalmaz intervallumot. «Altalănosabban, ha az A Ćs B halmazok R^n pozitąv Lebesgue-mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ rĆszhalmazai, akkor az A + B halmaz tartalmaz belsŞ pontot: lăsd pĆldăul Kemperman [107] dolgozatăt.

A bizonyątăs pĆldăul Weil gondolatăra [164] alapozhatć, hogy a χ_A Ćs χ_B karakterisztikus fĄggvĆnyek konvolčcićja (ha A Ćs B vĆges mĆrtĆkŰek) folytonos fĄggvĆny, ągy a

t → λ(A ∩ (t − B)) = ∫ χ_B (t − y)χ_A(y) dλ(y)

fĄggvĆny folytonos, Ćs amint az Fubini tĆtelĆbŞl kŤvetkezik, nem mindenĄtt nulla. Ez azt jelenti, hogy A + B tartalmaz egy nem Ąres nyąlt halmazt. Ez a bizonyątăs akkor is mŰkŤdik, ha λ egy Haar-mĆrtĆk egy lokălisan kompakt csoporton.

A kĆrdĆs ăltalănosabban is vizsgălhatć, ha az Ťsszeadăst egy kĆtvăltozćs F fĄggvĆnnyel helyettesątjĄk, Ćs azt kĆrdezzĄk, hogy milyen feltĆtelek mellett bizonyąthatć, hogy F (A, B) tartalmaz belsŞ pontot. Az elsŞ lĆpĆst ebbe az irănyba ErdŞs Ćs Oxtoby [41] tette meg, bebizonyątva, hogy ha F : R × R → R folytonosan di¸erenciălhatć kĆtvăltozćs fĄggvĆny nem eltŰnŞ parciălis derivăltakkal, akkor F (A, B) tartalmaz belsŞ pontot. Tovăbbi ăltalănosątăsok adćdnak, ha F văltozći topologikus mĆrtĆkterekben vannak, Ćs F bizonyos feloldhatćsăgi feltĆteleknek tesz eleget: lăsd ez irănyban Kuczma [114] Ćs Sander [140] dolgozatăt. Sander azt is Ćszrevette, hogy az A, B halmazok egyike lehet nem mĆrhetŞ is. Ezek az eredmĆnyek alkalmazhatćk abban az esetben, amikor F folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆny, văltozći R^n-beli vektorok, Ćs parciălis derivăltjainak determinănsa nem nulla.

Ezen paragrafus cĆlja a kĆrdĆst tŤbbvăltozćs F fĄggvĆnyre vizsgălni. TermĆszetesen, ha F az R×R×R-et R-be kĆpezi le, olyan problĆmăt kapunk, amelyet ErdŞs Ćs Oxtoby eredmĆnye megold. Hogy Ćrtelmes čj problĆmăt kapjunk, olyan fĄggvĆnyt kell tekintenĄnk, amelynek ĆrtĆkkĆszlete R^2-ben van. A parciălis derivăltak el nem tŰnĆsĆre vonatkozć feltĆtelt az fogja helyettesąteni, hogy a derivăltoperător nulltere ăltalănos helyzetŰ. A 3.11

44 3.§ Steinhaus t«etel«enek «altal«anos«“t«asai

tĆtel, illetve a 3.13 megjegyzĆs a Steinhaus-tĆtel egy ilyen jellegŰ ăltalănosątăsăt adja. KŤvetkezmĆnykĆnt kapjuk az ismert F : R^n × R^n → R^n esetet.

Bizonyątăsunk a konvolčcić folytonossăgărćl szćlć tĆtel egy igen ăltalănos văltozatăn mčlik, amelyet a 3.4 tĆtel tartalmaz. KŤvetkezmĆnykĆnt kapunk egy

t → ν

(^n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t} (A_i) )

tąpusč lekĆpezĆs folytonossăgăra vonatkozć eredmĆnyt, ahol a g_{i,t} lekĆpezĆsek folytonosan fĄggnek a t paramĆtertŞl Ćs nem kĆpeznek pozitąv mĆrtĆkŰ halmazt nulla mĆrtĆkŰbe. Ennek a fĄggvĆnynek a vizsgălata implicit mćdon elŞszŤr a Jărai [64] dolgozatban, expliciten Krausz [109] munkăjăban fordul elŞ. KŤvetkezmĆnykĆnt kapjuk az ismert 3.7 ăllątăst.

Mint a bevezetĆsben is emlątettĄk, az (1) lekĆpezĆs alulrćl fĆlig folytonos volta, Ćs Steinhaus tĆtelĆnek szămos măs văltozata is alkalmazhatć fĄggvĆnyegyenletek vizsgălatănăl. Ennek a paragrafusnak az eredmĆnyeit az 5., 6., 8., 9. paragrafusokban, valamint az alkalmazăsok kŤzŤtt, a 22. paragrafusban hasznăljuk fel.

A tovăbbi irodalmi hivatkozăsokat lăsd M. E. Kuczma [114], M. E. Kuczma Ćs M. Kuczma [115], illetve Sander [140] dolgozatăban. Matkowski Ćs «Swiatkowski [127] a Steinhaus-tĆtel egy măs irănyč, egyoldali sŰrŰsĆgekre vonatkozć văltozatăt adtăk meg. Az itt szereplŞ eredmĆnyek a Jărai [87] dolgozatban jelentek meg.

Egy fontos feltĆtel vizsgălatăval kezdjĄk.

3.1. FeltĆtel. Ebben a paragrafusban, valamint a 8., 9. Ćs 18. paragrafusokban is fontos szerepet fog jătszani egy mĆrtĆkelmĆleti feltĆtel, amely a szămunkra szĄksĆges legăltalănosabb formăban a kŤvetkezŞ:

Legyenek X Ćs Y halmazok a μ illetve ν mĆrtĆkekkel, T egy halmaz, D ⊂ T × Y Ćs g : D → X egy fĄggvĆny. FeltĆtelĄnk a kŤvetkezŞ: (1) minden ε > 0-hoz lĆtezik olyan δ > 0, hogy ha B ⊂ D_t, ν(B) ≥ ε, t ∈ T , akkor μ (g_t(B)) ≥ δ.

Ezen feltĆtellel kapcsolatban az alăbbiakban Ťsszefoglalunk nĆhăny egyszerŰ tulajdonsăgot. A feltĆtel vizsgălata abban a legfontosabb esetben, amikor X Ćs Y euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazai, a 3.10 pontban tŤrtĆnik. Tovăbbi vizsgălatok talălhatćk a Jărai [66] dolgozatban.

3.2. MegjegyzĆsek. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, (1) ha D_1 ⊂ D_2 ⊂ T × Y , g_2 : D_2 → X, g_1 = g_2|D_1 Ćs g_2 eleget tesz a 3.1.(1) feltĆtelnek, akkor g_1 is;

(2) ha D = D_1 ∪ D_2, g_1 = g|D_1, g_2 = g|D_2, tovăbbă g_1 Ćs g_2 eleget tesznek a 3.1.(1) feltĆtelnek, akkor g is;

(3) ha minden ε > 0-hoz van olyan D = D_1 ∪D_2 felbontăs, hogy g|D_2 eleget tesz a 3.1.(1) feltĆtelnek, Ćs μ (g_t(D_{1,t})) < ε minden t ∈ T -re, akkor g is eleget tesz a 3.1.(1) feltĆtelnek;

3.§ Steinhaus t«etel«enek «altal«anos«“t«asai

(4) a 3.1.(1) feltĆtel az alăbbival ekvivalens: minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy ha A ⊂ X, μ(A) < δ, akkor ν ( g^{−1}_t (A) ) < ε minden t ∈ T -re;

(5) ha μ regulăris mĆrtĆk, akkor az elŞzŞ, (4) feltĆtelt elĆg abban az esetben megkŤvetelni, ha A mĆrhetŞ;

(6) ha X Ćs Y Hausdor¸-terek, μ Ćs ν pedig Radon-mĆrtĆkek, minden g_t folytonos a D_t Borel-halmazon, Ćs 3.1.(1) teljesĄl, akkor g^{−1}_t (A) mĆrhetŞ minden A ⊂ X mĆrhetŞ σ-vĆges halmazra, ha t ∈ T ;

(7) (6) feltĆtelei mellett, ha B ⊂ A Ćs A egy μ-burka B-nek, akkor g^{−1}_t (A) is ν-burka g^{−1}_t (B)-nek minden t ∈ T -re;

Bizonyątăs. (1){(5) triviălisak. (6)-hoz, A-t elŞăllątva egy B Borelhalmaz Ćs egy C nulla mĆrtĆkŰ halmaz egyesątĆsekĆnt, g^{−1}_t (A) = g^{−1}_t (B) ∪ g^{−1}_t (C), ahol g^{−1}_t (B) Borel-halmaz, g^{−1}_t (C) pedig nulla mĆrtĆkŰ. (7)-hez, ha valamely E ⊂ Y mĆrhetŞ halmazra ν ( E ∩ g^{−1}_t (A) ) > ν ( E ∩ g^{−1}_t (B) )

ăllna fenn, akkor g^{−1}_t (A) mĆrhetŞsĆge Ćs ν Radon-mĆrtĆk volta miatt lĆtezne olyan C ⊂ E ∩ g^{−1}_t (A \ B) kompakt halmaz, amelyre ν(C) > 0 lenne, de g_t(C) ⊂ A \ B miatt μ (g_t(C)) = 0 teljesĄlne.

3.3. SegĆdtĆtel. Legyen T topologikus tĆr, X uniform tĆr, C kompakt uniform tĆr, D ⊂ T × C, t_0 ∈ T , {t_0} × C ⊂ D, g : D → X folytonos fĄggvĆny. Ekkor minden α relăcićhoz X uniformităsăbćl van olyan β relăcić C uniformităsăbćl, Ćs olyan V kŤrnyezete t_0-nak, hogy ha t, t^′ ∈ V , az y, y^′ pontok β-kŤzel vannak C-ben Ćs (t, y), (t^′, y^′) ∈ D, akkor a g(t, y) Ćs g(t^′, y^′) pontok α-kŤzel vannak X-ben.

Bizonyątăs. Legyen δ olyan szimmetrikus uniform kŤrnyĆk X-en, amelyre δ ∘ δ ⊂ α. Minden y ∈ C-hez van olyan V_y kŤrnyezete t_0-nak, Ćs olyan γ_y szimmetrikus uniform kŤrnyĆk, hogy ha t ∈ V_y Ćs y^′ az y-hoz γ_y-kŤzel van, akkor g(t, y^′) Ćs g(t_0, y) is δ-kŤzel vannak X-ben. Minden γ_y-hoz vălasztva egy β_y szimmetrikus uniform kŤrnyĆket, amelyre β_y ∘ β_y ⊂ γ_y, a β_y(y) halmazok nyąlt magjai egy lefedĆsĆt alkotjăk C-nek. Kivălasztva egy vĆges lefedĆst, Ćs β =

⋂_n

i=1 β_{yi} -t, V =

⋂_n i=1 V_{yi} -t vĆve, ha az y Ćs y^′ pontok β-kŤzel vannak C-ben, akkor van olyan y_i, hogy y Ćs y_i, valamint y^′ Ćs y_i is γ_{yi} -kŤzel vannak, «“gy g(t, y) Ćs g(t_0, y_i) valamint g(t^′, y^′) Ćs g(t_0, y_i) is δ-kŤzel vannak, azaz g(t, y) Ćs g(t^′, y^′) α-kŤzel vannak X-ben.

3.4. TĆtel. Legyen T topologikus tĆr, Y Hausdor¸-tĆr, X_i, i = 1, 2, . . . , n teljesen regulăris tĆr, Z Ćs Z_i, i = 1, 2, . . . , n szeparăbilis Banachterek. Legyenek ν Ćs μ_i vĆges Radon-mĆrtĆkek Y -on, illetve X_i-n. TekintsĄk az f_i : X_i → Z_i, g_i : T × Y → X_i, h : Z_1 × . . . × Z_n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek:

(1) h korlătos halmazokat korlătos halmazokba kĆpez, Ćs folytonos; (2) f_i ∈ L^∞(μ_i) (i = 1, 2, . . . , n);

46 3.§ Steinhaus t«etel«enek «altal«anos«“t«asai

(3) g_i folytonos, Ćs minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy μ_i (g_{i,t}(B)) ≥ δ, ha B ⊂ Y , ν(B) ≥ ε, t ∈ T Ćs 1 ≤ i ≤ n.

Ekkor az

f(t) = ∫ Y h (f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y))) dν(y)

fĄggvĆny folytonos T -n.

Bizonyątăs. ElŞszŤr megmutatjuk, hogy az integrăl lĆtezik. Minden f_i-t helyettesąthetĄnk egy korlătos Borel-fĄggvĆnnyel, amely mindenĄtt de- ˛niălva van X_i-n, Ćs amely majdnem egyenlŞ f_i-vel. Ez a csere nem văltoztatja meg az integrălandć fĄggvĆny mĆrhetŞsĆgĆt Ćs az integrălt, mivel (3) szerint, azon y-ok halmaza, amelyekre f_i (g_i(t, y)) ĆrtĆke megvăltozik, nulla mĆrtĆkŰ. «Igy feltehetjĄk, hogy az f_i fĄggvĆnyek korlătos Borel-fĄggvĆnyek. (1) szerint, a

(4) y → h (f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y)))

lekĆpezĆs Borel-fĄggvĆny, ha t ∈ T rŤgzątett, ĆrtĆkkĆszlete pedig Z egy korlătos rĆszhalmaza. «Igy az integrăl lĆtezik minden t ∈ T -re.

Legyen most ε > 0 Ćs t_0 ∈ T . Vălasszunk egy olyan M > 0 valćs szămot, amelyre (4) ĆrtĆkkĆszlete benne van a 0 kŤzĆppontč, M sugarč zărt gŤmbben. (3) szerint lĆtezik olyan δ > 0, hogy ha B ⊂ Y , ν(B) ≥ ε/(16Mn), t ∈ T Ćs 1 ≤ i ≤ n, akkor μ_i (g_{i,t}(B)) ≥ δ. Vălasszunk egy C ⊂ Y kompakt halmazt, amelyre ν(Y \C) < ε/(8M). A Luzin-tĆtel szerint, lĆtezik olyan C_i kompakt rĆszhalmaza X_i-nek, amelyre μ_i(X_i \ C_i) < δ Ćs f_i|C_i folytonos. Vălasszunk a C, X_1, . . . , X_n tereken olyan uniformităsokat, amelyek ŤsszefĆrhetŞek a topolćgiăval. (1) szerint lĆtezik egy α > 0 čgy, hogy |h(z_1, . . . , z_n) − h(z^′_1, . . . , z^′_n)| < ε 2ν(Y ) , ha z_i, z^′_i ∈ f_i(C_i) Ćs |z_i − z^′_i| < α. Az f_i|C_i egyenletes folytonossăga miatt lĆteznek olyan β_i szimmetrikus relăcićk az X_i uniformităsăbćl, amelyekre

|f_i(x_i) − f_i(x^′_i)| < α,

ha x_i, x^′_i ∈ X_i, tovăbbă az x_i Ćs x^′_i pontok β_i-kŤzel vannak, azaz (x_i, x^′_i) ∈ β_i. A 3.3 segĆdtĆtel szerint, lĆtezik olyan V nyąlt kŤrnyezete t_0-nak T -ben, Ćs olyan γ szimmetrikus relăcić C uniformităsăbćl, hogy a g_i(t_0, y) Ćs g_i(t, y^′) pontok β_i-kŤzel vannak X_i-ben, ha t ∈ V , az y Ćs y^′ pontok pedig γ-kŤzel vannak C-ben. Legyen t egy eleme V -nek, Ćs legyen K = n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t0} (C_i) ∩ n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t} (C_i) ∩ C.

Ekkor

Y \ K = Y \ C ∪

(_n ⋃ i=1 g^{−1}_{i,t0} (X_i \ C_i) ) ∪ (_n ⋃ i=1 g^{−1}_{i,t} (X_i \ C_i) ) ,

3.§ Steinhaus t«etel«enek «altal«anos«“t«asai

Ćs innen (felhasznălva (3)-at, Ćs hogy μ_i(X_i \ C_i) < δ,)

(5) ν(Y \ K) < ε 8M + n ε 16Mn + n ε 16Mn = ε 4M . Felhasznălva ezt, azt kapjuk, hogy

H(t, y) = h (f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y)))

jelŤlĆssel

|f(t) − f(t_0)| ≤ ∫ Y |H(t, y) − H(t_0, y)| dν(y) = ∫ Y \K

|H(t, y) − H(t_0, y)| dν(y) + ∫ K |H(t, y) − H(t_0, y)| dν(y).

(5) szerint a jobb oldali elsŞ tag nem nagyobb, mint ε/2. A K, α, β_1, . . . , β_n, γ Ćs V vălasztăsa miatt, a jobb oldali măsodik tag sem nagyobb, mint ε/2, ezt kellett bizonyątani.

3.5. KŤvetkezmĆny. Legyenek T , Y , X_i, ν, μ_i Ćs g_i ugyanazok, mint az elŞzŞ tĆtelben. TegyĄk fel, hogy az elŞzŞ tĆtel (3) feltĆtele teljesĄl, Ćs A_i ⊂ X_i, i = 1, 2, . . . , n, tovăbbă A_i mĆrhetŞ, ha 2 ≤ i ≤ n. Ekkor az

f(t) = ν

(_n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t} (A_i) ) , ha t ∈ T

fĄggvĆny folytonos T -n.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ tĆtel (3) feltĆtele miatt, 3.2.(7) szerint a g^{−1}_{i,t} (B_1) halmaz egy ν-burka g^{−1}_{i,t} (A_1)-nek, ha B_1 egy μ_1-burka A_1-nek. «Igy

f(t) = ∫ Y χ_{B1} (g_1(t, y)) χ_{A2} (g_2(t, y)) · · · χ_{An} (g_n(t, y)) dν(y),

ahol χ_{Ai} az A_i karakterisztikus fĄggvĆnye, Ćs χ_{B1} a B_1 karakterisztikus fĄggvĆnye.

3.6. TĆtel. Legyen T topologikus tĆr, X Ćs Y Hausdor¸-terek μ illetve ν Radon-mĆrtĆkekkel, D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak, g : D → X, t_0 ∈ T , Ćs K ⊂ X kompakt. TegyĄk fel, hogy (1) a g Ćs a (t, x) → g^{−1}_t (x) lekĆpezĆsek folytonosak Ćs g_t homeomor˛zmusa D_t-nek X-re, ha t ∈ T ;

(2) minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy μ(g_t(B)) > δ, ha B ⊂ Y , ν(B) ≥ ε Ćs t ∈ T .

48 3.§ Steinhaus t«etel«enek «altal«anos«“t«asai

Ekkor ν ( g^{−1}_t (K) △ g^{−1}_{t0} (K) ) → 0, ha t → t_0.

Bizonyątăs. Legyen ε > 0, ε/2-hŤz vălasszunk egy δ > 0-t, legyen C = g^{−1}_{t0} (K), W egy C-t tartalmazć nyąlt rĆszhalmaza D_{t0} -nak, amelyre ν(W \ C) < ε/2, U pedig egy K-t tartalmazć nyąlt rĆszhalmaza X-nek, amelyre μ(U \ K) < δ. Vălasszunk olyan V nyąlt kŤrnyezetĆt t_0-nak, hogy t ∈ V , y ∈ C esetĆn g_t(y) Ćrtelmezve legyen, Ćs g_t(y) ∈ U teljesĄljŤn, tovăbbă t ∈ V , x ∈ K esetĆn g^{−1}_t (x) ∈ W teljesĄljŤn. Ekkor g^{−1}_t (K)\g^{−1}_{t0} (K) ⊂ V \C miatt ν ( g^{−1}_t (K) \ g^{−1}_{t0} (K) ) < ε/2, măsrĆszt ν ( g^{−1}_{t0} (K) \ g^{−1}_t (K) ) < ε/2, mivel a g_t lekĆpezĆs a g^{−1}_{t0} (K) \ g^{−1}_t (K) halmazt U \ K-ba kĆpezi le, amelyre μ(U \ K) < δ. Źsszegezve, ν ( g^{−1}_t (K) △ g^{−1}_{t0} (K) ) < ε, ha t ∈ V , ezt kellett bizonyątani.

3.7. KŤvetkezmĆny. Legyen G egy lokălisan kompakt csoport, Ćs legyen λ egy bal Haar-mĆrtĆk G-n. Legyen A_i, i = 1, 2, . . . , n vĆges mĆrtĆkŰ rĆszhalmaza G-nek. TegyĄk fel, hogy A_i mĆrhetŞ, ha 2 ≤ i ≤ n. Ekkor a G^n-nek R-be valć (t_1, . . . , t_n) → λ(t_1A_1 ∩ . . . ∩ t_nA_n) lekĆpezĆse folytonos.

Bizonyątăs. Mivel A_1 helyettesątĆse a λ-burkăval nem văltoztatja meg ezt a fĄggvĆnyt, feltehetjĄk, hogy A_1 is mĆrhetŞ. Legyen ε > 0 Ćs T = G^n. Vălasszunk K_i kompakt halmazokat čgy, hogy K_i ⊂ A_i Ćs λ(A_i \ K_i) < ε teljesĄljŤn. Legyen Y = X_1 = X_2 = . . . = X_n = G, Ćs g_i(t, y) = t^{−1}_i y, ha (t_1, . . . , t_n) ∈ T Ćs y ∈ Y.

Mivel bărmilyen vĆges mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ B, C halmazokra |λ(B) − λ(C)| ≤ λ(B △ C) Ćs (^n⋂ i=1 B_i ) △ (^n⋂ i=1 C_i ) ⊂ n⋃ i=1 (B_i △ C_i),

alkalmazva az elŞzŞ tĆtelt, azt kapjuk, hogy

|λ(t_1K_1 ∩ t_2K_2 ∩ . . . ∩ t_nK_n) − λ(t^0_1K_1 ∩ t^0_2K_2 ∩ . . . ∩ t^0_nK_n)| ≤ n∑ i=1 λ(t_iK_i △ t^0_i K_i) → 0, ha t_i → t^0_i ,

azaz a t → λ(t_1K_1 ∩ t_2K_2 ∩ . . . ∩ t_nK_n) fĄggvĆny folytonos T -n. De

0 ≤ λ(t_1A_1 ∩ t_2A_2 ∩ . . . ∩ t_nA_n) − λ(t_1K_1 ∩ t_2K_2 ∩ . . . ∩ t_nK_n) ≤ n∑ i=1 λ(t_iA_i \ t_iK_i) ≤ nε, ągy (t_1, . . . , t_n) → λ(t_1A_1 ∩ . . . ∩ t_nA_n) folytonos fĄggvĆnyek egyenletes hatărĆrtĆke, azaz maga is folytonos.

3.§ Steinhaus t«etel«enek «altal«anos«“t«asai

A kŤvetkezŞ segĆdtĆtelben, amelyre fŞ eredmĆnyĄnk bizonyątăsăhoz lesz szĄksĆgĄnk, elegendŞ feltĆtelt adunk a 3.4 tĆtel (3) feltĆtelĆnek teljesĄlĆsĆre.

3.8. SegĆdtĆtel. Legyen Y nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, T topologikus tĆr, y_0 ∈ Y Ćs t_0 ∈ T . Legyen g : T × Y → R^r folytonos fĄggvĆny Ćs tegyĄk fel, hogy ∂g ∂y folytonos Ćs

rank ( ∂g ∂y (t_0, y_0) ) = r.

Ekkor lĆteznek Y^∗ illetve T^∗ nyąlt kŤrnyezetei y_0-nak illetve t_0-nak, Ćs olyan 0 < C < ∞ konstans, hogy Y^∗ ⊂ Y , T^∗ ⊂ T Ćs

(1) λ^k(B) ≤ λ^r (g_t(B)) C(diam B)^{k−r},

ha B ⊂ Y^∗ Ćs t ∈ T^∗. (Itt diam B a B halmaz ătmĆrŞje.)

Bizonyątăs. Legyen q = k − r, Ćs osszuk az y = (y_1, . . . , y_k) koordinătăit kĆt, y^′ = (y^′_1, . . . , y^′_q) Ćs y^{′′} = (y^{′′}_1 , . . . , y^{′′}_r ) csoportba čgy, hogy a det ( ∂g ∂y^{′′}

(t_0, y_0) ) = det ( ∂g ∂y^{′′}

(t_0, y^′_0, y^{′′}_0 ) ) ≠ 0

feltĆtel teljesĄljŤn. VezessĄk be az

L(t, y^′) = ∂g ∂y^{′′}

(t, y^′, y^{′′}_0 )

jelŤlĆst. Az inverz fĄggvĆny tĆtel bizonyątăsăt felhasznălva (lăsd Rudin [137], 9.24 tĆtel), azt kapjuk, hogy ha Y^{′′} nyąlt gŤmb R^r-ben y^{′′}_0 kŤzĆpponttal, t ∈ T , (y^′, y^{′′}) ∈ Y Ćs (2) ‖ ‖ ‖ ∂g ∂y^{′′}

(t, y^′, y^{′′}) − L(t, y^′) ‖ ‖ ‖ < 1 2 ‖L(t, y^′)^{−1}‖

minden y^{′′} ∈ Y^{′′}-re, akkor g_{t,y}′ homeomorf lekĆpezĆse Y^{′′}-nek R^r egy U(t, y^′) nyąlt rĆszhalmazăra. Legyen most

0 < β < 1 2 ‖L(t_0, y^′_0)^{−1}‖ Ćs (3) 0 < γ < | | | |det ∂g ∂y^{′′}

(t_0, y^′_0, y^{′′}_0 ) | | | | . A (2)-ben Ćs (3)-ban szereplŞ kifejezĆsek folytonossăgăt felhasznălva, vălaszthatunk olyan Y^{′′} nyąlt gŤmbŤt y^{′′}_0 kŤzĆpponttal Ćs olyan Y^′ Ćs T^∗ nyąlt

50 3.§ Steinhaus t«etel«enek «altal«anos«“t«asai

halmazokat, amelyekre t_0 ∈ T^∗, y^′_0 ∈ Y^′, Y^∗ = Y^′ × Y^{′′} ⊂ Y , tovăbbă t ∈ T^∗, y^′ ∈ Y^′ Ćs y^{′′} ∈ Y^{′′} esetĆn ‖ ‖ ‖ ‖ ∂g ∂y^{′′}

(t, y^′, y^{′′}) − L(t, y^′) ‖ ‖ ‖ ‖ < β; β < 1 2 ‖L(t, y^′)^{−1}‖ ; γ < | | |det ∂g ∂y^{′′}

(t, y^′, y^{′′}) | | | . JelŤlje α(q) a q dimenzićs egysĆggŤmb λ^q-mĆrtĆkĆt (α(0) = 1). Azt akarjuk megmutatni, hogy

λ^k(B) ≤ λ^r (g_t(B)) α(q) γ (diam B)^{k−r},

ha B ⊂ Y^∗ Ćs t ∈ T^∗. Legyen R = diam B. Ekkor lĆtezik olyan R sugarč V zărt gŤmb R^q-ban, amelyre B ⊂ (V ∩ Y^′) × Y^{′′}. TegyĄk fel indirekt, hogy van olyan t ∈ T^∗, amelyre

λ^k(B) > λ^r (g_t(B)) CR^q,

ahol C = α(q)/γ. Ekkor vălaszthatunk olyan U nyąlt halmazt, amelyre g_t(B) ⊂ U Ćs λ^k(B) > λ^r(U)CR^q.

Legyen B^∗ = g^{−1}_t (U) ∩ ((V ∩ Y^′) × Y^{′′}) .

Ekkor B ⊂ B^∗, B^∗ Borel-halmaz, Ćs g_t(B^∗) ⊂ U, azaz

λ^r (g_t(B^∗)) CR^q < λ^k(B) ≤ λ^k(B^∗).

Meg fogjuk mutatni, hogy ez lehetetlen. Legyen

B^∗_y′ = {y^{′′} : (y^′, y^{′′}) ∈ B^∗} , ha y^′ ∈ V ∩ Y^′.

Az integrăltranszformăcićs tĆtelt felhasznălva, azt kapjuk, hogy

λ^r (g_t(B^∗)) ≥ λ^r ( g_{t,y}′ (B^∗_y′ ) ) = ∫ B^∗_y | | |det ∂g ∂y^{′′}

(t, y^′, y^{′′}) | | | dλ^r(y^{′′}) ≥ γλ^r(B^∗y^′ ),

ha y^′ ∈ V ∩ Y^′. A Fubini-tĆtel szerint

λ^k(B^∗) = ∫ V ∩Y^′

λ^r(B^∗_y′ ) dλ^q(y^′) ≤ λ^r (g_t(B^∗)) γ λ^q(V ) = λ^r (g_t(B^∗)) CR^q,

ami ellentmondăs. Ezzel a bizonyątăs teljes.

3.§ Steinhaus t«etel«enek «altal«anos«“t«asai

3.9. SegĆdtĆtel. Az elŞzŞ segĆdtĆtel feltĆtelei mellett, ha R^r egy D rĆszhalmaza 1 sŰrŰsĆgŰ a g(t_0, y_0) pontban, akkor g^{−1}_{t0} (D)∩Y^∗ is 1 sŰrŰsĆgŰ az y_0 pontban.

Bizonyątăs. ∂g ∂y (t_0, y) folytonossăga miatt a g_{t0} fĄggvĆny Lipschitz-fel-

tĆtelnek tesz eleget az y_0 egy kŤrnyezetĆben. «Igy lĆteznek 0 < M < ∞ Ćs γ > 0 konstansok čgy, hogy |g(t_0, y) − g(t_0, y_0)| ≤ M|y − y_0|, ha y ∈ Y^∗ Ćs |y − y_0| < γ. JelŤlje α(k) illetve α(r) a k illetve r dimenzićs egysĆggŤmb Lebesgue-mĆrtĆkĆt. Legyen ε > 0, Ćs

0 < δ < εα(k) CM^r2^{k−r}α(r) , ahol C az elŞzŞ segĆdtĆtelben szereplŞ konstans. Vălasszunk egy β > 0-t čgy, hogy ha V egy zărt gŤmb g(t_0, y_0) kŤzĆpponttal Ćs β-năl kisebb sugărral, akkor λ^r(V ∩ D) ≥ (1 − δ)λ^r(V ) teljesĄljŤn. Megmutatjuk, hogy ha W egy zărt gŤmb Y^∗-ban, amelynek kŤzĆppontja y_0, sugara pedig kisebb γ-năl Ćs β/M-nĆl, akkor λ^k ( W ∩ g^{−1}_{t0} (D) ) ≥ (1 − ε)λ^k(W ).

TegyĄk fel indirekt, hogy valamely R sugarč W gŤmbre ellenkezŞ irănyč egyenlŞtlensĆg teljesĄl. Ekkor lĆtezik olyan B ⊂ W \ g^{−1}_{t0} (D) kompakt halmaz, amelyre λ^k(B) > ελ^k(W ). Az elŞzŞ segĆdtĆtel szerint

εR^kα(k) < λ^k(B) ≤ C2^{k−r}R^{k−r}λ^r (g_{t0} (B)) .

De g_{t0} (B) kompakt rĆszhalmaza V \ D-nek, ahol V a g(t_0, y_0) kŤzĆppontč MR < β sugarč zărt gŤmb R^r-ben. «Igy

εR^kα(k) < C2^{k−r}δλ^r(V ) = C2^{k−r}R^{k−r}M^rR^rα(r)δ,

ami ellentmond δ vălasztăsănak.

3.10. SegĆdtĆtel. Legyen Y nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, T topologikus tĆr, D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak Ćs (t_0, y_0) ∈ D. TegyĄk fel, hogy a g : D → R^r fĄggvĆny folytonos Ćs folytonosan di¸erenciălhatć y szerint. Ha a ∂g ∂y (t_0, y_0) mătrix rangja r, akkor lĆteznek olyan T^∗ illetve Y^∗ kŤrnyezetei t_0-nak illetve y_0-nak, amelyekre (1) minden ε > 0-hoz lĆtezik olyan δ > 0, hogy λ^r (g_t(B)) ≥ δ, ha t ∈ T^∗, B ⊂ Y^∗ Ćs λ^k(B) ≥ ε;

(2) ha A egy λ^r-mĆrhetŞ rĆszhalmaza R^r-nek, akkor g^{−1}_t (A) ∩ Y^∗ egy λ^kmĆrhetŞ rĆszhalmaza Y -nak minden t ∈ T^∗-ra.

Bizonyątăs. Alkalmazzuk a 3.8 segĆdtĆtelt. A kapott Y^∗ halmazt kisebbel helyettesątve, feltehetjĄk, hogy Y^∗ korlătos. Most a 3.8 segĆdtĆtel ăllątăsăbćl Ćs 3.2.(4)-bŞl kŤvetkezik (1), a 3.2.(7) ăllątăsbćl pedig (2).

52 3.§ Steinhaus t«etel«enek «altal«anos«“t«asai

3.11. TĆtel. Legyen X egy r-dimenzićs euklidĆszi tĆr, Ćs legyenek X_1, . . . , X_n ortogonălis alterei X-nek r_1, . . . , r_n dimenzićkkal. TegyĄk fel, hogy r_i ≥ 1, ha 1 ≤ i ≤ n, Ćs

∑_n i=1 r_i = r. Legyen U nyąlt rĆszhalmaza X-nek, Ćs F : U → R^m folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆny. Minden x ∈ U-ra jelŤlje N_x az F^′(x) nullterĆt. Legyen A_i egy rĆszhalmaza X_inek (i = 1, 2, . . . , n), mĆrhetŞ, ha 2 ≤ i ≤ n, Ćs tegyĄk fel, hogy a ∈ U Ćs dim N_a = r −m. JelŤljĄk p_i-vel az X ortogonălis projekcićjăt X_i-re. TegyĄk fel, hogy p_i(N_a) = X_i Ćs A_i sŰrŰsĆge 1 a p_i(a) pontban, ha 1 ≤ i ≤ n. Ekkor F (A_1 × . . . × A_n) kŤrnyezete F (a)-nak.

Bizonyątăs. Legyen k = r − m. Mivel F^′(x) rangja, rank F^′(x) alulrćl fĆlig folytonos, Ćs rank F^′(x) = m, feltehetjĄk, hogy rank F^′(x) = m minden x ∈ U-ra. Hasonlćan, szĄksĆg esetĆn kisebb U-t vălasztva, feltehetjĄk, hogy p_i(N_x) = X_i, ha x ∈ U Ćs 1 ≤ i ≤ n. Ennek bizonyątăsăhoz tegyĄk fel indirekt, hogy van olyan i Ćs van olyan x_j ∈ U sorozat, tovăbbă lĆteznek olyan e^{(j)}_1 , . . . , e^{(j)}_{k−ri+1} ortonormălt vektorok N_{xj} -ben, hogy x_j → a Ćs

p_i(e^{(j)}_s ) = 0, ha j = 1, 2, . . . Ćs 1 ≤ s ≤ k − r_i + 1.

Az egysĆggŤmb kompaktsăgăt felhasznălva Ćs rĆszsorozatra ăttĆrve, feltehetjĄk, hogy e^{(j)}_s → e_s, ha j → ∞. Ez azonban azt mutatja, hogy az e_s-ek ortonormălt vektorok N_a-ban Ćs p_i(e_s) = 0, ha 1 ≤ s ≤ k − r_i + 1, ami ellentmondăs.

SzĄksĆg esetĆn kisebb U-t vălasztva, Ćs felhasznălva a rangszăm tĆtelt (lăsd DieudonnĆ [39], 10.3.1), azt kapjuk, hogy lĆteznek u, p Ćs v lekĆpezĆsek, valamint egy V nyąlt kŤrnyezete b = F (a)-nak R^m-ben az alăbbi tulajdonsăgokkal: u az U-t az I^r nyąlt kockăra kĆpezi le, ahol I =] − 1, 1[, az u invertălhatć, u Ćs u^{−1} folytonosan di¸erenciălhatćak; v az I^m-et V -re kĆpezi le, v invertălhatć, v Ćs v^{−1} folytonosan di¸erenciălhatćak; p a

p : (x_1, . . . , x_r) → (x_1, . . . , x_m)

projekcićja I^r-nek I^m-re; vĆgĄl F = v ∘p∘u. Az I^r-et feląrhatjuk I^r = T ×Y alakban, ahol T = I^m Ćs Y = I^k. Legyen u(a) = (t_0, y_0) ∈ T × Y . Fel fogunk hasznălni nĆhăny di¸erenciălgeometriai tĆnyt (lăsd DieudonnĆ [39], fŞleg 16.8.8).

U ∩ F^{−1} (v(t)) egy zărt rĆszsokasăga U-nak minden t ∈ T -re. Ennek a rĆszsokasăgnak az ĆrintŞtere egy x ∈ U ∩ F^{−1} (v(t)) pontban megegyezik az X tĆr N_x alterĆvel. Nyilvăn u^{−1} di¸eomor˛zmusa a T × Y tĆr {t} × Y zărt rĆszsokasăgănak U ∩ F^{−1} (v(t))-re. Legyen g_i = p_i ∘ u^{−1}, ha 1 ≤ i ≤ n. Az U halmaz vălasztăsa miatt p_i szubmerzićja U ∩ F^{−1} (v(t))-nek X_i-be. Innen kŤvetkezik, hogy a g_{i,t} : Y → X_i lekĆpezĆs is szubmerzić, azaz derivăltjănak rangja r_i, ha y ∈ Y Ćs t ∈ T .

Most, a 3.8 segĆdtĆtel szerint, lĆteznek olyan T^∗ Ćs Y^∗ nyąlt halmazok, valamint 0 < K < ∞ konstans čgy, hogy t_0 ∈ T^∗ ⊂ T , y_0 ∈ Y^∗ ⊂ Y , Ćs

λ^k(B) ≤ Kλ^{ri} (g_{i,t}(B)) ,

3.§ Steinhaus t«etel«enek «altal«anos«“t«asai

ha B ⊂ Y^∗ Ćs t ∈ T^∗. Legyen X^∗_i = X_i, A^∗_i = A_i, Ćs g^∗_i a g_i megszorątăsa T^∗ × Y^∗-ra. Alkalmazva a 3.5 kŤvetkezmĆnyt a csillaggal jelzett halmazokra Ćs fĄggvĆnyekre, azt kapjuk, hogy az

f(t) = λ^k

(_n⋂ i=1 g^{∗−1}_{i,t} (A) ) , ha t ∈ T^∗

fĄggvĆny folytonos T^∗-on. A 3.9 segĆdtĆtel szerint g^{∗−1}_{i,t0} (A_i) sŰrŰsĆge 1 az y_0 pontban. Mivel g^{∗−1}_{i,t0} (A_i) ∩ Y^∗ mĆrhetŞ a 3.10 segĆdtĆtel szerint, ha 2 ≤ i ≤ n, azt kapjuk, hogy n⋂ i=1 g^{∗−1}_{i,t0} (A_i)

sŰrŰsĆge 1 az y_0 pontban. Innen f(t_0) > 0 Ćs azt kapjuk, hogy van olyan V kŤrnyezete t_0-nak, amelyre f(t) > 0, ha t ∈ V . Nyilvăn v(V ) egy kŤrnyezete b-nek R^m-ben. Ha z ∈ v(V ), akkor t := v^{−1}(z) ∈ V , Ćs ągy a n⋂ i=1 g^{∗−1}_{i,t} (A_i)

halmaz nem Ąres. Ha y ennek a halmaznak egy eleme, akkor u^{−1}(t, y) ∈ F^{−1}(z) Ćs x_i = p_i ( u^{−1}(t, y) ) ∈ A_i, ha 1 ≤ i ≤ n. Ez azt jelenti, hogy F (x_1, . . . , x_n) = z, ezt kellett bizonyątani.

3.12. KŤvetkezmĆny. Legyen U nyąlt rĆszhalmaza R^r × R^rnek, Ćs F : (x, y) → F (x, y) folytonosan di¸erenciălhatć lekĆpezĆse U-nak R^r-be. Legyen A, B ⊂ R^r Ćs tegyĄk fel, hogy a B halmaz λ^r-mĆrhetŞ. Ha (a, b) ∈ U, det ∂F ∂x (a, b) ≠ 0, det ∂F ∂y (a, b) ≠ 0,

A sŰrŰsĆge az a pontban 1, B sŰrŰsĆge a b pontban 1, akkor F (A, B) tartalmazza F (a, b) egy kŤrnyezetĆt.

Bizonyątăs. A 3.11 tĆtel szerint elĆg megmutatni, hogy p_1(N_{a,b}) = R^r Ćs p_2(N_{a,b}) = R^r, ahol N_{a,b} az F^′(a, b) nulltere. Legyen (x, y) ∈ N_{a,b}. Ha p_1(x, y) = 0, akkor x = 0. EbbŞl

0 = F^′(a, b)(x, y) = ∂F ∂y (a, b)(y).

De det ∂F ∂y (a, b) ≠ 0, innen y = 0. Ez azt mutatja, hogy p_1 : N_{a,b} → R^r kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ lekĆpezĆs, azaz p_1(N_{a,b}) = R^r. Hasonlćan kapjuk, hogy p_2(N_{a,b}) = R^r.

3.13. MegjegyzĆs. Az elŞzŞ tĆtel az alăbbi globălis formăban is fogalmazhatć: ha N_x ăltalănos helyzetŰ, azaz dim N_x = r − m Ćs p_i(N_x) = X_i minden x ∈ U-ra (i = 1, 2, . . . , n), tovăbbă teljesĄl, hogy A_1 × . . . × A_n ⊂ U, λ^{ri} (A_i) > 0 (i = 1, 2, . . . , n), A_i mĆrhetŞ, ha 2 ≤ i ≤ n, akkor F (A_1 × . . . × A_n) tartalmaz egy nem Ąres nyąlt halmazt.

Bizonyątăs. Vălasszunk olyan a ∈ U pontot, amelyre az A_i sŰrŰsĆge a p_i(a) pontban 1, ha 1 ≤ i ≤ n, Ćs alkalmazzuk az elŞzŞ tĆtelt.

54 4.§ Piccard tĆtelĆnek ăltalănosątăsai

4.§ Piccard tĆtelĆnek ăltalănosątăsai Steinhaus tĆtelĆvel analćg Piccard tĆtele [135], mely szerint kĆt măsodik kategćriăjč Baire-tulajdonsăgč halmaz Ťsszege tartalmaz belsŞ pontot. ErŞs ăltalănosątăsok ismeretesek: itt is az Ťsszeadăs helyettesąthetŞ egy kĆtvăltozćs fĄggvĆnnyel, ami gyenge feloldhatćsăgi feltĆteleknek tesz eleget. Ezek az eredmĆnyek hasznos eszkŤzŤk, ha ĂBaire-tulajdonsăgbćl kŤvetkezik a folytonossăg" tąpusč regularităsi tĆteleket kąvănunk bizonyątani fĄggvĆnyegyenletekre. Lăsd ezzel kapcsolatban a Sander [141], [143], [145], Kominek [108], J«arai [72] Ćs Grosse-Erdmann [49] dolgozatokat, valamint az ott idĆzett irodalmat.

Ennek a paragrafusnak a cĆlja Piccard tĆtelĆnek az elŞzŞ paragrafus eredmĆnyeihez hasonlć ăltalănosątăsăt adni. Ezek az eredmĆnyek a J«arai [91] dolgozatban kerĄltek publikălăsra.

Az elsŞ tĆtel Piccard tĆtele ăltalunk adandć ăltalănosątăsănak absztrakt verzićja.

4.1. TĆtel. Legyenek T , Y Ćs X_i topologikus terek, g_i : T × Y → X_i folytonos fĄggvĆnyek, Ćs tegyĄk fel, hogy g_{i,t}(B) măsodik kategćriăjč, ha B ⊂ Y egy măsodik kategćriăjč halmaz Y -ban. TegyĄk fel, hogy A_i ⊂ X_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs A_i Baire-tulajdonsăgč halmaz, ha 1 ≤ i ≤ n. Ekkor azon t ∈ T pontok V halmaza, amelyekre n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t} (A_i)

măsodik kategćriăjč, nyąlt rĆszhalmaza T -nek.

Bizonyątăs. Az A_i halmazok feląrhatćk A_i = E_i △ M_i alakban, ahol E_i nyąlt, M_i pedig elsŞ kategćriăjč. TegyĄk fel, hogy t_0 ∈ V , Ćs legyen K = ⋂_n

i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i), K^′ = K ∩ (⋂_n i=1 g^{−1}_{i,t0} (E_i) ) . Mivel g^{−1}_{i,t0} (M_i) elsŞ kategćriăjč Y -ban, azt kapjuk, hogy ha i = 1, 2, . . . , n, akkor

K \ K^′ ⊂ n⋃ i=1 g^{−1}_{i,t0} (M_i)

is elsŞ kategćriăjč, ągy K^′ măsodik kategćriăjč rĆszhalmaza Y -nak. Legyen y_0 egy olyan pontja K^′-nek, amelyre W ∩ K^′ măsodik kategćriăjč Y -ban y_0 minden W nyąlt kŤrnyezetĆre. Nyilvăn g_i(t_0, y_0) ∈ E_i, ha i = 1, 2, . . . , n. Mivel az E_i halmazok nyąltak, a g_i fĄggvĆnyek pedig folytonosak, a g^{−1}_i (E_i) halmazok nyąltak Ćs tartalmazzăk a (t_0, y_0) pontot, ągy lĆteznek olyan V^′ Ćs W^′ nyąlt halmazok, hogy t_0 ∈ V^′, y_0 ∈ W^′, Ćs V^′ × W^′ ⊂

⋂_n i=1 g^{−1}_i (E_i).

Megmutatjuk, hogy

W^′ ∩

(^n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t} (A_i) )

4.§ Piccard tĆtelĆnek ăltalănosątăsai

măsodik kategćriăjč minden t ∈ V^′-re. Ha ez nem teljesĄlne, akkor a

W^′ \ g^{−1}_{i,t} (A_i), i = 1, 2, . . . , n

halmazok egy elsŞ kategćriăjč halmaztćl eltekintve lefednĆk W^′-t. Ha megmutatjuk, hogy ezek a halmazok mind elsŞ kategćriăjčak, akkor ellentmondăsra jutunk. Ez viszont a W^′ ⊂ g^{−1}_{i,t} (E_i) szerint fennăllć

W^′ \ g^{−1}_{i,t} (A_i) ⊂ g^{−1}_{i,t} (M_i \ E_i)

tartalmazăsbćl kŤvetkezik.

4.2. MegjegyzĆs. Ha feltesszĄk, hogy Y teljes szeparăbilis metrikus tĆr Ćs X_1 metrizălhatć, akkor elhagyhatjuk azt a feltĆtelt, hogy A_1 Bairetulajdonsăgč.

Ennek belătăsăhoz jelŤlje C_1 az Ťsszes olyan x_1 ∈ X_1 pontok halmazăt, amelyekre az x_1 bărmely U_1 kŤrnyezetĆre U_1 ∩ A_1 măsodik kategćriăjč. Ismeretes, hogy C_1 zărt halmaz Ćs A_1 \ C_1 elsŞ kategćriăjč. JelŤlje B_1 a C_1 belsŞ pontjainak halmazăt. Ekkor B_1 nyąlt Ćs A_1 \ B_1 is elsŞ kategćriăjč. Ůgy, mint az elŞzŞ bizonyątăsban, kapjuk, hogy W^′ \g^{−1}_{1,t} (B_1) Ćs W^′ \g^{−1}_{i,t} (A_i), 2 ≤ i ≤ n elsŞ kategćriăjčak. ElĆg megmutatni, hogy W^′ ∩g^{−1}_{1,t} (A_1) măsodik kategćriăjč, mivel ebbŞl măr kŤvetkezik, hogy

W^′ ∩ ( ∩^n_{i=1}g^{−1}_{i,t} (A_i) ) nem lehet elsŞ kategćriăjč.

TegyĄk fel indirekt, hogy W^′ \g^{−1}_{1,t} (A_1) elsŞ kategćriăjč. Ekkor, felhasznălva, hogy W^′ ∩ g^{−1}_{1,t} (B_1) măsodik kategćriăjč nyąlt halmaz, azt kapjuk, hogy

(W^′ ∩ g^{−1}_{1,t} (B_1)) \ g^{−1}_{1,t} (A_1) = (W^′ ∩ g^{−1}_{1,t} (B_1)) \ (W^′ ∩ g^{−1}_{1,t} (A_1))

măsodik kategćriăjč Baire-halmaz. Legyen G egy măsodik kategćriăjč G_δrĆszhalmaza a fenti halmaznak. Ekkor g_{1,t}(G) măsodik kategćriăjč, mint X_1 rĆszhalmaza. Bourbaki [26], IX, §6, Exercise 10 szerint g_{1,t}(G) Bairetulajdonsăgč X_1-ben. Vilăgos, hogy g_{1,t}(G) ⊂ B_1 \A_1. Egy g_{1,t}(G) = U △F elŞăllątăst vĆve, ahol U nyąlt, F pedig elsŞ kategćriăjč, lătjuk, hogy U ∩ B_1 nem Ąres nyąlt halmaz, amelynek az A_1-el vett metszete elsŞ kategćriăjč. Ez ellentmond B_1 de˛nącićjănak.

Laczkovich [118] jegyzetĆben, II.9.9, be van bizonyątva, hogy egy lengyeltĆr folytonos kĆpe egy Hausdor¸-tĆrben Baire-tulajdonsăgč. Ez azt mutatja, hogy elĆg feltenni, hogy X_1 Hausdor¸.

Az alăbbi lemma lehetŞvĆ teszi, hogy di¸erenciălszămątăs segątsĆgĆvel ellenŞrizzĄk, hogy az elŞzŞ tĆtelben a g_i fĄggvĆnyekre kirćtt feltĆtelek teljesĄlnek.

56 4.§ Piccard tĆtelĆnek ăltalănosątăsai

4.3. SegĆdtĆtel. Legyen Y nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, T topologikus tĆr, D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak Ćs (t_0, y_0) ∈ D. TegyĄk fel, hogy a g : D → R^r fĄggvĆny folytonos Ćs folytonosan parciălisan derivălhatć y

szerint. Ha a ∂g ∂y (t_0, y_0) mătrix rangja r, akkor lĆteznek olyan T^∗ illetve Y^∗

nyąlt kŤrnyezetei t_0-nak illetve y_0-nak, hogy (1) ha B măsodik kategćriăjč rĆszhalmaza Y^∗-nak, akkor g_t(B) is măsodik kategćriăjč rĆszhalmaza R^r-nek minden t ∈ T^∗-ra;

(2) ha A Baire-tulajdonsăgč halmaz R^r-ben, akkor g^{−1}_t (A) ∩ Y^∗ is Bairetulajdonsăgč halmaz Y -ban minden t ∈ T^∗-ra.

Bizonyątăs. A 3.8 segĆdtĆtel bizonyątăsăban megmutattuk, hogy lĆteznek olyan T^∗ Ćs Y^′ nyąlt halmazok, valamint egy y^{′′}_0 kŤzĆppontč Y^{′′} nyąlt gŤmb, hogy t_0 ∈ T^∗, y^′_0 ∈ Y^′, T^∗ × Y^′ × Y^{′′} ⊂ D Ćs g_{t,y}′ homeomorf mćdon kĆpezi le Y^{′′}-t R^r egy U(t, y^′) nyąlt rĆszhalmazăra, ha t ∈ T^∗ Ćs y^′ ∈ Y^′. TegyĄk fel indirekt, hogy lĆtezik olyan măsodik kategćriăjč B rĆszhalmaza Y^∗ = Y^′ × Y^{′′}-nek, Ćs t ∈ T^∗, amelyre g_t(B) elsŞ kategćriăjč rĆszhalmaza R^r-nek. Vălasszunk egy U elsŞ kategćriăjč Borel-halmazt R^r-ben, amelyre g_t(B) ⊂ U ⊂ g_t(Y^∗), Ćs legyen B^∗ = g^{−1}_t (U) ∩ Y^∗. Ez a B^∗ halmaz măsodik kategćriăjč Baire-tulajdonsăgč halmaz Y^∗{ban, g_t(B^∗) pedig elsŞ kategćriăjč R^r-ben. A Kuratowsky{Ulam tĆtel szerint az Ťsszes olyan y^′ ∈ Y^′ pontok halmaza, amelyekre B^∗_y′ măsodik kategćriăjč, măsodik kategćriăjč halmaz. MăsrĆszt, ugyanezen tĆtel szerint, az Ťsszes olyan y^′ ∈ Y^′ pontok halmaza, amelyekre B^∗_y′ nem Baire-tulajdonsăgč, elsŞ kategćriăjč halmaz. EbbŞl kŤvetkezik, hogy van olyan y^′ ∈ Y^′, amelyre B^∗_y′ măsodik kategćriăjč Baire-tulajdonsăgč halmaz Y^{′′}-ben. Mivel g_{t,y}′ homeomor˛zmusa Y^{′′}-nek U(t, y^′)-re, g_{t,y}′ (B^∗_y′ ) is măsodik kategćriăjč R^r-ben. Ez ellentmondăs, mivel g_{t,y}′ (B^∗_y′ ) ⊂ g_t(B^∗). Ezzel (1)-et bebizonyątottuk.

(2) bizonyątăsăhoz tegyĄk fel, hogy A egy Baire-tulajdonsăgč halmaz R^r-ben, Ćs vălasszunk egy B Borel-halmazt, amelyre A ⊂ B Ćs B \ A elsŞ kategćriăjč. Ekkor

g^{−1}_t (A) ∩ Y^∗ = ( g^{−1}_t (B) ∩ Y^∗ ) \ ( g^{−1}_t (B \ A) ∩ Y^∗ ) . Felhasznălva, hogy g^{−1}_t (B) Borel-halmaz, g^{−1}_t (B \ A) ∩ Y^∗ pedig elsŞ kategćriăjč (1) szerint, kapjuk, hogy g^{−1}_t (A) ∩ Y^∗ Baire-tulajdonsăgč.

Ezzel kĆszen ăllunk arra, hogy bebizonyątsuk R^r egy nyąlt rĆszhalmazăt R^m-be kĆpezŞ fĄggvĆnyekre Piccard tĆtele ăltalănosątăsănak lokălis verzićjăt. Durvăn szćlva, a tĆtelben szereplŞ feltĆtelek azt jelentik, hogy a derivălt nulltere elĆg nagy Ćs ăltalănos helyzetben van.

4.4. TĆtel. Legyen X egy r-dimenzićs euklidĆszi tĆr, Ćs legyenek X_1, . . . , X_n ortogonălis alterei X-nek r_1, . . . , r_n dimenzićkkal. TegyĄk fel, hogy r_i ≥ 1, ha 1 ≤ i ≤ n Ćs

∑_n i=1 r_i = r. Legyen U nyąlt rĆszhalmaza Xnek, Ćs F : U → R^m folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆny. Minden x ∈ Ura jelŤlje N_x az F^′(x) nullterĆt. Legyen A_i Baire-tulajdonsăgč rĆszhalmaza

4.§ Piccard tĆtelĆnek ăltalănosątăsai

X_i-nek (i = 1, 2, . . . , n), tovăbbă tegyĄk fel, hogy a ∈ U Ćs dim N_a = r − m. JelŤljĄk p_i-vel az X ortogonălis projekcićjăt X_i-re. TegyĄk fel, hogy p_i(N_a) = X_i Ćs p_i(a)-nak van olyan U_i kŤrnyezete, hogy U_i \ A_i elsŞ kategćriăjč, ha 1 ≤ i ≤ n. Ekkor F (A_1 × . . . × A_n) kŤrnyezete F (a)-nak.

Bizonyątăs. A t_0, y_0 pontokat, T Ćs Y halmazokat Ćs g_i lekĆpezĆseket de˛niăljuk čgy, mint 3.11 bizonyątăsăban. A 4.3 segĆdtĆtel szerint lĆteznek olyan T^∗ Ćs Y^∗ halmazok, hogy t_0 ∈ T^∗ ⊂ T , y_0 ∈ Y^∗ ⊂ Y , Ćs g_{i,t}(B) măsodik kategćriăjč, ha B ⊂ Y^∗ măsodik kategćriăjč, Ćs t ∈ T^∗. Legyen X^∗_i = X_i, A^∗_i = A_i, g^∗_i a g_i megszorątăsa T^∗ × Y^∗-ra. Alkalmazva az elŞzŞ tĆtelt a csillaggal jelzett halmazokra, azt kapjuk, hogy azon t pontok V halmaza, amelyekre_n ⋂ i=1 g^{−1}_{i,t} (A_i)

măsodik kategćriăjč, nyąlt T^∗-ban. Mivel g^∗_{i,t0} az Y^∗-ot p_i(a) egy nyąlt kŤrnyezetĆre kĆpezi le folytonosan, Ćs g^∗(t_0, y_0) = p_i(a), van olyan W nyąlt kŤrnyezete y_0-nak Y^∗-ban, hogy W \ g^{∗−1}_{i,t0} (A_i) elsŞ kategćriăjč, ha 1 ≤ i ≤ n. Ez azt jelenti, hogy t_0 ∈ V . Nyilvăn v(V ) egy kŤrnyezete b-nek R^m-ben. Ha z ∈ v(V ), akkor v^{−1}(z) ∈ V , Ćs ągy a n⋂ i=1 g^{∗−1}_{i,t} (A_i)

halmaz nem Ąres. Ha y ennek a halmaznak egy eleme, akkor teljesĄl, hogy u^{−1}(t, y) ∈ F^{−1}(z) Ćs x_i = p_i ( u^{−1}(t, y) ) ∈ A_i, ha 1 ≤ i ≤ n. Ez azt jelenti, hogy F (x_1, . . . , x_n) = z, ezt kellett bizonyątani.

4.5. KŤvetkezmĆny. Legyen W nyąlt rĆszhalmaza R^r × R^r-nek Ćs F : (x, y) → F (x, y) folytonosan di¸erenciălhatć lekĆpezĆse W -nek R^r-be. Legyen A, B ⊂ R^r Ćs tegyĄk fel, hogy a B halmaz Baire-tulajdonsăgč. Ha (a, b) ∈ W , det ∂F ∂x (a, b) ≠ 0, det ∂F ∂y (a, b) ≠ 0,

van olyan U kŤrnyezete a-nak, hogy U \ A elsŞ kategćriăjč, Ćs van olyan V kŤrnyezete b-nek, hogy V \ B elsŞ kategćriăjč, akkor F (A, B) tartalmazza F (a, b) egy kŤrnyezetĆt.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ paragrafus 3.12 ăllątăsăhoz hasonlćan kŤvetkezik.

Az elŞzŞ tĆtel az alăbbi globălis formăban is megfogalmazhatć:

4.6. TĆtel. Legyen X egy r-dimenzićs euklidĆszi tĆr, Ćs legyenek X_1, . . . , X_n ortogonălis alterei X-nek r_1, . . . , r_n dimenzićkkal. JelŤlje p_i az X merŞleges vetątĆsĆt X_i-re. TegyĄk fel, hogy r_i ≥ 1, ha 1 ≤ i ≤ n Ćs ∑_n

i=1 r_i = r. TegyĄk fel, hogy U nyąlt rĆszhalmaza X-nek Ćs F : U →

58 4.§ Piccard tĆtelĆnek ăltalănosątăsai

R^m folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆny. Ha x ∈ U, jelŤlje N_x az F^′(x) nullterĆt. Ha N_x ăltalănos helyzetŰ, azaz dim N_x = r − m Ćs p_i(N_x) = X_i minden x ∈ U-ra (i = 1, 2, . . . , n), A_1 × . . . × A_n ⊂ U, tovăbbă A_i măsodik kategćriăjč Baire-tulajdonsăgč halmaz, ha 1 ≤ i ≤ n, akkor F (A_1 ×. . .×A_n) tartalmaz egy nem Ąres nyąlt halmazt.

Bizonyątăs. A Baire-tulajdonsăgč A_i halmaz feląrhatć U_i△F_i alakban, ahol U_i nem Ąres nyąlt halmaz Ćs F_i elsŞ kategćriăjč. Bărmely a ∈ U_1 ×U_2 × . . . × U_n-re alkalmazhatjuk az elŞzŞ tĆtelt.

4.7. MegjegyzĆs. Az elŞzŞ megjegyzĆst felhasznălva, elhagyhatjuk azt a feltĆtelt, hogy A_1 Baire-tulajdonsăgč.

5.§ MĆrhetŞsĆg Ćs korlătossăg

III. Megoldások korlátossága és folytonossága

5.§ MĆrhetŞsĆg Ćs korlătossăg A bevezetĆsben tărgyalt klasszikus mćdszer lokălisan integrălhatć, tehăt pĆldăul korlătos, mĆrhetŞ megoldăsokra teszi lehetŞvĆ a megoldăs folytonossăgănak bizonyątăsăt. «Igy szĄksĆg volt olyan tąpusč ăllątăsokra, amelyek mĆrhetŞ megoldăsok korlătossăgăt biztosątjăk. Ilyen tąpusč tĆtelek talălhatćk speciălis egyenletekre pĆldăul Vajzovi»c [163], Darćczy [30], illetve Sander [141] dolgozatăban.

Az alăbbiakban egy ăltalănos tĆtelt bizonyątunk egy fĄggvĆnyegyenlŞtlensĆgre. A tĆtel elŞszŤr a Jărai [66] dolgozatban kerĄlt publikălăsra. Mint a bevezetĆsben is emlątettĄk, a 8. § kĆnyelmesebben hasznălhatć eredmĆnyei miatt az itt tărgyalt tĆtelek hasznălata ma gyakorlatilag csak arra az esetre korlătozćdik, amikor a szereplŞ mĆrtĆkek nem Radon-mĆrtĆkek.

5.1. TĆtel. Legyenek T , Y Ćs X_i (i = 1, 2, . . . , n) halmazok, ν Ćs μ_i vĆges mĆrtĆkek Y -on illetve X_i-n (i = 1, 2, . . . , n). Legyen D ⊂ T × Y Ćs f : T → R, f_i : X_i → R, f_0 : Y → R, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n), h : D × R^{n+1} → R fĄggvĆnyek. TegyĄk fel, hogy (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) ≤ h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y))) ;

(2) minden k > 0-hoz van olyan K > 0, hogy ha z_i ≤ k (i = 0, 1, . . . , n) Ćs (t, y) ∈ D, akkor h(t, y, z_0, z_1, . . . , z_n) ≤ K;

(3) az f_i, i = 1, 2, . . . , n fĄggvĆnyek mĆrhetŞek;

(4) minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy μ_i (g_{i,t}(B)) ≥ δ, ha 1 ≤ i ≤ n, t ∈ T , B ⊂ D_t Ćs ν(B) ≥ ε;

(5) van olyan ε > 0, hogy ν(D_t) ≥ ε minden t ∈ T -re. Ekkor f felĄlrŞl korlătos T -n.

Bizonyątăs. Mivel az

{y : y ∈ Y, f_0(y) ≤ k} , k = 1, 2, . . .

halmazok nŤvekvŞ halmazsorozatot alkotnak, amelynek egyesątĆse Y , az (5)- ben szereplŞ ε > 0-hoz van olyan k_0, hogy

C_0 = {y : y ∈ Y, f_0(y) ≤ k_0}

60 5.§ MĆrhetŞsĆg Ćs korlătossăg

jelŤlĆssel ν(C_0) ≥ ν(Y ) − ε/2. EbbŞl

ν(C_0 ∩ D_t) ≥ ε 2 minden t ∈ T -re.

(4) szerint van olyan δ > 0, hogy μ_i (g_{i,t}(B)) ≥ δ, ha 1 ≤ i ≤ n, t ∈ T , B ⊂ D_t Ćs ν(B) ≥ ε/(2n). Mivel 1 ≤ i ≤ n esetĆn az

{x : x ∈ X_i, f_i(x) ≤ k} , k = 1, 2, . . .

halmazsorozat mĆrhetŞ Ćs egyesątĆse X_i, van olyan k_i, hogy

C_i = {x : x ∈ X_i, f_i(x) ≤ k_i}

jelŤlĆssel μ_i(X_i \ C_i) < δ. Megmutatjuk, hogy a

(6) D_t ∩ C_0 ∩ n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t} (C_i)

halmaz nem Ąres egyetlen t ∈ T -re sem. Valćban, ha a fenti halmaz Ąres lenne, akkor a D_t ∩ C_0 halmazt lefednĆk a g^{−1}_{i,t} (X_i \ C_i) halmazok. Mivel ν(C_0 ∩ D_t) ≥ ε/2, valamely 1 ≤ i ≤ n-re ν ( g^{−1}_{i,t} (X_i \ C_i) ) ≥ ε/(2n). EbbŞl μ_i(X_i \ C_i) ≥ δ kŤvetkezne, ami ellentmond C_i vălasztăsănak.

Legyen most k a k_0, k_1, . . . , k_n szămok legnagyobbika, Ćs y a (6) halmaz egy eleme. Ekkor g_i(t, y) ∈ C_i Ćs ągy (1) Ćs (2) felhasznălăsăval

f(t) ≤ h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y))) ≤ K.

5.2. MegjegyzĆs. Az elŞzŞ tĆtelt nem csak valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek esetĆn hasznălhatjuk. PĆldăul ha az f, f_i fĄggvĆnyek ĆrtĆkei fĆlmetrikus tĆrekben vannak, tekinthetjĄk a fĄggvĆnyĆrtĆkek eltĆrĆsĆt a tĆr egy rŤgzątett pontjătćl, Ćs ezekre a valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyekre alkalmazhatjuk a tĆtelt. A ν Ćs μ_i mĆrtĆkek vĆgessĆge sem jelentŞs megszorątăs: alkalmas, kisebb T , Y , D Ćs X_i halmazokat vălasztva, ennek teljesĄlĆse legtŤbbszŤr elĆrhetŞ. Ezeket az ĆszrevĆteleket hasznăljuk a kŤvetkezŞ ăllątăs bizonyątăsăhoz.

5.3. «Allątăs. Legyen G egy lokălisan kompakt csoport, H egy metrikus csoport a d bal invariăns tăvolsăggal, f : G → H pedig egy homomor- ˛zmus. Ha f mĆrhetŞ a bal Haar-mĆrtĆk valamely μ-invariăns bŞvątĆsĆre, akkor f minden kompakt halmazon korlătos.

Bizonyątăs. Legyen T egy kompakt rĆszhalmaza G-nek, Y egy kompakt, pozitąv mĆrtĆkŰ rĆszhalmaza G-nek, D = T × Y Ćs X = T Y . Ekkor

f(t) = f(ty)f(y)^{−1}, ha t, y ∈ D.

Bevezetve az f(x) = d (e, f(x)) jelŤlĆst, f egy μ-mĆrhetŞ fĄggvĆny Ćs

f(t) ≤ f(ty) + f(y), ha t, y ∈ D.

Alkalmazva az elŞzŞ tĆtelt, kapjuk, hogy f korlătos T -n.

6.§ Korlătos mĆrhetŞ megoldăsok folytonossăga

6.§ Korlătos mĆrhetŞ megoldăsok folytonossăga Mint a bevezetĆsben is kifejtettĄk, a Ăkorlătos mĆrhetŞ megoldăsok folytonosak" tąpusč eredmĆnyek a 8. § čjabb, ĂmĆrhetŞ megoldăsok folytonosak" tąpusč eredmĆnyei miatt măra vesztettek jelentŞsĆgĄkbŞl. Ŋgy csak kĆt | publikălatlan | eredmĆnyt fogunk tărgyalni, a 6.6 tĆtelt, Ćs a 6.8 ăllątăst. Ezeknek az az ĆrdekessĆge, hogy a Lebesgue-mĆrtĆk kovariăns, illetve a Haar-mĆrtĆk invariăns bŞvątĆseire is alkalmazhatćk. MegjegyezzĄk, hogy a Steinhaus-tąpusč tĆtelek kŤzŤtt tărgyalt 3.4 tĆtel is kapcsolatban ăll ezzel a kĆrdĆskŤrrel, Ćs hasznălhatć korlătos mĆrhetŞ megoldăsok folytonossăgănak bizonyątăsăra.

ElŞszŤr ăttekintĄnk nĆhăny, a Haar-mĆrtĆk invariăns, illetve a LebesguemĆrtĆk kovariăns bŞvątĆsĆre vonatkozć eredmĆnyt. A rĆszletes tărgyalăs a J«arai [68] dolgozatban talălhatć.

Kakutani Ćs Oxtoby 1950-ben bebizonyątotta [105], hogy a T komplex egysĆgkŤrŤn a Haar-mĆrtĆk bŞvąthetŞ egy olyan invariăns mĆrtĆkkĆ, amelyre a megfelelŞ L^2-tĆr Hilbert-tĆr dimenzićja 2^c, ahol c = card(T), a kontinuum szămossăg. Ugyanez az ăllątăs igaz minden kompakt metrikus csoporton (lăsd Hewitt Ćs Ross [52], 16. §).

MăsrĆszt, felhasznălva Kakutani Ćs Kodaira eredmĆnyĆt [106], 1959-ben Hulanicki [60] megmutatta, hogy 2^c nem folytonos karakter tehetŞ egyszerre mĆrhetŞvĆ az egysĆgkŤrŤn a Haar-mĆrtĆk egy megfelelŞ bŞvątĆsĆvel. Ezt az eredmĆnyt Itzkowitz [61] ŤsszefĄggŞ kompakt vĆgtelen Abel-csoportra, Hewitt Ćs Ross [54] pedig tetszŞleges lokălisan kompakt Abel-csoportra terjesztette ki, megmutatva, hogy bărmely G vĆgtelen lokălisan kompakt Abelcsoport esetĆn 2^{card(G)} karakter tehetŞ egyszerre mĆrhetŞvĆ a Haar-mĆrtĆk egy alkalmas invariăns bŞvątĆsĆvel.

Az [68] dolgozatban a szerzŞ Kakutani Ćs Oxtoby eredmĆnyĆt ăltalănosątotta tetszŞleges lokălisan kompakt csoportra. A bizonyątăs egy absztrakt bŞvątĆsi tĆtelen mčlik, mely szerint egy adott vĆges mĆrtĆk čgy bŞvąthetŞ egy sokkal bŞvebb mĆrtĆkkĆ, hogy a bŞvątett mĆrtĆk transzformăcićk egy adott osztălyăra ugyanolyan transzformăcićs tulajdonsăgoknak tesz eleget, mint az eredeti mĆrtĆk. Az eredmĆnyek ismertetĆsĆhez kĆt fogalomra lesz szĄksĆgĄnk.

6.1. De˛nącić. A μ mĆrtĆket J-kovariănsnak nevezzĄk, ha adott τ lekĆpezĆsek egy T halmaza, minden τ ∈ T egy μ-mĆrhetŞ halmazt kĆpez le X-be, Ćs minden τ ∈ T -hez hozză van rendelve egy J(τ) bŞvątett valćs ĆrtĆkŰ μ-mĆrhetŞ fĄggvĆny, amely teljesąti az alăbbi feltĆtelt: (1) az N(τ|A, y) multiplicităs fĄggvĆny μ-mĆrhetŞ Ćs ∫ A J(τ)(x)dμ(x) = ∫ X N(τ|A, y)dμ(y)

minden μ-mĆrhetŞ A halmaz Ćs τ ∈ T = dmn J esetĆn.

Ha minden τ ∈ T -re τ kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ Ćs a J(τ) fĄggvĆny μ-majdnem mindenĄtt megegyezik dmn τ karakterisztikus fĄggvĆnyĆvel, akkor a μ mĆrtĆket T -invariănsnak nevezzĄk.

62 6.§ Korlătos mĆrhetŞ megoldăsok folytonossăga

MegjegyezzĄk, hogy ha a T minden τ eleme kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ lekĆpezĆs, akkor az (1) feltĆtel ekvivalens az alăbbi feltĆtellel: (2) a τ(A) halmaz μ-mĆrhetŞ Ćs μ (τ(A)) = ∫ A J(τ) dμ(x) minden μ-mĆrhetŞ A Ćs τ ∈ T -re.

EbbŞl, ha T minden τ eleme kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, akkor μ pontosan akkor T -invariăns, ha (3) a τ(A) halmaz μ-mĆrhetŞ Ćs μ (τ(A)) = μ(A), valahănyszor az A halmaz μ-mĆrhetŞ, τ ∈ T Ćs A ⊂ dmn τ.

6.2. PĆldăk. (1) Legyen X = R^n Ćs legyen μ a Lebesgue-mĆrtĆk R^n-en, T pedig az R^n Ťsszes eltolăsainak csoportja. Ekkor a μ mĆrtĆk T -invariăns. Ebben az esetben minden τ ∈ T -re Ćs minden x ∈ R^n-re

J(τ)(x) = 1.

(2) Legyen X = R^n Ćs legyen μ a Lebesgue-mĆrtĆk R^n-en, T pedig az R^n Ťsszes Ťnmagăba valć lineăris lekĆpezĆseinek halmaza. Ha

J(τ)(x) = | det τ|

minden x ∈ R^n-re Ćs τ ∈ T -re, akkor a μ mĆrtĆk J-kovariăns.

(3) Legyen X = R^n Ćs legyen μ a Lebesgue-mĆrtĆk R^n-en, T pedig az Ťsszes olyan folytonosan di¸erenciălhatć τ fĄggvĆnyek halmaza, amelyek R^n egy nyąlt rĆszhalmazăt kĆpezik le R^n-be. Legyen J(τ)(x) a τ fĄggvĆny x pontban vett Jacobi-determinănsănak abszolčt ĆrtĆke, ha x ∈ dmn τ, Ćs legyen 0, ha x /∈ dmn τ. Ekkor a μ mĆrtĆk J-kovariăns.

6.3. MegjegyzĆs. Ha μ egy J-kovariăns mĆrtĆk, akkor minden nemnegatąv μ-integrălhatć f fĄggvĆnyre teljesĄl az alăbbi integrăltranszformăcićs formula:

(1) minden τ ∈ dmn J-re az y → ∑ x∈τ^{−1}{y} f(x) fĄggvĆny μ-mĆrhetŞ Ćs ∫ X f(x)J(τ)(x) dμ(x) = ∫ X ( ∑ x∈τ^{−1}{y}

f(x) ) dμ(y).

Ez az ăllątăs nyilvănvalć abban az esetben, amikor f az X egy μ-mĆrhetŞ rĆszhalmazănak a karakterisztikus fĄggvĆnye. Innen, karakterisztikus fĄggvĆnyek lineăris kombinăcićival tŤrtĆnŞ approximăcićt hasznălva, kapjuk nemnegatąv integrălhatć fĄggvĆnyekre.

Absztrakt bŞvątĆsi tĆtelĄnk a kŤvetkezŞ:

6.4. TĆtel. Legyen μ egy J-kovariăns vĆges mĆrtĆk X-en, μ(X) > 0, Ćs tegyĄk fel, hogy T = dmn J minden eleme kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ. TegyĄk fel, hogy valamely n vĆgtelen szămossăgra Ćs 2^X valamely F rĆszhalmazăra teljesĄlnek az alăbbi feltĆtelek: (1) card(X) = 2^n;

6.§ Korlătos mĆrhetŞ megoldăsok folytonossăga

(2) card(T ) ≤ 2^n;

(3) card(F) ≤ 2^n Ćs minden μ-mĆrhetŞ A halmazhoz, amelyre μ(A) > 0, lĆtezik olyan F ∈ F halmaz, amelyre card(F ) = 2^n Ćs F ⊂ A.

Ekkor lĆtezik 2^{2n} sčlyč J-kovariăns ν bŞvątĆse μ-nek.

A bizonyątăs Kakutani Ćs Oxtoby mćdszerĆn alapul. A lĆnyeges kĄlŤnbsĆg abban van, hogy teljesen kikĄszŤbŤljĄk az eredeti verzić topolćgiai termĆszetĆt. Ez lehetŞvĆ teszi, hogy tisztăn halmazelmĆleti Ćs mĆrtĆkelmĆleti eszkŤzŤket hasznăljunk. A bizonyątăs felhasznălja a kivălasztăsi axićmăt, de nem hasznălja a kontinuum hipotĆzist.

A Haar-mĆrtĆkre vonatkozć bŞvątĆsi tĆtel a kŤvetkezŞ:

6.5. TĆtel. Legyen G lokălisan kompakt nem diszkrĆt csoport, Ćs jelŤljŤn λ egy bal Haar-mĆrtĆket G-n. Legyen ´ a G modulăris fĄggvĆnye, Ćs n a G topologikus tĆr karaktere. Ekkor λ-nak (melynek karaktere n) van olyan κ bŞvątĆse, amelynek karaktere 2^{2n} , Ćs ha z ∈ G Ćs a K halmaz κ-mĆrhetŞ, akkor (1) zK is κ-mĆrhetŞ Ćs κ(zK) = κ(K); (2) Kz is κ-mĆrhetŞ Ćs κ(Kz) = ´(z)κ(K); (3) K^{−1} is κ-mĆrhetŞ Ćs κ(K^{−1}) = ∫ K 1/´(z) dκ(z).

A bizonyątăs a fenti absztrakt bŞvątĆsi tĆtelen mčlik.

Az absztrakt bŞvątĆsi tĆtel măsik alkalmazăsakĆnt megmutattam, hogy az n-dimenzićs euklidĆszi tĆren a Lebesgue-mĆrtĆk egy olyan mĆrtĆkkĆ bŞvąthetŞ, amelyre a megfelelŞ L^2-tĆr Hilbert-tĆr dimenzićja 2^c Ćs di¸erenciălhatć koordinăta-transzformăcićknăl ugyančgy transzformălćdik, mint a Lebesgue-mĆrtĆk, azaz J-kovariăns a 6.2.(3) pĆldăban szereplŞ J-vel. Ez tulajdonkĆppen egy, a Lebesgue-mĆrtĆk kovariăns bŞvątĆseire vonatkozć ăltalănosabb tĆtel speciălis esete. Hasonlć ăllątăs igaz sokasăgokon: lăsd a habilităcićs ĆrtekezĆsemet: [85], 5. §.

6.6. TĆtel. Legyenek n, k, m_1, . . . , m_n Ćs s pozitąv egĆszek. Legyen X_i az R^k-nak, T Ćs Y az R^s-nek, Z_i az R^{mi} -nek, D pedig T × Y -nak nyąlt rĆszhalmaza, Ćs legyen Z egy euklidĆszi tĆr. TekintsĄk az f : T → Z, g_i : D → X_i, f_i : X_i → Z_i, h_i : D × Z_i → Z (i = 1, 2, . . . , n) Ćs h_0 : D → Z fĄggvĆnyeket. Legyen J a 6.2.(3) pĆldăban adott lekĆpezĆs, Ćs μ a LebesguemĆrtĆk J-kovariăns bŞvątĆse R^k-n. TegyĄk fel, hogy (t_0, y_0) ∈ D, Ćs (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h_0(t, y) + n∑ i=1 h_i(t, y, f_i(g_i(t, y)));

(2) h_i folytonos (i = 0, 1, . . . , n);

(3) az f_i fĄggvĆny μ-mĆrhetŞ Ćs korlătos X_i-n;

64 6.§ Korlătos mĆrhetŞ megoldăsok folytonossăga

(4) g_i kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć Ćs ∂g_i ∂y (t_0, y_0) ≠ 0 (i = 1, 2, . . . , n).

Ekkor f folytonos a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. Koordinătăkra ăttĆrve feltehetjĄk, hogy Z = R. Vălaszszunk egy K kompakt halmazt, amely kŤrnyezete y_0-nak, Ćs egy V kompakt lezărtč nyąlt halmazt, amely kŤrnyezete t_0-nak čgy, hogy V × K ⊂ D teljesĄljŤn. Ha t ∈ V , integrălva K felett,

f(t)μ(K) = ∫ K h_0(t, y) dμ(y) + n∑ i=1 ∫ K h_i(t, y, f_i(g_i(t, y))) dμ(y).

Mivel μ(K) ≠ 0, azt kell megmutatni, hogy a jobb oldalon ăllć integrălok folytonos fĄggvĆnyei t-nek. Ez az elsŞ integrăl esetĆben nyilvănvalć, mert h_0 egyenletesen folytonos V × K-n. Elhagyva az indexeket, azt kell megmutatnunk, hogy F (t) = ∫ K h (t, y, f (g(t, y))) dμ(y)

folytonos V -n, ha V Ćs K elĆg kicsik. Az y = g^{−1}_t (x) helyettesątĆssel, felhasznălva a μ mĆrtĆk J-kovariăns voltăt, azt kapjuk, hogy

F (t) = ∫ g_t(K) h ( t, g^{−1}_t (x), f(x) ) (Jg^{−1}_t ))(x) dμ(x),

ha t ∈ V . Mivel g folytonos a V ×K kompakt halmazon, azt egy C kompakt halmazra kĆpezi le. Mivel g^{−1}_t (x) Ćs (Jg^{−1}_t )(x) folytonosak a V × C halmazon, ott korlătosak Ćs egyenletesen folytonosak is. Mivel f ĆrtĆkkĆszlete egy kompakt L halmazban marad, h pedig egyenletesen folytonos a V × K × L halmazon, azt kapjuk, hogy minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy

H(t, x) = h ( t, g^{−1}_t (x), f(x) ) (Jg^{−1}_t (x))

jelŤlĆssel |H(t, x) − H(t^′, x)| < ε, ha t, t^′ ∈ V , |t − t^′| < δ Ćs x ∈ g_t(K) ∩ g_t′ (K), tovăbbă van olyan M > 0, hogy |H(t, x)| ≤ M, ha t ∈ V Ćs x ∈ g_t(K).

EbbŞl

|F (t) − F (t^′)| ≤ ∫ g_t(K)∩g_t′ (K)

|H(t, x) − H(t^′, x)| dμ(x) + ∫ g_t(K)\g_t′ (K)

|H(t, x)| dμ(x) + ∫ g_t′ (K)\g_t(K)

|H(t^′, x)| dμ(x)

≤ εμ(C) + Mλ^k (g_t(K) △ g_t′ (K)) .

Az M szorzćja 3.6 szerint tart nullăhoz, ha t → t^′, amibŞl kŤvetkezik az ăllątăs.

6.§ Korlătos mĆrhetŞ megoldăsok folytonossăga

6.7. MegjegyzĆs. Az elŞzŞ tĆtelben a h_1, . . . , h_n fĄggvĆnyek Ťsszege nem helyettesąthetŞ egy n-văltozćs h fĄggvĆnnyel. SŞt, az Ťsszeadăs mĆg a komplex szorzăssal sem helyettesąthetŞ. Valćban, Hewitt Ćs Ross [54] bŞvątĆsi tĆtele szerint, egy G nem diszkrĆt lokălisan kompakt Abel-csoport (pĆldăul R) igen sok nem folytonos f : G → T homomor˛zmusa, azaz karaktere tehetŞ egyidejŰleg mĆrhetŞvĆ a Haar-mĆrtĆk alkalmas invariăns kiterjesztĆsĆvel. R^n-beli ĆrtĆkŰ homomor˛zmusokra ez nem igaz, mint az alăbbi ăllątăs mutatja.

6.8. «Allątăs. Legyen G lokălisan kompakt csoport, Ćs f : G → R^n egy homomor˛zmus, amely mĆrhetŞ a bal Haar-mĆrtĆk egy μ bal invariăns bŞvątĆsĆre nĆzve. Ekkor f folytonos.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ paragrafus eredmĆnyei szerint f lokălisan korlătos. Az elŞzŞ tĆtel bizonyątăsăhoz hasonlćan eljărva, az f(t) = f(ty) − f(y) egyenlet mindkĆt oldalăt integrălva egy pozitąv mĆrtĆkŰ kompakt K halmaz felett,

f(t)μ(K) = ∫ K f(ty) dμ(y) − ∫ K f(y) dμ(y) = ∫ t^{−1}K

f(y) dμ(y) − ∫ K f(y) dμ(y). A t → ∫ t^{−1}K

f(y) dμ(y)

lekĆpezĆs folytonos, mivel | | | | ∫ t^{−1}K

f(y) dμ(y) − ∫ t^{−1}_0 K

f(y) dμ(y) | | | | ≤ ∫ t^{−1}K△t^{−1}_0 K

|f(y)| dμ(y)

≤ Mλ(t^{−1}K △ t^{−1}_0 K) = M ( 2λ(K) − 2λ(t^{−1}K ∩ t^{−1}_0 K) ) , ahol λ egy Haar-mĆrtĆk. A jobb oldalon zărćjelben ăllć kifejezĆs folytonosan fĄgg t-tŞl, Ćs nulla, ha t = t_0, ągy f folytonos.

66 7.§ Mazur egy probl«em«aj«ar«ol

7.§ Mazur egy probl«em«aj«ar«ol 1935 kŤrĄl S. Mazur a kŤvetkezŞ problĆmăt vetette fel (Problem 24 a ĂThe Scottish Book"-ban [128]): Legyen adva egy X (valćs) Banach-tĆren egy f additąv funkcionăl az alăbbi tulajdonsăggal:

(P ) minden X-beli g gŤrbĆre, f ∘ g Lebesgue-mĆrhetŞ.

Igaz-e, hogy f folytonos? 1984-ben Labuda Ćs Mauldin [117] megmutattăk, hogy a vălasz igen, ăltalănosabban, ha f egy additąv operător, amely X-et egy Hausdor¸ topologikus vektortĆrbe kĆpezi Ćs rendelkezik a (P) tulajdonsăggal, akkor f folytonos. Az eredmĆnyt Lipecki [122] kiterjesztette arra az esetre, amikor X Ćs Y kommutatąv Hausdor¸ topologikus csoportok, X metrizălhatć, ŤsszefĄggŞ, lokălisan ąvszerŰen ŤsszefĄggŞ Ćs teljes. KĆsŞbb sokkal ăltalănosabb fĄggvĆnyegyenleteket vizsgăltak. Roman Ger-nek [47] hasonlć eredmĆnyei vannak (P) tulajdonsăgč Jensen konvex fĄggvĆnyekre vonatkozćan, Sz«ekelyhidi Lăszlćnak [156] pedig exponenciălis polinomokkal kapcsolatban.

Ennek a pontnak a cĆlja, hogy megmutassuk, a (P) tulajdonsăg topologikus terek egy szĆles osztălyăra egy sokkal szokăsosabb mĆrhetŞsĆgi feltĆtellel, az univerzălis mĆrhetŞsĆggel ekvivalens (Jărai [77]). Ez az eredmĆny lehetŞvĆ teszi, hogy ĂmĆrhetŞsĆgbŞl kŤvetkezik a folytonossăg" tąpusč tĆtelek felhasznălăsăval Ăa (P) tulajdonsăgbćl kŤvetkezik a folytonossăg" tąpusč eredmĆnyeket kapjunk. Vilăgos, hogy ezen a terĄleten mĆg sok minden tisztăzatlan, de az alăbbi eredmĆnyek mutatjăk a kĆt kĆrdĆs szoros ŤsszefĄggĆsĆt, Ćs ągy tovăbbi vizsgălatok kiindulćpontjakĆnt szolgălhatnak. Speciălisan, egy rĆgebbi tĆtelt felhasznălva Schwartz [148] kŤnyvĆbŞl, kŤvetkezmĆnykĆnt kapjuk Labuda Ćs Mauldin eredmĆnyĆt (lăsd 7.5).

7.1. De˛nącić. JelŤlje egy μ mĆrtĆkre M_μ a μ-mĆrhetŞ halmazok osztălyăt. Egy X topologikus tĆrre legyen

U_X = ⋂ {M_μ : μ Borel-regulăris mĆrtĆk X-en},

az X univerzălisan mĆrhetŞ rĆszhalmazainak osztălya. Hasonlćan, ha X Hausdor¸-tĆr, legyen

R_X = ⋂ {M_μ : μ Radon-mĆrtĆk X-en}

az X univerzălisan Radon-mĆrhetŞ rĆszhalmazainak osztălya. Ezekben a de˛nącićkban a ĂBorel-regulăris mĆrtĆk" illetve ĂRadon-mĆrtĆk" kifejezĆs Ădi¸čz Borel-regulăris valćsząnŰsĆgi mĆrtĆk" illetve \di¸čz Radon valćsząnŰsĆgi mĆrtĆk" kifejezĆssel helyettesąthetŞ. Ha X teljes szeparăbilis metrikus tĆr, akkor R_X = U_X . Ŕltalănosabb eredmĆnyek talălhatćk Schwartz [148] kŤnyvĆben, 117{130. o.; lăsd mĆg Federer [42], 2.2.16.

Legyen

P_X = {A : A ⊂ X, g^{−1}(A) Lebesgue-mĆrhetŞ minden X-beli g gŤrbĆre}.

7.§ Mazur egy probl«em«aj«ar«ol

Triviălis, hogy P_X egy σ-algebra, Ćs ha f : X → Y egy fĄggvĆny, amely X-et egy Y topologikus tĆrbe kĆpezi le, akkor az hogy f^{−1}(V ) ∈ P_X az Y minden V nyąlt rĆszhalmazăra akkor Ćs csak akkor ăll fŤnn, ha minden X-beli g : [a, b] → X gŤrbĆre az f ∘ g fĄggvĆny λ_{[a,b]}-mĆrhetŞ. Ŋgy csak a P_X Ćs măs σ-algebrăk kŤzŤtti ŤsszefĄggĆst kell vizsgălnunk. Nyilvăn B_X ⊂ P_X , ahol B_X jelŤli az X Borel-halmazainak osztălyăt. Ŕltalănosabban, teljesĄl az alăbbi tĆtel.

7.2. TĆtel. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, ha X Hausdor¸-tĆr, akkor R_X ⊂ P_X .

Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy A egy rĆszhalmaza X-nek, amelyre A /∈ P_X . Ekkor lĆtezik egy g : [a, b] → X gŤrbe, amelyre g^{−1}(A) nem LebesguemĆrhetŞ. Legyen μ = g_#(λ_{[a,b]}). A 2.2.17, 2.1.5(4) eredmĆnyeket felhasznălva Federer [42]-bŞl, kapjuk, hogy μ Radon-mĆrtĆk, de A nem lehet μmĆrhetŞ.

A megfordątăs nem igaz minden Hausdor¸-tĆrben. Nyilvăn, ha X teljesen szĆtesŞ, akkor P_X az X Ťsszes rĆszhalmazăbćl ăll. Ŋgy valamilyen ŤsszefĄggŞsĆgi tulajdonsăgra szĄksĆg van. Hogy a megfordątăst a legfontosabb esetekre bebizonyątsuk, egy lemmăra lesz szĄksĆgĄnk. Ez a lemma tŤbbĆ-kevĆsbĆ ekvivalens Marczewski egy tĆtelĆvel, amelyet lengyelĄl publikălt (lăsd [117] Ćs [122]).

7.3. Lemma. Legyen μ egy di¸čz Radon valćsząnŰsĆgi mĆrtĆk az X teljes metrikus tĆren. Ekkor minden ε > 0-hoz van olyan C kompakt rĆszhalmaza [0, 1]-nek Ćs olyan g : C → g(C) ⊂ X homeomor˛zmus, hogy g mĆrtĆktartć C Ćs g(C) kŤzŤtt, azaz g_#(λ_C ) = μ⌊g(C), tovăbbă 1 > μ(g(C)) > 1−ε.

Bizonyątăs. JelŤlje G(x, r) a nyąlt, B(x, r) a zărt gŤmbŤt x kŤzĆpponttal Ćs r sugărral. Legyen t_n egy szigorčan monoton csŤkkenŞ sorozat, amely 1-hez tart. Vălasszunk egy K ⊂ X kompakt halmazt, amelyre 1 > μ(K) > 1 − ε/2. FeltehetjĄk, hogy spt(μ⌊K) = K. Egy rŤgzątett x ∈ K-ra az r → μ(K ∩ B(x, r)) fĄggvĆny pozitąv minden pozitąv r-re, monoton nŤvekedŞ, Ćs 0-hoz tart, ha r tart 0-hoz. Ŋgy vălaszthatunk egy 0 < r_x < 1/2 szămot, amelyre a fĄggvĆny folytonos az r_x pontban, Ćs kisebb az ĆrtĆke mint^1_2 μ(K). Kivălasztva egy vĆges lefedĆst a G(x, r_x), x ∈ K nyąlt lefedĆsbŞl, olyan x_i pontokat Ćs r_i = r_{xi} sugarakat kapunk, amelyekre

μ(K ∩ B(x_i, r_i)) < 1 2 μ(K) (i = 1, 2, . . . , n).

Tovăbbă, vălaszthatunk olyan r^′_i > r_i, i = 1, 2, . . . , n sugarakat, amelyekre

μ(K ∩ G(x_i, r^′_i)) < μ(K ∩ B(x_i, r_i)) + ε 2^2n . Legyen K_1 = K ∩ B(x_1, r_1), Ćs indukcićval legyen

K_i = (K \ (∪_{j<i}G(x_j , r^′_j))) ∩ B(x_i, r_i) ha i = 2, 3, . . . , n.

68 7.§ Mazur egy probl«em«aj«ar«ol Ha a K_i halmazok valamelyike nulla mĆrtĆkŰ, hagyjuk el, csŤkkentve n-et. VĆgĄl, legyen K^{(1)} = n⋃ i=1 K_i.

Nyilvăn a K_i halmazok 1-nĆl kisebb ătmĆrŞjŰ diszjunkt kompakt halmazok, minden i-re a 0 < μ(K_i) < 1/2 egyenlŞtlensĆg teljesĄl, K^{(1)} ⊂ K Ćs μ(K \ K^{(1)}) < ε/2^2. Vălasszunk diszjunkt zărt C_i, i = 1, 2, . . . , n intervallumokat [0, 1]-ben čgy, hogy μ(K_i) < λ(C_i) < t_1μ(K_i) teljesĄljŤn, ha i = 1, 2, . . . , n.

A măsodik lĆpĆsben ismĆteljĄk meg ezt az eljărăst minden K_i-re K helyett. Ŋgy olyan K_{i,1}, K_{i,2}, . . . , K_{i,ni} , n_i > 1 diszjunkt kompakt rĆszhalmazait kapjuk K_i-nek, amelyek ătmĆrŞje kisebb, mint 1/2, mĆrtĆkĄk pozitąv, de legfeljebb 1/4 Ćs a

K^{(2)} = n⋃ i_1=1 n_{i1}⋃

i_2=1

K_{i1,i2}

jelŤlĆssel K^{(2)} ⊂ K^{(1)} Ćs μ(K^{(1)} \ K^{(2)}) < ε/2^3. A C_i megfelelŞ C_{i,1}, C_{i,2}, . . . , C_{i,ni} zărt rĆszintervallumait megvălaszthatjuk čgy, hogy μ(K_{i1,i2} ) < λ(C_{i1,i2} ) < t_2μ(K_{i1,i2} ) teljesĄljŤn. Legyen C^{(2)} = n⋃ i_1=1 n_{i1}⋃

i_2=1

C_{i1,i2} .

Indukcićval folytatva ezt az eljărăst, a K_{i1,i2,... ,ik} Ćs C_{i1,i2,... ,ik} halmazrendszereket Ćs a K^{(k)} Ćs C^{(k)} halmazokat kapjuk. Legyen K_∞ = ∞⋂ k=1 K^{(k)}, C = ∞⋂ k=1 C^{(k)}

Minden x ∈ C pontnak egyĆrtelmŰen megfelel egy i_1, i_2, . . . , i_k, . . . , 1 ≤ i_k ≤ n_{i1,i2,... ,ik−1} sorozat, Ćs hasonlćan, minden y ∈ K_∞-nek is egyĆrtelmŰen megfelel egy ilyen sorozat. Legyen g(x) = y, ha a megfelelŞ sorozatok megegyeznek.

7.§ Mazur egy probl«em«aj«ar«ol

g folytonossăgănak bizonyątăsăhoz legyen η > 0. Ha 1/2^{k−1} < η Ćs δ a minimălis tăvolsăg a C_{i1,i2,... ,ik} halmazok kŤzŤtt, akkor |x − x^′| < δ esetĆn g(x) Ćs g(x^′) ugyanabban a K_{i1,i2,... ,ik} halmazban vannak, ągy tăvolsăguk kisebb, mint η.

Ha η > 0 Ćs t_k/2^k < η, jelŤlje δ a minimălis tăvolsăgot a K_{i1,i2,... ,ik} halmazok kŤzŤtt. Ha a tăvolsăg g(x) Ćs g(x^′) kŤzŤtt kisebb, mint δ, akkor x Ćs x^′ ugyanabban a C_{i1,i2,... ,ik} halmazban vannak, ągy |x − x^′| < η Ćs g^{−1} is folytonos.

Hogy megmutassuk, g_#(λ_C ) = μ⌊g(C), elĆg megmutatni, hogy λ(C ∩ C_{i1,... ,ik} ) = μ(K_∞ ∩ K_{i1,... ,ik} ), mivel C Ćs g(C) minden nyąlt rĆszhalmaza megkaphatć, mint C illetve g(C) ezen nyąlt rĆszhalmazainak diszjunkt megszămlălhatć unićja, a mĆrtĆkek pedig Radon-mĆrtĆkek. De a fenti egyenlŞsĆg kŤvetkezik abbćl, hogy

λ(C ∩ C_{i1,... ,ik} ) = lim_{l→∞} ∑ i_{k+1},... ,i_l

λ(C_{i1,... ,ik ,ik+1,... ,il} ),

μ(K_∞ ∩ K_{i1,... ,ik} ) = lim_{l→∞} ∑ i_{k+1},... ,i_l

μ(K_{i1,... ,ik,ik+1,... ,il} ), Ćs μ(K_{i1,... ,il} ) < λ(C_{i1,... ,il} ) < t_lμ(K_{i1,... ,il} ).

7.4. TĆtel. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, ha X teljes, ŤsszefĄggŞ Ćs lokălisan ąvszerŰen ŤsszefĄggŞ metrikus tĆr, akkor P_X ⊂ R_X .

Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy A olyan rĆszhalmaza X-nek, amelyre A /∈ R_X . Megmutatjuk, hogy A /∈ P_X . Vălasszunk egy di¸čz Radon valćsząnŰsĆgi mĆrtĆket, amelyre A /∈ M_μ. JelŤlje A^′ az A komplementerĆt. Ekkor μ(A) + μ(A^′) > μ(X) = 1. Vălasszunk olyan ε > 0-t, amelyre μ(A) + μ(A^′) > 1 + 2ε. Lemmănk szerint lĆtezik egy g mĆrtĆktartć homeomor˛zmusa a [0, 1] egy 1 − ε-năl nagyobb Lebesgue mĆrtĆkŰ C kompakt rĆszhalmazănak K = g(C) ⊂ X-re. Egy ismert tĆtel szerint (Kuratowski [116], §50, Theorem 5) g kiterjeszthetŞ egy h gŤrbĆvĆ, amely [0, 1]-et X-re kĆpezi le. Nyilvăn h_#(λ⌊C) = g_#(λ_C ) = μ⌊K. A K mĆrhetŞsĆge miatt μ(A) = μ(A ∩ K) + μ(A \ K), ągy μ(A ∩ K) > μ(A) − ε. Hasonlćan μ(A^′ ∩ K) > μ(A^′) − ε. Ez azt mutatja, hogy A nem μ⌊K-mĆrhetŞ. Federer [42] kŤnyvĆnek 2.1.2 pontja szerint h^{−1}(A) pontosan akkor λ-mĆrhetŞ, ha az A halmaz h_#(λ⌊B)-mĆrhetŞ X minden B rĆszhalmazăra, ami itt nem teljesĄl, ha B = C. Ŋgy A /∈ P_X .

7.5. KŤvetkezmĆny. Mazur problĆmăjăra a vălasz pozitąv, azaz ha egy X (valćs) Banach-tĆr egy f additąv funkcionăljăra f ∘ g minden g : [a, b] → X folytonos fĄggvĆnyre Lebesgue-mĆrhetŞ, akkor f folytonos.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, az elŞzŞ tĆtelbŞl kŤvetkezik, hogy f univerzălisan Radon-mĆrhetŞ. Mivel minden x ∈ X-re t → f(tx) Lebesgue-mĆrhetŞ Ćs eleget tesz a Cauchy-egyenletnek, ągy tehăt folytonos, kapjuk, hogy f homogĆn. Schwartz [148] kŤnyvĆnek egyik tĆtele (157. o.) szerint, egy Banach-tĆr egy lineăris Ćs univerzălisan Radon-mĆrhetŞ funkcionălja folytonos is. Ezt felhasznălva kapjuk, hogy f folytonos.

70 8.§ M«erhet}os«eg «es folytonoss«ag

7.6. MegjegyzĆs. Az elŞzŞ kŤvetkezmĆny kiterjeszthetŞ olyan additąv operătorokra, amelyek egy (valćs) ultrabornologikus topologikus vektorteret kĆpeznek egy (valćs) lokălisan konvex Hausdor¸ topologikus vektortĆrbe, ha felhasznăljuk Schwartz [148] kŤnyvĆben a 159. oldalon szereplŞ bizonyątăs gondolatait.

8.§ M«erhet}os«eg «es folytonoss«ag Szămos dolgozat foglalkozik azzal a kĆrdĆssel, hogy fĄggvĆnyegyenletek megoldăsainak mĆrhetŞsĆgĆbŞl hogyan kŤvetkeztethetĄnk a megoldăsok folytonossăgăra. A szămos, egy{egy egyenlet mĆrhet}o megoldăsainak meghatărozăsăval foglalkozć dolgozaton kąvĄl, tŤbbĆ vagy kevĆsbĆ ăltalănos egyenlettąpussal foglalkoznak a kŤvetkezŞ dolgozatok: Baker [21], Itzkowitz [62], Paganoni [133] Ćs Sander [142].

Az ezen pontban ăltalunk tărgyalt, igen ăltalănos egyenlettąpusra vonatkozć eredmĆnyekbŞl ezen eredmĆnyek jelentŞs rĆsze megkaphatć, Ćs alkalmazăsukkal szămos čj eredmĆnyt sikerĄlt elĆrni: lăsd az utolsć fejezetet. Ezek az eredmĆnyek a Jărai [66], [67], [72] dolgozatokban kerĄltek publikălăsra. Tovăbbi hivatkozăsokat illetŞen lăsd ezeket, valamint a fentebb emlątett dolgozatokat.

8.1. TĆtel. Legyen Z egy teljesen regulăris tĆr, Z_0 egy σ-kompakt teljesen regulăris tĆr, Ćs legyenek Z_i, i = 1, 2, . . . , n megszămlălhatć băzisč teljesen regulăris terek. Legyenek X_i, i = 1, 2, . . . , n Ćs Y lokălisan kompakt terek, T tetszŞleges topologikus tĆr. Legyen ν Radon-mĆrtĆk Y -on, Ćs μ_i Radon-mĆrtĆk X_i-n, i = 1, 2, . . . , n. TegyĄk fel, hogy ν(Y ) < ∞, μ_i(X_i) < ∞ (i = 1, 2, . . . , n), Ćs legyen D egy rĆszhalmaza T × Y -nak. TekintsĄk az f : T → Z, f_0 : Y → Z_0, f_i : X_i → Z_i, h : D × Z_0 × Z_1 × . . . × Z_n → Z, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n) fĄggvĆnyeket. Legyen t_0 egy rŤgzątett eleme T -nek, Ćs tegyĄk fel, hogy az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y))) ;

(2) h folytonos;

(3) az f_i fĄggvĆny μ_i-mĆrhetŞ X_i-n (i = 1, 2, . . . , n); (4) g_i folytonos D-n (i = 1, 2, . . . , n);

(5) D_t mĆrhetŞ Ćs lĆtezik olyan η > 0, hogy ν(D_t ∩ D_{t0} ) ≥ η minden t ∈ T -re;

(6) minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, amelyre μ_i (g_{i,t}(B)) ≥ δ, ha B ⊂ D_t ν(B) ≥ ε, t ∈ T , Ćs 1 ≤ i ≤ n.

Ekkor f folytonos a t_0 pontban.

Bizonyątăs. (5) szerint, lĆtezik olyan η > 0, amelyre ν(D_t ∩ D_{t0} ) ≥ η minden t ∈ T -re. Legyen C egy olyan kompakt rĆszhalmaza D_{t0} -nak, amelyre ν(C) > ν(D_{t0} ) − η/4. Legyen ε = η/(8n). Felhasznălva (6)-ot, egy olyan δ > 0-t kapunk, amelyre 1 ≤ i ≤ n, t ∈ T , B ⊂ D_t Ćs ν(B) ≥ η/(8n)

8.§ M«erhet}os«eg «es folytonoss«ag

esetĆn μ_i (g_{i,t}(B)) ≥ δ. A Luzin-tĆtel felhasznălăsăval azt kapjuk, hogy lĆtezik olyan C_i kompakt rĆszhalmaza X_i-nek, amelyre μ_i(X_i \ C_i) < δ Ćs f_i|C_i folytonos. Innen a g^{−1}_{i,t} (X_i \ C_i) nyąlt halmaz mĆrtĆke kisebb, mint η/(8n), ha 1 ≤ i ≤ n Ćs t ∈ T . TekintsĄk most a C ∩ (^n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t} (C_i) ) ∩ (^n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t0} (C_i) )

= (D_t ∩ C) \ ((_n⋃ i=1 g^{−1}_{i,t} (X_i \ C_i) ) ∪ (^n⋃ i=1 g^{−1}_{i,t0} (X_i \ C_i) ))

halmazt. Ez Y mĆrhetŞ rĆszhalmaza, Ćs a mĆrtĆke nagyobb, mint η/2.

Legyen B_1, B_2, B_3, . . . kompakt halmazok egy nŤvekvŞ sorozata a Z_0 tĆrben, amelyre ∪^∞_{i=1}B_i = Z_0. Ekkor lim_{i→∞} ν ( f^{−1}_0 (B_i) ) = ν(Y ) < ∞,

Ćs egy alkalmas i-re a C_0 = B_i kompakt halmazra ν ( f^{−1}_0 (C_0) ) > ν(Y ) − η 2 . Źsszevetve ezt az eddig bizonyątottakkal, lătjuk, hogy a

(7) C ∩ f^{−1}_0 (C_0) ∩

(_n ⋂ i=1 g^{−1}_{i,t} (C_i) ) ∩ (_n ⋂ i=1 g^{−1}_{i,t0} (C_i) )

halmaz nem Ąres, ha t ∈ T .

TekintsĄnk a Z, Z_0, Z_i, X_i Ćs Y tereken a topolćgiăval ŤsszefĆrhetŞ uniformităsokat. Legyen α egy relăcić a Z uniformităsăbćl, Ćs tekintsĄk a C × C_0 × f_1(C_1) × . . . × f_n(C_n) kompakt halmazt. (2) Ćs a 3.3 segĆdtĆtel szerint t_0-nak lĆtezik olyan V^′ kŤrnyezete, Ćs lĆteznek olyan β_1, . . . , β_n uniform kŤrnyĆkek, hogy a h (t, y, f_0(y), z_1, . . . , z_n) Ćs h(t_0, y, f_0(y), z^′_1, . . . , z^′_n) pontok α-kŤzel vannak, ha t ∈ V^′, (t, y) ∈ D, y ∈ C, f_0(y) ∈ C_0, tovăbbă z_i, z^′_i ∈ f_i(C_i), Ćs a z_i, z^′_i pontok β_i-kŤzel vannak, ha i = 1, 2, . . . , n. Most vegyĄk Ćszre, hogy f_i egyenletesen folytonos C_i-n, mivel C_i kompakt. EzĆrt lĆtezik olyan γ uniform kŤrnyĆk, hogy az f_i(x_i) Ćs f_i(x^′_i) pontok β_i-kŤzel vannak, ha x_i, x^′_i ∈ C_i Ćs az x_i, x^′_i pontok γ-kŤzel vannak. (4) Ćs a 3.3 segĆdtĆtel szerint t_0-nak lĆtezik olyan V ⊂ V^′ kŤrnyezete, amelyre a g_i(t, y) Ćs g_i(t_0, y) pontok γ-kŤzel vannak, ha t ∈ V , (t, y) ∈ D Ćs y ∈ C.

Legyen t ∈ V . Vălasszunk egy tetszŞleges y elemet a (7) halmazbćl. Ekkor azt kapjuk, hogy (t, y) ∈ D, (t_0, y) ∈ D, f_0(y) ∈ C_0, g_i(t, y) ∈ C_i Ćs g_i(t_0, y) ∈ C_i, ha i = 1, 2, . . . , n. «Igy az f_i (g_i(t, y)) Ćs f_i (g_i(t_0, y)) pontok β_i-kŤzel vannak, amibŞl h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y))) Ćs h (t_0, y, f_0(y), f_1 (g_1(t_0, y)) , . . . , f_n (g_n(t_0, y))) α-kŤzel vannak. Ez azt mutatja, hogy az f(t) Ćs f(t_0) pontok α-kŤzel vannak, ha t ∈ V , azaz f folytonos t_0-ban.

72 8.§ M«erhet}os«eg «es folytonoss«ag

8.2. TĆtel. Legyen Z egy teljesen regulăris tĆr, Z_0 egy σ-kompakt teljesen regulăris tĆr, Z_i (i = 1, 2, . . . , n) megszămlălhatć băzisč teljesen regulăris tĆr, Y Ćs X_i (i = 1, 2, . . . , n) lokălisan kompakt terek, T tetszŞleges topologikus tĆr. TegyĄk fel, hogy D ⊂ T × Y . Legyenek f : T → Z, f_0 : Y → Z_0, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n), f_i : X_i → Z_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs h : D × Z_0 × Z_1 × . . . × Z_n → Z fĄggvĆnyek, ν Radon-mĆrtĆk Y -on, μ_i pedig Radon-mĆrtĆk X_i-n (i = 1, 2, . . . , n). TegyĄk fel, hogy t_0 ∈ T Ćs az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y))) ;

(2) h folytonos;

(3) az f_i fĄggvĆny μ_i-mĆrhetŞ az A_i rĆszhalmazăn X_i-nek (i = 1, 2, . . . , n); (4) g_i folytonos D-n (i = 1, 2, . . . , n);

(5) lĆteznek olyan V Ćs K halmazok, hogy V nyąlt, K kompakt, V ×K ⊂ D, t_0 ∈ V , ν(K) > 0 Ćs K ⊂ ∩^n_{i=1}g^{−1}_{i,t0} (A_i);

(6) minden ε > 0-hoz lĆtezik olyan δ > 0, hogy B ⊂ K Ćs ν(B) ≥ ε esetĆn μ_i (g_{i,t}(B)) ≥ δ, ha 1 ≤ i ≤ n Ćs t ∈ V .

Ekkor f folytonos a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. Ezt a tĆtelt az elŞzŞ tĆtelre fogjuk visszavezetni, D-t egy alkalmas kisebb D^∗-gal helyettesątve. Vălasszunk ν(K)/(4n)-hez δ > 0-t, legyen X^∗_i = g_{i,t0} (K) Ćs W_i egy kompakt lezărtč nyąlt halmaz, amely tartalmazza X^∗_i -ot, Ćs amelyre μ_i(W_i \ X^∗_i ) < δ. A 3.3 segĆdtĆtel szerint vălaszthatunk olyan T^∗ ⊂ V nyąlt kŤrnyezetĆt t_0-nak, amelyre g_{i,t}(K) ⊂ W_i, ha i = 1, 2, . . . , n Ćs t ∈ T^∗. Legyen Y^∗ = K, η^∗ = ν(K)/2 Ćs t^∗_0 egy tetszŞleges eleme T^∗-nak,

D^∗ = { (t^∗, y^∗) : t^∗ ∈ T^∗ Ćs y^∗ ∈ n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t}∗ (X^∗_i ) ∩ Y^∗ } ,

Z^∗_i = Z_i (i = 0, 1, . . . , n), Z^∗ = Z, f^∗ = f|T^∗, f^∗_0 = f_0|Y^∗,

g^∗_i = g_i|D, f^∗_i = f_i|X^∗_i (i = 1, 2, . . . , n), h^∗ = h|D^∗ ×Z^∗_0 ×Z^∗_1 ×. . .×Z^∗_n,

Ćs legyenek ν^∗ illetve μ^∗_i a ν illetve μ_i megszorątăsai Y^∗ illetve X^∗_i rĆszhalmazaira (i = 1, 2, . . . , n).

Ha megmutatjuk, hogy az elŞzŞ tĆtel feltĆtelei teljesĄlnek a csillaggal jelzett halmazokra, pontokra, fĄggvĆnyekre Ćs mĆrtĆkekre, akkor a bizonyątăs teljes. Vilăgos, hogy a 8.1.(1), 8.1.(2) Ćs 8.1.(4) feltĆtelek teljesĄlnek, mąg 8.1.(3) X^∗_i vălasztăsăbćl kŤvetkezik. 8.1.(6) szintĆn T^∗ Ćs Y^∗ vălasztăsăbćl kŤvetkezik. «Igy csak azt kell megmutatnunk, hogy 8.1.(5) teljesĄl. ElĆg megmutatni, hogy ν ( g^{−1}_{i,t} (X^∗_i ) ∩ Y^∗ ) ≥ 2η^∗ − ε, ha 1 ≤ i ≤ n Ćs t ∈ T^∗,

8.§ M«erhet}os«eg «es folytonoss«ag

mivel ekkor

ν(D_t∗ ∩ D_t∗_0 ) = ν ((_n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t}∗ (X^∗_i ) ∩ Y^∗ ) ⋂(^n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t}∗_0 (X^∗_i ) ∩ Y^∗ ))

≥ 2η^∗ − 2nε = η^∗.

TegyĄk fel indirekt, hogy van olyan i (1 ≤ i ≤ n) Ćs t ∈ T^∗, hogy ν ( Y^∗ ∩ g^{−1}_{i,t} (X^∗_i ) ) < 2η^∗ − ε,

azaz ν ( Y^∗ \ g^{−1}_{i,t} (X^∗_i ) ) ≥ ε.

Ekkor μ_i ( g_{i,t} ( Y^∗ \ g^{−1}_{i,t} (X^∗_i ) )) ≥ δ.

MăsrĆszt, a T^∗ vălasztăsa miatt, ha y ∈ Y^∗ \ g^{−1}_{i,t} (X^∗_i ), akkor g_{i,t}(y) ∈ W_i, de g_{i,t}(y) /∈ X^∗_i , azaz

g_{i,t} ( Y^∗ \ g^{−1}_{i,t} (X^∗_i ) ) ⊂ W_i \ X^∗_i .

Ez ellentmondăs, mivel μ_i(W_i \ X^∗_i ) < δ.

8.3. TĆtel. Legyen Z egy teljesen regulăris tĆr, Z_0 egy σ-kompakt teljesen regulăris tĆr, Z_i (i = 1, 2, . . . , n) megszămlălhatć băzisč teljesen regulăris tĆr, Ćs T tetszŞleges topologikus tĆr. Legyen Y nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, X_i nyąlt rĆszhalmaza R^{ri} -nek (i = 1, 2, . . . , n) Ćs D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak. TekintsĄk az f : T → Z, f_0 : Y → Z_0, g_i : D → X_i, f_i : X_i → Z_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs h : D × Z_0 × Z_1 × . . . × Z_n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy t_0 ∈ T Ćs az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y))) ;

(2) h folytonos;

(3) az f_i fĄggvĆny λ^{ri} -mĆrhetŞ az A_i rĆszhalmazăn X_i-nek (i = 1, 2, . . . , n); (4) g_i folytonos D-n (i = 1, 2, . . . , n); (5) λ^k (⋂_n i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i) ) > 0;

(6) a

∂g_i ∂y parciălis derivăltak folytonosak Ćs rangjuk r_i minden (t, y) ∈ D-re (i = 1, 2, . . . , n).

Ekkor f folytonos a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. Ezt a tĆtelt az elŞzŞ tĆtelre fogjuk visszavezetni, D-t egy alkalmas kisebb D^∗-gal helyettesątve. Legyen y_0 a n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i)

halmaz egy sŰrŰsĆgi pontja. A 3.10 segĆdtĆtel szerint lĆteznek olyan V illetve W kŤrnyezetei t_0-nak, illetve y_0-nak, amelyekre

74 8.§ M«erhet}os«eg «es folytonoss«ag

(7) minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy λ^{ri} (g_{i,t}(B)) ≥ δ, ha 1 ≤ i ≤ n, t ∈ V , B ⊂ W Ćs λ^k(B) ≥ ε;

(8) g^{−1}_{i,t} (A_i) ∩ W egy λ^k-mĆrhetŞ rĆszhalmaza R^k-nak, ha 1 ≤ i ≤ n Ćs t ∈ V ;

(9) V Ćs W kompakt halmazok, V × W ⊂ D Ćs

λ^k

(^n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i) ∩ W ) > 0.

Legyen D^∗ = V × W , h^∗ = h|D^∗ × Z_0 × Z_1 × . . . × Z_n, g^∗_i = g_i|D^∗ (i = 1, 2, . . . , n), Ćs alkalmazzuk az elŞzŞ tĆtelt D helyett a D^∗ halmazon.

8.4. MegjegyzĆs. A fenti tĆtelek egyes feltĆtelei măs feltĆtelek rovăsăra gyengąthetŞk, ągy măs văltozatokat is kaphatunk. Ilyen văltozatokkal kapcsolatban lăsd a Jărai [67] Ćs [72] dolgozatokat. K.-G. Grosse-Erdmann [49] dolgozatăban egy Ćrdekes ĂmĆrhetŞsĆgbŞl kŤvetkezik a folytonossăg" tąpusč tĆtelt bizonyątott be. Băr eredmĆnyei csak a Cauchy-tąpusč

f(G(x, y)) = h(y, f_1(x))

egyenletre alkalmazhatćk (ahol f Ćs f_1 az ismeretlen fĄggvĆnyek), a feltĆtelek meglepŞen gyengĆk, Ćs eredmĆnyei szămos a Cauchy-tąpusč egyenletekre vonatkozć korăbbi eredmĆnyt ăltalănosątanak. Durvăn szćlva, semmifĆle feltĆtelt nem tesz fel azzal kapcsolatban, hogy a h fĄggvĆny hogyan fĄgg y-tćl. Speciălisan, h fĄgghet f_0(y)-tćl, ahol f_0 tetszŞleges, Ćs az ĆrtĆkkĆszletĆre sincs semmilyen megszorątăs. A G belsŞ fĄggvĆnyre vonatkozć feltĆtelei is valamivel gyengĆbbek, mint a mi tĆteleinkben szereplŞ feltĆtelek. (Hasznăljunk t = G(x, y) helyettesątĆst lokălisan, hogy a feltĆteleket ŤsszevethessĄk.)

Sajnos, Grosse-Erdmann bizonyątăsa nem mŰkŤdik sok ismeretlen fĄggvĆnyt tartalmazć egyenletekre. Ha azonban technikăjăt ŤtvŤzzĄk a 18. paragrafus erŞs eredmĆnyeivel, akkor a szokăsos 3.1 feltĆtel mellett tŤbb ismeretlen fĄggvĆny esetĆn is teljesen kikĄszŤbŤlhetĄnk minden, a h fĄggvĆny y-tćl valć fĄggĆsĆvel kapcsolatos feltĆtelt.

8.5. TĆtel. Legyenek T , Z Ćs Z_i (i = 1, 2, . . . , n) topologikus terek, Y Ćs X_i (i = 1, 2, . . . , n) Hausdor¸-terek, Ćs tegyĄk fel, hogy D ⊂ T × Y . Legyenek f : T → Z, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n), f_i : X_i → Z_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs h : D × Z_1 × . . . × Z_n → Z fĄggvĆnyek, ν Radon-mĆrtĆk Y -on, μ_i pedig Radon-mĆrtĆk X_i-n (i = 1, 2, . . . , n). TegyĄk fel, hogy a t_0 ∈ T pontnak van megszămlălhatć kŤrnyezetbăzisa, Ćs az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek:

(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y)));

(2) bărmely rŤgzątett y ∈ Y -ra a h fĄggvĆny folytonos a tŤbbi văltozćban; (3) f_i Luzin μ_i-mĆrhetŞ az A_i rĆszhalmazăn X_i-nek (i = 1, 2, . . . , n);

9.§ MĆrhetŞ, majdnem mindenĄtti megoldăsok folytonossăga

(4) g_i folytonos D-n (i = 1, 2, . . . , n);

(5) lĆteznek olyan V nyąlt illetve K kompakt halmazok, hogy V × K ⊂ D, t_0 ∈ V , ν(K) > 0 Ćs K ⊂ ∩^n_{i=1}g^{−1}_{i,t0} (A_i);

(6) minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy ha B ⊂ K Ćs ν(B) ≥ ε, akkor μ_i (g_{i,t}(B)) ≥ δ minden 1 ≤ i ≤ n-re Ćs t ∈ V -re.

Ekkor f folytonos t_0-ban.

Bizonyątăs. Legyen t_m egy V -beli sorozat, amely t_0-hoz konvergăl. Alkalmazva a 18.5 tĆtelt a φ(y, t) = g_1(t, y), ha (t, y) ∈ V × K ŤsszefĄggĆssel de˛niălt φ fĄggvĆnyre Ćs a ν_K mĆrtĆkre, egy olyan t_{mk} rĆszsorozatot kapunk, amelyre f_1(g_1(t_{mk} , y)) → f_1(g_1(t_0, y)) majdnem minden y ∈ K-ra. MegismĆtelve ezt az eljărăst az f_2, g_2 fĄggvĆnyekkel Ćs a t_{mk} rĆszsorozattal, ennek a rĆszsorozatnak egy rĆszsorozatăt kapjuk, stb. VĆgĄl az eredeti t_m sorozat egy olyan t_{ml} rĆszsorozatăhoz jutunk, amellyel majdnem minden y ∈ K-ra f_i(g_i(t_{ml} , y)) → f_i(g_i(t_0, y)), ha 1 ≤ i ≤ n. RŤgzątve egy ilyen y ∈ K-t, a fĄggvĆnyegyenlet Ćs a h-ra vonatkozć feltĆtel alapjăn azt kapjuk, hogy mărmely T -beli t_m → t_0 sorozatnak van olyan t_{ml} rĆszsorozata, amelyre f(t_{ml} ) → f(t_0). TegyĄk fel, hogy f nem folytonos t_0-ban. Ekkor van olyan W kŤrnyezete f(t_0)-nak, amelyre f^{−1}(W ) nem kŤrnyezete t_0-nak. Legyen U_m, m = 1, 2, . . . egy megszămlălhatć kŤrnyezetbăzisa t_0-nak, Ćs vălasszunk egy t_m ∈ U_m \ f^{−1}(W ) sorozatot. Erre a sorozatra f(t_m) egyetlen rĆszsorozata sem konvergăl f(t_0)-hoz.

9.§ MĆrhetŞ, majdnem mindenĄtti megoldăsok folytonossăga 1960-ban Erd}os Păl a kŤvetkezŞ problĆmăt vetette fel: tegyĄk fel, hogy az f : R → R fĄggvĆny eleget tesz az

f(x + y) = f(x) + f(y)

Cauchy-egyenletnek (a sąkbeli Lebesgue-mĆrtĆkre nĆzve) majdnem minden (x, y) ∈ R^2-re. Igaz-e, hogy lĆtezik olyan g : R → R additąv fĄggvĆny, amellyel f(x) = g(x) (a szămegyenesen a Lebesgue-mĆrtĆkre nĆzve) majdnem minden x-re? A kĆrdĆsre N. G. de Bruijn Ćs W. B. Jurkat adtak, egymăstćl fĄggetlenĄl, pozitąv vălaszt. Tovăbbi hivatkozăsokat illetŞen lăsd Kuczma [111] kŤnyvĆt, 443{447. o.

Itt egy kapcsolćdć, szintĆn termĆszetes kĆrdĆssel foglalkozunk. TegyĄk fel, hogy a bevezetĆsben is tekintett, legăltalănosabb, iterăcićt nem tartalmazć tŤbbvăltozćs

(1) H(x, y, f(G(x, y)), f_1(G_1(x, y)), . . . , f_n(G_n(x, y))) = 0

egyenlet teljesĄl mĆrhetŞ f, f_1, f_2, . . . , f_n ismeretlen fĄggvĆnyekre Ćs R^r ×R^k valamely E nyąlt rĆszhalmazănak egy E^′ rĆszhalmazăbćl vett minden (x, y) părra, ahol az E \ E^′ halmaz R^r × R^k-beli Lebesgue-mĆrtĆke nulla. Minden fĄggvĆnyrŞl feltesszĄk, hogy valamely euklidĆszi tĆr valamely nyąlt rĆszhalmazăt kĆpezi le valamely euklidĆszi tĆrbe. Az adott H Ćs G, G_1, . . . , G_n

76 9.§ MĆrhetŞ, majdnem mindenĄtti megoldăsok folytonossăga

fĄggvĆnyekrŞl feltesszĄk, hogy simăk. Lehet-e talălni olyan fĄggvĆnyeket, amelyekre ~f = f Ćs ~f_i = f_i majdnem mindenĄtt, ha i = 1, . . . , n čgy, hogy az f, f_1, . . . , f_n fĄggvĆnyeket rendre az ~f, ~f_1, . . . , ~f_n fĄggvĆnyekkel helyettesątve, az (1) fĄggvĆnyegyenlet mindenĄtt teljesĄl E-n?

A 8. paragrafus eszkŤzei elĆg erŞsnek tĄnnek e problĆma kezelĆsĆhez. Meg fogjuk mutatni, hogy alkalmas feltĆtelek mellett a vălasz igen, Ćs az ~f, ~f_i, i = 1, . . . , n fĄggvĆnyek folytonosnak is vălaszthatćk. Azonban technikailag egyszerŰbb lesz a 18. paragrafus eszkŤzeit hasznălni, mint a 8. paragrafus eszkŤzeivel dolgozni.

ElŞszŤr az explicit Ćs implicit alak kŤzŤtti kapcsolattal foglalkozunk majdnem mindenĄtt fennăllć egyenletek esetĆn. Ezutăn kĆt tĆtelt bizonyątunk, az elsŞt egy ăltalănos esetre, a măsodikat vektor-vektor fĄggvĆnyekre, az elsŞ segątsĆgĆvel.

9.1. Az explicit Ćs implicit alak kŤzŤtti kapcsolat majdnem mindenĄtt teljesĄlŞ egyenletek esetĆn. Bizonyos feltĆtelek mellett, az

(1) H(x, y, f(G(x, y)), f_1(G_1(x, y)), . . . , f_n(G_n(x, y))) = 0

egyenletet itt is egy egyszerŰbb explicit egyenletre redukălhatjuk. Nevezetesen, tegyĄk fel, hogy az f(G(x, y)) tag kifejezhetŞ az (1) egyenletbŞl, Ćs x helyett egy čj t = G(x, y) văltozćt tudunk bevezetni. Ekkor a

(2) f(t) = h(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y))), (t, y) ∈ D^′

fĄggvĆnyegyenletet kapjuk. Itt D^′ az E^′ halmaz kĆpe az (x, y) → (G(x, y), y) lekĆpezĆsnĆl. FeltesszĄk, hogy ez a lekĆpezĆs di¸eomor˛zmus, amely az E nyąlt halmazt egy D nyąlt halmazra kĆpezi le, ągy ez a lekĆpezĆs Ćs az inverze is nulla Lebesgue-mĆrtĆkŰ halmazt nulla Lebesgue-mĆrtĆkŰ halmazba visznek. Ha kĆpesek vagyunk bebizonyątani, hogy az f fĄggvĆny T ĆrtelmezĆsi tartomănyănak van olyan T^′ rĆszhalmaza, hogy T \ T^′ nulla mĆrtĆkŰ Ćs f|T^′ (egyĆrtelmŰen) kiterjeszthetŞ egy, az egĆsz T -n Ćrtelmezett ~f folytonos fĄggvĆnnyĆ, akkor a (2) fĄggvĆnyegyenlet f helyett ~f-al is majdnem mindenĄtt teljesĄl D-n, nevezetesen teljesĄl a D^′_0 = D^′ ∩ (T^′ × R^k) halmazon. Ez azt jelenti, hogy ha f-et ~f-al helyettesątjĄk, akkor (1) mĆg mindig fennăll E_0 valamely E^′_0 rĆszhalmazăn, amelyre E \ E^′_0 nulla mĆrtĆkŰ. MegismĆtelve ezt f_1-el, olyan, az f_1-el majdnem mindenĄtt egyenlŞ, folytonos ~f_1 fĄggvĆnyt Ćs egy olyan E^′_1 rĆszhalmazăt kaphatjuk E^′_0-nek, hogy (1) teljesĄl E^′_1-en, ha f-et Ćs f_1-et helyettesątjĄk ~f-al illetve ~f_1-al. VĆgĄl az E egy olyan E^{′′} = E^′_n rĆszhalmazăhoz jutunk, amelyre E \ E^{′′} nulla mĆrtĆkŰ Ćs (1) fennăll E^{′′}-n, ha az f, f_1, . . . , f_n fĄggvĆnyeket rendre a velĄk majdnem mindenĄtt egyenlŞ ~f, ~f_1, . . . , ~f_n folytonos fĄggvĆnyekkel helyettesątjĄk. Mivel (1) bal oldala folytonos E-n, Ćs nulla az E^{′′} ⊂ E sŰrŰ halmazon, azt kapjuk, hogy (1) mindenĄtt teljesĄl E-n, ha az f, f_1, . . . , f_n fĄggvĆnyeket rendre az ~f, ~f_1, . . . , ~f_n fĄggvĆnyekkel helyettesątjĄk.

9.§ MĆrhetŞ, majdnem mindenĄtti megoldăsok folytonossăga

Źsszefoglalva, az (1) egyenletre vonatkozć problĆma a kŤvetkezŞ problĆmăra redukălhatć: TegyĄk fel, hogy a (2) egyenlet fennăll a D nyąlt halmaz egy olyan D^′ rĆszhalmazăn, amelyre D \ D^′ nulla mĆrtĆkŰ. Adjunk megfelelŞ feltĆteleket, amelyek mellett lĆtezik az f fĄggvĆny T ĆrtelmezĆsi tartomănyănak egy alkalmas T^′ rĆszhalmaza, hogy T \T^′ nulla mĆrtĆkŰ Ćs az f|T^′ fĄggvĆny (egyĆrtelmŰen) kiterjeszthetŞ egy, a T halmazon Ćrtelmezett ~f folytonos fĄggvĆnnyĆ. Megmutatjuk, hogy a T ′ halmaz vălaszthatć mindazon t ∈ T pontok halmazănak, amelyekre a {y : (t, y) ∈ D \D^′} halmaz nulla mĆrtĆkŰ. Fubini tĆtele szerint T \ T^′ nulla mĆrtĆkŰ. Ŕltalănosabban, az ~f fĄggvĆnyt meghatărozza a T^′ bărmely olyan rĆszhalmaza, amely mĆg sŰrŰ T -ben. Ezt sokkal ăltalănosabb feltĆtelek mellett mutatjuk meg a kŤvetkezŞ tĆtelben. A bizonyątăs hasznălja a 18.5 tĆtelt.

EmlĆkeztetĄnk ră, hogy topolćgiăbćl Bourbaki [26] terminolćgiăjăt hasznăljuk, Ćs a fĄggvĆnynek egy adott pontban vett hatărĆrtĆkĆt Bourbaki az adott pont kizărăsa nĆlkĄl de˛niălja.

9.2. TĆtel. Legyenek T Ćs Z_i (i = 1, 2, . . . , n) topologikus terek, Z, Y Ćs X_i (i = 1, 2, . . . , n) Hausdor¸-terek. TegyĄk fel, hogy D ⊂ T × Y , T^′ ⊂ T , X^′_i ⊂ X_i. Legyenek f : T^′ → Z, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n), f_i : X^′_i → Z_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs h : D × Z_1 × . . . × Z_n → Z fĄggvĆnyek, ν Radon-mĆrtĆk Y -on, μ_i pedig Radon-mĆrtĆk X_i-n, amelyre μ_i(X_i \ X^′_i) = 0 (i = 1, 2, . . . , n). TegyĄk fel, hogy a t_0 ∈ T pontnak van megszămlălhatć kŤrnyezetbăzisa, Ćs az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek:

(1) minden rŤgzątett y ∈ Y -ra a h fĄggvĆny folytonos a tŤbbi văltozćjăban; (2) f_i Luzin μ_i-mĆrhetŞ az A_i mĆrhetŞ rĆszhalmazăn X_i-nek (i = 1, 2, . . . , n); (3) g_i folytonos D-n (i = 1, 2, . . . , n);

(4) lĆteznek olyan V nyąlt illetve K kompakt halmazok, hogy V × K ⊂ D, t_0 ∈ V , ν(K) > 0 Ćs K ⊂ ∩^n_{i=1}g^{−1}_{i,t0} (A_i);

(5) minden ε > 0-hoz lĆtezik δ > 0 čgy, hogy B ⊂ K Ćs ν(B) ≥ ε esetĆn μ_i (g_{i,t}(B)) ≥ δ, hacsak 1 ≤ i ≤ n Ćs t ∈ V ;

(6) van olyan V^′ rĆszhalmaza T^′ ∩ V -nek, amelynek a lezărtjăban benne van t_0, Ćs amelyre t ∈ V^′ esetĆn majdnem minden y ∈ K-ra teljesĄl, hogy f(t) = h(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y))).

Ekkor lĆtezik lim_{t∈V} ′_{,t→t0} f(t).

Bizonyątăs. Legyen t_m egy V^′-beli t_0-hoz konvergălć sorozat. A φ(y, t) = g_1(t, y), ha (t, y) ∈ V × K ŤsszefĄggĆssel de˛niălt φ fĄggvĆnyre Ćs a ν_K mĆrtĆkre alkalmazva a 18.5 tĆtelt, egy olyan t_{mk} rĆszsorozatot kapunk, amelyre f_1(g_1(t_{mk} , y)) → f_1(g_1(t_0, y)) majdnem minden y ∈ K-ra. MegismĆtelve ezt az f_2, g_2 fĄggvĆnyekkel Ćs a t_{mk} rĆszsorozattal, a rĆszsorozat egy rĆszsorozatăt kapjuk, stb. VĆgĄl az eredeti t_m sorozat egy olyan t_{ml} rĆszsorozatăt kapjuk, amelyre majdnem minden y ∈ K-ra f_i(g_i(t_{ml} , y)) → f_i(g_i(t_0, y)), ha 1 ≤ i ≤ n. RŤgzątve bărmely ilyen y ∈ K-t, a h-ra tett feltevĆs Ćs a fĄggvĆnyegyenlet alapjăn azt kapjuk, hogy bărmely V^′-beli t_m → t_0 sorozatnak

78 9.§ MĆrhetŞ, majdnem mindenĄtti megoldăsok folytonossăga

van olyan t_{ml} rĆszsorozata, amelyre f(t_{ml} ) konvergens. TermĆszetesen ennek a rĆszsorozatnak a z_0 ∈ Z hatărĆrtĆke nem fĄgg y-tćl. Ŋgy egy olyan K^′ ⊂ K halmaz minden y pontjăra, amelyre ν(K \ K^′) = 0, azt kapjuk, hogy

(7) z_0 = h(t_0, y, f_1(g_1(t_0, y)), . . . , f_n(g_n(t_0, y))).

TegyĄk fel, hogy nem igaz, hogy lim_{t∈V} ′_{,t→t0} f(t) = z_0. Ekkor van olyan W kŤrnyezete z_0-nak, hogy az f a t_0 egyetlen U kŤrnyezetĆre sem kĆpezi az U ∩ V^′ halmazt W -be. Legyen U_m, m = 1, 2, . . . egy megszămlălhatć kŤrnyezetbăzisa t_0-nak, Ćs vălasszunk olyan t^′_m ∈ U_m ∩ V^′ sorozatot, amelyre f(t_m) ∉ W . MegismĆtelve a fenti gondolatmenetet t^′_m-el, egy olyan t^′_{mj} rĆszsorozatot kapunk, amelyre majdnem minden y ∈ Kra f_i(g_i(t^′_{mj} , y)) → f_i(g_i(t_0, y)). Most ha vălasztunk egy olyan y ∈ K^′-t, amelyre konvergencia teljesĄl, akkor a fĄggvĆnyegyenletet Ćs (7)-et felhasznălva ellentmondăst kapunk.

9.3. TĆtel. Legyen Z regulăris tĆr, Z_i (i = 1, 2, . . . , n) topologikus tĆr Ćs T egy elsŞ megszămlălhatć topologikus tĆr. Legyen Y nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, X_i nyąlt rĆszhalmaza R^{ri} -nek (i = 1, 2, . . . , n) Ćs D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak. Legyen T^′ a T egy sŰrŰ rĆszhalmaza, f : T^′ → Z, g_i : D → X_i Ćs h : D × Z_1 × . . . × Z_n → Z fĄggvĆnyek. TegyĄk fel, hogy az f_i fĄggvĆnyek az X_i-n λ^{ri} -majdnem mindenĄtt de˛niălt, Z_i-beli ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek (i = 1, 2, . . . , n), Ćs az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden t ∈ T^′-re λ^k-majdnem minden y ∈ D_t-re

f(t) = h(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y)));

(2) bărmely rŤgzątett y ∈ Y -ra a h fĄggvĆny folytonos a tŤbbi văltozćjăban; (3) az f_i fĄggvĆny λ^{ri} -mĆrhetŞ az ĆrtelmezĆsi tartomănyăn (i = 1, 2, . . . , n);

(4) g_i Ćs a

∂g_i ∂y parciălis derivăltja folytonos D-n (i = 1, 2, . . . , n);

(5) minden t ∈ T -hez van olyan y, hogy (t, y) ∈ D Ćs a

∂g_i ∂y parciălis derivălt

rangja r_i a (t, y) ∈ D pontban (i = 1, 2, . . . , n).

Ekkor f-nek egy Ćs csak egy folytonos kiterjesztĆse lĆtezik T -re.

Bizonyątăs. A tĆtelt az elŞzŞ tĆtelre fogjuk visszavezetni. Megmutatjuk, hogy a lim_{t∈T} ′_{,t→t0} f(t) hatărĆrtĆk minden t_0 ∈ T -re lĆtezik. Ha ezt belătjuk, akkor a kiterjesztĆst ezzel a hatărĆrtĆkkel Ćrtelmezve, a bizonyątăs teljes.

Egy adott t_0-hoz vălasszunk olyan y_0-t, amelyre (t_0, y_0) ∈ D Ćs

∂g_i ∂y rangja r_i a (t_0, y_0) pontban (i = 1, 2, . . . , n). A hatărĆrtĆk lĆtezĆsĆnek bizonyątăsăhoz D-t egy alkalmas kisebb D^∗ halmazzal fogjuk helyettesąteni. A 3.10 lemma szerint lĆteznek a t_0 illetve y_0 pontoknak V illetve W kŤrnyezetei az alăbbi tulajdonsăgokkal:

10.§ Baire-tulajdons«ag «es a folytonoss«ag

(6) minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy ha 1 ≤ i ≤ n, t ∈ V , B ⊂ W Ćs λ^k(B) ≥ ε, akkor λ^{ri} (g_{i,t}(B)) ≥ δ;

(7) a g^{−1}_{i,t} (dmn f_i) ∩ W rĆszhalmaza R^k-nak λ^k-mĆrhetŞ, ha 1 ≤ i ≤ n Ćs t ∈ V ;

(8) W kompakt, V × W ⊂ D Ćs

λ^k

(^n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t0} (dmn f_i) ∩ W ) > 0.

Legyen D^∗ = V × W , h^∗ = h|D^∗ × Z_1 × . . . × Z_n, g^∗_i = g_i|D^∗ (i = 1, 2, . . . , n), Ćs alkalmazzuk az elŞzŞ tĆtelt a D^∗ halmazzal D helyett.

10.§ Baire-tulajdons«ag «es a folytonoss«ag A 8. paragrafus eredmĆnyeihez hasonlć ăllątăsok bizonyąthatćk fĄggvĆnyegyenletek Baire-tulajdonsăgč megoldăsaival kapcsolatban. Ilyen irănyč ăltalănos eredmĆnyek talălhatćk mĆg Haupt [51], Sander [141] illetve Grosse-Erdmann [49] dolgozatăban is. Itt is a legăltalănosabb eset vizsgălatăval kezdjĄk, Ćs annak specializălăsăval nyerĄnk egy kevĆsbĆ ăltalănos, de jobban kezelhetŞ eredmĆnyt. Ezek az eredmĆnyek a Jărai [67] dolgozatban kerĄltek publikălăsra. VĆgĄl Grosse-Erdmann eredmĆnyĆnek ăltalănosątăsăt adjuk (publikălatlan). Tovăbbi hivatkozăsokat illetŞen lăsd az idĆzett dolgozatokat.

10.1. TĆtel. Legyenek T , Y Ćs X_i (i = 1, 2, . . . , n) topologikus terek, Z_0 egy σ-kompakt tĆr, Z teljesen regulăris tĆr Ćs Z_i megszămlălhatć băzisč topologikus tĆr (i = 1, 2, . . . , n). Legyen D ⊂ T × Y , A_i ⊂ X_i (i = 1, 2, . . . , n), t_0 ∈ T Ćs tekintsĄk az f : T → Z, f_0 : Y → Z_0, g_i : D → X_i, f_i : X_i → Z_i (i = 1, 2, . . . , n), h : D × Z_0 × Z_1 × . . . × Z_n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y))) ;

(2) h folytonos;

(3) f_i Baire-tulajdonsăgč az A_i rĆszhalmazăn X_i-nek (i = 1, 2, . . . , n); (4) g_i folytonos (i = 1, 2, . . . , n);

(5) lĆteznek olyan V Ćs K halmazok, hogy V × K ⊂ D, V nyąlt, t_0 ∈ V , K măsodik kategćriăjč Baire-tulajdonsăgč halmaz Ćs

K ⊂ n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i);

(6) ha B egy măsodik kategćriăjč rĆszhalmaza Y -nak Ćs B ⊂ K, akkor g_{i,t}(B) măsodik kategćriăjč rĆszhalmaza X_i-nek, ha 1 ≤ i ≤ n Ćs t ∈ V .

80 10.§ Baire-tulajdons«ag «es a folytonoss«ag

Ekkor f folytonos a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. Mivel A_i Baire-tulajdonsăgč halmaz, lĆteznek olyan E_i, M^′_i Ćs M^{′′}_i halmazok, hogy E_i nyąlt X_i-ben, M^{′′}_i ⊂ E_i, tovăbbă az M^′_i , M^{′′}_i rĆszhalmazai X_i-nek elsŞ kategćriăjčak, M^′_i ∩E_i = ∅ Ćs A_i = (E_i \M^{′′}_i )∪M^′_i . ElŞszŤr megmutatjuk, hogy lĆteznek olyan V^′ Ćs K^′ halmazok, hogy V^′ nyąlt T -ben, K^′ măsodik kategćriăjč Baire-tulajdonsăgč halmaz Y -ban, t_0 ∈ V^′ ⊂ V , V^′ × K^′ ⊂ D, Ćs K^′ ⊂ K, tovăbbă

K^′ ⊂ n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t} (E_i) minden t ∈ V^′-re.

Legyen K^{′′} = K ∩ (∩^n_{i=1}g^{−1}_{i,t0} (E_i)). Mivel (6) szerint K ∩ g^{−1}_{i,t0} (M^′_i ) elsŞ kategćriăjč Y -ban, ha 1 ≤ i ≤ n, (5)-b}ol azt kapjuk, hogy

K \ K^{′′} ⊂ n⋃ i=1 ( K ∩ g^{−1}_{i,t0} (M^′_i ) )

elsŞ kategćriăjč Y -ban. Innen K^{′′} măsodik kategćriăjč Baire-tulajdonsăgč halmaz Y -ban, Ćs

K^{′′} ⊂ n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t0} (E_i).

Legyen y_0 egy olyan pontja K^{′′}-nek, hogy bărmely, y_0-t tartalmazć W nyąlt halmazra W ∩ K^{′′} măsodik kategćriăjč Y -ban. Mivel a g_i fĄggvĆnyek folytonosak D-n, a g^{−1}_i (E_i) halmazok nyąltak Ćs tartalmazzăk a (t_0, y_0) pontot, ągy lĆteznek olyan V^′ Ćs W^′ nyąlt halmazok, amelyekre t_0 ∈ V^′ ⊂ V , y_0 ∈ W^′ ⊂ Y Ćs

(V^′ × W^′) ∩ D ⊂ n⋂ i=1 g^{−1}_i (E_i).

Vilăgos, hogy a K^′ = K^{′′} ∩ W^′ halmaz eleget tesz a megkąvănt feltĆteleknek.

A bizonyątăs teljes lesz, ha megmutatjuk, hogy f folytonos V^′-n. Legyen t ∈ V^′ Ćs legyen U egy kŤrnyezete f(t)-nek Z-ben. Mivel az f_i fĄggvĆnyek Baire-tulajdonsăgčak az A_i halmazon, Ćs Z_i megszămlălhatć băzisč, lĆtezik egy M^{′′′}_i ⊂ A_i elsŞ kategćriăjč rĆszhalmaza X_i-nek čgy, hogy f_i megszorątăsa A_i \ M^{′′′}_i -re folytonos. Legyen M_i = M^{′′}_i ∪ M^{′′′}_i . Ekkor f_i megszorątăsa E_i \ M_i-re folytonos (i = 1, 2, . . . , n). Mivel (6) szerint a K^′ ∩ g^{−1}_{i,t} (M_i) halmazok elsŞ kategćriăjčak Y -ban, a

K^{′′′} = K^′ ∩

(_n ⋂ i=1 g^{−1}_{i,t} (E_i \ M_i) )

halmaz măsodik kategćriăjč Baire-tulajdonsăgč halmaz Y -ban. Legyen B_1, B_2, . . . kompakt halmazok egy nŤvekvŞ sorozata Z_0-ban, amelynek egyesątĆse Z_0. Mivel_∞ ⋃ j=1 ( K^{′′′} ∩ f^{−1}_0 (B_j) ) = K^{′′′},

10.§ Baire-tulajdons«ag «es a folytonoss«ag

lĆtezik olyan C_0 = B_j kompakt rĆszhalmaza Z_0-nak, amelyre f^{−1}_0 (C_0) ∩ K^{′′′} măsodik kategćriăjč Y -ban. Legyen y egy olyan pontja ennek a halmaznak, hogy y minden W nyąlt kŤrnyezetĆre W ∩f^{−1}_0 (C_0)∩K^{′′′} măsodik kategćriăjč Y -ban. Az x_i = g_i(t, y) Ćs z_i = f_i(x_i), i = 1, 2, . . . , n jelŤlĆsekkel azt kapjuk, hogy x_i ∈ E_i \ M_i, f_0(y) ∈ C_0 Ćs

f(t) = h(t, y, f_0(y), z_1, . . . , z_n).

Vălasszunk egy olyan uniformităst Z-n, amely kompatibilis Z topolćgiăjăval. Talălhatunk olyan α re‚exąv szimmetrikus relăcićt Z uniformităsăbćl, amelyre z ∈ U, ha a z Ćs f(t) pontok α-kŤzel vannak Z-ben. A 3.3 segĆdtĆtel szerint, lĆtezik olyan V^{′′} kŤrnyezete t-nek, W^{′′} kŤrnyezete y-nak, Ćs U_i kŤrnyezete z_i-nek, hogy ha t^′ ∈ V^{′′}, y^′ ∈ W^{′′} Ćs z^′_i, z^{′′}_i ∈ U_i, akkor h(t, y^′, z_0, z^′_1, . . . , z^′_n) Ćs h(t^′, y^′, z_0, z^{′′}_1 , . . . , z^{′′}_n) α-kŤzel vannak minden z_0 ∈ C_0-ra. Felhasznălva, hogy f_i megszorątăsa E_i \ M_i-re folytonos x_i-ben, vălaszthatunk olyan V_i nyąlt kŤrnyezetĆt x_i-nek E_i-ben, amelyre f_i(x^′_i) ∈ U_i (i = 1, 2, . . . , n), hacsak x^′_i ∈ V_i \ M_i. Mivel g_i folytonos a (t, y) pontban, lĆteznek olyan V^{′′′} Ćs W^{′′′} nyąlt halmazok, amelyekre t ∈ V^{′′′} ⊂ V^{′′} ∩ V^′, y ∈ W^{′′′} ⊂ W^{′′} ∩W^′, Ćs g_i(V^{′′′} ×W^{′′′}) ⊂ V (i = 1, 2, . . . , n). Ez azt mutatja, hogy

W^{′′′} ∩ f^{−1}_0 (C_0) ∩ K^{′′′} ⊂ n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t}′ (V_i),

ha t^′ ∈ V^{′′′}. A (6) feltĆtel szerint, a K^{′′′} ∩ g^{−1}_{i,t}′ (M_i) halmazok elsŞ kategćriăjčak Y -ban, ha t^′ ∈ V^{′′′}, ągy a

W^{′′′} ∩ f^{−1}_0 (C_0) ∩ K^{′′′} ∩

(^n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t} (V_i \ M_i) ) ∩ (^n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t}′ (V_i \ M_i) )

halmaz nem Ąres, ha t^′ ∈ V^{′′′}. Legyen y^′ egy tetszŞleges eleme ennek a halmaznak. Ekkor (t, y^′) ∈ D, (t^′, y^′) ∈ D, f_0(y^′) = z_0 ∈ C_0, tovăbbă g_i(t, y^′) ∈ V_i \ M_i, g_i(t^′, y^′) ∈ V_i \ M_i, ha i = 1, 2, . . . , n. EbbŞl kŤvetkezik, hogy f_i (g_i(t, y^′)) = z^′_i ∈ U_i, f_i (g_i(t^′, y^′)) = z^{′′}_i ∈ U_i, ha i = 1, 2, . . . , n, Ćs V^{′′′}, W^{′′′}, C_0 Ćs U_i (i = 1, 2, . . . , n) vălasztăsa miatt azt kapjuk, hogy

f(t) = h (t, y^′, f_0(y^′), f_1 (g_1(t, y^′)) , . . . , f_n (g_n(t, y^′))) Ćs f(t^′) = h (t^′, y^′, f_0(y^′), f_1 (g_1(t^′, y^′)) , . . . , f_n (g_n(t^′, y^′)))

α-kŤzel vannak Z-ben, azaz f(t^′) ∈ U. Ez azt mutatja, hogy f folytonos V^′-n.

10.2. TĆtel. Legyen T topologikus tĆr, Y nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, X_i nyąlt rĆszhalmaza R^{ri} -nek (i = 1, 2, . . . , n), Z teljesen regulăris tĆr, Z_0 egy σ-kompakt tĆr, Ćs Z_i (i = 1, 2, . . . , n) megszămlălhatć băzisč topologikus tĆr. Legyen D egy nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak. TekintsĄk az f : T → Z, f_0 : Y → Z_0, g_i : D → X_i, f_i : X_i → Z_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs h : D ×Z_0 ×Z_1 × . . . × Z_n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy t_0 ∈ T Ćs az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek:

82 10.§ Baire-tulajdons«ag «es a folytonoss«ag

(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y))) ;

(2) h folytonos;

(3) f_i Baire-tulajdonsăgč az A_i rĆszhalmazăn X_i-nek (i = 1, 2, . . . , n); (4) g_i folytonos (i = 1, 2, . . . , n); (5) ⋂_n

i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i) măsodik kategćriăjč rĆszhalmaza Y -nak;

(6) a

∂g_i ∂y parciălis derivăltak folytonosak Ćs rangjuk r_i minden (t, y) ∈ D-re (i = 1, 2, . . . , n).

Ekkor f folytonos a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. A tĆtelt a 4.3 segĆdtĆtel segątsĆgĆvel az elŞzŞ tĆtelre vezetjĄk vissza. ElĆg megmutatni, hogy az elŞzŞ tĆtel (5) Ćs (6) feltĆtelei teljesĄlnek, ha K-t Ćs V -t megfelelŞen vălasztjuk. Mivel jelen tĆtelĄnk (5) feltĆtele szerint_n ⋂ i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i)

măsodik kategćriăjč halmaz Y -ban, lĆtezik olyan y_0, amelyre (t_0, y_0) ∈ D Ćs y_0 minden nyąlt W kŤrnyezetĆre a W ∩ (^n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i) )

halmaz măsodik kategćriăjč. A 4.3 segĆdtĆtel felhasznălăsăval, vălaszthatunk olyan V Ćs W nyąlt halmazokat, hogy az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (7) g_{i,t}(B) măsodik kategćriăjč rĆszhalmaza R^{ri} -nek, ha i = 1, 2, . . . , n, t ∈ V , B ⊂ W Ćs B măsodik kategćriăjč;

(8) W ∩ (⋂_n i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i) ) măsodik kategćriăjč Baire-tulajdonsăgč halmaz Y -ban;

(9) V × W ⊂ D, t_0 ∈ V Ćs y_0 ∈ W . Legyen K = W ∩

(^n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i) ) . Ekkor az elŞzŞ tĆtel feltĆtelei teljesĄlnek, Ćs ągy a bizonyątăs teljes.

10.3. MegjegyzĆs. A fenti tĆtelek egyes feltĆtelei măs feltĆtelek rovăsăra gyengąthetŞk, ągy măs văltozatokat is kaphatunk. Ilyen văltozatokkal kapcsolatban lăsd a Jărai [67] Ćs [72] dolgozatokat.

K.-G. Grosse-Erdmann [49] dolgozatăban egy ĂBaire-tulajdonsăgbćl kŤvetkezik a folytonossăg" tąpusč tĆtelt bizonyątott az

f(G(x, y)) = h(y, f_1(x))

10.§ Baire-tulajdons«ag «es a folytonoss«ag

egyenletre (f Ćs f_1 az ismeretlen fĄggvĆnyek). A t = G(x, y) helyettesątĆs utăn lăthatć, hogy tĆtelĆnek feltĆtelei nem nagyon kĄlŤnbŤznek a mi (korăbban elĆrt) eredmĆnyeinkben szereplŞ feltĆtelektŞl, kivĆve, hogy năla semmilyen megkŤtĆs sem szerepel a h fĄggvĆny y-tćl valć fĄggĆsĆvel kapcsolatban. Az alăbbi tĆtel az Ş eredmĆnyĆnek ([49], Theorem 5.B1) ăltalănosątăsa sok ismeretlen fĄggvĆny esetĆre. A bizonyątăs felhasznălja a 19. paragrafus egy ăltalănos eredmĆnyĆt.

10.4. TĆtel. Legyenek T , Z, Y , Z_i Ćs X_i (i = 1, 2, . . . , n) topologikus terek, D ⊂ T × Y . TekintsĄk az f : T → Z, g_i : D → X_i, f_i : X_i → Z_i (i = 1, 2, . . . , n), h : D ×Z_1 ×. . .×Z_n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy a t_0 ∈ T pontnak van megszămlălhatć kŤrnyezetbăzisa, Ćs az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek:

(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y)));

(2) minden rŤgzątett y ∈ Y -ra a h fĄggvĆny folytonos a tŤbbi văltozćjăban; (3) f_i Luzin-Baire tulajdonsăgč az A_i rĆszhalmazăn X_i-nek (i = 1, 2, . . . , n); (4) g_i folytonos D-n (i = 1, 2, . . . , n);

(5) lĆteznek V Ćs K halmazok čgy, hogy V × K ⊂ D, V nyąlt, t_0 ∈ V , K Baire-tulajdonsăgč, măsodik kategćriăjč Ćs K ⊂ n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i);

(6) ha B ⊂ K măsodik kategćriăjč rĆszhalmaza Y -nak, akkor g_{i,t}(B) măsodik kategćriăjč rĆszhalmaza X_i-nek, ha 1 ≤ i ≤ n Ćs t ∈ V .

Ekkor f folytonos t_0-ban.

Bizonyątăs. Legyen t_m egy V -beli sorozat, amely t_0-hoz konvergăl. A 19.4 tĆtelt alkalmazva a φ(y, t) = g_1(t, y), ha (t, y) ∈ V × K ŤsszefĄggĆssel de˛niălt φ fĄggvĆnyre, azt kapjuk, hogy f_1(g_1(t_m, y)) → f_1(g_1(t_0, y)) minden y ∈ K-ra, kivĆve egy elsŞ kategćriăjč halmaz pontjait. MegismĆtelve ezt az f_2, g_2 fĄggvĆnyekkel, stb., azt kapjuk, hogy egy elsŞ kategćriăjč halmaz pontjait kivĆve minden y ∈ K-ra f_i(g_i(t_m, y) → f_i(g_i(t_0, y), ha 1 ≤ i ≤ n. RŤgzątve bărmely ilyen y ∈ K-t, a fĄggvĆnyegyenlet Ćs a h-ra tett feltevĆs szerint, ha t_m → t_0 a T -ben, akkor f(t_m) → f(t_0). Mivel t_0-nak van megszămlălhatć kŤrnyezetbăzisa, ebbŞl kŤvetkezik, hogy f folytonos t_0-ban.

84 11.§ Folytonoss«ag «es Lipschitz-tulajdons«ag

IV. Differenciálhatóság és analitikusság

11.§ Folytonoss«ag «es Lipschitz-tulajdons«ag Ennek a paragrafusnak az eredmĆnyei | Ćs a kŤvetkezŞ paragrafusok szămos eredmĆnye is | az alăbbi tąpusč paramĆteres integrălok paramĆter szerinti di¸erenciălhatćsăgăn mčlik:

F (t) = ∫ g_t(S)

h(t, x) dλ^k(x).

TermĆszetesen ilyen paramĆteres integrălok di¸erenciălhatćsăga elĆg sima h Ćs g fĄggvĆnyek esetĆn klasszikus, Ćs pĆldăul a hidrodinamika egyenleteinek levezetĆsĆnĆl szerepel: lăsd pĆldăul Zeidler [165], IV., 441{445. o. Szămunkra az lesz a fontos, hogy nem szĄksĆges feltenni h simasăgăt. Egy ilyen tĆtelt Jărai [72]-ben h Ćs ∂h∂t folytonossăgăt Ćs g kĆtszer di¸erenciălhatćsăgăt feltĆve bizonyątottam. Laczkovich Miklćs, kandidătusi dolgozatom opponense rămutatott, hogy g egyszeri folytonos di¸erenciălhatćsăga is elegendŞ, Ćs văzolt egy | nem teljes | bizonyątăst. Itt simątăs segątsĆgĆvel erre az Ćlesebb văltozatra adunk bizonyątăst; ez a [79] dolgozatban kerĄlt publikălăsra. Băr az ăramok Ćs di¸erenciălformăk homotćpia formulăjănak (lăsd Federer [42], 363. o.) hasznălata nĆmileg egyszerŰsątenĆ a bizonyątăst, a lĆnyege nem văltozna. EzĆrt a [72] dolgozatban is hasznălt elemi mćdszernĆl maradunk.

Az ebben a paragrafusban nyert eredmĆnyeink nagy rĆsze nem a tŤbbi paragrafusban vizsgălt legăltalănosabb egyenlettąpusra vonatkozik. ElŞszŤr Ťsszeg alakč fĄggvĆnyegyenletek esetĆre bizonyątunk egy Ăfolytonossăgbćl kŤvetkezik a folytonos di¸erenciălhatćsăg" tąpusč tĆtelt. Ez az eredmĆny igen hasznos lesz a tovăbbiakban. MegjegyezzĄk, hogy nĆmileg ăltalănosabb egyenletek is vizsgălhatćk ezzel a mćdszerrel: lăsd az utolsć fejezetben tărgyalt alkalmazăsokat. Ezutăn egy, csak hărom ismeretlen fĄggvĆnyt tartalmazć ĂCauchy-tąpusč" speciălis egyenlettel fogalkozunk. Ezek az eredmĆnyek a Jărai [72] dolgozatban kerĄltek publikălăsra. (A 11.4 tĆtel megfogalmazăsa ott eląrăst tartalmaz.) VĆgĄl egy, az 1.17 problĆmăban szereplŞ ăltalănos egyenlettąpusra vonatkozć, de egy plusz kompaktsăgi feltĆtelt tartalmazć tĆtelt bizonyątunk. Ennek elsŞ văltozata valćs văltozćs, valćs ĆrtĆkŰ megoldăsokra vonatkozott (ekkor a becslĆsek egyszerŰbbek), Ćs a J«arai [84] dolgozatban kerĄlt publikălăsra. Az ăltalănosabb văltozat a Jărai [82] dolgozatban szerepel. Băr ez nem oldja meg az 1.17 problĆma Ăfolytonossăgbćl

11.§ Folytonoss«ag «es Lipschitz-tulajdons«ag

kŤvetkezik a majdnem mindenĄtti di¸erenciălhatćsăg" lĆpĆsĆt teljes ăltalănossăgban, nagyon sok konkrĆt problĆma megoldăsăra elegendŞ: lăsd a 21.12 pontban a ĂkockakettŞzĆs egyenletĆt" Ćs a Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny karakterizăcićjăt a 23. paragrafusban.

11.1. TĆtel. Legyen S egy nem Ąres belsejŰ szimplex R^k-ban, Ćs legyenek U, V Ćs W nyąlt rĆszhalmazai R^k-nak, R^s-nek, illetve R^k-nak. Legyen g : (t, y) → x egy fĄggvĆny, amely V × W -t U-ba kĆpezi le, h : (t, x) → z pedig egy V × U-t R-be kĆpezŞ fĄggvĆny. TegyĄk fel, hogy S ⊂ W Ćs (1) g folytonosan di¸erenciălhatć, (Jg_t)(y) ≠ 0, ha t ∈ V Ćs y ∈ W Ćs g_t invertălhatć minden t ∈ V -re;

(2) h Ćs ∂h∂t folytonosak. Ekkor a F (t) = ∫ g_t(S)

h(t, x) dλ^k(x) ha t ∈ V

ŤsszefĄggĆssel de˛niălt fĄggvĆny folytonosan di¸erenciălhatć V -n, Ćs parciălis derivăltjai korlătosak H^′G^′λ^k(S) + (k + 1)HG^kχ^{k−1}(∂S)

korlăttal, ahol H a h, H^′ a ∂h ∂t_i parciălis derivăltak korlătja a g_t(S), t ∈ V halmazokon, G^′ a Jg_t Jacobi-determinăns abszolčt ĆrtĆkĆnek, G pedig a g gradiense normăjănak a korlătja V × S-en.

Bizonyątăs. Az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy V ŤsszefĄggŞ Ćs W konvex, ągy a Jg_t Jacobi-determinăns nem vălt elŞjelet, ha y befutja W -t Ćs t befutja V -t. Legyen i egy index 1 Ćs s kŤzŤtt. Az elsŞ lĆpĆsben meg fogjuk mutatni, hogy ∂F∂t_i lĆtezik Ćs megadunk ră egy formulăt, feltĆve, hogy g Ćs h elĆg simăk. A măsodik lĆpĆsben ennek a formulănak a felhasznălăsăval megmutatjuk, hogy ∂F∂t_i folytonos. A harmadik lĆpĆsben az ăltalănos esetet kezdjĄk vizsgălni g Ćs h simątăsănak segątsĆgĆvel. A negyedik lĆpĆsben megmutatjuk, hogy a formula, amit a sima esetben kaptunk, ĆrvĆnyes az ăltalănos esetben is. Az ŤtŤdik lĆpĆs teljessĆ teszi a bizonyątăst.

I. ElŞszŤr tegyĄk fel, hogy h folytonosan di¸erenciălhatć Ćs g kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć. HelyettesątĆssel azt kapjuk, hogy

F (t) = ∫ S h(t, g_t(y))Jg_t(y) dλ^k(y),

Ćs ągy g koordinătăit felsŞ indexekkel jelŤlve, ∂F ∂t_i

(t) = ∫ S ∂h ∂t_i

(t, g_t(y))Jg_t(y) dλ^k(y) + ∫ S k∑ j=1 ( ∂h ∂x_j

(t, g(t, y))

∂g^j ∂t_i

(t, y) ) Jg_t(y) dλ^k(y) + ∫ S h(t, g(t, y))(∂_{ti} Jg_t)(y) dλ^k(y).

86 11.§ Folytonoss«ag «es Lipschitz-tulajdons«ag

VisszatĆrve g_t(S) feletti integrălokra, vizsgăljuk a măsodik Ćs harmadik integrălt. Ha H(t, x) jelŤli azt a vektor ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyt, amelynek j-edik koordinătăja h(t, x) ∂g^j∂t_i (t, g^{−1}_t (x)), akkor

div H_t(x) = k∑ j=1 ∂h ∂x_j

(t, x)

∂g^j ∂t_i

(t, g^{−1}_t (x))

+ k∑ j=1 h(t, x) ∂ ∂x_j ( ∂g^j ∂t_i ( t, g^{−1}_t (x) ) ) , ągy, ha χ^n jelŤli az n-dimenzićs Hausdor¸-mĆrtĆket, a măsodik Ćs harmadik integrălbćl a Gauss{Green tĆtel felhasznălăsăval, n-el jelŤlve a kĄlsŞ normălist, azt kapjuk, hogy ∫ g_t(∂S)

h(t, x) ⟨ ∂g ∂t_i

(t, g^{−1}_t (x), n(t, x) ⟩ dχ^{k−1}(x) + ∫ g_t(S)

h(t, x)G(t, x) dλ^k(x),

ahol

G(t, x) = (∂_{ti} Jg_t)(g^{−1}_t (x))(Jg^{−1}_t )(x) − k∑ j=1 ∂ ∂x_j ( ∂g^j ∂t_i

(t, g^{−1}_t (x)) ) . Megmutatjuk, hogy G nulla. JelŤlje g_t a g_t inverzĆt, [e_1, . . . , e_k] pedig az e_1, . . . , e_k vektorrendszer determinănsăt. JelŤljĄk felsŞ indexekkel a koordinătăkat. Ekkor

(∂_{ti} Jg_t)Jg_t = ( ∂_{ti} [ ∂g ∂y_1

, . . . , ∂g ∂y_k ]) Jg_t = k∑ j=1 [ ∂g ∂y_1

, . . . , ∂g ∂y_{j−1} , ∂^2g ∂t_i∂y_j , ∂g ∂y_{j+1}

, . . . , ∂g ∂y_k ] Jg_t. Ha ∂^2g ∂t_i∂y_j = k∑ n=1 c^n_j ∂g ∂y_n , akkor azt kapjuk, hogy

(∂_{ti} Jg_t)Jg_t = k∑ j=1 c^j .

MăsrĆszt, k∑ j=1 ∂ ∂x_j ( ∂g^j ∂t_i

(t, g_t(x)) ) = k∑ j=1 k∑ n=1 ∂^2g^j_t ∂t∂y_n

(g_t(x))

∂g^n_t ∂x_j (x)

= k∑ j=1 k∑ n=1 (_k ∑ m=1 c^m_n

∂g^j_t ∂y_m ) ∂g^n_t ∂x_j = k∑ n=1 c^n,

azaz G(t, x) nulla.

11.§ Folytonoss«ag «es Lipschitz-tulajdons«ag

II. Măsodik lĆpĆskĆnt vegyĄk Ćszre, hogy az elsŞ lĆpĆs feltĆtelei mellett ∂F ∂t_i folytonos V -n. Valćban, ∂F ∂t_i feląrhatć, mint a (4) ∫ S ∂h ∂t_i

(t, g_t(y))Jg_t(y) dλ^k(y)

Ćs ∫

g_t(∂S)

h(t, x) ⟨ ∂g ∂t_i ( t, g^{−1}_t (x) ) , n(t, x) ⟩ dχ^{k−1}(x)

integrălok Ťsszege. JelŤlje E_0, E_1, . . . , E_k az S oldallapjait. Az utolsć integrăl feląrhatć k∑ j=0 ∫ g_t(E_j )

h(t, x) ⟨ ∂g ∂t_i

(t, g^{−1}_t (x)), n(t, x) ⟩ dχ^{k−1}(x)

alakban. Vizsgăljuk ennek az Ťsszegnek egy tagjăt. Az egyszerŰsĆg kedvĆĆrt hagyjuk el E indexĆt. Vălasszunk egy

e_1, . . . , e_k

ortonormălt băzist čgy, hogy e_k ortogonălis legyen E-re. Elhagyva az elŞjelet, amely nem fĄgg t-tŞl, azt kapjuk, hogy ∫ g_t(E)

h(t, x) [ ∂g ∂e_1 (t, g^{−1t} (x)), . . . , ∂g ∂e_{k−1} (t, g^{−1t} (x)), ∂g ∂t_i (t, g^{−1t} (x) ] J_t(x) dχ^{k−1}(x),

ahol J_t(x) a ∂g∂e_1 (t, g^{−1}_t (x)), . . . , ∂g∂e_{k−1} (t, g^{−1}_t (x)) irăny menti derivăltakbćl kĆpzett Gram-determinăns nĆgyzetgyŤke. HelyettesątĆssel a fenti integrălbćl a (5) ∫ E h(t, g(t, y))[ ∂g ∂e_1

(t, y), . . . , ∂g ∂e_{k−1}

(t, y), ∂g ∂t_i

(t, y)] dχ^{k−1}(y)

integrălt kapjuk. A (4) Ćs (5) integrălok folytonosan fĄggnek a t paramĆtertŞl: ez kŤnnyen kŤvetkezik abbćl a tĆnybŞl, hogy a szereplŞ fĄggvĆnyek folytonosak, Ćs ągy kompakt halmazokon egyenletesen folytonosak.

III. Simątăst fogunk hasznălni annak bizonyątăsăra, hogy ∂F∂t_i ezen elŞăllątăsa ĆrvĆnyes akkor is, ha csak azt tesszĄk fel, hogy g folytonosan di¸erenciălhatć, ∂h∂t lĆtezik Ćs folytonos. Legyen t^′ egy tetszŞleges, de rŤgzątett pontja V -nek. Vălasszunk egy V^∗ nyąlt gŤmbŤt t^′ kŤzĆpponttal, amelynek kompakt lezărtja V -ben van, Ćs egy W^∗ konvex nyąlt halmazt, amely tartalmazza S-et Ćs kompakt lezărtja W -ben van. A V^∗ × W^∗ kompakt halmaz kĆpe a g lekĆpezĆsnĆl szintĆn kompakt. Vălasszunk olyan U^∗ nyąlt halmazt, amely tartalmazza ezt a kompakt kĆpet, Ćs amelynek a kompakt lezărtja benne van U-ban. Az F fĄggvĆnyt a V^∗ halmazon fogjuk vizsgălni. Az

88 11.§ Folytonoss«ag «es Lipschitz-tulajdons«ag

F ĆrtĆkei ezen a halmazon csak a g fĄggvĆny V^∗ × W^∗-en Ćs a h fĄggvĆny V^∗ ×U^∗-n felvett ĆrtĆkeitŞl fĄggnek, ągy ha ezeket a fĄggvĆnyeket megszorozzuk egy-egy vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatć fĄggvĆnnyel, amely 1-et vesz fel V^∗ × W^∗-n illetve V^∗ × U^∗-n, F nem văltozik, ągy feltehetjĄk, hogy g Ćs h kompakt tartćjčak. TerjesszĄk ki g-t Ćs h-t az ĆrtelmezĆsi tartomănyuk komplementerĆre is čgy, hogy ott nullănak de˛niăljuk, Ćs az egyszerŰsĆg kedvĆĆrt jelŤljĄk a kiterjesztett fĄggvĆnyeket ugyancsak g-vel illetve h-val. Legyen ω egy vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatć fĄggvĆny, amelynek a tartćja R^s × R^k egysĆggŤmbjĆben van, Ćs amelyre ∫ R^s ×R^k ω dλ

s × λ^k = 1. Legyen ω^ε(u) = ω(u/ε)/ε^{s+k}, ha ε > 0 Ćs de˛niăljuk konvolčcićval a g^ε = g ∗ ω^ε Ćs h^ε = h ∗ ω^ε fĄggvĆnyeket R^s × R^k-n. Jćl ismert, hogy g^ε Ćs h^ε vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatćak, ∂g^ε∂t = ∂g∂t ∗ ω^ε, ∂g^ε∂y = ∂g∂y ∗ ω^ε, ∂h^ε∂t = ∂h∂t ∗ ω^ε,

tovăbbă g^ε → g, h^ε → h, ∂g^ε∂t → ∂g∂t , ∂g^ε∂y → ∂g∂y Ćs ∂h^ε∂t → ∂h∂t , ha ε↓0, Ćs a konvergencia egyenletes a kompakt halmazokon. I. Ćs II. eredmĆnyeit fogjuk hasznălni a simątott fĄggvĆnyekre. Ehhez meg kell mutatnunk, hogy g^ε_t a W^∗ halmazt U^∗-ba kĆpezi le, invertălhatć W^∗-on, Ćs a Jacobi-determinănsa nem nulla, ha ε elĆg kicsi. Ha K egy kompakt kŤrnyezete V^∗ × W^∗-nak V × W -ben, akkor g^ε_t → g_t Ćs Jg^ε_t → Jg_t egyenletesen a K-n, ągy csak g^ε_t invertălhatćsăga nem triviălis. VegyĄk Ćszre, hogy g^′_t mătrixănak az inverze kifejezhetŞ g^′_t mătrixănak determinănsăval Ćs aldeterminănsaival, ągy lĆtezik olyan ε_0 > 0, hogy ha (t, y) ∈ K Ćs 0 < ε < ε_0, akkor g^ε_t^′(y) inverze de˛- niălva van Ćs g^ε_t^′(y)^{−1} → g^′_t(y)^{−1} egyenletesen, ha ε↓0. Az inverz fĄggvĆny tĆtel bizonyątăsăt felhasznălva azt kapjuk, hogy ha Y egy nyąlt gŤmb R^k-ban y^′ ∈ W^∗ kŤzĆpponttal, (t, y) ∈ K Ćs

‖g^ε_t^′(y) − g^ε_t^′(y^′)‖ < 1 2‖g^ε_t^′(y^′)^{−1}‖

minden y ∈ Y -ra, akkor g^ε_t kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ fĄggvĆny Y -on. Megmutatjuk, hogy az Y gŤmb sugara nagyobbnak vălaszthatć, mint egy kŤzŤs r > 0 szăm, amely nem fĄgg t-tŞl Ćs y^′-tŞl. Valćban, vălasztva egy pozitąv konstanst, amely kisebb, mint a 1 2‖g^′_t(y^′)^{−1}‖

szămok in˛muma, Ćs felhasznălva, hogy ∂g∂y egyenletesen folytonos K-n, az r szăm čgy vălaszthatć, hogy ha |y − y^′| < r, akkor

‖g^′_t(y) − g^′_t(y^′)‖ < c

teljesĄljŤn. Most szĄksĆg esetĆn csŤkkentve ε_0-at azt kapjuk, hogy

‖g^ε_t^′(y) − g^ε_t^′(y^′)‖ < c < 1 2‖g^ε_t^′(y^′)^{−1}‖

11.§ Folytonoss«ag «es Lipschitz-tulajdons«ag

a K-n, ha 0 < ε < ε_0.

Ŋgy megmutattuk, hogy a g^ε_t lekĆpezĆs r-nĆl kisebb tăvolsăgč pontokat nem kĆpezhet ugyanoda. r-nĆl nem kisebb tăvolsăgč pontokra sem lehetsĆges ez; ennek bizonyątăsăhoz vegyĄk Ćszre, hogy a |g_t(y) − g_t(y^′)| folytonos fĄggvĆny in˛muma pozitąv a

{(t, y, y^′) : (t, y) ∈ K, (t, y^′) ∈ K, |y − y^′| ≥ r}

kompakt halmazon, ągy vălasztva egy d pozitąv szămot, amely kisebb, mint ez az in˛mum, szĄksĆg esetĆn csŤkkentve ε_0-at, azt kapjuk, hogy |g^ε_t (y) − g^ε_t (y^′)| ≥ d ezen a halmazon, ha 0 < ε < ε_0.

IV. Megmutatjuk, hogy az ăltalănos esetben F parciălisan di¸erenciălhatć Ćs a parciălis derivăltjai ugyančgy ălląthatćk elŞ (4) Ćs (5) tąpusč integrălok lineăris kombinăcićjakĆnt, mint sima g Ćs h esetĆn. Legyen

F^ε(t) = ∫ g^ε_t (S)

h^ε(t, x) dλ^k(x) = ∫ S h^ε(t, g^ε(t, y))Jg^ε_t (y) dλ^k(y),

ha t ∈ V^∗ Ćs ε elĆg kicsi. ElŞăllątva F -et hasonlćan, mint a jobb oldali integrăl, Ćs felhasznălva, hogy a fĄggvĆnyek egyenletesen folytonosak a kompakt halmazokon Ćs a konvergencia egyenletes a kompakt halmazokon, ha ε↓0, kapjuk, hogy F^ε(t) → F (t), ha t ∈ V^∗. JelŤlje f_1, . . . , f_s az R^s szokăsos băzisăt. Nyilvăn lĆtezik olyan δ > 0, amelyre t^′ + τf_i ∈ V^∗, ha |τ| ≤ δ. Legyen

φ^ε(τ) =

∂F^ε ∂t_i

(t^′ + τf_i), |τ| ≤ δ.

Az eddig bizonyątottak szerint a φ^ε(τ) fĄggvĆny elŞălląthatć (4) Ćs (5) tąpusč integrălok lineăris kombinăcićjakĆnt, ha t-t t^′ + τf_i-vel, h-t h^ε-nal Ćs gt g^ε-nal helyettesątjĄk. KĆpezzĄk ugyanezeket az integrălokat g-re Ćs hra, Ćs jelŤlje φ(τ) ugyanazt a lineăris kombinăcićjukat. Ugyančgy, mint az F^ε fĄggvĆnyek esetĆben, azt kapjuk, hogy φ^ε → φ egyenletesen a [−δ, δ] intervallumon, ha ε↓0. Ŋgy a τ → ∫_τ −δ φ^ε(ϱ) dϱ

fĄggvĆnyek egyenletesen konvergălnak a τ → ∫_τ −δ φ(ϱ) dϱ

fĄggvĆnyhez. MăsrĆszt

∫_τ −δ φ^ε(ϱ) dϱ = F^ε(t^′ + τf_i) − F^ε(t^′ − δf_i) → F (t^′ + τf_i) − F (t^′ − δf_i),

ha ε↓0. Innen azt kapjuk, hogy ∫_τ −δ φ(ϱ) dϱ = F (t^′ + τf_i) − F (t^′ − δf_i), |τ| ≤ δ.

90 11.§ Folytonoss«ag «es Lipschitz-tulajdons«ag

A II. lĆpĆs szerint a φ^ε fĄggvĆnyek folytonosak, ągy φ is folytonos a [−δ, δ] intervallumon. EbbŞl kŤvetkezik, hogy ∂F∂t_i lĆtezik Ćs megegyezik φ(0)-al, azaz

a ∂F∂t_i parciălis derivălt (4) Ćs (5) tąpusč integrălok lineăris kombinăcićja.

V. Utolsć lĆpĆskĆnt vegyĄk Ćszre, hogy a II. lĆpĆsben csak a (4) Ćs (5) integrălokban szereplŞ fĄggvĆnyek folytonossăgăt hasznăltuk fel. Ŋgy a II. lĆpĆsben hasznălt okoskodăst megismĆtelve azt kapjuk, hogy ∂F∂t_i folytonos. Mivel F parciălis derivăltjai folytonosak, F folytonosan di¸erenciălhatć. VĆgĄl, a (4) Ćs (5) elŞăllątăsokbćl kapjuk a tĆtelben szereplŞ becslĆst.

11.2. Lemma. Legyenek T , Y Ćs U nyąlt rĆszhalmazai R^s, R^k illetve R^r-nek, D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak, h : D × U → R egy folytonos fĄggvĆny, amelyre ∂h ∂t Ćs ∂h ∂y is folytonosak, g : D → U kĆtszer folytonosan

di¸erenciălhatć fĄggvĆny, (t_0, y_0) ∈ D, Ćs tegyĄk fel, hogy ∂g∂y (t_0, y_0) rangja r. Legyen S egy szimplex R^k egysĆggŤmbjĆben, amelynek a belseje nem Ąres. Ekkor lĆtezik olyan V_0 konvex kŤrnyezete t_0-nak, R_0 > 0 valćs szăm Ćs C konstans, hogy minden R-re, amire 0 < R < R_0 fennăll, hogy RS + y_0 ⊂ D_t Ćs a t → ∫ RS+y_0

h(t, y, g(t, y)) dy

fĄggvĆny folytonosan di¸erenciălhatć V_0-on, gradiense pedig korlătos CR^{k−1} korlăttal.

Bizonyątăs. A bizonyątăs a fenti, paramĆteres integrălok di¸erenciălăsărćl szćlć tĆtelen mčlik.

Legyen g_t(y) = x = (x_1, x_2, . . . , x_r). Az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy a

∂(x_1, x_2, . . . , x_r) ∂(y_1, y_2, . . . , y_r)

Jacobi-determinăns pozitąv a (t_0, y_0) pontban. Vălasszunk V_0 Ćs W_0 nyąlt gŤmbŤket t_0 illetve y_0 kŤzĆpponttal čgy, hogy V_0 × W_0 ⊂ D teljesĄljŤn, Ćs ez a Jacobi-determinăns pozitąv legyen, ha t ∈ V_0, y ∈ W_0. Legyen R_0 a W_0 sugara. De˛niăljuk x^∗ = (x^∗_1, . . . , x^∗_r, x^∗_{r+1}, . . . , x^∗_k)-ot a kŤvetkezŞkĆppen: x^∗_i = x_i, ha 1 ≤ i ≤ r Ćs x^∗_i = y_i, ha r < i ≤ k. Az y → x^∗ lekĆpezĆst g^∗_t -gal fogjuk jelŤlni. Legyen p(x^∗) = x. Vilăgos, hogy a

∂(x^∗_1, . . . , x^∗_k) ∂(y_1, . . . , y_k)

Jacobi-determinăns ĆrtĆke megegyezik a fenti Jacobi-determinăns ĆrtĆkĆvel, ągy nem nulla, ha t ∈ V_0 Ćs y ∈ W_0. Legyen L(t) = g^∗_t^′(y_0). TegyĄk fel, hogy

‖g^∗_t^′(y) − L(t)‖ < 1 2‖L(t_0)^{−1}‖ ,

11.§ Folytonoss«ag «es Lipschitz-tulajdons«ag

ha y ∈ W_0. Ekkor az inverz fĄggvĆny tĆtel bizonyątăsa szerint (lăsd Rudin [137], 9.24 tĆtel), g^∗_t homeomor˛zmusa W -nek az R^k egy nyąlt rĆszhalmazăra. Legyen

0 < c < 1 2‖L(t)^{−1}‖ . R_0-at Ćs V -t szĄksĆg esetĆn kisebbel helyettesątve, elĆrhetjĄk, hogy

‖g^∗_t^′ − L(t)‖ < c < 1 2‖L(t)^{−1}‖

teljesĄljŤn, ha t ∈ V Ćs y ∈ W .

Most legyen U_0 egy nyąlt halmaz, amelynek kompakt lezărtja benne van g^∗_{t0} (W )-ben. Kisebb V -t vĆve feltehetjĄk, hogy U_0 ⊂ g^∗_t (W ) minden t ∈ V - re. Most csŤkkentve V -t Ćs R_0-at, feltehetjĄk, hogy g^∗_t (W ) ⊂ U minden t ∈ V -re. Az x^∗ = g^∗_t (y) helyettesątĆssel azt kapjuk, hogy az

F (t) = ∫ g^∗_t (RS+y_0 ) h ( t, g^{∗−1}_t (x^∗), p(x^∗) ) J ( g^{∗−1}_t (x^∗) ) dλ^k(x^∗)

paramĆteres integrăl minden t ∈ V -re teljesąti az elŞzŞ tĆtel feltĆteleit. Alkalmazva ezt a tĆtelt, kapjuk, hogy F folytonosan di¸erenciălhatć V felett, Ćs gradiense korlătos CR^{k−1}-el valamely C konstansra.

11.3. TĆtel. Legyenek n, k, r_1, . . . , r_n, m_1, . . . , m_n Ćs s pozitąv egĆszek. Legyen X_i egy nyąlt rĆszhalmaza R^{ri} -nek (i = 1, 2, . . . , n), legyen T nyąlt rĆszhalmaza R^s-nek, Y nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, Z_i nyąlt rĆszhalmaza R^{mi} -nek (i = 1, 2, . . . , n), legyen D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak, Ćs legyen Z egy euklidĆszi tĆr. TekintsĄk az f : T → Z, g_i : D → X_i, f_i : X_i → Z_i, h_i : D × Z_i → Z, (i = 1, 2, . . . , n) Ćs h_0 : D → Z fĄggvĆnyeket. Legyen (t_0, y_0) ∈ D Ćs tegyĄk fel, hogy (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h_0(t, y) + n∑ i=1 h_i(t, y, f_i(g_i(t, y)));

(2) h_0 Ćs

∂h_0 ∂t folytonosak, valamint h_i,

∂h_i ∂t Ćs ∂h_i ∂y folytonosak (1 ≤ i ≤ n);

(3) f_i folytonos X_i-n;

(4) g_i kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć Ćs

∂g_i ∂y (t_0, y_0) rangja r_i, 1 ≤ i ≤ n. Ekkor f folytonosan di¸erenciălhatć a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. Koordinătăkra tĆrve ăt, feltehetjĄk, hogy Z = R. Vălaszszunk egy elĆg kis S szimplexet Ćs egy elĆg kis V nyąlt halmazt, amelyekre

92 11.§ Folytonoss«ag «es Lipschitz-tulajdons«ag

S kŤrnyezete y_0-nak, V kŤrnyezete t_0-nak, Ćs V × S ⊂ D. Integrăljuk az (1) egyenletet S felett y szerint. Azt kapjuk, hogy

(5) f(t) ∫ S dy = ∫ S h_0(t, y) dy + n∑ i=1 ∫ S h_i (t, y, f_i (g_i(t, y))) dy.

Mivel ∫ S dy egy nem nulla konstans, azt kell megmutatnunk, hogy (5) jobb oldala folytonosan di¸erenciălhatć V felett t szerint, ha S Ćs V elĆg kicsik. Ez kŤvetkezik az elŞzŞ lemmăbćl.

11.4. TĆtel. Legyenek T , Y , X_1, Z_0 Ćs Z_1 nyąlt rĆszhalmazai az s, k, r_1, m_0 illetve 1 dimenzićs euklidĆszi tereknek. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak. TekintsĄk a g_1 : D → X_1, f : T → R^m, f_0 : Y → Z_0, f_1 : X_1 → Z_1 Ćs h : D × Z_0 × Z_1 → R^m fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy t_0 ∈ T Ćs a kŤvetkezŞ feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y))) ;

(2) h lokălisan Lipschitz;

(3) g_1 kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć; (4) f_0 Ćs f_1 folytonosak;

(5) lĆtezik olyan y_0, amelyre (t_0, y_0) ∈ D Ćs

∂g_1 ∂y (t_0, y_0) rangja r_1.

Ekkor f Lipschitz-feltĆtelnek tesz eleget a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. Meg kell mutatnunk, hogy lĆtezik olyan V kŤrnyezete t_0- nak, Ćs olyan M valćs szăm, amelyre

|f(t) − f(t^′)| ≤ M|t − t^′| ha t, t^′ ∈ V.

Legyen z_0 = f_0(y_0), z_1 = f_1 (g_1(t_0, y_0)). Vălasszunk V ⊂ T , W ⊂ Y , U_0 ⊂ Z_0 Ćs U_1 ⊂ R gŤmbŤket rendre t_0, y_0, z_0 Ćs z_1 kŤzĆppontokkal čgy, hogy f_0(y) ∈ U_0, f_1 (g_1(t, y)) ∈ U_1 Ćs

|f(t) − f(t^′)| = |h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y))) − h (t^′, y, f_0(y), f_1 (g_1(t^′, y)))| ≤ M_1|t − t^′| + M_2|f_1 (g_1(t, y)) − f_1 (g_1(t^′, y)) |,

ha t, t^′ ∈ V Ćs y ∈ W .

Most, ha megmutatjuk, hogy (esetleg kisebb V -re) lĆtezik olyan M_3 szăm, hogy minden t, t^′ ∈ V -hez lĆtezik egy y ∈ W , amelyre

|f_1 (g_1(t, y)) − f_1 (g_1(t^′, y))| ≤ M_3|t − t^′|,

akkor a bizonyątăs teljes.

11.§ Folytonoss«ag «es Lipschitz-tulajdons«ag

Legyen S egy szimplex, amely kŤrnyezete y_0-nak, Ćs legyen

F (t) = ∫ S f_1 (g_1(t, y)) dy.

Az elŞzŞ lemmăbćl kŤvetkezik, hogy F folytonosan di¸erenciălhatć korlătos derivălttal, ha S Ćs V elĆg kicsik, azaz lĆtezik olyan M_4 szăm, amelyre

|F (t) − F (t^′)| ≤ M_4|t − t^′|, ha t, t^′ ∈ V.

MăsrĆszt, mivel f_1 valćs ĆrtĆkŰ folytonos fĄggvĆny Ćs

F (t) − F (t^′) = ∫ S (f_1 (g_1(t, y)) − f_1 (g_1(t^′, y))) dy,

lĆtezik olyan y ∈ S, amelyre, λ^k-val jelŤlve a Lebesgue-mĆrtĆket R^k-n,

F (t) − F (t^′) = λ^k(S) · (f_1 (g_1(t, y)) − f_1 (g_1(t^′y))) .

Ezzel az y-nal Ćs M_3 = M_4/λ^k(S) jelŤlĆssel

|f_1 (g_1(t, y)) − f_1 (g_1(t^′, y))| ≤ M_3|t − t^′|.

Ezzel a bizonyątăs teljes.

Az adott g_i fĄggvĆnyekre vonatkozć erŞsebb feltĆtelek mellett egy ismeretlen fĄggvĆnyt tartalmazć egyenletre meg tudjuk mutatni, hogy a folytonos megoldăsok lokălisan Lipschitz fĄggvĆnyek. A valćs văltozćs valćs ĆrtĆkŰ ismeretlen fĄggvĆny esetĆt a J«arai [84] dolgozat tărgyalja. Az ăltalănos, vektor văltozćs, vektor ĆrtĆkŰ ismeretlen fĄggvĆnyre vonatkozć văltozat bizonyątăsa a paramĆteres integrălok paramĆter szerinti di¸erenciălhatćsăgăn, Ćs a derivălt explicit becslĆsĆn mčlik, amelyet az elŞzŞ lemma alakjăban fogunk felhasznălni. Ez az ăltalănosabb văltozat | kicsit eltĆrŞ alakban | a J«arai [82] dolgozatban kerĄlt publikălăsra.

11.5. TĆtel. Legyen Z egy nyąlt rĆszhalmaza egy euklidĆszi tĆrnek. Legyenek T Ćs Y nyąlt rĆszhalmazai R^s-nek illetve R^k-nak. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak, C kompakt rĆszhalmaza T -nek. TekintsĄk az f : T → Z, g_i : D → T (i = 1, . . . , n), h : D × Z^n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f(g_1(t, y)), . . . , f(g_n(t, y)));

(2) h kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć;

(3) g_i kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć D-n Ćs minden t ∈ T -hez van olyan y, amelyre (t, y) ∈ D, g_i(t, y) ∈ C Ćs ∂g^i∂y (t, y) rangja s, ha i = 1, . . . , n;

94 11.§ Folytonoss«ag «es Lipschitz-tulajdons«ag

(4) az f fĄggvĆny folytonos.

Ekkor f lokălisan Lipschitz fĄggvĆny T -n.

Bizonyątăs. A bizonyątăs alapgondolata az f folytonossăgi moduluszănak hasznălata. Mivel ez nem feltĆtlenĄl szubadditąv, egy mćdosątăsăt fogjuk hasznălni. Erre egy fĄggvĆnyegyenlŞtlensĆget vezetĄnk le, Ćs abbćl nyerjĄk a tĆtel bizonyątăsăt. Ha ε > 0, jelŤlje C_ε = {x : dist(x, C) ≤ ε} a (zărt) ε kŤrnyezetĆt C-nek. Ha ε ≤ 0, legyen C_ε = C. RŤgzątsĄnk egy ε > 0-t, amelyre C_ε ⊂ T . Ekkor |f| korlătos egy B korlăttal C_ε-on. Legyen S egy szimplex R^k egysĆggŤmbjĆben, amelynek a belseje nem Ąres. Minden 0 ≤ r ≤ ε-ra legyen

ω(r) = sup{|f(x) − f(y)| : x ∈ C_ε, |x − y| ≤ r, y ∈ C_{ε−|x−y|}}.

Nyilvăn ω nŤvekvŞ, ω(0) = 0, ω folytonos a nullăban, mivel f egyenletesen folytonos a C_ε kompakt halmazon, Ćs ω(r_1 + r_2) ≤ ω(r_1) + ω(r_2), ha 0 ≤ r_1, r_2, r_1 + r_2 ≤ ε; az utolsć ăllątăs bizonyątăsăhoz tegyĄk fel, hogy ez az egyenlŞtlensĆg nem teljesĄl. Ekkor lĆteznek x Ćs y čgy, hogy |x−y| ≤ r_1 +r_2, x ∈ C_ε Ćs y ∈ C_{ε−|x−y|}, de |f(x) − f(y)| > ω(r_1) + ω(r_2). TegyĄk fel, hogy r_2 ≤ r_1. Az y benne van valamely C-beli pont ε − |x − y|-kŤrnyezetĆben, ągy x benne van ugyanezen pont ε-kŤrnyezetĆben. Vălasztva egy z-t az x-et Ćs y-t ŤsszekŤtŞ szakaszon čgy, hogy |x − z| ≤ r_1 Ćs |z − y| ≤ r_2teljesĄlsŤn, azt kapjuk, hogy z ∈ C_{ε−|x−z|}, ahonnan |f(x) − f(z)| ≤ ω(r_1) Ćs |f(z) − f(y)| ≤ ω(r_2), ami ellentmondăs.

Egy tetszŞleges t_0 ∈ C_ε-hoz vălasszunk egy (t_0-tćl fĄggŞ) y_0-t (3) szerint. Alkalmazva az elŞzŞ lemmăt az f koordinăta-fĄggvĆnyeire, azt kapjuk, hogy lĆteznek δ_{t0} > 0, R_{t0} > 0 Ćs c_{t0} čgy, hogy a t_0 kŤzĆppontč 2δ_{t0} sugarč V_{t0} nyąlt gŤmbre Ćs az y_0 kŤzĆppontč Ćs R_{t0} sugarč zărt W_{t0} gŤmbre V_{t0} × W_{t0} lezărtja benne van D-ben, Ćs a t → ∫ RS+y_0

f(g_i(t, y)) dy

lekĆpezĆsek folytonosan di¸erenciălhatćak V_{t0} -on, gradiensĄk pedig korlătos c_{t0} R^{k−1} korlăttal, ha 0 < R < R_{t0} . Vălasszunk egy η_{t0} pozitąv konstanst čgy, hogy {t_0}×{y_0}×f(C)^n zărt (n+2)η_{t0} -kŤrnyezete benne legyen D×Z^n-ben. Vălasszunk egy 0 < ε_{t0} ≤ ε/3-at čgy, hogy ω(ε_{t0} ) ≤ η_{t0} teljesĄljŤn. SzĄksĆg esetĆn csŤkkentve δ_{t0} -t Ćs R_{t0} -t feltehetjĄk, hogy 2δ_{t0} ≤ η_{t0} , R_{t0} ≤ η_{t0} , g_i(V_{t0} × W_{t0} ) benne van a g_i(t_0, y_0) kŤzĆppontč ε_{t0} sugarč zărt gŤmbben, Ćs minden g_i Lipschitz-fĄggvĆny V_{t0} × W_{t0} -on L_{t0} Lipschitz-konstanssal. FeltehetjĄk, hogy L_{t0} egĆsz szăm.

A t_0 ∈ C_ε kŤzĆppontč Ćs δ_{t0} sugarč nyąlt gŤmbŤk a C_ε kompakt halmaz egy nyąlt lefedĆsĆt adjăk. Innen lĆtezik egy T_0 ⊂ C_ε vĆges halmaz čgy, hogy a t_0 ∈ T_0 pontoknak megfelelŞ nyąlt gŤmbŤk egy nyąlt lefedĆsĆt adjăk C_εnak. Legyen L = sup{L_{t0} : t_0 ∈ T_0} Ćs legyen 0 < δ ≤ inf{δ_{t0} : t_0 ∈ T_0}, 0 < R_0 ≤ inf{R_{t0} : t_0 ∈ T_0} čgy, hogy L(δ + R_0) ≤ ε. JelŤlje K a V_{t0} × W_{t0} halmazok t_0 ∈ T_0-ra vett egyesątĆsĆnek lezărtjăt. Nyilvăn K kompakt

11.§ Folytonoss«ag «es Lipschitz-tulajdons«ag

rĆszhalmaza D-nek. Hasonlćan, jelŤlje K^′ az {t_0} × {y_0} × f(C)^n halmazok zărt (n + 2)η_{t0} -kŤrnyezeteinek egyesątĆsĆt t_0 ∈ T_0-ra. Ekkor K^′ kompakt rĆszhalmaza D×Z^n-nek, Ćs ągy a ∂h∂z_i fĄggvĆnyek Lipschitz-folytonosak rajta

L^′_i Lipschitz-konstanssal, a | | ∂h ∂t | | Ćs | | ∂h ∂z_i | | fĄggvĆnyek pedig korlătosak B_{′0}

illetve B^′_i korlăttal (i = 1, 2, . . . , n). Legyen t egy tetszŞleges eleme C_ε-nak, Ćs legyen t^′ egy eleme C_{ε−|t−t}′_|-nak, amelyre |t − t^′| < δ. Ekkor lĆtezik olyan t_0 ∈ T_0, amelyre |t − t_0| < δ_{t0} . A tovăbbiakban rŤgzątsĄk ezt a t_0-t, a hozză tartozć y_0-t, V = V_{t0} -t Ćs W = W_{t0} -t. Nyilvăn t, t^′ ∈ V . Legyen R egy tetszŞleges valćs szăm, amelyre 0 < R < R_0. Integrăljuk a fĄggvĆnyegyenlet mindkĆt oldalăt az RS + y_0 szimplex felett y szerint. Azt kapjuk, hogy

cR^kf(t) = ∫ RS+y_0

h(t, y, f(g_1(t, y)), . . . , f(g_n(t, y))) dy,

ahol c > 0 az S szimplex mĆrtĆke. Innen

|f(t) − f(t^′)| = 1 cR^k | | | ∫ RS+y_0

h(t, y, f(g_1(t, y)), . . . , f(g_n(t, y)))

− h(t^′, y, f(g_1(t^′, y)), . . . , f(g_n(t^′, y))) dy | | |. Hogy a bal oldalra egy jć felsŞ becslĆst kapjunk, a

h(t, y, f(g_1(t, y)), . . . , f(g_n(t, y))) − h(t^′, y, f(g_1(t^′, y)), . . . , f(g_n(t^′, y)))

kĄlŤnbsĆg egy jć felsŞ becslĆsĆre van szĄksĆgĄnk. Alkalmazhatjuk a TaylortĆtelt a h fĄggvĆnyre a

z = (t, y, z_1, . . . , z_n) Ćs z^′ = (t^′, y, z^′_1, . . . , z^′_n)

pontokkal, ahol t^′, t ∈ V , y ∈ W , z_i = f(g_i(t, y)) Ćs z^′_i = f(g_i(t^′, y)), ha i = 1, . . . , n. A z Ćs z^′ pontok, ągy az Şket ŤsszekŤtŞ szakasz is, benne van a

(t_0, y_0, f(g_1(t_0, y_0), . . . , f(g_n(t_0, y_0))

kŤzĆppontč Ćs (n + 2)η_{t0} sugarč zărt gŤmbben, amely rĆsze K^′-nek. Azt kapjuk, hogy

h(z) − h(z^′) =

∫_1 0 ∂h ∂t (τz + (1 − τ)z^′)(t − t^′) dτ + n∑ i=1 ∫_1 0 ∂h ∂z_i

(τz + (1 − τ)z^′)(z_i − z^′_i) dτ.

96 11.§ Folytonoss«ag «es Lipschitz-tulajdons«ag

Felhasznălva ezt, Ćs elhagyva a văltozćk kiąrăsăt, azt kapjuk, hogy

cR^k|f(t^′) − f(t)| = | | | ∫ RS+y_0 ( ∫ 1 0 ∂h ∂t (τz + (1 − τ)z^′)(t − t^′) dτ + n∑ i=1 ∫_1 0 ∂h ∂z_i

(τz + (1 − τ)z^′)(z_i − z^′_i) dτ ) dy | | |. A hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg felhasznălăsăval n + 1 tagot kapunk a jobb oldalon. Az elsŞ tagra a triviălis cR^kB^′_0|t^′ − t| felsŞ korlătot kapjuk, ahol B^′_0 az | | | ∂h∂t | | | felsŞ korlătja. Legyen z^0_i = f(gi(t, y0)) (i = 1, 2, . . . , n), Ćs legyen

z^0 = (t, y_0, z^0_1 , . . . , z^0_n). Ha h^′_i jelŤli a ∂h∂z_i parciălis derivălt ĆrtĆkĆt a z^0 pontban, akkor a tŤbbi tagot čgy ąrhatjuk, mint ∫ RS+y_0

∫_1 0 ( ∂h ∂z_i

(τz + (1 − τ)z^′) − h^′_i) ) (z_i − z^′_i) dτ dy

+ h^′_i ∫ RS+y_0

(z_i − z^′_i) dy

normăjăt. ElŞszŤr ezen Ťsszeg elsŞ tagjănak normăjăra adunk egy felsŞ becslĆst. |z_i − z^′_i| egy felsŞ becslĆse ω(L|t − t^′|), mivel L Lipschitz-konstans g_i szămăra V × W -n. Innen | | | ∫ RS+y_0

∫_1 0 ( ∂h ∂z_i

(τz + (1 − τ)z^′) − h^′_i) ) (z_i − z^′_i) dτ dy | | | ≤ ω(L|t − t^′|) ∫ RS+y_0

∫_1 0 | | | ∂h ∂z_i

(τz + (1 − τ)z^′) − h^′_i | | | dτ dy.

SzĄksĆgĄnk van a | | ∂h ∂z_i (τz + (1 − τ)z^′) − ∂h ∂z_i (z^0) | | kĄlŤnbsĆg becslĆsĆre. Ez

a kĄlŤnbsĆg nem nagyobb, mint L^′_i-szŤr a τz + (1 − τ)z^′ − z^0 kĄlŤnbsĆg normăja, azaz L^′_i-szŤr a maximălis tăvolsăg a z^′ Ćs z^0 = (t, y_0, z^0_1 , . . . , z^0_n) vektorok kŤzŤtt, ahol L^′_i a Lipschitz-konstans ∂h∂z_i szămăra. A maximălis tăvolsăg z^′ Ćs z^0 kŤzŤtt |t − t^′| + R + nω(L(|t − t^′| + R))-vel becsĄlhetŞ. Ŋgy a cR^kω(|t − t^′|L)L^′_i ( |t − t^′| + R + nω ( L(|t − t^′| + R) )) felsŞ korlătot kapjuk az elsŞ tagra.

Hogy a măsodik tagra is kapjunk egy felsŞ korlătot, ∫ RS+y_0

(z_i − z^′_i) dy = ∫ RS+y_0

(f(g_i(t, y)) − f(g_i(t^′, y))) dy

abszolčt ĆrtĆkĆnek becslĆsĆre van szĄksĆgĄnk, mivel |h^′_i| triviălisan korlătos a B^′_i felsŞ korlătjăval | | ∂h∂z_i | |-nek. Erre az integrălra a |t − t^′|c0R^{k−1} felsŞ korlătot kapjuk a c_0 = sup{c_{t0} : t_0 ∈ T_0} jelŤlĆssel.

11.§ Folytonoss«ag «es Lipschitz-tulajdons«ag

Źsszegezve a fenti becslĆseket, az

|f(t) − f(t^′)| ≤ B^′_0|t − t^′| + n∑ i=1 B^′_i|t − t^′|c_0/(cR)

+ ω(L|t − t^′|) n∑ i=1 L^′_i ( |t − t^′| + R + nω ( L(|t − t^′| + R) ))

becslĆshez jutunk. Ha |t − t^′| ≤ R, ez a becslĆs

|f(t) − f(t^′)| ≤ c_1|t − t^′| + c_2ω(|t − t^′|)R + c_3ω(|t − t^′|)ω(R) + c_4|t − t^′|/R

alakban ąrhatć, ahol c_1, c_2, c_3 Ćs c_4 nem fĄgg t-tŞl, t^′-tŞl Ćs R-tŞl. SzuprĆmumot vĆve elŞszŤr a jobb, majd a bal oldalon t ∈ C_ε, t^′ ∈ C_{ε−|t−t}′_|, |t − t^′| ≤ r-re, azt kapjuk, hogy

ω(r) ≤ c_1r + c_2ω(r)R + c_3ω(r)ω(R) + c_4r/R,

ha 0 ≤ r ≤ δ. Ha čgy vălasztjuk R-et, hogy teljesątse a c_2R + c_3ω(R) ≤ 1/2 feltĆtelt | ami mindig megtehetŞ, szĄksĆg esetĆn csŤkkentve δ-t | azt kapjuk, hogy ω(r) ≤ 2(c_1 + c_4/R)r,

valahănyszor 0 ≤ r ≤ δ. Ez azt mutatja, hogy f lokălisan Lipschitz fĄggvĆny C-n. Egy tetszŞleges t ∈ T -re az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy t belsŞ pontja C-nek, mivel helyettesąthetjĄk C-t C Ćs a t egy kompakt kŤrnyezetĆnek az unićjăval. Ŋgy a bizonyątăs teljes.

11.6. PĆlda. Rendszerint a fenti tĆtelt nĆmi kiegĆszątŞ ĆrvelĆssel Ćrdemes hasznălni: egy egyszerŰ pĆldăval illusztrăljuk ezt. Komplikăltabb esetek hasonlćan kezelhetŞk. (Lăsd az alkalmazăsoknăl a 21.12 pontban a ĂkockakettŞzĆs egyenletĆt", Ćs a 23. paragrafusban a Weierstrass-fĆle szigmafĄggvĆny karakterizăcićjăt.) TegyĄk fel, hogy f eleget tesz az

f(t) = h(t, y, f(A_1t + B_1y), f(A_2t + B_2y), . . . , f(A_nt + B_ny)), t, y ∈ R^m

fĄggvĆnyegyenletnek, ahol f : R^m → R^k az ismeretlen fĄggvĆny, h adott C^∞ fĄggvĆny, A_i, B_i mătrixok m sorral Ćs m oszloppal, B_i nem szingulăris Ćs ‖A_i‖ < 1. Ekkor minden folytonos megoldăs lokălisan Lipschitz (innen minden mĆrhetŞ vagy Baire-tulajdonsăgč megoldăs C^∞). Ennek bizonyątăsăra rŤgzątsĄnk egy N > 0 termĆszetes szămot, legyen T egy origć kŤzĆppontč N sugarč nyąlt gŤmb, vălasszunk egy 0 < r < 1 szămot čgy, hogy ‖A_i‖ + r‖B_i‖ < 1 (i = 1, 2, . . . , n) teljesĄljŤn, Ćs legyen D = T × Y , ahol Y egy origć kŤzĆppontč rN sugarč nyąlt gŤmb. TĆtelĄnket felhasznălva, azt kapjuk, hogy f lokălisan Lipschitz T -n, innen mindenĄtt, mivel N tetszŞleges.

98 12.§ H-older-folytonos megold«asok

12.§ H-older-folytonos megold«asok

Itt egyetlen tĆtelt bizonyątunk, amely lehet, hogy hasznos lăncszemnek bizonyul a Ăfolytonossăgbćl kŤvetkezik a lokălis Lipschitz-tulajdonsăg" lĆpĆs teljes ăltalănossăgban valć bizonyątăsăban. Mindenesetre mutatja, hogy az 1.17 problĆma feltĆtelei mellett, ha egy megoldăs lokălis HŤlder-feltĆtelnek tesz eleget valamely 0 < α < 1-re, akkor lokălis HŤlder-feltĆtelnek tesz eleget minden 0 < α < 1-re. Ennek a tĆtelnek elsŞ, csak valćs văltozćs fĄggvĆnyekre vonatkozć bizonyątăsa (Jărai [81]) eszkŤzkĆnt a Campanato-terek elmĆletĆnek alaplemmăjăt hasznălta fel, amely a parciălis di¸erenciălegyenletek regularităs-elmĆletĆbŞl ismert hąres klasszikus Morrey-lemma ăltalănosątăsa. (Tovăbbi hivatkozăsokat illetŞen lăsd Zeidler kŤnyvĆt, [165], II/A, 90{93. o.) KĆsŞbb sikerĄlt egyszerŰbb bizonyątăst talălni, Ćs a tĆtelt magasabb dimenzićra ăltalănosątani. (Jărai [80].) Ez az egyszerŰbb bizonyątăs kĆpezte aztăn a 11.5 tĆtel bizonyątăsănak alapjăt.

12.1. TĆtel. Legyen 0 < α < 1, Ćs legyenek Z, Z_i euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazai (i = 1, 2, . . . , n). Legyenek T , Y Ćs X_i az R^s, R^k Ćs R^{ri} nyąlt rĆszhalmazai. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nek. TekintsĄk az f : T → Z, f_i : X_i → Z_i (i = 1, . . . , n), g_i : D → X_i (i = 1, . . . , n), h : D × Z_1 × Z_2 × · · · × Z_n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy

(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y)));

(2) h kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć;

(3) g_i kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć D-n, Ćs minden t ∈ T -hez lĆtezik egy y, amelyre (t, y) ∈ D Ćs ∂g^i∂y (t, y) rangja r_i, ha i = 1, . . . , n;

(4) az f_i, i = 1, . . . , n fĄggvĆnyek lokălisan H-older folytonosak α kitevŞvel.

Ekkor f is lokălisan H-older folytonos 2α/(α + 1) kitevŞvel.

Bizonyątăs. Azt kell megmutatnunk, hogy minden t_0 ∈ T pontra az f fĄggvĆny H-older folytonos a t_0 egy kŤrnyezetĆn 2α/(1+α) kitevŞvel. Az f_i-t a koordinătăival helyettesątve, az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy Z_i ⊂ R, ha i = 1, . . . , n. Vălasszunk (3) szerint egy y_0-at t_0-hoz. A 11.2 lemma szerint lĆtezik t_0-nak egy konvex nyąlt V_0 kŤrnyezete, egy nem Ąres belsejŰ szimplex az egysĆggŤmbben, valamint R_0 > 0 Ćs C konstansok čgy, hogy az y_0 kŤzĆppontč Ćs R_0 sugarč W_0 zărt gŤmbre V_0 × W_0 ⊂ D, Ćs a t → ∫ RS+y_0

f_i(g_i(t, y)) dy

lekĆpezĆsek folytonosan di¸erenciălhatćak V_0-on, gradiensĄk pedig korlătos CR^{k−1} korlăttal. SzĄksĆg esetĆn csŤkkentve V_0-at Ćs R_0-at feltehetjĄk, hogy R_0 ≤ 1 Ćs g_i Lipschitz-fĄggvĆny L Lipschitz-konstanssal V_0 × W_0-n. Hasonlćan, feltehetjĄk, hogy f_i H-older folytonos α kitevŞvel Ćs H H-older

12.§ H-older-folytonos megold«asok

konstanssal, |f_i| korlătos B korlăttal g_i(V_0 ×W_0)-n, tovăbbă egy konvex zărt rĆszhalmazon, amely tartalmazza a

V_0 × W_0 × f_1(g_1(V_0 × W_0)) × · · · × f_n(g_n(V_0 × W_0))

halmazt, a ∂h∂z_i fĄggvĆnyek Lipschitz-folytonosak L^′_i Lipschitz-konstanssal, Ćs a | | | ∂h∂t | | | Ćs | | | ∂h∂z_i | | | fĄggvĆnyek korlătosak B^′_0 illetve B^′_i korlăttal (i = 1, 2, . . . , n).

RŤgzątsĄk R_0-at, V_0-at, W_0-at Ćs y_0-at. Meg fogjuk mutatni, hogy f lokălisan H-older folytonos V_0-on 2α/(1 + α) kitevŞvel. JelŤljĆk t, t^′ tetszŞleges elemeit V_0-nak, Ćs legyen 0 < R < R_0. Integrăljuk a fĄggvĆnyegyenlet mindkĆt oldalăt az RS + y_0 szimplex felett. Ekkor

cR^kf(t) = ∫ RS+y_0

h(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y))) dy,

ahol c > 0 az S szimplex mĆrtĆke. EbbŞl

|f(t) − f(t^′)| = 1 cR^k | | | ∫ RS+y_0

h(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y)))

− h(t^′, y, f_1(g_1(t^′, y)), . . . , f_n(g_n(t^′, y))) dy | | | |. Hogy a bal oldalra egy jć felsŞ becslĆst kapjunk, a

h(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y))) − h(t^′, y, f_1(g_1(t^′, y)), . . . , f_n(g_n(t^′, y)))

kĄlŤnbsĆg egy felsŞ becslĆsĆre van szĄksĆgĄnk. Alkalmazhatjuk a TaylortĆtelt a h fĄggvĆnyre a

z = (t, y, z_1, . . . , z_n) Ćs z^′ = (t^′, y, z^′_1, . . . , z^′_n)

pontokkal, ahol t^′, t ∈ V , y ∈ W , z_i = f_i(g_i(t, y)) Ćs z^′_i = f_i(g_i(t^′, y)), ha i = 1, . . . , n. Azt kapjuk, hogy

h(z) − h(z^′) =

∫_1 0 ∂h ∂t (τz + (1 − τ)z^′)(t − t^′) dτ + n∑ i=1 ∫_1 0 ∂h ∂z_i

(τz + (1 − τ)z^′)(z_i − z^′_i) dτ.

Ezt felhasznălva, elhagyva a văltozćk kiąrăsăt, azt kapjuk, hogy

cR^k|f(t^′) − f(t)| = | | | | ∫ RS+y_0 ( ∫ 1 0 ∂h ∂t (τz + (1 − τ)z^′)(t − t^′) dτ + n∑ i=1 ∫_1 0 ∂h ∂z_i

(τz + (1 − τ)z^′)(z_i − z^′_i) dτ ) dy | | |.

100 12.§ H-older-folytonos megold«asok

A hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg felhasznălăsăval n + 1 tagot kapunk a jobb oldalon. Az elsŞ tagra a triviălis cR^kB^′_0|t^′ − t| felsŞ korlătot kapjuk, ahol B^′_0 a | | | ∂h∂t | | | felsŞ korlătja. Legyen z^0_i = fi(gi(t, y0)) (i = 1, 2, . . . , n), Ćs legyen

z^0 = (t, y_0, z^0_1 , . . . , z^0_n). Ha h^′_i jelŤli a ∂h∂z_i parciălis derivălt ĆrtĆkĆt a z^0 pontban, akkor a tŤbbi tagot ătąrhatjuk az ∫ RS+y_0

∫_1 0 ( ∂h ∂z_i

(τz + (1 − τ)z^′) − h^′_i ) (z_i − z^′_i) dτ dy + h^′_i ∫ RS+y_0

(z_i − z^′_i) dy

formăba. ElŞszŤr ezen Ťsszeg elsŞ tagjănak abszolčt ĆrtĆkĆre adunk felsŞ becslĆst. |z_i −z^′_i| egy felsŞ becslĆse H(L|t−t^′|)^α, ahol H egy H-older konstans f_i szămăra, Ćs L Lipschitz-konstans g_i szămăra. Innen | | | ∫ RS+y_0

∫_1 0 ∂h ∂z_i

(τz + (1 − τ)z^′) − h^′_i)(z_i − z^′_i) dτ dy | | |

≤ H(L|t − t^′|)^α ∫ RS+y_0

∫_1 0 | | | | ∂h ∂z_i

(τz + (1 − τ)z^′) − h^′_i | | | | dτ dy.

SzĄksĆgĄnk van mĆg a | | | ∂h∂z_i (τz + (1 − τ)z^′) − ∂h∂z_i (z^0) | | | kĄlŤnbsĆg felsŞ becslĆsĆre. Ez nem nagyobb, mint L^′_i szorozva τz + (1 − τ)z^′ − z^0 normăjăval, azaz L^′_i-szer a maximălis tăvolsăg a z^′ Ćs z^0 = (t, y_0, z^0_1 , . . . , z^0_n) vektorok kŤzŤtt, ahol L^′_i a Lipschitz-konstans ∂h∂z_i szămăra. A maximălis tăvolsăg z^′ Ćs z^0 kŤzŤtt |t − t^′| + R + nH(L(|t − t^′| + R))^α-val becsĄlhetŞ. Ŋgy a

cR^kH(|t − t^′|L)^αL^′_i(|t − t^′| + R + nH(L(|t − t^′| + R))^α)

felsŞ korlătot kapjuk az elsŞ tagra.

Ahhoz, hogy a măsodik tagra felsŞ korlătot kapjunk, ∫ RS+y_0

(z_i − z^′_i) dy = ∫ RS+y_0

f_i(g_i(t, y)) − f_i(g_i(t^′, y)) dy

abszolčt ĆrtĆkĆnek egy felsŞ korlătjăra van szĄksĆgĄnk, mivel |h^′_i| triviălisan korlătos a B^′_i felsŞ korlătjăval | | ∂h ∂z_i | |-nek. A lemmăbćl a |t − t_′|CR_{k−1} felsŞ

korlătot kapjuk erre az integrălra.

Źsszegezve mindezeket a becslĆseket, azt kapjuk, hogy

|f(t) − f(t^′)| ≤ B^′_0|t − t^′| + n∑ i=1 B^′_i|t − t^′|C/R

+ H(L|t − t^′|)^α n∑ i=1 L^′_i(|t − t^′| + R + nH(L(|t − t^′| + R))^α).

Ha |t − t^′| ≤ R, ez

|f(t) − f(t^′)| ≤ C_0|t − t^′| + C_1|t − t^′|^αR^α + C_2|t − t^′|/R

13.§ Korl«atos v«altoz«as«u megold«asok

alakba ąrhatć, ahol C_0, C_1 Ćs C_2 nem fĄgg t-tŞl, t^′-tŞl Ćs R-tŞl. Ha egy olyan R-et vălasztunk, amely teljesąti az R = |t − t^′|^{(1−α)/(1+α)} feltĆtelt, akkor azt kapjuk, hogy

|f(t) − f(t^′)| ≤ (C_0 + C_1 + C_2)|t − t^′|^{2α/(1+α)},

ha |t − t^′| < R^{(1+α)/(1−α)}

0 Ćs t, t^′ ∈ V_0. Ez mutatja, hogy f lokălisan H-older folytonos V_0-on 2α/(1 + α) HŤlder-kitevŞvel, amibŞl kŤvetkezik a tĆtel.

12.2. KŤvetkezmĆny. Az 1.17 problĆma feltĆtelei mellett, ha a h Ćs g_i fĄggvĆnyek kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatćak, akkor minden f megoldăs, amely lokălisan HŤlder-folytonos valamely 0 < α < 1 kitevŞvel, lokălisan HŤlder-folytonos minden 0 < α < 1 kitevŞvel.

Bizonyątăs. Ha f HŤlder-folytonos valamely α_0 = α, 0 < α_0 < 1 kitevŞvel, akkor az elŞzŞ tĆtel szerint HŤlder-folytonos minden α_n = 2α_{n−1}/(1+ α_{n−1}), n = 1, 2, . . . kitevŞvel is. Mivel α_n ↑ 1, kapjuk az ăllątăst.

13.§ Korl«atos v«altoz«as«u megold«asok Mint a jelŤlĆseknĆl leąrtuk, tŤbbvăltozćs korlătos văltozăsč fĄggvĆnyekkel kapcsolatban Giusti [48] kŤnyvĆnek terminolćgiăjăt kŤvetjĄk, ągy, szigorčan vĆve, ez a fogalom nem az egyvăltozćs korlătos văltozăsč fĄggvĆnyek fogalmănak ăltalănosątăsa, hanem a korlătos lĆnyeges văltozăssal rendelkezŞ fĄggvĆnyekĆ.

Egyetlen tĆtelt fogunk bizonyątani, mely szerint lokălisan korlătos văltozăsč megoldăsok lokălis Lipschitz-feltĆtelnek tesznek eleget. A kŤvetkezŞ lemma tĆtelĄnk bizonyątăsănak a kulcsa.

13.1. Lemma. Legyenek V , W Ćs U nyąlt rĆszhalmazai R^s, R^k illetve R^r-nek, f : U → R korlătos văltozăsč fĄggvĆny, g : V × W → U folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆny, t_0 ∈ V , y_0 ∈ W , Ćs tegyĄk fel, hogy ∂g∂y (t_0, y_0) rangja r. Ekkor lĆtezik olyan V_0 ⊂ V kŤrnyezete t_0-nak, B ⊂ W gŤmb y_0 kŤzĆpponttal, Ćs egy C konstans, hogy ∫ B |f(g(t^′, y)) − f(g(t, y))| dy ≤ C|t^′ − t|,

ha t^′, t ∈ V_0.

Bizonyątăs. Az y → g(t, y) parciălis fĄggvĆnyek jelŤlĆsĆre hasznălni fogjuk a g_t jelŤlĆst. SzĄksĆg esetĆn kisebb U, V Ćs W halmazokat vĆve az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy U, V Ćs W korlătos konvex nyąlt halmazok, W = W^′ × W^{′′} ahol W^′ ⊂ R^r Ćs W^{′′} ⊂ R^{k−r}, g Lipschitz-fĄggvĆny V × W -n M Lipschitz-konstanssal, tovăbbă, hogy

∂g_{t0} ∂y^′

(y^′, y^{′′})

102 13.§ Korl«atos v«altoz«as«u megold«asok

determinănsa nem nulla az y_0 pontban, ahol y^′ ∈ W^′, y^{′′} ∈ W^{′′}. JelŤlje p az (y^′, y^{′′}) → y^′ projekcićt, ami R^k-t R^r-re kĆpezi. JelŤlje g^∗_t a W = W^′ × W^{′′}- nek U × W^{′′}-be valć (y^′, y^{′′}) → (g_t(y^′, y^{′′}), y^{′′}) lekĆpezĆsĆt. Az L_0 = g^∗_{t0}^′(y_0) lineăris operător determinănsa megegyezik

∂g_{t0} ∂y^′

(y_0)

determinănsăval, ągy nem nulla. Legyen

0 < c < 1 2‖L^{−1}_0 ‖ . Vălasszunk L_0-nak egy X konvex nyąlt kŤrnyezetĆt čgy, hogy minden X-beli L operător invertălhatć legyen Ćs teljesĄljŤn ră, hogy c < 1 2‖L^{−1}‖ . SzĄksĆg esetĆn t_0 egy kis konvex V_0 ⊂ V kŤrnyezetĆt Ćs egy kisebb W -t vĆve feltehetjĄk, hogy g^∗_t^′(y_0) ∈ X Ćs

‖g^∗_t^′(y) − g^∗_t^′(y_0)‖ < c,

ha t ∈ V Ćs y ∈ W . A kĆt utolsć egyenlŞtlensĆgbŞl

‖g^∗_t^′(y) − g^∗_t^′(y_0)‖ < 1 2‖g^∗_t^′(y_0)^{−1}‖ , ha y ∈ W Ćs t ∈ V_0. Az inverz fĄggvĆny tĆtel bizonyątăsa szerint (lăsd Rudin [1964], 9.24 tĆtel) ebbŞl kŤvetkezik, hogy g^∗_t homeomor˛zmusa W - nek U × W^{′′} egy nyąlt rĆszhalmazăra. EnnĆl valamivel erŞsebb ăllątăsra lesz szĄksĆgĄnk. Legyen t, t^′ ∈ V Ćs 0 ≤ τ ≤ 1. Legyen G_{t,t}′_{,τ} (y) = τg^∗_t (y)+(1− τ)g^∗_t′ (y). Ugyanazon ăllątăsra lesz szĄksĆgĄnk, de erre a fĄggvĆnyre. Mivel G^′_{t,t}′_{,τ} (y) = τg^∗_t^′(y)+(1−τ)g^∗_t^′(y) Ćs X konvex, ez a lineăris operător X-ben van. MăsrĆszt,

G^′_{t,t}′_{,τ} (y) − G^′_{t,t}′_{,τ} (y_0) = τ(g^∗_t^′(y) − g^∗_t^′(y_0)) + (1 − τ)(g^∗_t^′(y) − g^∗_t^′(y_0)),

Ćs ągy ‖G^′_{t,t}′_{,τ} (y) − G^′_{t,t}′_{,τ} (y_0)‖ < c < 1 2‖G^′_{t,t}′_{,τ} (y_0)^{−1}‖ . Ez azt mutatja, hogy alkalmazhatjuk az inverz fĄggvĆny tĆtel bizonyątăsăt G_{t,t}′_{,τ} -ra, Ćs kapjuk, hogy G_{t,t}′_{,τ} homeomor˛zmusa W -nek U × W^{′′}-be. MegjegyezzĄk tovăbbă, hogy a

‖S^{−1} − T^{−1}‖ ≤

‖T − S‖‖T^{−1}‖^2 1 − ‖T − S‖‖T^{−1}‖

13.§ Korl«atos v«altoz«as«u megold«asok

becslĆsbŞl, amely teljesĄl, ha ‖T −S‖ < 1/‖T^{−1}‖, azt kapjuk, hogy ‖g^∗_t^′(y)^{−1}‖ ≤ 1/c Ćs ‖G^′_{t,t}′_{,τ} (y)^{−1}‖ ≤ 1/c, valahănyszor t, t^′ ∈ V_0, 0 ≤ τ ≤ 1 Ćs y ∈ W ; innen g^∗_t^{−1} Ćs G^{−1}_{t,t}′_{,τ} Lipschitz-fĄggvĆnyek g^∗_t (W )-n illetve G_{t,t}′_{,τ} (W )-n 1/c Lipschitz-konstanssal.

Most măr kĆszen ăllunk arra, hogy bebizonyątsuk a lemmăt | elŞszŤr egy folytonosan di¸erenciălhatć f fĄggvĆnyre. Legyen B egy tetszŞleges zărt gŤmb W -ben y_0 kŤzĆpponttal. A Taylor-tĆtelt Ćs az x^∗ = G_{t,t}′_{,τ} (y) helyettesątĆst hasznălva, a kŤvetkezŞ becslĆshez jutunk:

∫ B |f(g(t, y)) − f(g(t^′, y))| dy = ∫ B | | | ∫_1 0 f^′(τg(t, y) + (1 − τ)g(t^′, y)) (g(t, y) − g(t^′, y)) dτ | | | dy ≤ ∫_1 0 ∫ B |f^′(τg(t, y) + (1 − τ)g(t^′, y))|M|t − t^′| dy dτ

= M|t − t^′|

∫_1 0 ∫ G_{t,t}′_{,τ} (B)

|f^′(p(x^∗))|J(G^{−1}_{t,t}′_{,τ} )(x^∗) dx^∗ dτ ≤ M|t − t^′| c^k

∫_1 0 ∫ G_{t,t}′_{,τ} (B)

|f^′(p(x^∗))| dx^∗ dτ ≤ M|t − t^′| c^k

∫_1 0 ∫ U×W^{′′}

|f^′(p(x^∗))| dx^∗ dτ = M|t − t^′| c^k ∫ U ∫ W^{′′}

|f^′(x)| dy^{′′} dx =

M|t − t^′||W^{′′}| c^k ∫ U |f^′(x)| dx,

ahol |W^{′′}| a W^{′′} Lebesgue-mĆrtĆke, Ćs J a Jacobi-determinăns abszolčt ĆrtĆke.

VĆgĄl, hogy a lemma ăllątăsăt kapjuk, az 1.17 tĆtelt fogjuk hasznălni Giusti [48] kŤnyvĆbŞl. E szerint a tĆtel szerint lĆtezik U-n C^∞-fĄggvĆnyeknek egy olyan sorozata, hogy

lim_{j→∞} ∫ U |f_j − f| = 0

Ćs

lim_{j→∞} ∫ U |f^′_j | = ∫ U |f^′|.

104 13.§ Korl«atos v«altoz«as«u megold«asok

Ezt a tĆtelt felhasznălva, azt kapjuk, hogy ∫ B |f(g(t, y)) − f(g(t^′, y))| dy ≤ ∫ B |f(g(t, y)) − f_j (g(t, y))| dy + ∫ B |f_j (g(t, y)) − f_j (g(t^′, y))| dy + ∫ B |f_j (g(t^′, y)) − f(g(t^′, y))| dy ≤ M|t − t^′||W^{′′}|

c^k ∫ U |f^′_j (x)| dx + ∫ g^∗_t (B)

|f(p(x^∗)) − f_j(p(x^∗))|J(g^∗_t^{−1})(x^∗) dx^∗ + ∫ g^∗_{t′} (B)

|f(p(x^∗)) − f_j (p(x^∗))|J(g^∗_t′^{−1})(x^∗) dx^∗ → M|t − t^′||W^{′′}|

c^k ∫ U |f^′| + 0 + 0,

ha j → ∞, valahănyszor t, t^′ ∈ V . Ezzel a lemma bizonyątăsa teljes.

13.2. TĆtel. Legyenek T , Y , X_1, . . . , X_n nyąlt rĆszhalmazai R^s, R^k illetve R^{r1} , . . . , R^{rn} -nek, Ćs Z, Z_0, Z_1, . . . , Z_n euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazai. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak. TekintsĄk az f : T → Z, f_0 : Y → Z_0, f_i : X_i → Z_i (i = 1, . . . , n), g_i : D → X_i (i = 1, . . . , n), h : D × Z_0 × Z_1 × · · · × Z_n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f_0(y), f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y)));

(2) h folytonosan di¸erenciălhatć;

(3) g_i folytonosan di¸erenciălhatć D-n Ćs minden t ∈ T -hez lĆtezik olyan y, hogy (t, y) ∈ D Ćs ∂g^i∂y (t, y) rangja r_i, ha i = 1, . . . , n;

(4) f_0 folytonos Ćs az f_i, i = 1, . . . , n fĄggvĆnyek folytonosak Ćs lokălisan korlătos văltozăsčak.

Ekkor f lokălisan Lipschitz fĄggvĆny.

Bizonyątăs. Az f_i (i = 1, 2, . . . , n) fĄggvĆnyt a koordinătăival helyettesątve, feltehetjĄk, hogy minden f_i valćs ĆrtĆkŰ. Legyen t_0 ∈ T Ćs vălasszuk meg y_0-at (3) szerint. Vălasszunk olyan U_i nyąlt kŤrnyezetĆt g_i(t_0, y_0)-nak, amelyen f_i korlătos văltozăsč, Ćs olyan V , W nyąlt kŤrnyezeteit t_0 illetve y_0-nak, hogy g_i a V × W -t U_i-be kĆpezze. Ha V Ćs W elĆg kicsik, alkalmazhatjuk a Taylor-formulăt a h fĄggvĆnyre z = (t, y, z_0, z_1, . . . , z_n) Ćs z^′ = (t^′, y, z_0, z^′_1, . . . , z_n) pontokkal, ahol t^′, t ∈ V , y ∈ W , z_0 = f_0(y), z_i = f_i(g_i(t, y)) Ćs z^′_i = f_i(g_i(t^′, y)), ha i = 1, . . . , n. Azt kapjuk, hogy

f(t^′) − f(t) = h(z^′) − h(z) =

∫_1 0 ∂h ∂t (τz^′ + (1 − τ)z)(t^′ − t) dτ + n∑ i=1 ∫_1 0 ∂h ∂z_i

(τz^′ + (1 − τ)z)(z^′_i − z_i) dτ.

14.§ Di¸erenci«alhat«os«ag

Ha V Ćs W elĆg kicsik, a h parciălis derivăltjai korlătosak egy K konstanssal. Az elŞzŞ lemmăt felhasznălva vălaszthatunk V_0 ⊂ V Ćs B ⊂ W -t čgy, hogy a lemma ăllątăsa teljesĄl i = 1, 2, . . . , n-re. MindkĆt oldalt integrălva B felett, azt kapjuk, hogy

|f(t^′) − f(t)| · |B| ≤ K|t^′ − t| + K n∑ i=1 ∫ B |f_i(g_i(t^′, y)) − f_i(g_i(t, y))| dy,

ahol |B| a B Lebesgue-mĆrtĆke. A lemmăt felhasznălva, ebbŞl kŤvetkezik, hogy f Lipschitz-feltĆtelnek tesz eleget V_0-on.

14.§ Di¸erenci«alhat«os«ag Az egyik elŞzŞ paragrafusban bebizonyątottuk, hogy Ťsszeg alakč fĄggvĆnyegyenletekre a megoldăsok folytonossăgăbćl kŤvetkezik azok folytonos di¸erenciălhatćsăga. KĆt măsik esetben a folytonossăgbćl csak a lokălis Lipschitz-tulajdonsăg kŤvetkezik. Mint jćl ismert, Rademacher tĆtele szerint (lăsd Federer [42], 3.1.6) egy f : R^m → R^n Lipschitz-fĄggvĆny λ^m-majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć. Hasonlć ăllątăs igaz minden, valamely euklidĆszi tĆr egy nyąlt rĆszhalmazăt egy măsik euklidĆszi tĆrbe kĆpezŞ lokălisan Lipschitz fĄggvĆnyre. (Lăsd, ăltalănosabban, Sztyepanov tĆtelĆt Federer [42] kŤnyvĆben, 3.1.9.)

Ebben a paragrafusban a fĄggvĆnyegyenletek 1.7 pontban megadott ăltalănos tąpusăra meg fogjuk mutatni, hogy a majdnem mindenĄtti di¸erenciălhatćsăgbćl kŤvetkezik a folytonos di¸erenciălhatćsăg. A bizonyątăsban fel fogjuk hasznălni a mĆrhetŞ megoldăsok folytonossăgăval kapcsolatos eredmĆnyeket. Az elŞbb emlątett tĆtelekkel egyĄtt ągy a megoldăsok lokălis Lipschitz-tulajdonsăgăbćl azok folytonos di¸erenciălhatćsăgăra kŤvetkeztethetĄnk. Lebesgue tĆtele ĆrtelmĆben, valćs văltozćs valćs ĆrtĆkŰ, monoton vagy korlătos văltozăsč megoldăsokra, illetve valćs văltozćs vektor ĆrtĆkŰ korlătos văltozăsč megoldăsokra is alkalmazhatć ez az ăllątăs, Ćs kapjuk a folytonos di¸erenciălhatćsăgot. (Ezt elŞszŤr măs mćdszerrel bizonyątottam a [82] dolgozatban.) SzĄksĆgĄnk van azonban arra, hogy egy majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć fĄggvĆny derivăltja Lebesgue-mĆrhetŞ. EnnĆl jćval tŤbbet fogunk bebizonyątani. Megmutatjuk, hogy egy euklidĆszi tĆr egy nyąlt rĆszhalmazăn Ćrtelmezett, szeparăbilis Banach-tĆrbeli ĆrtĆkŰ fĄggvĆny derivăltja Borel-halmazon van Ćrtelmezve Ćs Borel-fĄggvĆny. Ez az eredmĆny a J«arai [70] dolgozatban kerĄlt publikălăsra, Ćs ăltalănosątja a Federer kŤnyvĆben talălhatć, folytonos fĄggvĆnyekre vonatkozć hasonlć tĆtelt ([42], 3.1.1.). Ůgy vĆlem, az eredmĆny Ťnmagăban is Ćrdekes.

14.1. TĆtel. Legyen U az X vĆges dimenzićs normălt tĆr nyąlt rĆszhalmaza, Y szeperăbilis Banach-tĆr, Ćs f : U → Y egy tetszŞleges fĄggvĆny. Ekkor (f^′)^{−1}(F ) az F_{σδ} halmazosztălyban van az X-et Y -ba kĆpezŞ folytonos lineăris operătorok L(X, Y ) normălt terĆnek bărmely F zărt rĆszhalmazăra.

Bizonyątăs. Az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy U = X. Jćl ismert (lăsd pĆldăul Hewitt Ćs Stromberg [55] kŤnyvĆt, 78. o.), hogy

106 14.§ Di¸erenci«alhat«os«ag

az f Ťsszes folytonossăgi pontjainak C halmaza egy G_δ-halmaz X-ben. Vilăgos, hogy L(X, Y ) szeparăbilis Banach-tĆr. Vălasszunk egy L_1, L_2, . . . sŰrŰ halmazt F -ben.

Ha i, j Ćs k pozitąv egĆszek, legyen

C_{i,j,k} = {x : x ∈ C, |f(x + h) − f(x) − L_k(h)| ≤ |h|/i, ha |h| < 1/j}.

Megmutatjuk, hogy minden C_{i,j,k} relatąv zărt rĆszhalmaza C-nek. Legyen x ∈ C \ C_{i,j,k}. Ekkor van olyan h ∈ X, amelyre |h| < 1/j, de

|f(x + h) − f(x) − L_k(h)| > |h| i . De˛niăljuk h^′-t a h^′ = h + x − x^′ ŤsszefĄggĆssel, ha x^′ ∈ X. VegyĄk Ćszre, hogy x^′ + h^′ = x + h, ągy f(x^′ + h^′) = f(x + h). Mivel f folytonos x-ben, van olyan δ > 0, hogy |h^′| < 1/j Ćs

|f(x^′ + h^′) − f(x^′) − L_k(h^′)| >

|h^′| i , ha |x − x^′| < δ.

Meg fogjuk mutatni, hogy

(1) (f^′)^{−1}(F ) = ∞⋂ i=1 ∞⋃ j=1 ∞⋃ k=1 C_{i,j,k}.

TegyĄk fel, hogy f^′(x) = L ∈ F . Ekkor x ∈ C, Ćs minden i-hez van olyan L_{k(i)} Ćs j(i), amelyre

‖L − L_{k(i)}‖ < 1 2i Ćs |f(x + h) − f(x) − L(h)| ≤ |h| 2i , ha |h| < j(i). EbbŞl

|f(x + h) − f(x) − L_{k(i)}(h)| ≤ |f(x + h) − f(x) − L(h)| + |L(h) − L_{k(i)}(h)| ≤ |h| 2i + |h| 2i = |h| i , ha |h| < 1/j(i), azaz x ∈ C_{i,j(i),k(i)}.

Megfordątva, tegyĄk fel, hogy x ∈ C Ćs minden i-hez van olyan j(i) Ćs k(i), amelyre |f(x + h) − f(x) − L_{k(i)}(h)| ≤ |h| i , ha |h| < 1/j(i). Legyen i_1 Ćs i_2 kĆt pozitąv egĆsz, Ćs becsĄljĄk meg az ‖L_{k(i1)} − L_{k(i2)}‖ tăvolsăgot. Ha |h| < 1/j(i_1) Ćs |h| < 1/j(i_2), akkor azt kapjuk, hogy

|L_{k(i1)}(h) − L_{k(i2 )}(h)| ≤ |L_{k(i1)}(h) − f(x + h) + f(x)|

+ |f(x + h) − f(x) − L_{k(i2)}(h)| ≤ |h| i_1 + |h| i_2 ,

14.§ Di¸erenci«alhat«os«ag ągy ‖L_{k(i1)} − L_{k(i2)}‖ ≤ 1 i_1 + 1 i_2 . Ez azt mutatja, hogy L_{k(i)}, i = 1, 2, . . . Cauchy-sorozat L(X, Y )-ban. JelŤlje L ennek a sorozatnak a hatărĆrtĆkĆt. Nyilvăn L ∈ F . Egy tetszŞleges i-hez van olyan i^∗ ≥ i, amelyre ‖L_{k(i}∗_) − L‖ < 1/i. Innen

|f(x + h) − f(x) − L(h)| ≤ |f(x + h) − f(x) − L_{k(i}∗_)(h)| + |L_{k(i}∗_)(h) − L(h)| ≤ |h| i^∗ + |h| i ≤ 2|h| i , ha |h| < 1/j(i^∗), Ćs ez azt mutatja, hogy L az f fĄggvĆny x-beli di¸erenciălja.

Most (1)-bŞl, Ćs abbćl, hogy C egy G_δ-halmaz, kŤvetkezik, hogy lĆteznek olyan F_{s,t} zărt rĆszhalmazai X-nek, hogy

C = 0⋂ s=−∞ ∞⋃ t=1 F_{s,t} Ćs (f^′)^{−1}(F ) =

(^0⋂

s=−∞ ∞⋃ t=1 F_{s,t} ) ⋂(^∞⋂ s=1 ∞⋃ t=1 F_{s,t} ) = ∞⋂ s=−∞ ∞⋃ t=1 F_{s,t},

azaz (f^′)^{−1}(F ) ∈ F_{σδ}.

14.2. TĆtel. Legyen Z normălt tĆr, Z_0 egy euklidĆszi tĆr nyąlt rĆszhalmaza, a Z_i-k szeparăbilis Banach-terek nyąlt rĆszhalmazai (i = 1, 2, . . . , n), legyen Y nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, T nyąlt rĆszhalmaza R^s-nek, Ćs X_i nyąlt rĆszhalmaza R^{ri} -nek. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak. TekintsĄk az f : T → Z, f_i : X_i → Z_i, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n), f_0 : Y → Z_0, h : D × Z_0 × Z_1 × . . . × Z_n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy t_0 ∈ T Ćs az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y))) ;

(2) h Ćs a ∂h ∂t valamint ∂h ∂z_i

(i = 1, 2, . . . , n) parciălis derivăltjai folytonosak;

(3) az f_i fĄggvĆny λ^{ri} -majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć (i = 1, 2, . . . , n); (4) g_i folytonosan di¸erenciălhatć, Ćs van olyan y_0, amelyre (t_0, y_0) ∈ D Ćs a ∂g_i ∂y (t_0, y_0) mătrix rangja r_i (i = 1, 2, . . . , n).

Ekkor f folytonosan di¸erenciălhatć a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. Vălasszunk T^′ Ćs Y^′ kompakt lezărtč nyąlt halmazokat, amelyekre (t_0, y_0) ∈ T^′ × Y^′ ⊂ T^′ × Y^′ ⊂ D, Ćs minden ε > 0-hoz lĆtezik δ > 0, hogy λ^{ri} (g_{i,t}(B)) ≥ δ, ha t ∈ T^′, B ⊂ Y^′, Ćs λ^k(B) ≥ ε. Ilyen nyąlt halmazok lĆteznek a 3.10 segĆdtĆtel szerint.

108 14.§ Di¸erenci«alhat«os«ag

Most legyen D^′ az Ťsszes olyan (t^′, y^′) părok halmaza, amelyre t^′ ∈ T^′, y^′ ∈ Y^′, Ćs f_i di¸erenciălhatć a g_i(t^′, y^′) pontban, ha 1 ≤ i ≤ n. Legyen X^′_i = g_i(T^′ ×Y^′) (i = 1, 2, . . . , n). TegyĄk fel, hogy (t^′, y^′) ∈ D^′, Ćs rŤgzątsĄk y^′-t. A t → h (t, y^′, f_0(y^′), f_1 (g_1(t, y^′)) , . . . , f_n (g_n(t, y^′)))

fĄggvĆnyt fogjuk vizsgălni. Ez a fĄggvĆny de˛niălva van a t^′ egy kŤrnyezetĆben, Ćs di¸erenciălhatć t^′-ben. EbbŞl f di¸erenciălhatć t^′-ben, Ćs

f^′(t^′) = ∂h ∂t (t^′, y^′, f_0(y^′), f_1 (g_1(t^′, y^′)) , . . . , f_n (g_n(t^′, y^′))) + n∑ i=1 ∂h ∂z_i

(t^′, y^′, f_0(y^′), f_1 (g_1(t^′, y^′)) , . . . , f_n (g_n(t^′, y^′))) f^′_i (g_i(t^′, y^′))

∂g_i ∂t (t^′, y^′).

Ez azt jelenti, hogy f^′, f_0, f_1, f^′_1, . . . , f_n, f^′_n eleget tesznek egy

(5) f^′(t^′) = H (t^′, y^′, f_0(y^′), . . . , f_n (g_n(t^′, y^′)) , f^′_n (g_n(t^′, y^′)))

tąpusč egyenletnek minden (t^′, y^′) ∈ D^′-re. A 8.1 tĆtelt fogjuk alkalmazni erre az egyenletre, annak bizonyątăsăra, hogy f^′ folytonos T^′-n. Legyen t^′_0 egy tetszŞleges eleme T^′-nek. Meg akarjuk mutatni, hogy az (5) egyenlet teljesąti a 8.1 tĆtel feltĆteleit.

Vilăgos, hogy a fĄggvĆnyek ĆrtelmezĆsi tartomănyăra Ćs ĆrtĆkkĆszletĆre vonatkozć feltĆtelek teljesĄlnek, azzal az eltĆrĆssel, hogy az f^′_i , (1 ≤ i ≤ n) fĄggvĆnyek csak majdnem mindenĄtt vannak de˛niălva. Ezen nagyon kŤnnyŰ segąteni: vălasszunk egy tetszŞleges kiterjesztĆsĆt f^′_i -nek X^′_i-re. Ekkor 8.1.(1) Ćs 8.1.(4) teljesĄlnek, Ćs az elŞzŞ tĆtel szerint teljesĄl 8.1.(3) is. (Az, hogy az f_i fĄggvĆnyek mĆrhetŞek, kŤnnyen kŤvetkezik abbćl, hogy majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatćak.) A 8.1.(2) feltĆtel teljesĄlĆse h Ćs g_i parciălis derivăltjainak folytonossăgăn mčlik. 8.1.(6) vilăgos T^′ Ćs Y^′ vălasztăsa miatt. 8.1.(5) bizonyątăsăhoz vegyĄk Ćszre, hogy 8.1.(6) szerint az {y^′ : y^′ ∈ Y^′, f^′_i nem lĆtezik a g_i(t^′, y^′) pontban}

halmaz nulla mĆrtĆkŰ minden t^′ ∈ T^′-re, mivel a g_{i,t}′ szerinti kĆpe nulla mĆrtĆkŰ X_i-ben. Ez azt mutatja, hogy Y^′\D^′_t′ nulla mĆrtĆkŰ minden t^′ ∈ T^′- re, ągy D^′_t′ ∩ D^′_t′_0 mĆrtĆke megegyezik Y^′ mĆrtĆkĆvel.

Most alkalmazva a 8.1 tĆtelt kapjuk, hogy f^′ folytonos T^′-n.

15.§ T-obbsz-ori di¸erenci«alhat«os«ag

15.§ T-obbsz-ori di¸erenci«alhat«os«ag Ebben a paragrafusban azt a kĆrdĆst tanulmănyozzuk, hogy a megoldăsok p-szeri di¸erenciălhatćsăgăbćl kŤvetkezik-e a p + 1-szer valć di¸erenciălhatćsăg. KĆt tĆtelt bizonyątunk be. A kĆt tĆtel az f_i Ćs h fĄggvĆnyekre vonatkozć feltĆtelekben kĄlŤnbŤzik.

15.1. TĆtel. Legyen Z normălt tĆr, Y Ćs Z_0 egy-egy euklidĆszi tĆr nyąlt rĆszhalmaza, Z_i szeparăbilis Banach-tĆr nyąlt rĆszhalmaza (i = 1, 2, . . . , n), T Ćs X_i, i = 1, 2, . . . , n az R^s, illetve az R^{ri} nyąlt rĆszhalmazai, D a T ×Y egy nyąlt rĆszhalmaza. TekintsĄk az f : T → Z, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n), f_i : X_i → Z_i (i = 1, 2, . . . , n), f_0 : Y → Z_0, h : D × Z_0 × Z_1 × · · · × Z_n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy p > 0, t_0 ∈ T Ćs az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek:

(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y))) ;

(2) minden ∂^{α0}_t ∂^{α1}_{z1} . . . ∂^{αn}_{zn} h parciălis derivălt folytonos, ahol 0 ≤ |α| ≤ p; (3) az f_i fĄggvĆnyek λ^{ri} -majdnem mindenĄtt p-szer di¸erenciălhatćak (i = 1, 2, . . . , n);

(4) a g_i fĄggvĆnyek p-szer folytonosan di¸erenciălhatćak, Ćs lĆtezik olyan

y_0, amelyre (t_0, y_0) ∈ D Ćs

∂g_i ∂y (t_0, y_0) rangja r_i (i = 1, 2, . . . , n).

Ekkor az f fĄggvĆny p-szer folytonosan di¸erenciălhatć a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. Ez a tĆtel p = 1-re az elŞzŞ paragrafus utolsć tĆtelĆt adja vissza. Bizonyątăsăra hasonlćan fogunk eljărni, mint az elŞzŞ paragrafusban. Vălasszunk T^′ Ćs Y^′ kompakt lezărtč nyąlt halmazokat, amelyekre (t_0, y_0) ∈ T^′ × Y^′ ⊂ T^′ × Y^′ ⊂ D, Ćs minden ε > 0-hoz lĆtezik δ > 0, hogy λ^{ri} (g_{i,t}(B)) ≥ δ, ha t ∈ T^′, B ⊂ Y^′, Ćs λ^k(B) ≥ ε. Ilyen nyąlt halmazok lĆteznek a 3.10 segĆdtĆtel szerint.

Most legyen D^′ az Ťsszes olyan (t^′, y^′) părok halmaza, amelyre t^′ ∈ T^′, y^′ ∈ Y^′, Ćs f^{(j)}_i lĆtezik a g_i(t^′, y^′) pontban, ha 1 ≤ j ≤ p Ćs 1 ≤ i ≤ n. Legyen X^′_i = g_i(T^′ × Y^′) (i = 1, 2, . . . , n). Ugyančgy, mint az elŞzŞ tĆtel bizonyątăsăban, kapjuk, hogy f^′, f_0, f_1, f^′_1, . . . , f_n, f^′_n eleget tesznek egy

f^′(t^′) = h_1 (t^′, y^′, f_0(y^′), . . . , f_n (g_n(t^′, y^′)) , f^′_n (g_n(t^′, y^′)))

tąpusč egyenletnek minden (t^′, y^′) ∈ D^′-re. Itt h_1 eleget tesz a tĆtelben h-ra kirćtt feltĆteleknek, de p helyett p − 1-re. TegyĄk fel, hogy (t^′, y^′) ∈ D^′, Ćs rŤgzątsĄk y^′-t. A

t → h_1 (t^′, y^′, f_0(y^′), . . . , f_n (g_n(t^′, y^′)) , f^′_n (g_n(t^′, y^′)))

fĄggvĆny de˛niălva van a t^′ egy kŤrnyezetĆben, Ćs di¸erenciălhatć t^′-ben. EbbŞl f^′ di¸erenciălhatć t^′-ben, Ćs di¸erenciălva, kapjuk, hogy

f^{′′}, f_0, f_1, f^′_1, f^{′′}_1 , . . . , f_n, f^′_n, f^{′′}_n

110 15.§ T-obbsz-ori di¸erenci«alhat«os«ag

eleget tesznek egy

f^{′′}(t^′) = h_2 (t^′, y^′, f_0(y^′), . . . , f_n (g_n(t^′, y^′)) , f^′_n (g_n(t^′, y^′)) , f^{′′}_n (g_n(t^′, y^′)))

tąpusč egyenletnek minden (t^′, y^′) ∈ D^′-re. Indukcićval folytatva, azt kapjuk, hogy f^{(p)}, f_0, f_1, . . . , f^{(p)}_1 , . . . , f_n, . . . , f^{(p)}_n eleget tesznek egy

(5) f^{(p)}(t^′) = h_p ( t^′, y^′, f_0(y^′), . . . , f_n (g_n(t^′, y^′)) , . . . , f^{(p)}_n (g_n(t^′, y^′)) ) tąpusč egyenletnek minden (t^′, y^′) ∈ D^′-re, Ćs h_p folytonos.

Most ugyančgy, mint az elŞzŞ tĆtel bizonyątăsăban, a 8.1 tĆtelt alkalmazhatjuk erre az egyenletre, Ćs kapjuk, hogy f^{(p)} folytonos T^′-n.

15.2. TĆtel. Legyen Z egy euklidĆszi tĆr, Y Ćs Z_i euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazai (1 ≤ i ≤ n), tovăbbă legyenek T Ćs X_i (i = 1, 2, . . . , n) nyąlt rĆszhalmazai R^s-nek, illetve R^{ri} -nek, Ćs D egy nyąlt rĆszhalmaza T ×Y - nak. TekintsĄk az f : T → Z, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n), f_i : X_i :→ Z_i (i = 1, 2, . . . , n), h : D × Z_1 × · · · × Z_n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy p > 0, t_0 ∈ T , Ćs az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y)));

(2) az Ťsszes ∂^{α0}_t ∂^{α1}_{z1} . . . ∂^{αn}_{zn} h parciălis derivăltak folytonosan di¸erenciălhatćak 0 ≤ |α| ≤ p esetĆn;

(3) az f_i, i = 1, 2, . . . , n fĄggvĆnyek p-szer folytonosan di¸erenciălhatćak; (4) a g_i fĄggvĆnyek p+1-szer folytonosan di¸erenciălhatćak, Ćs lĆtezik olyan y_0, amelyre (t_0, y_0) ∈ D Ćs

∂g_i ∂y (t_0, y_0) rangja r_i, ha i = 1, 2, . . . , n.

Ekkor az f fĄggvĆny p + 1-szer folytonosan di¸erenciălhatć a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. Legyen 1 ≤ q ≤ s Ćs di¸erenciăljuk az (1) egyenletet parciălisan t_q szerint. Elhagyva a văltozćk kiąrăsăt, azt kapjuk, hogy ∂f ∂t_q = ∂h ∂t_q + n∑ i=1 ∑ j ∂h ∂z_{i,j}

r_i∑

k=1 ∂f_{i,j} ∂x_{i,k}

∂g_{i,k} ∂t_q . Itt z_i = (z_{i,j} ), x_i = (x_{i,k}), f_i = (f_{i,j}) Ćs g_i = (g_{i,k}). Ez az egyenlet azt mutatja, hogy ha α ∈ N^s Ćs |α| = 1, akkor ∂^αf eleget tesz egy

∂^αf(t) = h_{α,0}(t, y) +

n_α∑

β=1 h_{α,β} (t, y)f_{α,β} (g_{α,β}(t, y))

alakč fĄggvĆnyegyenletnek minden (t, y) ∈ D-re. Itt, ha az α vektor q-adik koordinătăja egy, a tŤbbi nulla, akkor

h_{α,0}(t, y) = ∂h ∂t_q

(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y))),

15.§ T-obbsz-ori di¸erenci«alhat«os«ag

g_{α,β} = g_i valamely 1 ≤ i ≤ n-re,

f_{α,β} =

∂f_{i,j} ∂x_{i,k} valamely i, j, k-ra, Ćs h_{α,β} (t, y) = ∂h ∂z_{i,j}

(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y)))

∂g_{i,k} ∂t_q

(t, y)

valamely i, j, k-ra.

Vilăgos, hogy a h_{α,β} fĄggvĆny Ťsszes t szerinti, legfeljebb p − 1-edik parciălis derivăltja folytonosan di¸erenciălhatć, tovăbbă f_{α,β} valamely X_i-t kĆpezi le R-be Ćs p − 1-szer folytonosan di¸erenciălhatć, ha 0 ≤ β ≤ n_α. MegismĆtelve ezt az eljărăst, |α| szerinti indukcićval azt kapjuk, hogy ha α ∈ N^s, 1 ≤ |α| ≤ p, akkor ∂^αf eleget tesz az

(5) ∂^αf(t) = h_{α,0}(t, y) +

n_α∑

β=1 h_{α,β} (t, y)f_{α,β} (g_{α,β}(t, y))

fĄggvĆnyegyenletnek minden (t, y) ∈ D-re. Itt h_{α,β} : D → Z Ćs minden t szerinti legfeljebb p − |α|-adik parciălis derivăltja folytonosan di¸erenciălhatć, tovăbbă f_{α,β} : X_i → R valamely 1 ≤ i ≤ n-re, Ćs az f_{α,β} fĄggvĆnyek p − |α|- szor folytonosan di¸erenciălhatćak, vĆgĄl g_{α,β} = g_i arra az i-re, amelyre dmn f_{α,β} = X_i.

Legyen most α ∈ N^s, |α| = p, Ćs hasznăljuk fel a 11.3 tĆtelt. Azt kapjuk, hogy az f fĄggvĆny p+1-edik parciălis derivăltjai lĆteznek Ćs folytonosak a t_0 egy kŤrnyezetĆben, ągy az f fĄggvĆny p + 1-szer folytonosan di¸erenciălhatć a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

112 16.§ Analitikussăg

16.§ Analitikussăg Ebben a paragrafusban egyetlen tĆtelt fogunk bizonyątani, amely kezdeti lĆpĆsnek tekinthetŞ ebbe az irănyba, Ćs a Jărai [83] dolgozatban kerĄlt publikălăsra. A tĆmakŤrrel kapcsolatban meg kell emlątenĄnk P«ales [134] dolgozatăt, amely egy ăltalănos mćdszert tartalmaz, melynek segątsĆgĆvel kĆtvăltozćs fĄggvĆnyegyenletek egy ăltalănos tąpusăra a C^∞-megoldăsokra di¸erenciălegyenlet kaphatć; Păles az ągy kapott di¸erenciălegyenletet hasznălja fel annak bizonyątăsăra, hogy a C^∞-megoldăsok egy Ănagy" halmazon analitikusak.

SzĄksĆgĄnk lesz egy segĆdtĆtelre, amely măs jelŤlĆsekkel megtalălhatć Federer [42] kŤnyvĆben, 239. o.

16.1. SegĆdtĆtel. Ha az f Ćs g valćs fĄggvĆnyek p-szer di¸erenciălhatćak a t, illetve x = g(t) pontban, akkor

(1) d^p dt^p

(f ∘ g)(t) = ∑ α∈S(p)

e_α d^{˚α}f dy^{˚α}

(g(t)) p∏ j=1 ( d^jg dx^j (t) )_{αj} ,

ahol az ŤsszegzĆs az Ťsszes olyan p-tagč nemnegatąv egĆsz szămokbćl ăllć α sorozatok S(p) halmazăra tŤrtĆnik, amelyekre p∑ j=1 jα_j = p,

az e_α-k pedig csak az α-tćl fĄggŞ pozitąv egĆsz szămok. Ha A Ćs B nemnegatąv valćs szămok, akkor (2) ∑ α∈S(p)

e_αB^{˚α}(˚α)! p∏ j=1 (A^j j!)^{αj} = A^pp!B(B + 1)^{p−1}.

Bizonyątăs. (1) kŤnnyen igazolhatć p szerinti teljes indukcićval. (2) bizonyątăsăhoz tekintsĄk a

g(t) = At 1 − At , valamint az f(x) = Bx 1 − Bx fĄggvĆnyeket. Ekkor

(f ∘ g)(t) = ABt 1 − A(B + 1)t , Ćs a derivăltak kŤnnyen szămolhatćk. Alkalmazva (1)-et ezekre a fĄggvĆnyekre a t = 0 pontban, Ćppen az ăllątăst kapjuk.

16.§ Analitikussăg

16.2. TĆtel. TegyĄk fel, hogy az f : ]a, b[ → R ismeretlen fĄggvĆny eleget tesz az

(1) f(t) = n∑ i=1 c_if (g_i(t, y)) minden t, y ∈ ]a, b[-re

fĄggvĆnyegyenletnek, ahol a c_i-k valćs konstansok, a

g_i : ]a, b[ × ]a, b[ → ]a, b[ (i = 1, 2, . . . , n)

fĄggvĆnyek adottak, Ćs teljesĄlnek az alăbbi feltĆtelek: (2) g_i(t, y) a t Ćs y kŤzĆ esik minden t, y ∈]a, b[-re; (3) g_i analitikus Ćs | | | | ∂^pg_i ∂^kt∂^{p−k}y

(t, y) | | | ≤ A^pp!

teljesĄl minden t, y ∈ ]a, b[-re Ćs p = 1, 2, . . . -re valamely 0 < A < 1 konstanssal;

(4) minden t ∈ ]a, b[-re Ćs i = 1, 2, . . . , n-re az ]a, b[-nek ]a, b[-be valć y → g_i(t, y) lekĆpezĆse szigorčan monoton, Ćs az a g_i(t, x) fĄggvĆny, amelyre az x → g_i(t, x) lekĆpezĆs az y → g_i(t, y) inverze, kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć az ĆrtelmezĆsi tartomănyăn.

Ekkor (1) bărmely vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatć f megoldăsa analitikus ]a, b[-n.

Bizonyątăs. Meg fogjuk mutatni, hogy ha [c, d] az ]a, b[ egy kompakt rĆszintervalluma, akkor lĆtezik olyan 0 < B < ∞ valćs konstans, hogy (5) | | | | d^pf dx^p (t) | | | | ≤ B^pp! (p = 1, 2, . . . )

minden t ∈ [c, d]-re. EbbŞl kŤvetkezik, hogy f analitikus ]c, d[-n, Ćs ągy analitikus ]a, b[-n is.

Hogy az (5) becslĆst megkapjuk, p szerinti teljes indukcićt fogunk hasznălni. A df dt elsŞ derivăltra ilyen B lĆtezĆse nyilvănvalć, mivel folytonos.

Di¸erenciăljuk az (1) egyenlet mindkĆt oldalăt p-szer. Ekkor a bal oldalon d^pf dt^p

(t) ăll, a jobb oldalon pedig n darab f (g(t, y)) tąpusč tag t szerinti p-edik parciălis derivăltjănak lineăris kombinăcićja. Egy ilyen parciălis derivălt, elhagyva az i indexet, az elŞzŞ segĆdtĆtel szerint a kŤvetkezŞkĆppen nĆz ki: (6) ∂^p ∂t^p f (g(t, y)) = ∑ α∈S(p)

e_α

∂^{˚α}f ∂x^{˚α}

(g(t, y)) p∏ j=1 ( ∂^j g ∂t^j

(t, y)

)_{αj} , ahol S(p) az Ťsszes olyan nemnegatąv egĆsz szămokbćl ăllć p-tagč α sorozatok halmaza, amelyekre_p ∑ j=1 jα_j = p,

114 16.§ Analitikussăg

az e_α-k pedig pozitąv egĆsz szămok.

Integrăljuk a p-szeri di¸erenciălăssal kapott egyenlet mindkĆt oldalăt y szerint c-tŞl d-ig. Ekkor a bal oldalon a

(d − c) d^pf dt^p (t) kifejezĆst kapjuk, a jobb oldalon pedig (6) szerint (7) ∫_d c ∂^{˚α}f ∂x^{˚α}

(g(t, y)) p∏ j=1 ( ∂^j g ∂t^j

(t, y)

)_{αi} dy

tąpusč tagok lineăris kombinăcićjăt. Minden ilyen tagban bevezethetĄnk egy x = g(t, y) helyettesątĆssel egy čj văltozćt, Ćs azt kapjuk, hogy (8) ∫_{g(t,d)}

g(t,c)

∂^{˚α}f ∂x^{˚α} (x) p∏ j=1 ( ∂^jg ∂t^j

(t, g(t, x))

)_{αj} ∂g ∂x (t, x) dx.

Az integrăl, mint a felsŞ hatăr fĄggvĆnye di¸erenciălhatćsăgăra, valamint a paramĆteres integrălok di¸erenciălăsăra vonatkozć tĆtel szerint a (8) kifejezĆs di¸erenciălhatć t szerint, Ćs derivăltja

(9)

∫_{g(t,d)}

g(t,c)

∂^{˚α}f ∂x^{˚α} (x) ∂ ∂t p∏ j=1 ( ∂^jg ∂t^j

(t, g(t, x))

)_{αj} ∂g ∂x (t, x) dx

+ d^{˚α}f dx^{˚α}

(g(t, d)) p∏ j=1 ( ∂^j g ∂t^j

(t, g (t, g(t, d)))

)_{αj} ∂g ∂x (t, g(t, d)) ∂g ∂t (t, d)

− d^{˚α}f dx^{˚α}

(g(t, c)) p∏ j=1 ( ∂^jg ∂t^j

(t, g (g(t, c)))

)_{αj} ∂g ∂x (t, g(t, c)) ∂g ∂t (t, c).

Ennek a kifejezĆsnek az abszolčt ĆrtĆkĆre egy felsŞ becslĆst a kŤvetkezŞkĆppen kaphatunk:

Mivel g_i kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć ĆrtelmezĆsi tartomănyăn, van olyan 1 < E < ∞ konstans, hogy a

H_i = { (t, g_i(t, y)) : t, y ∈ [c, d] } kompakt halmazon | | | ∂g_i ∂t (t, x) | | | ≤ E, ha (t, x) ∈ H^i, | | | ∂g_i ∂x (t, x) | | | ≤ E, ha (t, x) ∈ H^i, | | | ∂^2g_i ∂x∂t

(t, x) | | | ≤ 2E^2, ha (t, x) ∈ H^i.

16.§ Analitikussăg

«Igy a (9)-ben szereplŞ măsodik Ćs harmadik tag abszolčt ĆrtĆkĆre a kŤvetkezŞ felsŞ becslĆst kaphatjuk:

(10) B^{˚α}(˚α)! p∏ j=1 ( A^j j!

)_{αj} EA. Az integrălos tag becslĆse valamivel nehezebb. Ha a zărćjelben ăllć, di¸erenciălandć szorzat utolsć tĆnyezŞjĆt derivăljuk t szerint, akkor a kapott tag becslĆse

(11) p∏ j=1 ( A^j j!

)_{αj}

2E^2,

ha viszont a j-edik tĆnyezŞt derivăljuk, akkor a kapott tag becslĆse

(12) α_j ( A^j j!

)_{αj −1}

A^{j+1}(j + 1)!(E + 1)E ∏ s≠j

(A^ss!)^{αs}

= AE(E + 1)(j + 1)α_j p∏ s=1 (A^ss!)^{αs} .

«Igy az integrăl teljes felsŞ becslĆse a kŤvetkezŞ:

(13)

(d − c)B^{˚α} (˚α)! p∏ s=1 (A^ss!)^{αs} ( 2E^2 + AE(E + 1) p∑ j=1 (j + 1)α_j )

≤ (d − c)4E^2pB^{˚α} (˚α)! p∏ s=1 (A^ss!)^{αs} .

Źsszegezve α ∈ S(p)-re, az egy f (g_i(t, y)) tagbćl keletkezett tagok felsŞ becslĆsekĆnt az elŞzŞ segĆdtĆtel felhasznălăsăval a kŤvetkezŞt kapjuk:

(14)

(4E^2p(d − c) + 2E) ∑ α∈S(p)

B^{˚α} (˚α)! p∏ s=1 (A^ss!)^{αs}

= (4E^2p(d − c) + 2E)A^pp!B(B + 1)^{p−1} ≤ (4E^2(d − c) + 2E)A^p(B + 1)^p(p + 1)!.

VĆgĄl, Ťsszegezve i-re, azt kapjuk, hogy

(15) | | | d^{p+1}f dt^{p+1} (t) | | | ≤ (A(B + 1))^p (p + 1)! ( 4E^2 + 2E d − c

)_n∑ i=1 |c_i|

≤ B^{p+1}(p + 1)!

minden t ∈ [c, d]-re, ha B ≥ ( 4E^2 + 2E d − c

)_n∑ i=1 |c_i| Ćs B ≥ A 1 − A . Ezzel belăttuk, hogy f analitikus ]c, d[-n.

116 17.§ Regularit«as sokas«agokon

V. Regularitási tételek sokaságokon

17.§ Regularit«as sokas«agokon Mint a bevezetĆsben emlątettĄk, regularităsi tĆteleink nagy rĆsze ătvihetŞ di¸erenciălhatć sokasăgokra. A legtŤbb tĆtel lokălis jellegŰ, ezeknĆl az ătvitel semmi nehĆzsĆget nem okoz. A 11.5 tĆtel azonban globălis jellegŰ, ągy băr a bizonyątăs mutatja az ăltalănosątăs lehetŞsĆgĆt, szămos technikai rĆszletben kĄlŤnbŤzŞ čj bizonyątăst kell adnunk sokasăgok esetĆben. Az alăbbiakban csak a legfontosabb tĆtelek sokasăgokra vonatkozć văltozatăt tărgyaljuk, a lokălis jellegŰ tĆtelek esetĆn az euklidĆszi tĆrre vonatkozć megfelelŞ tĆtelre vezetve vissza az ăltalănosabb esetet, Ćs az egyetlen globălis jellegŰ eredmĆny esetĆn čj bizonyątăst adva.

17.1. TĆtel: mĆrhetŞsĆgbŞl kŤvetkezik a folytonossăg. Legyen Z teljesen regulăris tĆr, Z_0 egy σ-kompakt teljesen regulăris tĆr, Z_i (i = 1, 2, . . . , n) megszămlălhatć băzisč teljesen regulăris tĆr, Ćs T tetszŞleges topologikus tĆr. Legyenek Y Ćs X_i di¸erenciălhatć sokasăgok (i = 1, 2, . . . , n) Ćs D egy nyąlt rĆszhalmaza T ×Y -nak. TekintsĄk az f : T → Z, f_0 : Y → Z_0, g_i : D → X_i, f_i : X_i → Z_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs h : D ×Z_0 ×Z_1 ×. . .×Z_n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy t_0 ∈ T Ćs az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y))) ;

(2) h folytonos;

(3) az f_i fĄggvĆny Lebesgue-mĆrhetŞ az A_i rĆszhalmazăn X_i-nek (1 ≤ i ≤ n); (4) minden g_{i,t} parciălis lekĆpezĆs C^1-szubmerzić (i = 1, 2, . . . , n); (5) ⋂_n

i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i) nem nulla mĆrtĆkŰ;

(6) a (t, y) ∈ D Ćs v az Y sokasăg y-beli ĆrintŞterĆben van feltĆtelekkel a T Ćs az Y ĆrintŞnyalăbja szorzatăban megadott nyąlt halmazon Ćrtelmezett, X_i ĆrintŞnyalăbjăba kĆpezŞ (t, y, v) → ( g_{i,t}(y), g^′_{i,t}(y) ) lekĆpezĆs folytonos.

Ekkor f folytonos a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. Ezt a tĆtelt a 8.3 tĆtelre fogjuk visszavezetni, koordinătăkra ăttĆrve. Mivel megszămlălhatć sok tĆrkĆp ĆrtelmezĆsi tartomănya lefedi Y -t, van olyan φ tĆrkĆp, hogy W ĆrtelmezĆsi tartomănyănak a metszete

17.§ Regularit«as sokas«agokon

a_n ⋂ i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i)

halmazzal nem nullahalmaz. TekintsĄk ennek a halmaznak φ ăltali kĆpĆt, Ćs legyen y^∗_0 ennek egy sŰrŰsĆgi pontja. A g_i(t_0, y_0) pontok elĆg kis kŤrnyezetein lĆtezik egy-egy ξ_i tĆrkĆp. A t_0 elĆg kis V kŤrnyezetĆt vălasztva Ćs szĄksĆg esetĆn csŤkkentve W -t elĆrhetjĄk, hogy V × W ⊂ D Ćs g_i(V × W ) ⊂ dmn ξ_i teljesĄljŤn (i = 1, 2, . . . , n). Legyen W^∗ = rng(φ), D^∗ = V × W^∗, X^∗_i = rng(ξ_i), A^∗_i = ξ_i(A_i), g^∗_i (t, y^∗) = ξ_i(g_i(t, φ^{−1}(y^∗))), ha (t, y^∗) ∈ D^∗, f^∗_0 = f_0 ∘ φ, f^∗_i = f_i ∘ ξ_i Ćs h^∗(t, y^∗, z_0, z_1, . . . , z_n) = h(t, φ^{−1}(y^∗, z_0, z_1, . . . , z_n), ha (t, y^∗) ∈ D^∗ Ćs z_i ∈ Z_i (i = 0, 1, . . . , n). A^∗-gal jelzett halmazokra Ćs fĄggvĆnyekre alkalmazhatć a 8.3 tĆtel, Ćs ągy a bizonyątăs teljes.

17.2. TĆtel: Baire-tulajdonsăgbćl kŤvetkezik a folytonossăg. Legyen T topologikus tĆr, Y Ćs X_i di¸erenciălhatć sokasăgok, Z teljesen regulăris tĆr, Z_0 egy σ-kompakt tĆr, Z_i (i = 1, 2, . . . , n) megszămlălhatć băzisč topologikus tĆr, Ćs legyen D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak. TekintsĄk az f : T → Z, f_0 : Y → Z_0, g_i : D → X_i, f_i : X_i → Z_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs h : D × Z_0 × Z_1 × . . . × Z_n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy t_0 ∈ T Ćs az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y))) ;

(2) h folytonos;

(3) f_i Baire-tulajdonsăgč az A_i rĆszhalmazăn X_i-nek (i = 1, 2, . . . , n); (4) minden g_{i,t} parciălis lekĆpezĆs C^1-szubmerzić (i = 1, 2, . . . , n); (5) ⋂_n

i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i) măsodik kategćriăjč rĆszhalmaza Y -nak;

(6) a (t, y) ∈ D Ćs v az Y sokasăg y-beli ĆrintŞterĆben van feltĆtelekkel a T Ćs az Y ĆrintŞnyalăbja szorzatăban megadott nyąlt halmazon Ćrtelmezett, X_i ĆrintŞnyalăbjăba kĆpezŞ (t, y, v) → ( g_{i,t}(y), g^′_{i,t}(y) ) lekĆpezĆs folytonos.

Ekkor f folytonos a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. A tĆtelt a 10.2 tĆtelre vezetjĄk vissza. Mivel (5) szerint n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i)

măsodik kategćriăjč halmaz Y -ban, lĆtezik olyan y_0, amelyre (t_0, y_0) ∈ D Ćs y_0 minden nyąlt W kŤrnyezetĆre a

W ∩ (^n⋂ i=1 g^{−1}_{i,t0} (A_i) )

118 17.§ Regularit«as sokas«agokon

halmaz măsodik kategćriăjč. A g_i(t_0, y_0) pontok elĆg kis kŤrnyezetein lĆtezik egy-egy ξ_i tĆrkĆp. Vălasszunk olyan kis V kŤrnyezetĆt t_0-nak Ćs olyan kis W -t, hogy W -n szintĆn lĆtezzen egy φ tĆrkĆp, V × W ⊂ D legyen Ćs g_i(V × W ) ⊂ dmn ξ_i teljesĄljŤn (i = 1, 2, . . . , n). Legyen W^∗ = rng(φ), D^∗ = V × W^∗, X^∗_i = rng(ξ_i), A^∗_i = ξ_i(A_i), g^∗_i (t, y^∗) = ξ_i(g_i(t, φ^{−1}(y^∗))), ha (t, y^∗) ∈ D^∗, f^∗_0 = f_0 ∘ φ, f^∗_i = f_i ∘ ξ_i Ćs h^∗(t, y^∗, z_0, z_1, . . . , z_n) = h(t, φ^{−1}(y^∗, z_0, z_1, . . . , z_n), ha (t, y^∗) ∈ D^∗ Ćs z_i ∈ Z_i (i = 0, 1, . . . , n). A ∗-gal jelzett halmazokra Ćs fĄggvĆnyekre alkalmazhatć a 10.2 tĆtel, Ćs ągy a bizonyątăs teljes.

Az kŤvetkezŞ tĆtel ennek a paragrafusnak a legfontosabb eredmĆnye. Bizonyątăsăhoz szĄksĆgĄnk lesz az alăbbi lemmăra.

17.3. Lemma. Legyen Z nyąlt rĆszhalmaza egy euklidĆszi tĆrnek, Z_1, Z_2, . . . , Z_n euklidĆszi terek konvex nyąlt rĆszhalmazai. Legyenek T Ćs Y nyąlt rĆszhalmazai R^s-nek illetve R^k-nak, X_i nyąlt rĆszhalmaza R^{ri} -nek (i = 1, 2, . . . , n). Legyen D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak, (t_0, y_0) ∈ D. TekintsĄk az f : T → Z, f_i : X_i → Z_i, g_i : D → X_i (i = 1, . . . , n), h : D × Z_1 × Z_2 × · · · × Z_n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y)));

(2) h folytonosan di¸erenciălhatć, a ∂h∂z_i fĄggvĆnyek Lipschitz-folytonosak

L^′_i Lipschitz-konstanssal, a | | | ∂h∂t | | | Ćs | | | ∂h∂z_i | | | fĄggvĆnyek korlătosak B^′_0 illetve B^′_i korlăttal (i = 1, 2, . . . , n);

(3) g_i kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć Lipschitz-fĄggvĆny L_i Lipschitzkonstanssal, Ćs ∂g^i∂y (t_0, y_0) rangja r_i, ha i = 1, . . . , n;

(4) az f_i fĄggvĆnyek folytonosak, folytonossăgi moduluszuk ω_i. Ekkor lĆteznek olyan R_0 > 0 Ćs c_0 > 0 konstansok Ćs V nyąlt gŤmbkŤrnyezete t_0-nak, hogy ha t, t^′ ∈ V , 0 < R < R_0, akkor

|f(t) − f(t^′)| ≤ B^′_0|t − t^′| + n∑ i=1 B^′_i|t − t^′|c_0/R

+ n∑ i=1 ω_i(L_i|t − t^′|)L^′_i ( |t − t^′| + R + n∑ j=1 ω_j ( L_j (|t − t^′| + R) )) .

Bizonyątăs. RŤgzątsĄnk egy S szimplexet R^k egysĆggŤmbjĆben, amely belsejĆben tartalmazza az origćt. Alkalmazva a 11.2 lemmăt az f_i koordinătafĄggvĆnyeire, azt kapjuk, hogy lĆteznek δ > 0, R_0 > 0 Ćs C čgy, hogy a t_0 kŤzĆppontč δ sugarč V nyąlt gŤmbre Ćs az y_0 kŤzĆppontč Ćs R_0 sugarč zărt W gŤmbre V × W benne van D-ben, Ćs a t → ∫ RS+y_0

f_i(g_i(t, y)) dy

17.§ Regularit«as sokas«agokon

lekĆpezĆsek folytonosan di¸erenciălhatćak V -n, gradiensĄk pedig korlătos CR^{k−1} korlăttal, ha 0 < R < R_0. Legyen t, t^′ ∈ V . Legyen R egy tetszŞleges valćs szăm, amelyre 0 < R < R_0. Integrăljuk a fĄggvĆnyegyenlet mindkĆt oldalăt az RS + y_0 szimplex felett y szerint. Azt kapjuk, hogy

|S|R^kf(t) = ∫ RS+y_0

h(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y))) dy,

ahol |S| > 0 az S szimplex mĆrtĆke. Innen

|S|R^k|f(t) − f(t^′)| = | | | ∫ RS+y_0

h(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y)))

− h(t^′, y, f_1(g_1(t^′, y)), . . . , f_n(g_n(t^′, y))) dy | | |. Hogy a bal oldalra egy jć felsŞ becslĆst kapjunk, a

h(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y))) − h(t^′, y, f_1(g_1(t^′, y)), . . . , f_n(g_n(t^′, y)))

kĄlŤnbsĆg egy jć felsŞ becslĆsĆre van szĄksĆgĄnk. Alkalmazhatjuk a TaylortĆtelt a h fĄggvĆnyre a

z = (t, y, z_1, . . . , z_n) Ćs z^′ = (t^′, y, z^′_1, . . . , z^′_n)

pontokkal, ahol t^′, t ∈ V , y ∈ W , z_i = f_i(g_i(t, y)) Ćs z^′_i = f_i(g_i(t^′, y)), ha i = 1, . . . , n. A z Ćs z^′ pontok, ągy az Şket ŤsszekŤtŞ szakasz is, benne van V × W × Z_1 × · · · × Z_n-ben. Ŋgy azt kapjuk, hogy

h(z) − h(z^′) =

∫_1 0 ∂h ∂t (τz + (1 − τ)z^′)(t − t^′) dτ + n∑ i=1 ∫_1 0 ∂h ∂z_i

(τz + (1 − τ)z^′)(z_i − z^′_i) dτ.

Felhasznălva ezt, Ćs elhagyva a văltozćk kiąrăsăt, azt kapjuk, hogy

|S|R^k|f(t^′) − f(t)| = | | | | ∫ RS+y_0 ( ∫ 1 0 ∂h ∂t (τz + (1 − τ)z^′)(t − t^′) dτ + n∑ i=1 ∫_1 0 ∂h ∂z_i

(τz + (1 − τ)z^′)(z_i − z^′_i) dτ ) dy | | |. A hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg felhasznălăsăval n + 1 tagot kapunk a jobb oldalon. Az elsŞ tagra a triviălis |S|R^kB^′_0|t^′ − t| felsŞ korlătot kapjuk, ahol B^′_0 az | | ∂h∂t | | felsŞ korlătja. Legyen z^0_i = fi(gi(t, y0)) (i = 1, 2, . . . , n), Ćs legyen

120 17.§ Regularit«as sokas«agokon

z^0 = (t, y_0, z^0_1 , . . . , z^0_n). Ha h^′_i jelŤli a ∂h∂z_i parciălis derivălt ĆrtĆket a z^0 pontban, akkor a tŤbbi tagot čgy ąrhatjuk, mint ∫ RS+y_0

∫_1 0 ( ∂h ∂z_i

(τz + (1 − τ)z^′) − h^′_i) ) (z_i − z^′_i) dτ dy

+ h^′_i ∫ RS+y_0

(z_i − z^′_i) dy

normăjăt. ElŞszŤr ezen Ťsszeg elsŞ tagjănak normăjăra adunk egy felsŞ becslĆst. |z_i −z^′_i| egy felsŞ becslĆse ω_i(L_i|t−t^′|), mivel L_i Lipschitz-konstans g_i szămăra V × W -n. Innen | | | ∫ RS+y_0

∫_1 0 ( ∂h ∂z_i

(τz + (1 − τ)z^′) − h^′_i) ) (z_i − z^′_i) dτ dy | | |

≤ ω_i(L_i|t − t^′|) ∫ RS+y_0

∫_1 0 | | | ∂h ∂z_i

(τz + (1 − τ)z^′) − h^′_i | | | dτ dy.

SzĄksĆgĄnk van a | | | ∂h∂z_i (τz + (1 − τ)z^′) − ∂h∂z_i (z^0) | | | kĄlŤnbsĆg becslĆsĆre. Ez

a kĄlŤnbsĆg nem nagyobb, mint L^′_i-szŤr a τz + (1 − τ)z^′ − z^0 kĄlŤnbsĆg normăja, azaz L^′_i-szŤr a maximălis tăvolsăg a z^′ Ćs z^0 = (t, y_0, z^0_1 , . . . , z^0_n) vektorok kŤzŤtt, ahol L^′_i a Lipschitz-konstans ∂h∂z_i szămăra. A maximălis

tăvolsăg z^′ Ćs z^0 kŤzŤtt |t−t^′|+R +

∑_n j=1 ω_j ( L_j (|t−t^′|+R) ) -rel becsĄlhetŞ.

Ŋgy az

|S|R^kω_i(L_i|t − t^′|)L^′_i ( |t − t^′| + R + n∑ j=1 ω_j ( L_j (|t − t^′| + R) ))

felsŞ korlătot kapjuk az elsŞ tagra.

Hogy a măsodik tagra is kapjunk egy felsŞ korlătot, ∫ RS+y_0

(z_i − z^′_i) dy = ∫ RS+y_0

(f_i(g_i(t, y)) − f_i(g_i(t^′, y))) dy

abszolčt ĆrtĆkĆnek becslĆsĆre van szĄksĆgĄnk, mivel |h^′_i| triviălisan korlătos a

B^′_i felsŞ korlătjăval | | | ∂h∂z_i | | |-nek. A lemmăbćl erre az integrălra a |t − t^′|CR^{k−1} felsŞ korlătot kapjuk.

Źsszegezve a fenti becslĆseket, az

|f(t) − f(t^′)| ≤ B^′_0|t − t^′| + n∑ i=1 B^′_i|t − t^′|C/(|S|R)

+ n∑ i=1 ω_i(L_i|t − t^′|)L^′_i ( |t − t^′| + R + n∑ j=1 ω_j ( L_j (|t − t^′| + R) ))

becslĆshez jutunk, ami Ćppen a lemma ăllątăsăt adja c_0 = C/|S| jelŤlĆssel.

17.§ Regularit«as sokas«agokon

17.4. TĆtel: folytonos megoldăsok lokălis Lipschitz tulajdonsăga. Legyenek Z, T Ćs Y di¸erenciălhatć sokasăgok, D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak, C egy kompakt rĆszhalmaza T -nek. TekintsĄk az f : T → Z, g_i : D → T (i = 1, . . . , n), h : D × Z^n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f(g_1(t, y)), . . . , f(g_n(t, y)));

(2) h kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć;

(3) g_i kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć D-n Ćs minden t_0 ∈ T -hez van olyan y_0, amelyre (t_0, y_0) ∈ D, g_i(t_0, y_0) ∈ C Ćs y → g_i(t_0, y) szubmerzić y_0-ban, ha i = 1, . . . , n;

(4) f folytonos.

Ekkor f lokălisan Lipschitz fĄggvĆny T -n.

Bizonyątăs. Vălasszunk Ćs rŤgzątsĄnk egy-egy Riemann-struktčrăt Zn, Y -on Ćs T -n (lăsd [39], 20.7.13). Mindhărom sokasăgon egy, a rŤgzątett Riemann-struktčrăbćl szărmazć tăvolsăgot fogunk hasznălni, Ćs ezt az egyszerŰsĆg kedvĆĆrt mindhărom esetben ϱ-val jelŤljĄk. Ezt a tăvolsăgot a kŤvetkezŞkĆppen de˛niăljuk: az adott sokasăg minden komponensĆn lĆtezik egy, a Riemann-struktčrăbćl szărmazć ϱ^′ tăvolsăg ([39], 20.16.3). Legyen ϱ(x, y) = min{1, ϱ^′(x, y)}, ha x Ćs y a sokasăg ugyanazon komponensĆben vannak, egyĆbkĆnt legyen ϱ(x, y) = 1. Ezzel a de˛nącićval ϱ a sokasăg topolćgiăjăt indukălć tăvolsăg, Ćs ha ϱ(x, y) < 1, akkor x Ćs y ugyanabban a komponensben vannak, ϱ^′(x, y) is Ćrtelmezve van, Ćs megegyezik ϱ(x, y)-nal.

A bizonyątăs alapgondolata az f folytonossăgi moduluszănak hasznălata. Mivel ez ăltalăban nem szubadditąv, egy mćdosątăsăt fogjuk hasznălni. Erre megmutatjuk, hogy eleget tesz egy fĄggvĆnyegyenlŞtlensĆgnek, Ćs ebbŞl fog kŤvetkezni, hogy f lokălisan Lipschitz fĄggvĆny.

Egy ε > 0-ra jelŤlje C_ε = {x : ϱ(x, C) ≤ ε} a C (zărt) ε-kŤrnyezetĆt. Legyen C_ε = C, ha ε ≤ 0. Mivel T lokălisan kompakt, lĆtezik nyąlt kŤrnyezete C-nek, amelynek a lezărtja kompakt. Ezen kŤrnyezet komplementerĆnek a tăvolsăga C-tŞl pozitąv. Ha ε kisebb mint ez a tăvolsăg, akkor C_ε kompakt. Vălasszunk C minden t pontjăhoz egy V_t nyąlt kŤrnyezetet ugyanabban a komponensben, Ćs egy 0 < ε_t < 1/2 szămot čgy, hogy minden V_t-beli kŤzĆppontč, ε_t sugarč nyąlt gŤmb szigorčan geodetikusan konvex legyen (lăsd [39], 20.17.5). Vălasszunk ki a V_t, t ∈ C nyąlt lefedĆsĆbŞl C-nek egy vĆges lefedĆsĆt, Ćs legyen ε > 0 kisebb a megfelelŞ ε_t ĆrtĆkeknĆl čgy, hogy C_ε is kompakt legyen. Legyen

ω(r) = sup{ϱ(f(x), f(y)) : x ∈ C_ε, ϱ(x, y) ≤ r, y ∈ C_{ε−ϱ(x,y)}}.

Nyilvăn ω monoton nŤvekvŞ, ω(0) = 0 Ćs ω folytonos a nullăban, mivel f egyenletesen folytonos a C_ε kompakt halmazon. Megmutatjuk, hogy

ω(r_1 + r_2) ≤ ω(r_1) + ω(r_2), ha 0 ≤ r_1, r_2, r_1 + r_2 ≤ ε.

122 17.§ Regularit«as sokas«agokon

FeltehetjĄk, hogy r_2 ≤ r_1. TegyĄk fel indirekt, hogy ω(r_1 + r_2) > ω(r_1) + ω(r_2). Ekkor lĆteznek x Ćs y čgy, hogy ϱ(x, y) ≤ r_1 + r_2, x ∈ C_ε Ćs y ∈ C_{ε−ϱ(x,y)}, de ϱ(f(x), f(y)) > ω(r_1) + ω(r_2). Valamely c ∈ C-re

ϱ(y, c) = ϱ(y, C) ≤ ε − ϱ(x, y),

ągy ϱ(x, c) ≤ ε. Valamely ε_t > ε-ra a c kŤzĆppontč, ε_t sugarč nyąlt gŤmb szigorčan geodetikusan konvex, ągy pontosan egy olyan geodetikus ąv lĆtezik, amely x-et y-nal kŤti Ťssze, Ćs amelynek hossza ϱ(x, y). Bărmely z pontra ezen az ąven ϱ(x, y) = ϱ(x, z) + ϱ(z, y). A z pontot čgy vălasztva, hogy ϱ(y, z) ≤ ϱ(x, z), ϱ(x, z) ≤ r_1 Ćs ϱ(z, y) ≤ r_2 fennălljon, kapjuk, hogy

ϱ(z, c) ≤ ϱ(y, c) + ϱ(z, y) ≤ ε − ϱ(x, y) + ϱ(y, z) = ε − ϱ(x, z),

ągy z ∈ C_{ε−ϱ(x,z)} ⊂ C_{ε−ϱ(y,z)}, ahonnan ϱ(f(x), f(z)) ≤ ω(r_1) Ćs ϱ(f(z), f(y)) ≤ ω(r_2), ami ellentmondăs.

RŤgzątsĄnk egy η > 1 egĆsz szămot (pĆldăul η = 2 megfelelŞ). Egy tetszŞleges t_0 ∈ C_ε-hez vălasszunk egy (t_0-tćl fĄggŞ) y_0-t (3) szerint. Legyen z_0 = f(t_0), x^0_i = g_i(t_0, y_0) Ćs z^0_i = f(x^0_i ), ha i = 1, 2, . . . , n. A Z sokasăg z_0-t tartalmazć komponensĆre alkalmazva [39] 20.17.1, 20.17.5-Ťt, azt kapjuk, hogy van olyan 0 < δ_{t0} < 1/2, hogy 0 < r ≤ δ_{t0} esetĆn a z_0 kŤzĆppontč r sugarč nyąlt gŤmb szigorčan geodetikusan konvex. SzĄksĆg esetĆn csŤkkentve δ_{t0} -at elĆrhetjĄk, hogy a ψ normăl koordinătăzăs Ćrtelmezve van a δ_{t0} sugarč z_0 kŤzĆppontč nyąlt gŤmbŤn, tovăbbă, hogy ha z Ćs z^′ ezen gŤmb pontjai, akkor 1 η |ψ(z) − ψ(z^′)| ≤ ϱ(z, z^′) ≤ η|ψ(z) − ψ(z^′)|,

azaz a normăl koordinătăzăs Ćs inverze is Lipschitz-fĄggvĆny a z_0 pont δ_{t0} sugarč kŤrnyezete Ćs annak koordinăta-tĆrbeli kĆpe (amely szintĆn δ_{t0} sugarč nyąlt gŤmb z^∗_0 = ψ(z_0) kŤzĆpponttal) kŤzŤtt. (Lăsd [39], 20.16.4, 20.16.5.) Legyen Z^∗ a z^∗_0 kŤzĆppontč, δ_{t0} sugarč nyąlt gŤmb.

Hasonlćan eljărva, vălaszthatunk a T , Y Ćs Z sokasăgok t_0, y_0 Ćs z^0_i pontjaihoz szigorčan geodetikusan konvex nyąlt gŤmbŤket, amelyeken a τ, φ illetve ψ_i normăl koordinătăzăsok Ćrtelmezve vannak, Lipschitz-fĄggvĆnyek η Lipschitz-konstanssal, Ćs inverzeik is Lipschitz-fĄggvĆnyek η Lipschitzkonstanssal. JelŤlje a T^∗, Y^∗ illetve Z^∗_i ezen gŤmbŤk kĆpĆt a megfelelŞ koordinăta-tĆrben. SzĄksĆg esetĆn csŤkkentve a sugarakat elĆrhetjĄk, hogy τ^{−1}(T^∗) × φ^{−1}(Y^∗) ⊂ D teljesĄljŤn, Ćs a

(t^∗, y^∗, z^∗_1 , . . . , z^∗_n) → ψ(h(τ^{−1}(t^∗), φ^{−1}(y^∗), ψ^{−1}_1 (z^∗_1 ), . . . , ψ^{−1}_n (z^∗_n)))

lekĆpezĆs T^∗ × Y^∗ × Z^∗_1 × · · · × Z^∗_n-ot Z^∗-ba kĆpezze le. Ezt a lekĆpezĆst h^∗-gal fogjuk jelŤlni. Tovăbb csŤkkentve a sugarakat, elĆrhetjĄk, hogy h^∗ parciălis derivăltjai korlătos Lipschitz-fĄggvĆnyek legyenek. Hasonlćan folytatva, a T sokasăg x^0_i pontjaihoz vălasztunk szigorčan geodetikusan konvex

17.§ Regularit«as sokas«agokon

nyąlt X_i gŤmbŤket legfeljebb ε/3 sugărral, amelyeken a ξ_i normăl koordinătăzăsok Ćrtelmezve vannak, Lipschitz-fĄggvĆnyek η Lipschitz-konstanssal, Ćs inverzeik is Lipschitz-fĄggvĆnyek η Lipschitz-konstanssal. JelŤlje X^∗_i ezen gŤmbŤk kĆpĆt a megfelelŞ koordinăta-tĆrben. SzĄksĆg esetĆn csŤkkentve a sugarakat elĆrhetjĄk, hogy a

x^∗_i → ψ_i(f(ξ^{−1}_i (x^∗_i )))

lekĆpezĆs X^∗_i -ot Z^∗_i -ba kĆpezze le. Ezt a lekĆpezĆst f^∗_i -gal fogjuk jelŤlni. SzĄksĆg esetĆn csŤkkentve a t^∗_0 = τ(t_0) Ćs y^∗_0 = ψ(y_0) pontok kŤrĄli T^∗ illetve Y^∗ gŤmbŤk sugarait elĆrhetjĄk, hogy a

(t^∗, y^∗) → ξ_i(g_i(τ^{−1}(t^∗), φ^{−1}(y^∗)))

lekĆpezĆs T^∗ × Y^∗-ot X^∗_i -ba kĆpezŞ Lipschitz-lekĆpezĆs legyen. Ezt a lekĆpezĆst g^∗_i -gal fogjuk jelŤlni. JelŤlje f^∗ a t^∗ → ψ^{−1}(f(τ(t^∗))) lekĆpezĆsĆt T^∗-nak Z^∗-ba.

JelŤlje ω^∗_i a (szokăsos Ćrtelemben vett) folytonossăgi moduluszăt f^∗_i -nak. Megmutatjuk, hogy ω^∗_i (r) ≤ ηω(ηr) minden r ≥ 0-ra. Ha x_i, x^′_i ∈ X_i, akkor ϱ(x_i, x^0_i ) < ε/3 Ćs ϱ(x^′_i, x^0_i ) < ε/3, ągy felhasznălva, hogy x^0_i ∈ C, azt kapjuk, hogy x_i ∈ C_ε Ćs ϱ(x_i, x^′_i) < 2ε/3, ągy x^′_i ∈ C_{ε−ϱ(xi,x}′_{i)}. TegyĄk fel, hogy |ξ_i(x_i) − ξ_i(x^′_i)| ≤ r. Ekkor ϱ(x_i, x^′_i) ≤ ηr, amibŞl ϱ(f(x_i), f(x^′_i)) ≤ ω(ηr). Innen

|f^∗_i (ξ_i(x_i)) − f^∗_i (ξ_i(x^′_i))| = |ψ_i(f(x_i)) − ψ_i(f(x^′_i))| ≤ ηω(ηr).

SzuprĆmumot vĆve a bal oldalon, kapjuk az ω^∗_i (r) ≤ ηω(ηr) egyenlŞtlensĆget.

Alkalmazzuk az elŞzŞ lemmăt a^∗-gal jelŤlt halmazokkal Ćs fĄggvĆnyekkel. Azt kapjuk, hogy lĆtezik olyan t_0 kŤzĆppontč, 0 < ε_{t0} < 1/2 sugarč, szigorčan geodetikusan konvex nyąlt gŤmb, amelyen a τ normăl koordinătăzăs Ćrtelmezve van, R_{t0} > 0 Ćs c_{t0} konstansok, hogy ha t, t^′ a nyąlt gŤmb elemei, 0 < R < R_{t0} , akkor

|f^∗(τ(t)) − f^∗(τ(t^′))| ≤ B^′_0|τ(t) − τ(t^′)| + n∑ i=1 B^′_i|τ(t) − τ(t^′)|c_0/R

+ n∑ i=1 ω^∗_i ( L_i|τ(t) − τ(t^′)| ) L^′_i ( |τ(t) − τ(t^′)| + R + n∑ j=1 ω^∗_j ( L_j (|τ(t) − τ(t^′)| + R) ))

≤ B^′_0ηϱ(t, t^′) + n∑ i=1 B^′_iηϱ(t, t^′)c_{t0} /R

+ n∑ i=1 ω^∗_i ( L_iηϱ(t, t^′) ) L^′_i ( ηϱ(t, t^′) + R + n∑ j=1 ω^∗_j ( L_j (ηϱ(t, t^′) + R) )) .

TermĆszetesen itt a B^′_0, B^′_i, L_i Ćs L^′_i konstansok t_0-tćl fĄggnek, ami a jelŤlĆsben nem jut kifejezĆsre. Felhasznălva az ω^∗_i Ćs ω kŤzŤtt fennăllć egyen-

124 17.§ Regularit«as sokas«agokon

lŞtlensĆget, a fenti ŤsszefĄggĆsbŞl azt kapjuk, hogy

|f^∗(τ(t)) − f^∗(τ(t^′))| ≤ B^′_0ηϱ(t, t^′) + n∑ i=1 B^′_iηϱ(t, t^′)c_{t0} /R

+ n∑ i=1 ηω(L_iη^2ϱ(t, t^′))L^′_i ( ηϱ(t, t^′) + R + n∑ j=1 ηω ( ηL_j (ηϱ(t, t^′) + R) )) . A t_0 kŤzĆppontč, ε_{t0} sugarč V_{t0} nyąlt gŤmbŤk egy lefedĆsĆt adjăk a C_ε kompakt halmaznak. Ŋgy lĆtezik egy T_0 ⊂ C_ε vĆges halmaz čgy, hogy a t_0 ∈ T_0 pontoknak megfelelŞ nyąlt gŤmbŤk egy nyąlt lefedĆsĆt adjăk C_ε-nak. JelŤljŤn L egy pozitąv egĆsz szămot, amely az Ťsszes t_0 ∈ T_0-hoz tartozć Ťsszes L_i (i = 1, 2, . . . , n) konstansnăl nagyobb, vagy egyenlŞ. Hasonlćan, jelŤljŤn B^′, L^′ Ćs c_0 egy-egy konstanst, amely az Ťsszes t_0 ∈ T_0-hoz tartozć Ťsszes B^′_i (i = 0, 1, . . . , n), L^′_i (i = 1, 2, . . . , n) illetve c_{t0} konstansnăl nagyobb, vagy egyenlŞ. Azt kapjuk, hogy ha t Ćs t^′ ugyanabban a V_{t0} gŤmbben vannak, Ćs 0 < R < R_{t0} , akkor

ϱ(f(t), f(t^′)) = ϱ(φ^{−1}(f^∗(τ(t))), φ^{−1}(f^∗(τ(t^′)))) ≤ η|f^∗(τ(t)) − f^∗(τ(t^′))| ≤ B^′η^2ϱ(t, t^′) + nB^′η^2ϱ(t, t^′)c_0/R + nη^2ω(Lη^2ϱ(t, t^′))L^′ (ηϱ(t, t^′) + R + nηω(ηL(ηϱ(t, t^′) + R))) .

JelŤlje δ > 0 a C_ε kompakt halmaz V_{t0} , t_0 ∈ T_0 vĆges lefedĆsĆhez tartozć Lebesgue-szămot, azaz vălasszuk čgy δ-t, hogy ha t, t^′ ∈ C_ε, ϱ(t, t^′) < δ, akkor van olyan t_0 ∈ T_0, hogy t, t^′ ∈ V_{t0} . Legyen 0 < R_0 ≤ inf{R_{t0} : t_0 ∈ T_0}. Tovăbb csŤkkentve R_0-at Ćs δ-t, elĆrhetjĄk, hogy ηL(ηδ + R_0) ≤ ε teljesĄljŤn. Legyen t egy tetszŞleges eleme C_ε-nak, Ćs legyen t^′ egy eleme C_{ε−ϱ(t,t}′_)-nek amelyre ϱ(t, t^′) < δ. Ekkor lĆtezik olyan t_0 ∈ T_0, amelyre t, t^′ ∈ V_{t0} . Felhasznălva a fenti becslĆst, azt, hogy L Ćs η egĆszek, valamint ω szubadditivităsăt, azt kapjuk, hogy tetszŞleges R valćs szămra, amelyre 0 < R < R_0,

ϱ(f(t), f(t^′)) ≤ B^′η^2ϱ(t, t^′) + nB^′η^2ϱ(t, t^′)c_0/R + nLη^4ω(ϱ(t, t^′))L^′ ( ηϱ(t, t^′) + R + nLη^2(ηω(ϱ(t, t^′)) + ω(R)) ) . Ha ϱ(t, t^′) ≤ R, ez a becslĆs

ϱ(f(t), f(t^′)) ≤ c_1ϱ(t, t^′) + c_2ω(ϱ(t, t^′))R + c_3ω(ϱ(t, t^′))ω(R) + c_4ϱ(t, t^′)/R

alakban ąrhatć, ahol c_1, c_2, c_3 Ćs c_4 nem fĄgg t-tŞl, t^′-tŞl Ćs R-tŞl. SzuprĆmumot vĆve elŞszŤr a jobb, majd a bal oldalon t ∈ C_ε, t^′ ∈ C_{ε−ϱ(t,t}′_), ϱ(t, t^′) ≤ r-re, azt kapjuk, hogy

ω(r) ≤ c_1r + c_2ω(r)R + c_3ω(r)ω(R) + c_4r/R,

ha 0 ≤ r ≤ δ ≤ R < R_0. Ha čgy vălasztjuk R-et, hogy teljesątse a c_2R + c_3ω(R) ≤ 1/2 feltĆtelt | ami szĄksĆg esetĆn csŤkkentve δ-t mindig megtehetŞ | azt kapjuk, hogy

ω(r) ≤ 2(c_1 + c_4/R)r,

17.§ Regularit«as sokas«agokon

valahănyszor 0 ≤ r ≤ δ. Ez azt mutatja, hogy f lokălisan Lipschitz fĄggvĆny C-n. Egy tetszŞleges t ∈ T -re az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy t belsŞ pontja C-nek, mivel helyettesąthetjĄk C-t C Ćs a t egy kompakt kŤrnyezetĆnek az unićjăval. Ŋgy a bizonyątăs teljes.

MegjegyezzĄk, hogy ugyančgy, mint a 11.5 tĆtelt, ezt a tĆtelt is gyakran nĆmi kiegĆszątŞ ĆrvelĆssel Ćrdemes hasznălni (lăsd a 11.5 tĆtel utăn adott pĆldăt).

Źsszeg alakč egyenletekre tŤbbet mondhatunk.

17.5. TĆtel. Legyen Z egy euklidĆszi tĆr Ćs T , Y , X_i Ćs Z_i (i = 1, 2, . . . , n) di¸erenciălhatć sokasăgok. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza T × Y - nak. TekintsĄk az f : T → Z, g_i : D → X_i, f_i : X_i → Z_i, h_i : D × Z_i → Z, (i = 1, 2, . . . , n) Ćs h_0 : D → Z fĄggvĆnyeket. Legyen (t_0, y_0) ∈ D Ćs tegyĄk fel, hogy (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h_0(t, y) + n∑ i=1 h_i(t, y, f_i(g_i(t, y)));

(2) h_i folytonosan di¸erenciălhatć (0 ≤ i ≤ n); (3) f_i folytonos X_i-n (1 ≤ i ≤ n);

(4) g_i kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć Ćs y → g_i(t_0, y) szubmerzić y_0- ban, ha 1 ≤ i ≤ n.

Ekkor f folytonosan di¸erenciălhatć a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. A tĆtelt a 11.3 tĆtelre fogjuk visszavezetni. Legyen x^0_i = g_i(t_0, y_0) Ćs z^0_i = f_i(x^0_i ), i = 1, 2, . . . , n. A t_0 pont valamely kŤrnyezetĆn Ćrtelmezett τ Ćs az y_0 pont valamely kŤrnyezetĆn Ćrtelmezett φ tĆrkĆpeket megvălaszthatjuk čgy, hogy dmn(τ) × dmn(φ) ⊂ D teljesĄljŤn. Vălasszunk a z^0_i pont egy kŤrnyezetĆn Ćrtelmezett ψ_i tĆrkĆpet. Az x^0_i egy alkalmas kŤrnyezetĆn vălasztva egy ξ_i tĆrkĆpet, f_i(dmn(ξ_i)) ⊂ dmn(ψ_i) teljesĄl. VĆgĄl, szĄksĆg esetĆn csŤkkentve τ Ćs φ ĆrtelmezĆsi tartomănyăt elĆrhetjĄk, hogy g_i(dmn(τ) × dmn(φ)) ⊂ dmn(ξ_i) teljesĄljŤn, ha i = 1, 2, . . . , n. JelŤlje T^∗, Y^∗, X^∗_i Ćs Z^∗_i a τ, φ, ξ_i illetve ψ_i tĆrkĆpek ĆrtĆkkĆszletĆt, legyen D^∗ = T^∗ × Y^∗, Ćs legyen g^∗_i (t^∗, y^∗) = ξ_i(g_i(τ^{−1}(t^∗), φ^{−1}(y^∗))), f^∗_i = ψ_i ∘ f_i ∘ ξ^{−1}_i i = 1, 2, . . . , n, f^∗ = f ∘ τ^{−1}, h^∗_0(t^∗, y^∗) = h_0(τ^{−1}(t^∗), φ^{−1}(y^∗)) Ćs

h^∗_i (t^∗, y^∗, z^∗_i ) = h_i(τ^{−1}(t^∗), φ^{−1}(y^∗), ψ^{−1}_i (z^∗_i ))).

Most alkalmazhatjuk a 11.3 tĆtelt a^∗-gal jelzett halmazokra Ćs fĄggvĆnyekre.

Ha ismeretlen fĄggvĆny csak hăromszor szerepel az egyenletben, Ćs legalăbb az egyik ismeretlen fĄggvĆny valćs ĆrtĆkŰ, akkor is tŤbb mondhatć.

126 17.§ Regularit«as sokas«agokon

17.6. TĆtel. Legyenek Z, T , Y , X_1, Z_0 Ćs Z_1 di¸erenciălhatć sokasăgok, Z_1 egydimenzićs. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak. TekintsĄk a g_1 : D → X_1, f : T → Z, f_0 : Y → Z_0, f_1 : X_1 → Z_1 Ćs h : D × Z_0 × Z_1 → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy t_0 ∈ T Ćs a kŤvetkezŞ feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y))) ;

(2) h lokălisan Lipschitz;

(3) g_1 kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć; (4) f_0 Ćs f_1 folytonosak;

(5) lĆtezik olyan y_0, amelyre (t_0, y_0) ∈ D Ćs y → g_1(t_0, y) szubmerzić y_0- ban.

Ekkor f Lipschitz-feltĆtelnek tesz eleget a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ tĆtel bizonyątăsăban hasznălt mćdszerrel a tĆtel a 11.4 tĆtelre vezethetŞ vissza.

17.7. TĆtel: majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć megoldăsok folytonosan di¸erenciălhatćak. Legyen Z egy Banach-sokasăg, Z_i (i = 1, 2, . . . , n) szeparăbilis Banach-sokasăgok, Y , T Ćs X_i di¸erenciălhatć sokasăgok. Legyen D egy nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak. TekintsĄk az f : T → Z, g_i : D → X_i, f_i : X_i → Z_i, (i = 1, 2, . . . , n), h : D × Z_1 × . . . × Z_n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy t_0 ∈ T Ćs az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f_1(g_1(t, y)), . . . , f_n(g_n(t, y)));

(2) minden rŤgzątett y ∈ Y -ra a ∂h ∂t Ćs ∂h ∂z_i

(i = 1, 2, . . . , n) parciălis derivăltak folytonosak a tŤbbi văltozćban;

(3) f_i majdnem mindenĄtt di¸erenciălhatć (i = 1, 2, . . . , n); (4) g_i folytonosan di¸erenciălhatć, Ćs van olyan y_0, amelyre (t_0, y_0) ∈ D Ćs az y → g_i(t_0, y) lekĆpezĆs szubmerzić y_0-ban (i = 1, 2, . . . , n).

Ekkor f folytonosan di¸erenciălhatć a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. A 17.5 tĆtel bizonyątăsăban hasznălt mćdon a tĆtelt a 14.2 tĆtelre vezethetjĄk vissza.

17.8. TĆtel: C^p megoldăsok C^{p+1}-ben vannak. Legyenek Z, Y , T , X_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs Z_i (0 ≤ i ≤ n) di¸erenciălhatć sokasăgok. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza T × Y -nak. TekintsĄk az f : T → Z, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n), f_i : X_i :→ Z_i (i = 1, 2, . . . , n), f_0 : Y → Z_0, h : D × Z_0 × Z_1 × · · · × Z_n → Z fĄggvĆnyeket. TegyĄk fel, hogy p > 0, t_0 ∈ T , Ćs az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek:

17.§ Regularit«as sokas«agokon

(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f_0(y), f_1 (g_1(t, y)) , . . . , f_n (g_n(t, y))) ;

(2) a h fĄggvĆny p + 1-szer folytonosan di¸erenciălhatć; (3) f_0 folytonosan di¸erenciălhatć, az f_i, i = 1, 2, . . . , n fĄggvĆnyek pedig p-szer folytonosan di¸erenciălhatćak;

(4) a g_i fĄggvĆnyek p+1-szer folytonosan di¸erenciălhatćak, Ćs lĆtezik olyan y_0, amelyre (t_0, y_0) ∈ D Ćs y → g_i(t_0, y) szubmerzić y_0-ban, ha i = 1, 2, . . . , n.

Ekkor az f fĄggvĆny p + 1-szer folytonosan di¸erenciălhatć a t_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. A 17.5 tĆtel bizonyątăsăban lătott mćdon, a tĆtelt a 15.2 tĆtelre vezethetjĄk vissza.

128 18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

VI. Regularitási tételek kevesebb változóval

18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt ElsŞ lĆpĆskĆnt itt is ĂmĆrhetŞsĆgbŞl kŤvetkezik a folytonossăg" tąpusč eredmĆnyeket fogunk bizonyątani. Tudomăsom szerint ilyen eredmĆnyek az 1.17 problĆma (3) feltĆtelĆben szereplŞ erŞs rang feltĆtel, vagy annak valamely absztrakt văltozata nĆlkĄl csak nagyon speciălis egyenletekre ismeretesek, pĆldăul a McKiernan [129] dolgozatăban tărgyalt

f(x) = m∑ i=1 μ_if(x + ye_i), x ∈ R^n, y ∈ R

egyenletre, ahol μ_i ∈ R, e_i ∈ R^n rŤgzątettek. Ott a bizonyątăs a megoldăsok algebrai tulajdonsăgain mčlik.

Ebben a paragrafusban az 1.17 problĆmăban szereplŞ ăltalănos nem lineăris explicit egyenletre fogunk ĂmĆrhetŞsĆgbŞl kŤvetkezik a folytonossăg" tąpusč tĆteleket bizonyątani az 1.17.(3) feltĆtelben a belsŞ fĄggvĆnyekre kirćtt erŞs rang feltĆtel nĆlkĄl. Az 1.7 pontban leąrt Ăbootstrap" mćdszernek megfelelŞen, | durvăn szćlva | a mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt elhelyezkedŞ tulajdonsăgok egy sorozatăt fogjuk bevezetni. Ezek kĆpezik azokat a lĆpcsŞket, amelyeken felkapaszkodhatunk a mĆrhetŞsĆgtŞl a folytonossăgig. ElŞszŤr megvizsgăljuk az čj fogalmak legalapvetŞbb tulajdonsăgait. Ezutăn bizonyątjuk regularităsi tĆtelĄnket. Egy pĆldăt mutatunk a tĆtel alkalmazăsăra nem triviălis esetekben. A tĆtel egy ˛nomątăsăt is bebizonyątjuk. VĆgĄl az čj fogalmak tovăbbi tulajdonsăgait vizsgăljuk.

18.1. De˛nącić. Legyen X egy halmaz, Y metrikus tĆr, Ćs f : X → Y egy fĄggvĆny. Legyen U Hausdor¸-tĆr, μ Radon-mĆrtĆk U-n, Ćs P egy topologikus tĆr, a ĂparamĆter tĆr", egy adott p_0 ∈ P ponttal. Legyen φ egy fĄggvĆny, amely U × P -t X-be kĆpezi. A φ fĄggvĆnyt egy, a p paramĆtertŞl fĄggŞ φ_p : u → φ(u, p) felĄletseregnek kĆpzeljĄk el.

Luzin tĆtele (2.7) Ćs a 3. § ăltalănosątott Steinhaus-tĆtele azt sugalljăk, hogy az alăbbi feltĆtel a mĆrhetŞsĆggel kapcsolatos:

(L) Minden ε > 0-hoz, σ > 0-hoz Ćs C ⊂ U kompakt halmazhoz van olyan P_0 kŤrnyezete p_0-nak, amelyre ha p ∈ P_0, akkor

μ {u ∈ C : dist (f(φ(u, p)), f(φ(u, p_0))) ≥ σ} ≤ ε.

18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

A fenti feltĆtel sorozatokkal az alăbbi mćdon fogalmazhatć:

(S) Minden σ > 0-ra, minden C ⊂ U kompakt halmazra, Ćs minden p_m → p_0 sorozatra

μ {u ∈ C : dist (f(φ(u, p_m)), f(φ(u, p_0))) ≥ σ} → 0.

Ebben a formăban a feltĆtel erŞsen emlĆkeztet a mĆrtĆkben valć konvergenciăra. Riesz tĆtele az alăbbi feltĆtelt sugallja:

(R) Minden p_m → p_0 sorozatnak van olyan p_{mi} rĆszsorozata, hogy majdnem minden u ∈ U-ra f(φ(u, p_{mi} )) → f(φ(u, p_0)).

Ez a feltĆtel az alăbbi, Trautner ăltal mĆrhetŞ halmazok karakterisztikus fĄggvĆnyeire vizsgălt feltĆtelre emlĆkeztet (lăsd a megjegyzĆst is, kĆsŞbb):

(T) Minden p_m → p_0 sorozatra majdnem minden u ∈ U-ra van olyan p_{mi} rĆszsorozat, hogy

f(φ(u, p_{mi} )) → f(φ(u, p_0)).

A fenti feltĆtelek kŤzŤtti kapcsolatok vizsgălatăhoz szĄksĆgĄnk lesz valamilyen mĆrhetŞsĆg-szerŰ feltĆtelre:

(M) Az u → f(φ(u, p_0)) lekĆpezĆs μ-mĆrhetŞ.

Vilăgos, hogy az (L) Ćs (S) feltĆtelek akkor is Ćrtelmesek, ha f ĆrtĆkei egy Y uniform tĆrben vannak; σ-t egyszerŰen helyettesąthetjĄk egy, az Y uniformităsăbćl vett re‚exąv szimmetrikus relăcićval, Ćs azon u pontok halmazăt kell tekintenĄnk, amelyekre f kĆt ĆrtĆke nincs σ-kŤzel. Az (R) feltĆtel elŞnye az, hogy mĆg akkor is Ćrtelmes, ha Y csak topologikus tĆr. Ugyanez igaz (T)-re Ćs (M)-re is. Ůgy tŰnik, hogy (T) semmiben sem hasznosabb, mint (R), sŞt regularităsi tĆteleink bizonyątăsăhoz kifejezetten nem alkalmas.

Az (L) [(S), (R), (T), (M)] feltĆteleket gyakran lokălisan fogjuk ellenŞrizni. Ha minden u_0 ∈ U-hoz van olyan U_0 kŤrnyezete u_0-nak Ćs P_0 kŤrnyezete p_0-nak, hogy φ|U_0 × P_0-ra teljesĄl (L) [(S)], akkor φ-re is fennăll (L) [(S)]. Ennek belătăsăhoz vălasszunk C-nek egy vĆges lefedĆsĆt, amely vĆges mĆrtĆkŰ nyąlt halmazokbćl ăll, Ćs alkalmazzuk az (L) [(S)] feltĆtelt ezeknek a nyąlt halmazoknak kompakt halmazokkal valć elĆg jć belsŞ kŤzelątĆseire: Vălasszunk minden x ∈ C-re egy U_x kŤrnyezetĆt x-nek Ćs egy P_x kŤrnyezetĆt p_0- nak čgy, hogy φ|U_x × P_x tegyen eleget (L)-nek. Az U_x-et kisebb kŤrnyezettel helyettesątve, ha szĄksĆges, feltehetjĄk hogy nyąlt Ćs μ-mĆrtĆke vĆges. Legyen U_{x1} , . . . , U_{xr} egy vĆges lefedĆse C-nek. Legyen ε, σ > 0, Ćs vălasszunk

130 18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

olyan C_i ⊂ U_{xi} kompakt halmazokat, amelyekre μ(U_{xi} \C_i) < ε/(2r). Olyan P_0 kŤrnyezetĆt vălasztva p_0-nak, amelyre P_0 ⊂ ∩^r_{i=1}P_{xi} Ćs amelyre az

R_i(p) = { u ∈ C_i : dist ( f ( φ(u, p) ) , f ( φ(u, p_0) )) ≥ σ }

halmazok μ-mĆrtĆke kisebb, mint ε/(2r) minden p ∈ P_0-ra, azt kapjuk, hogy

μ { u ∈ C : dist ( f ( φ(u, p) ) , f ( φ(u, p_0) )) ≥ σ } ≤ ε,

mivel ez a halmaz rĆsze az ∪^r_{i=1}R_i(p)∪∪^r_{i=1}(U_{xi} \C_i) halmaznak. Hasonlćan, ha p_m → p_0 Ćs (S) teljesĄl φ|U_x × P_x-re, akkor adott ε, σ > 0-ra Ćs i = 1, 2, . . . , r-re lĆtezik olyan M_i, hogy ha m ≥ M_i, akkor p_m ∈ P_{xi} Ćs R_i(p_m) μ-mĆrtĆke kisebb, mint ε/(2r). Innen ha m ≥ M = max_{1≤i≤r} M_i, akkor

μ { u ∈ C : dist ( f ( φ(u, p_m) ) , f ( φ(u, p_0) )) ≥ σ } ≤ ε.

Hasonlćan, ha minden u_0 ∈ U-ra van olyan U_0 kŤrnyezete u_0-nak Ćs P_0 kŤrnyezete p_0-nak, hogy φ|U_0 × P_0-ra teljesĄl (R) [(T), (M)], akkor , feltĆve, hogy U Lindel-of-tĆr, kapjuk, hogy φ-re is fennăll (R) [(T), (M)]. Az (R) feltĆtelnĆl ez a diagonălis eljărăssal kaphatć: megszămlălhatć sok U_0 lefedi U-t. RendezzĄk sorozatba ezeket a nyąlt halmazokat, Ćs tekintsĄnk a p_m sorozatnak rĆsz-rĆsz-. . . sorozatait. A diagonălis eljărăs egy olyan rĆszsorozatot eredmĆnyez, amelyre a konvergencia majdnem mindenĄtt fennăll. (T) Ćs (M) esetĆn az ăllątăs nyilvănvalć.

Legyen X nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek Ćs 0 ≤ k ≤ n. Az Ťsszes olyan f fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyekre az (L) [(S), (R), (T), (M)] feltĆtel teljesĄl, hacsak U nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, μ = λ^k, P valamely euklidĆszi tĆr egy nyąlt rĆszhalmaza, p_0 ∈ P Ćs φ : U × P → X egy C^1-fĄggvĆny, amelyre minden p ∈ P -re φ_p immerzićja U-nak X-be, jelŤlje L_k(X, Y ), vagy rŤviden csak L_k [S_k, R_k, T_k, M_k]. (EmlĆkeztetĄnk ră, hogy egy C^1-lekĆpezĆse U-nak X-be immerzić, ha U minden pontjăban a derivăltja injektąv lineăris lekĆpezĆs. Ha k = 0, akkor legyen R^0 = {0} Ćs λ^0 ( {0} ) = 1, azaz λ^0 a szămlălć mĆrtĆk R^0-on. Egy φ : {0} × P → X fĄggvĆnyt pontosan akor tekintĄnk C^1-fĄggvĆnynek, ha p → φ(0, p) egy C^1-fĄggvĆny. Bărmely fĄggvĆnyt, amely R^0 egy rĆszhalmazăt, azaz {0}-t vagy az Ąres halmazt X-be kĆpezi, immerzićnak tekintĄnk.) Az elsŞ kĆt feltĆtel esetĆn azt tesszĄk fel, hogy f ĆrtĆkei egy Y uniform tĆrben vannak, a măsik hărom feltĆtel esetĆn pedig, hogy egy Y topologikus tĆrben. Vilăgos, hogy f ∈ M_k akkor Ćs csak akkor teljesĄl, ha R^k bărmely U nyąlt rĆszhalmazănak bărmely X-be tŤrtĆnŞ ψ immerzićjăra μ = λ^k-val fennăll, hogy

(M^′) az f ∘ ψ fĄggvĆny μ-mĆrhetŞ.

18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

18.2. MegjegyzĆsek. (1) CĆljainknak az R_k(X, Y ) fĄggvĆnyosztăly fog a legjobban megfelelni, mivel el akarjuk kerĄlni annak feltĆtelezĆsĆt, hogy Y uniform tĆr. Ami mĆg fontosabb, R_k(X, Y )-t hasznălva regularităsi tĆteleinkben elkerĄlhetjĄk az ismert fĄggvĆnyek egyenletes folytonossăgănak feltĆtelezĆsĆt, elĆg folytonossăgot feltenni. Az M_k Ćs L_k osztălyok is szerepet fognak jătszani. FŞ eredmĆnyĄnk azt mutatja, hogy durvăn szćlva, egy R_{k+1}-beli f megoldăs R_k-ban is benne van. Meg fogjuk mutatni, hogy R_0 a folytonos fĄggvĆnyek osztălya, Ćs hogy bărmely, egy X ⊂ R^n nyąlt halmazt egy Y megszămlălhatć băzisč tĆrbe kĆpezŞ f : X → Y Lebesgue-mĆrhetŞ fĄggvĆny R_n-ben van. Ŋgy, lĆpĆsenkĆnt, a megoldăsok mĆrhetŞsĆgĆbŞl kŤvetkezik azok folytonossăga.

(2) Trautner [159] megmutatta, hogy [a, b] ⊂ R egy pozitąv mĆrtĆkŰ Lebesgue-mĆrhetŞ M rĆszhalmazăhoz Ćs egy p_m ∈ [a, b] sorozathoz lĆtezik olyan u ∈ R Ćs p_{ms} rĆszsorozat, hogy p_{ms} + u ∈ M. Ez kŤvetkezik abbćl, hogy egy Lebesgue-mĆrhetŞ fĄggvĆny T_1-ben van. Valćban, helyettesątsĄk p_m-et egy rĆszsorozatăval, amely egy p_0 ∈ [a, b] ponthoz konvergăl. Legyen f = ξ_M az M halmaz karakterisztikus fĄggvĆnye, Ćs legyen φ : R × R → R a φ(u, p) = u − p ŤsszefĄggĆssel de˛niălva. ξ_M ∈ T_1-bŞl kŤvetkezik, hogy majdnem minden u ∈ M + p_0-ra van olyan p_{ms} rĆszsorozat, hogy

ξ_M (u − p_{ms} ) → ξ_M (u − p_0) = 1.

Ez azt jelenti, hogy u + p_{ms} ∈ M, ha s elĆg nagy.

Trautner tĆtelĆt | egyebek mellett | arra hasznălta fel, hogy čj bizonyątăst adjon Steinhaus eredmĆnyĆre, mely szerint R egy mĆrhetŞ additąv lekĆpezĆse Ťnmagăba folytonos.

Trautner mćdszerĆt lokălisan kompakt csoportokra, illetve mĆg ăltalănosabb esetekre ăltalănosątotta Grosse-Erdmann [49]. EredmĆnyeire a 8. paragrafusban is hivatkoztunk.

(3) Az L_k [S_k, R_k, T_k, M_k] osztăly nem văltozik, ha csak azt tesszĄk fel, hogy az (L) [(S), (R), (T), (M)] feltĆtel teljesĄl, valahănyszor U nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, μ = λ^k, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, p_0 ∈ P Ćs φ : U × P → X egy C^1-fĄggvĆny, amelyre φ_p beăgyazăsa (azaz olyan immerzićja, amely homeomor˛zmus az ĆrtelmezĆsi tartomăny Ćs ĆrtĆkkĆszlet kŤzŤtt) U-nak X-be, ha p ∈ P . Ez azonnal kŤvetkezik a de˛nącićban emlątett lokalităsi elvbŞl.

Hasonlćan, ha csak azt tesszĄk fel, hogy φ_{p0} immerzić, a kapott L_k [S_k, R_k, T_k, M_k] osztăly ugyanaz marad.

(4) Ha az (L) [(S)] feltĆtelben azt hogy Ăminden C ⊂ U kompakt halmazra" azzal helyettesątjĄk, hogy Ăminden σ-vĆges mĆrhetŞ C ⊂ U-ra", akkor ekvivalens feltĆtelt kapunk. Ez kŤnnyen kŤvetkezik, ha kompakt halmazokkal belĄlrŞl tŤrtĆnŞ approximăcićt hasznălunk.

Az L_k, S_k, R_k, T_k Ćs M_k osztălyok kŤzŤtti legegyszerŰbb kapcsolatok vizsgălatăval kezdĄnk.

132 18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

18.3. TĆtel. A fenti de˛nącić jelŤlĆseivel, az (L) feltĆtel fennăllăsăbćl kŤvetkezik, hogy (S) is teljesĄl. Ha a p_0 pontnak van megszămlălhatć kŤrnyezetbăzisa, akkor (L) kŤvetkezik (S)-bŞl. Ha Y uniformităsănak van megszămlălhatć băzisa, μ pedig σ-vĆges, akkor (S)-bŞl kŤvetkezik (R). (R)-bŞl mindig kŤvetkezik (T). Ha Y uniform tĆr, melynek topolćgiăja megszămlălhatć băzisč, tovăbbă (R) teljesĄl Ćs (M) teljesĄl minden p_0 ∈ P -re, akkor (S) is. Ŋgy, ha Y szeparăbilis metrikus tĆr, akkor L_k = S_k ⊂ R_k ⊂ T_k Ćs L_k ∩ M_k = S_k ∩ M_k = R_k ∩ M_k.

Bizonyątăs. KŤnnyŰ lătni, hogy (L)-bŞl kŤvetkezik (S), Ćs ha a p_0 pontnak van megszămlălhatć kŤrnyezetbăzisa, akkor megfordątva, (L) kŤvetkezik (S)-bŞl. Az (R)-bŞl nyilvăn kŤvetkezik (T).

Annak bizonyątăsa, hogy ha Y metrikus tĆr, μ pedig σ-vĆges, akkor (S)-bŞl kŤvetkezik (R), a klasszikus Riesz-fĆle kivălasztăsi tĆtel bizonyątăsăt utănozza: Legyen C egy tetszŞleges kompakt rĆszhalmaza U-nak, vălasszunk egy σ_i ↓ 0 sorozatot. Vălaszthatunk olyan p_{mi} rĆszsorozatot, hogy a

{u ∈ C : dist (f(φ(u, p_{mi} )), f(φ(u, p_0))) ≥ σ_i}

halmaz (kĄlsŞ) μ-mĆrtĆke kisebb, mint 2^{−i}. JelŤlje A_i ennek a halmaznak egy μ-burkăt. Ha u nincs a ∩^∞_{j=1} ∪^∞_{i=j} A_i nulla mĆrtĆkŰ halmazban, akkor

dist (f(φ(u, p_{mi} )), f(φ(u, p_0))) < σ_i

minden i ≥ j-re valamely j-tŞl. Vălasszunk U-nak egy kompakt halmazokkal valć C_1, C_2, . . . majdnem lefedĆsĆt. Vălasszuk ki indukcićval a p_m sorozat rĆsz-rĆsz-. . . -sorozatait. A diagonălis eljărăs egy olyan rĆszsorozatot eredmĆnyez, amelyre a konvergencia majdnem mindenĄtt teljesĄl. Ez a bizonyątăs olyan uniform terekre is mŰkŤdik, melyek uniformităsănak van megszămlălhatć băzisa.

TegyĄk fel most, hogy Y szeparăbilis metrikus tĆr. Ha f-re teljesĄl (M) minden p_0 ∈ P -re, akkor az u → φ(u, p) fĄggvĆny μ-mĆrhetŞ minden p ∈ P - re. Felhasznălva, hogy Y szeparăbilis, az kapjuk, hogy bărmely p, p^′ ∈ P părra az u → (f(φ(u, p)), f(φ(u, p^′))) lekĆpezĆse U-nak Y × Y -ba szintĆn mĆrhetŞ. EbbŞl kŤvetkezik, hogy minden p, p^′ ∈ P părra az

u → dist (f(φ(u, p)), f(φ(u, p^′)))

lekĆpezĆs is mĆrhetŞ. TegyĄk fel, hogy (S) nem teljesĄl φ-re Ćs p_0 ∈ P -re. Ez azt jelenti, hogy van olyan p_m → p_0 sorozat, σ > 0, ε > 0, Ćs egy C ⊂ U kompakt halmaz, hogy a

{u ∈ C : dist (f(φ(u, p_m)), f(φ(u, p_0))) ≥ σ}

mĆrhetŞ halmazok mĆrtĆke nagyobb, mint ε vĆgtelen sok m-re. Vălasszunk egy olyan p_{mi} rĆszsorozatot, amelyre az

A_i = {u ∈ C : dist (f(φ(u, p_{mi} )), f(φ(u, p_0))) ≥ σ}

18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

mĆrhetŞ halmazok mĆrtĆke ≥ ε. Ekkor egy tetszŞleges p_{mij} rĆszsorozatra bărmely u-ra a ∩^∞_{k=1} ∪^∞_{j=k} A_{ij} mĆrhetŞ Ćs legalăbb ε mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ halmazbćl f(φ(u, p_{mij} )) ↛ f(φ(u, p_0)).

Ez ellentmond annak, hogy f-re fennăll (R). Ŋgy

μ {u ∈ C : dist (f(φ(u, p_m)), f(φ(u, p_0))) ≥ σ} → 0.

Ugyanez a bizonyątăs mŰkŤdik akkor is, ha Y olyan uniform tĆr, amelynek topolćgiăja măsodik megszămlălhatć.

18.4. TĆtel. 18.1 jelŤlĆseit hasznălva, legyen Y topologikus tĆr Ćs X nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek. Ekkor M_0(X, Y ) = Y^X Ćs R_0(X, Y ) = T_0(X, Y ) = C(X, Y ), az X-et Y -be kĆpezŞ folytonos fĄggvĆnyek osztălya. Ha Y uniform tĆr, akkor L_0(X, Y ) = S_0(X, Y ) = C(X, Y ) is fennăll.

Bizonyątăs. Triviălis, hogy M_0 minden X-et Y -ba kĆpezŞ fĄggvĆnyt tartalmaz.

Megmutatjuk, hogy minden f : X → Y folytonos fĄggvĆny benne van R_0-ban, Ćs ągy T_0-ban is. Csak kĆt lehetŞsĆg van, U = ∅ vagy U = {0}. Az elsŞ esetben nincs mit bizonyątani; a măsodik esetben p_{mk} = p_k vălaszthatć.

A megfordątăst indirekt mćdon bizonyątjuk: Ha f ∈ T_0, de nem folytonos, akkor lĆtezik olyan x_0 ∈ X, olyan x_n → x_0 sorozat Ćs W kŤrnyezete f(x_0)-nak, hogy f(x_n) /∈ W . Legyen U = {0}, P = X, p_0 = x_0, φ(0, p) = p, ha p ∈ P . A p_m = x_m sorozatnak olyan rĆszsorozatăt vălasztva, amelyre

f(φ(0, p_{mk} )) = f(x_{mk} ) → f(x_0) = f(φ(0, p_0)),

ellentmondăsra jutunk.

Hasonlćan, ha Y uniform tĆr Ćs f folytonos, csak kĆt eset van, C = ∅ vagy C = {0}. Az elsŞ esetben nincs mit bizonyątani. A măsodik esetben f ∘ φ folytonossăgăbćl kŤvetkezik, hogy elĆg nagy m-re az f(φ(0, p_m)) Ćs f(φ(0, p_0)) ĆrtĆkek elĆg kŤzel vannak.

Ha f ∈ L_0 = S_0 Ćs x_0 ∈ X, akkor U = C = {0} vălasztăssal, ha P = X, p_0 = x_0 Ćs φ(0, p) = p, ha p ∈ P , akkor

f(φ(0, p_m)) = f(x_m) → f(x_0) = f(φ(0, p_0))

bărmely p_m = x_m → x_0 sorozatra, amibŞl kŤvetkezik f folytonossăga.

Meg fogjuk mutatni, hogy az R^n valamely X nyąlt rĆszhalmazăn LebesguemĆrhetŞ fĄggvĆnyek R_n-ben vannak. Hogy a 3., 5., 6., 8. Ćs 9. paragrafusok eredmĆnyeivel valć kapcsolatot vilăgossă tegyĄk, Ćs măs helyeken is felhasznălhatć eredmĆnyeket kapjunk, a bizonyątăs lĆnyeges rĆszĆt az alăbbi absztrakt formăban fogalmazzuk meg:

134 18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

18.5. TĆtel. A 18.1 de˛nącić jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. Legyen P topologikus tĆr, U Ćs X Hausdor¸-terek μ illetve ν Radon-mĆrtĆkekkel. TegyĄk fel, hogy a μ mĆrtĆk σ-vĆges, Ćs hogy φ : U ×P → X folytonos fĄggvĆny az alăbbi tulajdonsăggal:

(1) Minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy ha p ∈ P , B ⊂ U, μ(B) ≥ ε, akkor ν(φ_p(B)) ≥ δ.

TegyĄk fel tovăbbă, hogy p_0 ∈ P Ćs az f fĄggvĆny Luzin ν-mĆrhetŞ a φ_{p0} (U)- t tartalmazć mĆrhetŞ D halmazon valamely Y topologikus tĆrbeli ĆrtĆkekkel. Ekkor az (M), (R) Ćs (T) feltĆtelek teljesĄlnek U, P , p_0, φ, f Ćs μ-re. Ha mĆg Y uniform tĆr is, akkor (L) Ćs (S) is teljesĄlnek.

Bizonyątăs. ElŞszŤr megmutatjuk, hogy (M) teljesĄl. Ŕllątsuk elŞ U-t megszămlălhatć sok kompakt halmaz Ćs egy nullmĆrtĆkŰ halmaz egyesątĆsekĆnt. Legyen D_i, i = 1, 2, . . . ezen kompakt halmazok φ_{p0} ăltali kĆpe. Legyen D^′ = ∪^∞_{i=1}D_i. Ekkor ν(D_i) < ∞ Ćs μ(φ^{−1}_{p0} (D\D^′)) = 0. Vălasszunk D_iben kompakt halmazoknak egy olyan K_{i,j} , j = 1, 2, . . . sorozatăt, amelyre ν(D_i \K_{i,j}) → 0, ha j → ∞ Ćs f|K_{i,j} folytonos. Legyen V nyąlt rĆszhalmaza Y -nak. Mivel (f|K_{i,j})^{−1}(V ) relatąv nyąlt K_{i,j} -ben, Borel-halmaz X-ben. A K = ∪^∞_{i=1} ∪^∞_{j=1} K_{i,j} jelŤlĆssel B = (f|K)^{−1}(V ) is Borel-halmaz X-ben. Az E = D^′ \ K halmaz ν-mĆrtĆke nulla, ągy az N = (f|E)^{−1}(V ) halmaz szintĆn nulla mĆrtĆkŰ. Most vegyĄk Ćszre, hogy

(f ∘ φ_{p0} )^{−1}(V ) = φ^{−1}_{p0} (B) ∪ φ^{−1}_{p0} (N) ∪ φ^{−1}_{p0} ( (D \ D^′) ∩ f^{−1}(V ) ) . A bal oldalon φ^{−1}_{p0} (B) Borel-halmaz, az (1) feltĆtel miatt pedig a φ^{−1}_{p0} (N) Ćs φ^{−1}_{p0} (D \ D^′) halmazok nulla mĆrtĆkŰek. Ez azt jelenti, hogy (M) teljesĄl.

Most tegyĄk fel, hogy Y uniform tĆr. Megmutatjuk, hogy (L) teljesĄl. Legyen C kompakt rĆszhalmaz U-nak, Ćs legyen K = φ_{p0} (C). Legyen ε > 0 Ćs vălasszunk egy olyan δ > 0-t, amely (1)-ben ε/2-nek felel meg. Vălasszunk egy V nyąlt halmazt, amely tartalmazza K-t, Ćs amelyre ν(V \ K) < δ/2. Mivel f Luzin ν-mĆrhetŞ, van olyan K_0 kompakt rĆszhalmaza K-nak, amelyre ν(K \ K_0) < δ/2 Ćs f|K_0 folytonos. Vălasszunk a K_0 kompakt Hausdor¸-tĆren egy, a topolćgiăval kompatibilis uniformităst. Mivel f|K_0 egyenletesen is folytonos, bărmely α re‚exąv szimmetrikus relăcićhoz az Y uniformităsăbćl van olyan β re‚exąv szimmetrikus relăcić a K_0 uniformităsăbćl, amelyre az f(x) Ćs f(x^′) pontok α-kŤzel vannak Y -ban, ha az x Ćs x^′ pontok β-kŤzel vannak K_0-ban. Vălasszunk olyan γ re‚exąv szimmetrikus relăcićt K_0 uniformităsăbćl, amelyre γ ∘ γ ⊂ β. Minden u ∈ C-hez lĆtezik olyan U_u ⊂ U nyąlt kŤrnyezete u-nak Ćs P_u nyąlt kŤrnyezete p_0-nak, hogy U_u × P_u-t φ a V -be kĆpezi, Ćs φ(U_u × P_u) minden pontja, amely K_0-ban van, γ-kŤzel van φ(u, p_0)-hoz. Vălasztva egy vĆges U_{u1} , U_{u2} , . . . , U_{un} rĆszlefedĆsĆt C-nek, P_0 = ∩^n_{i=1}P_{ui} -vel azt kapjuk, hogy minden p ∈ P_0-ra a φ_p lekĆpezĆs C-t V -be kĆpezi, Ćs bărmely u ∈ C-re, ha φ(u, p) a K_0-ban van, akkor β-kŤzel van φ(u, p_0)-hoz. Legyen p ∈ P_0 Ćs tekintsĄk a C ∩ φ^{−1}_p (K_0) ∩ φ^{−1}_{p0} (K_0) halmazt. Ezt a halmazt φ_p Ćs φ_{p0} is a

18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

K_0 halmazba kĆpezi, Ćs bărmely u elemĆre a φ(u, p) Ćs φ(u, p_0) pontok βkŤzel vannak K_0-ban, ągy a f(φ(u, p)) Ćs f(φ(u, p_0)) pontok α-kŤzel vannak Y -ban. Ha megmutatjuk, hogy ennek a halmaznak a komplementere ε-năl kisebb mĆrtĆkŰ, akkor kĆszen vagyunk. Mivel ennek a halmaznak a C-re vonatkozć komplementerĆt lefedi a C \ φ^{−1}_p (K_0) Ćs C \ φ^{−1}_{p0} (K_0) halmazok egyesątĆse, elĆg ezen halmazok mĆrtĆkĆt megbecsĄlni. Az elsŞ halmazt φ_p a V \ K_0 halmazba kĆpezi, ągy mĆrtĆke nem lehet nagyobb vagy egyenlŞ mint ε/2. A măsodik halmazt φ_{p0} kĆpezi V \ K_0-ba, ągy, hasonlćan, mĆrtĆke kisebb, mint ε/2.

A bizonyątăs tovăbbi rĆszĆhez vegyĄk Ćszre, hogy ha K^′ kompakt rĆszhalmaza X-nek Ćs a C^′ = φ^{−1}_{p0} (K^′) halmaz μ-mĆrtĆke vĆges, akkor minden ε > 0-hoz van olyan P_0 kŤrnyezete p_0-nak, hogy minden p ∈ P_0-ra μ(C^′ \ φ^{−1}_p (K^′)) < ε. Ennek bizonyątăsăra vălasszunk a C^′ Borel-halmaznak olyan C^{′′} kompakt rĆszhalmazăt, amelyre μ(C^′ \ C^{′′}) < ε/2 Ćs legyen K^{′′} = φ_{p0} (C^{′′}). Vălasszunk egy K^{′′}-t tartalmazć V nyąlt halmazt, amelyre ν(V \ K^{′′}) < δ, ahol δ-t (1) szerint ε/2-hŤz vălasztottuk. Minden u ∈ C^{′′}-hŤz van olyan U_u Ćs P_u nyąlt kŤrnyezete u-nak illetve p_0-nak, hogy φ(U_u × P_u) ⊂ V . Vălasszunk egy U_{u1} , . . . , U_{un} vĆges rĆszlefedĆst az U_u, u ∈ C^{′′} lefedĆsbŞl, Ćs legyen P_0 = ∩^n_{i=1}P_{ui} . Ekkor, ha p ∈ P_0, a C^{′′} \ φ^{−1}_p (K^{′′}) halmazt φ_p a V \ K^{′′} halmazba kĆpezi, ągy μ-mĆrtĆke kisebb, mint ε/2. Most mivel K^{′′} ⊂ K^′ Ćs C^′ \ φ^{−1}_p (K^′) ⊂ (C^′ \ C^{′′}) ∪ (C^{′′} \ φ^{−1}_p (K^{′′})), azt kapjuk, hogy μ(C^′ \ φ^{−1}_p (K^′)) < ε.

Most csak azt tegyĄk fel, hogy Y topologikus tĆr. Megmutatjuk, hogy (R) teljesĄl, amibŞl kŤvetkezik, hogy (T) is. Legyen ismĆt C kompakt rĆszhalmaza U-nak Ćs legyen K = φ_{p0} (C), tovăbbă legyen p_m → p_0 egy konvergens sorozat P -ben. Legyen ε_i = 2^{−i} Ćs legyen δ_i > 0 a megfelelŞ, (1) szerint vălasztott δ szămok sorozata. Vălasszunk egy olyan K_1 ⊂ K kompakt halmazt, amelyre f|K_1 folytonos Ćs ν(K \ K_1) < δ_1, Ćs legyen C_1 = φ^{−1}_{p0} (K_1). Ekkor μ(C \ C_1) < ε_1. Indukcićval, felhasznălva amit az elŞzŞ bekezdĆsben megmutattunk, talălhatunk olyan m_1 < m_2 < . . . indexsorozatot, amelyre μ(C_1 \ φ^{−1}_{pj} (K_1)) < ε_{i+1}, ha j ≥ m_i. EbbŞl kŤvetkezik, hogy μ(C_1\∩^∞_{r=1}φ^{−1}_{pmr} (K_1)) < ε_1. Legyen most K_2 egy kompakt rĆszhalmaza K-nak, amelyre f|K_2 folytonos Ćs ν(K \ K_2) < δ_2. Legyen C_2 = φ^{−1}_{p0} (K_2), ekkor μ(C \ C_2) < ε_2. Alkalmazzunk čjra teljes indukcićt, de most a rĆszsorozatra az eredeti sorozat helyett. Ekkor egy olyan rĆszsorozatot kapunk, amelyre μ(C_2 \ ∩^∞_{s=1}φ^{−1}_{pmrs} (K_2)) < ε_2. Folytatva ezt az eljărăst, Ćs a diagonălis sorozatot vĆve, a p_m sorozatnak egy olyan p_{mt} rĆszsorozatăt kapjuk, amelyre az E_i = (C \ C_i) ∪ ( ∪^∞_{t=i}(C_i \ φ^{−1}_{pmt} (K_i)) )

halmaz mĆrtĆke kisebb, mint 2ε_i. Legyen most E = ∩^∞_{k=1} ∪^∞_{i=k} E_i. Vilăgos, hogy μ(E) = 0. Ha u ∈ C \ E, akkor van olyan k, hogy u /∈ E_i, ha i ≥ k. Ez egyrĆszt azt jelenti, hogy u /∈ C \ C_i, ha i ≥ k, azaz u ∈ C_i, ha i ≥ k. EbbŞl kŤvetkezik, hogy φ_{p0} (u) ∈ K_i, ha i ≥ k, speciălisan φ_{p0} (u) ∈ K_k. MăsrĆszt, ha i ≥ k, akkor minden t ≥ i-re u /∈ C_i \ φ^{−1}_{pmt} (K_i). Ezt csak i = k-ra fogjuk

136 18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

felhasznălni, măr ebbŞl kŤvetkezik, hogy φ_{pmt} (u) ∈ K_k, ha t ≥ k. Mivel f|K_k folytonos, azt kapjuk, hogy f(φ_{pmt} (u)) → f(φ_{p0} (u)). Az ăltalănos esetet čgy kapjuk, hogy U-t elŞăllątjuk egy σ-kompakt halmaz Ćs egy nulla mĆrtĆkŰ halmaz egyesątĆsekĆnt Ćs ismĆt alkalmazzuk az ătlćs eljărăst.

18.6. TĆtel. A 18.1 de˛nącić jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. Legyen X nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek. Ha Y megszămlălhatć băzisč topologikus tĆr, akkor minden λ^n-mĆrhetŞ f : X → Y fĄggvĆny benne van R_n(X, Y )-ban, T_n(X, Y )-ban Ćs M_n(X, Y )-ban. Tovăbbă, ha Y mĆg uniform tĆr is, akkor f benne van L_n(X, Y )-ban Ćs S_n(X, Y )-ban.

Bizonyątăs. Luzin tĆtele szerint f Luzin λ^n-mĆrhetŞ. Legyen U ⊂ R^n nyąlt, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, p_0 ∈ P , φ : U ×P → X egy C^1-fĄggvĆny, amelyre minden φ_p, p ∈ P beăgyazăs. Az elŞzŞ tĆtelt fogjuk alkalmazni lokălisan φ-re. Legyen u_0 ∈ U Ćs vălasszunk olyan c > 0-t, amelyre | det(φ^′_{p0} (u_0))| > c. Vălasztva olyan kompakt lezărtč U_0 kŤrnyezetĆt u_0-nak Ćs P_0 kompakt lezărtč kŤrnyezetĆt p_0-nak, amelyre φ_p kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ U_0-on, ha p ∈ P_0, tovăbbă | det(φ^′_p(u))| > c, ha u ∈ U_0 Ćs p ∈ P_0, az integrăltranszformăcićs formula szerint azt kapjuk, hogy bărmely B ⊂ U_0 mĆrhetŞ halmazra

λ^n(φ_p(B)) = ∫ B | det(φ^′_p(u)) | dλ^n(u) ≥ cλ^n(B).

A λ^n(φ_p(B)) ≥ cλ^n(B) egyenlŞtlensĆg nem mĆrhetŞ B halmaz esetĆn is fennăll, mivel egyĆbkĆnt lenne olyan A ⊃ φ_p(B) Borel-burok, amelyre λ^n(A) < cλ^n(φ^{−1}_p (A)) teljesĄlne valamely p ∈ P_0-ra. Ez ellentmondăs, mivel φ^{−1}_p (A) Borel-halmaz, tehăt mĆrhetŞ.

Ŋgy az elŞzŞ tĆtel alkalmazhatć φ|U_0 × P_0-ra. Mint a 18.1 de˛nącićban emlątettĄk, ez elĆg annak bizonyątăsăra, hogy (L) [(S), (R), (T), (M)] fennăll f, U, P , p_0, φ, λ^n-re.

18.7. TĆtel. A 18.1 de˛nącić jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. Legyenek Z, Z_i (i = 1, 2, . . . , n) topologikus terek. Legyenek X_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs X euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazai Ćs legyen Y ⊂ R^l nyąlt. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza X × Y -nak. TekintsĄk az f : X → Z, f_i : X_i → Z_i, h : D × Z_1 × . . . × Z_n → Z, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n) fĄggvĆnyeket. Legyen U ⊂ R^k nyąlt halmaz, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, p_0 ∈ P , φ : U ×P → X egy C^1-fĄggvĆny, amelyre φ_p immerzićja U-nak X-be minden p ∈ P -re, Ćs tegyĄk fel, hogy az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (x, y) ∈ D-re

f(x) = h(x, y, f_1(g_1(x, y)), . . . , f_n(g_n(x, y)));

(2) bărmely rŤgzątett y ∈ Y -ra h folytonos a tŤbbi văltozćban; (3) az f_i fĄggvĆny R_{k+l}-ben van X_i-n (i = 1, 2, . . . , n);

18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

(4) a g_i fĄggvĆny C^1-ben van D-n (i = 1, 2, . . . , n); (5) minden u_0 ∈ U-hoz van olyan y_0, hogy (φ(u_0, p_0), y_0) ∈ D Ćs az

(u, y) → g_i(φ(u, p_0), y)

lekĆpezĆs derivăltjănak rangja az (u_0, y_0) pontban k + l, ha 1 ≤ i ≤ n. Ekkor az (R) feltĆtel teljesĄl f, U, P , p_0, φ, λ^k-ra.

Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy p_m → p_0. Vălasszunk U_0, P_0, Y_0 nyąlt kŤrnyezetĆt u_0, p_0, y_0-nak čgy, hogy (φ(u, p), y) a D-ben legyen, ha u ∈ U_0, p ∈ P_0, y ∈ Y_0, tovăbbă, az (u, y) → g_i(φ(u, p), y) lekĆpezĆs derivăltjănak rangja k + l legyen u ∈ U_0, p ∈ P_0, y ∈ Y_0 Ćs 1 ≤ i ≤ n esetĆn. Ez lehetsĆges, mivel D nyąlt, a g_i Ćs φ fĄggvĆnyek C^1-ben vannak, a rang alulrćl fĆlig folytonos, Ćs U × Y dimenzićja k + l, ągy a rang ennĆl nagyobb nem lehet.

Mivel az f_1 fĄggvĆny R_{k+l}-ben van, van olyan p_{mr} rĆszsrozata p_m-nek, hogy egy nulla λ^{k+l}-mĆrtĆkŰ E_1 halmaz pontjait kivĆve minden (u, y) ∈ U_0 × Y_0 părra

f_1(g_1(φ(u, p_{mr} ), y)) → f_1(g_1(φ(u, p_0), y)).

Most a p_{mr} rĆszsorozatra felhasznălva, hogy f_2 a R_{k+l} osztălyban van, olyan p_{mrs} rĆszsorozatot kapunk, amelyre egy nulla λ^{k+l}-mĆrtĆkŰ E_2 halmazt kivĆve, minden (u, y) ∈ U_0 × Y_0 părra

f_2(g_2(φ(u, p_{mrs} ), y)) → f_2(g_2(φ(u, p_0), y)),

stb. VĆgĄl p_m egy olyan p_{mt} rĆszsorozatăt kapjuk, hogy a nulla λ^{k+l}-mĆrtĆkŰ E = ∪^n_{i=1}E_i halmaz pontjait kivĆve minden (u, y) ∈ U_0 × Y_0 părra

f_i(g_i(φ(u, p_{mt} ), y)) → f_i(g_i(φ(u, p_0), y)),

ha i = 1, 2, . . . , n. Fubini tĆtele szerint majdnem minden y ∈ Y_0-ra teljesĄl, hogy majdnem minden u ∈ U_0-ra (u, y) /∈ E. RŤgzątve bărmely ilyen y-t, a fĄggvĆnyegyenletbŞl, Ćs abbćl, hogy rŤgzątett y mellett h folytonos a tŤbbi văltozćban, azt kapjuk, hogy

f(φ(u, p_{mt} )) → f(φ(u, p_0)),

amely az (R) feltĆtel a φ|U_0 × P_0 fĄggvĆnyre.

Ŋgy megmutattuk, hogy minden u_0 ∈ U-hoz van olyan U_0 nyąlt kŤrnyezete u_0-nak Ćs p_{mt} rĆszsorozata p_m-nek, hogy majdnem minden u ∈ U_0-ra

f(φ(u, p_{mt} )) → f(φ(u, p_0)).

Mivel U Lindel-of-tĆr, a 18.1 de˛nącićban tett megjegyzĆs szerint (R) teljesĄl.

138 18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

18.8. PĆlda. A 18.1 de˛nącić jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. TekintsĄk a kŤvetkezŞ fĄggvĆnyegyenletet: n∑ i=0 h_i(x, y)f(x + g_i(y)) = 0,

ha x ∈ R^m, y ∈ R. TegyĄk fel, hogy az h_i : R^m × R → R \ {0} fĄggvĆnyek folytonosak, Ćs a g_i : R → R^m fĄggvĆnyek C^1-ben vannak. Bevezetve az x_j = x + g_j (y) čj văltozćt x helyett, azt kapjuk, hogy

(1) f(x_j) = − ∑ i≠j

h_i(x_j − g_j (y), y) h_j (x_j − g_j(y), y) f(x_j − g_j(y) + g_i(y)).

Hogy megmutassuk, az elŞzŞ tĆtel (5) feltĆtele teljesĄl, a

∂φ^{(1)}_{p0} ∂u_1 (u) . . .

∂φ^{(1)}_{p0} ∂u_k (u) d g^{(1)}_i d y (y) − d g^{(1)}_j d y (y) . . . . . . ∂φ^{(m)}_{p0} ∂u_1 (u) . . .

∂φ^{(m)}_{p0} ∂u_k (u) d g^{(m)}_i d y (y) − d g^{(m)}_i d y (y)

mătrix rangjăt kell megvizsgălnunk, ahol φ^{(r)}p_0 Ćs g^{(r)}_i a φ_{p0} Ćs a g_i koordinătăi. Ha ez k + 1, akkor alkalmazhatjuk az elŞzŞ tĆtelt l = 1-el. A feltĆtel geometriailag azt jelenti, hogy a g^′_i(y) − g^′_j(y) vektor nincs benne a φ^′_{p0} (u) lineăris operător kĆpterĆben (amelyrŞl tudjuk, hogy k-dimenzićs). A kĆptĆr akărmelyik k-dimenzićs altere lehet R^m-nek. MegtŤrtĆnhet, hogy bărmilyen k-dimenzićs lineăris altĆrhez lĆtezik olyan y ∈ R, hogy a g^′_i(y) − g^′_j(y), i ≠ j vektorok egyike sincs benne ebben az altĆrben. Ekkor tĆtelĄnk kŤzvetlenĄl alkalmazhatć, Ćs mutatja, hogy f ∈ R_{k+1}-bŞl kŤvetkezik f ∈ R_k. Ha ez a helyzet k = m − 1, m − 2, . . . , 0-ra, akkor kapjuk, hogy minden mĆrhetŞ megoldăs folytonos. De vannak esetek, amikor nem ez a helyzet. Ha pĆldăul a g_i fĄggvĆnyek derivăltja konstans, azaz ha g_i(y) = ya_i + b_i, akkor semmilyen rŤgzątett j-re sem alkalmazhatjuk az (1) egyenletet, hogy f ∈ R_{k+1}-bŞl megkapjuk f ∈ R_k-t, mivel valamilyen φ fĄggvĆnyre φ^′_{p0} (u) kĆptere tartalmazni fog nĆhăny g^′_i(y) − g^′_j(y) = a_i − a_j vektort. De az (1) egyenletek kŤzĄl bărmelyiket hasznălhatjuk. Mivel R_k-ban lenni lokălis tulajdonsăg, elĆg megmutatni, hogy R^m bărmely k-dimenzićs lineăris alterĆhez van olyan j, hogy az a_i − a_j , i ≠ j vektorok egyike sincs az adott altĆrben. PĆldăul ez biztosan teljesĄl, ha n ≥ m Ćs az a_0, . . . , a_n vektorok ăltalănos helyzetben vannak. Ha ez a feltĆtel nem teljesĄl, mĆg mindig lehetsĆges, hogy tĆtelĄnk alkalmazhatć. Egy hasonlć (de valamivel egyszerŰbb) esetet meg fogunk vizsgălni az alkalmazăsok kŤzŤtt, a 21.11 pontban.

18.9. MegjegyzĆs. Băr, mint a fenti pĆlda mutatja, a 18.7 tĆtel szămos esetben alkalmazhatć, nem kielĆgątŞ, mivel az (5) feltĆtel tčl erŞs. Ha a 18.7 tĆtelt alkalmazva akarjuk bizonyątani, hogy f ∈ R_k, a φ fĄggvĆny

18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

tetszŞleges lehet. Ŋgy az (5) feltĆtel implicit mćdon azt jelenti, hogy ∂g^i∂x

rangja nagy kell legyen, mĆg akkor is, ha

∂g_i ∂y rangja nagy. Ez a gyakorlat-

ban azt jelenti, hogy g_i-nek az x minden koordinătăjătćl fĄggenie kell, ami nem kĆnyelmes. Enyhąteni szeretnĆnk ezt a feltĆtelt. A helyett, hogy

(u, y) → g_i(φ(u, p_0), y)

rangja a maximălisan lehetsĆges k + l az (u_0, y_0) pontban, csak azt fogjuk feltenni, hogy rangja egy (i-tŞl fĄggŞ) k_i konstans az (u_0, p_0, y_0) valamely kŤrnyezetĆben. Azonban ekkor R_k ∩M_k-beli fĄggvĆnyekkel kell dolgoznunk, Ćs durvăn szćlva, tĆteleink azt mondjăk, hogy R_{k+1} ∩M_{k+1}-beli megoldăsok R_k ∩ M_k-ban is benne vannak.

ElŞszŤr csak az (M) mĆrhetŞsĆgi feltĆtellel fogunk foglalkozni. Az alăbbi lemmăt fogjuk felhasznălni, hogy bebizonyątsuk, ha az (M) feltĆtel teljesĄl az f_i fĄggvĆnyekre, akkor f-re is.

18.10. Lemma. 18.1 jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. Legyen X nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek, Y topologikus tĆr, 0 ≤ k ≤ n Ćs f ∈ M_k(X, Y ). Ha ψ az R^m tĆr U nyąlt rĆszhalmazănak C^1-lekĆpezĆse X-be, derivăltjănak rangja mindenĄtt k, akkor az f ∘ ψ fĄggvĆny λ^m-mĆrhetŞ.

Bizonyątăs. A lemma kŤzvetlenĄl kŤvetkezik a rangszăm tĆtelbŞl. Valćban, a rangszăm tĆtel szerint minden u_0 ∈ U-nak van olyan U_0 kŤrnyezete, hogy ψ|U_0 feląrhatć α ∘ p ∘ β alakban. Itt, az I = ]−1, 1[ jelŤlĆssel, a β lekĆpezĆs di¸eomor˛zmusa U_0-nak I^m-re čgy, hogy β(u_0) = 0, a p projekcićja I^m-nek I^n-be p(x_1, x_2, . . . , x_m) = (x_1, x_2, . . . , x_k, 0, . . . , 0) alakč, Ćs α di¸eomor˛zmusa I^n-nek egy X_0 nyąlt halmazra, amely 0-t x_0 = ψ(u_0)-ba viszi. Az I^k × {0} ⊂ I^n halmazt I^k-val azonosątva azt kapjuk, hogy α|I^k immerzić, ągy az ( f ∘ (α|I^k)

)_{−1} (V ) halmaz λ^k-mĆrhetŞ Y minden V nyąlt rĆszhalmazăra. Mivel a p^{−1}(A) halmaz λ^m-mĆrhetŞ I^k bărmely λ^k-mĆrhetŞ A rĆszhalmazăra, Ćs a β^{−1}(B) halmaz λ^m-mĆrhetŞ I^m bărmely λ^m-mĆrhetŞ B rĆszhalmazăra, azt kapjuk, hogy az f ∘ (ψ|U_0) fĄggvĆny λ^m-mĆrhetŞ. Felhasznălva, hogy U Lindel-of-tĆr, kapjuk az ăltalănos esetet.

18.11. TĆtel. 18.1 jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. Legyen Z topologikus tĆr, Z_i (i = 1, 2, . . . , n) pedig szeparăbilis metrikus tĆr. Legyenek X_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs X nyąlt rĆszhalmazai valamely euklidĆszi tereknek Ćs legyen Y ⊂ R^l nyąlt. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza X × Y -nak Ćs tekintsĄk az f : X → Z, f_i : X_i → Z_i, h : D × Z_1 × . . . × Z_n → Z, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n) fĄggvĆnyeket. Legyen U ⊂ R^k nyąlt, ψ : U → X egy C^1- immerzićja U-nak X-be, Ćs tegyĄk fel, hogy az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (x, y) ∈ D-re

f(x) = h(x, y, f_1(g_1(x, y)), . . . , f_n(g_n(x, y)));

140 18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

(2) bărmely rŤgzątett y ∈ Y -ra h folytonos a tŤbbi văltozćban; (3) az f_i fĄggvĆny M_{ki} -ben van X_i-n (i = 1, 2, . . . , n); (4) a g_i fĄggvĆny C^1-ben van D-n (i = 1, 2, . . . , n); (5) minden u_0 ∈ U-hoz van olyan y_0, amelyre (ψ(u_0), y_0) ∈ D Ćs az

(u, y) → g_i(ψ(u), y)

lekĆpezĆs derivăltjănak rangja k_i az (u_0, y_0) egy kŤrnyezetĆben, ha 1 ≤ i ≤ n.

Ekkor u → f(ψ(u)) Lebesgue-mĆrhetŞ.

Bizonyątăs. Vălasszunk olyan U_0 nyąlt kŤrnyezetĆt u_0-nak Ćs Y_0 nyąlt kŤrnyezetĆt y_0-nak, amelyre (ψ(u), y) a D-ben van, ha u ∈ U_0, y ∈ Y_0, tovăbbă, az (u, y) → g_i(ψ(u), y) lekĆpezĆs derivăltjănak rangja k_i minden u ∈ U_0, y ∈ Y_0, 1 ≤ i ≤ n-re. (5) szerint ez lehetsĆges. Az elŞzŞ lemmăbćl azt kapjuk, hogy az (u, y) → f_i(g_i(ψ(u), y)) lekĆpezĆs λ^{k+l}-mĆrhetŞ. Fubini tĆtele szerint, kivĆve az Y halmaz y pontjainak egy nulla λ^l-mĆrtĆkŰ E_i rĆszhalmazăt, az u → f_i(g_i(ψ(u), y)) lekĆpezĆs λ^k-mĆrhetŞ U_0-on. Innen, kivĆve az E = ∪^n_{i=1}E_i halmaz pontjait, minden y ∈ Y_0-ra az

u → (ψ(u), f_1(g_1(ψ(u), y)), . . . , f_n(g_n(ψ(u), y)))

lekĆpezĆse U_0-nak D_y × Z_1 × · · · × Z_n-be mĆrhetŞ. Mivel bărmely rŤgzątett y-ra a h fĄggvĆny folytonos a tŤbbi văltozćban, azt kapjuk, hogy bărmely rŤgzątett y ∈ Y_0 \ E-re az

u → h(ψ(u), y, f_1(g_1(ψ(u), y)), . . . , f_n(g_n(ψ(u), y)))

lekĆpezĆs mĆrhetŞ. Ez azt jelenti, hogy u → f(ψ(u)) mĆrhetŞ U_0-on.

Mivel U Lindel-of-tĆr, kapjuk az ăllątăst.

Az alăbbi tĆtel a kulcs az 18.7 tĆtel 18.13 ăltalănosątăsăhoz.

18.12. TĆtel. 18.1 jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. Legyen U ⊂ R^m, X Ćs P euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazai, p_0 ∈ P , Y szeparăbilis metrikus tĆr, φ : U × P → X egy C^1-fĄggvĆny, amelyre rank φ^′_p(u) = k minden u ∈ U, p ∈ P -re. Ha f ∈ M_k(X, Y ) ∩ L_k(X, Y ), akkor az (L) feltĆtel teljesĄl f, U, P , p_0, φ Ćs λ^m-el.

Bizonyątăs. Legyen u_0 ∈ U. Mivel φ^′_{p0} (u_0) rangja k, az u-t feląrhatjuk u = (u_1, u_2) ∈ R^k × R^{m−k} alakban čgy, hogy ∂φ ∂u_1

(u_0, p_0)

determinănsa ne legyen 0. Ŋgy van olyan U_1 × U_2 kŤrnyezete u_0-nak Ćs P_0 kŤrnyezete p_0-nak, hogy U_1, az U_1 lezărtja kompakt, U_1 × U_2 ⊂ U, Ćs az

u_1 → φ(u_1, u_2, p)

18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

lekĆpezĆs immerzićja U_1-nek minden u_2 ∈ U_2, p ∈ P_0-re. FeltehetjĄk, hogy λ^k(U_1) Ćs λ^{m−k}(U_2) vĆgesek. Mivel f ∈ L_k, minden ε, σ > 0-hoz Ćs minden u_2 ∈ U_2-hŤz van olyan δ > 0, hogy ha |u^′_2 − u_2| < δ, |p − p_0| < δ, akkor u^′_2 ∈ U_2 Ćs

λ^k{u_1 ∈ U_1 : dist(f(φ(u_1, u^′_2, p)), f(φ(u_1, u_2, p_0))) ≥ σ/2} ≤ ε 2λ^{m−k}(U_2) . Alkalmazva ezt p = p_0-ra is, Ćs kombinălva a kĆt egyenlŞtlensĆget, azt kapjuk, hogy

(1) λ^k{u_1 ∈ U_1 : dist(f(φ(u_1, u^′_2, p)), f(φ(u_1, u^′_2, p_0))) ≥ σ} ≤ ε λ^{m−k}(U_2)

minden u^′_2-re, amelyre |u^′_2 − u_2| < δ Ćs minden p-re, amelyre |p − p_0| < δ. RŤgzątett ε, σ > 0-ra legyen δ_{u2} az u_2 ∈ U_2-nek megfelelŞ δ.

Legyen C tetszŞleges kompakt rĆszhalmaza U_1 × U_2-nek Ćs legyen C_2 = {u_2 : (u_1, u_2) ∈ C} a projekcićja C-nek. Az u_2 ∈ C_2 kŤzĆppontč, δ_{u2} -nĆl kisebb sugarč zărt gŤmbŤk Vitali-lefedĆsĆt alkotjăk C_2-nek, ągy kivălaszthatunk belŞlĄk egy B_i, i = 1, 2 . . . diszjunkt sorozatot, amely λ^{m−k}-majdnem mindenĄtt lefedi C_2-t.

Mivel f ∈ M_k, az elŞzŞ lemma szerint az u → f(φ(u, p)) lekĆpezĆsek λ^m-mĆrhetŞek minden p ∈ P_0-re. Ŋgy az

u → dist(f(φ(u, p)), f(φ(u, p_0)))

lekĆpezĆs is mĆrhetŞ, azaz az

(2) {u ∈ U_1 × B_i : dist(f(φ(u, p)), f(φ(u, p_0))) ≥ σ}

halmazok λ^m-mĆrhetŞek. Felhasznălva (1)-et Ćs a Fubini-tĆtelt, azt kapjuk, hogy a (2) halmaz λ^m-mĆrtĆke legfeljebb λ^{m−k}(B_i)ε/λ^{m−k}(U_2). Mivel a B_i halmazok diszjunkt majdnem lefedĆsĆt alkotjăk C_2-nek, azt kapjuk, hogy

λ^m{u ∈ C : dist(f(φ(u, p)), f(φ(u, p_0))) ≥ σ} ≤ ε.

Ŋgy megmutattuk, hogy minden u_0 ∈ U-nak van olyan U_0 = U_1 × U_2 kŤrnyezete, hogy (L) teljesĄl ezen a kŤrnyezeten. Az (L) de˛nącićjănăl tett megjegyzĆs szerint kŤvetkezik az ăllątăs.

18.13. TĆtel. 18.1 jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. Legyen Z topologikus tĆr, Ćs legyenek Z_i (i = 1, 2, . . . , n) szeparăbilis metrikus terek. Legyenek X_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs X kĄlŤnbŤzŞ euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazai Ćs legyen Y ⊂ R^l is nyąlt halmaz. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza X × Y -nak. TekintsĄk az f : X → Z, f_i : X_i → Z_i, h : D × Z_1 × . . . × Z_n → Z, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n) fĄggvĆnyeket. Legyen U ⊂ R^k nyąlt, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, p_0 ∈ P , φ : U × P → X egy C^1- fĄggvĆny, amelyre minden φ_p, p ∈ P immerzićja U-nak X-be, Ćs tegyĄk fel, hogy az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek:

142 18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

(1) minden (x, y) ∈ D-re

f(x) = h(x, y, f_1(g_1(x, y)), . . . , f_n(g_n(x, y)));

(2) bărmely rŤgzątett y ∈ Y -ra h folytonos a tŤbbi văltozćban; (3) az f_i fĄggvĆny R_{ki} ∩ M_{ki} -ben van (i = 1, 2, . . . , n); (4) a g_i fĄggvĆny C^1-ben van D-n (i = 1, 2, . . . , n);

(5) minden u_0 ∈ U-hoz van olyan y_0, amelyre (φ(u_0, p_0), y_0) ∈ D Ćs az

(u, y) → g_i(φ(u, p), y)

lekĆpezĆs derivăltjănak rangja k_i az (u_0, p_0, y_0) pont egy kŤrnyezetĆn minden 1 ≤ i ≤ n-re.

Ekkor az (R) Ćs (M) feltĆtelek teljesĄlnek f, U, P , p_0, φ, λ^k-val.

Bizonyątăs. A 18.11 tĆtelbŞl kŤvetkezik, hogy az (M) feltĆtel teljesĄl f, U, P , p_0, φ, λ^k-val. RŤgzątsĄnk egy u_0 ∈ U-t Ćs vălasszunk egy y_0-at u_0-hoz (5) szerint. Vălasszunk olyan U_0, P_0 illetve Y_0 kŤrnyezeteit u_0-nak, p_0-nak, illetve y_0-nak, amelyekre (φ(u, p), y) ∈ D, ha u ∈ U_0, p ∈ P_0 Ćs y ∈ Y_0, tovăbbă az (u, y) → g_i(φ(u, p), y)

lekĆpezĆs derivăltjănak rangja k_i az U_0×P_0×Y_0 halmazon minden 1 ≤ i ≤ nre. Annak bizonyątăsa, hogy az (R) feltĆtel is teljesĄl, pontosan čgy megy, mint a 18.7 tĆtelben, de az elŞzŞ tĆtelt kell felhasznălnunk a defnącić helyett.

18.14. FeltĆtelek. Ennek a paragrafusnak a hătralĆvŞ rĆszĆben 18.1 jelŤlĆseit fogjuk hasznălni, de csak azt az esetet vizsgăljuk, amikor X nem Ąres nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek, f pedig az X-et egy Y szeparăbilis metrikus tĆrbe kĆpezi, mivel el kąvănjuk kerĄlni azokat a nehĆzsĆgeket, amelyek csak Y topolćgiăjănak nem megfelelŞ voltăbćl erednek.

18.15. MegjegyzĆs. 18.14 feltĆtelei mellett, egy măsik, a 18.1 de˛nącićban tărgyalttćl eltĆrŞ lokalităsi elv is fennăll. Nevezetesen, f ∈ L_k(X, Y ) akkor Ćs csak akkor, ha minden x_0 ∈ X-nek van olyan X_0 ⊂ X nyąlt kŤrnyezete, hogy f|X_0 ∈ L_k(X_0, Y ). A Ăcsak akkor" rĆsz nyilvănvalć. Az Ăakkor" rĆszt 18.1 jelŤlĆseit felhasznălva bizonyątjuk. VegyĄk Ćszre, hogy minden u_0 ∈ U ponthoz lĆteznek olyan U_0 illetve P_0 kŤrnyezetei u_0-nak illetve p_0- nak, hogy x_0 = φ(u_0, p_0)-ra a φ(U_0, P_0) halmaz rĆsze X_0-nak. Ez azt jelenti, hogy (L) teljesĄl φ|U_0 ×P_0-ra. Most a de˛nącićban megfogalmazott lokalităsi elvbŞl kapjuk, hogy f ∈ L_k(X, Y ). Hasonlć lokalităsi elv igaz (Ćs ugyanągy bizonyąthatć) S_k-ra, R_k-ra, T_k-ra Ćs M_k-ra.

18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

18.16. Az M_k osztăly. 18.14 feltĆtelei mellett, legyen

A_k = {A ⊂ X : ξ_A ∈ M_k(X, {0, 1})},

ahol {0, 1}-et mint diszkrĆt teret tekintjĄk. KŤnnyŰ lătni, hogy A_k egy σalgebra, Ćs egy f : X → Y fĄggvĆny pontosan akkor van M_k(X, Y )-ban, ha f^{−1}(V ) az A_k halmazosztălyban van Y bărmely V nyąlt rĆszhalmazăra. Ŋgy M_k(X, Y ) vizsgălata az A_k σ-algebra vizsgălatăra redukălhatć. KŤnnyŰ lătni, hogy A_n az X Ťsszes λ^n-mĆrhetŞ rĆszhalmazainak osztălya, A_0 pedig az X Ťsszes rĆszhalmazainak osztălya. Megmutatjuk, hogy A ∈ A_k akkor Ćs csak akkor, ha minden U ⊂ R^k nyąlt halmazra Ćs minden ψ : U → X immerzićra az A ∩ rng ψ halmaz χ^k-mĆrhetŞ.

Bărmely u ∈ U-hoz van olyan C kompakt kŤrnyezete u-nak, hogy ψ megszorątăsa C-re kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ. Az integrăltranszformăcićs formula szerint, ha ψ^{−1}(A) ∩ C Lebesgue-mĆrhetŞ, akkor ψ(C) ∩ A Hausdor¸- mĆrhetŞ. Megfordątva is, ha ψ(C)∩A Hausdor¸-mĆrhetŞ, akkor felhasznălva, hogy ψ(C) Hausdor¸-mĆrtĆke vĆges, lĆteznek olyan B, N ⊂ ψ(C) Borelhalmazok, hogy B ⊂ A, (A ∩ ψ(C)) \ B ⊂ N Ćs χ^k(N) = 0. A (ψ|C)^{−1}(B) Ćs (ψ|C)^{−1}(N) halmazok Borel-halmazok, Ćs az utćbbi csak nulla mĆrtĆkŰ lehet. Ez azt jelenti, hogy a (ψ|C)^{−1}(A \ B) halmaz λ^k-mĆrtĆke is nulla, ągy (ψ|C)^{−1}(A) is λ^k-mĆrhetŞ.

Most minden u ∈ U-hoz vălasztva a fentiek szerint egy C kompakt kŤrnyezetet, ezek kŤzĄl megszămlălhatć sok lefedi U-t. Ha az A ∩ rng ψ halmaz χ^k-mĆrhetŞ, akkor a (ψ|C_i)^{−1}(A) halmazok mind λ^k-mĆrhetŞek, Ćs ągy ψ^{−1}(A) is λ^k-mĆrhetŞ. A măsik irănyban, ha a ψ^{−1}(A) halmaz λ^kmĆrhetŞ, akkor a ψ^{−1}(A) ∩ C_i halmazok is mĆrhetŞek, ągy A ∩ rng ψ = (∪_iψ(C_i)) ∩ A is χ^k-mĆrhetŞ halmaz.

Amit eddig bebizonyątottunk, abbćl kŤvetkezik, hogy minden χ^k-mĆrhetŞ halmaz A_k-ban van, mivel rng ψ mindig χ^k-mĆrhetŞ. Egy megszămlălhatćan (χ^k, k)-rekti˛kălhatć halmaz akkor Ćs csak akkor van A_k-ban, ha χ^kmĆrhetŞ. Csak azt kell megmutatnunk, hogy ha A ∈ A_k megszămlălhatćan (χ^k, k)-rekti˛kălhatć, azaz ha az A halmaz χ^k-majdnem rĆszhalmaza R^k-beli korlătos halmazok Lipschitz-kĆpei megszămlălhatć unićjănak, akkor az A halmaz χ^k-mĆrhetŞ. Federer [42] kŤnyvĆnek 3.2.29 tĆtele szerint A ⊂ N ∪ (∪^∞_{i=1}S_i), ahol χ^k(N) = 0 Ćs minden S_i egy k-dimenzićs C^1- rĆszsokasăga X-nek. Az S_i-t kisebb rĆszekre osztva, ha kell, feltehetjĄk, hogy S_i az R^k valamely nyąlt rĆszhalmazănak valamely ψ_i C^1-immerzić ăltali kĆpe. Mivel a ψ^{−1}_i (A) halmaz λ^k-mĆrhetŞ, az A∩rng ψ_i = A∩S_i halmaz χ^k-mĆrhetŞ minden i-re. Innen

A = (A ∩ N) ∪ (∪^∞_{i=1}(A ∩ S_i))

is χ^k-mĆrhetŞ.

LĆteznek nem χ^k-mĆrhetŞ halmazok is A_k-ban. Egy vĆges χ^k-mĆrtĆkŰ tisztăn nem rekti˛kălhatć kompakt halmaz bărmely nem χ^k-mĆrhetŞ rĆszhalmaza (Federer [42], 2.2.4) egy ilyen pĆlda. Egy ilyen A halmazra a ψ^{−1}(A) halmaz nulla Lebesgue-mĆrtĆkŰ az R^k bărmely nyąlt rĆszhalmazănak bărmely ψ immerzićjăra X-be. Tisztăn nem rekti˛kălhatć halmazra pĆldăt

144 18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

Federer kŤnyvĆben talălhatunk, [42], 3.3.20. Lăsd mĆg Morgan kŤnyvĆt, [131], 3.17.

18.17. ŹsszefĄggĆs M_k, L_k, S_k, R_k Ćs T_k kŤzŤtt. 18.14 feltĆteleit hasznăljuk. A legegyszerŰbb kĆrdĆsek egyike, hogy f ∈ M_k-bćl kŤvetkezik-e f ∈ L_k, S_k, R_k vagy T_k. Tudjuk, hogy ez fennăll, ha k = n. Ha k < n, akkor X Ćs egy megfelelŞ k-dimenzićs sąk metszetĆnek a karakterisztikus fĄggvĆnye M_k-ban van, de nincs benne az L_k, S_k, R_k Ćs T_k osztălyok egyikĆben sem.

A măsik irănyban, tegyĄk fel, hogy f ∈ L_k = S_k ⊂ R_k ⊂ T_k. KĆrdĆs, hogy f ∈ M_k teljesĄl-e? Ez triviălisan teljesĄl, ha k = 0. MăsrĆszt, megmutatjuk, hogy az ăllątăs nem bizonyąthatć ZFC-ben, ha 0 < k ≤ n. Nevezetesen, a kontinuum-hipotĆzist felhasznălva pĆldăt adunk olyan f fĄggvĆnyre, amelyre f ∈ L_k, de f /∈ M_k. G-odel Ćs Cohen nevezetes eredmĆnyei szerint, a kontinuum-hipotĆzis fĄggetlen ZFC axićmăitćl. Ŋgy M_k ⊂ L_k nem bizonyąthatć ZFC-ben.

Egy măsik kĆrdĆs, hogy igaz-e, hogy S_k = R_k. Ez ismĆt csak triviălisan teljesĄl, ha k = 0. A kontinuum-hipotĆzist felhasznălva a 0 < k < n esetben ellenpĆldăt adunk, ezzel megmutatva, hogy a kĆt osztăly egyenlŞsĆge nem tĆtel ZFC-ben. A k = n esetrŞl semmit sem tudok.

Hasonlćan, azt is kĆrdezhetjĄk, hogy teljesĄl-e R_k = T_k, vagy legalăbb M_k ∩ R_k = M_k ∩ T_k. Ez is teljesĄl k = 0-ra. Ha 0 < k < n, megmutatjuk, hogy M_k ∩ R_k � M_k ∩ T_k, ągy R_k � T_k. A k = n esetben tudjuk, hogy M_n ⊂ R_n ⊂ T_n, ągy termĆszetesen M_n ∩ R_n = M_n ∩ T_n. Nem tudom, teljesĄl-e, hogy R_n = T_n?

18.18. Hierarchia a kĄlŤnbŤzŞ dimenzićkhoz tartozć fĄggvĆnyosztălyok kŤzŤtt. 18.14 feltĆteleit hasznăljuk. RŤgzątsĄk a 0 ≤ k < l ≤ n dimenzićkat, Ćs vizsgăljuk az M_k, L_k, stb., Ćs az M_l, L_l, stb. osztălyok kŤzŤtti kapcsolatokat.

Azt remĆlhetjĄk, hogy csŤkkentve a dimenzićt, az (L), (S), stb. feltĆtelek egyre erŞsebbĆ vălnak. Az ilyen irănyba kapott kĆt pozitąv eredmĆny egyike, hogy ez valćban fennăll az (L), (S) Ćs (R) feltĆtelekre mĆrhetŞsĆg mellett:

M_k ∩ M_l ∩ L_k ⊂ L_l.

Ennek az ăllątăsnak a bizonyątăsa nagyon hasonlć a 18.12 tĆtel bizonyątăsăhoz, ągy nem ismĆteljĄk meg az ĆrvelĆst.

Kontinuum-hipotĆzis mellett adott ellenpĆldăval megmutatjuk, hogy k > 0-ra ZFC ⊭ M_k ∩ L_k ⊂ M_l ∪ T_l.

Hasonlćan, kontinuum-hipotĆzis mellett adott ellenpĆldăval mutatjuk meg, hogy ZFC ⊭ M_k ∩ L_k ∩ L_l ⊂ M_l,

kivĆve a triviălis k = 0 esetet.

18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

Sokkal kŤnnyebb lătni, hogy ăltalăban az ellenkezŞ irănyč tartalmazăsok sem teljesĄlnek. Băr M_l ⊂ M_0

triviălisan fennăll, ăltalăban

M_l ⊄ M_k ha k > 0.

Ezt mutatja X Ćs egy alkalmas k-dimenzićs sąk metszete egy nem χ^k-mĆrhetŞ rĆszhalmazănak a karakterisztikus fĄggvĆnye. Ugyanez a pĆlda azt is mutatja, hogy M_l ∩ L_l ⊄ M_k ∪ T_k.

Ha X Ćs egy alkalmas k-dimenzićs sąk metszetĆnek a karakterisztikus fĄggvĆnyĆt tekintjĄk, akkor lătjuk, hogy

M_l ∩ L_l ∩ M_k ⊄ T_k.

Meg fogjuk mutatni, hogy

M_l ∩ R_k ⊂ M_k.

Nem tudom, hogy itt R_k helyettesąthetŞ-e T_k-val, kivĆve a triviălis k = 0 esetet.

Lăssuk a bizonyątăsokat.

18.19. TĆtel. 18.14 feltĆtelei mellett, ha 0 ≤ k < l ≤ n, akkor M_l ∩ R_k ⊂ M_k.

Bizonyątăs. k = 0-ra az ăllątăs triviălis. EgyĆbkĆnt legyen ψ egy U ⊂ R^k nyąlt halmaz immerzićja X-be. Legyen u_0 ∈ U, Ćs legyen V egy l − k-dimenzićs altere R^n-nek, amely ortogonălis rng ψ^′(u_0)-ra. Legyen π : R^{l−k} → V egy lineăris izometria, Ćs φ-t de˛niăljuk a φ(u, p) = ψ(u)+π(p) ŤsszefĄggĆssel. Ekkor p_0 = 0-ra φ_{p0} = ψ. Vălasszunk olyan U_0 illetve P_0 nyąlt kŤrnyezeteit u_0-nak illetve p_0-nak, amelyekre φ(U_0, P_0) ⊂ X Ćs φ immerzićja U_0 × P_0-nak X-be. Mivel f ∈ M_l, az (u, p) → f(φ(u, p)) lekĆpezĆs λ^l-mĆrhetŞ. Ŋgy λ^{l−k}-majdnem minden p ∈ P_0-ra az u → f(φ(u, p)) lekĆpezĆs λ^k-mĆrhetŞ. Vălasszunk egy olyan p_m → p_0 sorozatot, amelyre minden u → f(φ(u, p_m)) mĆrhetŞ. Mivel f ∈ R_k, van olyan p_{ms} rĆszsorozat, hogy

f(φ(u, p_{ms} )) → f(φ(u, p_0))

λ^k-majdnem minden u ∈ U_0-ra. Ŋgy u → f(ψ(u)) mĆrhetŞ U_0-on, azaz lokălisan. EbbŞl kŤvetkezik, hogy f ∈ M_k.

146 18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

18.20. EllenpĆlda. 18.14 feltĆtelei mellett, egy ellenpĆldăval megmutatjuk, hogy ha 0 < k < n, akkor M_k ∩ R_k � M_k ∩ T_k.

Bizonyątăs. Az egyszerŰsĆg kedvĆĆrt X egy nem Ąres k-dimenzićs V = W ∩ X alakč alterĆvel fogunk dolgozni, ahol

W = {(x_1, x_2, . . . , x_k, x^0_{k+1}, . . . , x^0_n)}

valamely rŤgzątett x^0_{k+1}, . . . , x^0_n-ra. Az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy x^0_{k+1} = · · · = x^0_n = 0. Az f fĄggvĆny csak x_1, . . . , x_k-tćl

fog fĄggni, valamint a W altĆrtŞl valć r = √ x^2_{k+1} + · · · + x^2_n tăvolsăgtćl.

Legyen f(x) = 0, ha r = 0. Legyen g(y) ĆrtĆke 0 vagy 1 az R^k egy pontjăban attćl fĄggŞen, hogy az y ∈ R^k koordinătăi egĆsz rĆszeinek Ťsszege păros vagy păratlan. Ennek a g Ăsakktăbla" fĄggvĆnynek egy h simątăsăt fogjuk felhasznălni f de˛nącićjăban. A h folytonos fĄggvĆnyt čgy kapjuk, hogy g ătlagăt kĆpezzĄk egy adott y pont kŤrĄl egy alkalmas tĆglăn, nevezetesen azon z ∈ R^k pontok halmazăn, amelyekre bărmely z_i − y_i koordinătakĄlŤnbsĆg −1/4 Ćs 1/4 kŤzŤtt van. Bărmely m nem negatąv egĆsz szămra, ha x_n = α2^{−m} + (1 − α)2^{−m−1} valamely 0 < α ≤ 1-el, legyen

f(y, x_{k+1}, . . . , x_n) = αh(2^my) + (1 − α)h(2^{m+1}y).

Ha x_n > 1, akkor legyen

f(y, x_{k+1}, . . . , x_n) = h(y).

Mivel f folytonos az x_n ≤ 0 Ćs x_n > 0 rĆszein X-nek, nyilvăn Borel-fĄggvĆny, ągy M_m-ben van bărmely 0 ≤ m ≤ n-re.

ElŞszŤr megmutatjuk, hogy f /∈ R_k. Legyen π az

y → (y_1, . . . , y_k, 0, . . . , 0)

beăgyazăsa R^k-nak R^n-be. Vălasszunk egy K ∈ N-et Ćs egy y^0 vektort 2^{−K} Z^k-bćl čgy, hogy ha U az Ťsszes olyan y pontok halmaza, amelyekre y − y^0 minden koordinătăja pozitąv, de kisebb, mint 2^{−K} , akkor π(U) lezărtja V rĆsze legyen. Ha p ∈ R, legyen φ(u, p) = π(u) + pe_n ahol e_n a (0, . . . , 0, 1) ∈ R^n egysĆgvektor. Egy alkalmas M-re teljesĄl, hogy φ(u, p) ∈ X, ha u ∈ U Ćs p ∈ P = {p : |p| < 2^{−M} }. Legyen p_0 = 0 Ćs p_m = 2^{−m}, ha m > M. A p_m sorozat bărmely p_{ms} rĆszsorozatăra teljesĄl, hogy bărmely adott u ∈ U-ra vĆgtelen sok s van, amelyre f(φ(u, p_{ms} )) = 1, Ćs ągy f(φ(u, p_{ms} )) ↛ f(φ(u, p_0)) = 0. Ŋgy az U_m = {u ∈ U : f(φ(u, p_m)) = 1} jelŤlĆssel konvergencia csak akkor ăllhat fenn, ha van olyan S, hogy minden s ≥ S-re u /∈ U_{ms} , azaz ha u /∈ ∩^∞_{S=1} ∪^∞_{s=S} U_{ms} . Ŋgy majdnem mindenĄtti konvergencia csak akkor teljesĄlhet, ha

λ^k (∩^∞_{S=1} ∪^∞_{s=S} U_{ms} ) = 0.

18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

Ez azt jelenti, hogy a majdnem mindenĄtti konvergenciăhoz λ^k(U_{ms} ) → 0 teljesĄlĆse szĄksĆges. Ez azonban nem teljesĄl, mert λ^k(U_{ms} ) = λ^k(U)/2^k, ha m_s > K.

Nehezebb megmutatni, hogy f ∈ T_k. Legyen U nyąlt rĆszhalmaza R^knak, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, p_0 ∈ P Ćs φ : U × P → X egy C^1-fĄggvĆny, amelyre minden φ_p, p ∈ P immerzić. Legyen p_m → p_0 egy konvergens sorozat P -ben. Mivel az f fĄggvĆny folytonos az X \ V halmazon, ha φ(u, p_0) /∈ V , akkor f(φ(u, p_m)) → f(φ(u, p_0)). Ŋgy csak a Z = {u ∈ U : φ(u, p_0) ∈ V } halmazzal kell foglalkoznunk. VezessĄk be az U^ε_m = {u ∈ Z : f(φ(u, p_m)) ≥ ε} jelŤlĆst. Meg kell mutatnunk, hogy majdnem minden u ∈ Z-hez van olyan p_{ms} rĆszsorozata p_mnek, amelyre f(φ(u, p_{mk} )) → f(φ(u, p_0)) = 0. Ez azt jelenti, hogy minden ε > 0-hoz Ćs minden M-hez van olyan m ≥ M, hogy u /∈ U^ε_m, azaz hogy u /∈ ∪_{ε>0} ∪^∞_{M=1} ∩^∞_{m=M} U^ε_m. Ŋgy azt kell megmutatnunk, hogy ennek a halmaznak a λ^k-mĆrtĆke nulla. Mivel csŤkkentve ε-t az ∪^∞_{M=1} ∩^∞_{m=M} U^ε_m halmaz nŤvekszik, ha veszĄnk egy nullăhoz tartć ε_s > 0 sorozatot Ćs az unićt csak ezen ε_s szămokra vesszĄk, az unić nem văltozik. Ŋgy elĆg azt megmutatni, hogy bărmely ε > 0-ra az ∪^∞_{M=1} ∩^∞_{m=M} U^ε_m halmaz nulla mĆrtĆkŰ, vagy, ami ezzel ekvivalens, hogy bărmely ε > 0-ra Ćs bărmely M-re a ∩^∞_{m=M} U^ε_m halmaz λ^k-mĆrtĆke nulla. Ha ez nem teljesĄlne, akkor lenne olyan ε > 0 Ćs M, amelyre ennek a halmaznak lĆtezne egy u_0 sŰrŰsĆgi pontja. TegyĄk fel, hogy ez a helyzet, Ćs rŤgzątsĄk ε-t, M-et Ćs u_0-t. FeltehetjĄk tovăbbă, hogy u_0 ∈ ∩^∞_{m=M} U^ε_m.

Ŋrjuk φ-t φ = (φ_1, φ_2) alakba, ahol φ_1(u, p) az elsŞ k koordinătăja φ(u, p)-nak, φ_2(u, p) pedig az utolsć n − k. Mivel u_0 sŰrŰsĆgi pontja Znek is, azt kapjuk, hogy φ^′_{2,p0} (u_0) = 0 Ćs det φ^′_{1,p0} (u_0) ≠ 0. Az inverz fĄggvĆny tĆtel bizonyątăsăt felhasznălva, talălhatunk olyan c > 0-t Ćs u_0 kŤzĆppontč U_0 nyąlt gŤmbŤt, valamint P_0 nyąlt kŤrnyezetĆt p_0-nak, hogy ha B_δ(u_0) rĆsze U_0-nak Ćs p ∈ P_0, akkor B_{cδ}(φ_{1,p}(u_0)) rĆsze legyen φ_{1,p}(B_δ(u_0))- nak. Tovăbbă feltehetjĄk, hogy ‖φ^′_{2,p}(u)‖ ≤ c/(16 √ k), ha (u, p) ∈ U_0 × P_0.

SzĄksĆg esetĆn csŤkkentve U_0-at Ćs P_0-at azt is feltehetjĄk, hogy valamely pozitąv C konstanssal J(φ_{1,p})(u) ≤ C, ha (u, p) ∈ U_0 × P_0, ahol J a Jacobideterminăns abszolčt ĆrtĆke.

JelŤlje α(k) az R^k tĆr 1 sugarč gŤmbjeinek λ^k-mĆrtĆkĆt. Ekkor termĆszetesen bărmely δ sugarč gŤmb λ^k-mĆrtĆke α(k)δ^k. Mivel u_0 sŰrŰsĆgi pont, van olyan δ_0 > 0, hogy a B_δ (u_0) zărt gŤmbre

λ^k (B_δ(u_0) \ (∩^∞_{m=M} U^ε_m)) < c^kδ^k Ck^{k/2}2^{3k} , ha 0 < δ ≤ δ_0. Ehhez a δ_0-hoz vălasszunk egy s_0 > 1-et, amelyre 2^{−s0+1} ≤ cδ_0/ √ k. Vălasszunk egy M_0-at, amelyre m ≥ M_0 esetĆn p_m ∈ P_0 Ćs φ(u_0, p_m) tăvolsăga W -tŞl kisebb, mint 2^{−s0−2}. RŤgzątsĄnk egy m-et, amely nem kisebb, mint max{M, M_0}. Mivel u_0 ∈ U^ε_m teljesĄl, φ(u_0, p_m) tăvolsăga W -tŞl nagyobb, mint 0, de kisebb, mint 2^{−s0−2}. Vălasszunk egy s-et čgy, hogy ez a tăvolsăg ne legyen kisebb, mint 3 · 2^{−s−3}, de kisebb legyen, mint 3 · 2^{−s−2}. Nyilvăn s ≥ s_0. Legyen √ k2^{−s}/c < δ ≤ √ k2^{−s+1}/c. Ekkor

148 18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

0 < δ ≤ δ_0. JelŤlje S az Ťsszes olyan y ∈ R^k pontok halmazăt, amelyekre 2^sy minden koordinătăjănak ugyanaz az egĆsz rĆsze, mint 2^sy_0 megfelelŞ koordinătăjănak, ahol y_0 = φ_1(u_0, p_m). Az S halmaz 2^{−s} hosszčsăgč intervallumok Descartes-szorzata. Ŋgy S ătmĆrŞje √ k2^{−s} Ćs mivel y_0 ∈ S, az S halmaz rĆsze φ_{1,pm} (B_δ(u_0))-nak. Felhasznălva ‖φ^′_{2,pm} (u)‖ becslĆsĆt, amely minden u ∈ B_δ(u_0)-re teljesĄl, a

|φ_2(u, p_m) − φ_2(u_0, p_m)| ≤ cδ/(16 √ k) ≤ 2^{−s−3}

becslĆst kapjuk. EbbŞl kŤvetkezik, hogy φ(u, p_m) tăvolsăga W -tŞl 2^{−s−2} Ćs 2^{−s} kŤzĆ esik. JelŤlje S_0 az S azon y pontjainak halmazăt, amelyekre a h(2^sy), h(2^{s+1}y) Ćs h(2^{s+2}y) fĄggvĆnyĆrtĆkek mindegyike nulla. Egy y ∈ S pontosan akkor van S_0-ban, ha 2^sy, 2^{s+1}y Ćs 2^{s+2}y minden koordinătăjănak a tŤrtrĆsze 1/4 Ćs 3/4 kŤzŤtt van. Ez azt jelenti, hogy 2^sy minden koordinătăjănak a tŤrtrĆsze az [5/16, 6/16] ∪ [10/16, 11/16] halmazba esik. Ŋgy az S_0 halmaz λ^k-mĆrtĆke 2^{−sk−3k}. Ha u ∈ B_δ (u_0) Ćs y = φ_2(u, p_0) ∈ S_0, akkor u /∈ U^ε_m. De J(φ_{1,pm} )(u) ≤ C, ągy az integrăltranszformăcićs formula szerint

λ^k(B_δ(u_0) \ U^ε_m) ≥

2^{−sk−3k} C ≥ c^kδ^k Ck^{k/2}2^{3k} . Ez ellentmond δ_0 vălasztăsănak. Ez az ellentmondăs bizonyątja, hogy f ∈ T_k.

A tovăbbi ellenpĆldăkhoz egy lemmăra lesz szĄksĆgĄnk. Az ellenpĆldăk az čgynevezett majdnem invariăns halmazok lĆtezĆsĆvel kapcsolatosak. Ezeket a halmazokat Kakutani Ćs Oxtoby [105] dolgozatăban annak bizonyątăsăra hasznălta fel, hogy a Haar-mĆrtĆket a komplex egysĆgkŤrŤn bŞvąthetjĄk egy olyan invariăns mĆrtĆkkĆ, amelyre a megfelelŞ L^2-tĆr Hilbert-tĆr dimenzićja 2^c lesz, ahol c a kontinuum szămossăg. Az alăbbi konstrukcić a szerzŞ [68] dolgozatăban szereplŞ konstrukcić ˛nomątăsa, ahol | egyebek mellett | Kakutani Ćs Oxtoby eredmĆnyĆt terjesztette ki tetszŞleges lokălisan kompakt csoportra. Az ottani gondolatokat itt Sierpinski egy jćl ismert konstrukcićjăval kombinăljuk, amellyel Sierpinski kontinuum-hipotĆzis mellett pĆldăt adott az egysĆgnĆgyzetben egy 1 mĆrtĆkŰ (nem mĆrhetŞ) halmazra, amely bărmely egyenesbŞl legfeljebb kĆt pontot tartalmaz. Hogy az alăbbi absztrakt halmazelmĆleti lemma szerepĆt jobban megĆrtsĄk, arra az esetre gondolhatunk, amikor X a sąk, T az Ťsszes olyan di¸eomor˛zmusok osztălya, amelyek a sąk valamely nyąlt rĆszhalmazăt a sąk egy măsik nyąlt rĆszhalmazăra kĆpezik, F a sąk pozitąv Lebesgue-mĆrtĆkŰ kompakt rĆszhalmazainak osztălya, G a sąk Ťsszes egydimenzićs C^1-rĆszsokasăgainak osztălya, Ćs n = c = ℵ_1.

18.21. Lemma. Legyen X egy halmaz, T pedig olyan kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ transzformăcićk egy osztălya, amelyek mindegyike X egy rĆszhalmazăt X-be kĆpezi. Legyenek F, G az X rĆszhalmazainak osztălyai. TegyĄk fel, hogy n > ℵ_0 egy szămossăg Ćs az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) card(X) = n;

18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

(2) card(T ) ≤ n;

(3) card(F) ≤ n Ćs minden F ∈ F-re card(F ) = n;

(4) card(G) ≤ n Ćs minden F ∈ F-re Ćs G_0 ⊂ G-re, amelyre card(G_0) < n, teljesĄl, hogy card(F \ ∪G_0) = n;

(5) a G osztăly T -invariăns, azaz ha G ∈ G Ćs τ ∈ T , akkor τ(G) ∈ G Ćs τ^{−1}(G) ∈ G.

Ekkor lĆtezik az X halmaz X_γ rĆszhalmazainak egy {X_γ }_{γ∈`} csalădja az alăbbi tulajdonsăgokkal: (6) card(`) = n;

(7) az X_γ, γ ∈ ` halmazok păronkĆnt diszjunktak; (8) minden γ ∈ `-ra Ćs G ∈ G-re card(X_γ ∩ G) < n; (9) card(F ∩ X_γ ) = n, ha γ ∈ ` Ćs F ∈ F; (10) ` bărmely `_0 rĆszhalmazăra Ćs bărmely τ ∈ T -re

card ( τ(∪_{γ∈`0} X_γ ) △ (τ(X) ∩ (∪_{γ∈`0} X_γ )) ) < n.

Bizonyątăs. JelŤlje ˙ a legkisebb olyan rendszămot, amelynek szămossăga n. FeltehetjĄk, hogy F nem Ąres, mivel egyĆbkĆnt helyettesąthetjĄk {X}-el. Legyen Y egy tetszŞleges n szămossăgč halmaz. Mivel card(Y × F) = n, lĆtezik egy α → (y_α, F_α) kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ lekĆpezĆse a {α : 0 ≤ α < ˙} rendszămhalmaznak Y × F-re. Az F_0, . . . , F_α, . . . , 0 ≤ α < ˙ transz˛nit sorozat az F minden F elemĆt pontosan n-szer tartalmazza. Hasonlćan feltehetjĄk, hogy G sem Ąres, mivel egyĆbkĆnt helyettesąthetjĄk {∅}-al, Ćs vălaszthatunk egy G_0, . . . , G_α, . . . , 0 ≤ α < ˙ transz˛nit sorozatot, amely G minden elemĆt tartalmazza. Vălasszunk tovăbbă egy α → τ_α lekĆpezĆsĆt az {α : 0 ≤ α < ˙} rendszămhalmaznak a {1_X } ∪ T halmazra, amelyre τ_0 = 1_X , ahol 1_X az identikus lekĆpezĆse X-nek Ťnmagăra. Minden x ∈ X-re Ćs minden α < ˙ rendszămra jelŤlje C_α(x) az X Ťsszes olyan pontjainak halmazăt, amelyek feląrhatćk

τ^{ε1}_{β1} ∘ · · · ∘ τ^{εn}_{βn} (x)

alakban, ahol n = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . , n, 0 ≤ β_k ≤ α Ćs ε_k vagy 1 vagy −1. Itt τ^1 a τ lekĆpezĆst jelenti, τ^{−1} pedig az inverzĆt. Vilăgos, hogy x ∈ C_α(x), Ćs ha x ∈ X Ćs 0 ≤ β ≤ α < ˙, akkor C_β (x) ⊂ C_α(x) Ćs τ_β (C_α(x)) = τ_β(X) ∩ C_α(x). Az is teljesĄl, hogy

card (C_α(x)) ≤ max{card(α), ℵ_0} < n.

Ha A ⊂ X, akkor a C_α(A) jelŤlĆst fogjuk hasznălni az ∪_{x∈A}C_α(x) halmazra. Megmutatjuk, hogy lĆtezik az X elemeinek olyan

{x^α_β : 0 ≤ β ≤ α < ˙}

150 18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

transz˛nit dupla sorozata, amelyre

x^α_β ∈ F_α, ha 0 ≤ β ≤ α < ˙;

a {C_α(x^α_β ) : 0 ≤ β ≤ α < ˙} halmazok păronkĆnt diszjunktak;

C_α(x^β_α) diszjunkt bărmely C_α(G_γ ), γ ≤ α halmaztćl.

Ŕllapodjunk meg abban, hogy (γ, δ) < (α, β), ha γ < α vagy γ = α Ćs δ < β (lexikogra˛kus rendezĆs); ezzel {(α, β) : 0 ≤ β ≤ α < ˙ } jćlrendezett halmaz. Az {x^α_β : 0 ≤ β ≤ α < ˙} sorozatot transz˛nit indukcićval de˛niăljuk. Legyen x^0 tetszŞleges pontja F_0 \ G_0-nak. TegyĄk fel, hogy 0 ≤ β ≤ α < ˙, Ćs hogy x^γ_δ măr de˛niălva van minden (γ, δ) < (α, β), 0 ≤ δ ≤ γ părra. TekintsĄk az Ťsszes C_α(x^γ_δ ) halmazok D(α, β) unićjăt, ahol (γ, δ) az Ťsszes (γ, δ) < (α, β) părokat futja be. Ekkor

card (D(α, β)) ≤ (card(α))^2 max{card(α), ℵ_0} < n.

Legyen E(α) az Ťsszes C_α(G_γ ), γ ≤ α halmazok egyesątĆse. (5) szerint, E(α) valamely G_α ⊂ G osztăly egyesątĆse, amelyre card(G_α) < n. (4) szerint F_α \ E(α) szămossăga n, ągy (F_α \ E(α)) \ D(α, β) nem Ąres. Legyen x^α_β egy tetszŞleges pontja az (F_α \ E(α)) \ D(α, β) halmaznak. Ekkor C_α(x^α_β ) diszjunkt minden C_ζ (x)-tŞl, ahol x = x^γ_δ valamely (γ, δ) < (α, β)-ra vagy x ∈ G_ζ valamely ζ ≤ α-ra. EgyĆbkĆnt ugyanis azt kapnănk, hogy

τ^{ε1}_{β1} ∘ · · · ∘ τ^{εn}_{βn} (x^α_β ) = τ^{η1}_{δ1} ∘ · · · ∘ τ^{ηm}_{δm} (x),

ahol β_k ≤ α, δ_j ≤ α, ε_k vagy 1 vagy −1, Ćs η_j is vagy 1 vagy −1, k = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m. Ŋgy

x^α_β = τ^{−εn}_{βn} ∘ · · · ∘ τ^{−ε1}_{β1} ∘ τ^{η1}_{δ1} ∘ · · · ∘ τ^{ηm}_{δm} (x),

ami ellentmond x^α_β vălasztăsănak.

Legyen ` = {ζ : ζ rendszăm Ćs 0 ≤ ζ < ˙};

X_ζ = ⋃ { C_α(x^α_ζ ) : ζ ≤ α <˙ } , ζ ∈ `.

A (6) Ćs (7) tulajdonsăgok nyilvănvalćak. Mivel x^α_ζ ∈ F Ćs x^α_ζ ∈ C_α(x^α_ζ ) ⊂ X_ζ , ha ζ ≤ α < ˙ Ćs F_α = F , azt kapjuk, hogy F ∩ X_ζ -nak legalăbb n eleme van. Ŋgy (9) teljesĄl.

(8) bizonyątăsăhoz vegyĄk Ćszre, hogy

C_α(x^α_ζ ) ∩ G_γ = ∅,

ha α ≥ γ. Ŋgy ha G = G_γ , akkor

X_ζ ∩ G ⊂ ∪{C_α(x^α_ζ ) : ζ ≤ α < γ},

18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

Ćs a jobb oldal szămossăga kisebb, mint n.

(10) bizonyątăsăhoz legyen `_0 ⊂ ` Ćs τ ∈ T . TegyĄk fel, hogy 0 ≤ γ <˙ Ćs τ_γ = τ. Felhasznălva, hogy

τ_γ ( C_α(x^α_ζ ) ) = τ_γ (X) ∩ C_α(x^α_ζ ), ha γ ≤ α <˙

Ćs ⋃

ζ∈`_0

X_ζ = ⋃ { C_α(x^α_ζ ) : ζ ∈ `_0, ζ ≤ α <˙ } , azt kapjuk, hogy

τ_γ (∪_{ζ∈`0} X_ζ ) △ ( τ_γ (X) ∩ (∪_{ζ∈`0} X_ζ ) ) ⊂ ⋃ { τ_γ ( C_α(x^α_ζ ) ) ∪ C_α(x^α_ζ ) : ζ ∈ `_0, ζ ≤ α < γ } . Mivel card ( C_α(x^α_ζ ) ∪ τ_γ ( C_α(x^α_ζ ) )) ≤ max {card(α), ℵ_0} ,

a jobb oldal szămossăga kisebb, mint n. Ŋgy belăttuk (10)-et.

18.22. EllenpĆlda. 18.14 feltĆtelei mellett, feltĆve a kontinuum-hi-potĆzist, ha 0 < k ≤ n, akkor L_k ⊄ M_k.

Bizonyątăs. Megadunk egy f ∈ L_k fĄggvĆnyt, amelyre f /∈ M_k. Az elŞzŞ lemmăt kąvănjuk alkalmazni. Csak azt fogjuk felhasznălni, hogy a L_k de˛nącićjăban szereplŞ fĄggvĆnyek folytonosak, Ćs hogy a 18.2 (3) megjegyzĆs szerint feltehetjĄk, hogy a φ_p fĄggvĆnyek kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰek. JelŤlje T az Ťsszes olyan kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ τ fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyek elŞălląthatćk φ_p ∘ φ^{−1}_p′ alakban, ahol U nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, φ : U × P → X pedig egy folytonos fĄggvĆny, amelyre minden φ_p, p ∈ P kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ. Mivel az Ťsszes U, P părok szămossăga kontinuum, Ćs bărmely φ folytonos fĄggvĆnyt egyĆrtelmŰen meghatăroznak egy megszămlălhatć sŰrŰ halmazon felvett ĆrtĆkei, T szămossăga kontinuum.

JelŤlje F az X Ťsszes olyan k-rekti˛kălhatć kompakt rĆszhalmazainak osztălyăt, amelyek χ^k-mĆrtĆke pozitąv. Mivel minden kompakt halmazt egyĆrtelmŰen meghatăroz a komplementere, a nyąlt komplementert pedig egyĆrtelmŰen meghatărozzăk azok a rĆszhalmazai, amelyek elemei egy rŤgzątett megszămlălhatć băzisnak, kŤvetkezik, hogy az F halmazosztălynak c eleme van, Ćs minden elemĆnek a szămossăga c.

Alkalmazva az elŞzŞ lemmăt G = ∅-al, az X rĆszhalmazainak egy X_γ , γ ∈ R osztălyăt kapjuk. EllenpĆldănk az X_0 halmaz (azaz γ = 0-ra az X_γ halmaz) f karakterisztikus fĄggvĆnye lesz.

Legyen U korlătos nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak Ćs ψ : U → X immerzić, amelyre az M = ψ(U) rekti˛kălhatć Ćs χ^k-mĆrhetŞ halmaz χ^k-mĆrtĆke pozitąv de vĆges. VegyĄk Ćszre, hogy ha az X_0 ∩ M halmaz χ^k-mĆrtĆke nulla lenne, akkor M \ X_0 tartalmazna egy F ∈ F halmazt, ami lehetetlen, mivel

152 18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

F ∩ X_0 ≠ ∅. Ha az X_0 ∩ M halmaz χ^k-mĆrhetŞ lenne pozitąv χ^k-mĆrtĆkkel, akkor tartalmazna valamely F ∈ F halmazt. De ez is lehetetlen, mivel F ∩ X_γ ≠ ∅ Ćs X_γ ∩ X_0 = ∅ bărmely γ ≠ 0-ra. Ŋgy X ∩ M nem χ^k-mĆrhetŞ, tehăt 18.16 szerint f /∈ M_k.

Megmutatjuk, hogy f ∈ L_k. Legyen C egy kompakt rĆszhalmaza Unak. A {u ∈ C : f(φ_{p0} (u)) ≠ f(φ_p(u))}

halmaz megegyezik a

φ^{−1}_{p0} ( {x ∈ φ_{p0} (C) : x ∈ X_0 △ (φ_{p0} ∘ φ^{−1}_p )(X_0)} )

halmazzal. A τ = φ_{p0} ∘ φ^{−1}_p lekĆpezĆsre ez a halmaz rĆszhalmaza a

φ^{−1}_{p0} ((τ(X) ∩ X_0) △ τ(X_0))

halmaznak. Ha feltesszĄk, hogy a kontinuum-hipotĆzis teljesĄl, akkor ez a halmaz megszămlălhatć.

18.23. EllenpĆlda. 18.14 feltĆteleit hasznălva, ha 0 < k < n Ćs feltesszĄk, hogy a kontinuum-hipotĆzis teljesĄl, akkor S_k � R_k.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ ellenpĆlda konstrukcićjăt fogjuk hasznălni. A T , F Ćs G osztălyokat ugyančgy vălasztva, mint az elŞzŞ ellenpĆldăban, kapjuk az X_γ, γ ∈ R halmazokat. Ha m ∈ N, m ≥ 2, legyen f_m(x) = g_m(x)h_m(x), ahol g_m(x) az X_m halmaz karakterisztikus fĄggvĆnye, Ćs

h_m(x) =

0, ha dist(x, D) ≤^1_{m+1} vagy dist(x, D) ≥^1_{m−1} ;

m(m + 1) ( dist(x, D) −^1_{m+1} ) , ha^1_{m+1} ≤ dist(x, D) ≤^1_m ;

m(m + 1)

(_1

m−1 − dist(x, D) ) , ha^1_m ≤ dist(x, D) ≤^1_{m−1} .

Itt D egy adott nem Ąres k-dimenzićs zărt kŤrlemez, amely X Ćs egy kdimenzićs sąk metszetĆnek a rĆsze. Legyen f =

∑_∞ m=1 f_m. (Ugyančgy, mint az elŞzŞ ellenpĆldăban, belăthatć, hogy f /∈ M_k.) Ůgy, mint az elŞzŞ ellenpĆldăban, kapjuk, hogy minden g_m benne van L_k = S_k-ban, Ćs ągy R_k-ban is. Ugyanez triviălis a folytonos h_m fĄggvĆnyre. EbbŞl kŤvetkezik, hogy a g_mh_m szorzat szintĆn R_k-ban van. Mivel az X \ D nyąlt halmazon mindenĄtt az f fĄggvĆny lokălisan ilyen szorzatok vĆges Ťsszege, azt kapjuk, hogy f|X \ D ∈ R_k. Legyen φ : U × P → X Ćs legyen

F = {u : φ(u, p_0) ∈ D}.

Nyilvăn F zărt halmaz. Legyen C kompakt rĆszhalmaza F -nek. Ha p_m → p_0, jelŤlje R_{m,j} az Ťsszes olyan u pontok halmazăt, amelyekre φ(u, p_m) ∈ X_j , de φ(u, p_0) /∈ X_j , vagy fordątva, φ(u, p_m) /∈ X_j , de φ(u, p_0) ∈ X_j .

18.§ A mĆrhetŞsĆg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

A kontinuum-hipotĆzis mellett, az R_{m,j} halmazok Ćs az R = ∪^∞_{m,j=1}R_{m,j} unićjuk megszămlălhatć, Ćs ągy λ^k-mĆrtĆke nulla.

VegyĄk Ćszre, hogy minden i-hez van olyan m_i, hogy ha m > m_i, akkor minden u ∈ C-re |φ(u, p_m) − φ(u, p_0)| < 1 i + 1 . Ŋgy, ha u ∈ C, de u /∈ R Ćs u /∈ ∪^∞_{j=i}φ^{−1}_{p0} (X_j), akkor φ(u, p_m) /∈ X_j minden j ≥ i-re. Innen g_j (φ(u, p_m)) = 0, ha j ≥ i. MăsrĆszt, dist(φ(u, p_m), D) < 1 i+1 , ągy h_j (φ(u, p_m)) = 0, ha j ≤ i. Tehăt azt kapjuk, hogy f(φ(u, p_m)) = 0, ha u /∈ R, u /∈ ∪^∞_{j=i}φ^{−1}_{p0} (X_j) Ćs m > m_i. Mivel az X_j halmazok diszjunktak, ebbŞl kŤvetkezik, hogy f(φ(u, p_m)) → f(φ(u, p_0)), ha m → ∞ minden u /∈ R-re, azaz majdnem mindenĄtt. Megszămlălhatć sok C halmaz egyesątĆsĆt vĆve, azt kapjuk, hogy f ∈ R_k.

MăsrĆszt, ha e ≠ 0 ortogonălis D-re Ćs φ(u, p) = ψ(u) + pe, ahol ψ egy izometrikus immerzić, amely az R^k valamely nem Ąres nyąlt rĆszhalmazăt D-re kĆpezi, p_0 = 0, akkor p_m = 1/m-re azt kapjuk, hogy

{u ∈ C : |f(φ(u, p_m)) − f(φ(u, p_0))| ≥ 1} ⊃ ψ^{−1}(X_m) ∩ C

egy megszămlălhatć halmazt kivĆve. A bal oldalon ăllć halmaz λ^k-mĆrtĆke megegyezik C mĆrtĆkĆvel. Ez azt mutatja, hogy f /∈ S_k.

18.24. EllenpĆlda. 18.14 feltĆteleit hasznălva, feltĆve a kontinuumhipotĆzist, ha 0 < k < l ≤ n, akkor M_k ∩ L_k ∩ L_l ⊄ M_l.

Bizonyątăs. PĆldăt adunk olyan f ∈ M_k ∩L_k ∩L_l fĄggvĆnyre, amelyre f /∈ M_l. IsmĆt az elŞzŞ lemmăt fogjuk hasznălni. Azt is felhasznăljuk, hogy a 18.2 (3) megjegyzĆs szerint feltehetjĄk, hogy a L_l de˛nącićjăban szereplŞ φ_p fĄggvĆnyek kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ immerzićk. JelŤlje T azt Ťsszes olyan kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ τ fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyek reprezentălhatćk φ_p ∘ φ^{−1}_p′ alakban, ahol U nyąlt rĆszhalmaza R^l-nek, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, φ : U × P → X pedig C^1-fĄggvĆny, amelyre minden φ_p, p ∈ P kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ. JelŤlje F az X Ťsszes olyan kompakt l-rekti˛kălhatć rĆszhalmazainak osztălyăt, amelyeknek χ^l-mĆrtĆke pozitąv. JelŤlje G az X Ťsszes k-rekti˛kălhatć Borel-halmazainak osztălyăt. Nem nehĆz megmutatni, hogy a G osztăly T -invariăns. Tovăbbă minden G ∈ G halmaz χ^l-mĆrtĆke nulla, ągy ugyanez teljesĄl megszămlălhatć sok G ∈ G unićjăra. Ez azt jelenti, hogy az F \ ∪G_0 halmaz χ^l-mĆrtĆke pozitąv, ągy szămossăga c bărmely megszămlălhatć G_0 ⊂ G rĆszosztălyra Ćs bărmely F ∈ F-re. A 18.21 lemma tŤbbi feltĆtelĆnek teljesĄlĆsĆt măr a 18.22 ellenpĆldănăl megvizsgăltuk.

Alkalmazva a 18.21 lemmăt olyan X_γ , γ ∈ R halmazrendszert kapunk, amelyre X_γ minden G ∈ G halmazbćl legfeljebb megszămlălhatć pontot tartalmaz, de X_γ ∩ F ≠ ∅ egyetlen F ∈ F-re sem, ągy X_γ ∩ F nem χ^lmĆrhetŞ egyetlen F ∈ F-re sem.

Legyen f az X_0 halmaz karakterisztikus fĄggvĆnye. Ugyančgy, mint a 18.22 ellenpĆldănăl, kapjuk, hogy f ∈ L_l, de f /∈ M_l. Mivel az R^k bărmely

154 19.§ A Baire-tulajdonsăg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

nyąlt rĆszhalmazănak bărmely ψ C^1-beăgyazăsăra X-be az f ∘ ψ fĄggvĆny egy megszămlălhatć halmaz kivĆtelĆvel nulla, azt kapjuk, hogy f ∈ M_k Ćs f ∈ L_k. Ezzel az ăllątăst belăttuk.

18.25. EllenpĆlda. 18.14 feltĆtelei mellett, ha teljesĄl a kontinuumhipotĆzis, akkor 0 < k < l ≤ n-re M_k ∩ L_k ⊄ M_l ∪ T_l.

Bizonyątăs. Alkalmazzuk a 18.21 lemmăt ugyanazzal a T -vel, F-el Ćs G-vel, mint az elŞzŞ ellenpĆldăban. Egy X_γ , γ ∈ R halmazrendszert kapunk, ahol minden X_γ csak megszămlălhatć sok pontot tartalmaz minden G ∈ GbŞl, de X_γ ∩ F ≠ ∅ egyetlen F ∈ F-re sem, ągy X_γ ∩ F nem χ^l-mĆrhetŞ egyetlen F ∈ F-re sem.

Legyen Z olyan l-dimenzićs sąk, amelynek metszete X-el nem Ąres, f pedig legyen a Z ∩ X_0 halmaz karakterisztikus fĄggvĆnye. Ekkor f ∈ M_k ∩ S_k = M_k ∩ L_k, de f /∈ T_l Ćs f /∈ M_l.

19.§ A Baire-tulajdonsăg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt Ebben a paragrafusban Ăa Baire-tulajdonsăgbćl kŤvetkezik a folytonossăg" tąpusč eredmĆnyeket fogunk bizonyątani az 1.17 problĆmăban szereplŞ (1) ăltalănos nem lineăris explicit egyenletre, az ott szereplŞ (3) erŞs rang feltĆtelnĆl egyhĆbb feltĆtelek mellett. Tudomăsom szerint minden korăbbi eredmĆny a (3) erŞs rang feltĆtelt vagy annak valamely absztrakt văltozatăt hasznălja. Az 1.7 pontban leąrt Ăbootstrap" mćdszer szellemĆben itt is olyan tulajdonsăgokat vezetĄnk be, amelyek | durvăn szćlva | a Bairetulajdonsăg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt fekszenek. Ez a tulajdonsăg-sorozat adja azt a lĆpcsŞt, amelyen felkapaszkodhatunk a Baire-tulajdonsăgtćl a folytonossăghoz. ElŞszŤr megvizsgăljuk az čj fogalmak legalapvetŞbb tulajdonsăgait. Ezutăn bizonyątjuk regularităsi tĆtelĄnket. A tĆtel egy ˛nomątăsăt is bebizonyątjuk. VĆgĄl az čj fogalmak tovăbbi tulajdonsăgait vizsgăljuk. Ezek az eredmĆnyek a Jărai [97] dolgozatban publikălăs alatt ăllnak.

19.1. De˛nącić. Legyen X egy halmaz, Y metrikus tĆr, Ćs f : X → Y egy fĄggvĆny. Legyen U egy topologikus tĆr, Ćs legyen P is egy topologikus tĆr, a ĂparamĆter tĆr", egy adott p_0 ∈ P ponttal. Legyen φ egy fĄggvĆny U × P -bŞl X-be. φ-re čgy fogunk gondolni, mint a p paramĆtertŞl fĄggŞ φ_p : u → φ(u, p) felĄletek seregĆre. Luzin tĆtelĆnek 2.12 analogonja Ćs Piccard tĆtelĆnek ăltalănosątăsai (lăsd a 4. §-t) azt sugalljăk, hogy az alăbbi feltĆtel a Baire-tulajdonsăggal kapcsolatos:

(S) minden p_m → p_0 sorozatra f(φ(u, p_m)) → f(φ(u, p_0)), kivĆve u ∈ U pontok egy elsŞ kategćriăjč halmazăt.

Vizsgălatainkhoz szĄksĆgĄnk lesz az alăbbi tulajdonsăgra:

(B) u → f(φ(u, p_0)) Baire-tulajdonsăgč.

Az (S) Ćs (B) feltĆteleket gyakran lokălisan fogjuk ellenŞrizni. Ha minden u_0 ∈ U-hoz van olyan U_0 kŤrnyezete u_0-nak Ćs P_0 kŤrnyezete p_0-nak,

19.§ A Baire-tulajdonsăg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

hogy φ|U_0 × P_0-ra teljesĄl (S), akkor φ-re szintĆn teljesĄl (S). Ez kŤnnyen kŤvetkezik az ĂelsŞ kategćriăjč" tulajdonsăg 2.9 pontban emlątett lokalităsăbćl. Hasonlćan, ha minden u_0 ∈ U-hoz van olyan U_0 kŤrnyezete u_0-nak Ćs P_0 kŤrnyezete p_0-nak, hogy φ|U_0 × P_0-ra teljesĄl (B), akkor φ-re szintĆn teljesĄl (B).

Legyen X nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek Ćs 0 ≤ k ≤ n. JelŤlje S_k(X, Y ) [B_k(X, Y )], vagy rŤviden S_k [B_k] az Ťsszes olyan f fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyekre az (S) [(B)] feltĆtel teljesĄl, ha U nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, p_0 ∈ P Ćs φ : U × P → X egy olyan C^1-fĄggvĆny, amelyre φ_p immerzićja U-nak X-be minden p ∈ P -re. (Legyen R^0 = {0}). Vilăgos, hogy f ∈ B_k akkor Ćs csak akkor, ha a

(B^′) f ∘ ψ Baire-tulajdonsăgč

feltĆtel fennăll az R^k bărmely U nyąlt rĆszhalmazănak bărmely ψ immerzićjăra X-be.

19.2. MegjegyzĆsek. (1) FŞ eredmĆnyeink, durvăn szćlva, azt fogjăk mutatni, hogy egy egy fĄggvĆnyegyenlet S_{k+1}-beli f megoldăsa S_k-ban is benne van. Megmutatjuk, hogy S_0 a folytonos fĄggvĆnyek osztălya, Ćs hogy minden, az X ⊂ R^n nyąlt halmazt a măsodik megszămlălhatć Y tĆrbe kĆpezŞ Baire-tulajdonsăgč f : X → Y fĄggvĆny S_n-ben van. Ŋgy lĆpĆsenkĆnt azt kapjuk, hogy a megoldăsok Baire-tulajdonsăgăbćl kŤvetkezik a folytonossăguk.

(2) A mĆrtĆkelmĆleti esettel valć analćgia szoros, de nem teljes. A mĆrtĆkelmĆleti eset elŞzmĆnyeit lăsd az elŞzŞ paragrafusban.

(3) FĄggvĆnyegyenletek Baire-tulajdonsăgč megoldăsait szămos szerzŞ vizsgălta. Lăsd a 10. paragrafus hivatkozăsait.

(4) Az S_k [B_k] fĄggvĆnyosztăly nem văltozik, ha csak azt tesszĄk fel, hogy (S) [(B)] fennăll, ha U nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, p_0 ∈ P Ćs φ : U × P → X egy olyan C^1-fĄggvĆny, amelyre φ_p beăgyazăsa (azaz olyan immerzićja, amely homeomor˛zmus az ĆrtelmezĆsi tartomănya Ćs ĆrtĆkkĆszlete kŤzŤtt) U-nak X-be minden p ∈ P - re. Ez kŤnnyen kŤvetkezik a de˛nącićban emlątett lokalităsi elvbŞl. Hasonlćan, ha az tesszĄk fel, hogy csak φ_{p0} immerzić, az eredmĆnykĆnt kapott S_k [B_k] fĄggvĆnyosztăly ugyanaz marad.

19.3. TĆtel. Legyen Y topologikus tĆr, X pedig nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek. 19.1 jelŤlĆseit hasznălva, B_0(X, Y ) = Y^X Ćs S_0(X, Y ) = C(X, Y ), az X-et Y -ba kĆpezŞ folytonos fĄggvĆnyek osztălya.

Bizonyątăs. Triviălis, hogy B_0 minden X-et Y -ba kĆpezŞ fĄggvĆnyt tartalmaz.

Megmutatjuk, hogy bărmely f : X → Y folytonos fĄggvĆny S_0-ban van. Mivel U = ∅ vagy U = {0}, vilăgos, hogy a p → f(φ(u, p)) lekĆpezĆs minden u ∈ U-ra folytonos. EbbŞl kŤvetkezik, hogy f ∈ S_0.

156 19.§ A Baire-tulajdonsăg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

A măsik irănyt indirekt mćdon bizonyątjuk: ha f ∈ S_0, de nem folytonos, akkor van olyan x_0 ∈ X Ćs x_n → x_0 sorozat, valamint W kŤrnyezete f(x_0)-nak, hogy f(x_n) /∈ W . Legyen U = {0}, P = X, p_0 = x_0, Ćs φ(0, p) = p, ha p ∈ P . A p_m = x_m sorozatot vălasztva azt kapjuk, hogy

f(φ(0, p_m)) = f(x_m) → f(x_0) = f(φ(0, p_0)),

ami ellentmondăs.

Meg fogjuk mutatni, hogy az R^n egy X nyąlt rĆszhalmazăn Baire-tulaj-donsăgč fĄggvĆnyek S_n-ben vannak. Hogy a korăbbi 4. Ćs 10. paragrafusok eredmĆnyeivel az ŤsszefĄggĆst vilăgosabbă tegyĄk, a tĆtel fŞ rĆszĆt az alăbbi absztrakt formăban bizonyątjuk:

19.4. TĆtel. Legyenek P , U Ćs X topologikus terek. TegyĄk fel, hogy φ : U × P → X folytonos fĄggvĆny az alăbbi tulajdonsăggal:

(1) ha p ∈ P Ćs A ⊂ U măsodik kategćriăjč, akkor φ_p(A) is măsodik kategćriăjč.

TegyĄk fel tovăbbă, hogy p_0 ∈ P , az f ĆrtĆkei valamely Y topologikus tĆrben vannak Ćs f Luzin-Baire tulajdonsăgč egy olyan D Baire-tulajdonsăgč halmazon, amely tartalmazza φ_{p0} (U)-t. Ekkor U, P , p_0, φ Ćs f-el 19.1 (S) Ćs (B) feltĆtelei fennăllnak.

Bizonyątăs. ElŞszŤr megmutatjuk, hogy (B) teljesĄl. Legyen F olyan elsŞ kategćriăjč halmaz, amelyre f|D \ F folytonos. FeltehetjĄk, hogy F Borel-halmaz. Ŋrjuk fel D-t (V \ F_1) ∪ F_2 alakba, ahol V nyąlt rĆszhalmaza X-nek, F_1, F_2 pedig elsŞ kategćriăjčak. Itt is | szĄksĆg esetĆn nŤvelve F_2-t | feltehetjĄk, hogy F_1 Borel-halmaz. Most D = C ∪ N, ahol C = V \ (F ∪ F_1) ⊂ D \ F Borel-halmaz, N = D ∩ (F ∪ F_2) pedig elsŞ kategćriăjč. Legyen W nyąlt rĆszhalmaza Y -nak. Mivel az A = (f|C)^{−1}(W ) halmaz relatąv nyąlt C-ben, Borel-halmaz X-ben. Az N halmaz elsŞ kategćriăjč, ągy az M = (f|N)^{−1}(W ) halmaz is elsŞ kategćriăjč. VegyĄk Ćszre, hogy

(f ∘ φ_p)^{−1}(W ) = φ^{−1}_p (A) ∪ φ^{−1}_p (M).

A bal oldalon φ^{−1}_{p0} (A) Borel-halmaz, (1) szerint pedig a φ^{−1}_{p0} (M) halmaz elsŞ kategćriăjč. Ez azt jelenti, hogy (B) teljesĄl.

Megmutatjuk, hogy (S) is teljesĄl. Legyen u_0 tetszŞleges eleme U^′ = φ^{−1}_{p0} (V )-nek. Van olyan U_0 kŤrnyezete u_0-nak Ćs P_0 kŤrnyezete p_0-nak, hogy U_0 ⊂ U^′ Ćs φ(U_0 ×P_0) ⊂ V . A fenti F Ćs F_1 halmazokkal φ^{−1}_{pm} (F ) Ćs φ^{−1}_{pm} (F_1) elsŞ kategćriăjč halmazok, ha m = 0, 1, 2, . . . . Legyen E_0 ezen halmazok egyesątĆse. Ha u ∈ U_0 \ E_0, akkor φ(u, p_m) Ćs φ(u, p_0) is C-ben vannak Ćs φ(u, p_m) → φ(u, p_0). Ŋgy azt kapjuk, hogy f(φ(u, p_m)) → f(φ(u, p_0)). Most tekintsĄk az E = {u ∈ U : f(φ(u, p_m)) ↛ f(φ(u, p_0))}

19.§ A Baire-tulajdonsăg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

halmazt. Eddig belăttuk, hogy E ∩U^′ elsŞ kategćriăjč (mint U rĆszhalmaza) az u_0 ∈ U^′ pontban. Mivel U^′ nyąlt, ebbŞl kŤvetkezik, hogy E ∩ U^′ az U^′ minden pontjăban elsŞ kategćriăjč, ha U^′-t mint alteret tekintjĄk. Ŋgy 2.9 szerint az E ∩ U^′ halmaz elsŞ kategćriăjč mint U^′ rĆszhalmaza, Ćs ągy U rĆszhalmazakĆnt is. Az E \ U^′ halmaz rĆsze φ^{−1}_{p0} (N)-nek, ągy szintĆn elsŞ kategćriăjč. Ez mutatja, hogy E elsŞ kategćriăjč, amibŞl kŤvetkezik (S).

19.5. TĆtel. 19.1 jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. Legyen X nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek. Ha Y megszămlălhatć băzisč topologikus tĆr, akkor minden Baire-tulajdonsăgč f : X → Y benne van S_n(X, Y )-ban Ćs B_n(X, Y )-ban.

Bizonyątăs. A Luzin-tĆtel 2.12 analogonja szerint van olyan F elsŞ kategćriăjč rĆszhalmaza X-nek, hogy f|X \F folytonos. Legyen U ⊂ R^n nyąlt, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, p_0 ∈ P , φ : U × P → X egy olyan C^1-fĄggvĆny, amelyre minden φ_p, p ∈ P beăgyazăs. Az elŞzŞ tĆtelt fogjuk alkalmazni φ-re lokălisan. Legyen u_0 ∈ U. Vălasztva egy olyan U_0 kŤrnyezetĆt u_0-nak Ćs P_0 kŤrnyezetĆt p_0-nak, amelyre φ_p homeomor˛zmusa U_0-nak az X egy nyąlt rĆszhalmazăra, ha p ∈ P_0, az kapjuk, hogy ha A egy măsodik kategćriăjč rĆszhalmaza U_0-nak, akkor φ_p(A) is măsodik kategćriăjč.

Most az elŞzŞ tĆtelt alkalmazhatjuk φ|U_0 × P_0-ra. Mint a de˛nącićnăl emlątettĄk, ez elĆg annak bizonyątăsăhoz, hogy (S) Ćs (B) teljesĄl f, U, P , p_0, φ-re.

19.6. TĆtel. 19.1 jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. Legyenek Z, Z_i (i = 1, 2, . . . , n) topologikus terek. Legyenek X_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs X kĄlŤnbŤzŞ euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazai, Ćs legyen Y ⊂ R^l is nyąlt. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza X × Y -nak. TekintsĄk az f : X → Z, f_i : X_i → Z_i, h : D×Z_1×. . .×Z_n → Z, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n) fĄggvĆnyeket. Legyen U ⊂ R^k nyąlt, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, p_0 ∈ P , φ : U × P → X egy olyan C^1-fĄggvĆny, amelyre φ_p immerzićja U-nak X-be minden p ∈ P -re, Ćs tegyĄk fel, hogy az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (x, y) ∈ D-re

f(x) = h(x, y, f_1(g_1(x, y)), . . . , f_n(g_n(x, y)));

(2) bărmely rŤgzątett y ∈ Y -ra h folytonos a tŤbbi văltozćban; (3) az f_i fĄggvĆny S_{k+l}-ben van X_i-n (i = 1, 2, . . . , n); (4) a g_i fĄggvĆny C^1-ben van D-n (i = 1, 2, . . . , n); (5) minden u_0 ∈ U-hoz van olyan y_0, hogy (φ(u_0, p_0), y_0) ∈ D Ćs az

(u, y) → g_i(φ(u, p_0), y)

lekĆpezĆs derivăltjănak rangja (u_0, y_0)-ban k + l, ha 1 ≤ i ≤ n. Ekkor az (S) feltĆtel teljesĄl f, U, P , p_0, φ-vel.

158 19.§ A Baire-tulajdonsăg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy p_m → p_0. Vălasszunk olyan U_0, P_0, Y_0 nyąlt kŤrnyezetĆt u_0, p_0, y_0-nak, hogy (φ(u, p), y) a D-ben legyen, ha u ∈ U_0, p ∈ P_0, y ∈ Y_0, tovăbbă az (u, y) → g_i(φ(u, p), y) lekĆpezĆs derivăltjănak rangja k + l legyen, ha u ∈ U_0, p ∈ P_0, y ∈ Y_0 Ćs 1 ≤ i ≤ n. Ez lehetsĆges, mivel D nyąlt, g_i Ćs φ is C^1-fĄggvĆnyek, a rang alulrćl fĆlig folytonos, Ćs U × Y dimenzićja k + l, ągy a rang nem mehet k + l fŤlĆ.

Mivel az f_1 fĄggvĆny S_{k+l}-ben van, azt kapjuk, hogy (u, y) ∈ U_0 × Y_0 părok egy elsŞ kategćriăjč E_1 halmazăt kivĆve,

f_1(g_1(φ(u, p_m), y)) → f_1(g_1(φ(u, p_0), y)).

Felhasznălva, hogy f_2 is S_{k+l}-ben van, azt kapjuk, hogy (u, y) ∈ U_0 × Y_0 părok egy elsŞ kategćriăjč E_2 halmazăt kivĆve

f_2(g_2(φ(u, p_m), y)) → f_2(g_2(φ(u, p_0), y)),

stb. VĆgĄl azt kapjuk, hogy (u, y) ∈ U_0 × Y_0 părok egy elsŞ kategćriăjč E = ∪^n_{i=1}E_i halmazăt kivĆve

f_i(g_i(φ(u, p_m), y)) → f_i(g_i(φ(u, p_0), y)),

ha i = 1, 2, . . . , n. Kuratowski Ćs Ulam tĆtele szerint, az Y_0 halmaz y elemeinek egy elsŞ kategćriăjč halmazăt kivĆve, azon u ∈ U_0 pontok halmaza, amelyekre (u, y) ∈ E, elsŞ kategćriăjč. RŤgzątve egy ilyen y-t, a fĄggvĆnyegyenletbŞl Ćs a h fĄggvĆny rŤgzątett y melletti folytonossăgăbćl azt kapjuk, hogy f(φ(u, p_m)) → f(φ(u, p_0)),

kivĆve az u-k egy elsŞ kategćriăjč halmazăt. Ez az (S) feltĆtel φ|U_0 × P_0-al.

A de˛nącićban tett megjegyzĆs szerint kapjuk, hogy (S) teljesĄl.

Az elŞzŞ pragrafusban adott 18.8 pĆlda itt is ugyančgy tărgyalhatć. Ugyančgy, mint ott, itt is megăllapąthatjuk, hogy a rang feltĆtel nem teljesen kielĆgątŞ. Az ăltalănosątăshoz elŞszŤr a (B) feltĆtelre bizonyątunk egy tĆtelt, amihez egy lemmăra lesz szĄksĆgĄnk.

19.7. Lemma. 19.1 jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. Legyen X nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek, Y egy topologikus tĆr, 0 ≤ k ≤ n Ćs f ∈ B_k(X, Y ). Ha ψ az R^m egy U nyąlt rĆszhalmazănak C^1-lekĆpezĆse X-be, amelyre a derivălt rangja mindenĄtt k, akkor f ∘ ψ Baire-tulajdonsăgč.

Bizonyątăs. A lemma kŤzvetlenĄl kŤvetkezik a rangszăm tĆtelbŞl. Valćban, a rangszăm tĆtelbŞl kŤvetkezik, hogy minden u_0 ∈ U-nak van olyan U_0 nyąlt kŤrnyezete, hogy ψ|U_0 feląrhatć α∘p∘β alakban. Itt I = ]−1, 1[ jelŤlĆssel a β lekĆpezĆs olyan di¸eomor˛zmusa U_0-nak I^m-re, amelyre β(u_0) = 0, az I^m-nek I^n-re valć p projekcićja p(x_1, x_2, . . . , x_m) = (x_1, x_2, . . . , x_k, 0, . . . , 0) alakč, α pedig olyan di¸eomor˛zmusa I^n-nek valamely X_0 nyąlt halmazra, amely 0-t x_0 = ψ(u_0)-ba kĆpezi. Azonosątva az I^k × {0} ⊂ I^n halmaz I^k-val

19.§ A Baire-tulajdonsăg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

azt kapjuk, hogy α|I^k immerzić, ągy ( f ∘ (α|I^k)

)_{−1} (V ) Baire-tulajdonsăgč Y minden V nyąlt rĆszhalmazăra. Mivel p^{−1}(A) Baire-tulajdonsăgč I^k bărmely A rĆszhalmazăra, amely Baire-tulajdonsăgč, Ćs β^{−1}(B) is Bairetulajdonsăgč I^m minden Baire-tulajdonsăgč B rĆszhalmazăra, azt kapjuk, hogy az f ∘ (ψ|U_0) fĄggvĆny Baire-tulajdonsăgč. Most felhasznălva (B)-nek a de˛nącićban emlątett lokalităsăt, kapjuk az ăltalănos esetet.

19.8. TĆtel. 19.1 jelŤlĆseivel, legyen Z topologikus tĆr, Z_i (i = 1, 2, . . . , n) pedig megszămlălhatć băzisč topologikus tĆr. Legyenek X_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs X kĄlŤnbŤzŞ euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazai, Ćs Y ⊂ R^l is legyen nyąlt. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza X × Y -nak. TekintsĄk az f : X → Z, f_i : X_i → Z_i, h : D × Z_1 × . . . × Z_n → Z, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n) fĄggvĆnyeket. Legyen U ⊂ R^k nyąlt, ψ : U → X egy C^1- immerzićja U-nak X-be, Ćs tegyĄk fel, hogy az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (x, y) ∈ D-re

f(x) = h(x, y, f_1(g_1(x, y)), . . . , f_n(g_n(x, y)));

(2) bărmely rŤgzątett y ∈ Y -ra a h fĄggvĆny folytonos a tŤbbi văltozćban; (3) az f_i fĄggvĆny B_{ki} -ben van X_i-n (i = 1, 2, . . . , n); (4) a g_i fĄggvĆny C^1-ben van D-n (i = 1, 2, . . . , n); (5) minden u_0 ∈ U-hoz van olyan y_0, hogy (ψ(u_0), y_0) ∈ D Ćs az

(u, y) → g_i(ψ(u), y)

lekĆpezĆs derivăltjănak rangja k_i az (u_0, y_0) egy kŤrnyezetĆn, ha 1 ≤ i ≤ n.

Ekkor u → f(ψ(u)) Baire-tulajdonsăgč.

Bizonyątăs. Vălasszunk olyan U_0 kŤrnyezetĆt u_0-nak Ćs Y_0 kŤrnyezetĆt y_0-nak, amelyre (ψ(u), y) a D-ben van, ha u ∈ U_0 Ćs y ∈ Y_0, tovăbbă az (u, y) → g_i(ψ(u), y) lekĆpezĆs derivăltjănak a rangja k_i minden u ∈ U_0, y ∈ Y_0, 1 ≤ i ≤ n-re. (5) szerint ez lehetsĆges. Az elŞzŞ lemmăbćl azt kapjuk, hogy az (u, y) → f_i(g_i(ψ(u), y)) lekĆpezĆs Baire-tulajdonsăgč. Fubini tĆtelĆnek 2.13 analogonja szerint, Y_0-beli y-ok egy elsŞ kategćriăjč E_i halmazăt kivĆve, az u → f_i(g_i(ψ(u), y)) lekĆpezĆs Baire-tulajdonsăgč U_0-on. Ŋgy kivĆve E = ∪^n_{i=1}E_i elemeit, minden y ∈ Y_0-ra az U_0-nak D_y ×Z_1 ×· · ·×Z_n-be valć u → (ψ(u), f_1(g_1(ψ(u), y)), . . . , f_n(g_n(ψ(u), y)))

lekĆpezĆse Baire-tulajdonsăgč. Mivel bărmely rŤgzątett y-ra a h fĄggvĆny folytonos a tŤbbi văltozćban, azt kapjuk, hogy bărmely rŤgzątett y ∈ Y_0 \ Ere az u → h(ψ(u), y, f_1(g_1(ψ(u), y)), . . . , f_n(g_n(ψ(u), y)))

lekĆpezĆs Baire-tulajdonsăgč. Ez azt jelenti, hogy az u → f(ψ(u)) lekĆpezĆs Baire-tulajdonsăgč U_0-on.

Most a (B) de˛nącićjănăl emlątett lokalităsi elv szerint kapjuk az ăllątăst.

160 19.§ A Baire-tulajdonsăg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

A kŤvetkezŞ tĆtel a kulcs a 19.6 tĆtel 19.10 ăltalănosątăsăhoz.

19.9. TĆtel. 19.1 jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. Legyen U ⊂ R^m, X Ćs P pedig legyenek euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazai. Legyen p_0 ∈ P , Ćs legyen Y egy metrikus tĆr, φ : U × P → X pedig egy olyan C^1-fĄggvĆny, amelyre rank φ^′_p(u) = k minden u ∈ U, p ∈ P -re. Ha f ∈ B_k(X, Y )∩S_k(X, Y ), akkor az (S) feltĆtel teljesĄl f, U, P , p_0 Ćs φ-vel.

Bizonyątăs. Legyen u_0 ∈ U. Mivel φ^′_{p0} (u_0) rangja k, feląrhatjuk u-t u = (u_1, u_2) ∈ R^k × R^{m−k} alakba čgy, hogy ∂φ ∂u_1

(u_0, p_0)

determinănsa ne legyen 0. Ŋgy van olyan U_1 × U_2 ⊂ U kŤrnyezete u_0-nak Ćs P_0 kŤrnyezete p_0-nak, hogy az

u_1 → φ(u_1, u_2, p)

lekĆpezĆs minden u_2 ∈ U_2, p ∈ P_0-ra immerzićja U_1-nek. Mivel f ∈ S_k, minden u_2 ∈ U_2-hŤz van olyan elsŞ kategćriăjč F_{u2} rĆszhalmaza U_1-nek, amelyre ha u_1 ∈ U_1 \ F_{u2} , akkor f(φ(u_1, u_2, p_m)) → f(φ(u_1, u_2, p_0)). Az elŞzŞ lemma szerint u → f(φ(u, p)) Baire-tulajdonsăgč. Ŋgy az

{(u_1, u_2) ∈ U_1 × U_2 : f(φ(u_1, u_2, p_m)) → f(φ(u_1, u_2, p_0))}

halmaz Baire-tulajdonsăgč (lăsd 2.11-et). A Kuratowski-Ulam tĆtel, 2.10, szerint azt kapjuk, hogy a komplementere elsŞ kategćriăjč.

19.10. TĆtel. 19.1 jelŤlĆseivel, legyen Z topologikus tĆr Ćs legyen Z_i (i = 1, 2, . . . , n) szeparăbilis metrikus tĆr. Legyenek X_i (i = 1, 2, . . . , n) Ćs X kĄlŤnbŤzŞ euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazai, Ćs legyen Y ⊂ R^l is nyąlt. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza X × Y -nak. TekintsĄk az f : X → Z, f_i : X_i → Z_i, h : D × Z_1 × . . . × Z_n → Z, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n) fĄggvĆnyeket. Legyen U ⊂ R^k nyąlt, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, p_0 ∈ P , φ : U × P → X egy olyan C^1-fĄggvĆny, amelyre minden φ_p, p ∈ P immerzićja U-nak X-be, Ćs tegyĄk fel, hogy az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek:

(1) minden (x, y) ∈ D-re

f(x) = h(x, y, f_1(g_1(x, y)), . . . , f_n(g_n(x, y)));

(2) bărmely rŤgzątett y ∈ Y -ra a h fĄggvĆny folytonos a tŤbbi văltozćban; (3) az f_i fĄggvĆny S_{ki} ∩ B_{ki} -ben van (i = 1, 2, . . . , n); (4) a g_i fĄggvĆny C^1-ben van D-n (i = 1, 2, . . . , n);

(5) minden u_0 ∈ U-hoz van olyan y_0, amelyre (φ(u_0, p_0), y_0) ∈ D Ćs az

(u, y) → g_i(φ(u, p), y)

lekĆpezĆs derivăltjănak rangja k_i az (u_0, p_0, y_0) pont valamely kŤrnyezetĆn, ha 1 ≤ i ≤ n.

Ekkor az (S) Ćs (B) feltĆtelek teljesĄlnek f, U, P , p_0, φ-vel.

19.§ A Baire-tulajdonsăg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

Bizonyątăs. Az 19.8 tĆtelbŞl kŤvetkezik, hogy a (B) feltĆtel teljesĄl f, U, P , p_0, φ-vel. RŤgzątsĄnk egy u_0 ∈ U-t Ćs vălasszunk (5) szerint egy y_0-at u_0-hoz. Vălasszunk U_0, P_0 illetve Y_0 nyąlt kŤrnyezeteit u_0-nak, p_0-nak, illetve y_0-nak čgy, hogy u ∈ U_0, p ∈ P_0 Ćs y ∈ Y_0 esetĆn (φ(u, p), y) ∈ D teljesĄljŤn, tovăbbă az (u, y) → g_i(φ(u, p), y)

lekĆpezĆs derivăltjănak rangja k_i legyen U_0 × P_0 × Y_0-on minden 1 ≤ i ≤ nre. Most (S) teljesĄlĆse ugyančgy bizonyąthatć, mint a 19.6 tĆtelben, de a de˛nącić helyett az elŞzŞ tĆtelt kell hasznălnunk.

19.11. FeltĆtelek. Ennek a paragrafusnak a hătralĆvŞ rĆszĆben 19.1 jelŤlĆseit fogjuk hasznălni, de csak azt az esetet vizsgăljuk, amikor X nem Ąres nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek, f pedig az X-et egy Y szeparăbilis metrikus tĆrbe kĆpezi, mivel el kąvănjuk kerĄlni azokat a nehĆzsĆgeket, amelyek csak Y topolćgiăjănak nem megfelelŞ voltăbćl erednek.

19.12. MegjegyzĆs. 19.11 feltĆtelei mellett, egy măsik, a 19.1 de˛nącićban tărgyalttćl eltĆrŞ lokalităsi elv is fennăll. Nevezetesen, f ∈ S_k(X, Y ) akkor Ćs csak akkor, ha minden x_0 ∈ X-nek van olyan X_0 ⊂ X nyąlt kŤrnyezete, hogy f|X_0 ∈ S_k(X_0, Y ). A Ăcsak akkor" rĆsz nyilvănvalć. Az Ăakkor" rĆszt 19.1 jelŤlĆseit hasznălva bizonyątjuk. VegyĄk Ćszre, hogy minden u_0 ∈ U ponthoz van olyan U_0 illetve P_0 kŤrnyezete u_0-nak illetve p_0-nak, hogy x_0 = φ(u_0, p_0)-ra a φ(U_0, P_0) halmaz rĆsze X_0-nak. Ez azt jelenti, hogy (S) teljesĄl φ|U_0 × P_0-ra. Most a de˛nącićban kimondott lokalităsi elvbŞl kŤvetkezik, hogy f ∈ S_k(X, Y ). Ugyanez a lokalităsi elv igaz (Ćs ugyanągy bizonyąthatć) B_k-ra.

19.13. A B_k fĄggvĆnyosztăly. 19.11 jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. Legyen A_k = {A ⊂ X : ξ_A ∈ B_k(X, {0, 1})},

ahol {0, 1}-et mint diszkrĆt teret tekintjĄk. KŤnnyŰ lătni, hogy A_k egy σalgebra, Ćs az f : X → Y fĄggvĆny pontosan akkor van B_k(X, Y )-ban, ha f^{−1}(V ) az A_k-ban van Y bărmely V nyąlt rĆszhalmazăra. Ŋgy B_k(X, Y ) vizsgălata az A_k σ-algebra vizsgălatăra redukălćdik. KŤnnyŰ lătni, hogy A_n az X Ťsszes Baire-tulajdonsăgč rĆszhalmazainak osztălya, A_0 pedig az X Ťsszes rĆszhalmazainak osztălya. Minden A_k tartalmazza X Borel-halmazait.

Megmutatjuk, hogy A ∈ A_k akkor Ćs csak akkor, ha A ∩ rng ψ Bairetulajdonsăgč a rng ψ altĆrben az R^k bărmely nyąlt rĆszhalmazănak X-be valć bărmely ψ beăgyazăsăra. Valćban, ha A ∈ A_k, akkor ψ^{−1}(A) Bairetulajdonsăgč dmn ψ-ben, Ćs mivel ψ homeomor˛zmusa dmn ψ-nek rng ψre, a ψ(ψ^{−1}(A)) = A ∩ rng ψ halmaz Baire-tulajdonsăgč rng ψ-ben. Hasonlćan, ha A ∩ rng ψ Baire-tulajdonsăgč rng ψ-ben, akkor ψ^{−1}(A) Bairetulajdonsăgč dmn ψ-ben. 19.2.(4) szerint, ha ψ^{−1}(A) Baire-tulajdonsăgč az R^k bărmely nyąlt rĆszhalmazănak X-be valć bărmely ψ beăgyazăsăra, akkor A ∈ A_k.

162 19.§ A Baire-tulajdonsăg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

Hasonlćan, A ∈ A_k akkor Ćs csak akkor, ha A∩rng ψ Baire-tulajdonsăgč a rng ψ altĆrben az R^k bărmely nyąlt rĆszhalmazănak X-be valć bărmely ψ immerzićjăra. Ŕllątsuk elŞ U = dmn ψ-t az U olyan U_i nyąlt rĆszhalmazainak megszămlălhatć egyesątĆsekĆnt, amelyekre ψ|U_i beăgyazăsa U_i-nek X-be. Ha A ∈ A_k, akkor ψ^{−1}(A) Baire-tulajdonsăgč U-ban, ągy U_i ∩ ψ^{−1}(A) is Baire-tulajdonsăgč U_i-ben. Innen A_i = (ψ|U_i)(ψ^{−1}(A)) Baire-tulajdonsăgč ψ(U_i)-ben, azaz A_i △V_i ⊂ F_i valamely V_i relatąv nyąlt rĆszhalmazăval ψ(U_i)- nak Ćs valamely F_i-vel, amely elsŞ kategćriăjč ψ(U_i)-ben. Mivel F_i elsŞ kategćriăjč rng ψ-ben is, ∪_iF_i is elsŞ kategćriăjč rng ψ-ben. Mivel

(∪_iA_i) △ (∪_iV_i) ⊂ ∪_iF_i,

azt kapjuk, hogy az A ∩ rng ψ = ∪_iA_i Ćs a σ-kompakt ∪_iV_i halmaz szimmetrikus di¸erenciăja elsŞ kategćriăjč. Ez mutatja, hogy A ∩ rng ψ Bairetulajdonsăgč rng ψ-ben. A măsik irănyban, ha A∩ψ(U_i) Baire-tulajdonsăgč, akkor (ψ|U_i)^{−1}(A) Baire-tulajdonsăgč U_i-ben, ągy U-ban is. Mivel ez R^k minden nyąlt rĆszhalmazănak minden ψ immerzićjăra teljesĄl, azt kapjuk, hogy A ∈ A_k.

VĆgĄl, A ∈ A_k akkor Ćs csak akkor, ha A ∩ M Baire-tulajdonsăgč az M altĆrben X bărmely M tiszta k-dimenzićs rĆszsokasăgăra. Valćban, ha ez teljesĄl, akkor speciălisan A ∩ rng ψ Baire-tulajdonsăgč rng ψ-ben az R^k bărmely nyąlt rĆszhalmazănak X-be valć bărmely ψ immerzićjăra, ągy A ∈ A_k. MăsrĆszt, X minden M tiszta k-dimenzićs rĆszsokasăga elŞălląthatć, mint az R^k valamely nyąlt rĆszhalmaza egy ψ immerzićjănak az ĆrtĆkkĆszlete. Ŋgy A ∩ M = A ∩ rng ψ Baire-tulajdonsăgč M = rng ψ-ben.

19.14. ŹsszefĄggĆsek B_k Ćs S_k kŤzŤtt. 19.11 jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. A legegyszerŰbb kĆrdĆsek egyike, hogy f ∈ B_k-bćl kŤvetkezik-e f ∈ S_k? Tudjuk, hogy ez teljesĄl k = n-re. Ha k < n, akkor X Ćs egy alkalmas k-dimenzićs sąk metszetĆnek a karakterisztikus fĄggvĆnye B_k-ban van, de nincs benne S_k-ban.

A măsik irănyban, tegyĄk fel, hogy f ∈ S_k. KĆrdĆs, hogy teljesĄl-e f ∈ B_k? Ez triviălis k = 0-ra. Meg fogjuk mutatni, hogy ha 0 < k ≤ n, akkor hasonlć ăllątăs nem bizonyąthatć ZFC-ben. Nevezetesen, kontinuumhipotĆzis mellett pĆldăt adunk olyan f fĄggvĆnyre, amelyre f ∈ S_k, de f /∈ B_k. G-odel Ćs Cohen hąres eredmĆnyei szerint a kontinuum-hipotĆzis fĄggetlen ZFC axićmăitćl. Ŋgy B_k ⊂ S_k nem bizonyąthatć ZFC-ben.

19.15. Hierarchia a kĄlŤnbŤzŞ dimenzićkhoz tartozć fĄggvĆnyosztălyok kŤzŤtt. 19.11 jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. RŤgzątsĄk a 0 ≤ k < l ≤ n dimenzićkat Ćs vizsgăljuk a B_k Ćs S_k, valamint a B_l Ćs S_l fĄggvĆnyosztălyok kŤzŤtti kapcsolatot.

Azt remĆlhetjĄk, hogy csŤkkentve a dimenzićt, (S) egyre erŞsebb lesz. Az ilyen irănyč kĆt pozitąv eredmĆny egyike, hogy ez igaz az (S) feltĆtelre, ha (B) is fennăll: B_k ∩ B_l ∩ S_k ⊂ S_l.

Ennek az ăllątăsnak a bizonyątăsa nagyon hasonląt a 19.9 tĆtel bizonyątăsăhoz, ągy nem ismĆteljĄk meg az ĆrvelĆst.

19.§ A Baire-tulajdonsăg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

Kontinuum-hipotĆzis mellett ellenpĆldăval fogjuk igazolni, hogy k > 0- ra ZFC ⊭ B_k ∩ S_k ⊂ B_l ∪ S_l.

Hasonlćan, egy kontinuum-hipotĆzis mellett adott ellenpĆldăval megmutatjuk, hogy ZFC ⊭ B_k ∩ S_k ∩ S_l ⊂ B_l, kivĆve a triviălis k = 0 esetet.

Sokkal kŤnnyebb megmutatni, hogy ăltalăban az ellenkezŞ irănyč tartalmazăsok sem teljesĄlnek. Băr

B_l ⊂ B_0

triviălisan teljesĄl, ăltalăban

B_l ⊄ B_k, ha k > 0.

Ezt igazolandć, tekintsĄnk X Ćs egy alkalmas k-dimenzićs sąk a metszetĆben egy olyan halmazt, amely nem Baire-tulajdonsăgč az adott sąkban, Ćs tekintsĄk ennek a halmaznak a karakterisztikus fĄggvĆnyĆt. Ugyanez a pĆlda mutatja, hogy B_l ∩ S_l ⊄ B_k ∪ S_k.

Ha X Ćs egy alkalmas k-dimenzićs sąk metszetĆnek a karakterisztikus fĄggvĆnyĆt vesszĄk, akkor lătjuk, hogy

B_l ∩ S_l ∩ B_k ⊄ S_k.

Meg fogjuk mutatni, hogy B_l ∩ S_k ⊂ B_k.

Lăssuk a bizonyątăsokat.

19.16. TĆtel. 19.11 feltĆtelei mellett, ha 0 ≤ k < l ≤ n, akkor B_l ∩ S_k ⊂ B_k.

Bizonyątăs. k = 0-ra az ăllątăs triviălis. EgyĆbkĆnt legyen ψ egy U ⊂ R^k nyąlt halmaz immerzićja X-be. Legyen u_0 ∈ U, Ćs legyen V egy l − k-dimenzićs altere R^n-nek, amely ortogonălis rng ψ^′(u_0)-ra. Legyen π : R^{l−k} → V egy lineăris izometria, Ćs φ-t de˛niăljuk a φ(u, p) = ψ(u)+π(p) ŤsszefĄggĆssel. Ekkor p_0 = 0-ra φ_{p0} = ψ. Vălasszunk olyan U_0 illetve P_0 nyąlt kŤrnyezeteit u_0-nak illetve p_0-nak, amelyekre φ(U_0, P_0) ⊂ X Ćs φ immerzićja U_0 × P_0-nak X-be. Mivel f ∈ B_l, az (u, p) → f(φ(u, p)) lekĆpezĆs Baire-tulajdonsăgč. Ŋgy Fubini tĆtelĆnek 2.13 analogonja szerint, egy elsŞ kategćriăjč halmazt kivĆve, minden p ∈ P_0-ra az u → f(φ(u, p)) lekĆpezĆs Baire-tulajdonsăgč. Vălasszunk egy p_m → p_0 sorozatot, amelyre minden u → f(φ(u, p_m)) Baire-tulajdonsăgč. Mivel f ∈ B_k, azt kapjuk, hogy

f(φ(u, p_m)) → f(φ(u, p_0))

minden u ∈ U_0-ra, egy elsŞ kategćriăjč halmaz pontjait kivĆve. Ŋgy az u → f(ψ(u)) lekĆpezĆs Baire-tulajdonsăgč U_0-on, azaz lokălisan. EbbŞl kŤvetkezik, hogy f ∈ B_k.

164 19.§ A Baire-tulajdonsăg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

A tovăbbi ellenpĆldăkhoz a 18.21 lemmăt fogjuk felhasznălni. Ennek a tisztăn halmazelmĆleti lemmănak a tipikus alkalmazăsăt itt azon a speciălis eseten keresztĄl ĆrthetjĄk meg, amelyben X a sąk, T az Ťsszes olyan di¸eomor˛zmusok osztălya, amelyek a sąk valamely nyąlt rĆszhalmazăt a sąk egy măsik nyąlt rĆszhalmazăra kĆpezik, F a sąk măsodik kategćriăjč Borelhalmazainak osztălya, G a sąk Ťsszes egy dimenzićs C^1-rĆszsokasăgainak osztălya, Ćs n = c = ℵ_1.

19.17. EllenpĆlda. 19.11 feltĆtelei mellett, feltĆve a kontinuumhipotĆzist, ha 0 < k ≤ n, akkor S_k ⊄ B_k.

Bizonyątăs. Megadunk egy f ∈ S_k fĄggvĆnyt, amelyre f /∈ B_k. A 18.21 lemmăt kąvănjuk alkalmazni. Csak azt fogjuk felhasznălni, hogy az S_k de˛nącićjăban szereplŞ φ fĄggvĆnyek folytonosak, Ćs hogy a 19.2.(4) megjegyzĆs szerint feltehetjĄk, hogy a φ_p fĄggvĆnyek kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰek. JelŤlje T az Ťsszes olyan kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ τ fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyek elŞălląthatćk φ_p ∘ φ^{−1}_p′ alakban, ahol U nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, φ : U × P → X pedig egy olyan folytonos fĄggvĆny, amelyre minden φ_p, p ∈ P kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ. Mivel az Ťsszes U, P părok szămossăga kontinuum, Ćs bărmely φ folytonos fĄggvĆnyt egyĆrtelmŰen meghatăroznak egy adott megszămlălhatć sŰrŰ halmazon felvett ĆrtĆkei, a T osztăly szămossăga kontinuum.

JelŤlje F az X Ťsszes olyan rĆszhalmazainak osztălyăt, amelyek elŞălląthatćk ψ(G) alakban, ahol ∅ ≠ U ⊂ R^k nyąlt, ψ : U → X beăgyazăs, Ćs G ⊂ U măsodik kategćriăjč Borel-halmaz U-ban. F minden eleme Borelhalmaz X-ben, ągy F szămossăga legfeljebb c (kontinuum). Tovăbbă, Piccard tĆtele szerint, G−G tartalmazza az origć egy kŤrnyezetĆt, ągy F minden elemĆnek a szămossăga c.

A 18.21 lemmăt alkalmazva G = ∅-al, az X rĆszhalmazainak egy X_γ , γ ∈ R rendszerĆt kapjuk. EllenpĆldănk az X_0 halmaz (azaz γ = 0-ra az X_γ halmaz) f karakterisztikus fĄggvĆnye lesz.

Ha f a B_k osztălyban lenne, akkor 19.13 eredmĆnyei szerint R^k bărmely nem Ąres U nyąlt rĆszhalmazănak bărmely ψ beăgyazăsăra X-be az A_0 = ψ^{−1}(X_0) halmaz Baire-tulajdonsăgč halmaz lenne. A_0 nem lehet elsŞ kategćriăjč, mivel akkor valamely G ⊂ U \ A_0 măsodik kategćriăjč Borel-halmazra ψ(G) nem metszene bele X_0-ba. Hasonlćan, ha A_0 măsodik kategćriăjč lenne, akkor vălasztva egy B ⊂ A_0 măsodik kategćriăjč Borel-halmazt, azt kapnănk, hogy ψ(G) ⊂ X_0, ellentmondăsban azzal, hogy ψ(G) ∩ X_γ ≠ ∅ Ćs X_γ ∩ X_0 = ∅ minden γ ≠ 0-ra.

Megmutatjuk, hogy f ∈ S_k. Legyen U nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, p_0 ∈ P , Ćs legyen φ : U × P → X egy olyan C^1-fĄggvĆny, amelyre minden φ_p beăgyazăs. Az

{u ∈ U : f(φ_{p0} (u)) ≠ f(φ_p(u))}

halmaz megegyezik a

φ^{−1}_{p0} ( {x ∈ φ_{p0} (U) : x ∈ X_0 △ (φ_{p0} ∘ φ^{−1}_p )(X_0)} )

19.§ A Baire-tulajdonsăg Ćs a folytonossăg kŤzŤtt

halmazzal. A τ = φ_{p0} ∘ φ^{−1}_p lekĆpezĆsre ez a halmaz rĆszhalmaza a

φ^{−1}_{p0} ((τ(X) ∩ X_0) △ τ(X_0))

halmaznak. Ha feltesszĄk a kontinuum-hipotĆzist, akkor ez a halmaz megszămlălhatć.

19.18. EllenpĆlda. 19.11 feltĆteleit hasznălva, feltĆve a kontinuumhipotĆzist, ha 0 < k < l ≤ n, akkor B_k ∩ S_k ∩ S_l ⊄ B_l.

Bizonyątăs. PĆldăt adunk olyan f ∈ B_k ∩ S_k ∩ S_l fĄggvĆnyre, amelyre f /∈ B_l. IsmĆt a 18.21 lemmăt fogjuk alkalmazni. Azt is felhasznăljuk, hogy a 19.2.(4) megjegyzĆs szerint feltehetjĄk, hogy az S_l de˛nącićjăban szereplŞ φ_p fĄggvĆnyek beăgyazăsok. JelŤlje T az Ťsszes olyan kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ τ fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyek reprezentălhatćk φ_p ∘ φ^{−1}_p′ alakban, ahol U nyąlt rĆszhalmaza R^l-nek, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, φ : U × P → X pedig egy olyan C^1-fĄggvĆny, amelyre minden φ_p, p ∈ P beăgyazăs. Legyen F ugyanaz, mint az elŞzŞ ellenpĆldăban. Legyen G az X Ťsszes olyan Borel-halmazainak osztălya, amelyek benne vannak az X megszămlălhatć sok k-dimenzićs rĆszsokasăgănak az egyesątĆsĆben. Meg kell mutatnunk, hogy a G halmazosztăly T -invariăns. Bărmely τ ∈ T ĆrtelmezĆsi tartomănya l-dimenzićs rĆszsokasăga X-nek. Ha a G ∈ G halmaz rĆsze ∪^∞_{j=1}M_j -nek, ahol minden M_j egy k-dimenzićs rĆszsokasăga X-nek, akkor minden x ∈ G ∩ M_j ∩ dmn τ-hoz talălhatunk egy ε > 0-t Ćs egy k-dimenzićs M^′_j rĆszsokasăgăt dmn τ-nak čgy, hogy minden y-ra, amelyre |y − x| < ε, teljesĄl, hogy y ∈ X, Ćs hogy y ∈ G∩M_j ∩dmn τ akkor Ćs csak akkor, ha y ∈ G∩M^′_j ∩dmn τ. Ez azt bizonyątja, hogy a G∩dmn τ Borel-halmaz lefedhetŞ dmn τ megszămlălhatć sok k-dimenzićs rĆszsokasăgăval. Ŋgy a τ(G) Borelhalmaz is lefedhetŞ megszămlălhatć sok k-dimenzićs rĆszsokasăggal.

Mivel egy k-dimenzićs G rĆszsokasăg bărmely rĆszhalmazănak dim = ind = Ind topolćgiai dimenzićja ≤ k, az X egy l-dimenzićs L rĆszsokasăgănak Ćs G-nek a metszete elsŞ kategćriăjč L-ben. Ugyanez igaz bărmely G ∈ G-re, valamint bărmely G_0 ⊂ G megszămlălhatć halmazrendszer G unićjăra is. Ez azt mutatja, hogy bărmely F ∈ F-re az F \G halmaz szămossăga c. A 18.21 lemma alkalmazăsăhoz szĄksĆges tŤbbi feltĆtel teljesĄlĆsĆt măr ellenŞriztĄk az elŞzŞ ellenpĆldănăl.

A 18.21 lemmăt alkalmazva, olyan X_γ , γ ∈ R halmazrendszert kapunk, amelyre minden X_γ minden G ∈ G halmazbćl megszămlălhatć sok pontot tartalmaz, de X_γ ∩ F ≠ ∅ minden F ∈ F-re.

Legyen f az X_0 karakterisztikus fĄggvĆnye. Ugyančgy, mint az elŞzŞ ellenpĆldănăl, azt kapjuk, hogy f ∈ S_l, de f /∈ B_l. Mivel R^k bărmely nyąlt rĆszhalmazănak bărmely ψ C^1-beăgyazăsăra X-be az f ∘ ψ fĄggvĆny egy megszămlălhatć halmazt kivĆve nulla, azt kapjuk, hogy f ∈ B_k Ćs f ∈ S_k. Ŋgy a bizonyątăs teljes.

19.19. EllenpĆlda. 19.11 feltĆtelei mellett, ha teljesĄl a kontinuumhipotĆzis, akkor 0 < k < l ≤ n-re B_k ∩ S_k ⊄ B_l ∪ S_l.

166 20.§ A folytonossăg Ćs a di¸erenciălhatćsăg kŤzŤtt

Bizonyątăs. Alkalmazzuk a 18.21 lemmăt ugyanazzal a T -vel, F-el Ćs G-vel, mint az elŞzŞ ellenpĆldăban. Egy X_γ , γ ∈ R halmazrendszert kapunk, amelyre minden X_γ minden G ∈ G-bŞl megszămlălhatć sok pontot tartalmaz, de X_γ ∩ F ≠ ∅ egyetlen F ∈ F-re sem.

Legyen Z olyan l-dimenzićs sąk, amelynek metszete X-el nem Ąres, f pedig legyen a Z ∩X_0 halmaz karakterisztikus fĄggvĆnye. Ekkor f ∈ B_k ∩S_k, de f /∈ B_l Ćs f /∈ S_l.

20.§ A folytonossăg Ćs a di¸erenciălhatćsăg kŤzŤtt Mint a bevezetĆsben emlątettĄk, ăltalănos, Ăa lokălisan integrălhatć megoldăsok vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatćak" tąpusč eredmĆnyek kaphatćk ĂkevĆs" văltozćs fĄggvĆnyegyenletekre is «Swiatak mćdszerĆvel, aki [154] dolgozatăban az (1) n∑ i=1 h_i(x, y)f(g_i(x, y)) = h(x, f(g_{n+1}(x)), . . . , f(g_m(x))) + h_0(x, y)

egyenletre bizonyątott be ilyen eredmĆnyt, ahol f az egyetlen ismeretlen fĄggvĆny. MćdszerĆnek lĆnyege, hogy megmutatja, a disztribčcić Ćrtelemben tekintett megoldăsok egy olyan di¸erenciălegyenletet elĆgątenek ki, amelynek csak C^∞ megoldăsai vannak. Mint a bevezetĆs 1.40 pontjăban kifejtettĄk, mćdszerĆvel kapcsolatban az egyik problĆma, hogy lĆteznie kell olyan y_0-nak, amelyre g_i(x, y_0) ≡ x minden 1 ≤ i ≤ n-re, ami meglehetŞsen erŞs feltĆtel. A măsik problĆma, hogy a fellĆpŞ parciălis di¸erenciălegyenlet konstans erŞssĆgŰ hypoelliptikus kell legyen. A rĆszleteket illetŞen «Swiatak eredeti [151], [152], [153], [154], [155] dolgozataira utalunk. A mćdszerrel kapcsolatos tovăbbi hivatkozăsok a [104] ăttekintŞ dolgozatban talălhatćk.

Ebben a paragrafusban ăltalănos, Ăfolytonossăgbćl kŤvetkezik a C^∞" tąpusč eredmĆnyeket fogunk bizonyątani. A ĂC^1-bŞl kŤvetkezik C^∞" rĆsz az 1.17 problĆmăban szereplŞ ăltalănos nemlineăris explicit egyenletre alkalmazhatć az 1.17.(3) feltĆtelben a belsŞ fĄggvĆnyekre kirćtt erŞs rang feltĆtel nĆlkĄl. A Ăfolytonossăgbćl kŤvetkezik C^1" rĆsz csak a lineăris tąpusč

(2) f(x) = h_0(x, y) + n∑ i=1 h_i(x, y)f(g_i(x, y))

egyenletre alkalmazhatć, ahol f az ismeretlen fĄggvĆny. Az 1.7 pontban leąrt Ăbootstrap" mćdszer szellemĆben olyan tulajdonsăgok egy sorozatăt vezetjĄk be, amelyek | durvăn szćlva | a folytonossăg Ćs a folytonos di¸erenciălhatćsăg kŤzŤtt vannak. Ez a tulajdonsăg-sorozat alkotja azt a lĆpcsŞt, amelyen felmăszhatunk a folytonossăgtćl a folytonos di¸erenciălhatćsăghoz. ElŞszŤr megvizsgăljuk az čj fogalmak alaptulajdonsăgait. Ezutăn bebizonyątunk egy Ăfolytonossăgbćl kŤvetkezik C^1" tąpusč tĆtelt. A tĆtel egy ˛- nomątăsăt is bebizonyątjuk. VĆgĄl egy ĂC^1-bŞl kŤvetkezik C^∞" tąpusč tĆtelt bizonyątunk. Ezek az eredmĆnyek a Jărai [98] dolgozatban publikălăs alatt ăllnak.

20.§ A folytonossăg Ćs a di¸erenciălhatćsăg kŤzŤtt

MćdszerĄnk elŞnyei «Swiatak mćdszerĆvel szemben az alăbbiak: Nincs szĄksĆgĄnk arra az igen erŞs feltevĆsre, hogy van olyan y_0, amelyre g_i(x, y_0) ≡ x, ha 1 ≤ i ≤ n. Ez a feltĆtel a fĄggvĆnyegyenletek legtŤbbjĆre nem teljesĄl.

SzintĆn szĄksĆgtelen a meglehetŞsen mesterkĆlt Ćs nehezen ellenŞrizhetŞ hypoelliptikussăgi feltĆtel. FeltĆteleink | az adott fĄggvĆnyekre vonatkozć simasăgi feltĆtelek mellett | tisztăn lineăris algebrai jellegŰek.

Lătszćlag a «Swiataknăl szereplŞ (1) egyenlet nemlineăris, mąg az ăltalunk vizsgălt (2) egyenlet lineăris. Azonban az (1) egyenletben y_0-at helyettesątve a g_i(x, y_0) ≡ x feltĆtelek felhasznălăsăval azt kapjuk, hogy n∑ i=1 h_i(x, y_0)f(x) = h(x, f(g_{n+1}(x)), . . . , f(g_m(x))) + h_0(x, y_0).

EbbŞl az egyenletbŞl kifejezve a h(x, f(g_{n+1}(x)), . . . , f(g_m(x))) tagot, Ćs visszahelyettesątve (1)-be, majd osztva

∑_n i=1 h_i(x, y_0)-al, egy (2) tąpusč egyenletet kapunk. Ŋgy mćdszerĄnk alkalmas arra, hogy «Swiatak (1) egyenletĆnek megoldăsaira Ăfolytonossăgbćl kŤvetkezik C^1" tąpusč ăllątăsokat bizonyątsunk. A ĂC^1-bŞl kŤvetkezik C^∞" tąpusč eredmĆnyeink az 1.17 problĆmăban szereplŞ ăltalănos nemlineăris egyenletre vonatkoznak.

VĆgĄl remĆlhetŞ, hogy mćdszereink ˛nomątăsăval az 1.17 problĆmăban szereplŞ ăltalănos nemlineăris egyenletre is kaphatćk Ăfolytonossăgbćl kŤvetkezik C^1" tąpusč eredmĆnyek. Ez lehetetlennek tŰnik «Swiatak mćdszerĆvel, amely Schwartz-fĆle disztribčcićkat hasznăl, mivel a Schwartz-fĆle disztribčcićk kŤzŤtt nincs szorzăs de˛niălva. Schwartz ĂlehetetlensĆgi tĆtele" szerint ilyen szorzăs nem is de˛niălhatć kielĆgątŞ mćdon. MĆg kevĆsbĆ lehetsĆges disztribčcićkat ăltalănos (tŤbbvăltozćs) C^∞-fĄggvĆnyekbe helyettesąteni. Ez a kŤrĄlmĆny a disztribčcić-mćdszert olyan egyenletekre korlătozza, amelyek nincsenek tčl messze a lineăristćl.

20.1. De˛nącić. Az alapgondolat

(1) p → ∫ U w(u, p)f(φ(u, p)) dμ(u)

tąpusč paramĆteres integrălokat tekinteni az f : X → Y fĄggvĆnyre, amely az X halmazt az Y Banach-tĆrbe kĆpezi. Ilyen paramĆteres integrălok a (P, U, w, φ, μ) paramĆteres integrăcićs ŤtŤs ăltal adottak, ahol P a paramĆter tĆr, U egy mĆrtĆktĆr a μ mĆrtĆkkel, w egy U × P -n Ćrtelmezett valćs ĆrtĆkŰ sčlyfĄggvĆny Ćs a φ : U × P → X fĄggvĆnyt čgy tekintjĄk, hogy egy φ_p, p ∈ P paramĆteres felĄlet-csalădot reprezentăl X-ben. TekintsĄk paramĆteres integrăcićs ŤtŤsŤk egy P osztălyăt, Ćs jelŤlje F(X, Y, P; G) az Ťsszes olyan f : X → Y fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyekre minden P-beli ŤtŤsre az (1) paramĆteres integrăl a G fĄggvĆnyosztălyban van.

CĆljainkra egy speciălis eset is elegendŞ lesz. Az egyszerŰsĆg kedvĆĆrt, tegyĄk fel, hogy f az R^n valamely X nyąlt rĆszhalmazăt az Y Banach-tĆrbe

168 20.§ A folytonossăg Ćs a di¸erenciălhatćsăg kŤzŤtt

kĆpezŞ folytonos fĄggvĆny. Az Ťsszes olyan (U, P, w, φ, μ) paramĆteres integrăcićs ŤtŤsŤk P_k osztălyăt fogjuk tekinteni, amelyekre U nyąlt rĆszhalmaza R^k-nak, a P paramĆter-tĆr nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, μ a λ^k Lebesgue-mĆrtĆk megszorątăsa U rĆszhalmazaira, a w : U × P → R Ćs φ : U × P → X fĄggvĆnyek pedig valamilyen simasăgi feltĆtelnek tesznek eleget. Mindig olyan sčlyfĄggvĆnyeket fogunk hasznălni, amelyek folytonosak Ćs kompakt tartćjčak. A φ fĄggvĆnyrŞl legalăbb annyit fel fogunk tenni, hogy C^1-ben van. Ilyen feltĆtelek mellett a

(2) p → ∫ U w(u, p)f(φ(u, p)) du

paramĆteres integrăl minden p ∈ P -re lĆtezik, Ćs folytonos fĄggvĆnye p-nek. Az integrălăs a k-dimenzićs Lebesgue-mĆrtĆk szerint tŤrtĆnik.

A 11.1 tĆtel azt mutatja, hogy ha f csak folytonos, de φ kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć, akkor k = n esetĆn ez a paramĆteres integrăl megfelelŞ feltĆtelek mellett folytonosan di¸erenciălhatć. Ha k = 0, akkor ilyen integrălok folytonos di¸erenciălhatćsăga ekvivalenssĆ vălik az f folytonos di¸erenciălhatćsăgăval. Durvăn szćlva, csŤkkentve k-t, ilyen paramĆteres integrălok folytonos di¸erenciălhatćsăga egyre erŞsebb feltĆtellĆ vălik, Ćs ągy megadja azt a lĆpcsŞt, amely szĄksĆges ahhoz, hogy felmăsszunk a folytonossăgtćl a folytonos di¸erenciălhatćsăgig.

Hogy jćl hasznălhatć jelŤlĆseket kapjunk, tekintsĄk a kŤvetkezŞ helyzetet. Legyen X nyąlt rĆszhalmaza az R^n tĆrnek, Y pedig Banach-tĆr Ćs legyen 0 ≤ k ≤ n. Legyen a W osztăly olyan w fĄggvĆnyek osztălya, amelyek valamely (a w-tŞl fĄggŞ) U × P szorzatot R-be kĆpeznek, ahol U az R^k egy nyąlt rĆszhalmaza, P pedig valamely euklidĆszi tĆr nyąlt rĆszhalmaza. A ˘ osztăly legyen olyan φ fĄggvĆnyek osztălya, amelyek valamely U ×P szorzatot X-be kĆpeznek, ahol U nyąlt rĆszhalmaza az R^k tĆrnek, P pedig nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek. A G fĄggvĆnyosztăly legyen valamely euklidĆszi tĆr valamely P nyąlt rĆszhalmazăt az Y -ba kĆpezŞ fĄggvĆnyek egy osztălya. JelŤlje F_k(X, Y, W, ˘; G)

az Ťsszes olyan f : X → Y folytonos fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyekre valahănyszor a w ∈ W Ćs a φ ∈ ˘ fĄggvĆnyek ĆrtelmezĆsi tartomănya ugyanaz az U × P , a (2) paramĆteres integrăl minden p ∈ P -re de˛niălva van Ćs a G fĄggvĆnyosztăly eleme.

A W, ˘ Ćs G fĄggvĆnyosztălyokat simasăgi feltĆtelekkel fogjuk megadni. A tovăbbiakban, ha 0 ≤ m ≤ ∞, jelŤlje C^m az Ťsszes olyan fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyek valamely euklidĆszi tĆr valamely nyąlt rĆszhalmazăn vannak Ćrtelmezve, ĆrtĆkeik valamely Banach-tĆrben vannak, Ćs m-szer folytonosan di¸erenciălhatćak. JelŤlje K^m a kompakt tartćjč fĄggvĆnyek ăltal alkotott rĆszosztălyăt a C^m fĄggvĆnyosztălynak. JelŤlje I^m az Ťsszes olyan φ ∈ C^m fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyek euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazainak valamely U × P Descartes-szorzatăt kĆpezik le egy euklidĆszi tĆrbe čgy, hogy u → φ(u, p) immerzić minden p ∈ P -re. Hasonlćan, jelŤlje E^m az Ťsszes

20.§ A folytonossăg Ćs a di¸erenciălhatćsăg kŤzŤtt

olyan φ ∈ C^m fĄggvĆnyek osztălyăt, amelyek euklidĆszi terek nyąlt halmazainak valamely U × P szorzatăt kĆpezik le egy euklidĆszi tĆrbe čgy, hogy u → φ(u, p) beăgyazăs minden p ∈ P -re.

Szămunkra a legfontosabbak a F_k(X, Y, K^1, I^2; C^1), 0 ≤ k ≤ n fĄggvĆnyosztălyok lesznek.

Az f ∈ F_k(X, Y, K^1, I^2; C^1) feltĆtelt gyakran lokălisan fogjuk ellenŞrizni. Ha egy adott φ : U × P → X fĄggvĆnyre minden u_0 ∈ U-hoz Ćs p_0 ∈ P -hez van olyan U_0 nyąlt kŤrnyezete u_0-nak Ćs P_0 nyąlt kŤrnyezete p_0-nak, hogy a (2) paramĆteres integrăl C^1-ben van, valahănyszor w ∈ K^1, w : U × P → R, Ćs w tartćja rĆsze U_0 × P_0-nak, akkor bărmely w ∈ K^1, w : U × P → R-re is a (2) paramĆteres integrăl C^1-ben van. Ez kŤnnyen kŤvetkezik egysĆgfelbontăst hasznălva.

20.2. MegjegyzĆsek. (1) TegyĄk fel, hogy X nyąlt rĆszhalmaza R^nnek. A kĆptĆr legyen R^m. FŞ eredmĆnyeink, durvăn szćlva, azt fogjăk mutatni, hogy ha egy f megoldăs benne van F_{k+1}(X, R^m, K^1, I^2; C^1)-ben akkor benne van F_k(X, R^m, K^1, I^2; C^1)-ben is. Meg fogjuk mutatni, hogy F_0(X, R^m, K^1, I^2; C^1) megegyezik a C^1-fĄggvĆnyek osztălyăval, Ćs hogy minden f : X → R^m folytonos fĄggvĆny F_n(X, R^m, K^1, I^2; C^1)-beli. Ŋgy lĆpĆsrŞl lĆpĆsre azt kapjuk, hogy a folytonos megoldăsok folytonosan di¸erenciălhatćak.

(2) NĆmi hasonlćsăg ăll fenn a mĆrtĆkelmĆleti Ćs a Baire-kategćria esetekkel. A megfelelŞ mĆrtĆkelmĆleti fogalmak elŞtŤrtĆnetĆvel kapcsolatban lăsd a 18. paragrafust.

(3) Mint a bevezetĆsben leąrtuk, paramĆteres integrălok felhasznălăsa fĄggvĆnyegyenletek regularităsi tulajdonsăgainak bizonyątăsăra a valćs văltozćs esetben jćl ismert, lăsd Acz«el [3] kŤnyvĆt, 4.2.2, 4.2.3. A tŤbb văltozćs fĄggvĆnyek esetĆre tŤrtĆnŞ kiterjesztĆssel a 11. fejezetben foglalkoztunk, amelynek eredmĆnyeit itt is fel fogjuk hasznălni.

(4) Ha X nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek, Y Banach-tĆr, Ćs 0 ≤ k ≤ n, akkor az F_k(X, Y, K^1, I^2; C^1) fĄggvĆnyosztăly megegyezik az F_k(X, Y, K^1, E^2; C^1) fĄggvĆnyosztăllyal. Ez kŤnnyen kŤvetkezik a de˛nącićban emlątett lokalităsi elv felhasznălăsăval.

20.3. TĆtel. Legyen X nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek. Ha 0 ≤ k < ∞, akkor F_0(X, R^m, K^∞, I^∞; C^k) = C^k.

Bizonyątăs. A de˛nącićban szereplŞ paramĆteres integrăl most egyszerŰen a p → w(0, p)f(φ(0, p)) lekĆpezĆs. Legyen P = X, p → φ(0, p) az identikus lekĆpezĆs, p → w(0, p) pedig legyen egy az adott x_0 = p_0 ∈ X pont valamely kŤrnyezetĆben. Ŋgy azt kapjuk, hogy f egy C^k-fĄggvĆny az x_0 valamely kŤrnyezetĆben. Megfordątva, ha f ∈ C^k, akkor a p → w(0, p)f(φ(0, p)) lekĆpezĆs is C^k.

Most megmutatjuk, hogy az R^n valamely X nyąlt rĆszhalmazăt R^m-be kĆpezŞ folytonos fĄggvĆnyek F_n(X, R^m, K^1, I^2; C^1)-beliek. A bizonyątăs a 11.1 tĆtelen mčlik.

170 20.§ A folytonossăg Ćs a di¸erenciălhatćsăg kŤzŤtt

20.4. TĆtel. Legyen X nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek, f : X → R^m pedig folytonos fĄggvĆny. Ekkor 20.1 jelŤlĆseivel f ∈ F_n(X, R^m, K^1, E^2; C^1).

Bizonyątăs. Koordinătăkra tĆrve ăt, feltehetjĄk, hogy f valćs ĆrtĆkŰ, azaz hogy m = 1. Legyen P nyąlt rĆszhalmaza R^s-nek, U pedig nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek. Legyen φ : U × P → X egy I^2-beli fĄggvĆny. A de˛nącićban szereplŞ lokalităsi elv miatt elĆg megmutatni, hogy p_0 ∈ P -nek Ćs u_0 ∈ U-nak van olyan P_0 ⊂ P illetve U_0 ⊂ U nyąlt kŤrnyezete, hogy ha w : U × P → R olyan C^1-fĄggvĆny, amelynek a tartćja rĆsze U_0 × P_0-nak, akkor a p → ∫ U w(u, p)f(φ(u, p)) du

lekĆpezĆs C^1-beli. Ha U_0 Ćs P_0 elĆg kicsik, akkor az x = φ(u, p) helyettesątĆs minden p ∈ P_0-ra elvĆgezhetŞ. Vălaszthatunk egy olyan S szimplexet, amely tartalmazza U_0-at. A fenti integrăl ągy ∫ φ_p(S)

w(φ^{−1}_p (x), p)f(x)J(φ^{−1}_p )(x) dx

lesz minden p ∈ P_0-ra. A 11.1 tĆtel szerint az integrăl folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆnye p ∈ P_0-nak.

20.5. TĆtel. Legyenek X Ćs X_i, 1 ≤ i ≤ n euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazai, Y pedig nyąlt rĆszhalmaza R^l-nek. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza X × Y -nak. TekintsĄk az f : X → R^m, f_i : X_i → R^m, h_i : D → R, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n) fĄggvĆnyeket. Legyen U ⊂ R^k nyąlt, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, p_0 ∈ P , φ : U × P → X egy I^2-beli fĄggvĆny, Ćs tegyĄk fel, hogy (20.1 jelŤlĆseivel) az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek:

(1) minden (x, y) ∈ D-re

f(x) = n∑ i=1 h_i(x, y)f_i(g_i(x, y));

(2) h_i folytonosan di¸erenciălhatć, ha i = 1, . . . , n; (3) az f_i fĄggvĆny F_{k+l}(X_i, R^m, K^1, E^2; C^1)-beli (i = 1, 2, . . . , n); (4) a g_i fĄggvĆny C^2-beli D-n (i = 1, 2, . . . , n);

(5) minden u_0 ∈ U-hoz van olyan y_0, hogy (φ(u_0, p_0), y_0) ∈ D Ćs az

(u, y) → g_i(φ(u, p_0), y)

lekĆpezĆs derivăltjănak rangja az (u_0, y_0) pontban k + l minden 1 ≤ i ≤ n-re.

20.§ A folytonossăg Ćs a di¸erenciălhatćsăg kŤzŤtt

Ekkor bărmely K^1-beli w : U × P → X fĄggvĆnyre a p → ∫ U w(u, p)f(φ(u, p)) du

lekĆpezĆs folytonosan di¸erenciălhatć a p_0 valamely kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. Vălasszunk U_0, P_0 Ćs Y_0 nyąlt kŤrnyezeteit az u_0, p_0 illetve y_0 pontoknak čgy, hogy (φ(u, p), y) benne legyen a D halmazban, ha u ∈ U_0, p ∈ P_0 Ćs y ∈ Y_0, tovăbbă az (u, y) → g_i(φ(u, p), y) lekĆpezĆs derivăltjănak rangja k + l legyen, ha u ∈ U_0, p ∈ P_0, y ∈ Y_0 Ćs 1 ≤ i ≤ n. Ez lehetsĆges, mivel D nyąlt, g_i Ćs φ is C^2-fĄggvĆnyek, a rang alulrćl fĆlig folytonos, Ćs U × Y dimenzićja k + l, ągy a rang nem mehet k + l fŤlĆ.

Legyen w : U_0 × P_0 → R egy tetszŞleges K^1-fĄggvĆny. Vălasszunk egy olyan w_0 : Y_0 → R fĄggvĆnyt, amely K^1-beli, Ćs amelyre ∫ Y_0 w0(y) dy ≠ 0.

(1) szerint azt kapjuk, hogy

w(u, p)f(φ(u, p))w_0(y) = n∑ i=1 w(u, p)w_0(y)h_i(φ(u, p), y)f_i(g_i(φ(u, p), y)).

MindkĆt oldalt integrălva U_0 × Y_0 felett, azt kapjuk, hogy ∫ Y_0

w_0(y) dy ∫ U_0

w(u, p)f(φ(u, p)) du = n∑ i=1 ∫ Y_0 ∫ U_0

w(u, p)w_0(y)h_i(φ(u, p), y)f_i(g_i(φ(u, p), y)) du dy.

A jobb oldal C^1-beli. Ez bizonyątja, hogy p → ∫ U_0

w(u, p)f(φ(u, p)) du

folytonosan di¸erenciălhatć P_0-on. TetszŞleges K^1-beli w : U × P → R sčlyfĄggvĆnyre az ăllątăs az u → w(u, p_0) lekĆpezĆs tartćja egy alkalmas vĆges lefedĆsĆnek megfelelŞ egysĆgfelbontăst hasznălva kŤvetkezik.

A 18. pragrafusban adott 18.8 pĆlda itt is ugyančgy tărgyalhatć. Ugyančgy, mint ott, itt is megăllapąthatjuk, hogy a rang feltĆtel nem teljesen kielĆgątŞ. Az ăltalănosątăshoz elŞszŤr egy lemmăra lesz szĄksĆgĄnk.

20.6. Lemma. 20.1 jelŤlĆseivel, legyen X nyąlt rĆszhalmaza R^n-nek, 0 ≤ k ≤ n Ćs f ∈ F_k(X, R^m, K^1, E^2; C^1).

Legyenek U Ćs P euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazai, Ćs tegyĄk fel, hogy a C^2-beli φ : U × P → X fĄggvĆnyre az u → φ(u, p) lekĆpezĆs derivăltjănak rangja ≥ k az (u_0, p_0) ∈ U × P pontban. Ekkor van olyan U_0 kŤrnyezete

172 20.§ A folytonossăg Ćs a di¸erenciălhatćsăg kŤzŤtt

u_0-nak Ćs P_0 kŤrnyezete p_0-nak, hogy bărmely K^1-beli w : U × P → R fĄggvĆnyre, amelynek tartćja rĆsze U_0 × P_0-nak, a p → ∫ U w(u, p)f(φ(u, p)) du

lekĆpezĆs folytonosan di¸erenciălhatć P -n.

Bizonyątăs. FeltehetjĄk, hogy ha u_1-el jelŤljĄk az u elsŞ k koordinătăjăbćl alkotott vektort, u_2-vel pedig az u maradĆk koordinătăibćl alkotott vektort, akkor az u_1 → φ(u_1, u_2, p) lekĆpezĆs Jacobi-determinănsa az (u_0, p_0) pontban nem nulla. Vălasszunk olyan U_0 = U_1 ×U_2 nyąlt kŤrnyezetĆt u_0-nak Ćs olyan P_0 nyąlt kŤrnyezetĆt p_0-nak, hogy ez a Jacobi-determinăns ne legyen nulla U_0 × P_0-on. Ekkor az

(u_2, p) → ∫ U_1

w(u_1, u_2, p)f(φ(u_1, u_2, p)) du_1

lekĆpezĆs C^1-beli. Integrălva u_2 szerint, kapjuk a lemma ăllątăsăt.

20.7. KŤvetkezmĆny. 20.1 jelŤlĆseivel, ha 0 ≤ k ≤ l ≤ n, akkor

F_k(X, R^m, K^1, E^2; C^1) ⊂ F_l(X, R^m, K^1, E^2; C^1).

KŤvetkezŞ tĆtelĄnk a 20.5 tĆtel ăltalănosątăsa.

20.8. TĆtel. Legyenek X, Y Ćs X_i, 1 ≤ i ≤ n euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazai. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza X × Y -nak. TekintsĄk az f : X → R^m, f_i : X_i → R^m, h_i : D → R, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n) fĄggvĆnyeket. Legyen U ⊂ R^k nyąlt, P nyąlt rĆszhalmaza valamely euklidĆszi tĆrnek, p_0 ∈ P , φ : U × P → X egy I^2-beli fĄggvĆny, Ćs tegyĄk fel, hogy (20.1 jelŤlĆseivel) az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek: (1) minden (x, y) ∈ D-re

f(x) = n∑ i=1 h_i(x, y)f_i(g_i(x, y));

(2) h_i folytonosan di¸erenciălhatć, ha i = 1, . . . , n; (3) az f_i fĄggvĆny F_{ki} (X_i, R^m, K^1, E^2; C^1)-beli (i = 1, 2, . . . , n); (4) a g_i fĄggvĆny C^2-beli D-n (i = 1, 2, . . . , n);

(5) minden u_0 ∈ U-hoz van olyan y_0, hogy (φ(u_0, p_0), y_0) ∈ D Ćs az

(u, y) → g_i(φ(u, p_0), y)

lekĆpezĆs derivăltjănak rangja (u_0, y_0)-ban legalăbb k_i, ha 1 ≤ i ≤ n.

20.§ A folytonossăg Ćs a di¸erenciălhatćsăg kŤzŤtt

Ekkor bărmely K^1-beli w : U × P → X fĄggvĆnyre a p → ∫ U w(u, p)f(φ(u, p)) du

lekĆpezĆs folytonosan di¸erenciălhatć a p_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. Vălasszunk U_0, P_0 Ćs Y_0 nyąlt kŤrnyezeteit u_0-nak, p_0-nak, illetve y_0-nak čgy, hogy (φ(u, p), y) benne legyen D-ben, ha u ∈ U_0, p ∈ P_0 Ćs y ∈ Y_0, tovăbbă az (u, y) → g_i(φ(u, p), y) lekĆpezĆs derivăltjănak rangja legalăbb k_i legyen minden u ∈ U_0, p ∈ P_0, y ∈ Y_0 Ćs 1 ≤ i ≤ n-re. Ez lehetsĆges, mivel D nyąlt, g_i Ćs φ is C^2-fĄggvĆnyek, a rang pedig alulrćl fĆlig folytonos.

Legyen w : U_0 × P_0 → R egy K^1-fĄggvĆny. Vălasszunk egy olyan K^1- beli w_0 : Y_0 → R fĄggvĆnyt, amelyre ∫ Y_0 w0(y) dy ≠ 0. Az (1) feltĆtelbŞl azt

kapjuk, hogy

w(u, p)f(φ(u, p))w_0(y) = n∑ i=1 w(u, p)w_0(y)h_i(φ(u, p), y)f_i(g_i(φ(u, p), y)).

MindkĆt oldalt integrălva U_0 × Y_0 felett, azt kapjuk, hogy ∫ Y_0

w_0(y) dy ∫ U_0

w(u, p)f(φ(u, p)) du = n∑ i=1 ∫ Y_0 ∫ U_0

w(u, p)w_0(y)h_i(φ(u, p), y)f_i(g_i(φ(u, p), y)) du dy.

Az elŞzŞ lemma szerint a jobb oldal C^1-beli. Ez bizonyątja, hogy p → ∫ U_0

w(u, p)f(φ(u, p)) du

folytonosan di¸erenciălhatć P_0-on. TetszŞleges K^1-beli w : U × P → R fĄggvĆnyre az ăllątăs megkaphatć, ha az u → w(u, p_0) lekĆpezĆs tartćjănak egy alkalmas vĆges lefedĆsĆhez tartozć egysĆgfelbontăsra alkalmazzuk az eddig bizonyątottakat.

Utolsć tĆtelĄnk magasabb rendŰ derivăltakra vonatkozik. Itt a fĄggvĆnyegyenlet lehet nemlineăris is.

20.9. TĆtel. Legyen X nyąlt rĆszhalmaza R^s-nek. Legyenek Y , Z Ćs X_i, Z_i, 1 ≤ i ≤ n euklidĆszi terek nyąlt rĆszhalmazai. Legyen D nyąlt rĆszhalmaza X × Y -nak. TekintsĄk az f : X → R^m, f_i : X_i → Z_i, h : D × Z_1 × · · · Z_i → Z, g_i : D → X_i (i = 1, 2, . . . , n) fĄggvĆnyeket. Legyen r ≥ 1 egy egĆsz szăm. Legyen U ⊂ R^k nyąlt, P valamely euklidĆszi tĆr nyąlt rĆszhalmaza, p_0 ∈ P , φ : U × P → X egy I^2-fĄggvĆny Ćs tegyĄk fel, hogy (20.1 jelŤlĆseivel) az alăbbi feltĆtelek teljesĄlnek:

174 20.§ A folytonossăg Ćs a di¸erenciălhatćsăg kŤzŤtt

(1) minden (x, y) ∈ D-re

f(x) = h(x, y, f_1(g_1(x, y)) . . . f_n(g_n(x, y)));

(2) az Ťsszes ∂^{α0}_x ∂^{α1}_{z1} . . . ∂^{αn}_{zn} h parciălis derivăltak folytonosan di¸erenciălhatćak, ahol 0 ≤ |α| ≤ r;

(3) az f_i fĄggvĆny Ťsszes r-ed rendŰ parciălis derivăltjai lĆteznek, Ćs benne vannak az F_{ki} (X_i, R^m, K^1, E^2; C^1) tĆrben (i = 1, 2, . . . , n);

(4) a g_i fĄggvĆny C^{r+1}-ben van D-n (i = 1, 2, . . . , n); (5) minden u_0 ∈ U-hoz van olyan y_0, hogy (φ(u_0, p_0), y_0) ∈ D Ćs az

(u, y) → g_i(φ(u, p_0), y)

lekĆpezĆs derivăltjănak rangja (u_0, y_0)-ban legalăbb k_i, ha 1 ≤ i ≤ n. Ekkor bărmely K^1-beli w : U × P → X fĄggvĆnyre Ćs bărmely α ∈ N^s multiindexre, amelyre |α| = r, a p → ∫ U w(u, p)(∂^αf)(φ(u, p)) du

lekĆpezĆs folytonosan di¸erenciălhatć p_0 egy kŤrnyezetĆben.

Bizonyątăs. Legyen 1 ≤ q ≤ s, Ćs di¸erenciăljuk az (1) egyenletet parciălisan x_q szerint. Nem ąrva ki a valtozćkat, azt kapjuk, hogy ∂f ∂x_q = ∂h ∂x_q + n∑ i=1 ∑ j ∂h ∂z_{i,j}

r_i∑

k=1 ∂f_{i,j} ∂x_{i,k}

∂g_{i,k} ∂x_q .

Itt z_i = (z_{i,j} ), x_i = (x_{i,k}), f_i = (f_{i,j}) Ćs g_i = (g_{i,k}). Ez az egyenlet azt mutatja, hogy ha α ∈ N^s Ćs |α| = 1, akkor ∂^αf eleget tesz egy

∂^αf(x) = h_{α,0}(x, y) +

n_α∑

β=1 h_{α,β} (x, y)f_{α,β} (g_{α,β}(x, y))

fĄggvĆnyegyenletnek, ha (x, y) ∈ D. Itt, ha az α multiindex q-adik koordinătăja egy, a tŤbbi pedig nulla, akkor

h_{α,0}(x, y) = ∂h ∂x_q

(x, y, f_0(y), f_1 (g_1(x, y)) , . . . , f_n (g_n(x, y))) ,

g_{α,β} = g_i valamely 1 ≤ i ≤ n-re,

f_{α,β} =

∂f_{i,j} ∂x_{i,k} valamely i, j, k-ra Ćs h_{α,β} (x, y) = ∂h ∂z_{i,j}

(x, y, f_0(y), f_1 (g_1(x, y)) , . . . , f_n (g_n(x, y)))

∂g_{i,k} ∂x_q

(x, y)

20.§ A folytonossăg Ćs a di¸erenciălhatćsăg kŤzŤtt

valamely i, j, k-ra.

Vilăgos, hogy h_{α,β} -nak x szerint lĆtezik Ćs folytonos az r-edik parciălis derivăltja, ha 0 ≤ β ≤ n_α, tovăbbă f_{α,β} valamelyik X_i-t kĆpezi R-be Ćs minden r − 1-edik parciălis derivăltja lĆtezik Ćs F_{ki} (X_i, R^m, K^1, E^2; C^1)-beli. Ůjra di¸erenciălva, |α| szerinti teljes indukcićval azt kapjuk, hogy ha α ∈ N^s, 1 ≤ |α| ≤ r, akkor

(5) ∂^αf(x) = h_{α,0}(x, y) +

n_α∑

β=1 h_{α,β} (x, y)f_{α,β} (g_{α,β}(x, y)) ,

ha (x, y) ∈ D. Itt h_{α,β} : D → Z Ćs az x szerinti r + 1 − |α|-adik parciălis derivăltjai folytonosak, tovăbbă f_{α,β} : X_i → R valamely 1 ≤ i ≤ n-re Ćs az Ťsszes r − |α|-adik parciălis derivăltjai F_{ki} (X_i, R^m, K^1, E^2; C^1)-beliek. VĆgĄl, g_{α,β} = g_i ugyanarra az i-re, amelyre dmn f_{α,β} = X_i.

Most felhasznăljuk a 20.8 tĆtelt. Azt kapjuk, hogy bărmely K^1-beli w : U × P → X fĄggvĆnyre Ćs bărmely α ∈ N^s multiindexre, amelyre |α| = r, a p → ∫ U w(u, p)(∂^αf)(φ(u, p)) du

lekĆpezĆs folytonosan di¸erenciălhatć p_0 egy kŤrnyezetĆn.

176 21.§ EgyszerŰ alkalmaz«asok

VII. Alkalmazások

Nyilvănvalć, hogy az elŞzŞ paragrafusokban bizonyątott eredmĆnyeknek szămos alkalmazăsa lehetsĆges. Itt csak nĆhăny, az eredmĆnyek hasznălatăt illusztrălć pĆldăt adunk meg.

21.§ EgyszerŰ alkalmaz«asok

21.1. A Cauchy-egyenlet ăltalănosątăsai. A hivatkozăsokat illetŞen lăsd AczĆl [3] kŤnyvĆt.

Legyen f : R^n → R^m egy fĄggvĆny, Ćs tegyĄk fel, hogy f eleget tesz az

(1) f(x + y) = f(x) + f(y), ha x, y ∈ R^n

Cauchy-egyenletnek. A t = x + y helyettesątĆssel

(2) f(t) = f(y) + f(t − y), ha t, y ∈ R^n.

EbbŞl, ha f mĆrhetŞ egy pozitąv mĆrtĆkŰ halmazon vagy Baire-tulajdonsăgč egy măsodik kategćriăjč Baire-tulajdonsăgč halmazon, akkor f folytonos a 8.3, illetve a 10.2 tĆtelek szerint. Most alkalmazva az 1.29 tĆtelt, kapjuk, hogy f vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatć.

Hasonlćan, legyen f : R^n → R egy ismeretlen fĄggvĆny, Ćs legyen adott egy h : R^{2n+2} → R vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatć fĄggvĆny. TegyĄk fel, hogy f kielĆgąti az

(3) f(x + y) = h (x, y, f(x), f(y)), ha x, y ∈ R^n

ăltalănosątott Cauchy-egyenletet. Ezzel az egyenlettel kapcsolatban lăsd mĆg AczĆl [3] kŤnyvĆt Ćs Sander [141], [142] dolgozatait. A t = x + y helyettesątĆssel azt kapjuk, hogy

(4) f(t) = h (t − y, y, f(t − y), f(y)) , ha t, y ∈ R^n.

A 8.3, illetve 10.2 tĆtelekbŞl kapjuk, hogy (2) minden f megoldăsa, amely mĆrhetŞ egy pozitąv mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ halmazon, vagy Baire-tulajdonsăgč egy măsodik kategćriăjč Baire-tulajdonsăgč halmazon, folytonos. Most az 1.28 tĆtelbŞl kapjuk, hogy f vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatć. Ugyanez a mćdszer alkalmazhatć az

(3) f (G(x, y)) = h (x, y, f(x), f(y)), ha x, y ∈ R^n

21.§ EgyszerŰ alkalmaz«asok

egyenletre, ahol G : R^n × R^n → R^n egy adott, vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatć fĄggvĆny čgy, hogy minden t_0 ∈ R^n-hez Ćs x_0 ∈ R^n-hez lĆtezik olyan y_0 ∈ R^n pont, amelyre

G(x_0, y_0) = t_0, det ∂G ∂x (x_0, y_0) ≠ 0 Ćs det ∂G ∂y (x_0, y_0) ≠ 0.

Ekkor t = G(x, y) helyettesątĆssel lokălisan azt kapjuk, hogy

f(t) = h (g(t, y), y, f (g(t, y)) , f(y)) ,

ahol G (g(t, y), y) = t, Ćs alkalmazhatjuk a 8.3, 10.2 Ćs 1.28 tĆteleket.

21.2. A Pexider-egyenlet ăltalănosątăsai. A XVI. nemzetkŤzi fĄggvĆnyegyenletek konferenciăn vetette fel Wolfgang Sander az alăbbi problĆmăt (lăsd Sander [144]).

Legyenek f, g, Ćs h valćs fĄggvĆnyek, H : R^2 → R egy folytonos fĄggvĆny, Ćs tegyĄk fel, hogy az

f(x + y) = H (g(x), h(y)) , ha x, y ∈ R

fĄggvĆnyegyenlet teljesĄl. Vajon igazak-e az alăbbi ăllątăsok: (1) ha g Ćs h Baire-tulajdonsăgčak, akkor f folytonos;

(2) ha g Ćs h Lebesgue-mĆrhetŞek egy-egy pozitąv mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ halmazon, akkor f folytonos;

(3) ha g vagy h Lebesgue-mĆrhetŞ, akkor f folytonos.

Ha (1), (2) vagy (3) igaz, akkor vajon az Ťsszeadăs helyettesąthetŞ-e egy ăltalănosabb fĄggvĆnyosztăllyal?

Mindhărom problĆmăt Ćs az ăltalănosątăsukat is megoldjuk, ha megmutatjuk, hogy ha f, g Ćs h R^n-et R^m-be kĆpezŞ fĄggvĆnyek, valamint H : R^n × R^n × R^m × R^m → R^m egy folytonos fĄggvĆny, Ćs fennăll az

f (G(x, y)) = H (x, y, g(x), h(y)) , ha x, y ∈ R^n

fĄggvĆnyegyenlet, ahol G : R^n × R^n → R^n egy adott, folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆny čgy, hogy minden t_0 ∈ R^n-hez Ćs x_0 ∈ R^n-hez lĆtezik olyan y_0 ∈ R^n pont, amelyre

G(x_0, y_0) = t_0, det ∂G ∂x (x_0, y_0) ≠ 0 Ćs det ∂G ∂y (x_0, y_0) ≠ 0,

akkor abbćl, hogy g Lebesgue-mĆrhetŞ egy pozitąv mĆrtĆkŰ mĆrhetŞ halmazon, vagy Baire-tulajdonsăgč egy măsodik kategćriăjč halmazon, kŤvetkezik, hogy f folytonos.

Ezen ăllątăs bizonyątăsăhoz t = G(x, y) helyettesątĆssel lokălisan azt kapjuk, hogy f(t) = H (G^∗(t, y), y, g (G^∗(t, y)) , h(y)) , ahol G (G^∗(t, y), y) = t, Ćs alkalmazhatjuk a 8.3, illetve 10.2 tĆteleket.

Sander problĆmăjănak megoldăsa a Jărai [65] illetve [67] dolgozatokban kerĄlt publikălăsra.

178 21.§ EgyszerŰ alkalmaz«asok

21.3. A koszinusz fĄggvĆnyegyenlete. Legyen G egy lokălisan kompakt csoport, H egy topologikus gyŰrŰ megszămlălhatć băzissal, f : G → H. Az f(uv) + f(uv^{−1}) = 2f(u)f(v), ha u, v ∈ G

koszinusz fĄggvĆnyegyenletet vizsgăltăk pĆldăul Hille Ćs Phillips [58], Kurepa [116], Ćs Baker [21] abban az esetben, amikor G = R vagy G = R^n. Itt arra az esetre fogjuk megmutatni, hogy a mĆrhetŞ megoldăsok folytonosak, amikor G lokălisan euklidĆszi, azaz Lie-csoport. Pontosabban, minden olyan lokălisan kompakt csoportra bizonyątunk, amely eleget tesz az alăbbi feltĆtelnek:

(2) G-nek van olyan K kompakt rĆszhalmaza, amelyre λ(K) > 0, Ćs minden C ⊂ K kompakt rĆszhalmazra, amelyre λ(C) > 0, λ{x^2 : x ∈ C} > 0. Itt λ egy bal Haar-mĆrtĆk G-n. Minden Lie-csoport eleget tesz ennek a feltĆtelnek. Valćban, ha G egy n-dimenzićs Lie-csoport e egysĆgelemmel, akkor nem nehĆz belătni a Lie-csoportokon a Haar-mĆrtĆkre vonatkozć tĆtelek felhasznălăsăval (lăsd Chevalley [29]), hogy lĆteznek olyan U Ćs V nyąlt halmazok Ćs egy φ homeomor˛zmusa U-nak R^n egy nyąlt rĆszhalmazăra, hogy e ∈ V ⊂ U, φ(e) = 0, az (x, y) → φ ( φ^{−1}(x) · ( φ^{−1}(y^{−1})

)_{−1}) lekĆpezĆs analitikus lekĆpezĆse φ(V ) × φ(V )-nek φ(U)-ba, Ćs hogy V bărmely C kompakt rĆszhalmazăra a C bal Haar mĆrtĆke Ćs a φ(C) Lebesgue-mĆrtĆke egyszerrre tŰnik el. Mivel az

x → φ ( φ^{−1}(x) · φ^{−1}(x) )

φ(V )-t φ(U)-ba kĆpezŞ lekĆpezĆs Jacobi-determinănsa 2^n a 0 pontban, lĆtezik olyan W nyąlt kŤrnyezete e-nek G-ben, hogy W^2 ⊂ V Ćs a fenti lekĆpezĆs Jacobi-determinănsa φ(W ) felett nem kisebb, mint 1. Innen az integrăltranszformăcićs formula felhasznălăsăval kŤvetkezik, hogy W bărmely C kompakt rĆszhalmazăra φ ( {x^2 : x ∈ C} ) Lebesgue-mĆrtĆke nem kisebb, mint φ(C) Lebesgue-mĆrtĆke. «Igy G eleget tesz a (2) feltĆtelnek, K-t a W egy pozitąv mĆrtĆkŰ kompakt rĆszhalmazănak vălasztva.

TĆrjĄnk vissza eredeti ăllątăsunk bizonyątăsăhoz. Az (1) egyenletbŞl, t = uv^{−1}, y = v helyettesątĆssel, azt kapjuk, hogy

f(t) = 2f(ty)f(y) − f(ty^2), ha t, y ∈ G.

Legyen t_0 egy tetszŞleges eleme G-nek. Megmutatjuk, hogy f folytonos a t_0 pontban. Legyen T egy kompakt halmaz, amely tartalmazza t_0 egy kŤrnyezetĆt, K a (2)-ben szereplŞ halmaz, D = T × K, legyen tovăbbă Y = X_1 = X_2 = X_3 = G, h(t, y, z_0, z_1, z_2, z_3) = 2z_1z_2 − z_3, Ćs

g_1(t, y) = ty, ha (t, y) ∈ D; g_2(t, y) = y, ha (t, y) ∈ D;

g_3(t, y) = ty^2, ha (t, y) ∈ D.

21.§ EgyszerŰ alkalmaz«asok

A 8.2 tĆtelt fogjuk alkalmazni az A_1 = A_2 = A_3 = G halmazokra. Az egyetlen, ami nem triviălis, az utolsć feltĆtel teljesĄlĆse a g_3 fĄggvĆnyre. Mivel, ha B ⊂ K, akkor

{ty^2 : y ∈ B} = t{y^2 : y ∈ B}

minden t ∈ T -re, azt elĆg megmutatni, hogy minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy ha B ⊂ K Ćs λ(B) ≥ ε, akkor λ{y^2 : y ∈ B} ≥ δ. TegyĄk fel indirekt, hogy ez nem igaz. Ekkor lĆtezik olyan ε_0 > 0 Ćs minden n termĆszetes szămhoz olyan U_n nyąlt rĆszhalmaza G-nek, amelyre λ(U_n) < 1/2^n Ćs λ{y : y ∈ C Ćs y^2 ∈ U_n} ≥ ε_0.

Mivel az y → y^2 lekĆpezĆs folytonos, az {y : y^2 ∈ U_n} halmazok nyąltak, ągy az {y : y^2 ∈ U_n} ∩ K halmazok mĆrhetŞek. Legyen

A_n = {y^2 : y ∈ C} ∩

(^∞⋃ i=n U_i ) .

Ekkor B_1 ⊃ B_2 ⊃ . . . , λ(B_n) < 1/2^{n−1}, Ćs az {y : y^2 ∈ A_n} halmazok mĆrhetŞek vĆges, de ε_0-năl nem kisebb mĆrtĆkkel. Ha

B = { y : y^2 ∈ ∞⋂ n=1 A_n } ,

akkor λ(B) ≥ ε_0 > 0, de

λ{y^2 : y ∈ B} = λ

(^∞⋂ n=1 A_n ) = 0.

Ha C egy kompakt rĆszhalmaza B-nek pozitąv bal Haar mĆrtĆkkel, akkor ellentmondăsra jutunk (2)-vel. Ezzel a bizonyątăs teljes.

21.4. Legyen f : R^m → R^k egy ismeretlen fĄggvĆny, Ćs legyenek A_i, B_i, i = 1, 2, . . . , n nemszingulăris mătrixok m sorral Ćs m oszloppal. Az

(1) f(x) + n∑ i=1 f(A_ix + B_iy) = 0, ha x, y ∈ R^m

fĄggvĆnyegyenletet, speciălis eseteit Ćs ăltalănosątăsait szămos szerzŞ tanulmănyozta. A hivatkozăsokat illetŞen lăsd SzĆkelyhidi [156] dolgozatăt. Az 1.29 tĆtel szerint (1) minden mĆrhetŞ vagy Baire-tulajdonsăgč megoldăsa vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatć.

180 21.§ EgyszerŰ alkalmaz«asok

21.5. Az informăcić alapegyenlete. Legyen f : ]0, 1[→ R egy ismeretlen fĄggvĆny, α > 0 egy konstans, Ćs D = { (x, y) : 0 < x, y, x + y < 1 } . Az (1) f(x)+(1−x)^αf ( y 1 − x ) = f(y)+(1−y)^αf ( x 1 − y ) , ha (x, y) ∈ D

fĄggvĆnyegyenlet fontos szerepet jătszik az informăcićelmĆlet axiomatikus megalapozăsăban; lăsd pĆldăul AczĆl Ćs Darćczy [15] kŤnyvĆt, Maksa [124] illetve AczĆl [6] dolgozatăt. A 1.29 tĆtelbŞl kŤvetkezik, hogy (1) minden mĆrhetŞ vagy Baire-tulajdonsăgč megoldăsa vĆgtelen sokszor di¸erenciălha- tć. 21.6. A (2,2)-additivităs egyenlete. Legyen f : ]0, 1[→ R egy ismeretlen fĄggvĆny. Az (1) f(pq) + f (p(1 − q)) + f ((1 − p)q) + f ((1 − p)(1 − q)) = f(p) + f(1 − p) + f(q) + f(1 − q), ha 0 < p, q < 1

fĄggvĆnyegyenlet szintĆn hasznos az informăcićelmĆletben. Ennek az egyenletnek a mĆrhetŞ megoldăsait Darćczy Ćs Jărai hatăroztăk meg a [32] dolgozatban. A dolgozatban egy fontos lĆpĆs annak bizonyątăsa, hogy (1) minden mĆrhetŞ megoldăsa hatszor di¸erenciălhatć. t = pq Ćs y = q helyettesątĆssel (1)-bŞl azt kapjuk, hogy

(2) f(t) = − f ( t y − t ) − f(y − t) − f ( 1 − t y − y + t ) + f ( t y )

+ f ( 1 − t y ) + f(y) + f(1 − y), ha 0 < t < y < 1.

Innen, az 1.29 tĆtel szerint, (1) minden mĆrhetŞ vagy Baire-tulajdonsăgč megoldăsa vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatć.

21.7. Źsszeg alakč egyenletek. Losonczi [123] dolgozatăban az (1) f(xy)+f (x(1 − y)) + f ((1 − x)y) + f ((1 − x)(1 − y)) = ( f(x) + f(1 − x) )( f(y) + f(1 − y) )

fĄggvĆnyegyenletet tărgyalja. «Attekinti az ismert eredmĆnyeket, Ćs meghatărozza mindazokat az f : [0, 1] → C fĄggvĆnyeket, amelyek hăromszor folytonosan di¸erenciălhatćk [0, 1]-en, Ćs eleget tesznek az (1) fĄggvĆnyegyenletnek. MegjegyezzĄk, hogy az (1) egyenletnek van olyan megoldăsa [0, 1]-en, amely mĆrhetŞ, de nem folytonos, illetve folytonos, de nem differenciălhatć, ugyanis az egyenletnek eleget tesznek az f(x) = x^c, c ≥ 0 hatvăny-fĄggvĆnyek, ahol 0^c = 0.

21.§ EgyszerŰ alkalmaz«asok

EgĆszen măs a helyzet a ]0, 1[ nyąlt intervallumon. Az alăbbiakban megmutatjuk, hogy az (1) egyenlet minden f :]0, 1[→ C megoldăsa, amely Lebesgue-mĆrhetŞ vagy Baire-tulajdonsăgč, vĆgtelen sokszor di¸erenciălha- tć. VezessĄk be a g(x) = f(x) + f(1 − x) jelŤlĆst. Ezzel a jelŤlĆssel azt kapjuk, hogy

(2) f(xy) + f (x(1 − y)) + f ((1 − x)y) + f ((1 − x)(1 − y)) = g(x)g(y),

ha x, y ∈]0, 1[. Az x helyett čj văltozćt vezetve be a t = xy helyettesątĆssel, azt kapjuk, hogy (3) f(t) = g(t/y)g(y) − f (t(1 − y)/y) − f ((1 − t/y)y) − f ((1 − t/y)(1 − y)) ,

ha 0 < t < y < 1. EgyszerŰ szămolăs Ćs a 3.10, illetve 4.3 segĆdtĆtel mutatja, hogy minden t_0-hoz van olyan y_0, hogy a (t_0, y_0) pont egy kŤrnyezetĆben alkalmazhatć a 8.3 illetve a 10.2 tĆtel, ągy kapjuk, hogy f folytonos. Most kĆt eset lehetsĆges. Ha g ≡ 0 az egĆsz ]0, 1[-en, akkor a (3) egyenletre azonnal alkalmazhatć az 1.29 tĆtel, Ćs kapjuk az ăllątăst. Ha ez nem ăll fenn, akkor vălaszthatć olyan [A, B] ⊂]0, 1[ intervallum, amelyre

∫_B A g(y) dy ≠ 0,

Ćs ągy (2) mindkĆt oldalăt integrălva

g(x)

∫_B A g(y) dy =

∫_B A f(xy) dy +

∫_B A f (x(1 − y)) dy + ∫_B A f ((1 − x)y) dy +

∫_B A f ((1 − x)(1 − y)) dy.

A jobb oldalon szereplŞ integrălokban kĄlŤn-kĄlŤn xy, x(1 − y), (1 − x)y illetve (1 − x)(1 − y) helyett egy čj u văltozćt vezetve be, lătjuk, hogy a jobb oldal folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆnye x-nek. Kifejezve g(x)-et, kapjuk, hogy g folytonosan di¸erenciălhatć. Most a (3) egyenletre alkalmazva a 11.3 tĆtelt lokălisan, kapjuk, hogy f is folytonosan di¸erenciălhatć. VĆgĄl (3)-ban visszaąrva g helyĆre f-et, Ćs alkalmazva a 1.25 tĆtelt, kapjuk az ăllątăst.

21.8. MegjegyzĆs AczĆl Ćs Chung egy dolgozatăhoz. AczĆl Jănos Ćs Jukang Chung [14] dolgozatukban măs eredmĆnyek mellett megmutatjăk, hogy ha az f_i (i = 1, 2, . . . , n) valćs fĄggvĆnyek lokălisan Lebesgueintegrălhatćak, a p_k Ćs q_k (k = 1, 2, . . . , m) pedig L-fĄggetlenek, tovăbbă az (1) n∑ i=1 f_i(x + λ_iy) = m∑ k=1 p_k(x)q_k(y), x ∈]A, B[, y ∈]C, D[

182 21.§ EgyszerŰ alkalmaz«asok

fĄggvĆnyegyenletnek eleget tesznek a fĄggvĆnyek, ahol 0 ≠ λ_i ≠ λ_j , ha i ≠ j, akkor az f_i, p_k Ćs q_k fĄggvĆnyek vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatćak; az L-fĄggetlensĆg azt jelenti, pĆldăul a q_k fĄggvĆnyekre, hogy ha m∑ k=1 c_kq_k(y) = 0 majdnem minden y ∈]C, D[-re,

akkor ebbŞl c_1 = c_2 = . . . = c_m = 0.

Az alăbbiakban megmutatjuk, hogy az L-fĄggetlensĆg Ćs a lokălis Lebesgue-integrălhatćsăg lineăris fĄggetlensĆggel Ćs Lebesgue-mĆrhetŞsĆggel helyettesąthetŞ. Ez az ĆszrevĆtel a Jărai [69] dolgozatban kerĄlt publikălăsra.

ElŞszŤr is vegyĄk Ćszre (mint [14]-ben), hogy

(2) p_k(x) = ∑ i,j a_{i,j,k}f_i(x + λ_iy_j ), ha x ∈]A, B[

egy megfelelŞen vălasztott C < y_1 < y_2 < . . . < y_m < D sorozatra, a q_k fĄggvĆnyek lineăris fĄggetlensĆge miatt. Hasonlćan

(3) q_k(y) = ∑ i,j b_{i,j,k}f_i(x_j + λ_iy), ha y ∈]C, D[,

ahol A < x_1 < x_2 < . . . < B. Innen a p_k Ćs q_k fĄggvĆnyek is LebesguemĆrhetŞek. A t = x + λ_iy helyettesątĆssel azt kapjuk, hogy

(4) f_i(t) = m∑ k=1 p_k(t − λ_iy)q_k(y) − ∑ j≠i

f_j (t + (λ_j − λ_i)y),

ha C < y < D Ćs A + λ_iy < t < B + λ_iy. Felhasznălva a 8.3 tĆtelt, azt kapjuk, hogy f_i folytonos, ągy (2) Ćs (3) szerint a p_k Ćs q_k fĄggvĆnyek is folytonosak. Hasonlćan, mint AczĆl Ćs Chung [14] dolgozatăban, vălasztva egy C^∗ szămot C Ćs D kŤzŤtt Ćs integrălva, azt kapjuk, hogy n∑ i=1 ∫_t

C^∗

f_i(x + λ_iy) dy = m∑ k=1 p_k(x)

∫_t

C^∗

q_k(y) dy.

Ha a bal oldalon minden integrălban kĄlŤn-kĄlŤn bevezetjĄk az u = x + λ_iy čj văltozćt, azt kapjuk, hogy (5) n∑ i=1 1 λ_i

∫_{x+λit}

x+λ_iC^∗

f_i(u) du = n∑ k=1 p_k(x)Q_k(t),

ahol

Q_k(t) =

∫_t

C^∗

q_k(y) dy.

21.§ EgyszerŰ alkalmaz«asok

A Q_k fĄggvĆnyek is lineărisan fĄggetlenek, mivel egyĆbkĆnt lĆteznĆnek olyan c_k nem mind nulla konstansok, hogy m∑ k=1 c_kQ_k(t) ≡ 0,

azaz ∫_t

C^∗

(^m∑ k=1 c_kq_k(y) ) dy ≡ 0, ha t ∈]C, D[

teljesĄlne, ami lehetetlen, mert a q_k fĄggvĆnyek lineărisan fĄggetlenek Ćs folytonosak. «Igy a p_k fĄggvĆnyek lineăris kombinăcići az x → ∫_{x+λit}

x+λ_iC^∗

f_i(s) ds

folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆnyeknek. (4) Ćs a 11.3 tĆtel szerint az f_i fĄggvĆnyek is folytonosan di¸erenciălhatćak. Felhasznălva (4)-et Ćs a 15.2 tĆtelt, azt kapjuk, hogy az f_i fĄggvĆnyek | Ćs ągy (2) Ćs (3) miatt a p_k Ćs q_k fĄggvĆnyek is | kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatćak. IsmĆtelve ezt az ĆrvelĆst, kapjuk, hogy az f_i, p_k Ćs q_k fĄggvĆnyek vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatćak.

21.9. Az Abel-egyenlet. A XXVI. NemzetkŤzi FĄggvĆnyegyenletek Szimpćziumon 1988-ban AczĆl Jănos (lăsd [11]) az

F (u) + F (v) + F (1 − uv) + F ((1 − u)/(1 − uv)) + F ((1 − v)/(1 − uv)) = 0,

ha 0 < u, v < 1 egyenlet F : ]0, 1[ → R Lebesgue-integrălhatć megoldăsaival kapcsolatban megmutatta, hogy regularităsi eredmĆnyek felhasznălăsăval hogyan kaphatćk meg egyszerŰbben a Darćczy Zoltăn Ćs Helmut Kiesewetter ăltal meghatărozott lokălisan Lebesgue-integrălhatć megoldăsok; tovăbbi hivatkozăsokat lăsd ott. Az 1.29 tĆtelbŞl kŤvetkezik, hogy a fenti egyenlet minden mĆrhetŞ vagy Baire-tulajdonsăgč megoldăsa C^∞ (lăsd [78]).

21.10. Egy fĄggvĆnyegyenlet a vĆletlen mezŞk spektrălelmĆletĆbŞl. A XXXII. NemzetkŤzi FĄggvĆnyegyenletek Szimpćziumon elŞadăsăban [120] Lajkć Kăroly egy ăltala folytonossăg, illetve lokălis korlătossăg Ćs mĆrhetŞsĆg mellett vizsgălt, valćsząnŰsĆgszămątăsi problĆmăkban szerepet jătszć fĄggvĆnyegyenlettel kapcsolatban az alăbbi problĆmăt vetette fel: igaz-e, hogy a

B(t)(1 + B(2a)) = B(a)(B(t + a) + B(t − a)), t, a ∈ R

fĄggvĆnyegyenlet mĆrhetŞ megoldăsai lokălisan korlătosak? Az alăbbiakban megmutatjuk, hogyan kaphatć eredmĆnyeinkbŞl, hogy a mĆrhetŞ megoldăsok folytonosak, Ćs ągy lokălisan korlătosak (lăsd [88]).

184 21.§ EgyszerŰ alkalmaz«asok

LĆtezik egy kompakt, pozitąv mĆrtĆkŰ A halmaz čgy, hogy B(2a) ≠ −1, ha a ∈ A, mivel egyĆbkĆnt minden rŤgzątett t-re a bal oldal 0 lenne majdnem mindenĄtt, a jobb oldal pedig 2 lenne majdnem mindenĄtt. Ŋgy

B(t) =

B(a) 1 + B(2a)

(B(t + a) + B(t − a)), a ∈ A, t ∈ R

Ćs a 8.1 tĆtel alkalmazhatć annak bizonyątăsăra, hogy B mindenĄtt folytonos.

Ugyanez a kĆrdĆs a t ≥ a korlătozăs mellett is szerepelt. Ebben az esetben A lĆtezĆsĆt csak arra tudjuk felhasznălni, hogy a B folytonossăgăt a t > sup A pontokban bebizonyątsuk, ągy meg kell mutatnunk, hogy a fenti tulajdonsăgokkal rendelkezŞ A halmaz a −∞ bărmely kŤrnyezetĆben lĆtezik. Ha ez nem teljesĄlne, B a −∞ egy kŤrnyezetĆben majdnem mindenĄtt −1 lenne. Az x = t − a helyettesątĆssel az eredeti egyenletbŞl azt kapjuk, hogy

B(x + a)(1 + B(2a)) = B(a)(B(x + 2a) + B(x)), x, a ∈ R, x ≥ 0.

RŤgzątve egy tetszŞleges x ≥ 0-t, a B(a), B(2a), B(x + 2a) tagok majdnem mindenĄtt egyenlŞk −1-el a −∞ egy kŤrnyezetĆben, ągy B(x) = 1. Most rŤgzątve egy a-t, amelyre B(a) = −1 Ćs B(2a) = −1, nagy x-re ellentmondăst kapunk.

21.11. Egy informăcićmĆrtĆkekkel kapcsolatos egyenlet. A

(1) G(x) + (1 − x)^αF_1 ( u 1 − x ) + (1 − x)^β F_2 ( u 1 − x )

= G(u) + (1 − u)^αF_1 ( x 1 − u ) + (1 − u)^βF_2 ( x 1 − u )

fĄggvĆnyegyenlet regularităsănak problĆmăjăt Wolfgang Sander vetette fel (szćbeli kŤzlĆs). Az egyenlet informăcićmĆrtĆkek vizsgălatăban jătszik szerepet. A megoldăst | ăltalănosabb esetre, egyĆb eredmĆnyekkel egyĄtt | a [103] kŤzŤs cikkben publikăltuk. Itt csak a fenti speciălis esetet tărgyaljuk. Az elŞzŞ paragrafusok ăltalănos regularităsi tĆteleit nem lehet kŤzvetlenĄl alkalmazni, mivel kĆt kĄlŤnbŤzŞ ismeretlen fĄggvĆnynek, F_1-nek Ćs F_2-nek ugyanaz az argumentuma. LevezethetĄnk azonban az egyenletbŞl čj egyenleteket, amelyekre măr alkalmazhatćk az ăltalănos eredmĆnyek. Ugyanez a mćdszer sokkal ăltalănosabb fĄggvĆnyegyenletekre is alkalmazhatć. Ezzel a mćdszerrel megmutatjuk, hogy ha α ≠ β rŤgzątett valćs szămok, F_1, F_2, G : ]0, 1[ → R Lebesgue-mĆrhetŞ vagy Baire-tulajdonsăgč fĄggvĆnyek, amelyekre az (1) fĄggvĆnyegyenlet teljesĄl, ha 0 < x < 1, 0 < u < 1 Ćs 0 < x + u < 1, akkor F_1, F_2, G akărhănyszor di¸erenciălhatćak.

ElŞszŤr is, a fĄggvĆnyegyenletet ătąrhatjuk

(2) G(u) = G(x) + (1 − x)^αF_1 ( u 1 − x ) + (1 − x)^βF_2 ( u 1 − x )

− (1 − u)^αF_1 ( x 1 − u ) − (1 − u)^β F_2 ( x 1 − u )

21.§ EgyszerŰ alkalmaz«asok

alakba; ez az alak hasznos lesz G regularităsănak bizonyątăsăra. KĆt măsik fĄggvĆnyegyenletet is szărmaztatni fogunk, amelyek F_1 illetve F_2 regularităsănak bizonyątăsăra szolgălnak.

Vonjunk ki G(x)-et az (1) egyenlet mindkĆt oldalăbćl. Az u = t(1 − x) helyettesątĆssel azt kapjuk, hogy

(3) (1 − x)^αF_1(t) + (1 − x)^β F_2(t)

= G(t(1 − x)) + (1 − t(1 − x))^αF_1 ( x 1 − t(1 − x) )

+ (1 − t(1 − x))^βF_2 ( x 1 − t(1 − x) ) − G(x)

teljesĄl, ha 0 < x < 1 Ćs 0 < t < 1. Hogy a bal oldalon ăllć, F_2-t tartalmazć tagot kikĄszŤbŤljĄk, helyettesątsĄnk y-t x helyĆbe (3)-ban, szorozzuk meg a (3) egyenletet (1 − y)^β-val, a helyettesątett egyenletet (1 − x)^β -val, Ćs vegyĄk e kĆt egyenlet kĄlŤnbsĆgĆt:

(1 − x)^β (1 − y)^αF_1(t) − (1 − y)^β(1 − x)^αF_1(t)

= (1 − x)^β G(t(1 − y)) + (1 − x)^β (1 − t + ty)^αF_1 ( y 1 − t(1 − y) )

+ (1 − x)^β (1 − t + ty)^βF_2 ( y 1 − t(1 − y) ) − (1 − x)^βG(y)

− (1 − y)^βG(t(1 − x)) − (1 − y)^β(1 − t + tx)^αF_1 ( x 1 − t(1 − x) )

− (1 − y)^β(1 − t + tx)^β F_2 ( x 1 − t(1 − x) ) + (1 − y)^βG(x).

Az F_1 fĄggvĆny (1 − x)^β(1 − y)^α − (1 − y)^β(1 − x)^α szorzćja a bal oldalon nem nulla, ha x ≠ y. MindkĆt oldalt osztva vele, azt kapjuk, hogy (4) F_1(t) = ( (1 − x)^β G(t(1 − y)) + (1 − x)^β(1 − t + ty)^αF_1 ( y 1 − t(1 − y) )

+ (1 − x)^β (1 − t + ty)^βF_2 ( y 1 − t(1 − y) ) − (1 − x)^βG(y)

− (1 − y)^βG(t(1 − x)) − (1 − y)^β(1 − t + tx)^αF_1 ( x 1 − t(1 − x) )

− (1 − y)^β(1 − t + tx)^β F_2 ( x 1 − t(1 − x) )

+ (1 − y)^βG(x) )( (1 − x)^β(1 − y)^α − (1 − y)^β(1 − x)^α

)_{−1} ,

186 21.§ EgyszerŰ alkalmaz«asok

valahănyszor 0 < x, y, t < 1 Ćs x ≠ y. Hasonlćan kapjuk az (5) F_2(t) = ( (1 − x)^αG(t(1 − y)) + (1 − x)^α(1 − t + ty)^βF_2 ( y 1 − t(1 − y) )

+ (1 − x)^α(1 − t + ty)^αF_1 ( y 1 − t(1 − y) ) − (1 − x)^αG(y)

− (1 − y)^αG(t(1 − x)) − (1 − y)^α(1 − t + tx)^βF_2 ( x 1 − t(1 − x) )

− (1 − y)^α(1 − t + tx)^αF_1 ( x 1 − t(1 − x) )

+ (1 − y)^αG(x) )( (1 − x)^α(1 − y)^β − (1 − y)^α(1 − x)^β

)_{−1}

egyenletet, amely szintĆn 0 < x, y, t < 1, x ≠ y esetĆn teljesĄl.

Most măr alkalmazhatjuk ăltalănos tĆteleinket. A 8.3 tĆtelbŞl a (4) Ćs (5) egyenletek felhasznălăsăval azt kapjuk, hogy ha F_1, F_2 Ćs G LebesguemĆrhetŞek, akkor F_1 illetve F_2 folytonosak; csak azt kell ellenŞriznĄnk, hogy minden 0 < t < 1-hez van olyan 0 < x, y < 1, x ≠ y, hogy a jobb oldalon ăllć ismeretlen fĄggvĆnyekben szereplŞ belsŞ fĄggvĆnyekre a ∂/∂x, ∂/∂y parciălis derivăltak kŤzĄl legalăbb az egyik nem nulla a (t, x, y) pontban. Ezek a belsŞ fĄggvĆnyek a (t, x, y) → x, (t, x, y) → y, (t, x, y) → t(1 − x), (t, x, y) → t(1 − y), (t, x, y) → x/(1 − t(1 − x)) Ćs (t, x, y) → y/(1 − t(1 − y)) fĄggvĆnyek. KŤnnyŰ ellenŞrizni, hogy bărmely x, y, x ≠ y păr megteszi. Ugyanezt a tĆtelt hasznălva Ćs a (2) egyenletet, kapjuk, hogy G is folytonos. Az analćg 10.2 tĆtelt hasznălva, hasonlćan kapjuk, hogy ha F_1, F_2 Ćs G Baire-tulajdonsăgčak, akkor folytonosak is. Most a 11.3 tĆtelt hasznălva hasonlćan kapjuk, hogy F_1, F_2 Ćs G folytonosan di¸erenciălhatćak. VĆgĄl, a 15.2 tĆtelt felhasznălva, azt kapjuk, hogy ha az F_1, F_2 Ćs G fĄggvĆnyek p > 0-szor folytonosan di¸erenciălhatćak, akkor (2) szerint a G fĄggvĆny, (4) illetve (5) szerint pedig az F_1 illetve F_2 fĄggvĆnyek p + 1-szer folytonosan di¸erenciălhatćak. Innen teljes indukcićval adćdik az ăllątăs.

21.12. A kockakettŞzĆs egyenlete. De Saint-Vincent bizonyos klaszszikus eredmĆnyei ăltal motivălva, amelyek a \kocka kettŞzĆsĆvel" kapcsolatosak, C. Alsina Ćs J. L. Garcia-Roig az

(1) f(x)f(px + —py) + f(y)f(—px + py) = f(px + —py)^2 + f(—px + py)^2,

ha x, y ∈ R fĄggvĆnyegyenletet tanulmănyoztăk, ahol 0 < p < 1 Ćs —p = 1 − p, Ćs meghatăroztăk folytonos f : R → ]0, ∞[ megoldăsait a p = 1/3 esetben. C. Alsina felvetette azt a problĆmăt, hogy talăljuk meg (1) Ťsszes folytonos f : R → ]0, ∞[ megoldăsăt, ha 0 < p < 1, p ≠ 1/3. (Lăsd [20].) A problĆmăt Maksa Gyulăval kŤzŤsen megoldottuk a XXXI. NemzetkŤzi FĄggvĆnyegyenletek Szimpćziumon, (lăsd [100]) Ćs az eredmĆnyt rĆszletes bizonyątăs nĆlkĄl ismertettĄk. Az (1) egyenlet nem nulla megoldăsait mĆrhetŞsĆgi feltĆtel mellett 0 < p < 1 esetĆn meghatărozć alăbbi eredmĆnyt a [101] kŤzŤs dolgozatban publikăltuk.

21.§ EgyszerŰ alkalmaz«asok

TĆtel. Legyen 0 < p < 1 rŤgzątett, —p = 1 − p, I ⊂ R egy nem Ąres nyąlt intervallum Ćs f : I → R\{0} egy, az I egy pozitąv mĆrtĆkŰ halmazăn mĆrhetŞ fĄggvĆny. Ekkor f akkor Ćs csak akkor teljesąti az (1) fĄggvĆnyegyenletet, ha

(2) 0 < p < 1 Ćs f(x) = c_1, ha x ∈ I vagy p = 1 3 Ćs f(x) = c_1e^{c2x}, ha x ∈ I vagy p = 1 2 Ćs f(x) = c_1(x + c_3), ha x ∈ I;

itt c_1, c_2, c_3 tetszŞleges konstansok, c_1 ≠ 0, −c_3 /∈ I.

Bizonyątăs. Az elsŞ lĆpĆs megmutatni, hogy minden megoldăs, amely mĆrhetŞ egy pozitąv Lebesgue-mĆrtĆkŰ A halmazon, vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatć. Az egyenletet ătąrhatjuk

(3) f(x) = f(px + —py) + f(—px + py)^2 f(px + —py)

− f(y) f(—px + py) f(px + —py)

alakba. Vălasszunk olyan q szămot, amelyre 1 > q > 1 − 1/(1/p + 1/—p), azaz 0 < (1 − q)(1/p + 1/—p) < 1. Lebesgue sŰrŰsĆgi tĆtelĆt hasznălva, talălhatunk olyan c ∈ I pontot Ćs r > 0 szămot, hogy a C = [c−r, c+r] halmazra C ⊂ I Ćs λ(A∩C) > qλ(C), ahol λ a Lebesgue-mĆrtĆket jelŤli R-en. Legyen g_{1,x}(y) = px + —py Ćs g_{2,x}(y) = —px + py, ha x, y ∈ I. A 8.3 tĆtelt szeretnĆnk alkalmazni annak bizonyątăsăra, hogy f folytonos a c egy kŤrnyezetĆben. Az egyetlen nem nyilvănvalć feltĆtel, amit ellenŞriznĄnk kell, hogy a g^{−1}_{1,c} (A) ∩ g^{−1}_{2,c} (A) halmaz Lebesgue-mĆrtĆke pozitąv. A g^{−1}_{1,c} Ćs g^{−1}_{2,c} lekĆpezĆsek nagyątăsok c centrummal Ćs 1/—p illetve 1/p faktorral. Innen C \ g^{−1}_{i,c} (A) benne van a g^{−1}_{i,c} (C \ A) halmazban, ha i = 1, 2, Ćs Lebesgue-mĆrtĆke kisebb mint λ(C)(1−q)/p illetve λ(C)(1−q)/—p. Ez azt mutatja, hogy C∩g^{−1}_{1,c} (A)∩g^{−1}_{2,c} (A) Lebesque-mĆrtĆke legalăbb λ(C)(1 − (1 − q)/p − (1 − q)/—p) > 0.

Legyen c ∈ I, Ćs mint fent, egy r > 0-ra jelŤlje C a [c − r, c + r] ⊂ I zărt intervallumot. Legyen 1 < Q ≤ min{(1 − —p/2)/p, (1 − p/2)/—p}. Ha |y − c| ≤ r/2 Ćs |x − c| < Qr, akkor |px + —py − c| < pQr + r—p/2 = r(pQ + —p/2) ≤ r, Ćs hasonlćan |—px + py − c| < r. Innen, felhasznălva az (1) egyenletet, azt kapjuk, hogy ha f folytonos C-n, akkor f folytonos a ]c − Qr, c + Qr[ ∩ I halmazon is. VĆve egy alkalmas nŤvekvŞ intervallumsorozatot, azt kapjuk, hogy f folytonos I-n.

Most megmutatjuk, hogy f lokălisan Lipschitz fĄggvĆny I-n. A 11.5 tĆtelt alkalmazhatjuk a fenti C kompakt halmazzal, Ćs azt kapjuk, hogy f lokălisan Lipschitz fĄggvĆny ]c−Qr, c+Qr[∩I-n. VĆve egy megfelelŞ C-t, ha I korlătos, illetve vălasztva C-k egy megfelelŞ sorozatăt, ha I nem korlătos, azt kapjuk, hogy f lokălisan Lipschitz fĄggvĆny I-n. Most alkalmazva a 1.25 tĆtelt (3)-ra, kapjuk, hogy f vĆgtelen sokszor di¸erenciălhatć.

188 21.§ EgyszerŰ alkalmaz«asok

A măsodik lĆpĆs megoldani az (1) fĄggvĆnyegyenletet. Di¸erenciălva x szerint, azt kapjuk, hogy

f^′(x)f(px + —py) + f(x)f^′(px + —py)p + f(y)f^′(—px + py)—p = 2f(px + —py)f^′(px + —py)p + 2f(—px + py)f^′(—px + py)—p

minden x, y ∈ I-re. Ezt az egyenletet di¸erenciălva y szerint, kapjuk, hogy

f^′(x)f^′(px + —py)—p + f(x)f^{′′}(px + —py)p—p + f^′(y)f^′(—px + py) + f(y)f^{′′}(—px + py)p—p = 2f^′(px—py)^2p—p + 2f(px + —py)f^{′′}(px + —py)p—p + 2f^′(—px + py)^2p—p + 2f(—px + py)f^{′′}(—px + py)p—p,

ha x, y ∈ I. Az y = x helyettesątĆssel ebbŞl az egyenletbŞl kŤvetkezik, hogy

(4) pf^{′′}(x)f(x) + (2p − 1)f^′(x)^2 = 0,

ha x ∈ I. De˛niăljuk a g fĄggvĆnyt I-n a

(5) g = f^′ f ŤsszefĄggĆssel. Ekkor (4)-bŞl kŤvetkezik, hogy

(6) pg^′(x) + (3p − 1)g(x)^2 = 0, x ∈ I.

Ha g(x_0) = 0 valamely x_0 ∈ I-re, akkor (6) szerint g^′(x_0) = 0 is teljesĄl. MăsrĆszt a nulla fĄggvĆny megoldăsa (6)-nak I-n, ągy az unicităsi tĆtel szerint g azonosan nulla I-n. Ŋgy (5)-bŞl kŤvetkezik (2). Ha g(x) ≠ 0 minden x ∈ I-re, akkor de˛niăljuk h-t az I-n a h = 1/g ŤsszefĄggĆssel. (6)-bćl kŤvetkezik, hogy h^′(x) = (3p − 1)/p minden x ∈ I-re, ągy

(7) h(x) =

3p − 1 p x + c

valamely c ∈ R-re Ćs minden x ∈ I-re. Ha p = 1/3, akkor h de˛nącićja szerint azt kapjuk, hogy c ≠ 0 Ćs (5)-bŞl kŤvetkezik, hogy f^′(x) − (1/c)f(x) = 0 minden x ∈ I-re. Ŋgy (2) teljesĄl. Ha p ≠ 1/3, akkor −pc/(3p − 1) /∈ I Ćs ismĆt h de˛nącićja szerint (5)-bŞl kŤvetkezik, hogy

f^′(x) − 1 3p−1

p x + c f(x) = 0 minden x ∈ I-re.

EnnĆlfogva valamely d ∈ R \ {0}-re azt kapjuk, hogy

(8) f(x) = d ( 3p − 1 p x + c

)_{p/(3p−1)} minden x ∈ I-re.

21.§ EgyszerŰ alkalmaz«asok

Legyen α = p/(3p − 1). Ezzel a jelŤlĆssel a fenti f fĄggvĆny pontosan akkor megoldăsa (1)-nek, ha az ( 1 α x + c

)_α ( 1 α (px + —py) + c

)_α + ( 1 α y + c

)_α ( 1 α (—px + py) + c

)_α

= ( 1 α (px + —py) + c

)_{2α} + ( 1 α (—px + py) + c

)_{2α}

egyenlet teljesĄl minden x, y ∈ I-re. Egy lineăris helyettesątĆssel azt kapjuk, hogy ez pontosan akkor igaz, ha

x^α(px + —py)^α + y^α(—px + py)^α = (px + —py)^{2α} + (—px + py)^{2α}

egyenlet teljesĄl minden x, y ∈^1_α I + c-re. Ha ez teljesĄl, akkor az

F (t) = (p + —pt)^α + t^α(—p + pt)^α − (p + —pt)^{2α} − (—p + pt)^{2α}

fĄggvĆny azonosan 0 az 1 pont egy kŤrnyezetĆben. Megmutatjuk, hogy ez csak akkor lehetsĆges, ha α = 1 Ćs ągy p = 1/2. Ennek bizonyątăsăra szămoljuk ki az F derivăltjait az 1 pontban. Vilăgos, hogy ezek a derivăltak mind F^{(n)}(1) = P_n(p)(3p − 1)^{−n} alakčak valamely P_n polinomjăval p-nek. Computer algebra rendszert hasznălva a szămątăsokra, azt kapjuk, hogy a fĄggvĆnynek Ćs elsŞ hărom derivăltjănak ĆrtĆke 0, de

P_4(p) = −48p^8 + 124p^7 − 90p^6 − 12p^5 + 40p^4 − 16p^3 + 2p^2 a 0, 0, 1 3 , 1 2 , − 1 8 + 1 8 √ 17, − 1 8 − 1 8 √ 17, 1, 1

gyŤkŤkkel. Mivel feltettĄk, hogy p ≠ 1/3, 0 < p < 1, a fennmaradć esetek p = 1/2 Ćs p = −1/8 + √ 17/8. MindkettŞ gyŤke P_5-nek is, de az utćbbi nem gyŤke a

P_6(p) = −10080p^{12} + 45192p^{11} − 109044p^{10} + 165872p^9 − 141426p^8 + 43526p^7 + 26452p^6 − 30532p^5 + 12166p^4 − 2298p^3 + 172p^2

polinomnak, mivel

P_6 ( − 1 8 + 1 8 √ 17 ) = − 718978689 524288 + 174377945 524288 √ 17. Ŋgy azt kapjuk, hogy csak α = 1 azaz p = 1/2 lehetsĆges. Ebben az esetben az f fĄggvĆny (8)-ban nyilvăn teljesąti (1)-et, ągy (2)-t kapjuk.

190 22.§ A Dirichlet-eloszlăs jellemzĆse

22.§ A Dirichlet-eloszlăs jellemzĆse 22.1. Dan Geiger Ćs David Heckerman [46] dolgozatukban a Dirichleteloszlăs egy čj jellemzĆsĆt adtăk meg. EredmĆnyeik azt mutatjăk, hogy bizonyos statisztikai problĆmăknăl nem kell feltennĄnk, hogy a szereplŞ valćsząnŰsĆgi văltozćk Dirichlet-eloszlăsčak, ez automatikusan kŤvetkezik a sokkal termĆszetesebb fĄggetlensĆgi feltevĆsekbŞl. MćdszerĄk abban ăll, hogy megmutatjăk, a valćsząnŰsĆgelmĆleti meggondolăsok a

(1) f_0(y_1, . . . , y_{n−1}) n∏ j=1 g_j (z_{1,j}, . . . , z_{k−1,j})

= g_0(x_1, . . . , x_{k−1}) k∏ i=1 f_i(w_{i,1}, . . . , w_{i,n−1})

fĄggvĆnyegyenletre vezetnek. Az egyenlet fennăll, ha (y_1, . . . , y_{n−1}) ∈ ´_{n−1} Ćs (z_{1,j}, . . . , z_{k−1,j}) ∈ ´_{k−1} (1 ≤ j ≤ n), (itt ´_m a ´_m = {(α_1, . . . , α_m) : α_i > 0, ∑ i α_i < 1} m-dimenzićs egysĆgszimplex R^m-ben). Az x_i-k, 1 ≤ i ≤ k az

(2) x_i = n∑ j=1 z_{i,j} y_j , (1 ≤ i < k)

ŤsszefĄggĆssel, illetve az

(3) x_k = 1 − k−1∑ i=1 x_i

ŤsszefĄggĆssel, mąg w_{i,j} a (4) w_{i,j} = z_{i,j} y_j /x_i (1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j < n) ŤsszefĄggĆssel van de˛niălva, ahol

(5) z_{k,j} = 1 − k−1∑ i=1 z_{i,j} (1 ≤ j ≤ n). Az (6) y_n = 1 − n−1∑ j=1 y_j

22.§ A Dirichlet-eloszlăs jellemzĆse

jelŤlĆssel az is teljesĄl, hogy

(7) x_k = n∑ j=1 z_{i,j} y_j .

MegjegyezzĄk, hogy (x_1, . . . , x_{k−1}) ∈ ´_{k−1} Ćs (w_{i,1}, . . . , w_{i,n−1}) ∈ ´_{n−1}, ha 1 ≤ i ≤ k, tovăbbă f_i, 0 ≤ i ≤ k Ćs g_j, 0 ≤ j ≤ n a ´_{n−1} illetve ´_{k−1} halmazokon Ćrtelmezett valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek.

Mint Geiger Ćs Heckerman megjegyzik, az (1) fĄggvĆnyegyenlet szimmetrikus abban az Ćrtelemben, hogy čgy is tekinthetŞ, hogy az x-ek Ćs w-k a szabad văltozćk, azaz (1) minden (x_1, . . . , x_{k−1}) ∈ ´_{k−1}-ra Ćs (w_{i,1}, . . . , w_{i,n−1}) ∈ ´_{n−1}-re ăll fenn, 1 ≤ j ≤ n. Ebben az esetben y_j, 1 ≤ j ≤ n az

(8) y_j = k∑ i=1 w_{i,j} x_i, ha 1 ≤ j < n

illetve

(9) y_n = 1 − n−1∑ j=1 y_j

ŤsszefĄggĆssel van de˛niălva, z_{i,j} pedig a (10) z_{i,j} = w_{i,j} x_i/y_j ha 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i < k ŤsszefĄggĆssel, ahol w_{i,n}-et a

(11) w_{i,n} = 1 − n−1∑ j=1 w_{i,j} ha 1 ≤ i ≤ k

ŤsszefĄggĆs de˛niălja. Az

(12) x_k = 1 − k−1∑ i=1 x_i

jelŤlĆsekkel az is teljesĄl, hogy

(13) y_n = k∑ i=1 w_{i,j} x_i.

RŤviden, az f ↔ g, x ↔ y, z ↔ w, k ↔ n, i ↔ j cserĆkre vonatkozćan teljes szimmetria ăll fenn.

Geiger Ćs Heckerman az (1) fĄggvĆnyegyenletet di¸erenciălegyenletre tŤrtĆnŞ redukcićval oldjăk meg. Ehhez fel kell tenniĄk, hogy az (1)-ben szereplŞ ismeretlen fĄggvĆnyek simăk Ćs mindenĄtt pozitąvak, de csak azt tudjuk, hogy valamely valćsząnŰsĆgi văltozćk sŰrŰsĆgfĄggvĆnyei. Ŋgy az alăbbi, Dan Geiger ăltal megfogalmazott problĆmăhoz jutunk:

22.2. ProblĆma. TegyĄk fel, hogy az elŞzŞ pont (1){(5) feltĆtelei fennăllnak, Ćs az (1) egyenletben szereplŞ ismeretlen fĄggvĆnyek sŰrŰsĆgfĄggvĆnyek (azaz nemnegatąvak, Lebesgue-integrălhatćk, Ćs integrăljuk egy). KŤvetkezik-e, hogy mindenĄtt pozitąvak Ćs C^∞-beliek?

192 22.§ A Dirichlet-eloszlăs jellemzĆse

TĆteleink lehetŞvĆ teszik, hogy pozitąv vălaszt adjunk erre a kĆrdĆsre. Ez az eredmĆny a J«arai [92] dolgozatban kerĄlt publikălăsra. Annak bizonyątăsăra, hogy 22.1.(1) pozitąv megoldăsai C^∞-beliek, kŤzvetlenĄl hasznălhatjuk ăltalănos tĆteleinket. SzĄksĆgĄnk lesz az alăbbi lemmăra.

22.3. Lemma. Ha y, z ∈ R^m, z ≠ 0, y ≠ 0, akkor az u → ⟨u, y⟩z lineăris transzformăcić valćs sajătĆrtĆkei Ćs sajătalterei

α = 0, {u ∈ R^m : u ⊥ y} α = ⟨z, y⟩, {u ∈ R^m : u = cz, c ∈ R}.

Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy αu = ⟨u, y⟩z. KĆt lehetŞsĆg van. Ha α = 0, akkor ⟨u, y⟩ = 0. Ha α ≠ 0, akkor u = cz valamely c ∈ R-el Ćs ągy αcz = ⟨cz, y⟩z, amibŞl kŤvetkezik, hogy α = ⟨z, y⟩.

22.4. TĆtel. TegyĄk fel, hogy az f_i, 0 ≤ i ≤ k Ćs g_j , 0 ≤ j ≤ n fĄggvĆnyek Lebesgue-mĆrhetŞek, mindenĄtt pozitąvak, Ćs eleget tesznek a 22.1.(1) egyenletnek, amelyben a belsŞ fĄggvĆnyek a 22.1.(2){(5) ŤsszefĄggĆsekkel vannak de˛niălva. Ekkor f_i, 0 ≤ i ≤ k Ćs g_j , 0 ≤ j ≤ n is C^∞-ben vannak.

Bizonyątăs. VegyĄk a 22.1.(1) egyenlet mindkĆt oldalănak logaritmusăt. A 8.3, 11.3 Ćs 15.2 tĆteleket fogjuk felhasznălni, hogy megmutassuk, az ln f_i, 0 ≤ i ≤ k Ćs ln g_j, 0 ≤ j ≤ n fĄggvĆnyek C^∞-ben vannak.

ElŞszŤr megmutatjuk, a 8.3 tĆtelbŞl kŤvetkezik, hogy ln f_0 folytonos. Az egyetlen nem triviălisan teljesĄlŞ feltĆtel, hogy bărmely (y_1, . . . , y_{n−1})- hez vannak olyan z-k, hogy az Ťsszes, a g_j , 0 ≤ j ≤ n illetve f_i, 1 ≤ i < k fĄggvĆnyekbe ąrt belsŞ fĄggvĆnyeknek a z-k szerinti parciălis derivăltjaibćl kĆpzett mătrix rangja maximălis, azaz k −1 a g-k belsŞ fĄggvĆnyeire Ćs n−1 az f-ek belsŞ fĄggvĆnyeire. Azt fogjuk megmutatni, hogy a z-k bărmely vălasztăsăra ez a helyzet.

A g_j , 1 ≤ j ≤ n fĄggvĆnyek belsŞ fĄggvĆnyeire ez triviălis. A g_0-ban szereplŞ belsŞ fĄggvĆnyre bărmely 1 ≤ j ≤ n esetĆn a ( ∂x_i ∂z_{s,j}

)_{k−1}

i,s=1

= (y_jδ_{i,s})^{k−1}_{i,s=1}

mătrix determinănsa y^{k−1}_j , ągy nem nulla.

Az f_i, 1 ≤ i < k fĄggvĆnyek belsŞ fĄggvĆnyeire azt kapjuk, hogy

∂w_{i,j} ∂z_{i,t} = δ_{j,t}y_j x_i − z_{i,j} y_j y_t x^2_i , ahol δ a Kronecker-delta. JelŤlje Z_i az u → ⟨u, y⟩z_i lineăris transzformăcićjăt R^{n−1}-nek Ťnmagăra, ahol y = (y_1, . . . , y_{n−1}) Ćs z_i = (z_{i,1}, . . . , z_{i,n−1}). Ezzel a jelŤlĆssel det (( ∂w_{i,j} ∂z_{i,t}

)_{n−1}

j,t=1 ) = ∏_{n−1} j=1 y_j x^{2n−2}_i det(x_i1 − Z_i),

22.§ A Dirichlet-eloszlăs jellemzĆse

ahol 1 az identikus lekĆpezĆs. Az elŞzŞ lemma szerint a Z_i valćs sajătĆrtĆkei 0 Ćs ⟨y, z_i⟩. Mivel x_i ≠ 0 Ćs ⟨y, z_i⟩ = z_{i,1}y_1 + · · · + z_{i,n−1}y_{n−1} ≠ x_i, a jobb oldalon szereplŞ determinăns nem nulla.

Az f_k fĄggvĆnyben szereplŞ belsŞ fĄggvĆnyre azt kapjuk, hogy

∂w_{k,j} ∂z_{i,t} = ∂z_{k,j} ∂z_{i,t} y^j x^k − z^{k,j} y^j

∂x_k ∂z_{i,t} x^2_k = −δ_{j,t}y_j x_k − z_{k,j} y_jy_t x^2_k . JelŤlje Z_k az u → ⟨u, y⟩z_k lineăris transzformăcićjăt R^{n−1}-nek Ťnmagăra, ahol y = (y_1, . . . , y_{n−1}) Ćs z_k = (z_{k,1}, . . . , z_{k,n−1}). Ezzel a jelŤlĆssel bărmely 1 ≤ i < k-re

det (( ∂w_{k,j} ∂z_{i,t}

)_{n−1}

j,t=1 ) = ∏_{n−1} j=1 y_j x^{2n−2}_k det(Z_k − x_k1).

Ůgy, mint fent, a jobb oldal nem nulla, mivel x_k ≠ 0 Ćs ⟨y, z_k⟩ = z_{k,1}y_1 + · · · + z_{k,n−1}y_{n−1} ≠ x_k.

Măsodik lĆpĆskĆnt megmutatjuk, hogy a 8.3 tĆtelbŞl az is kŤvetkezik, hogy ln g_j folytonos, ha 1 ≤ j ≤ n. Itt is, čgy mint fent, az egyetlen nem triviălisan teljesĄlŞ feltĆtel, hogy egy tetszŞleges (z_{1,j}, . . . , z_{k−1,j}) vektorhoz lĆtezik olyan y_i, 1 ≤ i < k Ćs z_{s,t}, 1 ≤ s < k, 1 ≤ t ≤ n, t ≠ j, hogy a g_t, 0 ≤ t ≤ n, t ≠ j Ćs f_i, 0 ≤ i < k fĄggvĆnyek belsŞ fĄggvĆnyeinek az y_i, z_{s,t} văltozćk szerinti derivăltjănak a rangja maximălis, azaz k − 1 a g-k belsŞ fĄggvĆnyeire Ćs n − 1 az f-ek belsŞ fĄggvĆnyeire. Meg fogjuk mutatni, hogy az y_i, 1 ≤ i < k Ćs z_{s,t}, 1 ≤ s < k, 1 ≤ t ≤ n, t ≠ j văltozćk bărmely vălasztăsăra ez a helyzet.

Az f_0 Ćs a g_t, 1 ≤ t ≤ n, t ≠ j fĄggvĆnyek belsŞ fĄggvĆnyeire ez triviălis. A g_0 fĄggvĆny belsŞ fĄggvĆnyĆre, Ćs 1 ≤ t ≤ n, t ≠ j-re a ( ∂x_i ∂z_{s,t}

)_{k−1}

i,s=1

= (y_tδ_{i,s})^{k−1}_{i,s=1}

mătrix determinănsa y^{k−1}_t , ągy nem nulla.

Az f_i, 1 ≤ i < k fĄggvĆnyek belsŞ fĄggvĆnyeire

∂w_{i,j} ∂y_t = z_{i,j} δ_{j,t}x_i − z_{i,j} y_j (z_{i,t} − z_{i,n}) x^2_i . JelŤlje Z^′_i az u → ⟨u, y⟩z^′_i lineăris transzformăcićjăt R^{n−1}-nek Ťnmagăba, ahol y = (y_1, . . . , y_{n−1}) Ćs z^′_i = (z_{i,1} − z_{i,n}, . . . , z_{i,n−1} − z_{i,n}). Ezzel a jelŤlĆssel det (( ∂w_{i,j} ∂y_t

)_{n−1}

j,t=1 ) = ∏_{n−1}

j=1 z_{i,j} x^{2n−2}_i det(x_i1 − Z^′_i).

Mivel z^′_i ≠ 0 Ćs ⟨y, z^′_i⟩ = x_i −z_{i,n} ≠ x_i, a jobb oldal determinănsa nem nulla.

194 22.§ A Dirichlet-eloszlăs jellemzĆse

Az f_k fĄggvĆny belsŞ fĄggvĆnyĆre azt kapjuk, hogy

∂w_{k,j} ∂y_t = z_{k,j} δ_{j,t}x_k − z_{k,j} y_j ∂x^k∂y_t

x^2_k = z_{k,j} ( δ_{j,t}x_k + y_j

∑_{k−1} i=1 ∂x_i ∂y_t ) x^2_k = z_{k,j} ( δ_{j,t}x_k + y_j

∑_{k−1} i=1 (z_{i,t} − z_{i,n}) ) x^2_k = z_{k,j} (δ_{j,t}x_k + y_j(1 − z_{k,t} − 1 + z_{k,n})) x^2_k = z_{k,j} (δ_{j,t}x_k − y_j(z_{k,t} − z_{k,n})) x^2_k . JelŤlje Z^′_k az u → ⟨u, y⟩z^′_k lineăris transzformăcićjăt R^{n−1}-nek Ťnmagăba, ahol y = (y_1, . . . , y_{n−1}) Ćs z^′_k = (z_{k,1} − z_{k,n}, . . . , z_{k,n−1} − z_{k,n}). Ezzel a jelŤlĆssel det (( ∂w_{k,j} ∂y_t

)_{n−1}

j,t=1 ) = ∏_{n−1} j=1 z_{k,j} x^{2n−2}_k det(x_k1 − Z^′_k).

A jobb oldal nem nulla, mivel x_k ≠ 0 Ćs ⟨y, z^′_k⟩ = x_k − z_{k,n} ≠ x_k.

A harmadik lĆpĆsben felhasznăljuk az egyenlet szimmetriăjăt. FelcserĆlve az y-ok Ćs a z-k, illetve az x-ek Ćs a w-k szerepĆt, kapjuk, hogy az ln f_0 Ćs az ln g_j , 1 ≤ j ≤ n fĄggvĆnyek is folytonosak. Ŋgy azt kaptuk, hogy f_i, 0 ≤ i ≤ k Ćs g_j, 0 ≤ j ≤ n folytonosak.

Most alkalmazhatjuk a 11.3 tĆtelt. Ugyančgy, mint fenn, kapjuk, hogy a fŤggvĆnyegyenletben szereplŞ Ťsszes fĄggvĆny C^1-beli. Ha most alkalmazzuk a 15.2 tĆtelt, ugyančgy, mint fent, azt kapjuk, hogy minden, az egyenletben szereplŞ fĄggvĆny C^2-beli. IsmĆtelve ezt az eljărăst, kapjuk, hogy az Ťsszes szereplŞ fĄggvĆnyek C^∞-beliek.

Annak bizonyątăsăhoz, hogy a sŰrŰsĆgfĄggvĆny megoldăsok mindenĄtt pozitąvak, a 3. paragrafus ăltalănos Steinhaus-tąpusč tĆteleit fogjuk felhasznălni. SzĄksĆgĄnk lesz egy lemmăra.

22.5. Lemma. Legyen L : R^{re} × . . . × R^{rn} → R^m egy lineăris transzformăcić, a nullterĆt jelŤlje N. JelŤlje p_i a

p_i(x_1, . . . , x_i, . . . , x_n) = x_i, x_i ∈ R^{ri} (1 ≤ i ≤ n)

ŤsszefĄggĆssel de˛niălt

p_i : R^{re} × . . . × R^{rn} → R^{ri}

22.§ A Dirichlet-eloszlăs jellemzĆse projekcićt. Legyen r =

∑_n

i=1 r_i. A dim(N) = r − m Ćs p_i(N) = R^{ri} , ha 1 ≤ i ≤ n feltĆtelek pontosan akkor teljesĄlnek, ha 1 ≤ i ≤ n esetĆn az L_i : (x_1, . . . , x_{i−1}, x_i, x_{i+1}, . . . , x_n) → L(x_1, . . . , x_{i−1}, 0, x_{i+1}, . . . , x_n) transzformăcić rangja m.

Bizonyątăs. A dim(N) = r−m feltĆtel azzal ekvivalens, hogy rank(L) = m. TegyĄk fel, hogy rank(L) = m Ćs p_i(N) = R^{ri} , ha 1 ≤ i ≤ n. Legyen y ∈ R^m. Vălasszuk čgy x_1, . . . , x_{i−1}, x_i, x_{i+1}, . . . , x_n-et, hogy L(x_1, . . . , x_i, . . . , x_n) = y teljesĄljŤn. Mivel x_i ∈ p_i(N), lĆteznek x^′_1, . . . , x^′_{i−1}, x^′_{i+1}, . . . , x^′_n čgy, hogy L(x^′_1, . . . , x^′_{i−1}, x_i, x^′_{i+1}, . . . , x^′_n) = 0.

Az x^{′′}_j = x_j − x^′_j, ha j ≠ i jelŤlĆsekkel azt kapjuk, hogy

L(x^{′′}_1 , . . . , x^{′′}_{i−1}, 0, x^{′′}_{i+1}, . . . , x^{′′}_n) = y, azaz y benne van az L_i ĆrtĆkkĆszletĆben. Mivel y tetszŞleges volt, rank(L_i) = m. Most tegyĄk fel, hogy rank(L_i) = m, ha 1 ≤ i ≤ m. EbbŞl kŤvetkezik, hogy rank(L) = m mivel m ≥ rank(L) ≥ rank(L_i). Legyen x_i ∈ R^{ri} Ćs y = L(0, . . . , 0, −x_i, 0, . . . , 0).

Vălasszunk x_1, . . . , x_{i−1}, x_{i+1}, . . . , x_n-t čgy, hogy L_i(x_1, . . . , x_{i−1}, x_{i+1}, . . . , x_n) = y teljesĄljŤn. Ekkor L(x_1, . . . , x_{i−1}, x_i, x_{i+1}, . . . , x_n) = 0, azaz p_i(N) tartalmazza x_i-t. Mivel x_i tetszŞleges volt, p_i(N) = R^{ri} .

22.6. TĆtel. Legyenek f_i, 0 ≤ i ≤ n Ćs g_j, 0 ≤ j ≤ k olyan sŰrŰsĆgfĄggvĆnyek, amelyek eleget tesznek a 22.1.(1) egyenletnek, amelyben a belsŞ fĄggvĆnyek a 22.1.(2){(5) ŤsszefĄggĆsekkel vannak de˛niălva. Ekkor f_i, 0 ≤ i ≤ n Ćs g_j , 0 ≤ j ≤ k mindenĄtt pozitąvak Ćs C^∞-beliek.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ tĆtel szerint csak azt kell megmutatnunk, hogy a fĄggvĆnyek mindenĄtt pozitąvak. Ez Ťt lĆpĆsben fog tŤrtĆnni. Hasznălni fogjuk a {f_0 = 0} = {y ∈ ´_{n−1} : f_0(y) = 0} jelŤlĆst Ćs az analćg {f_i = 0}, {f_i ≠ 0}, {g_j = 0}, {g_j ≠ 0} jelŤlĆseket.

I. ElŞszŤr azt mutatjuk meg, hogy a {f_i ≠ 0}, 0 ≤ i ≤ k Ćs {g_j ≠ 0}, 0 ≤ j ≤ n halmazok tartalmaznak belsŞ pontot. Mivel f_i, g_j nemnegatąvak Ćs Lebesgue-integrăljuk 1, pozitąvak egy pozitąv mĆrtĆkŰ Lebesgue-mĆrhetŞ halmazon. Hasznăljuk fel most a 3.13 megjegyzĆst.

196 22.§ A Dirichlet-eloszlăs jellemzĆse

Annak bizonyątăsăhoz, hogy {g_0 ≠ 0} tartalmaz belsŞ pontot, a 22.1.(1) szerint azt kell megmutatnunk, hogy ha (y_1, . . . , y_{n−1}) befutja a {f_0 ≠ 0} pozitąv mĆrtĆkŰ halmazt, (z_{1,j} , . . . , z_{k−1,j} ) pedig befutja a {g_j ≠ 0} pozitąv mĆrtĆkŰ halmazt, akkor (x_1, . . . , x_{k−1}) befut egy nem Ąres nyąlt halmazt. Ehhez a 3.13 megjegyzĆs szerint azt kell ellenŞriznĄnk, hogy (x_1, . . . , x_{k−1})- nak az y-ok Ćs z-k szerint vett (teljes) di¸erenciăljănak a rangja k−1, nulltere pedig Ăăltalănos helyzetben van", abban az Ćrtelemben, ahogyan az a 3.13 megjegyzĆsben szerepel. Az elŞzŞ lemma szerint ezen feltĆtelek teljesĄlĆse kŤvetkezik det (( ∂x_i ∂z_{s,t}

)_{k−1}

i,s=1 ) ≠ 0 (1 ≤ t ≤ n)

fennăllăsăbćl, amit viszont az elŞzŞ tĆtel bizonyątăsăban ellenŞriztĄnk.

Hasonlćan, annak bizonyątăsăhoz, hogy {f_i ≠ 0}, 1 ≤ i < k tartalmaz belsŞ pontot, azt hasznălhatjuk, hogy det (( ∂w_{i,j} ∂z_{i,t}

)_{n−1}

j,t=1 ) ≠ 0 Ćs det (( ∂w_{i,j} ∂y_t

)_{n−1}

j,t=1 ) ≠ 0.

VĆgĄl annak bizonyątăsăhoz, hogy {f_k ≠ 0} tartalmaz belsŞ pontot, azt hasznălhatjuk, hogy det (( ∂w_{k,j} ∂z_{i,t}

)_{n−1}

j,t=1 ) ≠ 0 (1 ≤ i < k) Ćs det (( ∂w_{k,j} ∂y_t

)_{n−1}

j,t=1 ) ≠ 0.

Felhasznălva az egyenlet szimmetriăjăt, az is kŤvetkezik, hogy a {f_0 ≠ 0} Ćs {g_j ≠ 0}, 1 ≤ j ≤ n halmazok is tartalmaznak belsŞ pontot.

II. TegyĄk fel, hogy az

(y_1, . . . , y_{n−1}) ∈ ´_{n−1}, (z_{1,j}, . . . , z_{k−1,j}) ∈ ´_{k−1}, 1 ≤ j ≤ n

vektorok egyike rŤgzątett, a tŤbbiek egy nyąlt halmazban mozognak. Ekkor a vektor ĆrtĆkŰ (x_1, . . . , x_{k−1}) ∈ ´_{k−1} illetve (w_{i,1}, . . . , w_{i,n−1}) ∈ ´_{n−1}, 1 ≤ i ≤ k fĄggvĆnyek, amelyeket a 22.1.(2){(5) egyenletek de˛niălnak, ezt a nyąlt halmazt egy nyąlt halmazra kĆpezik. Hasonlćan, ha az

(x_1, . . . , x_{k−1}) ∈ ´_{k−1}, (w_{i,1}, . . . , w_{i,n−1}) ∈ ´_{n−1}, 1 ≤ i ≤ k

22.§ A Dirichlet-eloszlăs jellemzĆse

vektorok egyike rŤgzątett, a tŤbbiek egy nyąlt halmazban mozognak, akkor a vektor ĆrtĆkŰ (y_1, . . . , y_{n−1}) ∈ ´_{n−1}

illetve (z_{1,j} , . . . , z_{k−1,j}) ∈ ´_{k−1}, 1 ≤ j ≤ n

fĄggvĆnyek, amelyeket a 22.1.(8){(11) ŤsszefĄggĆsek de˛niălnak, ezt a nyąlt halmazt egy nyąlt halmazra kĆpezik.

Ennek bizonyątăsăhoz elŞszŤr tegyĄk fel, hogy (y_1, . . . , y_{n−1}) ∈ ´_{n−1} rŤgzątett, Ćs a z-k văltoznak egy nyąlt halmazban. Megmutatjuk, hogy (x_1, . . . , x_{k−1}) ezt a nyąlt halmazt egy nyąlt halmazra kĆpezi. Az ĆrtĆkkĆszlet egy tetszŞleges pontjăhoz vălasszunk egy olyan (z_{1,j} , . . . , z_{k−1,j} ), 1 ≤ j ≤ n vektorsorozatot, amelynek ez az adott pont a kĆpe. Minden z-t rŤgzątve z_{s,1}, 1 ≤ s < k kivĆtelĆvel, Ćs felhasznălva, hogy (az elŞzŞ tĆtel bizonyątăsăban vĆgzett szămątăsok szerint) bărmely 1 ≤ j ≤ n-re a ( ∂x_i ∂z_{s,j}

)_{k−1}

i,s=1

mătrix determinănsa nem nulla, az inverz fĄggvĆny tĆtelbŞl kapjuk, hogy az ĆrtĆkkĆszlet adott pontja belsŞ pont.

A tŤbbi eset is hasonlćan kŤvetkezik az elŞzŞ tĆtelben vĆgzett szămątăsok Ćs az f ↔ g, x ↔ y, z ↔ w, k ↔ n, i ↔ j cserĆkre vonatkozć szimmetria felhasznălăsăval.

III. Most megmutatjuk, hogy a {g_j ≠ 0}, 0 ≤ j ≤ n Ćs {f_i ≠ 0}, 0 ≤ i ≤ k halmazok nyąltak.

TegyĄk fel, hogy f_0(y_1, . . . , y_{n−1}) ≠ 0. Minden 1 ≤ j ≤ n-re vălasszunk egy (z_{1,j}, . . . , z_{k−1,j}) belsŞ pontot {g_j ≠ 0}-bćl. JelŤlje x_i, 1 ≤ i < k Ćs w_{i,j} , 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j < n az y-okbćl Ćs z-kbŞl a 22.1.(2){(5) ŤsszefĄggĆsek szerint szămątott ĆrtĆkeket. RŤgzątve az y-okat Ćs egy kis kŤrnyezetben văltoztatva a z-ket, az egyenlet bal oldala nem nulla, ągy a jobb oldalon is minden tĆnyezŞ nullătćl kĄlŤnbŤzŞ kell legyen. A II. lĆpĆs szerint ebbŞl kŤvetkezik, hogy (x_1, . . . , x_{k−1}) belsŞ pontja {g_0 ≠ 0}-nak (w_{i,1}, . . . , w_{i,n−1}) pedig belsŞ pontja {f_i ≠ 0}-nak (1 ≤ i ≤ k). Ezen pontok egyikĆt rŤgzątve, a tŤbbit văltoztatva, hasonlćan kapjuk, hogy (y_1, . . . , y_{n−1}) belsŞ pontja {f_0 ≠ 0}- nak. A tŤbbi eset hasonlćan tărgyalhatć.

IV. Most megmutatjuk, hogy a {g_j = 0}, 0 ≤ j ≤ n Ćs {f_i = 0}, 0 ≤ i ≤ k halmazok is nyąltak.

TegyĄk fel, hogy f_0(y_1, . . . , y_{n−1}) = 0. Minden 1 ≤ j ≤ n-re vălasszunk egy (z_{1,j}, . . . , z_{k−1,j}) pontot {g_j ≠ 0}-bŞl. JelŤlje ismĆt x_i, 1 ≤ i < k Ćs w_{i,j} , 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j < n az y-okbćl Ćs z-kbŞl a 22.1.(2){(5) egyenletek szerint szămątott ĆrtĆkeket. Mivel az egyenlet bal oldalăn a szorzat nulla, a jobb oldalon ăllć tĆnyezŞk kŤzĄl is legalăbb az egyik nulla kell legyen. TegyĄk fel, hogy g_0(x_1, . . . , x_{k−1}) = 0. RŤgzątsĄk (x_1, . . . , x_{k−1})-et. Egy kis kŤrnyezetben văltoztatva a w-ket, a folytonossăg miatt a z-k kŤzel maradnak

198 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

az eredetihez, ągy a

∏_n

j=1 g_j szorzat nullătćl kĄlŤnbŤzŞ marad. Mivel a jobb oldal nulla, f_0 nulla kell legyen. Mivel az x-ek kŤzben befutjăk az eredetileg vălasztott pont egy kŤrnyezetĆt, az belsŞ pontja {f_0 = 0}-nak. Az Ťsszes tŤbbi eset is hasonlćan tărgyalhatć.

V. Most măr kŤnnyen kapjuk a tĆtel ăllątăsăt. A {g_j ≠ 0} halmaz nem Ąres nyąlt rĆszhalmaza ´_{k−1}-nek. A {g_j = 0} halmaz nyąlt rĆszhalmaza ´_{k−1}-nek. Mivel ´_{k−1} ŤsszefĄggŞ, {g_j = 0} Ąres kell legyen. Hasonlćan {f_i = 0} = ∅.

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

23.1. BevezetĆs. A harmincadik NemzetkŤzi FĄggvĆnyegyenletek Szimpćziumon (1992, Oberwolfach) Wolfgang Sander a kŤvetkezŞ problĆmăt vetette fel [146]:

ProblĆma. Legyenek f, g_1, g_2, h_1, h_2 : R^n → C fĄggvĆnyek. TegyĄk fel, hogy f nem mindenĄtt nulla, Ćs hogy g_1 Ćs g_2 lineărisan fĄggetlenek. Ha f, g_1, g_2, h_1, h_2 teljesątik az

(1) f(u + v)f(u − v) = g_1(u)h_1(v) + g_2(u)h_2(v), u, v ∈ R^n

fĄggvĆnyegyenletet, bizonyątsuk be vagy căfoljuk meg, hogy f mĆrhetŞsĆgĆbŞl kŤvetkezik f folytonossăga.

Ez a kĆrdĆs tulajdonkĆppen egy, a Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆnynek addicićs tĆtel segątsĆgĆvel tŤrtĆnŞ jellemzĆsĆre vonatkozć kĆrdĆs. Folytonossăg feltĆtelezĆse mellett Mario Bonk adott ilyen jellemzĆst habilităcićs dolgozatăban Ćs azt [27] dolgozatăban publikălta. Ńt AczĆl Jănos \The state of the second part of Hilbert’s ˛fth problem" cąmŰ [10] ăttekintŞ dolgozata motivălta. Ebben a dolgozatban Acz«el az Abel ăltal vizsgălt fĄggvĆnyegyenleteket tărgyalja. Hilbert ŤtŤdik problĆmăjănak măsodik felĆben idĆzi Abel fĄggvĆnyegyenletekkel kapcsolatos munkăit azzal a megjegyzĆssel, hogy Ćrdekes lenne megkapni Abel eredmĆnyeit di¸erenciălhatćsăgi feltĆtelek nĆlkĄl. AczĆl Ťsszefoglalja az Abel ăltal vizsgălt egyenletekkel kapcsolatban azćta elĆrt eredmĆnyeket. Az

(2) f(u + v)f(u − v) = f(u)^2g(v)^2 − f(v)^2g(u)^2,

(3) g(u + v)g(u − v) = g(u)^2g(v)^2 − c^2f(u)^2f(v)^2

egyenletekkel kapcsolatban azt ąrja, hogy^1 ĂAbel ezt az egyenletrendszert legfeljebb negyedrendŰ di¸erenciălegyenletekre vezette vissza, termĆszetesen (nĆgyszeri) di¸erenciălhatćsăg feltĆtelezĆse mellett, azaz, mivel komplex

1“Abel reduced this system to differential equations of up to fourth order, of course under supposition of differentiability (of fourth order), that is, since the functions are complex, of analyticity. Haruki [50] has found, also by reduction to differential equations of at most fourth order, the general (in fourth order) differentiable solutions of (2) alone. The general continuous solution either of (2) alone or of the system (2), (3) for all u, v ∈ C is not known (to me); even less are those under regularity conditions weaker than continuity or on subsets of C^2.”

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

fĄggvĆnyekrŞl van szć, analitikussăg feltĆtelezĆsĆvel. Haruki [50], szintĆn legfeljebb negyedrendŰ di¸erenciălegyenletekre tŤrtĆnŞ visszavezetĆssel, meghatărozta az egyedĄl csak (2)-nek eleget tĆvŞ (nĆgyszer) di¸erenciălhatć megoldăsokat. Az egyedĄl csak (2)-t vagy a (2), (3) rendszert minden u, v ∈ C-re kielĆgątŞ ăltalănos folytonos megoldăsok nem ismertek (szămomra); mĆg kevĆsbĆ a folytonossăgnăl gyengĆbb regularităsi feltĆtelt kielĆgątŞ vagy a C^2 rĆszhalmazain tekintett megoldăsok."

Bonk [27] dolgozatăban az

(4) f_1(u + v)f_2(u − v) = k∑ i=1 g_i(u)h_i(v), u, v ∈ R^n,

fĄggvĆnyegyenletet, illetve annak speciălis esetĆt, az

(5) f(u + v)f(u − v) = k∑ i=1 g_i(u)h_i(v), u, v ∈ R^n,

egyenletet vizsgălta. A fĄggvĆnyek komplex ĆrtĆkŰek. Bebizonyątott egy regularităsi tĆtelt, azt, hogy (4) minden folytonos f_1, f_2, g_i, h_i megoldăsa lineărisan fĄggetlen g_i Ćs h_i fĄggvĆnyekkel (egyĆrtelmŰen) kiterjeszthetŞ egy C^n-en Ćrtelmezett analitikus fĄggvĆnnyĆ čgy, hogy a kiterjesztĆsek eleget tesznek (4)-nek C^n-en. Felhasznălva ezt az eredmĆnyt, Bonk meghatărozta (5) minden folytonos megoldăsăt a k ≤ 2 esetben. TermĆszetesen, speciălis esetkĆnt megkaphatć (2) illetve (3), Ćs a (2), (3) rendszer minden folytonos megoldăsa is.

Vizsgălataiban Bonk Fourier-transzformăcićt Ćs speciălis becslĆseket hasznăl. Durvăn szćlva, regularităsi tĆtele azon mčlik, hogy a (4) egyenlet megoldăsai Ărenormălhatćk" čgy, hogy a vĆgtelenben exponenciălisan eltŰnŞ fĄggvĆnyekkĆ vălnak, Ćs egy ilyen f megoldăs Fourier-transzformăltja egy ugyancsak (4) tąpusč egyenletet teljesąt. A Fourier-transzformălt Laplacetranszformăltja adja a kiterjesztĆst C^n-re. A k ≤ 1 eset elemi. A k ≤ 2 esetben a megoldăsok komplex fĄggvĆnytani eszkŤzŤkkel hatărozhatćk meg.

1992-ben Richard Rochberg Ćs Lee A. Rubel [136] măs mćdszerekkel meghatăroztăk a (4) egyenlet analitikus f : C → C megoldăsait a k ≤ 2 esetben. KĆt megoldăst is adtak. ElsŞ mćdszerĄk a fĄggvĆnyegyenletet differenciălegyenletre vezeti vissza, a măsodik az egyenlet speciălis szimmetriăit hasznălja. (MindkĆt esetben nĆhăny megoldăst nem vettek Ćszre.)

VĆgĄl Bonk 1997-ben [28] dolgozatăban meghatărozta a (4) egyenlet folytonos megoldăsait a k ≤ 2 esetben.

Ennek a paragrafusnak a cĆlja egyrĆszt, hogy megmutassuk, eredmĆnyeinkbŞl kŤvetkezik, hogy minden mĆrhetŞ Ćs nem majdnem mindenĄtt nulla (f_1, f_2) megoldăsa (4)-nek C^∞-ben van. Speciălisan, Sander fent emlątett problĆmăjăt is megoldjuk. MăsrĆszt, megmutatjuk, hogy di¸erenciălegyenletekre tŤrtĆnŞ visszavezetĆssel is megkaphatćk a Bonk fent emlątett dolgozataiban szereplŞ eredmĆnyek. Ŋgy Bonk, valamint Rochberg Ćs Rubel

200 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

tĆteleinek ăltalănosątăsăt kapjuk, ăltalănos mćdszerek felhasznălăsăn nyugvć bizonyątăssal. Ez a mćdszer tehăt a Hilbert ŤtŤdik problĆmăja măsodik felĆben kijelŤlt utat kŤveti.

A regularităs bizonyątăsa korăbbi regularităsi tĆteleink mellett az 1994- ben a [82] dolgozatban megjelent, itt 11.5 tĆtelkĆnt szereplŞ eredmĆnyen, valamint az 1.22 ătviteli elven mčlik. Ezzel a mćdszerrel megmutathatć az is, hogy az

(6) f_1(G_1(u, v))f_2(G_2(u, v)) = k∑ i=1 g_i(u)h_i(v), (u, v) ∈ D ⊂ R^n × R^n

egyenlet nem majdnem mindenĄtt nulla f_1, f_2 megoldăsai C^∞-ben vannak. Az adott G_1, G_2 fĄggvĆnyeknek nĆhăny gyenge feltĆtelnek kell eleget tenni, pĆldăul az x = G_1(u, v), y = G_2(u, v) egyenletrendszernek u, v-re feloldhatćnak kell lennie. (Bonk mćdszere ebben az esetben măr nem mŰkŤdik.) Băr mćdszerĄnkkel mĆg ennĆl jćval ăltalănosabb egyenletek is vizsgălhatćk, itt az egyszerŰsĆg kedvĆĆrt csak a (4) egyenlet vizsgălatăra szorątkozunk. A di¸erenciălegyenletek levezetĆsĆben Ćs megoldăsăban Rochberg Ćs Rubel dolgozatăra tămaszkodtunk, băr a kĄlŤnbsĆgek lĆnyegesek, hiszen nekĄnk komplex văltozćs kŤzŤnsĆges di¸erenciălegyenletek analitikus megoldăsai helyett tŤbb valćs văltozćtćl fĄggŞ komplex ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyekre vonatkozć parciălis di¸erenciălegyenlet-rendszerek C^∞ megoldăsait kell megkeresnĄnk.

MegjegyezzĄk mĆg, hogy John A. Baker [22] dolgozatăban 1974-ben meghatărozta az

(7) f_1(x)f_2(y) = k∏ i=1 g_i(a_ix + b_iy), x, y ∈ R

egyenlet nem majdnem mindenĄtt nulla komplex ĆrtĆkŰ f_1, f_2 megoldăsait. EredmĆnyei megadjăk (4) megoldăsăt az n = 1, k = 1 speciălis esetben.

23.2. MegjegyzĆs. Mint măr ismert, Sandernek az elŞzŞ pontban szereplŞ problĆmăjăra a vălasz negatąv, azaz f mĆrhetŞsĆgĆbŞl nem kŤvetkezik f folytonossăga. Ezt a kŤvetkezŞ egyszerŰ pĆlda mutatja:

Legyen f = h_1 = h_2 = ξ_Q, a racionălis szămok halmazănak karakterisztikus fĄggvĆnye, legyen g_1 tetszŞleges, Ćs legyen g_2 = ξ_Q − g_1. Ekkor 23.1(1) teljesĄl, mivel ξ_Q(u + v)ξ_Q(u − v) = ξ_Q(u)ξ_Q(v).

Az f(x) = xξ_Q(x), g_1(u) = u^2ξ_Q(u), g_2(u) = −ξ_Q(u), h_1(v) = ξ_Q(v), h_2(v) = v^2ξ_Q(v) pĆldăban nem csak g_1 Ćs g_2, hanem h_1 Ćs h_2 is lineărisan fĄggetlenek.

Ezek a pĆldăk azon mčlnak, hogy a {x : f(x) ≠ 0} halmaz nulla mĆrtĆkŰ rĆszcsoportja R-nek. Hasonlć pĆldăk konstruălhatćk a valćs szămok măs nulla mĆrtĆkŰ rĆszcsoportjăt hasznălva a racionălis szămok helyett. R^n-en ezekbŞl kŤnnyen kaphatunk olyan pĆldăkat, amelyeknĆl a fĄggvĆnyek csak egy văltozćtćl fĄggnek.

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

Ezek az egyszerŰ pĆldăk azt mutatjăk, hogy Sander problĆmăjăra akkor vărhatunk pozitąv vălaszt, ha feltesszĄk, hogy f nem majdnem mindenĄtt nulla. Ezt a mćdosątott kĆrdĆst az alăbbi tĆtel megvălaszolja.

23.3. TĆtel. TegyĄk fel, hogy az f_1, f_2, g_i, h_i : R^n → C fĄggvĆnyek teljesątik az

f_1(u + v)f_2(u − v) = k∑ i=1 g_i(u)h_i(v), u, v ∈ R^n

fĄggvĆnyegyenletet, tovăbbă, hogy f_1, f_2 mĆrhetŞek Ćs nem majdnem mindenĄtt nullăk. Ekkor f_1, f_2 folytonosak.

Bizonyątăs. FeltehetjĄk, hogy g_i, h_i lineărisan fĄggetlenek (ha nem, helyettesątsĄk a g_i, h_i (i = 1, 2, . . . , k) fĄggvĆnyrendszert egy kevesebb fĄggvĆnybŞl ăllć rendszerrel). A g_i fĄggvĆnyek lineăris fĄggetlensĆge miatt minden h_i fĄggvĆny kifejezhetŞ mint a v → f_1(u_j + v)f_2(u_j − v) lekĆpezĆsek lineăris kombinăcićja, ahol u_j , 1 ≤ j ≤ k rŤgzątett vektorok. Ŋgy f_1 Ćs f_2 mĆrhetŞsĆgĆbŞl kŤvetkezik a h_i fĄggvĆnyek mĆrhetŞsĆge. Hasonlćan kŤvetkezik a g_i fĄggvĆnyek mĆrhetŞsĆge. Ůj x = u + v Ćs y = u − v văltozćkat vezetve be, azt kapjuk, hogy

(1) f_1(x)f_2(y) = k∑ i=1 g_i

( x + y 2 ) h_i

( x − y 2 ) , x, y ∈ R^n.

Vălasszunk olyan pozitąv mĆrtĆkŰ Y kompakt halmazt, amelyre f_2(y) ≠ 0, ha y ∈ Y . Ekkor azt kapjuk, hogy

(2) f_1(x) = 1 f_2(y) k∑ i=1 g_i

( x + y 2 ) h_i

( x − y 2 ) , x ∈ R^n, y ∈ Y .

Legyen x_0 ∈ R^n tetszŞleges. Legyen X egy kompakt kŤrnyezete x_0-nak. D = X × Y vălasztăssal, a g_i fĄggvĆnyekhez az (X + Y )/2, a h_i fĄggvĆnyekhez pedig az (X −Y )/2 kompakt halmaz vălasztva ĆrtelmezĆsi tartomănynak a Lebesgue-mĆrtĆkkel, alkalmazhatjuk a 8.1 tĆtelt, Ćs kapjuk, hogy f_1 folytonos x_0-ban. Mivel x_0 tetszŞleges volt, ez azt jelenti, hogy f_1 mindenĄtt folytonos. Hasonlćan kapjuk, hogy f_2 is mindenĄtt folytonos.

FigyeljĄk meg, hogy tulajdonkĆppen csak azt hasznăltuk fel, hogy f_2 nem majdnem mindenĄtt nulla, f_1 pedig nem mindenĄtt nulla.

23.4. MegjegyzĆs. Hasonlć regularităsi tĆtel nem marad igaz a sokkal ăltalănosabb m∏ j=1 f(a_ju + b_jv) = k∑ i=1 g_i(u)h_i(v), u, v ∈ R^n

202 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

egyenletre, mĆg ha n = 1, akkor sem. Legyen a bal oldal

f(a_1u + b_1v)f(a_2u + b_2v)f(a_3u + b_3v),

legyen f egy tetszŞleges mĆrhetŞ fĄggvĆny, amely nulla a ]1, 2[ intervallumon kąvĄl, Ćs legyen a_1 = b_1 = a_2 = 1, b_2 = b_3 = −1, a_3 = 3 Ćs g_i ≡ h_i ≡ 0. Ekkor, ha x = u+v ∈ ]1, 2[ Ćs y = u−v ∈ ]1, 2[, azt kapjuk, hogy a_3u+b_3v = x + 2y ∈ ]3, 6[, ągy a szorzat mindig nulla.

23.5. TĆtel. TegyĄk fel, hogy az f_1, f_2, g_i, h_i : R^n → C fĄggvĆnyek kielĆgątik az

f_1(u + v)f_2(u − v) = k∑ i=1 g_i(u)h_i(v), u, v ∈ R^n

fĄggvĆnyegyenletet, tovăbbă, hogy f_1, f_2 mĆrhetŞek Ćs nem majdnem mindenĄtt nullăk. Ekkor az f_1, f_2 fĄggvĆnyek C^∞-ben vannak.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ tĆtel szerint f_1 Ćs f_2 folytonosak. Ugyančgy, mint az elŞzŞ tĆtel bizonyątăsăban, feltehetjĄk, hogy a g_i Ćs h_i fĄggvĆnyek lineărisan fĄggetlenek. Ůgy mint ott, kifejezve Şket f_1 Ćs f_2 segątsĆgĆvel, Ćs visszaąrva a kapott kifejezĆst az egyenletbe, azt kapjuk, hogy lĆteznek olyan c_{i,j} komplex konstansok Ćs u_i, v_j ∈ R^n vektorok, hogy

f_1(u+v)f_2(u−v) = k∑ i,j=1

c_{i,j} f_1(u_i+v)f_2(u_i−v)f_1(u+v_j )f_2(u−v_j ), u, v ∈ R^n.

Most x = u + v Ćs y = u − v helyettesątĆssel azt kapjuk, hogy

(1) f_1(x)f_2(y) = k∑ i,j=1

c_{i,j} f_1 ( u_i + x − y 2 ) f_2 ( u_i − x − y 2 )

f_1

( x + y 2 + v_j ) f_2

( x + y 2 − v_j ) , ha x, y ∈ R^n. Ha most f_1 = f_2 = f, akkor egyszerŰen alkalmazhatjuk az 1.27 tĆtelt. Nevezetesen, vălasztva egy Y korlătos nyąlt halmazt, amelyen f nem nulla, Ćs egy K felsŞ korlătjăt az Ťsszes u_i, v_i Ćs y ∈ Y vektorok halmazănak, az 1.27 tĆtel feltĆtelei teljesĄlnek az

f(x) = 1 f(y) k∑ i,j=1

c_{i,j} f ( u_i + x − y 2 ) f ( u_i − x − y 2 ) f (x + y 2 +v_j ) f (x + y 2 −v_j ) ,

x ∈ X, y ∈ Y fĄggvĆnyegyenletre, ahol X az origć kŤrĄli 5K sugarč nyąlt gŤmb, a C kompakt halmaz pedig az origć kŤrĄli 4K sugarč zărt gŤmb.

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

Innen az f fĄggvĆny C^∞-ben van X-en, Ćs mivel K tetszŞleges nagy lehet, R^n-en mindenĄtt.

LehetsĆges lenne az ăltalănos esetet erre a speciălis esetre redukălni, felhasznălva Bonk [27] eredmĆnyeit, amelyek az egyenlet speciălis alakjăn mčlnak. E helyett hasznălhatjuk a 1.22 ăltalănos ătviteli elvet is, hogy a fenti, kĆt ismeretlen fĄggvĆnyt tartalmazć egyenlet regularităsănak problĆmăjăt egy egyetlen ismeretlen fĄggvĆnyt tartalmazć egyenlet regularităsi problĆmăjăra redukăljuk. Ez utćbbi, ăltalănosabb mćdszert fogjuk hasznălni.

Vălasszunk Y_1 Ćs Y_2 korlătos nyąlt halmazokat čgy, hogy f_1 nem nulla Y_1-en Ćs f_2 nem nulla Y_2-n. Ůj văltozćkat vezetve be, Ćs X_1 = X_2-t az origć kŤzĆppontč 5K sugarč nyąlt gŤmbnek vălasztva, ahol K egy felsŞ korlătja az Ťsszes u_i, v_i, y ∈ Y_1 Ćs y ∈ Y_2 vektorok normăinak, az (1) egyenletbŞl az alăbbi fĄggvĆnyegyenlet-rendszert kapjuk:

f_1(x_1) = 1 f_2(y_1) k∑ i,j=1

c_{i,j} f_1 ( u_i + x_1 − y_1 2 ) f_2 ( u_i − x_1 − y_1 2 )

f_1

( x_1 + y_1 2 + v_j ) f_2

(x_1 + y_1 2 − v_j ) , f_2(x_2) = 1 f_1(y_2) k∑ i,j=1

c_{i,j} f_1 ( u_i + x_2 − y_2 2 ) f_2 ( u_i − x_2 − y_2 2 )

f_1

( x_2 + y_2 2 + v_j ) f_2

(x_2 + y_2 2 − v_j ) , ahol x_1 ∈ X_1, y_1 ∈ Y_2, x_2 ∈ X_2 Ćs y_2 ∈ Y_1. Legyen most X = X_1 × X_2 Ćs legyen f az f(x) = (f_1(x_1), f_2(x_2)) ŤsszefĄggĆssel de˛niălva, ahol x = (x_1, x_2). Az ătviteli elv alapjăn f | megfelelŞen vălasztott D ĆrtelmezĆsi tartomănnyal Ćs G_i, H fĄggvĆnyekkel | eleget tesz egy

f(x) = H(f(G_0(y)), f(G_1(x, y)), . . . , f(G_{4k}(x, y))), (x, y) ∈ D fĄggvĆnyegyenletnek, ahol y = (y_1, y_2). Valćban, legyen Y = Y_2 × Y_1, D = X × Y , G_0(y_1, y_2) = (y_2, y_1), Ćs ha 1 ≤ i ≤ k, legyen

G_i(x_1, x_2, y_1, y_2) = ( u_i + x_1 − y_1 2 , u_i − x_2 − y_2 2 ) , G_{k+i}(x_1, x_2, y_1, y_2) = ( u_i + x_2 − y_2 2 , u_i − x_1 − y_1 2 ) , G_{2k+i}(x_1, x_2, y_1, y_2) =

( x_1 + y_1 2 + v_i, x_2 + y_2 2 − v_i ) , G_{3k+i}(x_1, x_2, y_1, y_2) =

( x_2 + y_2 2 + v_i, x_1 + y_1 2 − v_i ) . Tovăbbă, legyen H = (H_1, H_2), ahol H_1 Ćs H_2 megfelelŞen vălasztott komplex ĆrtĆkŰ tŤbbvăltozćs fĄggvĆnyek (esetleg nĆhăny văltozćtćl nem fĄggnek).

Most legyen C_1 = C_2 az origć kŤzĆpontč, 4K sugarč zărt gŤmb, Ćs legyen C = C_1 × C_2. Alkalmazva az 1.27 tĆtelt, azt kapjuk, hogy az f fĄggvĆny C^∞-ben van X-en. EbbŞl kŤvetkezik, hogy az f_1 Ćs f_2 fĄggvĆnyek C^∞-ben vannak az origć kŤzĆppontč, 5K sugarč nyąlt gŤmbŤn. Mivel K tetszŞleges nagy lehet, az f_1 Ćs f_2 fĄggvĆnyek C^∞-ben vannak.

204 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

Meg fogjuk mutatni, hogy a 23.1(4) fĄggvĆnyegyenlet megoldăsai a k = 2 esetben Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆnyekkel adhatćk meg. Itt a Weierstrass-fĆle fĄggvĆnyek legfontosabb tulajdonsăgait csak Ťsszefoglaljuk abban a formăban, ahogyan felhasznăljuk. A bizonyątăsok megtalălhatćk Saks Ćs Zygmund [139] klasszikus munkăjăban.

23.6. Weierstrass-fĄggvĆnyek. Legyenek ω_1, ω_2 nullătćl kĄlŤnbŤzŞ komplex szămok, ω_1/ω_2 /∈ R. Legyen ˙ = ω_1Z + ω_2Z. A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆnyt a

σ(z, ω_1, ω_2) = z ∏ 0≠ω∈˙ ( 1 − z ω ) exp ( z ω + 1 2 ( z ω )_2)

abszolčt konvergens szorzat de˛niălja. σ a z văltozć egĆsz fĄggvĆnye, (egyszeres) gyŤkei ˙ pontjai. Elfajult esetkĆnt Ćrdemes tekinteni a

σ(z, ω_1, ∞) = z ∏ 0≠ω∈˙ ( 1 − z ω ) = ω_1 π sin(πz/ω_1)

fĄggvĆnyt, ahol ˙ = ω_1Z, Ćs a

σ(z, ∞, ∞) = z ∏ 0≠ω∈˙ ( 1 − z ω ) = z

fĄggvĆnyt, ahol ˙ = {0}. Az ω_1, ω_2 părokat rŤviden răcsăllandćknak fogjuk nevezni; tehăt vagy ω_1 = ∞ Ćs ω_2 = ∞, vagy 0 ≠ ω_1 ∈ C Ćs ω_2 = ∞, vagy 0 ≠ ω_1 ∈ C, 0 ≠ ω_2 ∈ C Ćs ω_1/ω_2 /∈ R. A Weierstrass-fĆle fĄggvĆnyek elsŞ văltozć szerinti derivăltjăt egyszerŰen^′-vel fogjuk jelŤlni. A de˛nącićbćl vilăgos, hogy bărmilyen α ≠ 0 komplex szămra

σ(αz, αω_1, αω_2) = ασ(z, ω_1, ω_2).

A Weierstrass-fĆle ζ-fĄggvĆnyt, mint a σ-fĄggvĆny logaritmikus derivăltjăt de˛niăljuk: ζ(z, ω_1, ω_2) = σ^′(z, ω_1, ω_2) σ(z, ω_1, ω_2) . ζ meromorf fĄggvĆny az elsŞ văltozćban, pćlusai ˙ pontjai. A speciălis esetekben ζ(z, ∞, ∞) = 1 z Ćs ζ(z, ω_1, ∞) = π ω_1 ctg ( π ω_1 z ) = 1 z + ∑ 0≠ω∈˙ ( 1 z − ω + 1 ω ) , egyĆbkĆnt pedig

ζ(z, ω_1, ω_2) = 1 z + ∑ 0≠ω∈˙ ( 1 z − ω + 1 ω + z ω^2 ) .

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

Itt is a de˛nącić alapjăn vilăgos, hogy bărmely α ≠ 0 komplex szămra

ζ(αz, αω_1, αω_2) = ζ(z, ω_1, ω_2)/α.

A Weierstrass-fĆle P-fĄggvĆnyt a

P(z, ω_1, ω_2) = −ζ^′(z, ω_1, ω_2)

ŤsszefĄggĆssel de˛niăljuk. A speciălis esetekben

P(z, ∞, ∞) = 1 z^2 Ćs P(z, ω_1, ∞) = π^2 ω^2_1 sin^2(πz/ω_1) = 1 z^2 + ∑ 0≠ω∈˙ 1 (z − ω)^2 , egyĆbkĆnt pedig

P(z, ω_1, ω_2) = 1 z^2 + ∑ 0≠ω∈˙ ( 1 (z − ω)^2 − 1 ω^2 ) .

A P-fĄggvĆny az elsŞ văltozćjăban perićdikus, ˙ adja a perićdusok halmazăt. A de˛nącić alapjăn bărmely α ≠ 0 komplex szămra

P(αz, αω_1, αω_2) = P(z, ω_1, ω_2)/α^2.

A P-fĄggvĆnyek di¸erenciălegyenleteit is hasznălni fogjuk. A speciălis esetekben fennăllnak a

P^′(z, ∞, ∞)^2 = 4P(z, ∞, ∞)^3,

illetve P^′(z, ω_1, ∞)^2 = 4P(z, ω_1, ∞)^3 − 4 π^2 ω^2_1

P(z, ω_1, ∞)^2

di¸erenciălegyenletek, egyĆbkĆnt pedig a

P^′(z, ω_1, ω_2)^2 = 4P(z, ω_1, ω_2)^3 − g_2P(z, ω_1, ω_2) − g_3

di¸erenciălegyenlet, ahol

g_2 = 60 ∑ 0≠ω∈˙ 1 ω^4

Ćs g_3 = 140 ∑ 0≠ω∈˙ 1 ω^6 .

Belăthatć, hogy g^3_2 − 27g^2_3 ≠ 0. Megmutathatć (lăsd Saks Ćs Zygmund [139], Ch. VIII, § 13), hogy ha g^3_2 − 27g^2_3 ≠ 0, akkor mindig lĆteznek olyan ω_1, ω_2 vĆgtelentŞl kĄlŤnbŤzŞ răcsăllandćk, hogy hozzăjuk Ćppen az adott g_2, g_3 konstansok tartoznak.

206 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

Az egysĆges jelŤlĆsek kedvĆĆrt, ha ω_1 = ω_2 = ∞, akkor legyen g_1 = g_2 = g_3 = 0; ha ω_1 ≠ ∞, de ω_2 = ∞, akkor legyen g_1 = 4π^2/ω^2_1 Ćs g_2 = g_3 = 0; egyĆbkĆnt pedig legyen g_1 = 0. Ŋgy mindig g_1 = 0 vagy g_2 = g_3 = 0, vagy mindkĆt ŤsszefĄggĆs teljesĄl, de a P-fĄggvĆnyek diferenciălegyenlete egysĆgesen

P^′(z, ω_1, ω_2)^2 = 4P(z, ω_1, ω_2)^3 − g_1P(z, ω_1, ω_2)^2 − g_2P(z, ω_1, ω_2) − g_3

alakba ąrhatć. MegjegyezzĄk, hogy a P-fĄggvĆnyek a

P^{′′}(z, ω_1, ω_2) = 6P(z, ω_1, ω_2)^2 − g_1P(z, ω_1, ω_2) − g_2/2

măsodrendŰ di¸erenciălegyenletet is kielĆgątik. A g_1, g_2, g_3 szămokat invariănsoknak szokăs nevezni, mivel csak ˙-tćl fĄggnek, de nem fĄggnek ω_1, ω_2 megvălasztăsătćl.

Mivel a fenti elsŞ- illetve măsodrendŰ di¸erenciălegyenletek autonćm egyenletek, akărmilyen e ∈ C eltolăssal a P(z + e, ω_1, ω_2) fĄggvĆny ugyanazt a di¸erenciălegyenletet elĆgąti ki, mint a P(z, ω_1, ω_2) fĄggvĆny.

A P-fĄggvĆnyek segątsĆgĆvel akărmilyen (komplex fĄggvĆnyekre vonatkozć) y^{′2} = 4y^3 + c_1y^2 + c_2y + c_3 di¸erenciălegyenlet megoldăsai is megkaphatćk, mĆgpedig P(z+e, ω_1, ω_2)+c alakban, alkalmas ω_1, ω_2 răcsăllandćkkal Ćs e, c komplex konstansokkal. Valćban, ha a 4y^3 + c_1y^2 + c_2y + c_3 polinom e_1, e_2, e_3 zĆrushelyei mind kĄlŤnbŤzŞek, akkor legyen c = (e_1 + e_2 + e_3)/3 = c_1/12, Ćs vezessĄk be y + c helyett az čj ~y văltozćt. Ekkor alkalmas g_2, g_3 komplex konstansokkal, amelyekre g^3_2 − 27g^2_3 ≠ 0, 4 ( ~y − c_1 12 )_3

+ c_1 ( ~y − c_1 12 )_2

+ c_2 ( ~y − c_1 12 ) + c_3 = 4~y^3 − g_2 ~y − g_3.

A megfelelŞ, vĆgtelentŞl kĄlŤnbŤzŞ ω_1, ω_2 răcsăllandćkkal Ćs akărmilyen e ∈ C eltolăssal z → P(z + e, ω_1, ω_2) + c eleget tesz az y^{′2} = 4y^3 + c_1y^2 + c_2y + c_3 di¸erenciălegyenletnek.

Ha a 4y^3 + c_1y^2 + c_2y + c_3 polinom e_1, e_2, e_3 zĆrushelyei nem mind kĄlŤnbŤznek, akkor a speciălis esetek adjăk a megoldăst. Ha mindhărom zĆrushely egybeesik, akkor ismĆt a c = (e_1 + e_2 + e_3)/3 = e_1 = e_2 = e_3 = c_1/12 vălasztăs vezet cĆlhoz. y + c helyett bevezetve az čj ~y văltozćt, 4 ( ~y − c_1 12 )_3 + c_1 ( ~y − c_1 12 )_2 + c_2 ( ~y − c_1 12 ) + c_3 = 4~y^3.

Ha csak kĆt zĆrushely, mondjuk e_1 Ćs e_2 egyezik meg, akkor legyen c = (e_1 + e_2)/2 = e_1 = e_2, ekkor y + c helyett bevezetve az čj ~y văltozćt, 4 ( ~y − c_1 12 )_3 + c_1 ( ~y − c_1 12 )_2

+ c_2 ( ~y − c_1 12 ) + c_3 = 4~y^3 − 4e_3 ~y^2.

23.7. Lemma. A fenti jelŤlĆsekkel, legyenek ω_1, ω_2 răcsăllandćk, g_1, g_2, g_3 a hozzăjuk tartozć invariănsok, Ćs tekintsĄk az

y^2 = 4x^3 − g_1x^2 − g_2x − g_3

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

egyenletet. Ennek minden (x, y) ∈ C × C, y ≠ 0 megoldăsăhoz lĆtezik olyan z ∈ C, hogy P(z, ω_1, ω_2) = x Ćs P^′(z, ω_1, ω_2) = y.

Bărmely kĆt ilyen z kĄlŤnbsĆge ˙-ban van.

Bizonyątăs. A bizonyątăs az ω_2 ≠ ∞ esetre megtalălhatć Saks Ćs Zygmund [139] kŤnyvĆben, Ch. VIII. 14.5. Az ω_2 = ∞ esetre direkt szămolăssal bizonyąthatć a lemma.

23.8. Lemma. 23.6 jelŤlĆseivel, tegyĄk fel, hogy valamely c, ~c, d ≠ 0, e, ~e komplex konstansokra Ćs ω_1, ω_2 valamint ~ω_1, ~ω_2 răcsăllandćkra

P(dx + e, ω_1, ω_2) + c = P(dx + ~e, ~ω_1, ~ω_2) + ~c

minden, a szămegyenes egy nem Ąres nyąlt intervallumăbćl vett x-re. Ekkor ω_1, ω_2 illetve ~ω_1, ~ω_2 ugyanazt a ˙ răcsot generăljăk, a

z → P(z, ω_1, ω_2) Ćs z → P(z, ~ω_1, ~ω_2)

fĄggvĆnyek megegyeznek, c = ~c, Ćs e − ~e ∈ ˙.

Bizonyątăs. JelŤlje ˙ illetve ~˙ az ω_1, ω_2 illetve ~ω_1, ~ω_2 ăltal generălt răcsot. A bal oldal a C \ (˙ − e)/d, a jobb oldal a C \ (~˙ − ~e)/d nyąlt halmazon analitikus, Ćs megegyeznek a szămegyenes egy szakaszăn, ągy az analitikus folytatăs elve szerint (lăsd DieudonnĆ [39], 9.4.2) megegyeznek ezen nyąlt halmazok metszetĆn. Azonban az ((˙ − e) ∪ (~˙ − ~e))/d halmaz csupa izolălt pontot tartalmaz, ągy ennek minden pontja egyszerre pćlusa mindkĆt oldalnak, azaz (˙ − e)/d = (~˙ − ~e)/d. EbbŞl ˙ = ~˙ Ćs e − ~e ∈ ˙. A P-fĄggvĆnyek Ťsszeg elŞăllątăsăbćl kŤvetkezik, hogy z → P(z, ω_1, ω_2) Ćs z → P(z, ~ω_1, ~ω_2) megegyeznek. Mivel e − ~e perićdusa ennek a fĄggvĆnynek, bărmilyen x ĆrtĆkre, amelyre dx + e nem pćlus,

P(dx + e, ω_1, ω_2) = P(dx + ~e, ~ω_1, ~ω_2),

ągy c = ~c.

23.9. Lemma. 23.6 jelŤlĆseivel, tegyĄk fel, hogy ω_1, ω_2 valamint ~ω_1, ~ω_2 răcsăllandćk, Ćs a megfelelŞ g_i illetve ~g_i invariănsok megegyeznek, azaz g_1 = ~g_1, g_2 = ~g_2 Ćs g_3 = ~g_3. Ekkor

P(z, ω_1, ω_2) = P(z, ~ω_1, ~ω_2)

minden z ∈ C-re.

Bizonyątăs. Ha g_2 = ~g_2 = 0 Ćs g_3 = ~g_3 = 0, akkor az ăllątăs kŤzvetlenĄl adćdik P(z, ω_1, ∞) de˛nącićjăbćl. EgyĆbkĆnt legyen e tetszŞleges olyan valćs szăm, amelyre y = P^′(e, ω_1, ω_2) ≠ 0 Ćrtelmezve van, Ćs legyen x = P(e, ω_1, ω_2). Ekkor

y^2 = 4x^3 − g_1x^2 − g_2x − g_3,

208 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

ągy a 23.7 lemma szerint van olyan ~e ∈ C, hogy

P(~e, ~ω_1, ~ω_2) = x Ćs P^′(~e, ~ω_1, ~ω_2) = y.

Ha s egy megfelelŞ ĂnĆgyzetgyŤkvonăs", azaz a z → z^2 lekĆpezĆs y egy alkalmas kis kŤrnyezetĆre vett megszorątăsănak az inverze, akkor

t → P(t + e, ω_1, ω_2) Ćs t → P(t + ~e, ~ω_1, ~ω_2)

is eleget tesznek az

u^′ = s(4u^3 − g_1u^2 − g_2u − g_3)

di¸erenciălegyenletnek Ćs az u(0) = x kezdeti feltĆtelnek, ągy megyeznek az origć egy kis kŤrnyezetĆbŞl vett t valćs szămokra. Ŋgy az elŞzŞ lemma alkalmazhatć, Ćs kapjuk az ăllątăst.

23.10. FĄggvĆnyegyenletek Ćs szigma-fĄggvĆnyek. ElŞszŤr is tegyĄnk nĆhăny egyszerŰ ĆszrevĆtelt az

(1) f_1(u + v)f_2(u − v) = k∑ i=1 g_i(u)h_i(v)

fĄggvĆnyegyenlet f_1, f_2, g_i, h_i, 1 ≤ i ≤ k megoldăsaival kapcsolatban. Csak komplex ĆrtĆkŰ megoldăsokat fogunk tekinteni, amelyek K^n-en vannak Ćrtelmezve. (K = R vagy K = C).

(2) A C^n-en Ćrtelmezett megoldăsok R^{2n}-en Ćrtelmezett megoldăsoknak is tekinthetŞk. Egy megoldăs megszorątăsa egy R feletti altĆrre szintĆn megoldăs az altĆren, speciălisan C^n-en Ćrtelmezett megoldăsok megszorątăsa R^n-re is megoldăs.

(3) Bărmely L : K^m → K^n lineăris lekĆpezĆsre f_1 ∘ L, f_2 ∘ L, g_i ∘ L, h_i ∘ L megoldăs K^m-en.

(4) Bărmely c_1, c_2 ∈ K^n konstansokra az x → f_1(x + c_1), y → f_2(y + c_2), u → g_i(u + (c_1 + c_2)/2), v → h_i(v + (c_1 − c_2)/2) eltoltak is megoldăsok.

(5) Ha ~f_1, ~f_2, ~g_1, ~h_1 a k = 1 speciălis eset tetszŞleges megoldăsai, akkor f_1 ~f_1, f_2 ~f_2, g_i~g_1 Ćs h_i~h_1 (i = 1, . . . , k) is megoldăsok.

(6) Ha T tetszŞleges komplex elemŰ k × k-as invertălhatć mătrix, Ćs T^′ a transzponăltja, akkor f_1, f_2, ~g_i Ćs ~h_i is megoldăsok, ahol g = (g_1, . . . , g_k), h = (h_1, . . . , h_k), ~g = (~g_1, . . . , ~g_k), ~h = (~h_1, . . . , ~h_k) Ćs ~g(u) = T^{−1}g(u), ~h(v) = T ′h(v).

A fenti transzformăcićk segątsĆgĆvel az (1) egyenlet egy megoldăsăbćl sok măs megoldăst kaphatunk. A k = 1 esetben az

(7) f_1(z) = f_2(z) = exp(z^2), g_1(z) = h_1(z) = exp(2z^2)

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

komplex văltozćs, komplex ĆrtĆkŰ analitikus fĄggvĆnyek megoldăsok. EzekbŞl a fenti transzformăcićkkal kaphatćk az

(8) f_1(x) = exp(a_1 + L_1(x) + Q(x)), f_2(y) = exp(a_2 + L_2(y) + Q(y))

alakč R^n → C megoldăsok, ahol a_1, a_2 ∈ C konstansok, L_1, L_2 : R^n → C lineăris formăk, Q : R^n → C pedig kvadratikus forma.

A k = 2 esetben ezekhez jŤn mĆg az ω_1 ≠ ∞, ω_2 ≠ ∞ răcsăllandćk (lăsd az elŞzŞ pontot) esetĆn az

(9) f_1(z) = f_2(z) = σ(z, ω_1, ω_2), g_1(z) = h_2(z) = σ(z, ω_1, ω_2)^2, g_2(z) = −h_1(z) = σ(z, ω_1, ω_2)^2P(z, ω_1, ω_2)

megoldăs (lăsd Saks-Zygmund [139], Ch. VIII. § 7), az ω_2 = ∞ esetben, azaz ha ω, ∞ a răcsăllandćk, akkor pedig az

(10) f_1(z) = f_2(z) = σ(z, ω, ∞), g_1(z) = h_2(z) = σ(z, ω, ∞)^2, g_2(z) = −h_1(z) = σ^′(z, ω, ∞)^2

megoldăs, valamint az

(11) f_1(z) = σ(z, ω, ∞), f_2(z) ≡ 1, g_1(z) = h_2(z) = σ(z, ω, ∞), g_2(z) = h_1(z) = σ^′(z, ω, ∞) Ćs az

(12) f_1(z) ≡ 1, f_2(z) = σ(z, ω, ∞), g_1(z) = h_2(z) = σ(z, ω, ∞), −g_2(z) = h_1(z) = σ^′(z, ω, ∞)

komplex văltozćs, komplex ĆrtĆkŰ megoldăsok. MegjegyezzĄk, hogy mindezekben az esetekben a g_1, g_2 Ćs a h_1, h_2 fĄggvĆnyek is a komplex sąk bărmely pontjănak bărmely kŤrnyezetĆben lineărisan fĄggetlenek. EzekbŞl a fenti transzformăcićkkal kaphatćk az

(13) f_1(x) = exp(a_1 + L_1(x) + Q(x))σ(L(x) + e_1, ω_1, ω_2), f_2(y) = exp(a_2 + L_2(y) + Q(y))σ(L(x) + e_2, ω_1, ω_2)

210 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

illetve

(14) f_1(x) = exp(a_1 + L_1(x) + Q(x))σ(L(x) + e_1, ω, ∞), f_2(y) = exp(a_2 + L_2(y) + Q(y)) Ćs (15) f_1(x) = exp(a_1 + L_1(x) + Q(x)), f_2(y) = exp(a_2 + L_2(y) + Q(y))σ(L(x) + e_2, ω, ∞)

alakč R^n → C megoldăsok, ahol ω_1, ω_2 illetve ω, ∞ răcsăllandćk, a_1, a_2 ∈ C, e_1, e_2 ∈ R^n konstansok, L, L_1, L_2 : R^n → C lineăris formăk, Q : R^n → C pedig kvadratikus forma. MegjegyezzĄk, hogy ha L ≢ 0, akkor a megfelelŞ g_1, g_2 Ćs h_1, h_2 fĄggvĆnyek is lineărisan fĄggetlenek R^n bărmely pontjănak bărmely kŤrnyezetĆben.

FŞ eredmĆnyĄnk az lesz, hogy a (7)-ben illetve (9){(12)-ben megadott komplex văltozćs komplex ĆrtĆkŰ Ăalapmegoldăsokbćl" a fenti transzformăcićkkal minden măs megoldăs megkaphatć. Pontosabban, a (8)-ban illetve (13){(15)-ben megadott f_1, f_2 : R^n → C părok adjăk k = 2 esetĆn az (1) fĄggvĆnyegyenlet minden olyan megoldăsăt, amelyre f_1 Ćs f_2 mĆrhetŞek Ćs egyik sem majdnem mindenĄtt nulla. (8)-ban illetve (13){(15)-ben nem adtuk meg az f_1, f_2 părhoz tartozć g_i, h_i fĄggvĆnyeket, de ezek is kŤnnyen meghatărozhatćk.

EgyĆbkĆnt, mint az alăbbi, Gauchman Ćs Rubel [45] dolgozatăbćl szărmazć lemma mutatja, az f_1, f_2 părhoz elĆg egyetlen g_i, h_i i = 1, 2, . . . , k megoldăsrendszert meghatărozni, a tŤbbi kŤnnyen megkaphatć. Mint a fentiekben lăttuk, a szămunkra Ćrdekes k = 2 esetben egy ilyen g_1, g_2, h_1, h_2 fĄggvĆnyrendszer kŤnnyen adćdik, ha bebizonyątjuk, hogy f_1, f_2 a fent adott alakčak. A lemma jelentŞsĆge abban ăll, hogy mutatja, a 23.1.(4) egyenlet megoldăsănăl az f_1, f_2 fĄggvĆnyek meghatărozăsăra koncentrălhatunk.

Gauchmann Ćs Rubel rĆszletesen vizsgăltăk azokat az F fĄggvĆnyeket, amelyek elŞălląthatćk

F (u, v) = k∑ i=1 g_i(u)h_i(v)

alakban, azaz bizonyos fĄggvĆnyterek tenzorszorzatănak elemei. Vizsgălataikban elsŞsorban valćs văltozćs fĄggvĆnyek tereinek tenzorszorzatăra szorątkoztak, ągy a teljessĆg kedvĆĆrt a bizonyątăst is megadjuk.

23.11. Lemma. Legyenek U, V halmazok, g_i : U → C, h_i : V → C (i = 1, . . . , k) Ćs ~g_i : U → C, ~h_i : V → C (i = 1, . . . , ~k) fĄggvĆnyek, Ćs tegyĄk fel, hogy a g_i (i = 1, . . . , k), a h_i (i = 1, . . . , k), a ~g_i (i = 1, . . . , ~k), Ćs a ~h_i (i = 1, . . . , ~k) fĄggvĆnyek is lineărisan fĄggetlenek, tovăbbă

F (u, v) = k∑ i=1 g_i(u)h_i(v)

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse Ćs F (u, v) = ~k∑ i=1 ~g_i(u)~h_i(v)

kĆt reprezentăcićja az F : U × V → C fĄggvĆnynek. Ekkor ~k = k Ćs lĆtezik egy egyĆrtelmŰen meghatărozott k × k mĆretŰ komplex elemŰ invertălhatć T mătrix čgy, hogy g = (g_1, . . . , g_k), ~g = (~g_1, . . . , ~g_k), h = (h_1, . . . , h_k) Ćs ~h = (~h_1, . . . , ~h_k) jelŤlĆsekkel ~g(u) = T^{−1}g(u) Ćs ~h(v) = T^′h(v) minden u ∈ U, v ∈ V -re. Itt T^′ a T transzponăltja.

Bizonyątăs. Mivel a h_i fĄggvĆnyek lineărisan fĄggetlenek, lĆteznek v_j ∈ V , j = 1, . . . , k pontok, hogy

det((h_i(v_j ))^k_{i,j=1}) ≠ 0.

Ezeket behelyettesątve a k∑ i=1 g_i(u)h_i(v) = ~k∑ i=1 ~g_i(u)~h_i(v)

egyenlŞsĆgbe, egy lineăris egyenletrendszert kapunk a g_i fĄggvĆnyekre, amelynek determinănsa a fenti determinăns. Ŋgy van olyan k × ~k mĆretŰ komplex elemŰ T mătrix, hogy g(u) = T ~g(u). Mivel a g_i-k lineărisan fĄggetlenek, kŤvetkezik, hogy k ≤ ~k, Ćs a szimmetriăt felhasznălva, hogy ~k ≤ k, azaz ~k = k. Nyilvăn T invertălhatć kell legyen, mivel egyĆbkĆnt a megfelelŞ lineăris transzformăcić kĆptere nem lehetne k dimenzićs. Mivel k∑ i=1 g_i(u)h_i(v) = k∑ i=1 ~g_i(u)~h_i(v),

Ćs ągy k∑ i=1 h_i(v) k∑ j=1 t_{ij} ~g_j (u) = k∑ j=1 ~g_j(u) k∑ i=1 t_{ij} h_i(v) = k∑ j=1 ~g_j (u)~h_j (v)

minden u ∈ U, v ∈ V -re, kŤvetkezik, hogy ~h(v) = T^′h(v). Ha T_1 egy măsik transzformăcić, amelyre g(u) = T_1 ~g(u), akkor erre is ~h(v) = T^′_1h(v), Ćs ągy 0 = (T^′ −T^′_1)h(v), ami ellentmond a h_i fĄggvĆnyek lineăris fĄggetlensĆgĆnek.

Az alăbbi lemma tovăbb redukălja a megoldandć problĆmăt. Durvăn szćlva, azt mondja, hogy sokszor elĆg a megoldăst lokălisan megkeresni, ekkor măr meghatărozhatć a teljes megoldăs.

212 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

23.12. Lemma. Legyenek f_1, f_2, g_i, h_i, ~g_i, ~h_i : R^n → C (i = 1, . . . , k) fĄggvĆnyek, tegyĄk fel, hogy a g_i, h_i fĄggvĆnyek analitikusak, Ćs van olyan δ > 0, hogy

(1) f_1(u + v)f_2(u − v) = k∑ i=1 g_i(u)h_i(v),

ha |u|, |v| < δ. TegyĄk fel, hogy bărmely ε > 0-ra a g_i, i = 1, 2, . . . , k fĄggvĆnyek is, Ćs a h_i, i = 1, 2, . . . , k fĄggvĆnyek is lineărisan fĄggetlenek az origć ε sugarč kŤrnyezetĆn. TegyĄk fel tovăbbă, hogy

(2) f_1(u + v)f_2(u − v) = k∑ i=1 ~g_i(u)~h_i(v)

fennăll minden u, v ∈ R^n-re. Ekkor (1) fennăll mindenĄtt, Ćs f_1, f_2 is analitikusak.

Bizonyątăs. Vilăgos, hogy azon 0 < δ ≤ ∞ bŞvątett valćs szămok kŤzŤtt, amelyekre (1) teljesĄl minden |u|, |v| < δ esetĆn, van egy maximălis. Azt kell megmutatnunk, hogy ez a maximălis ĆrtĆk ∞. TegyĄk fel indirekt, hogy nem ez a helyzet, Ćs a maximălis δ vĆges.

Megmutatjuk, hogy f_2 nem azonosan nulla az origć egyetlen kŤrnyezetĆben sem. Ha ugyanis azonosan nulla lenne egy ε ≤ 2δ sugarč kŤrnyezetben, akkor az (1) egyenletbŞl |u|, |v| < ε/2 esetĆn azt kapnănk, hogy 0 = ∑_k

i=1 g_i(u)h_i(v), ami ellentmond a g_i, h_i fĄggvĆnyek lineăris fĄggetlensĆgĆnek. Ůj văltozćkat ąrva az (1) egyenletbe, azt kapjuk, hogy

f_1(x)f_2(y) = k∑ i=1 g_i

( x + y 2 ) h_i

( x − y 2 )

bărmely olyan x, y ∈ R^n părra, amelyre |x+y| < 2δ Ćs |x−y| < 2δ is fennăll. RŤgzątsĄnk egy y_0-at, amelyre f_2(y_0) ≠ 0. MindkĆt oldalt osztva f_2(y_0)-al, azt kapjuk, hogy

f_1(x) = 1 f_2(y_0) k∑ i=1 g_i

( x + y_0 2 ) h_i

( x − y_0 2 )

hacsak |x| < 2δ −|y_0|. EbbŞl kŤvetkezik, hogy f_1 analitikus az origć 2δ −|y_0| sugarč kŤrnyezetĆn. Mivel |y_0| tetszŞlegesen kicsiny lehet, kapjuk, hogy f_1 analitikus az origć 2δ sugarč kŤrnyezetĆn. Teljesen hasonlćan adćdik, hogy f_2 is analitikus ezen a kŤrnyezeten.

Most felhasznăljuk a (2) egyenletet. Az elŞzŞ lemmăbćl kŤvetkezik, hogy ~g_i Ćs ~h_i is lineărisan fĄggetlenek az origć bărmely ε > 0 sugarč kŤrnyezetĆn. Legyen ε > 0 Ćs vălasszunk olyan v_j , j = 1, . . . , k vektorokat, amelyekre |v_j | < ε Ćs det((h_i(v_j ))^k_{i,j=1}) ≠ 0. Az

f_1(u + v_j )f_2(u − v_j ) = k∑ i=1 ~g_i(u)~h_i(v_j )

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

egyenletek teljesĄlnek minden u ∈ R^n, j = 1, . . . , k-ra. Ezeknek az egyenleteknek a segątsĆgĆvel bărmely ~g_j (u) kifejezhetŞ f_1(u + v_j )f_2(u − v_j ) alakč tagok konstans egyĄtthatćs lineăris kombinăcićjakĆnt. EbbŞl kŤvetkezik, hogy ~g_i analitikus az origć 2δ − ε sugarč nyąlt kŤrnyezetĆben. Mivel ε tetszŞlegesen kicsinynek vălaszthatć, minden ~g_i analitikus az origć 2δ sugarč nyąlt kŤrnyezetĆben. Most ugyančgy, mint az elŞzŞ lĆpĆsben, kŤvetkezik, hogy f_1 Ćs f_2 analitikusak az origć 4δ sugarč kŤrnyezetĆben. Ŋgy az (1) egyenlet jobb- Ćs baloldala is analitikus a

{(u, v) : u, v ∈ R^n, |u|, |v| < 2δ}

nyąlt halmazon, Ćs megegyeznek ennek a halmaznak a

{(u, v) : u, v ∈ R^n, |u|, |v| < δ}

rĆszhalmazăn. Az analitikus folytatăs elve szerint (lăsd DieudonnĆ [39], 9.4.2) az (1) egyenlet teljesĄl, ha |u|, |v| < 2δ. Ez ellentmond δ maximălis voltănak, azaz belăttuk, hogy δ = ∞.

23.13. Determinănsok. Legyen

F (u, v) = k∑ i=1 g_i(u)h_i(v), ha u, v ∈ R^n.

Legyenek tovăbbă ~^0_u, . . . , ~^k_u tetszŞleges, a g_i fĄggvĆnyeket tartalmazć valamely (lineăris) fĄggvĆnytĆren Ćrtelmezett lineăris funkcionălok. Az alsć index jelzi, hogy a funkcionăl az u văltozćban hat, a felsŞ index pedig egy egyszerŰ sorszăm. A funkcionălok tetszŞlegesek, pĆldăul egy fĄggvĆnyhez hozzărendelhetik egy adott pontban felvett ĆrtĆkĆt, valamely adott parciălis vagy irăny menti derivăltjănak ĆrtĆkĆt egy adott pontban (minden funkcionăl ugyanabban a pontban, vagy kĄlŤnbŤzŞ pontokban), ezek valamely lineăris kombinăcićjăt, stb. Hasonlćan, legyenek ~^0_v, . . . , ~^k_v a v văltozćban hatć lineăris funkcionălok, amelyek egy, a h_i fĄggvĆnyeket tartalmazć lineăris tĆren hatnak. A v → ~^j_uF (u, v), j = 0, 1, . . . , k fĄggvĆnyek a h_i fĄggvĆnyek lineăris kombinăcići, ągy nem lehetnek lineărisan fĄggetlenek. LĆteznek tehăt olyan c_j nem mind nulla konstansok, hogy

∑_k j=0 c_j ~^j_uF (u, v) = 0. Alkalmazva erre az ŤsszefĄggĆsre a ~^i_v lineăris funkcionălokat, azt kapjuk, hogy k∑ j=0 c_j ~^i_v~^j_uF (u, v) = 0, ha i = 0, . . . , k.

Ez azt jelenti, hogy det ( ~^i_v~^j_uF (u, v)

)_k

i,j=0 = 0.

Ezt az ŤsszefĄggĆst fogjuk arra felhasznălni, hogy di¸erenciălegyenletet kapjunk az 23.1.(4) egyenletben szereplŞ f_1, f_2 fĄggvĆnyekre.

214 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

23.14. Di¸erenciălegyenlet. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. Vizsgăljuk meg elŞszŤr az egyszerŰbb egydimenzićs n = 1 esetet. Hogy egyszerŰbb jelŤlĆseket kapjunk, jelŤlje egy f fĄggvĆny parciălis derivăltjait f_u, f_v, f_{uu}, f_{uv}, stb. Legyenek u Ćs v rŤgzątett elemek. Ekkor a ~^0_u(g) = g(u), ~^1_u(g) = g^′(u), ~^2_u(g) = g^{′′}(u), ~^0_v(h) = h(v), ~^1_v(h) = h^′(v), ~^2_v(h) = h^{′′}(v) vălasztăssal azt kapjuk, hogy det F F_u F_{uu} F_v F_{uv} F_{uuv} F_{vv} F_{uvv} F_{uuvv}

= 0.

Csak az az eset Ćrdekes szămunkra, amikor F (u, v) ≠ 0. JelŤlje ln az exp fĄggvĆny |ℑ(z)| < π săvra valć megszorątăsănak inverzĆt. TegyĄk fel, hogy F (u_0, v_0) ≠ 0. Ekkor az origć egy kŤrnyezetĆben Ćrtelmezve van a G(u, v) = ln(F (u + u_0, v + v_0)/F (u_0, v_0)) fĄggvĆny, Ćs itt

F (u + u_0, v + v_0) = F (u_0, v_0) exp(G(u, v)).

A determinăns kŤnnyen feląrhatć G segątsĆgĆvel is. Kiemelve a kŤzŤs tĆnyezŞket, az elsŞ sor, illetve az elsŞ oszlop alkalmas tŤbbszŤrŤseit kivonva a tŤbbi sorbćl illetve oszlopbćl, azt kapjuk, hogy det 1 0 0 0 G_{uv} 2G_uG_{uv} + G_{uuv} 0 2G_{uv}G_v + G_{uvv} ∗

= 0,

ahol ∗ = 4G_uG_vG_{uv} +2G_uG_{uvv} +2G_vG_{uuv} +2G^2_{uv} +G_{uuvv}. Most a măsodik sor, illetve oszlop alkalmas tŤbbszŤrŤsĆt levonva a harmadikbćl, azt kapjuk, hogy det 1 0 0 0 G_{uv} G_{uuv} 0 G_{uvv} 2G^2_{uv} + G_{uuvv}

= 0,

azaz, hogy 2G^3_{uv} + G_{uv}G_{uuvv} − G_{uuv}G_{uvv} = 0.

23.15. Parciălis di¸erenciălegyenlet. Hasonlć egyenletet kąvănunk levezetni az Ťsszes n ≥ 1 esetre is. Itt is az elŞzŞ kĆt pontban hasznălt jelŤlĆseket alkalmazzuk. Ha u_1, u_2, . . . irănyok (tetszŞleges, nem feltĆtlenĄl 1 hosszč vektorok), jelŤljĆk egy f fĄggvĆny irăny menti derivăltjait

f_{u1} , f_{u2} , . . . , f_{u1u1} , f_{u1u2} , . . . .

Hasonlćan eljărva mint fent, rŤgzątve az u Ćs v pontokat, Ćs tetszŞleges u_1, u_2, . . . valamint v_1, v_2, . . . irănyok szerinti irăny menti derivăltakat hasznălva, ~^0_u(g) = g(u), ~^1_u(g) = g_{u1} (u), ~^2_u(g) = g_{u2u3} (u), ~^0_v(h) = h(v), ~^1_v(h) = h_{v1} (v), ~^2_v(h) = h_{v2v3} (v) vălasztăssal azt kapjuk, hogy az (1) 1 0 0 0 G_{u1v1} G_{u2} G_{u3v1} + G_{u3} G_{u2v1} + G_{u2u3v1} 0 G_{v2} G_{u1v3} + G_{v3} G_{u1v2} + G_{u1v2v3} ∗∗

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

mătrix determinănsa nulla, ahol

∗∗ =G_{u2} G_{v2} G_{u3v3} + G_{u2} G_{v3} G_{u3 v2} + G_{u3} G_{v2} G_{u2 v3} + G_{u3} G_{v3} G_{u2 v2} + G_{u2} G_{u3v2v3} + G_{u3} G_{u2v2v3} + G_{v2} G_{u2 u3v3} + G_{v3} G_{u2u3v2} + G_{u2 v2} G_{u3v3} + G_{u2 v3} G_{u3 v2} + G_{u2u3v2v3} .

A determinănst kifejtve, egy parciălis di¸erenciălegyenletet kaphatunk, ami azonban sokkal bonyolultabb, mint az n = 1 esetben kapott egyenlet. Hogy egyszerŰsątsĄk, keressĄnk tovăbbi ŤsszefĄggĆseket. ~^0_u(g) = g(u), ~^1_u(g) = g_{u1} (u), ~^2_u(g) = g_{u2} (u), ~^0_v(h) = h(v), ~^1_v(h) = h_{v1} (v), ~^2_v(h) = h_{v2} (v) vălasztăssal hasonlćan, mint fent, azt kapjuk, hogy

(2) G_{u1 v1} G_{u2 v2} = G_{u1 v2} G_{u2 v1} .

Ezt felhasznălva, a ~^0_u(g) = g(u), ~^1_u(g) = g_{u1} (u), ~^2_u(g) = g_{u2} (u), ~^0_v(h) = h(v), ~^1_v(h) = g_{v1} (v), ~^2_v(h) = h_{v2v3} (v) vălasztăssal azt kapjuk, hogy

(3) G_{u1v1} G_{u2v2v3} = G_{u2 v1} G_{u1 v2v3} ,

Ćs hasonlćan, ~^0_u(g) = g(u), ~^1_u(g) = g_{u1} (u), ~^2_u(g) = g_{u2u3} (u), ~^0_v(h) = h(v), ~^1_v(h) = h_{v1} (v), ~^2_v(h) = h_{v2} (v) vălasztăssal pedig, hogy

(4) G_{u1 v1} G_{u2 u3v2} = G_{u1 v2} G_{u2 u3v1} .

Ezeket az ŤsszefĄggĆseket felhasznălva, az (1) mătrix determinănsănak kifejtĆsĆvel kapott egyenlet lĆnyegesen egyszerŰsŤdik, Ćs azt kapjuk, hogy

(5) 2G_{u1v1} G_{u2v2} G_{u3v3} + G_{u1v1} G_{u2u3v2v3} − G_{u1 v2v3} G_{v1u2u3} = 0.

Most x = u + v, y = u − v helyettesątĆssel, H(x) = ln(f_1(x + x_0)/f_1(x_0)), K(y) = ln(f_2(y + y_0)/f_2(y_0)) jelŤlĆssel valamint u_1 = e_1, v_1 = e^′_1, u_2 = e_2, v_2 = e^′_2, u_3 = e_3, v_3 = e^′_3 vălasztăssal, ahol e_1, e^′_1, e_2, e^′_2, e_3, e^′_3 tetszŞleges vektorok R^n-bŞl, azt kapjuk, hogy az origć valamely kŤrnyezetĆbŞl vett x, y esetĆn fennăllnak az alăbbi parciălis di¸erenciălegyenletek (vegyĄk Ćszre, hogy G(u, v) = H(x) + K(y), ha F (u, v) = f_1(u + v)f_2(u − v)): (6) (H_{e1e}′_1 (x) − K_{e1e}′_1 (y))(H_{e2e}′_2 (x) − K_{e2e}′_2 (y)) = (H_{e1e}′_2 (x) − K_{e1e}′_2 (y))(H_{e2e}′_1 (x) − K_{e2e}′_1 (y)),

(7) (H_{e1e}′_1 (x) − K_{e1e}′_1 (y))(H_{e2e}′_{2e}′_3 (x) + K_{e2e}′_{2e}′_3 (y)) = (H_{e2e}′_1 (x) − K_{e2e}′_1 (y))(H_{e1e}′_{2e}′_3 (x)) + K_{e1e}′_{2e}′_3 (y)),

(8) (H_{e1e}′_1 (x) − K_{e1e}′_1 (y))(H_{e2e3e}′_2 (x) − K_{e2e3e}′_2 (y)) = (H_{e1e}′_2 (x) − K_{e1e}′_2 (y))(H_{e2e3e}′_1 (x)) − K_{e2e3e}′_1 (y)),

216 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

(9) 2(H_{e1e}′_1 (x) − K_{e1e}′_1 (y))(H_{e2e}′_2 (x) − K_{e2e}′_2 (y))(H_{e3e}′_3 (x) − K_{e3e}′_3 (y))

+ (H_{e1e}′_1 (x) − K_{e1e}′_1 (y))(H_{e2e3e}′_{2e}′_3 (x) + K_{e2e3e}′_{2e}′_3 (y))

− (H_{e1e}′_{2e}′_3 (x) + K_{e1e}′_{2e}′_3 (y))(H_{e2e3e}′_1 (x) − K_{e2e3e}′_1 (y)) = 0.

Ezt az egyenletrendszert fogjuk megoldani, elŞszŤr lokălisan, majd globălisan. A kŤvetkezŞ hărom lemmăban a lokălis megoldăsokat hatărozzuk meg, a globălis megoldăsokat a fŞ tĆtelben keressĄk meg. A lemmăkban a logikailag lehetsĆges eseteknek csak egy rĆszĆt tărgyaljuk, a tŤbbi lehetsĆges esettel a fŞ tĆtel foglalkozik. A lemmăk, ugyančgy, mint a parciălis differenciălegyenlet-rendszer levezetĆse, teljesen lokălis termĆszetŰek, ągy az itt alkalmazott meggondolăsok a 23.1.(1) egyenlet, vagy măs, hasonlć egyenletek măs tartomănyokon valć megoldăsănăl is hasznălhatćk.

ElsŞ lĆpĆskĆnt egy adott irăny mentĆn keressĄk meg a megoldăsokat.

23.16. Lemma: a di¸erenciălegyenlet-rendszer megoldăsa egy irăny mentĆn. 23.15 jelŤlĆseit fogjuk hasznălni az irăny menti derivăltakra, 23.6 jelŤlĆseit pedig a răcsăllandćkkal Ćs P-fĄggvĆnyekkel kapcsolatban. Legyen f ∈ R^n egy egysĆgvektor R^n-ben. TegyĄk fel, hogy valamely ε > 0-ra a H Ćs K fĄggvĆnyek az origć R^n-beli ε sugarč kŤrnyezetĆn Ćrtelmezett komplex ĆrtĆkŰ C^∞ fĄggvĆnyek, Ćs |x|, |y| < ε esetĆn eleget tesznek a 23.15 pontbeli (6){(9) di¸erenciălegyenleteknek. Ekkor (1) ha H_{ff} (x) − K_{ff} (y) ≠ 0, H_{fff} (x) ≠ 0 Ćs K_{fff} (y) ≠ 0, ha x, y ∈ R^n, |x|, |y| < ε, akkor van olyan 0 < ε^′ < ε Ćs 0 < δ ≤ ε − ε^′, hogy valamely c ∈ C-vel, ω_1, ω_2 răcsăllandćkkal, Ćs e, ~e az origć ε^′ sugarč kŤrnyezetĆn Ćrtelmezett folytonos, komplex ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyekkel minden x, y ∈ R^n, |x|, |y| < ε^′, t, s ∈ R, |t|, |s| < δ esetĆn

H_{ff} (x + tf) = −P(t + e(x), ω_1, ω_2) + c Ćs K_{ff} (y + sf) = −P(s + ~e(y), ω_1, ω_2) + c;

(2) ha H_{ff} (x) − K_{ff} (y) ≠ 0, H_{fff} (x) ≠ 0 Ćs K_{fff} (y) = 0, ha x, y ∈ R^n Ćs |x|, |y| < ε, akkor van olyan 0 < ε^′ < ε Ćs 0 < δ ≤ ε − ε^′, hogy valamely c ∈ C-vel, ω(x), ∞ răcsăllandćkkal Ćs az origć ε^′ sugarč kŤrnyezetĆn Ćrtelmezett e(x) komplex ĆrtĆkŰ fĄggvĆnnyel minden x, y ∈ R^n, |x|, |y| < ε^′, t, s ∈ R, |t|, |s| < δ esetĆn

H_{ff} (x + tf) = −P(t + e(x), ω(x), ∞) + c Ćs K_{ff} (y + sf) = c;

(3) ha H_{ff} (x) − K_{ff} (y) ≠ 0, H_{fff} (x) = 0 Ćs K_{fff} (y) ≠ 0, ha x, y ∈ R^n Ćs |x|, |y| < ε, akkor van olyan 0 < ε^′ < ε Ćs 0 < δ ≤ ε − ε^′, hogy valamely c ∈ C-vel, ω(y), ∞ răcsăllandćkkal Ćs az origć ε^′ sugarč kŤrnyezetĆn Ćrtelmezett, komplex ĆrtĆkŰ e(y) fĄggvĆnnyel minden x, y ∈ R^n, |x|, |y| < ε^′, t, s ∈ R, |t|, |s| < δ esetĆn

H_{ff} (x + tf) = c Ćs K_{ff} (y + sf) = −P(s + e(y), ω(y), ∞) + c;

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse (4) ha H_{fff} (x) = 0 Ćs K_{fff} (y) = 0, ha x, y ∈ R^n Ćs |x|, |y| < ε, akkor valamely c ∈ C-vel minden 0 < ε^′ < ε esetĆn, ha x, y ∈ R^n, |x|, |y| < ε^′ Ćs |t|, |s| < δ = ε − ε^′, akkor H_{ff} (x + tf) = c Ćs K_{ff} (y + sf) = c.

Bizonyątăs. Legyen 0 < ε^{′′} < ε tetszŞleges. RŤgzątett x Ćs y esetĆn legyen H(t) = H_{ff} (x + tf) Ćs K(s) = K_{ff} (y + sf). Ezzel a jelŤlĆssel, e_1 = e_2 = e_3 = e^′_1 = e^′_2 = e^′_3 = f vălasztăssal a 23.15 (9) egyenletbŞl azt kapjuk, hogy (5) 2(H(t)−K(s))^3 −(H^′(t)^2 −K^′(s)^2)+(H(t)−K(s))(H^{′′}(t)+K^{′′}(s)) = 0, ha t, s ∈ R, |t|, |s| < ε − ε^{′′}.

ElŞszŤr az (1) esettel fogunk foglalkozni. L(t) = H(t) − K(0) jelŤlĆssel L(0) ≠ 0 Ćs L^′(t) ≠ 0. Az (5) egyenletbŞl azt kapjuk, hogy

2L(t)^3 − (L^′(t)^2 − K^′(0)^2) + L(t)(L^{′′}(t) + K^{′′}(0)) = 0, ami azt jelenti, hogy az L fĄggvĆny eleget tesz az (6) L^{′′}L − L^{′2} + 2L^3 + K^{′′}(0)L + K^′(0)^2 = 0 di¸erenciălegyenletnek. Jćl ismert mćdszerekkel ez a di¸erenciălegyenlet az elsŞrendŰ (7) L^{′2} = −4L^3 − 2CL^2 + 2K^{′′}(0)L + K^′(0)^2 di¸erenciălegyenletre redukălhatć, valamely C konstanssal. Ezen redukcićs lĆpĆs pontossă tĆtele helyett meg fogjuk mutatni, hogy az (8) L(0) = L_0 ≠ 0, L^′(0) = L_1 ≠ 0 kezdeti feltĆtelek mellett (6) Ćs (7) lokălisan ekvivalensek. Pontosabban, (7) minden megoldăsa, amelyre L^′ sehol sem nulla, megoldăsa (6)-nak is. Megfordątva, (6) minden megoldăsăhoz, amely eleget tesz (8)-nak is, azzal az egyetlen C konstanssal, amelyre teljesĄl, hogy (9) L^2_1 = −4L^3_0 − 2CL^2_0 + 2K^{′′}(0) + K^′(0)^2, lĆtezik R-ben az origćnak olyan kŤrnyezete, amelyen a megoldăs eleget tesz (7)-nek.

TekintsĄk elŞszŤr (7) egy megoldăsăt, amelynek derivăltja nem tŰnik el. Di¸erenciălva az egyenletet, azt kapjuk, hogy 2L^{′′}L^′ + 12L^′L^2 − 2K^{′′}(0)L^′ = 4CL^′L.

218 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

MindkĆt oldalt osztva 2L^′-vel Ćs szorozva L-el, azt kapjuk, hogy

L^{′′}L + 6L^3 − K^{′′}(0)L = 2CL^2.

2CL^2-et kifejezve (7)-bŞl, Ćs behelyettesątve ebbe az egyenletbe, kapjuk (6)- ot. A megfordątăs valamivel nehezebb. Nyilvăn egy Ćs csak egy olyan C konstans lĆtezik, amelyre fennăll a (9) ŤsszefĄggĆs. Ŋgy az adott kezdeti feltĆtelek mellett C egyĆrtelmŰen meghatărozott. ElŞszŤr megmutatjuk, hogy (6) megoldăsai a (8) kezdeti feltĆtelek mellett lokălisan egyĆrtelmŰek abban az Ćrtelemben, hogy bărmely kĆt megoldăshoz van olyan kŤrnyezete az origćnak, amelyen egybeesnek. MindkĆt megoldăs a nulla egy-egy kŤrnyezetĆn kielĆgąti az explicit

(10) L^{′′} =

L^{′2} L − 2L^2 − K^{′′}(0) −

K^′(0)^2 L egyenletet. Ennek az egyenletnek a (8) kezdŞfeltĆtelek mellett egy Ćs csak egy teljes megoldăsa van. Ŋgy tehăt a kĆt megoldăs a nulla egy kŤrnyezetĆn meg kell egyezzen ezzel.

Most tekintsĄk (6) egy tetszŞleges L megoldăsăt, amely nem tŰnik el. Az egyetlen, (9)-nek eleget tĆvŞ C konstanst vălasztva, (7) bărmely megoldăsa, amelynek derivăltja nem nulla sehol sem, Ćs eleget tesz (8)-nak (van ilyen megoldăs, mint alăbb lătni fogjuk), megegyezik L-el a nulla egy kŤrnyezetĆben. Ŋgy L eleget tesz (7)-nek a nulla egy kŤrnyezetĆben.

A kŤvetkezŞ lĆpĆs, hogy megoldjuk (7)-et a (8) kezdŞfeltĆtelek mellett. A Weierstrass-fĆle P-fĄggvĆnyekrŞl mondottak szerint (lăsd 23.6) van olyan c_1 konstans, valamint ω_1 Ćs ω_2 răcsăllandćk, hogy bărmely e ∈ C konstansra a t → −P(t + e, ω_1, ω_2) + c_1

fĄggvĆny eleget tesz a (7) egyenletnek, kivĆve legfeljebb megszămlălhatć sok izolălt t ∈ R pontot. A 23.7 lemma szerint az e komplex konstans megvălaszthatć čgy, hogy a (8) kezdeti feltĆtelek is teljesĄljenek. MegjegyezzĄk, hogy e megvălasztăsa csak a kezdeti feltĆtelektŞl fĄgg, Ćs băr nem egyĆrtelmŰ, de bărmely kĆt megfelelŞ e kĄlŤnbsĆge ˙-ban van. Mivel (6) Ćs (7) lokălisan ekvivalensek, belăttuk, hogy van olyan δ > 0, hogy valamely c konstanssal |t| < δ esetĆn

H(t) = −P(t + e, ω_1, ω_2) + c.

Teljesen hasonlćan kapjuk, hogy vannak olyan ~c Ćs ~e konstansok, ~δ > 0, valamint ~ω_1 Ćs ~ω_2 răcsăllandćk, hogy |s| < ~δ esetĆn

K(s) = −P(s + ~e, ~ω_1, ~ω_2) + ~c.

Itt is ~e csak a kezdeti feltĆtelektŞl fĄgg, Ćs megvălasztăsa ~˙ egy elemĆnek hozzăadăsătćl eltekintve egyĆrtelmŰ.

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

Eddig meggondolăsaink rŤgzątett x Ćs y esetĆn voltak ĆrvĆnyesek. Vizsgăljuk meg az eredmĆny fĄggĆsĆt x-tŞl Ćs y-tćl. Ha mondjuk y = 0, akkor minden x-re, amelyre |x| < δ, alkalmazhatjuk eddigi meggondolăsainkat, Ćs azt kapjuk, hogy lĆteznek olyan ω_1(x), ω_2(x) răcsăllandćk, c(x) Ćs e(x) komplex konstansok, Ćs δ(x) > 0, hogy

H_{ff} (x + tf) = −P(t + e(x), ω_1(x), ω_2(x)) + c(x), ha |t| < δ(x). Hasonlćan, lĆteznek olyan ~ω_1(y), ~ω_2(y) răcsăllandćk, ~c(y) Ćs ~e(y) komplex konstansok, Ćs ~δ(y) > 0, hogy

K_{ff} (y + sf) = −P(s + ~e(y), ~ω_1(y), ~ω_2(y)) + ~c(y), ha |s| < ~δ(y). Meg fogjuk vizsgălni a paramĆterek fĄggĆsĆt x-tŞl illetve y-tćl.

Legyen g_i(x) az ω_1(x), ω_2(x) segątsĆgĆvel, ~g_i(y) pedig az ~ω_1(y), ~ω_2(y) segątsĆgĆvel de˛niălva, i = 1, 2, 3 (lăsd 23.6). A jelŤlĆsek egyszerŰsątĆsĆre nem fogjuk kiąrni az x-tŞl, illetve y-tćl valć fĄggĆst. Tovăbbi rŤvidątĆskĆnt legyen P(t) = P(t+e, ω_1, ω_2) Ćs ~P(s) = P(s+~e, ~ω_1, ~ω_2). A P Ćs ~P fĄggvĆnyek eleget tesznek a

P^{′2} = 4P^3 − g_1P^2 − g_2P − g_3 Ćs P^{′′} = 6P^2 − g_1P − g_2/2 illetve

~P′^2 = 4 ~P^3 − ~g_1 ~P^2 − ~g_2 ~P − ~g_3 Ćs ~P^{′′} = 6 ~P^2 − ~g_1 ~P − ~g_2/2 egyenleteknek. HelyettesątsĄnk vissza (5)-be, Ćs hasznăljuk fel a fenti ŤsszefĄggĆseket. Azt kapjuk, hogy

(11)

0 =12(~c − c)P(t) ~P(s) + (g_1 − ~g_1)P(t) ~P(s)

+ 6(c − ~c)^2( ~P(s) − P(t)) + (c − ~c) ( g_1P(t) + ~g_1 ~P(s) )

+ g_2 − ~g_2 2 (P(t) + ~P(s)) + 2(c − ~c)^3 + (c − ~c) g_2 + ~g_2 2 + (g_3 − ~g_3).

Di¸erenciălva t szerint, azt kapjuk, hogy

(12)

0 = 12(~c − c)P^′(t) ~P(s) + (g_1 − ~g_1)P^′(t) ~P(s) − 6(c − ~c)^2P^′(t) + (c − ~c)g_1P^′(t) + g_2 − ~g_2 2 P^′(t).

Di¸erenciălva s szerint is, azt kapjuk, hogy 0 = 12(~c − c)P^′(t) ~P^′(s) + (g_1 − ~g_1)P^′(t) ~P^′(s) teljesĄl, ha |t| Ćs |s| elĆg kicsi. Ez csak čgy lehetsĆges, ha (13) g_1 − ~g_1 = 12(c − ~c).

220 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

Visszahelyettesątve ezt (12)-be, azt kapjuk, hogy

0 = (g^2_1 − ~g^2_1 + 12g_2 − 12~g_2)P^′(t),

ami csak čgy lehetsĆges, hogy ha

(14) 12(g_2 − ~g_2) = ~g^2_1 − g^2_1.

Ezt Ćs (13)-at felhasznălva, (11)-bŞl azt kapjuk, hogy

(15) (g_1 − ~g_1)^3 + 36(g_1 − ~g_1)(g_2 + ~g_2) + 864(g_3 − ~g_3) = 0.

Megmutatjuk, hogy ~c = c, ~g_1 = g_1, ~g_2 = g_2 Ćs ~g_3 = g_3 konstansok, amibŞl kŤvetkezik, hogy ~ω_1 = ω_1 Ćs ~ω_2 = ω_2 konstansnak vălaszthatćk.

ElŞszŤr azt mutatjuk meg, hogy nincs olyan x, y păr, hogy ~ω_2(y) = ∞, de ω_2(x) ≠ ∞, vagy ω_2(x) = ∞, de ~ω_2(y) ≠ ∞. A kĆt eset tărgyalăsa hasonlć, csak az elsŞvel foglalkozunk. Ha lenne ilyen păr, akkor, felhasznălva, hogy ~g_2 = ~g_3 = g_1 = 0, a (14) egyenletbŞl azt kapnănk, hogy 12g_2 = ~g^2_1, ągy a (15) egyenletbŞl az adćdna, hogy ~g^3_1 = 216g_3. Ekkor azonban a 4z^3 − g_2z − g_3 = 0 egyenletnek −~g_1/12 (legalăbb) kĆtszeres gyŤke lenne, ami ellentmond annak, hogy ω_2 ≠ ∞.

Tehăt kĆt eset maradt: vagy ω_2(x) = ~ω_2(y) = ∞ minden x, y-ra, vagy ez egyetlen x, y părra sem ăll fenn. Az elsŞ esetben g_2(x) = g_3(x) = 0 = ~g_2(y) = ~g_3(y) mindenĄtt, Ćs ągy (15)-bŞl g_1(x) = ~g_1(y) mindenĄtt, azaz mindkettŞ konstans, Ćs megegyeznek. Ekkor a 23.9 lemma szerint ω_1 = ~ω_1 konstansnak vălaszthatć. A măsodik esetben g_1(x) = 0 = ~g_1(y) mindenĄtt, Ćs ągy (14)-bŞl g_2(x) = ~g_2(y), (15)-bŞl pedig g_3(x) = ~g_3(y) mindenĄtt. Ŋgy g_2 Ćs ~g_2, illetve g_3 Ćs ~g_3 konstansok Ćs megegyeznek. Megint a 23.9 lemma szerint, ω_1 = ~ω_1 Ćs ω_2 = ~ω_2 konstansnak vălaszthatć. MindkĆt esetben (13)-bćl c(x) Ćs ~c(y) is konstansok Ćs megegyeznek.

Most vizsgăljuk e(x)-et illetve ~e(y)-t. Mint emlątettĄk, e(x) csak a H_{ff} (x) Ćs H_{fff} (x) kezdŞĆrtĆkektŞl fĄgg, Ćs csak modulo ˙ egyĆrtelmŰen meghatărozott. Tudjuk, hogy

H_{ff} (x) = −P(e(x), ω_1, ω_2) + c Ćs H_{fff} (x) = −P^′(e(x), ω_1, ω_2).

Legyen

X(x) = P(e(x), ω_1, ω_2) Ćs Y (x) = P^′(e(x), ω_1, ω_2).

Mivel a fenti ŤsszefĄggĆsek szerint az X Ćs Y fĄggvĆnyek kifejezhetŞk H_{ff} (x) illetve H_{fff} (x) segątsĆgĆvel is, ągy C^∞-ben vannak. Az X Ćs Y fĄggvĆnyek kielĆgątik az Y^2 = 4X^3 − g_1X^2 − g_2X − g_3 egyenletet. Mivel az origćban Y nem nulla, az origć kŤrĄl X egyĆrtelmŰen meghatărozza Y -t. Ugyanezen okbćl a z → P(z, ω_1, ω_2) lekĆpezĆs invertălhatć e(0) valamely kŤrnyezetĆben.

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

JelŤlje I az inverzĆt, Ćs legyen e^∗(x) = I(c − H_{ff} (x)). Az origć valamely kŤrnyezetĆben fennăll, hogy

X(x) = P(e^∗(x), ω_1, ω_2).

Mivel X egyĆrtelmŰen meghatărozza Y -t, az origć valamely kŤrnyezetĆben az is teljesĄl, hogy Y (x) = P^′(e^∗(x), ω_1, ω_2).

Ez viszont azt jelenti a 23.7 lemma szerint, hogy

e(x) − e^∗(x) ∈ ˙.

Ŋgy akăr azt is feltehetjĄk, hogy e ≡ e^∗, azaz feltehetjĄk, hogy e ∈ C^∞. Hasonlćan kapjuk, hogy ~e ∈ C^∞ is feltehetŞ.

Hătra van mĆg annak bizonyątăsa, hogy δ(x) Ćs ~δ(y) az x-tŞl illetve y-tćl fĄggetlennek Ćs egyenlŞnek vălaszthatćk. Vălasszuk δ(x)-et maximălisnak azon ε^{′′}-nĆl nem nagyobb δ^′ szămok kŤzĄl, amelyekre

H_{ff} (x + tf) = −P(t + e(x), ω_1, ω_2) + c,

ha |t| < δ^′. Megmutatjuk, hogy ha |x| < ε^′ = ε^{′′}/2, akkor δ(x) ≥ ε^′. TegyĄk fel, hogy valamely x-re ez nem teljesĄl, pĆldăul δ(x) < ε^′-hŤz tetszŞlegesen kŤzel van olyan t > δ(x), hogy

H_{ff} (x + tf) ≠ −P(t + e(x), ω_1, ω_2) + c.

(Az az eset, amikor ez t < −δ(x)-re teljesĄl, hasonlćan kezelhetŞ.) Bevezetve a ~t = t − δ(x), ~x = x + δ(x)f čj văltozćkat, azt kapjuk, hogy H_{ff} (~x + ~tf) Ćs −P(~t + e(x) + δ(x), ω_1, ω_2) + c az origć egy bal oldali kŤrnyezetĆben egybeesnek, de egyetlen jobb oldali kŤrnyezetben sem azonosan egyenlŞek. Mivel măsrĆszt

H_{ff} (~x + ~tf) = −P(~t + e(~x), ω_1, ω_2) + c,

ha |~t| < δ(~x), a 23.8 lemma szerint e(~x)−e(x)−δ(x) ∈ ˙. Ŋgy viszont a nulla egy jobboldali kŤrnyezetĆben is H_{ff} (~x+~tf) = −P(~t+e(x)+δ(x), ω_1, ω_2)+c, ami ellentmondăs.

KŤvetkezŞ lĆpĆskĆnt a (2) esettel foglalkozunk. Ebben az esetben K^′ ≡ 0 Ćs K^{′′} ≡ 0, Ćs ugyančgy mint az (1) esetben, azt kapjuk, hogy L eleget tesz az (17) L^{′2} = −4L^3 − 2CL^2

egyenletnek a nulla egy kŤrnyezetĆben, valamint a (8) kezdeti feltĆteleknek. A Weierstrass-fĆle P-fĄggvĆnyekrŞl mondottak szerint (lăsd 23.6) van olyan c_1 konstans, valamint ω, ∞ răcsăllandćk, hogy bărmely e konstansra a

t → −P(t + e, ω, ∞) + c_1

222 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

fĄggvĆny eleget tesz a (17) egyenletnek, kivĆve legfeljebb megszămlălhatć sok izolălt t ∈ R pontot. Itt is a 23.7 lemma szerint az e komplex konstans megvălaszthatć čgy, hogy a (8) kezdeti feltĆtelek is teljesĄljenek, tovăbbă e megvălasztăsa csak a kezdeti feltĆtelektŞl fĄgg, Ćs băr nem egyĆrtelmŰ, de bărmely kĆt megfelelŞ e kĄlŤnbsĆge ˙-ban van. Ezzel belăttuk, hogy van olyan δ > 0, hogy valamely c konstanssal |t| < δ esetĆn

H(t) = −P(t + e, ω, ∞) + c.

Tovăbbă nyilvăn K(s) = ~c valamely konstansra, a nulla egy kŤrnyezetĆben.

Vizsgăljuk meg az eredmĆny fĄggĆsĆt x-tŞl Ćs y-tćl. Itt is azt kapjuk, hogy lĆteznek olyan ω(x), ∞ răcsăllandćk, c(x) Ćs e(x) komplex konstansok, Ćs δ(x) > 0, hogy

H_{ff} (x + tf) = −P(t + e(x), ω(x), ∞) + c(x), ha |t| < δ(x),

tovăbbă lĆtezik olyan ~c(y) komplex konstans Ćs ~δ(y) > 0, hogy

K_{ff} (y + sf) = ~c(y), ha |s| < ~δ(y).

Itt is megvizsgăljuk a paramĆterek fĄggĆsĆt x-tŞl illetve y-tćl.

Legyen g_1(x) az ω(x), ∞ segątsĆgĆvel de˛niălva (lăsd 23.6-ot). A jelŤlĆsek egyszerŰsątĆsĆre nem fogjuk kiąrni az x-tŞl, illetve y-tćl valć fĄggĆst. Tovăbbi rŤvidątĆskĆnt legyen P(t) = P(t + e, ω, ∞). A P-fĄggvĆny eleget tesz a P^{′2} = 4P^3 − g_1P^2 Ćs P^{′′} = 6P^2 − g_1P

egyenletnek. HelyettesątsĄnk vissza (5)-be, Ćs hasznăljuk fel a fenti ŤsszefĄggĆseket. Azt kapjuk, hogy

(18) 0 = ( g_1(c − ~c) − 6(c − ~c)^2 ) P(t) + 2(c − ~c)^3.

Di¸erenciălva t szerint, azt kapjuk, hogy 0 = ( g_1(c − ~c) − 6(c − ~c)^2 ) P^′(t).

Ez csak čgy lehetsĆges, ha

g_1(c − ~c) = 6(c − ~c)^2.

Visszahelyettesątve ezt (18)-ba, azt kapjuk, hogy c(x) = ~c(y), ami csak čgy lehetsĆges, ha mindkettŞ ugyanaz a c konstans.

Hătra van mĆg annak bizonyątăsa, hogy δ(x) Ćs ~δ(y) az x-tŞl illetve ytćl fĄggetlennek Ćs egyenlŞnek vălaszthatćk. Ez ugyančgy vĆgezhetŞ a 23.8 lemma felhasznălăsăval, mint az (1) esetben.

(3) bizonyątăsa teljesen hasonlć (2) bizonyątăsăhoz. VĆgĄl (4) triviălisan kŤvetkezik (5)-bŞl.

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

23.17. Lemma: ŤsszefĄggĆs az irănymenti derivăltak kŤzŤtt. Az irăny menti derivăltakra 23.15 jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. TegyĄk fel, hogy δ > 0, e Ćs f vektorok R^n-ben, Ćs H, K az R^n tĆr δ sugarč, origć kŤzĆppontč nyąlt gŤmbjĆn Ćrtelmezett, komplex ĆrtĆkŰ C^∞ fĄggvĆnyek, amelyek eleget tesznek a 23.15 pont (6){(9) di¸erenciălegyenleteinek. Ekkor (1) ha H_{eee}(x), K_{eee}(y) Ćs H_{ee}(x) − K_{ee}(y) nem nulla semmilyen x, y ∈ R^n, |x|, |y| < δ esetĆn sem, akkor lĆteznek olyan d, c^′ Ćs c^{′′} komplex konstansok, hogy

H_{ef} (x) = dH_{ee}(x) + c^′ Ćs K_{ef} (y) = dK_{ee}(y) + c^′, H_{ff} (x) = d^2H_{ee}(x) + c^{′′} Ćs K_{ff} (y) = d^2K_{ee}(y) + c^{′′}, H_{fff} (x) = d^3H_{eee}(x) Ćs K_{fff} (y) = d^3K_{eee}(y)

minden x, y ∈ R^n-re, amelyre |x|, |y| < δ;

(2) ha H_{eee}(x) Ćs H_{ee}(x)−K_{ee}(y) nem nulla semmilyen x, y ∈ R^n, |x|, |y| < δ esetĆn sem, de K_{eee}(y) = 0, ha |y| < δ, akkor lĆteznek olyan d, c_{ee}, c_{ef} Ćs c_{ff} komplex konstansok, hogy

K_{ee}(y) = c_{ee}, K_{ef} (y) = c_{ef} , K_{ff} (y) = c_{ff} , H_{ef} (x) − c_{ef} = d(H_{ee}(x) − c_{ee}), H_{ff} (x) − c_{ff} = d^2(H_{ee}(x) − c_{ee}), H_{fff} (x) = d^3H_{eee}(x)

minden x, y ∈ R^n-re, amelyre |x|, |y| < δ;

(3) ha K_{eee}(y) Ćs H_{ee}(x)−K_{ee}(y) nem nulla semmilyen x, y ∈ R^n, |x|, |y| < δ esetĆn sem, de H_{eee}(x) = 0, ha |x| < δ, akkor lĆteznek olyan d, c_{ee}, c_{ef} Ćs c_{ff} komplex konstansok, hogy

H_{ee}(x) = c_{ee}, H_{ef} (x) = c_{ef} , H_{ff} (x) = c_{ff} , K_{ef} (y) − c_{ef} = d(K_{ee}(y) − c_{ee}), K_{ff} (y) − c_{ff} = d^2(K_{ee}(y) − c_{ee}), K_{fff} (y) = d^3K_{eee}(y)

minden x, y ∈ R^n-re, amelyre |x|, |y| < δ;

(4) ha H_{eee}, H_{fff} , K_{eee} Ćs K_{fff} is azonosan nullăk az origć δ sugarč kŤrnyezetĆn, akkor lĆteznek olyan c_{ee}, c_{ef} Ćs c_{ff} komplex konstansok, hogy H_{ee}(x) = c_{ee} = K_{ee}(y), H_{ef} (x) = c_{ef} = K_{ef} (y), H_{ff} (x) = c_{ff} = K_{ff} (y) minden x, y ∈ R^n-re, amelyre |x|, |y| < δ.

224 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

Bizonyątăs. ElŞszŤr nĆhăny ŤsszefĄggĆst vezetĄnk le a 23.15 pont (7){ (9) egyenleteibŞl. Ŋrjuk fel a 23.15 (9) egyenletet mĆgegyszer, megcserĆlve e_1 Ćs e^′_1, e_2 Ćs e^′_2 valamint e_3 Ćs e^′_3 szerepĆt, Ćs vonjuk ki a kĆt egyenletet egymăsbćl. Azt kapjuk, hogy ( H_{e1e}′_{2e}′_3 (x) + K_{e1e}′_{2e}′_3 (y) ) ( H_e′_{1e2e3} (x) − K_e′_{1e2e3} (y) ) = ( H_e′_{1e2e3} (x) + K_e′_{1e2e3} (y) ) ( H_{e1e}′_{2e}′_3 (x) − K_{e1e}′_{2e}′_3 (y) ) . EbbŞl egyszerŰsątve, majd felcserĆlve e_1 Ćs e^′_1 szerepĆt, azt kapjuk, hogy

(5) H_{e1e2e3} (x)K_e′_{1e}′_{2e}′_3 (y) = H_e′_{1e}′_{2e}′_3 (x)K_{e1e2e3} (y).

Tovăbbi hasznos ŤsszefĄggĆseket kaphatunk a 23.15 pont (7) Ćs (8) egyenleteibŞl. (8)-ban e_3 helyĆre e^′_3-at ąrva, e_1 Ćs e^′_1 illetve e_2 Ćs e^′_2 szerepĆt felcserĆlve, majd a kapott egyenletet hozzăadva (7)-hez, illetve kivonva azt (7)-bŞl, vĆgĄl a kapott kĆt egyenletben e^′_1 Ćs e_2 szerepĆt felcserĆlve, azt kapjuk, hogy

(6) (H_{e1e2} (x) − K_{e1e2} (y)) H_e′_{1e}′_{2e}′_3 (x) = ( H_e′_{1e2} (x) − K_e′_{1e2} (y) ) H_{e1e}′_{2e}′_3 (x),

illetve

(7) (H_{e1e2} (x) − K_{e1e2} (y)) K_e′_{1e}′_{2e}′_3 (y) = ( H_e′_{1e2} (x) − K_e′_{1e2} (y) ) K_{e1e}′_{2e}′_3 (y).

KezdjĄk (1) bizonyątăsăval. e_1 = e_2 = e_3 = e^′_1 = e^′_2 = e, e^′_3 = f vălasztăssal (5)-bŞl azt kapjuk, hogy

H_{eee}(x)K_{eef} (y) = H_{eef} (x)K_{eee}(y).

Mivel H_{eee} Ćs K_{eee} se nulla sehol sem, azt kapjuk, hogy

K_{eef} (y) K_{eee}(y) = H_{eef} (x) H_{eee}(x) . Ez az egyenlŞsĆg csak čgy ăllhat fenn, ha mindkĆt oldal megegyezik ugyanazzal a d konstanssal. Most (6)-bćl

(H_{ef} (x) − K_{ef} (y)) H_{eee}(x) = (H_{ee}(x) − K_{ee}(y)) H_{eef} (x) = (H_{ee}(x) − K_{ee}(y)) dH_{eee}(x).

MindkĆt oldalt osztva H_{eee}-vel, Ćs a kapott ŤsszefĄggĆst ătrendezve,

H_{ef} (x) − dH_{ee}(x) = K_{ef} (y) − dK_{ee}(y),

ami csak čgy ăllhat fenn, ha mindkĆt oldal ugyanaz a konstans. VĆgĄl a 23.15 pont (6) egyenletĆbŞl (9) (H_{ff} (x) − K_{ff} (y)) (H_{ee}(x) − K_{ee}(y)) = (H_{ef} (x) − K_{ef} (y))^2 = d^2 (H_{ee}(x) − K_{ee}(y))^2 .

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

MindkĆt oldalt osztva H_{ee}(x)−K_{ee}(y)-al, ugyančgy, mint fent, kapjuk, hogy H_{ff} (x) − d^2H_{ee}(x) Ćs K_{ff} (y) − d^2K_{ee}(y) ugyanaz a konstans. (1) utolsć kĆt egyenlete (9) felhasznălăsăval adćdik.

(2) bizonyątăsăhoz (5)-bŞl e^′_1 = e^′_2 = e^′_3 = e vălasztăssal kapjuk, hogy

H_{eee}(x)K_{e1e2e3} (y) = H_{e1e2e3} (x)K_{eee}(y).

Mivel a jobb oldal mindenĄtt nulla, K_{e1e2e3} azonosan nulla tetszŞleges e_1, e_2, e_3 vektorokra. Speciălisan K_{ee}, K_{ef} Ćs K_{ff} minden parciălis derivăltja nulla, ągy konstansok. JelŤlje ezeket a konstansokat rendre c_{ee}, c_{ef} Ćs c_{ff} . TekintsĄk a H_{ef} (x) − c_{ef} H_{ee}(x) − c_{ee} fĄggvĆny valamely g irăny menti derivăltjăt. Ez

H_{efg}(x) (H_{ee}(x) − c_{ee}) − (H_{ef} (x) − c_{ef} ) H_{eeg}(x) (H_{ee}(x) − c_{ee})^2 . A (6) ŤsszefĄggĆsbŞl e_1 = e_2 = e^′_2 = e, e^′_1 = f, e^′_3 = g helyettesątĆssel kapjuk, hogy a szămlălć nulla. Ez azt jelenti, hogy bărmely irăny menti derivălt nulla, azaz H_{ef} (x) − c_{ef} H_{ee}(x) − c_{ee} ≡ d valamely d konstanssal. Ugyančgy, mint az elŞzŞ bekezdĆsben, kapjuk, hogy

H_{ff} (x) − c_{ff} = d^2 (H_{ee}(x) − c_{ee}) .

(3) bizonyątăsa (2) bizonyątăsăval analćg.

VĆgĄl (4) bizonyątăsăhoz 23.15 (9)-bŞl e_1 = e_2 = e_3 = e^′_1 = e^′_2 = e^′_3 = e vălasztăssal adćdik, hogy

2 (H_{ee}(x) − K_{ee}(y))^3 = 0,

amibŞl H_{ee} Ćs K_{ee} konstansok Ćs megegyeznek. Hasonlćan adćdik, hogy H_{ff} Ćs K_{ff} is konstansok Ćs megegyeznek. A 23.15 (6) egyenletet felhasznălva, čgy mint fent, kapjuk, hogy H_{ef} Ćs K_{ef} szintĆn konstansok Ćs megegyeznek.

23.18. Lemma: lokălis megoldăsok. TegyĄk fel, hogy a H Ćs K fĄggvĆnyek az origć egy δ > 0 sugarč kŤrnyezetĆn Ćrtelmezett komplex ĆrtĆkŰ C^∞ fĄggvĆnyek Ćs ott eleget tesznek a 23.15 pontbeli (6){(9) parciălis di¸erenciălegyenleteknek, tovăbbă (1) bărmely 1 ≤ j ≤ n indexre, ∂^3_j H is Ćs ∂^3_j K is vagy mindenĄtt nulla az adott kŤrnyezetben, vagy sehol sem nulla az adott kŤrnyezetben;

(2) bărmely olyan j indexre, amelyre ∂^3_j H vagy ∂^3_j K nem nulla az adott kŤrnyezetben, ∂^2_j H(x) − ∂^2_j K(y) sehol sem nulla az adott kŤrnyezetbŞl vett bărmely x-re Ćs y-ra;

226 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

(3) van olyan j index, hogy vagy ∂^3_j H vagy ∂^3_j K vagy mindkettŞ nem nulla sehol sem az adott kŤrnyezetben.

Ekkor az x = (x_1, . . . , x_n), y = (y_1, . . . , y_n) jelŤlĆsekkel, valamint 23.6 jelŤlĆseivel (4) ha minden j-re vagy sem ∂^3_j H sem ∂^3_j K nem nulla sehol sem az adott kŤrnyezetben, vagy mindkettŞ nulla mindenĄtt az adott kŤrnyezetben, akkor valamely ω_1, ω_2 răcsăllandćkkal Ćs a, ~a, b_i, ~b_i, c, ~c, c_{i,j} = c_{j,i}, d_i, e, ~e komplex szămokkal az origć valamely kŤrnyezetĆben

H(x) = a + ∑ i b_ix_i + ∑ i,j c_{i,j} x_ix_j + ln ( c σ(d_1x_1 + . . .+ d_nx_n + e; ω_1, ω_2) )

Ćs K(y) = ~a + ∑ i ~b_iy_i + ∑ i,j c_{i,j} y_iy_j + ln ( ~c σ(d_1y_1 + . . . + d_ny_n + ~e; ω_1, ω_2) ) ,

tovăbbă d_i pontosan akkor nulla, ha ∂^3_i H Ćs ∂^3_i K nullăk; (5) ha minden j-re vagy ∂^3_j H sehol sem nulla, ∂^3_j K pedig mindenĄtt nulla az adott kŤrnyezetben, vagy mindkettŞ mindenĄtt nulla az adott kŤrnyezetben, akkor valamely ω, ∞ răcsăllandćkkal Ćs a, ~a, b_i, ~b_i, c, c_{i,j} = c_{j,i}, d_i, e, ~e komplex szămokkal az origć egy kŤrnyezetĆben

H(x) = a + ∑ i b_ix_i + ∑ i,j c_{i,j} x_ix_j + ln ( c σ(d_1x_1 + . . . + d_nx_n + e; ω, ∞) )

Ćs K(y) = ~a + ∑ i ~b_iy_i + ∑ i,j c_{i,j} y_iy_j ,

tovăbbă d_i pontosan akkor nulla, ha ∂^3_i H nulla;

(6) ha minden j-re vagy ∂^3_j H mindenĄtt nulla, ∂^3_j K pedig sehol sem nulla az adott kŤrnyezetben, vagy mindkettŞ nulla az adott kŤrnyezetben mindenĄtt, akkor valamely ω, ∞ răcsăllandćkkal Ćs a, ~a, b_i, ~b_i, ~c, c_{i,j} = c_{j,i}, d_i, e, ~e komplex szămokkal az origć egy kŤrnyezetĆben

H(x) = a + ∑ i b_ix_i + ∑ i,j c_{i,j} x_ix_j Ćs K(y) = ~a + ∑ i ~b_iy_i + ∑ i,j c_{i,j} y_iy_j + ln ( ~c σ(d_1y_1 + · · · + d_ny_n + ~e; ω, ∞) ) ,

tovăbbă d_i pontosan akkor nulla, ha ∂^3_i K nulla;

(7) az (1), (2) (3) feltĆtelek mellett lehetsĆges tŤbbi esetben nincs megoldăs a nulla egyetlen kŤrnyezetĆben sem.

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

Bizonyątăs. Az elŞzŞ lemma alapjăn vilăgos, hogy ha van olyan j index, hogy ∂^3_j H sehol sem nulla, ∂^3_j K pedig azonosan nulla az adott kŤrnyezetben, akkor ∂^3_i K minden 1 ≤ i ≤ n-re azonosan nulla az adott kŤrnyezetben. Hasonlćan, ha van olyan j index, hogy ∂^3_j K sehol sem nulla, ∂^3_j H pedig azonosan nulla az adott kŤrnyezetben, akkor ∂^3_i H minden 1 ≤ i ≤ n-re azonosan nulla az adott kŤrnyezetben. Ŋgy csak a (4){(6) pontokban megadott esetekben lehetsĆges megoldăs az origć valamely kŤrnyezetĆben, Ćs ezzel (7)-et belăttuk.

(4){(6) bizonyątăsa a dimenzićszăm szerinti indukcićval tŤrtĆnik. Nyilvăn az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy azok az i indexek, amelyekre ∂^3_i H Ćs ∂^3_i K azonosan nullăk, mind nagyobbak, mint azok az indexek, amelyekre valamelyik vagy mindkettŞ nem nulla.

KezdjĄk (4) bizonyątăsăval. n = 1-re az ăllątăs kŤvetkezik a 23.16 lemmăbćl. Indukcićs feltevĆsĄnk, hogy n − 1-re teljesĄl az ăllątăs, azaz lĆteznek olyan răcsăllandćk Ćs olyan a, ~a, b_i, ~b_i, c, ~c, c_{i,j} = c_{j,i}, d_i, e, ~e, (i, j < n) komplex szămok, hogy a nulla egy kŤrnyezetĆn

(8) H(x) = a + ∑ i<n b_ix_i + ∑ i,j<n

c_{i,j} x_ix_j

+ ln ( c σ(d_1x_1 + · · · + d_{n−1}x_{n−1} + e; ω_1, ω_2) ) Ćs

(9) K(y) = ~a + ∑ i<n ~b_iy_i + ∑ i,j<n

c_{i,j} y_iy_j

+ ln ( ~c σ(d_1y_1 + · · · + d_{n−1}y_{n−1} + ~e; ω_1, ω_2) ) , ha az f_1, f_2, . . . , f_n standard băzisvektorok kŤzĄl az elsŞ n−1 ăltal kifeszątett altĆrben vagyunk, valamint minden i < n-re teljesĄl, hogy d_i = 0 akkor Ćs csak akkor, ha ∂^3_i H ≡ 0 ≡ ∂^3_i K.

A kĆpletek tŤmŤrebbĆ tĆtelĆre vezessĄk be az x^′ = (x_1, x_2, . . . , x_{n−1}, 0) Ćs y^′ = (y_1, y_2, . . . , y_{n−1}, 0) rŤvidątĆseket.

ElŞszŤr azt az esetet vizsgăljuk, amikor sem ∂^3_nH, sem ∂^3_nK nem tŰnik el. A 23.16 lemmăbćl azt kapjuk, hogy

(10) ∂^2_nH(x^′ + x_nf_n) = −P(x_n + e_1(x^′), ~ω_1, ~ω_2) + c_1 Ćs (11) ∂^2_nK(y^′ + y_nf_n) = −P(y_n + ~e_1(y^′), ~ω_1, ~ω_2) + c_1

elĆg kicsiny x^′, y^′, x_n Ćs y_n esetĆn, ahol x_n, y_n valćs szămok, x^′ Ćs y^′ pedig olyan R^n-beli vektorok, amelyeknek utolsć koordinătăja nulla.

A bizonyątăs alapgondolata megmutatni, hogy van olyan d_n konstans Ćs lĆteznek olyan e_i(x_i, . . . , x_{n−1}) Ćs ~e_i(x_i, . . . , x_{n−1}) folytonos fĄggvĆnyek, amelyekkel d_n = D_id_i valamint

e_i(x_i, . . . , x_{n−1}) = d_ix_i d_n

+ e_{i+1}(x_{i+1}, . . . , x_{n−1})

228 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse Ćs ~e_i(y_i, . . . , y_{n−1}) = d_iy_i d_n

+ ~e_{i+1}(y_{i+1}, . . . , y_{n−1}),

ha i < n. VegyĄk Ćszre, hogy e_n Ćs ~e_n konstansok.

Vizsgăljuk a kezdeti feltĆteleket. A 23.17 lemmăbćl azt kapjuk, hogy i < n-re valamely D_i Ćs c^′_i, c^{′′}_i konstansokkal

(12)

∂_i∂_nH(x) = D_i∂^2_i H(x) + c^′_i Ćs ∂_i∂_nK(y) = D_i∂^2_i K(y) + c^′_i, ∂^2_nH(x) = D^2_i ∂^2_i H(x) + c^{′′}_i Ćs ∂^2_nK(y) = D^2_i ∂^2_i K(y) + c^{′′}_i , ∂^3_nH(x) = D^3_i ∂^3_i H(x) Ćs ∂^3_nK(y) = D^3_i ∂^3_i K(y)

minden elĆg kicsiny x, y esetĆn. Az utolsć sorbćl kŤvetkezik, hogy D_i ≠ 0. A ∂^2_nH-ra kapott (10) ŤsszefĄggĆst di¸erenciălva x_n szerint, majd x_n = 0-t helyettesątve, Ćs felhasznălva (12) utolsć sorăt Ćs az indukcićs feltevĆst, azt kapjuk, hogy

(13)

P^′(e_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ~ω_1, ~ω_2) = −∂^3_nH(x^′) = −D^3_1∂^3_1 H(x^′) = D^3_1d^3_1P^′(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1} + e, ω_1, ω_2).

MăsrĆszt, (10)-et Ćs (12) măsodik sorăt felhasznălva,

(14)

P(e_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ~ω_1, ~ω_2) − c_1 = −∂^2_nH(x^′) = −D^2_1 ∂^2_1 H(x^′) − c^{′′}_1 = D^2_1d^2_1P(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1} + e, ω_1, ω_2 ) − 2D^2_1c_{11} − c^{′′}_1

is teljesĄl minden elĆg kicsiny x^′-re. Az implicit fĄggvĆny tĆtel szerint ebbŞl kŤvetkezik, hogy bărmely rŤgzątett x_2, x_3, . . . , x_{n−1}-re az e_1 fĄggvĆny folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆnye x_1-nek. Di¸erenciălva (14)-et x_1 szerint, azt kapjuk, hogy

(15)

P^′(e_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ~ω_1, ~ω_2)∂_1e_1(x_1, . . . , x_{n−1}) = D^2_1d^3_1P^′(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1} + e, ω_1, ω_2).

EbbŞl felhasznălva (13)-at, azt kapjuk, hogy

D^3_1d^3_1P^′(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1} + e, ω_1, ω_2 ) ∂_1e_1(x_1, . . . , x_{n−1}) = D^2_1d^3_1P^′(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1} + e, ω_1, ω_2 ) , azaz ∂_1e_1(x_1, . . . , x_{n−1}) = 1/D_1. Ez azt jelenti, hogy valamely e_2(x_2, . . . , x_{n−1}) folytonos fĄggvĆnnyel e_1(x_1, x_2, . . . , x_{n−1}) = x_1/D_1 + e_2(x_2, . . . , x_{n−1}). Bevezetve a d_n = D_1d_1 jelŤlĆst, Ćs visszahelyettesątve (14)-be, majd felhasznălva a minden nullătćl kĄlŤnbŤzŞ α komplex szămra fennăllć

P(z, ω_1, ω_2)/α^2 = P(αz, αω_1, αω_2)

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

ŤsszefĄggĆst, azt kapjuk, hogy (16) P(d_1x_1/d_n + e_2(x_2, . . . , x_{n−1}), ~ω_1, ~ω_2) − c_1

= d^2_nP(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1} + e, ω_1, ω_2 ) − 2D^2_1c_{11} − c^{′′}_1 = P(d_1x_1/d_n + . . . + d_{n−1}x_{n−1}/d_n + e/d_n, ω_1/d_n, ω_2/d_n) − 2c_{11}D^2_1 − c^{′′}_1 .

Ebben az egyenletben x_2, . . . , x_{n−1} helyĆre nullăt helyettesątve, a 23.8 lemmăbćl azt kapjuk, hogy c_1 = 2c_{11}D^2_1 + c^{′′}_1 Ćs a z → P(z, ~ω_1, ~ω_2) fĄggvĆny megegyezik a z → P(z, ω_1/d_n, ω_2/d_n) fĄggvĆnnyel. Bevezetve a c_{nn} = c_{11}D^2_1 + c^{′′}_1 /2 jelŤlĆst ągy (10)-bŞl azt kapjuk, hogy

(17)

∂^2_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn} − P(x_n + d_1x_1/d_n + e_2(x_2, . . . , x_{n−1}), ω_1/d_n, ω_2/d_n) = 2c_{nn} − d^2_nP(d_1x_1 + d_ne_2(x_2, . . . , x_{n−1}) + d_nx_n, ω_1, ω_2), (14)-bŞl pedig, hogy

(18)

P(d_1x_1 + d_ne_2(x_2, . . . , x_{n−1}), ω_1, ω_2) = P(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1} + e, ω_1, ω_2 ) , vĆgĄl (11)-bŞl, hogy

(19) ∂^2_nK(y^′ + y_nf_n) = 2c_{nn} − d^2_nP(d_n ~e_1(y_1, . . . , y_{n−1}) + d_ny_n, ω_1, ω_2). Az utćbbi egyenletben y_n = 0-t helyettesątve, Ćs felhasznălva (12) măsodik sorăt, valamint a d_n = D_1d_1 ŤsszefĄggĆst, azt kapjuk, hogy

(20)

P(d_n ~e_1(y_1, y_2, . . . , y_{n−1}), ω_1, ω_2)

= P(d_1y_1 + . . . + d_{n−1}y_{n−1} + ~e, ω_1, ω_2 ) . Innen, rŤgzątve az y_2, . . . , y_{n−1} văltozćkat, az implicit fĄggvĆny tĆtelbŞl azt kapjuk, hogy ~e_1 folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆnye y_1-nek. Di¸erenciălva y_1 szerint, azt kapjuk, hogy

d_nP^′(d_n ~e_1(y_1, y_2, . . . , y_{n−1}), ω_1, ω_2)∂_1~e_1(y_1, . . . , y_{n−1}) = d_1P^′(d_1y_1 + . . . + d_{n−1}y_{n−1} + ~e, ω_1, ω_2).

MăsrĆszt, di¸erenciălva (19)-et y_n szerint, majd y_n = 0-t helyettesątve, Ćs felhasznălva (12) utolsć sorăt valamint az indukcićs feltevĆst, azt kapjuk, hogy

d^3_nP^′(d_n ~e_1(y_1, . . . , y_{n−1}), ω_1, ω_2) = −∂^3_nK(y^′) = −D^3_1∂^3_1 K(y^′) = D^3_1d^3_1P^′(d_1y_1 + . . . + d_{n−1}y_{n−1}, ω_1, ω_2 ) . Ezt behelyettesątve az elŞzŞ egyenletbe az adćdik, hogy ~e_1(y_1, y_2, . . . , y_{n−1}) = d_1y_1/d_n + ~e_2(y_2, . . . , y_{n−1})

230 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

valamely folytonos ~e_2 fĄggvĆnnyel, Ćs ągy (19)-bŞl

(21) ∂^2_nK(y^′+y_nf_n) = 2c_{nn}−d^2_nP(d_1y_1+d_n ~e_2(y_2, . . . , y_{n−1})+d_ny_n, ω_1, ω_2),

(20)-bćl pedig

(22)

P(d_1y_1 + d_n ~e_2(y_2, . . . , y_{n−1}), ω_1, ω_2) = P(d_1y_1 + . . . + d_{n−1}y_{n−1} + ~e, ω_1, ω_2 ) . MegjegyezzĄk, hogy ebben az egyenletben y_2 = · · · = y_{n−1} = 0-t, illetve a (18) egyenletben x_2 = · · · = x_{n−1} = 0-t helyettesątve, a 23.8 lemma felhasznălăsăval adćdik, hogy d_ne_2(0, . . . , 0) − e illetve d_n ~e_2(0, . . . , 0) − ~e is az ω_1, ω_2 ăltal generălt ˙ răcs elemei.

Hasonlćan folytathatjuk. x_n = 0-t helyettesątve (17)-ben, felhasznălva (12) măsodik sorăt Ćs az indukcićs feltevĆst, azt kapjuk, hogy

(23) d^2_nP(d_1x_1 + d_ne_2(x_2, . . . , x_{n−1}), ω_1, ω_2) − 2c_{nn} = −∂^2_nH(x^′) = −D^2 ∂^2_2 H(x^′) − c^{′′}_2 = D^2d^2P(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1} + e, ω_1, ω_2) − 2D^2d^2c_{22} − c^{′′}_2 .

Felhasznălva (18)-at, ebbŞl az egyenletbŞl azt kapjuk, hogy D_2d_2 = d_n. A (17) egyenletet di¸erenciălva x_n szerint, majd x_n = 0-t helyettesątve, felhasznălva (12) utolsć sorăt Ćs az indukcićs feltevĆst, azt kapjuk, hogy

(24) d^3_nP^′(d_1x_1 + d_ne_2(x_2, . . . , x_{n−1}), ω_1, ω_2) = −∂^3_nH(x^′) = −D^3_2 ∂^3_2 H(x^′) = D^3_2d^3_2P^′(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1}, ω_1, ω_2), azaz mivel D_2d_2 = d_n,

(25)

P^′(d_1x_1 + d_ne_2(x_2, . . . , x_{n−1}), ω_1, ω_2) = P^′(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1}, ω_1, ω_2).

(18) miatt bărmely rŤgzątett x_3, . . . , x_{n−1}-re az implicit fĄggvĆny tĆtelbŞl az e_2 fĄggvĆny folytonosan parciălisan di¸erenciălhatć x_2 szerint. Di¸erenciălva (18)-at x_2 szerint azt kapjuk, hogy

(26) d_nP^′(d_1x_1 + d_ne_2(x_2, . . . , x_{n−1}), ω_1, ω_2)∂_1e_2(x_2, . . . , x_{n−1}) = d_2P^′(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1}, ω_1, ω_2).

EbbŞl felhasznălva (25)-Ťt az adćdik, hogy

∂_1e_2(x_2, x_3, . . . , x_{n−1}) = d_2/d_n

mindenĄtt. Ez azt jelenti, hogy valamely folytonos e_3(x_3, . . . , x_{n−1}) fĄggvĆnnyel e_2(x_2, . . . , x_{n−1}) = d_2x_2/d_n + e_3(x_3, . . . , x_{n−1}).

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse Hasonlćan kapjuk, hogy valamely folytonos ~e_3(y_3, . . . , y_{n−1}) fĄggvĆnnyel ~e_2(y_2, . . . , y_{n−1}) = d_2y_2/d_n + ~e_3(y_3, . . . , y_{n−1}).

Indukcićval folytatva, vĆgĄl azt kapjuk, hogy

∂^2_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn} − d^2_nP(d_1x_1 + d_2x_2 + · · · + d_nx_n + de_n, ω_1, ω_2) Ćs ∂^2_nK(y^′ + y_nf_n) = 2c_{nn} − d^2_nP(d_1y_1 + d_2y_2 + · · · + d_ny_n + d~e_n, ω_1, ω_2).

Mivel, mint megmutattuk, d_ne_n − e = d_ne_2(0, . . . , 0) − e Ćs d_n ~e_n − ~e = d_n ~e_2(0, . . . , 0) − ~e is elemei az ˙ răcsnak, Ćs ˙ pontjai perićdusok, az is teljesĄl, hogy

∂^2_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn} − d^2_nP(d_1x_1 + d_2x_2 + · · · + d_nx_n + e, ω_1, ω_2) Ćs ∂^2_nK(y^′ + y_nf_n) = 2c_{nn} − d^2_nP(d_1x_1 + d_2x_2 + · · · + d_nx_n + ~e, ω_1, ω_2). Most integrăljuk ezeket az egyenleteket. Azt kapjuk, hogy ∂_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn}x_n + d_nζ(d_1x_1 + d_2x_2 + · · · + d_nx_n + e, ω_1, ω_2) + B_1(x_1, . . . , x_{n−1}) Ćs ∂_nK(y^′ + y_nf_n) = 2c_{nn}y_n + d_nζ(d_1y_1 + d_2y_2 + · · · + d_ny_n + ~e, ω_1, ω_2) + ~B_1(y_1, . . . , y_{n−1}).

A B_1 Ćs ~B_1 fĄggvĆnyek C^∞-ben vannak. Ůjra di¸erenciălva x_1 illetve y_1 szerint, majd x_n = 0-t illetve y_n = 0-t helyettesątve, felhasznălva (12) elsŞ sorăt Ćs a (8) Ćs (9) kezdeti feltĆteleket, valamint, hogy D_id_i = d_n, ha i < n, azt kapjuk, hogy ∂_1B ≡ ∂_1 ~B konstansok. A kŤzŤs ĆrtĆket 2c_{1,n}-el jelŤlve, azt kapjuk, hogy

∂_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn}x_n + d_nζ(d_1x_1 + d_2x_2 + · · · + d_nx_n + e, ω_1, ω_2) + 2c_{1,n}x_1 + B_2(x_2, . . . , x_{n−1}) Ćs ∂_nK(y^′ + y_nf_n) = 2c_{nn}y_n + d_nζ(d_1y_1 + d_2y_2 + · · · + d_ny_n + ~e, ω_1, ω_2) + 2c_{1,n}y_1 + ~B_2(y_2, . . . , y_{n−1}).

Indukcićval hasonlćan folytatva, vĆgĄl azt kapjuk, hogy

∂_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn}x_n + d_nζ(d_1x_1 + d_2x_2 + · · · + d_nx_n + e, ω_1, ω_2) + 2c_{1,n}x_1 + · · · + 2c_{n−1,n}x_{n−1} + b_n

232 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse Ćs ∂_nK(y^′ + y_nf_n) = 2c_{nn}y_n + d_nζ(d_1y_1 + d_2y_2 + · · · + d_ny_n + ~e, ω_1, ω_2) + 2c_{1,n}y_1 + · · · + 2c_{n−1,n}y_{n−1} + ~b_n.

KŤvetkezŞ lĆpĆskĆnt ezeket az egyenleteket integrăljuk. Az indukcićs feltevĆs miatt ln ( c σ(d_1x_1 + d_2x_2 + · · · + d_nx_n + e, ω_1, ω_2) ) Ćs ln ( ~c σ(d_1y_1 + d_2y_2 + · · · + d_ny_n + ~e, ω_1, ω_2) ) Ćrtelmezve vannak az origć egy kŤrnyezetĆben. Ŋgy az elŞzŞ egyenletek integrălăsăval az adćdik, hogy az origć egy kis gŤmbkŤrnyezetĆben H(x^′ + x_nf_n) = ln ( c σ(d_1x_1 + d_2x_2 + · · · + d_nx_n + e, ω_1, ω_2) )

+ c_{nn}x^2_n + n−1∑ i=1 2c_{i,n}x_ix_n + b_nx_n + a_1(x_1, . . . , x_{n−1}) Ćs K(y^′ + y_nf_n) = ln ( ~c σ(d_1y_1 + d_2y_2 + · · · + d_ny_n + ~e, ω_1, ω_2) )

+ c_{nn}y^2_n + n−1∑ i=1 2c_{i,n}y_iy_n + ~b_ny_n + ~a_1(y_1, . . . , y_{n−1}).

Az x_n = 0 illetve y_n = 0 helyettesątĆssel, felhasznălva a (8) Ćs (9) kezdeti feltĆteleket, azt kapjuk, hogy a_1(x_1, . . . , x_{n−1}) = a + ∑ i<n b_ix_i + ∑ i,j<n

c_{ij} x_ix_j Ćs

~a_1(y_1, . . . , y_{n−1}) = ~a + ∑ i<n ~b_iy_i + ∑ i,j<n

c_{ij} y_iy_j .

Ŋgy kapjuk az ăllątăst.

Meg kell mĆg vizsgălnunk azt az esetet, amikor ∂^3_nH Ćs ∂^3_nK is nullăk. Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy d_n = 0 vălasztăssal teljesĄl az ăllątăs. A 23.16 lemmăbćl azt kapjuk, hogy van olyan c_1 ∈ C konstans, hogy minden elĆg kicsi x^′, y^′, x_n Ćs y_n esetĆn ∂^2_nH(x^′ + x_nf_n) = c_1 Ćs ∂^2_nK(y^′ + y_nf_n) = c_1.

Ŋgy c_{nn} = c_1/2 jelŤlĆssel ąrhatjuk, hogy

∂^2_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn} Ćs ∂^2_nK(y^′ + y_nf_n) = 2c_{nn}.

VegyĄk Ćszre, hogy minden i < n-re ∂_i∂_nH(x^′) Ćs ∂_i∂_nK(y^′) ugyanaz a konstans; ha ugyanis ∂^3_i H Ćs ∂^3_i K nem nullăk, akkor fennăllnak a (12) ŤsszefĄggĆsek, Ćs (12) utolsć sorăbćl D_i = 0, ągy az ăllątăs kŤvetkezik (12) elsŞ

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse sorăbćl. Ha viszont ∂^3_i H Ćs ∂^3_i K is azonosan nullăk, akkor az ăllątăs a 23.17 lemma (4) esetĆbŞl kŤvetkezik.

Most integrăljuk a fenti egyenleteket. Azt kapjuk, hogy ∂_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn}x_n + B_1(x_1, . . . , x_{n−1}) Ćs ∂_nK(y^′ + y_nf_n) = 2c_{nn}y_n + ~B_1(y_1, . . . , y_{n−1}).

A B_1 Ćs ~B_1 fĄggvĆnyek C^∞-ben vannak. Ůjra di¸erenciălva x_1 illetve y_1 szerint, majd x_n = 0-t illetve y_n = 0-t helyettesątve, azt kapjuk, hogy ∂_1B ≡ ∂_1 ~B konstansok. A kŤzŤs ĆrtĆket 2c_{1,n}-el jelŤlve, azt kapjuk, hogy ∂_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn}x_n + 2c_{1,n}x_1 + B_2(x_2, . . . , x_{n−1}) Ćs ∂_nK(y^′ + y_nf_n) = 2c_{nn}y_n + 2c_{1,n}y_1 + ~B_2(y_2, . . . , y_{n−1}).

Indukcićval hasonlćan folytatva, vĆgĄl azt kapjuk, hogy

∂_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn}x_n + 2c_{1,n}x_1 + · · · + 2c_{n−1,n}x_{n−1} + b_n Ćs ∂_nK(y^′ + y_nf_n) = 2c_{nn}y_n + 2c_{1,n}y_1 + · · · + 2c_{n−1,n}y_{n−1} + ~b_n.

Ezeknek az egyenleteknek az integrălăsăval az adćdik, hogy

H(x^′ + x_nf_n) = c_{nn}x^2_n + n−1∑ i=1 2c_{i,n}x_ix_n + b_nx_n + a_1(x_1, . . . , x_{n−1}) Ćs K(y^′ + y_nf_n) = c_{nn}y^2_n + n−1∑ i=1 2c_{i,n}y_iy_n + ~b_ny_n + ~a_1(y_1, . . . , y_{n−1}).

Az x_n = 0 illetve y_n = 0 helyettesątĆssel, felhasznălva a (8) Ćs (9) kezdeti feltĆteleket, azt kapjuk, hogy

a_1(x_1, . . . , x_{n−1}) = a + ∑ i<n b_ix_i + ∑ i,j<n

c_{i,j} x_ix_j

+ ln ( c σ(d_1x_1 + d_{n−1}x_{n−1} + e; ω_1, ω_2) ) , Ćs ~a_1(y_1, . . . , y_{n−1}) = ~a + ∑ i<n ~b_iy_i + ∑ i,j<n

c_{i,j} y_iy_j

+ ln ( ~c σ(d_1y_1 + . . . + d_{n−1}y_{n−1} + ~e; ω_1, ω_2) ) , ągy mivel d_n = 0, kapjuk az ăllątăst.

234 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

(5) bizonyątăsănăl is az n = 1 eset kŤvetkezik a 23.16 lemmăbćl. Indukcićs feltevĆsĄnk, hogy

H(x) = a+ ∑ i<n b_ix_i + ∑ i,j<n

c_{i,j} x_ix_j +ln ( c σ(d_1x_1 +. . .+d_{n−1}x_{n−1} +e; ω, ∞) )

Ćs K(y) = ~a + ∑ i<n ~b_iy_i + ∑ i,j<n

c_{i,j} y_iy_j ,

ha az f_1, f_2, . . . , f_n standard băzisvektorok kŤzĄl az elsŞ n−1 ăltal kifeszątett altĆrben vagyunk, tovăbbă a d_i pontosan akkor nulla, ha ∂^3_i H azonosan nulla.

ElŞszŤr azt az esetet vizsgăljuk, amikor ∂^3_nH nem tŰnik el. A 23.16 lemmăbćl azt kapjuk, hogy

(27) ∂^2_nH(x^′ +x_nf_n) = −P(x_n +e_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ~ω(x_1, . . . , x_{n−1}), ∞)+c_1 Ćs (28) ∂^2_nK(y^′ + y_nf_n) = c_1

elĆg kicsiny x^′, y^′, x_n Ćs y_n esetĆn, ahol x_n, y_n valćs szămok, x^′ Ćs y^′ pedig olyan R^n-beli vektorok, amelyeknek utolsć koordinătăja nulla.

Vizsgăljuk most is a kezdeti feltĆteleket. Az indukcićs feltevĆsbŞl ∂^2_i K(y^′) = 2c_{ii}. Ezt felhasznălva, a 23.17 lemmăbćl azt kapjuk, hogy valamely D_i, c_{in} Ćs c_{nn} komplex konstansokkal

(29)

∂^2_i K(y) = 2c_{ii}, ∂_i∂_nK(y) = 2c_{in}, ∂^2_nK(y) = 2c_{nn}, ∂_i∂_nH(x) − 2c_{in} = D_i(∂^2_i H(x) − 2c_{ii}), ∂^2_nH(x) − 2c_{nn} = D^2_i (∂^2_i H(x) − 2c_{ii}), ∂^3_nH(x) = D^3_i ∂^3_i H(x)

minden elĆg kicsiny x, y esetĆn. Az utolsć sorbćl kŤvetkezik, hogy D_i ≠ 0 minden i < n-re. (29) elsŞ sorăbćl c_1 = 2c_{nn}, tovăbbă (28)-bćl

(∂^3_nH(x))^2 − 4(∂^2_nH(x) − 2c_{nn})^3 (∂^2_nH(x) − 2c_{nn})^2

= D^2_1

(∂^3_1 H(x))^2 − 4(∂^2_1 H(x) − 2c_{11})^3 (∂^2_1 H(x) − 2c_{11})^2 . Az indukcićs feltevĆs miatt, felhasznălva a P-fĄggvĆnyek di¸erenciălegyenletĆt, azt kapjuk, hogy ha ω = ∞, akkor a jobb oldal nulla. Ha ~ω(x_1, . . . , x_{n−1}) valahol vĆgtelentŞl kĄlŤnbŤzne, akkor a bal oldal 4π^2/~ω(x_1, . . . , x_{n−1})^2 lenne, ez lehetetlen, ągy ~ω(x_1, . . . , x_{n−1}) ≡ ∞. Ha ω ≠ ∞, akkor a jobb oldal 4d^2_1D^2_1π^2/ω^2 ≠ 0, ągy a bal oldal sem nulla, azaz ~ω(x_1, . . . , x_{n−1}) ≠ ∞ sehol sem. Ekkor viszont a bal oldal 4π^2/~ω(x_1, . . . , x_{n−1})^2, amibŞl azt kapjuk, hogy ~ω(x_1, . . . , x_{n−1}) = ±ω/(d_1D_1). Mivel az elŞjel Ćrdektelen (a răcs ugyanaz marad), feltehetjĄk, hogy ~ω(x_1, . . . , x_{n−1}) = ω/(d_1D_1) mindenĄtt.

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

Bevezetve a d_n = D_1d_1 jelŤlĆst Ćs visszahelyettesątve (27)-be, valamint felhasznălva a bărmely nullătćl kĄlŤnbŤzŞ α komplex szămra fennăllć

P(z, ω, ∞)/α^2 = P(αz, αω, ∞)

ŤsszefĄggĆst, azt kapjuk, hogy

(30) ∂^2_nH(x^′ + x_nf_n) = −d^2_nP(d_nx_n + d_ne_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ω, ∞) + 2c_{nn}.

Ha ebben az egyenletben x_n = 0-t helyettesątĄnk, azt kapjuk, hogy

∂^2_nH(x^′) = −d^2_nP(e_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ω, ∞) + 2c_{nn}.

Ha viszont elŞszŤr di¸erenciălunk x_n szerint, Ćs aztăn helyettesątĄnk x_n = 0-t, akkor azt kapjuk, hogy

∂^3_nH(x^′) = −d^3_nP^′(d_ne_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ω, ∞).

Legyen X(x_1, . . . , x_{n−1}) = P(d_ne_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ω, ∞) Ćs Y (x_1, . . . , x_{n−1}) = P^′(d_ne_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ω, ∞).

Mivel a fenti ŤsszefĄggĆsek szerint az X Ćs Y fĄggvĆnyek kifejezhetŞk ∂^2_nH(x^′) illetve ∂^3_nH(x^′) segątsĆgĆvel is, ągy C^∞-ben vannak. TegyĄk fel, hogy ω ≠ ∞. Az X Ćs Y fĄggvĆnyek kielĆgątik az Y^2 = 4X^3 −4π^2X^2/ω^2 egyenletet. Mivel az origćban Y nem nulla, az origć kŤrĄl X egyĆrtelmŰen meghatărozza Y - t. Ugyanezen okbćl a z → P(z, ω, ∞) lekĆpezĆs invertălhatć d_ne_1(0, . . . , 0) valamely kŤrnyezetĆben. JelŤlje I az inverzĆt, Ćs legyen e^∗_1(x_1, . . . , x_{n−1}) = I ( −(∂^2_nH(x^′) − 2c_{nn})/d^2_n ) /d_n. Az origć valamely kŤrnyezetĆben fennăll, hogy X(x_1, . . . , x_{n−1}) = P(d_ne^∗_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ω, ∞).

Mivel X egyĆrtelmŰen meghatărozza Y -t, az origć valamely kŤrnyezetĆben az is teljesĄl, hogy

Y (x_1, . . . , x_{n−1}) = P^′(d_ne^∗_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ω, ∞).

Ez viszont azt jelenti a 23.7 lemma szerint, hogy

d_n ( e_1(x_1, . . . , x_{n−1}) − e^∗_1(x_1, . . . , x_{n−1}) ) ∈ ˙. Ŋgy akăr azt is feltehetjĄk, hogy e_1 = e^∗_1, azaz feltehetjĄk, hogy e_1 ∈ C^∞. Hasonlćan kapjuk ugyanezt, ha ω = ∞.

Vizsgăljuk most az e_1 fĄggvĆnyt. EgyrĆszt x_n = 0-t helyettesątve (30)- ban, felhasznălva (29) harmadik sorăt Ćs az indukcićs feltevĆst, azt kapjuk, hogy

(31) d^2_nP(d_ne_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ω, ∞) − 2c_{nn} = −∂^2_nH(x^′) = −D^2_1 ∂^2_1 H(x^′) + 2D^2_1c_{11} − 2c_{nn} = D^2_1d^2_1P(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1} + e, ω, ∞) − 2c_{nn}.

236 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

Felhasznălva, hogy d_n = D_1d_1, ebbŞl az egyenletbŞl azt kapjuk, hogy

(32)

P(d_ne_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ω, ∞) = P(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1} + e, ω, ∞ ) , MăsrĆszt (30) egyenletet di¸erenciălva x_n szerint, majd x_n = 0-t helyettesątve, felhasznălva (29) utolsć sorăt Ćs az indukcićs feltevĆst, azt kapjuk, hogy

(33) d^3_nP^′(d_ne_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ω, ∞)

= −∂^3_nH(x^′) = −D^3_1 ∂^3_2 H(x^′) = D^3_1d^3_1P^′(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1}, ω, ∞), azaz mivel D_1d_1 = d_n,

(34)

P^′(d_ne_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ω, ∞) = P^′(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1}, ω, ∞).

(32) miatt bărmely rŤgzątett x_2, . . . , x_{n−1}-re az implicit fĄggvĆny tĆtelbŞl az e_1 fĄggvĆny folytonosan parciălisan di¸erenciălhatć x_1 szerint. Di¸erenciălva (32)-t x_1 szerint azt kapjuk, hogy

(35) d_nP^′(d_ne_1(x_1, . . . , x_{n−1}), ω, ∞)∂_1e_1(x_1, . . . , x_{n−1}) = d_1P^′(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1}, ω, ∞).

EbbŞl felhasznălva (34)-et az adćdik, hogy ∂_1e_1(x_1, . . . , x_{n−1}) = d_1/d_n mindenĄtt. Ez azt jelenti, hogy valamely folytonos e_2(x_2, . . . , x_{n−1}) fĄggvĆnnyel e_1(x_1, . . . , x_{n−1}) = d_1x_1/d_n + e_2(x_2, . . . , x_{n−1}).

Visszahelyettesątve (32)-be, x_2 = · · · = x_{n−1} = 0 vălasztăssal a 23.8 lemmăbćl azt is megkapjuk, hogy d_ne_2(0, . . . , 0) − e eleme az ω ăltal generălt˙ (elfajult) răcsnak.

Hasonlćan folytathatjuk. EgyrĆszt x_n = 0-t helyettesątve (30)-ban, felhasznălva (29) harmadik sorăt Ćs az indukcićs feltevĆst, azt kapjuk, hogy

(36) d^2_nP(d_1x_1 + d_ne_2(x_2, . . . , x_{n−1}), ω, ∞) − 2c_{nn} = −∂^2_nH(x^′) = −D^2 ∂^2_2 H(x^′) + 2D^2c_{22} − 2c_{nn} = D^2d^2P(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1} + e, ω, ∞) − 2c_{nn}.

Felhasznălva (32)-t, ebbŞl az egyenletbŞl azt kapjuk, hogy D_2d_2 = d_n. A (30) egyenletet di¸erenciălva x_n szerint, majd x_n = 0-t helyettesątve, felhasznălva (29) utolsć sorăt Ćs az indukcićs feltevĆst, azt kapjuk, hogy

(37) d^3_nP^′(d_1x_1 + d_ne_2(x_2, . . . , x_{n−1}), ω, ∞)

= −∂^3_nH(x^′) = −D^3_2 ∂^3_2 H(x^′) = D^3_2d^3_2P^′(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1}, ω, ∞),

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse azaz mivel D_2d_2 = d_n,

(38)

P^′(d_1x_1 + d_ne_2(x_2, . . . , x_{n−1}), ω, ∞) = P^′(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1}, ω, ∞).

(32) miatt bărmely rŤgzątett x_3, . . . , x_{n−1}-re az implicit fĄggvĆny tĆtelbŞl az e_2 fĄggvĆny folytonosan parciălisan di¸erenciălhatć x_2 szerint. Di¸erenciălva (32)-t x_2 szerint azt kapjuk, hogy

(39) d_nP^′(d_1x_1 + d_ne_2(x_2, . . . , x_{n−1}), ω, ∞)∂_1e_2(x_2, . . . , x_{n−1}) = d_2P^′(d_1x_1 + . . . + d_{n−1}x_{n−1}, ω, ∞).

EbbŞl felhasznălva (36)-ot az adćdik, hogy ∂_1e_2(x_2, x_3, . . . , x_{n−1}) = d_2/d_n mindenĄtt. Ez azt jelenti, hogy valamely folytonos e_3(x_3, . . . , x_{n−1}) fĄggvĆnnyel e_2(x_2, . . . , x_{n−1}) = d_2x_2/d_n + e_3(x_3, . . . , x_{n−1}).

Indukcićval folytatva, vĆgĄl azt kapjuk, hogy

∂^2_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn} − d^2_nP(d_1x_1 + d_2x_2 + · · · + d_nx_n + e_n, ω, ∞). Mivel, mint megmutattuk, e_n − e = d_ne_2(0, . . . , 0) − e eleme az ˙ răcsnak, Ćs ˙ pontjai perićdusok, az is teljesĄl, hogy

∂^2_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn} − d^2_nP(d_1x_1 + d_2x_2 + · · · + d_nx_n + e, ω, ∞). Most integrăljuk a ∂^2_nH-ra Ćs ∂^2_nK-ra kapott egyenleteket. Azt kapjuk, hogy

∂_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn}x_n + d_nζ(d_1x_1 + d_2x_2 + · · · + d_nx_n + e, ω, ∞) + B_1(x_1, . . . , x_{n−1}) Ćs ∂_nK(y^′ + y_nf_n) = 2c_{nn}y_n + ~B_1(y_1, . . . , y_{n−1}).

A B_1 Ćs ~B_1 fĄggvĆnyek C^∞-ben vannak. Ůjra di¸erenciălva x_1 illetve y_1 szerint, majd x_n = 0-t illetve y_n = 0-t helyettesątve, felhasznălva (29) elsŞ Ćs măsodik sorăt, valamint, hogy D_id_i = d_n, ha i < n, azt kapjuk, hogy ∂_1B ≡ 2c_{1,n} ≡ ∂_1 ~B konstansok, ągy

∂_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn}x_n + d_nζ(d_1x_1 + d_2x_2 + · · · + d_nx_n + e, ω, ∞) + 2c_{1,n}x_1 + B_2(x_2, . . . , x_{n−1}) Ćs ∂_nK(y^′ + y_nf_n) = 2c_{nn}y_n + 2c_{1,n}y_1 + ~B_2(y_2, . . . , y_{n−1}).

238 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

Indukcićval hasonlćan folytatva, vĆgĄl azt kapjuk, hogy

∂_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn}x_n + d_nζ(d_1x_1 + d_2x_2 + · · · + d_nx_n + e, ω, ∞) + 2c_{1,n}x_1 + · · · + 2c_{n−1,n}x_{n−1} + b_n Ćs ∂_nK(y^′ + y_nf_n) = 2c_{nn}y_n + 2c_{1,n}y_1 + · · · + 2c_{n−1,n}y_{n−1} + ~b_n.

KŤvetkezŞ lĆpĆskĆnt ezeket az egyenleteket integrăljuk. Az indukcićs feltevĆs miatt ln ( c σ(d_1x_1 + d_2x_2 + · · · + d_nx_n + e, ω, ∞) ) Ćrtelmezve van az origć egy kŤrnyezetĆben. Ŋgy az elŞzŞ egyenletek integrălăsăval az adćdik, hogy az origć egy kis gŤmbkŤrnyezetĆben

H(x^′ + x_nf_n) = ln ( c σ(d_1x_1 + d_2x_2 + · · · + d_nx_n + e, ω, ∞) )

+ c_{nn}x^2_n + n−1∑ i=1 2c_{i,n}x_ix_n + b_nx_n + a_1(x_1, . . . , x_{n−1}) Ćs K(y^′ + y_nf_n) = c_{nn}y^2_n + n−1∑ i=1 2c_{i,n}y_iy_n + ~b_ny_n + ~a_1(y_1, . . . , y_{n−1}).

Az x_n = 0 illetve y_n = 0 helyettesątĆssel, felhasznălva a (8) Ćs (9) kezdeti feltĆteleket, azt kapjuk, hogy a_1(x_1, . . . , x_{n−1}) = a + ∑ i<n b_ix_i + ∑ i,j<n

c_{ij} x_ix_j Ćs

~a_1(y_1, . . . , y_{n−1}) = ~a + ∑ i<n ~b_iy_i + ∑ i,j<n

c_{ij} y_iy_j .

Ŋgy kapjuk az ăllątăst.

Meg kell mĆg vizsgălnunk azt az esetet, amikor ∂^3_nH Ćs ∂^3_nK is nulla mindenĄtt. Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy d_n = 0 vălasztăssal teljesĄl az ăllątăs. A 23.16 lemmăbćl azt kapjuk, hogy van olyan c_1 ∈ C konstans, hogy minden elĆg kicsi x^′, y^′, x_n Ćs y_n esetĆn ∂^2_nH(x^′ + x_nf_n) = c_1 Ćs ∂^2_nK(y^′ + y_nf_n) = c_1.

Ŋgy c_{nn} = c_1/2 jelŤlĆssel ąrhatjuk, hogy

∂^2_nH(x^′ + x_nf_n) = 2c_{nn} Ćs ∂^2_nK(y^′ + y_nf_n) = 2c_{nn}.

VegyĄk Ćszre, hogy minden i < n-re ∂_i∂_nH(x^′) Ćs ∂_i∂_nK(y^′) ugyanaz a konstans; ha ugyanis ∂^3_i H Ćs ∂^3_i K nem nullăk, akkor fennăllnak a (29) ŤsszefĄggĆsek, Ćs (29) utolsć sorăbćl D_i = 0, ągy az ăllątăs kŤvetkezik (29) elsŞ Ćs măsodik sorăbćl. Ha viszont ∂^3_i H Ćs ∂^3_i K is azonosan nullăk, akkor az ăllątăs a 23.17 lemma (4) esetĆbŞl kŤvetkezik. A tovăbbiakban ugyančgy jărhatunk el, mint (4) bizonyątăsăban.

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

VĆgĄl (6) bizonyątăsa (5) bizonyątăsăval analćg.

23.19. TĆtel. TegyĄk fel, hogy az f_1, f_2, g_1, g_2, h_1, h_2 : R^n → C fĄggvĆnyek eleget tesznek az

f_1(u + v)f_2(u − v) = g_1(u)h_1(v) + g_2(u)h_2(v), u, v ∈ R^n

fĄggvĆnyegyenletnek, f_1 Ćs f_2 mĆrhetŞek Ćs egyik sem majdnem mindenĄtt nulla. Ekkor lĆteznek olyan a, ~a, e, ~e ∈ C konstansok, L, L_1, L_2 : R^n → C lineăris Ćs Q : R^n → C kvadratikus lekĆpezĆsek, valamint ω_1, ω_2 răcsăllandćk (lăsd 23.6), hogy

f_1(x) = exp(a + L_1(x) + Q(x))σ(L(x) + e, ω_1, ω_2), ha x ∈ R^n Ćs f_2(y) = exp(~a + L_2(y) + Q(y))σ(L(y) + ~e, ω_1, ω_2), ha y ∈ R^n

vagy

f_1(x) = exp(a + L_1(x) + Q(x))σ(L(x) + e, ω_1, ∞), ha x ∈ R^n Ćs f_2(y) = exp(~a + L_2(y) + Q(y)), ha y ∈ R^n

vagy

f_1(x) = exp(a + L_1(x) + Q(x)), ha x ∈ R^n Ćs f_2(y) = exp(~a + L_2(y) + Q(y))σ(L(y) + ~e, ω_1, ∞), ha y ∈ R^n.

MegjegyezzĄk, hogy f_1, f_2 fĄggvĆnyĆben a 23.11 Ćs 23.10 pontok alapjăn g_1, g_2, h_1, h_2 meghatărozhatćk.

Bizonyątăs. ElŞszŤr tegyĄk fel, hogy vagy van olyan x_0 ∈ R^n pont Ćs olyan 1 ≤ i ≤ n index, hogy H(x) = ln(f_1(x + x_0)/f_1(x_0)) jelŤlĆssel ∂^3_i H nem azonosan nulla az origć egyetlen kŤrnyezetĆben sem, vagy van olyan y_0 ∈ R^n pont Ćs 1 ≤ i ≤ n index, hogy K(y) = ln(f_2(y+y_0)/f_2(y_0)) jelŤlĆssel ∂^3_i K nem azonosan nulla az origć egyetlen kŤrnyezetĆben sem. A kĆt eset tărgyalăsa hasonlć, az elsŞt fogjuk rĆszletezni. Az ăltalănossăg megszorątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk azt is, hogy i = 1, azaz feltesszĄk, hogy van olyan x_0 ∈ R^n, hogy a fenti H-val ∂^3_1 H az origć egyetlen kŤrnyezetĆben sem azonosan nulla. Meg fogjuk mutatni, hogy x_0, y_0 ∈ R^n, δ > 0 čgy is megvălaszhatćk, hogy amellett, hogy ∂^3_1 H nem azonosan nulla az origć egyetlen kŤrnyezetĆben sem, |x|, |y| < δ esetĆn teljesĄljenek a 23.15 pont (6){(9) egyenletei, tovăbbă minden 1 ≤ j ≤ n esetĆn az alăbbi feltĆtelek is fennăllnak: (1) ∂^3_j H(x) vagy minden |x| < δ esetĆn nulla, vagy egyetlen |x| < δ esetĆn sem nulla;

(2) ∂^3_j K(y) is vagy minden |y| < δ esetĆn nulla, vagy egyetlen |y| < δ esetĆn sem nulla;

(3) ha ∂^3_j H ≠ 0 vagy ∂^3_j K ≠ 0, vagy mindkettŞ fennăll, akkor ∂^2_j H(x) − ∂^2_j K(y) sem nulla egyetlen |x| < δ, |y| < δ părra sem.

240 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

Ennek bizonyątăsăra induljunk ki olyan ε > 0 szămbćl, Ćs olyan x_1 illetve y_1 pontokbćl, amelyekre a H_1(x) = ln(f_1(x + x_1)/f_1(x_1)) Ćs K_1(y) = ln(f_2(y+y_1)/f_2(y_1)) fĄggvĆnyek Ćrtelmezve vannak az origć ε sugarč kŤrnyezetĆben, Ćs ∂^3_1 H_1 nem azonosan nulla az origć egyetlen kŤrnyezetĆben sem. Az ε csŤkkentĆsĆvel elĆrhetŞ, hogy bărmely x_0, y_0-ra, amelyre |x_0 − x_1| < ε illetve |y_0 − y_1| < ε, a δ = ε − max{|x_0 − x_1|, |y_0 − y_1|} sugarč kŤrnyezeten Ćrtelmezve legyenek az (x_0-tćl illetve y_0-tćl is fĄggŞ) H(x) = ln(f_1(x + x_0)/f_1(x_0)) illetve K(y) = ln(f_2(y +y_0)/f_2(y_0)) fĄggvĆnyek. Vizsgăljuk meg a H_1 Ćs H, illetve K_1 Ćs K fĄggvĆnyek kŤzŤtti kapcsolatot. ElĆg kicsiny ε esetĆn

H(x) = ln(f_1(x + x_0)/f_1(x_0)) = ln((f_1(x + (x_0 − x_1) + x_1)/f_1(x_1)) − ln(f_1(x_0)/f_1(x_1)) = H_1(x + (x_0 − x_1)) + ln(f_1(x_1)/f_1(x_0)).

Ez azt jelenti, hogy H derivăltjai az origć kŤrĄl ugyančgy viselkednek, mint H_1 derivăltjai az x_0 − x_1 pont kŤrĄl. Hasonlćan kapjuk, hogy

K(y) = K_1(y + (y_0 − y_1)) + ln(f_2(y_1)/f_2(y_0)),

azaz hogy K derivăltjai az origć kŤrĄl ugyančgy viselkednek, mint K_1 derivăltjai az y_0 − y_1 pont kŤrĄl.

Vilăgos, hogy szĄksĆg esetĆn csŤkkentve ε-t elĆrhetŞ, hogy |x_0|, |y_0| < ε esetĆn H Ćs K teljesątse a 23.15 pontbeli (6){(9) parciălis di¸erenciălegyenletrendszert az origć δ sugarč kŤrnyezetĆn. TekintsĄk az

X = {x ∈ R^n : |x| < ε, ∂^3_1 H_1(x) ≠ 0}

nyąlt halmazt. Ez egy Baire-tĆr. Azon x ∈ X pontok X_j halmaza, amelyeknek vagy van olyan X-beli kŤrnyezete, amelyen ∂^3_j H_1 sehol sem nulla, vagy van olyan X-beli kŤrnyezete, amelyen ∂^3_j H_1 mindenĄtt nulla, sŰrŰ nyąlt halmaz X-ben. Ŋgy a ∩^n_{j=2}X_j halmaz sŰrŰ nyąlt rĆszhalmaza X-nek. Legyen x_2 ennek tetszŞleges pontja. Az x_1 + x_2 valamely kŤrnyezetĆbŞl vett x_0 pontokra teljesĄl (1). Hasonlćan kapjuk az y_2 pontot: TekintjĄk az Y = {y ∈ R^n : |y| < ε} nyąlt halmazt. Ez egy Baire-tĆr. Azon y ∈ Y pontok Y_j halmaza, amelyeknek vagy van olyan Y -beli kŤrnyezete, amelyen ∂^3_j K_1 sehol sem nulla, vagy van olyan Y -beli kŤrnyezete, amelyen ∂^3_j K_1 mindenĄtt nulla, sŰrŰ nyąlt halmaz Y -ban. Ŋgy a ∩^n_{j=1}Y_j halmaz sŰrŰ nyąlt rĆszhalmaza Y -nak. Legyen y_2 ennek tetszŞleges pontja. y_1 + y_2 valamely kŤrnyezetĆbŞl vett y_0 pontokra teljesĄl (2). Meg kell mĆg mutatnunk, hogy x_0 Ćs y_0 čgy is vălaszthatć, hogy (3) is teljesĄljŤn. Ez indukcićval kŤnnyen kŤvetkezik. Legyen x_0 = x_1 + x_2 Ćs y_0 = y_1 + y_2. Ha (3) măr teljesĄl 1 ≤ j < k esetĆn, Ćs ∂^3_kH_1(x_2) = ∂^3_kH(0) ≠ 0, akkor helyettesątsĄk x_2-t x_2 + te_k-val, ahol e_k a k-adik egysĆgvektor, t pedig olyan kicsi, hogy az eddig măr teljesątett feltĆtelek tovăbbra is fennălljanak, ha pedig ∂^3_kH_1(x_2) = ∂^3_kH(0) = 0, akkor, felhasznălva, hogy ∂^3_kK_1(y_2)) = ∂^3_kK(0) ≠ 0, helyettesątsĄk y_2-t y_2 + te_k-val,

23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

ahol t pedig olyan kicsi, hogy az eddig măr teljesątett feltĆtelek tovăbbra is fennălljanak. Ha ezekkel az čj x_2, y_2 ĆrtĆkekkel čjra kĆpezzĄk x_0 = x_1 +x_2-t Ćs y_0 = y_1 + y_2-t, akkor (3) măr teljesĄl 1 ≤ j ≤ k esetĆn.

Most alkalmazhatjuk a 23.18 lemmăt. Azt kapjuk, hogy lĆteznek olyan a^′, ~a^′, c, ~c, e^′, ~e^′ ∈ C konstansok, L, L^′_1, L^′_2 : R^n → C lineăris lekĆpezĆsek Ćs Q : R^n → C kvadratikus lekĆpezĆs, hogy az origć elĆg kis kŤrnyezetĆben

H(x) = a^′ + L^′_1(x) + Q(x) + ln σ ( c(L(x) + e^′, ω_1, ω_2) ) Ćs K(y) = ~a^′ + L^′_2(y) + Q(y) + ln ( ~cσ(L(y) + ~e^′, ω_1, ω_2) )

vagy

H(x) = a^′ + L^′_1(x) + Q(x) + ln ( cσ(L(x) + e^′, ω_1, ∞) ) Ćs K(y) = ~a^′ + L^′_2(y) + Q(y)

vagy

H(x) = a^′ + L^′_1(x) + Q(x) Ćs

K(y) = ~a^′ + L^′_2(y) + Q(y) + ln ( ~cσ(L(y) + ~e^′, ω_1, ∞) ) . Ez azt jelenti, hogy az x → f_1(x + x_0) illetve y → f_2(y + y_0) lekĆpezĆsek a tĆtelben ăllątott elŞăllątăssal rendelkeznek az origć egy kis kŤrnyezetĆben. Azonban a 23.10 pontbćl tudjuk, hogy ezek a fĄggvĆnyek az origć egy kis kŤrnyezetĆben eleget tesznek egy (1) tąpusč fĄggvĆnyegyenletnek mindenĄtt analitikus, Ćs az origć bărmely kŤrnyezetĆben lineărisan fĄggetlen ~g_1, ~g_2, ~h_1, ~h_2 fĄggvĆnyekkel a jobb oldalon. Ŋgy alkalmazhatć răjuk a 23.12 lemma, Ćs kapjuk, hogy mindenĄtt a tĆtelben kąvănt elŞăllątăssal rendelkeznek. EbbŞl kŤvetkezik, hogy măs a, ~a, e, ~e ∈ C konstansokkal Ćs L_1, L_2 : R^n → C lineăris lekĆpezĆsekkel az f_1 Ćs f_2 fĄggvĆnyek is a tĆtelben adott elŞăllątăsčak.

Hătra van mĆg annak az esetnek a vizsgălata, amikor minden x_0 ∈ R^n pontra, amelyre f_1(x_0) ≠ 0, a H(x) = ln(f_1(x+x_0)/f_1(x_0)) fĄggvĆny minden ∂^3_i H parciălis derivăltja nulla az origć valamely kŤrnyezetĆben, Ćs minden y_0 ∈ R^n pontra, amelyben f_2(y_0) ≠ 0, a K(y) = ln(f_2(y + y_0)/f_2(y_0)) fĄggvĆny minden ∂^3_i K parciălis derivăltja nulla az origć valamely kŤrnyezetĆben. Megmutatjuk, hogy ebben az esetben a tĆtel ăllątăsa L ≡ 0 vălasztăssal teljesĄl, azaz azt fogjuk megmutatni, hogy lĆteznek olyan a, ~a komplex konstansok, L_1, L_2 : R^n → C lineăris, illetve Q : R^n → C kvadratikus lekĆpezĆsek, hogy (4) f_1(x) = exp(a + L_1(x) + Q(x)), ha x ∈ R^n Ćs f_2(y) = exp(~a + L_2(y) + Q(y)), ha y ∈ R^n.

Itt is elŞszŤr azt mutatjuk meg, hogy a fenti elŞăllątăs lokălisan teljesĄl. A 23.17 lemma (4) ăllątăsa szerint bărmely x_0-ra Ćs y_0-ra, amelyre f_1(x_0) ≠ 0

242 23.§ A Weierstrass-fĆle szigma-fĄggvĆny jellemzĆse

illetve f_2(y_0) ≠ 0, a megfelelŞ H illetve K fĄggvĆnyekre alkalmas a^′, ~a^′ komplex konstansokkal, L^′_1, L^′_2 : R^n → C lineăris illetve Q : R^n → C kvadratikus fĄggvĆnyekkel H(x) = a^′ + L^′_1(x) + Q(x) Ćs K(y) = ~a^′ + L^′_2(y) + Q(y).

EbbŞl, mivel f_1(x+x_0) = f_1(x_0) exp(H(x)) Ćs f_2(y+y_0) = f_2(y_0) exp(K(y)), čj văltozćt vezetve be, măs a, ~a komplex konstansokkal Ćs L_1, L_2 : R^n → C lineăris lekĆpezĆsekkel az x_0, illetve y_0 egy kŤrnyezetĆben

f_1(x) = exp(a + L_1(x) + Q(x)) Ćs f_2(y) = exp(~a + L_2(y) + Q(y)).

RŤgzątsĄnk egy x_0, y_0 părt, Ćs tekintsĄk azt a maximălis 0 < δ ≤ ∞ sugarat, amelyre f_1 nem nulla az x_0 pont δ sugarč kŤrnyezetĆn. Mivel f_1 analitikus ezen a gŤmbŤn, a fenti elŞăllątăs teljesĄl az egĆsz gŤmbŤn az x_0, y_0 părhoz tartozć a-val, L_1-el Ćs Q-val. Mivel δ < ∞ esetĆn az x → a + L_1(x) + Q(x) fĄggvĆny korlătos lenne a gŤmbŤn, f_1 nem lehetne folytonos, mert a gŤmbŤn |f_1|-nek lĆtezne pozitąv alsć korlătja. Ez azt jelenti, hogy δ = ∞, azaz a fenti elŞăllątăs az egĆsz R^n-en teljesĄl az x_0, y_0 părhoz tartozć a-val, L_1-el Ćs Qval. Hasonlćan kapjuk, hogy f_2 is feląrhatć (4) alakban az x_0, y_0 părhoz tartozć ~a-al, L_2-vel Ćs Q-val.

Irodalom

Irodalom

[1] AczĆl Jănos, Vorlesungen -uber Funktionalgleichungen und ihre Anwendungen. Birkh-auser, 1961.

[2] AczĆl Jănos, Ein Blick auf Funktionalgleichungen und Ihre Anwendungen. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1962.

[3] AczĆl Jănos, Lectures on functional equations and their applications.

Academic Press, 1966.

[4] AczĆl Jănos, On strict monotonicity of continuous solutions of certain types of functional equations. Canad. Math. Bull. 9(2) (1966), 229{232.

[5] AczĆl Jănos, On Applications and Theory of Functional Equations.

Academic Press, 1969.

[6] AczĆl Jănos, Notes on generalized information functions. Aequationes Math. 22 (1981), 97{107.

[7] AczĆl Jănos, Some unsolved problems in the theory of functional equations, II. Aequationes Math. 26 (1984), 255{260.

[8] AczĆl Jănos, A short course on functional equations. D. Reidel, 1987.

[9] AczĆl Jănos, Remark 15. In Report of Meeting; The Twenty-sixth International Symposium on Functional Equations. Aequationes Math. 37 (1989), 107.

[10] AczĆl Jănos, The state of the second part of Hilbert’s ˛fth problem.

Bull. Amer. Math. Soc. (N. S.) 20 (1989), 153{163.

[11] AczĆl Jănos, Remark 15. Report of meeting. The twenty-sixth symposium on functional equations. Aequationes Math. 37 (1989), 107{108.

[12] AczĆl Jănos (Ed.), Aggregating clones, colors, equations, iterates, numbers, and tiles. Birkh-auser, 1995. (Also as Vol. 50 of Aequationes Math.)

[13] AczĆl Jănos, Walter Benz, -Uber das harmonische Produkt und eine korrespondierende Funktionalgleichung. Abhandlungen aus dem Math. Sem. der Univ. Hamburg. 43 (1975), 3{10.

[14] AczĆl Jănos, Jukang Chung, Integrable solutions of functional equations of a general type. Studia Sci. Math. Hungar. 17 (1982{84), 51{67.

[15] Acz«el J«anos, Dar«oczy Zolt«an, On measures of informations and their characterizations. Academic Press, 1975.

[16] Acz«el J«anos, Jean Dhombres, Functional equations in several variables. Encyclopedia of mathematics and its applications 31. Cambridge University Press, 1989.

[17] Acz«el J«anos, Roman Ger, J«arai Antal, Solutions of an equation arising from utility that is both separable and additive. Proc. Amer. Math. Soc. 127 (1999), 2923{2929.

244 Irodalom

[18] Acz«el J«anos, Stanislaw Golab, Funktionalgleichungen der Theorie der Geometrischen Objekte. Pa«nstowe Wydawnictwo Naukowe, Warsawa, 1960.

[19] Paul S. Alexandrov (Ed.), Die Hilbertschen Probleme. Akademische Verlagsgesellschaft Geest & Portig K.-G., 1971.

[20] Claudi Alsina, Problem 1. Aequations Math. 47 (1994), 302.

[21] John A. Baker, Regularity properties of functional equations. Aequationes Math. 6 (1971), 243{248.

[22] John A. Baker, On the functional equation f(x)g(y) =

∏_n i=1 h_i(a_ix + b_iy). Aequationes Math. 11 (1974), 154{162.

[23] John A. Baker, Functional equations, tempered distributions and Fourier transforms. Trans. Amer. Math. Soc. 315 (1989), 57{68.

[24] John A. Baker, Functional equations, distributions and approximate identities. Can. J. Math. 17(4) (1990), 696{708.

[25] John A. Baker, Di¸erence Operators, Distributions and Functional Equations. Periodica Math. Hungar. 23(3) (1991) 171{183.

[26] Nicolas Bourbaki, Elements of mathematics. General topology. Addison-Wesley, 1966.

[27] Mario Bonk, The addition theorem of Weierstraı’s sigma function.

Math. Ann. 298 (1994), 591{601.

[28] Mario Bonk, The addition formula for theta functions. Aequationes Math. 53 (1997), 54{72.

[29] Claude Chevalley, Theory of Lie groups I. Princeton University Press, 1964.

[30] Dar«oczy Zoltăn, On the measurable solutions of a functional equation.

Acta Math. Sci. Hungar. 22 (1971{72), 11{14.

[31] Dar«oczy Zoltăn, -Uber die stetigen L-osungen der Acz«el{Benz’schen Funktionalgleichung. Abhandlungen aus dem Math. Sem. der Univ. Hamburg 50 (1980), 210-218.

[32] Dar«oczy Zoltăn, J«arai Antal, On the measurable solutions of a functional equation arising in information theory. Acta Math. Acad. Sci. Hungar. 34 (1979), 105{116.

[33] Dar«oczy Zoltăn, Helmut Kiesewetter, Ein Funktionalgleichung von Abel und die Grundgleichung der Information. Period. Math. Hungar. 4 (1973), 25{28.

[34] Dar«oczy Zolt«an, Maksa Gyula, Nonnegative information functions. Collection: Analytic function methods in probability theory (Proc. Colloq. Methods of Complex Anal. in the Theory of Probab. and Statist., Kossuth L. Univ. Debrecen, Debrecen, 1977), 67{78.

Irodalom

[35] Jean Dhombres, Some aspects of functional equations. Chulalongkorn University, Bangkok, Thailand, 1979.

[36] Georg T. Diderrich, Local boundedness and the Shannon entropy. Information and Control 36 (1978), 292{308.

[37] Georg T. Diderrich, Continued fractions and the fundamental equation of information. Aequationes Math. 19 (1979), 93{103.

[38] Georg T. Diderrich, Boundedness on a set of positive measure and the fundamental equation of information. Publ. Math. Debrecen 33 (1986), 1{7.

[39] Jean Dieudonn«e, GrundzĄge der modernen Analysis I{IX. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1971{1988.

[40] Wolfgang Eichhorn, Functional Equations in Economics. Addison-Wesley, 1978.

[41] Erd}os Păl, John C. Oxtoby, Partitions of the plane into sets having positive measure in every no-null measurable product set. Trans. Amer. Math. Soc. 79 (1955), 91{102.

[42] Herbert Federer, Geometric measure theory. Springer, 1969.

[43] Feny}o Istvăn, -Uber eine L-osungsmethode gewisser Funktionalgleichungen. Acta Math. Acad. Sci. Hung. 7 (1956), 383{396.

[44] Zbigniew Gajda, Christensen measurable solutions of generalized Cauchy functional equations. Aequationes Math. 31 (1986), 147{158.

[45] Hillel Gauchman, Lee A. Rubel, Sums of products of functions of x times functions of y. Lin. Alg. and its Appl. 125 (1989), 19{63.

[46] Dan Geiger, David Heckerman, A characterization of the Dirichlet distribution through global and local parameter independence. Ann. of Statist. 25 (1997), 1344{1369.

[47] Roman Ger, Mazur’s criterion for continuity of convex functionals. Talk given at the 25th ISFE in Hamburg{Rissen, 1987.

[48] Enrico Giusti, Minimal Surfaces and Functions of Bounded Variation.

Birkh-auser, 1984.

[49] Karl-Goswin Grosse-Erdmann, Regularity properties of functional equations and inequalities. Aequationes Math. 37 (1989), 233{251.

[50] Hiroshi Haruki, Studies on certain functional equations from the standpoint of analytic function theory. Sci. Rep. Osaka Univ. 14 (1965), 1{40.

[51] Otto Haupt, -Uber einen Eindeutigkeitssatz fĄr gewisse Funktionalgleichungen. J. Reine Angew. Math. 186 (1944), 58{64.

[52] Edwin Hewitt, Kenneth A. Ross, Abstract harmonic analysis I. Springer, 1963.

246 Irodalom

[53] Edwin Hewitt, Kenneth A. Ross, Abstract harmonic analysis II. Springer, 1970.

[54] Edwin Hewitt, Kenneth A. Ross, Extension of Haar measure and of harmonic analysis for locally compact Abelian groups. Math. Ann. 160 (1965), 171{195.

[55] Edwin Hewitt, Karl Stromberg, Real and abstract analysis. Springer, 1965.

[56] David Hilbert, Gesammelte Abhandlungen Band III. Springer, 1970.

[57] Einar Hille, Topics in Classical Analysis. In Vol. III of the book Lectures on Modern Mathematics, Ed. by Thomas L. Saaty. John Wiley & Sons, 1965.

[58] Einar Hille, Ralph S. Phillips, Functional analysis and semi-groups.

Amer. Math. Soc. Coll. Publ., Vol. 31, 1957.

[59] Lars H-ormander, Linear Partial Di¸erential Operators. Springer, 1976.

[60] Andrzej Hulanicki, On subsets of full outer measure in products of measure spaces. Bull. Acad. Polon. Sci. 7 (1959), 331{335.

[61] Gerald L. Itzkowitz, Extension of Haar measure for compact connected Abelian groups. Bull. Amer. Math. Soc. 71 (1965), 152{156.

[62] Gerald L. Itzkowitz, Measurability and continuity for a functional equation on a topological group. Aequationes Math. 7 (1971), 194{198.

[63] J«arai Antal, M«erhet}o f-uggv«enyek korl«atoss«ag«ar«ol. Di«akk-ori dolgozat.

KLTE, Debrecen, 1973, 15 oldal.

[64] Jărai Antal, FĄggv«enyegyenletek m«erhet}o megold«asair«ol. Egyetemi doktori «ertekez«es. KLTE, Debrecen, 1976, 46 oldal.

[65] Jărai Antal, Remark 17. Solution of two problems of W. Sander. Aequationes Math. 19 (1979), 286{288.

[66] Jărai Antal, On measurable solutions of functional equations. Publ.

Math. Debrecen 26 (1979), 17{35.

[67] Jărai Antal, Regularity properties of functional equations. Aequationes Math. 25 (1982), 52{66.

[68] Jărai Antal, Invariant extension of Haar measure. Diss. Math. 233 (1984), 1{26.

[69] Jărai Antal, A remark to a paper of J. Acz«el and J. K. Chung. Studia Sci. Math. Hungar. 19 (1984), 273{274.

[70] Jărai Antal, Derivates are Borel functions. Aequationes Math. 29 (1985), 24{27.

[71] Jărai Antal, Remark 12. In: Proceedings of the Twenty-third International Symposium on Functional Equations. Centre for Information Theory, University of Waterloo, 1985, 57{58.

Irodalom

[72] Jărai Antal, On regular solutions of functional equations. Aequationes Math. 30 (1986), 21{54.

[73] Jărai Antal, Remark to the problem 4 of C. Alsina and J.{L. Garcia{ Roig. Aequationes Math. 35 (1988), 120.

[74] Jărai Antal, F-uggv«enyegyenletek regularit«asi tulajdons«agai. Kandid«atusi «ertekez«es. Debrecen, 1988, 96 oldal

[75] Jărai Antal, F-uggv«enyegyenletek regularit«asi tulajdons«agai. Kandid«atusi «ertekez«es t«ezisei. Debrecen, 1988, 21 oldal.

[76] Jărai Antal, Remark 3. (Solution of a problem of C. Alsina and J.{L.

Garcia-Roig.) Aequations Math. 36 (1989), 98.

[77] J«arai Antal, On a problem of S. Mazur. (a) BekĄldve. (b) Talk, XII. -Osterreichischer Mathematikerkongreı, Wien, 1989; Abstract: XII. -Osterreichischer Mathematikerkongreı, Vortragsausz-uge, -Osterreichischer Mathematiker Gesellshaft, 1989. (c) 27th International Symposium on Functional Equations, Bielsko Biala{Katowice{Krakow, Poland, 1989; Abstract: Aequationes Math. 39 (1990), 280. (d) KLTE TTK Debrecen, Technical report 91/15, 1{6.

[78] Jărai Antal, Remark 22. (To a theorem of J. Acz«el.) Aequationes Math.

37 (1989), 111.

[79] Jărai Antal, Di¸erentiation of parametric integrals and regularity of functional equations. Grazer Math. Ber. 315 (1991), 45{50.

[80] Jărai Antal, H-older continuous solutions of functional equations. Compes Rendus Math. Rep. Acad. Sci. Canada 14 (1992), 213{218.

[81] Jărai Antal, On H-older continuous solutions of functional equations.

Publ. Math. Debrecen 43/3{4 (1993), 359{365.

[82] Jărai Antal, On Lipschitz property of solutions of functional equations.

Aequationes Math. 47 (1994), 69{78.

[83] Jărai Antal, On the analytic solutions of functional equations. Annales Univ. Sci. Budapest, Sect. Comp. 14 (1994), 71{77.

[84] Jărai Antal, On continuous solutions of functional equations. Publ.

Math. Debrecen, 44/1{2 (1994), 115-122.

[85] Jărai Antal, F-uggv«enyegyenletek regularit«asi tulajdons«agai. Habilit«aci«os «ertekez«es. Debrecen, 1994. 132 oldal.

[86] Jărai Antal, F-uggv«enyegyenletek regularit«asi tulajdons«agai. Habilit«aci«os «ertekez«es t«ezisei. Debrecen, 1994. 34 oldal.

[87] Jărai Antal, A Steinhaus type theorem. Publ. Math. Debrecen 47 (1995), 1{13.

[88] Jărai Antal, Remark 30. (Solution of a problem of K. Lajk«o.) Aequationes Math. 49 (1995), 196.

248 Irodalom

[89] Jărai Antal, Regularity properties of functional equations. Lea‚ets in Mathematics. Janus Pannonius University, P«ecs, 1996, 1{77.

[90] Jărai Antal, Remark 23. (To the talk of R. Badora.) Aequationes Math. 51 (1996), 178.

[91] Jărai Antal, A generalization of a theorem of Piccard. Publ. Math.

Debrecen 52 (3-4) (1998), 497{506.

[92] Jărai Antal, Regularity Property of the Functional Equation of the Dirichlet Distribution. Aequationes Math. 56 (1998), 37-46.

[93] J«arai Antal, Measurable solutions of functional equations satis˛ed almost everywhere. Math. Pannonica 10/1 (1999), 103{110.

[94] Jărai Antal, Regularity of bounded variation solutions of functional equations. Aequationes Math., megjelenĆs alatt.

[95] Jărai Antal, Regularity properties of functional equations on manifolds.

BekĄldve.

[96] J«arai Antal, Measurability implies continuity for solutions of functional equations | even with few variables. BekĄldve.

[97] J«arai Antal, Baire property implies continuity for solutions of functional equations | even with few variables. Acta Sci. Math. Szeged 66 (2000), 579{601.

[98] J«arai, Antal, Continuity implies di¸erentiability for solutions of functional equations | even with few variables. MegjelenĆs alatt.

[99] Jărai Antal, Maksa Gyula, Remark 19. Solution of a problem of C.

Alsina. Proceedings of the Twenty-third International Symposium on Functional Equations. Centre for Information Theory, University of Waterloo, 1985.

[100] Jărai Antal, Maksa Gyula, Remark 2. (Solution of a problem of C.

Alsina and J. L. Garcia-Roig.) Aequations Math. 47 (1994), 302.

[101] Jărai Antal, Maksa Gyula, Regular solutions of a functional equation.

C. R. Math. Rep. Acad. Sci. Canada, 17(1) (1995), 7{10.

[102] J«arai Antal, P«ales Zsolt, Remark 10. Solution of a problem of T. M. K. Davison. Aequationes Math. 53 (1997), 190.

[103] Jărai Antal, Wolfgang Sander, A Regularity Theorem in Information Theory. Publ. Math. Debrecen 50 (1997), 339{357.

[104] Jărai Antal, Sz«ekelyhidi Lăszlć, Regularization and General Methods in the Theory of Functional Equations. Survey paper. Aequationes Math. 52 (1986), 10{29.

[105] Shizuo Kakutani, John C. Oxtoby, Construction of a non-separable invariant extension of the Lebesgue measure space. Ann. of Math. (N. S.) 52/2 (1950), 580{590.

Irodalom

[106] Shizuo Kakutani, Kunihiko Kodaira, A non-separable translation invariant extension of the Lebesgue measure space. Ann. of Math. (N. S.) 52/2 (1950), 574{579.

[107] Johannes H. B. Kemperman, A general functional equation. Trans.

Amer. Math. Soc. 86 (1957), 28{56.

[108] Zygfryd Kominek, Some generalization of the theorem of S. Piccard.

Prace Naukowe Uniwersytetu «Slaskiego w Katowicach 37 (1973), 31{ 33. [109] Krausz Tamăs, Steinhaus-t«“pus«u t«etelek. Di«akk-ori dolgozat. KLTE Mat. Int., Debrecen, 1980.

[110] Marek Kuczma, Functional equations in a single variable. PWN - Polish Scienti˛c Publisher, 1968.

[111] Marek Kuczma, An Introduction to the Theory of Functional Equations and Inequalities. Pa«nstwowe Wydawnictwo Naukowe, Uniwersytet «Slaski, 1985.

[112] Marek Kuczma, Bogdan Choczewski, Roman Ger, Iterative Functional Equation. Encyclopedia of mathematics and its applications 32. Cambridge University Press, 1990.

[113] Marzin E. Kuczma, A generalization of Steinhaus’ theorem to coordinatewise measure preserving binary transformations. Colloq. Math. 36 (1976), 241{248.

[114] Marzin E. Kuczma, Di¸erentation of implicit functions and Steinhaus’ theorem in topological measure spaces. Colloq. Math. 39 (1978), 95{ 107.

[115] Marzin E. Kuczma, Marek Kuczma, An elementary proof and an extension of a theorem of Steinhaus. Glas. Mat. 6(26) (1971), 11{18.

[116] Svetozar Kurepa, A cosine functional equation in Hilbert space. Canad.

J. Math. 12 (1957), 45{50.

[117] Iwo Labuda, Richard D. Mauldin, Problem 24 of \The Scottish Book" concerning additive functionals. Coll. Math. 48 (1984), 89{91.

[118] Laczkovich Miklćs, Val«os f-uggv«enytan. Egyetemi jegyzet. E-otvŤs Lor«and Tudomănyegyetem, Budapest, 1995.

[119] Lajk«o Kăroly, On the general solution of rectangle-type functional equations. Publ. Math. Debrecen 28 (1981), 137{143.

[120] Lajk«o Kăroly, Remarks to a functional equation arising in the spectral theory of random ˛elds. (Talk on the 32. ISFE.) Aequationes Math. 49 (1995), 175.

[121] Bohdan Lawruk, Halina «Swiatak, On Functions Satisfying a Generalized Mean Value Equation. Aequationes Math. 11 (1974), 1{10.

250 Irodalom

[122] Zbigniew Lipecki, On continuity of group homomorphisms. Coll. Math.

48 (1984), 93{94.

[123] Losonczi Lăszlć, On a functional equation of sum form. Publ. Math.

Debrecen 26 (1989), 167{177.

[124] Maksa Gyula, The general solution of a functional equation related to the mixed theory of information. Aequationes Math. 22 (1981), 90{96.

[125] Maksa Gyula, Bounded symmetric information functions. C. R. Math.

Rep. Acad. Sci. Canada Vol. II (1980), No. 5, 247{252.

[126] Janusz Matkowski, Continuous solutions of a functional equation. Publ.

Math. Debrecen, 52/3-4 (1998), 559-562.

[127] Janusz Matkowski, Tadeusz «Swiatkowski, A re˛ned Steinhaus theorem and subadditive functions. MegjelenĆs alatt.

[128] Daniel R. Mauldin (Ed.), The Scottish Book. Birkh-auser, 1981.

[129] Michael A. McKiernan, Boundedness on a Set of Positive Measure and the Mean Value Property Characterizes Polynomials an a Space V^n. Aequationes Math. 4 (1970), 31{36.

[130] Michael A. McKiernan, Di¸erence and mean value type functional equations. Centro Internationale Matematico Estivo. Corso tenuto a La Mendola (Trento) dal 20 al 28 agosto 1970.

[131] Frank Morgan, Geometric measure theory. A beginner’s guide. Academic Press, 1988

[132] John C. Oxtoby, Mass und Kategorie. Springer, 1971.

[133] Luigi Paganoni, Sulla equivalenza fra misurabilit«a e continuit«a per le soluzioni di una classe di equazioni funzionali. Riv. Mat. Univ. Parma (3)3 (1974), 175{188.

[134] P«ales Zsolt, On reduction of linear two variable functional equations to di¸erential equations without substitutions. Aequationes Math. 43 (1992), 236{247.

[135] S. Piccard, Sur les ensembles de distances des ensembles de points d’un espace euclidien. M«em. Univ. Neuch^atel, 13, Secr«etariat de l’Universit«e Neuch^atel, 1939.

[136] Richard Rochberg, Lee A. Rubel, A functional equation. Indiana Univ.

Math. J. 41 (1992), 363{376.

[137] Walter Rudin, Principles of mathematical analysis. Second edition.

McGraw-Hill, 1964.

[138] Thomas L. Saaty, Modern Nonlinear Equations. Dover, 1981.

[139] Stanislaw Saks, Antoni Zygmund, Analytic Functions. Warszawa{Wroclaw 1952.

Irodalom

[140] Wolfgang Sander, Verallgemeinerungen eines Satzes von H. Steinhaus.

Manuscripta Math. 18 (1976), 25{42. Sander, W., Errata hierzu. Manuscripta Math. 20 (1977), 101{103.

[141] Wolfgang Sander, Regularit-atseigenschaften von Funktionalgleichungen.

Glas. Math. Ser. III 13(33) (1978), 237{247.

[142] Wolfgang Sander, Verallgemeinerte Cauchy-Functionalgleihungen. Aequationes Math. 18 (1978), 357{369.

[143] Wolfgang Sander, A generalization of a theorem of S. Piccard. Proc.

Amer. Math. Soc. 73 (1979), 281{282.

[144] Wolfgang Sander, Problem P179. Aequationes Math. 19 (1979), 287.

[145] Wolfgang Sander, Ein Beitrag zur Baire-Kategorie-Theorie. Manuscripta Math. 34 (1981), 71{83.

[146] Wolfgang Sander, Problem 19. Aequationes Math. 46 (1993), 294.

[147] Wolfgang Sander, On a generalized fundamental equation of information. Results in Math. 26 (1994), 372{381.

[148] Laurent Schwartz, Radon measures on arbitrary topological spaces and cylindrical measures. Oxford University Press, 1973.

[149] Jaroslav Smątal, On functions and functional equations. Adam Hilger, 1988.

[150] Hugo Steinhaus, Sur les distances des points dans les ensembles de mesure positive. Fund. Math. 1 (1920), 93{104.

[151] Halina «Swiatak, On the Regularity of the Locally Integrable Solutions of the Functional Equations

∑_k i=1 a_i(x, t)f(x + φ_i(t)) = b(x, t). Aequationes Math. 4 (1970), 291{296.

[152] Halina «Swiatak, Criteria for the Regularity of Continuous and Locally Integrable Solutions of a Class of Linear Functional Equations. Aequationes Math. 6 (1971), 170{187.

[153] Halina «Swiatak, On Certain Regularity Problems for Solutions of Functional Equations. Bull. Acad. Pol. Sci., Ser. Math., Astr. et Phys. XIX (3) (1971), 209{212.

[154] Halina «Swiatak, The regularity of the locally integrable and continuous solutions of nonlinear functional equations. Trans. Amer. Math. Soc. 221(1) (1976), 97{118.

[155] Halina «Swiatak, Existence and regularity problems for nonlinear functional equations. Acta Math. Acad. Sci. Hungar. 30 (1{2) (1977), 21{31.

[156] Sz«ekelyhidi Lăszlć, On a class of linear functional equations. Publ.

Math. Debrecen 29 (1982), 19{28.

252 Irodalom [157] Sz«ekelyhidi Lăszlć, On a problem of S. Mazur. Trans. Amer. Math. Soc.

316 (1989), 161{164.

[158] SzĆkelyhidi Lăszlć, Convolution Type Functional Equations on Topological Abelian Groups. World Scienti˛c, 1991.

[159] Rolf Trautner, A covering principle in real analysis. Quart. J. Math.

Oxford 38(2) (1987), 127{130 [160] Akira Tsutsumi, Shigeru Haruki, Functional Equations and Hypoellipticity. Proc. Japan Acad. Ser. A, 58(3) (1982), 105{108.

[161] Akira Tsutsumi, Shigeru Haruki, The regularity of solutions of functional equations and hypoellipticity. In: Acz«el Jănos (ed.), Functional Equations: History, Applications and Theory, 99{112. D. Reidel, 1984.

[162] Akira Tsutsumi, Shigeru Haruki, On Hypoelliptic Functional Equations. Math. Japonica 36(3) (1991), 581{590.

[163] Fikret Vajzovi»c, On the solution of one functional equation. Mat. Vesnik 5 (1968), 25{28.

[164] Andr«e Weil, L’int«egration dans les groupes topologiques et ses applications. Paris, 1951.

[165] Eberhard Zeidler, Nonlinear functional analysis I.{IV. Springer, 1990.