SZŔMŊTŢGŘPES SZŔMELMŘLET

Jărai Antal

SZŔMŊTŢGŘPES SZŔMELMŘLET

A kŤnyv bąrălćja

© Jărai Antal, 2009

ISBN 000 00 0000 0

A mŰ măs kiadvănyban valć rĆszleges vagy teljes felhasznălăsa, utănkŤzlĆse, illetve sokszorosątăsa a SzerzŞ engedĆlye nĆlkĄl tilos!

TARTALOMJEGYZŘK

ElŞszć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

I. AlapvetŞ algoritmusok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.§ A prąmek eloszlăsa, szitălăs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 2.§ EgyszerŰ faktorizălăsi mćdszerek . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 3.§ EgyszerŰ prąmtesztelĆsi mćdszerek . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 4.§ Lucas-sorozatok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 5.§ Alkalmazăsok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

II. Aritmetika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 6.§ Szămok Ćs polinomok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 7.§ Gyors Fourier-transzformăcić . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

III. Elliptikus gŤrbĆk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 8.§ Elliptikus fĄggvĆnyek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 9.§ Szămolăs elliptikus gŤrbĆken . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 10.§ Faktorizălăs elliptikus gŤrbĆkkel . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 11.§ Prąmteszt elliptikus gŤrbĆkkel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 12.§ Polinomfaktorizălăs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 13.§ Az AKS teszt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

IV. Szita mćdszerek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 14.§ A szita mćdszerek alapjai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

Irodalom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

I. ELŃSZŢ

Ez a kŤnyvecske azokra a tapasztalatokra ĆpĄl, amelyeket a szerzŞ Paderbornban, NĆmetorszăgban, Karl-Heinz Indlekofer munkacsoportjăban szerzett, ahol Ťt Ćvig (1992{1997) dolgozott projektmenedzserkĆnt. A szămątćgĆpes szămelmĆleti projektjeink keretĆben tąznĆl tŤbb čj Ăvilăgrekord" szĄletett. A legismertebb ezek kŤzĄl talăn a legnagyobb ismert ikerprąm megtalălăsa. Az eredmĆnyek kŤzŤs dolgozatokban kerĄltek publikălăsra, Ćs a kutatăs jelenleg is tovăbb folyik. Ezen kŤnyvecskĆnek, illetve a speciălkollĆgiumnak, amelynek anyagăt tărgyalja, az a cĆlja, hogy az ĆrdeklŞdŞket felkĆszątse a kŤzŤs munkăban hallgatćkĆnt, szakdolgozćkĆnt, PhD hallgatćkĆnt vagy kollĆgakĆnt valć rĆszvĆtelre. RemĆlem azonban, hogy mindenki, aki a szămątćgĆpes szămelmĆlet irănt ĆrdeklŞdik, haszonnal forgathatja. Ugyancsak szămątok azok ĆrdeklŞdĆsĆre, akiket a nagy hatĆkonysăgč szămątăsok Ćrdekelnek, mert rekordjaink hătterĆben mindenĄtt a modern algoritmusok lehetŞsĆgeinek Ćs a modern mikroprocesszorok kĆpessĆgeinek vĆgsŞkig tŤrtĆnŞ kihasznălăsa ăll. A mikroelektronika fantasztikus fejlŞdĆse mellett is csak ez tette lehetŞvĆ, hogy măra ezen a terĄleten a szuperszămątćgĆpek korăbbi egyeduralma megszĄnjŤn. TermĆszetesen a rekordok elkĆpzelhetetlenek megfelelŞ szămątćgĆpes hăttĆr nĆlkĄl. Paderborn-ban a Matematikai Ćs Informatikai IntĆzetben 6{800 SUN munkăllomăs Ćs hărom nagy părhuzamos gĆp | a legnagyobb 1024 processszorral | ăllt rendelkezĆsre. TermĆszetesen ilyen hăttĆrrel itthon nem rendelkezĄnk, mĆgis szămos vilăgrekordot sikerĄlt munkacsoportunknak itt is elĆrni.

Ŕltalănos bevezetĆskĆnt Bressoud [9] elemi kŤnyvĆt javaslom. Kezdetben, a rĆgebbi mćdszerek ismertetĆsĆnĆl ezt kŤvetjĄk. Magasabb szintŰ Cohen [11] kitŰnŞ kŤnyve; a hangsčlyt inkăbb a szămelmĆletre, Ćs nem az algoritmusok sebessĆgĆre helyezi. Az elmĆleti informatika kitŰnŞ Ťsszefoglalăsăban, amelyet van Leeuwen [31] szerkesztett, a szămątćgĆpes szămelmĆlet kĆt kivălćsăga, A. K. Lenstra Ćs H. W. Lenstra Jr. ąrta a szămątćgĆpes szămelmĆleti rĆszt; ez kivălć tŤmŤr Ťsszefoglalăsa az akkori helyzetnek.

A szămelmĆleti alapismeretek megtalălhatćk Niven Ćs Zuckerman [37] kŤnyvĆben. Magasabb szintŰ Serre [45] kis kŤnyve.

Az elmĆleti informatika kitŰnŞ tankŤnyve Cormen, Leiserson Ćs Rivest [12] kŤnyve; ebben megtalălhatćk a szĄksĆges informatikai alapismeretek. RĆgebbi, de nagyon jćl hasznălhatć kŤnyv Aho, Hopcroft Ćs Ullman [4] kŤnyve. Az algoritmusok sokkal rĆszletesebb analązise talălhatć D. E. Knuth: The art of computer programming cąmŰ kŤnyvĆnek hărom kŤtetĆben (magyarul is megjelent), amely a programo-

TartalomjegyzĆk 7

zăsi gyakorlatra helyezi a hangsčlyt [20,21,22,23,24,25,26,27]. Řn čgy Ćrzem, hogy ebbŞl a kŤnyvbŞl tanultam a programozăsrćl a legtŤbbet.

A rejtjelzĆssel valć kapcsolatot rĆszletesen tărgyalja Kranakis [30] kŤnyve. Prąmtesztek Ćs a faktorizălăs szămątćgĆpes mćdszereivel foglalkozik Riesel [44] kŤnyve igen rĆszletesen. FeltĆtlenĄl Ćrdemes megnĆzni Ribenboim [42, 43] kŤnyvĆt, kĄlŤnŤsen az čj kiadăst. Mivel az egĆsz terĄlet nagyon gyorsan fejlŞdik, szămos itt tărgyalt mćdszer csak eredeti dolgozatokban talălhatć meg. Ezekre a megfelelŞ helyen fogunk hivatkozni. NĆhăny mĆg publikălatlan eredmĆny is szerepelni fog. Băr a jegyzetet az utćbbi 10 Ćvben to"bbszo"r javątottam, kiegĆszątettem, mĆg a jelenlegi formăja sem tekinthetŞ vĆglegesnek, az oktatăsi Ćs kutatăsi tapasztalatok alapjăn folyamatosan bŞvątem, Ćs igyekszem a hibăkat kijavątani. A legfontosabb čj bŞvątĆs szămos algoritmus Maple^1 megvalćsątăsa; ez a honlapomon elĆrhetŞ.

Budapest, 2011.02.25

Jărai Antal

1Maple a Maple Inc. bejegyzett vĆdjegye

II. ALAPVETŃ ALGORITMUSOK

1995 oktćberĆnek elsŞ napjaiban Harvey Dubner megtalălta az akkor ismert legnagyobb, 5129 jegyŰ ikerprąmet. A mi korăbbi ikerprąm rekordunk 697053813 · 2^{16352} ± 1 volt, 4932 decimălis jeggyel. NĆhăny nappal elŞbb talălta Dubner a legnagyobb ismert, 5089 jegyŰ Sophie Germain prąmet (azaz olyan p prąmet, amelyre 2p+1 is prąm), megdŤntve 4931 illetve 4932 jegyŰ, 157324389·2^{16352}−1 Ćs 470943129· 2^{16352} − 1 rekordjainkat, amelyeket 1995 februărjăban talăltunk. Ekkor măr futott ikerprąmkeresŞ programunk javątott văltozata, Ćs 11700 jegy kŤrĄl keresett ikerprąmeket. Mivel a teljes vărhatć futăsidŞ 1500{2000 CPU nap volt a Texas Instruments SuperSPARC^2 processzorăt tartalmazć Sun^3 munkaăllomăsokon, (33 MHz Ćs 60 MHz kŤzŤtti ćrajellel), čgy dŤntŤttĄnk, hogy leăllątjuk a keresĆst egy idŞre, Ćs čj, kombinălt teszt programunkat fogjuk futtatni, amely egyszerre kĆpes ikerprąmeket Ćs Sophie Germain prąmeket keresni, megfelezve ezzel a keresĆs idejĆt. A kĆt teszt kombinălăsănak Ťtlete Dubner-tŞl eredt. Mivel az čj teszt futăsidejĆt ≈ 5850 jegy kŤrĄl 100 CPU napnăl kevesebbre becsĄltĄk, čgy gondoltuk, jćval reălisabb lesz ebben a tartomănyban keresgĆlni, Ćs csak kĆsŞbb folytatni a kombinălt teszttel a ≈ 11700 jegy kŤrĄli tartomănyban. A kombinălt teszt programjănak prćbăihoz mĆg szĄksĆg volt nĆhăny napra, Ćs addig hagytuk futni a rĆgi programot. A leăllątăs elŞtti napon a rĆgi program a 242206083·2^{38880}±1 (11713 jegyŰ) ikerprąmet talălta. Ezutăn leăllątottuk a rĆgi programot, Ćs elindątottuk az čj, kombinălt tesztet. Ez talălta a jelenleg ismert legnagyobb Sophie Germain prąmet: p = 2375063906985 · 2^{19380} − 1 (5847 jegyŰ). Nagy p Sophie Germain prąm segątsĆgĆvel, ha kongruens 3 mod 4, nagy Ťsszetett Mersenne szămok adhatćk meg. Ŋgy 2^p − 1, ahol p = 2375063906985 · 2^{19380} − 1 a legnagyobb ismert Ťsszetett Mersenne szăm.

Egyik e-mail-Ćben Harvey Dubner olyan p prąmek keresĆsĆt javasolta, amelyekre p + 2 Ćs 2p + 1 is prąmek. Kombinălt teszt programunk minden tovăbbi nĆlkĄl kĆpes volt erre. Elindątottunk egy keresĆst, Ćs a p = 4610194180515 · 2^{5056} − 1 (1535 jegyŰ) prąmet talăltuk, amelyre p + 2 Ćs 2p + 1 is prąmek.

Mi ăll ezeknek a rekordoknak a hătterĆben? Hogyan becsĄlhetŞ egyăltalăn a futăsidŞ? Milyen algoritmusokat kell hasznălnunk? Hogyan ąrhatunk elĆg gyors programot? Mire jćk a nagy prąmek? Mire hasznălhatćk mĆg az elkĆszĄlt programok? Mi a kapcsolat a faktorizălăssal? Milyen măs szămelmĆleti keresĆsekre,

2SPARC a SPARC International bejegyzett vĆdjegye 3Sun a Sun Microsystem Inc. bejegyzett vĆdjegye

tesztekre hasznălhatćk mĆg programjaink? Ezekre Ćs hasonlć kĆrdĆsekre keressĄk a vălaszt ebben az elsŞ rĆszben.

1. A prąmek eloszlăsa, szitălăs

1.1. A prąmszămtĆtel. Mint tudjuk, EuklidĆsz măr bizonyątotta, hogy vĆgtelen sok prąm van: ha vĆges sok prąm lenne, a szorzatukhoz egyet hozzăadva, a kapott szămnak a prąmosztći nem szerepelhetnek a listăban. A matematikusokat măr rĆgen izgatta a prąmek eloszlăsa, vagy olyan kĆpletek keresĆse, amelyek csak prąmeket adnak. Marin Mersenne (1588{1648) pĆldăul 1644-ben azt ăllątotta, hogy 2^p − 1 alakč, ma Mersenne-szămoknak nevezett szămok kŤzĄl p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257 prąmet ad, de măs, 257-nĆl kisebb ĆrtĆk nem (nem igaz), Fermat pedig azt gondolta, hogy 2^{2n} +1 prąm, ha n = 0, 1, 2, . . . (ez sem igaz).

15 Ćvesen, 1792-ben Karl Friedrich Gauss (1777{1855) azt sejtette, hogy az x-nĆl nem nagyobb prąmek π(x) szămăt ∫_x 2 dt ln t

kŤzeląti. Gauss sejtĆse pontosabban

π(x) ∼

∫_x 2 dt ln t

alakba ąrhatć. Ennek a jelŤlĆsnek a pontos jelentĆse, hogy a kĆt fĄggvĆny hănyadosa 1-hez tart, amint x tart vĆgtelenhez. Ez a hąres prąmszămtĆtel. 1896-ban bizonyątotta be egymăstćl fĄggetlenĄl Charles Jean de la Vall«ee Poussin (1866{1962) Ćs Jacues Hadamard (1865{1963). Pontosabban, ma azt tudjuk, hogy alkalmas A > 0- val π(x) =

∫_x 2 dt ln t + O ( xe^{−A(ln x)3/5/(ln ln x)1/5} ) . Az itt szereplŞ O jelŤlĆst lĆpten-nyomon hasznălni fogjuk: O(f(x)) egy olyan fĄggvĆnyt jelent, amelynek abszolčt ĆrtĆke elĆg nagy x-ekre korlătos az f pozitąv fĄggvĆny egy konstansszorosăval. A hasonlć o(f(x)) jelŤlĆs egy olyan fĄggvĆnyt jelent, amely f-el osztva nullăhoz tart.

Parciălis integrălăssal ătalakątva az integrălt, azt kapjuk, hogy

π(x) = x ln x + x (ln x)^2 + 2!x (ln x)^3

+ · · · + r!x (ln x)^{r+1} + O ( x (ln x)^{r+2} )

bărmely r ≥ 0-ra.

A nevezetes Riemann-sejtĆsbŞl, mely szerint a Riemann-fĆle ζ fĄggvĆny nem triviălis gyŤkeinek valćs rĆsze 1/2, az kŤvetkezik, hogy

π(x) =

∫_x 2 dt ln t + O (√ x ln x ) .

Tovăbbi hivatkozăsokat lăsd Knuth [24] kŤnyvĆben, 373{374. o.

Egy sokkal ăltalănosabb kĆrdĆst is felvethetĄnk. MegkĆrdezhetjĄk, hăny prąm van az a + dn, n = 0, 1, 2, . . . szămtani sorozatban, amely x-nĆl kisebb. TermĆszetesen, ha a ≥ 0 Ćs d > 1 legnagyobb kŤzŤs osztćja nagyobb mint egy, akkor legfeljebb 1. Ha azonban nem ez a helyzet, akkor mint Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805{ 1859) bebizonyątotta 1837-ben, vĆgtelen sok prąm van a sorozatban, Ćs megint csak de la Vall«ee Poussin bebizonyątotta, hogy a prąmek egy rŤgzątett d-re ĂegyenlŞen oszlanak el" a kĄlŤnbŤzŞ a-khoz tartozć sorozatok kŤzŤtt.

1.2. KĆrdĆs: ζ gyŤkei. Megmutattăk, hogy a ζ fĄggvĆny 0 Ćs 32585736.4 kŤzĆ esŞ kĆpzetes rĆszŰ 75 000 000 gyŤkĆnek a valćs rĆsze 1/2, Ćs a gyŤkŤk egyszeresek. Vajon hogyan? (Lăsd Crandall [13] kŤnyvĆnek 2.3 pontjăt Ćs az ott megadott hivatkozăsokat.)

1.3. KĆrdĆs: π(x). Hogyan hatărozhatjuk meg π(x) ĆrtĆkĆt nagy x-re?

1.4. Ikerprąmek. MĆg ha ismerjĄk is π(x) kŤzelątĆsĆt, ennek a fĄggvĆnynek a viselkedĆse tăvolrćl sem jćl ismert. NĆha a fĄggvĆny egy hosszabb szakaszon nem nŞ, azaz nagy rĆs van a prąmek kŤzŤtt, măskor csak egy păros szăm van kĆt prąm kŤzŤtt, a kĆt prąm ikerprąm. Nagyon rĆgi kĆrdĆs, hogy vajon van-e vĆgtelen sok ikerprąm? A vălasz nem ismert. Řrdekes mćdon, annak ellenĆre, hogy mĆg ezt sem tudjuk, Hardy Ćs Littlewood hąres ĂPartitio Numerorum" cąmŰ dolgozatukban az Ťsszes p, p + 2, p ≤ x ikerprąmek π_2(x)-el jelŤlt szămăra egy formulăt javasoltak. KŤzelątĆsĄk, amely a szămątćgĆpes kąsĆrletek szerint nagyon jć,

π_2(x) ∼ 2C_2 x (ln x)^2 . Itt C_2 az čgynevezett ikerprąm konstans, C_2 = 0.66016 . . . . Hasonlć formulăt sejtenek a p, 2p + 1, p ≤ x Sophie Germain prąmek szămăra.

Hogyan jutott Hardy Ćs Littlewood ehhez a sejtĆshez? Durvăn szćlva, a gondolat a kŤvetkezŞ: A prąmszămtĆtel szerint, annak a ĂvalćsząnŰsĆge", hogy egy x-nĆl nem nagyobb szăm prąm, durvăn 1/ ln x. Ha az ikerprąmpăr kĆt tagjăra fĄggetlen esemĆny lenne az hogy prąmek, akkor ennek valćsząnŰsĆge 1/(ln x)^2 lenne, Ćs ągy az ikerprąmek vărhatć szăma x/(ln x)^2 lenne. Azonban, termĆszetesen, ezek az ĂesemĆnyek" nem fĄggetlenek, pĆldăul ha p păratlan, akkor p + 2 is. Ez a fĄggŞsĆg eredmĆnyezi a 2C_2 konstanst. Az alăbbiakban egy sokkal ăltalănosabb esetben mutatjuk meg, hogyan kapjuk a konstanst.

1.5. KĆrdĆs: π_2(x). Hogyan hatărozhatjuk meg π_2(x) ĆrtĆkĆt nagy x-ekre?

1.6. KĆrdĆs: ∑ p,p+2∈P 1/p. Megmutattăk, hogy ez a sor konvergens. Hogyan

szămąthatjuk ki az Ťsszeg egy jć kŤzelątĆsĆt?

1.7. SejtĆs [Bateman Ćs Horn, 1962]. Legyenek f_1(x), f_2(x), . . . , f_s(x) egĆsz egyĄtthatćs irreducibilis polinomok (azaz nem ălląthatćk elŞ nem triviălis mćdon kĆt egĆsz egyĄtthatćs polinom szorzatakĆnt). JelŤlje d_i > 0 az f_i polinom fokăt, Ćs tegyĄk fel, hogy x^{di} egyĄtthatćja f_i-ben pozitąv. Minden x ≥ 0-ra, jelŤlje π_{f1 ,... ,fs} (x) azon 1 ≤ n ≤ x egĆszek szămăt, amelyekre f_1(n), f_2(n), . . . , f_s(n) prąmek. Ekkor

π_{f1 ,... ,fs} (x) ∼ C_{f1 ,... ,fs} 1 d_1 · · · d_s ∑ 2≤n≤x 1 (ln(n))^s , ahol C_{f1 ,... ,fs} = ∏ p∈P ( 1 − w(p) p )( 1 − 1 p )_{−s} ; itt w(p) az f_1(z) · · · f_s(z) ≡ 0 (mod p) kongruencia megoldăsainak szămăt jelŤli.

Megmutathatć, hogy a vĆgtelen szorzat mindig konvergens, Ćs ha egyik tĆnyezŞje sem nulla, akkor nem nulla. Az egyszerŰ gondolat, ami a sejtĆshez vezet, a kŤvetkezŞ: A prąmszămtĆtel szerint annak valćsząnŰsĆge, hogy egy nagy vĆletlen n szăm prąm, 1/ ln(n). Ŋgy annak valćsząnŰsĆge, hogy az f_1(n), . . . , f_s(n) szămok egyszerre prąmek, ha ezek fĄggetlen esemĆnyek lennĆnek, 1 ln f_1(n) · · · ln f_s(n)

lenne. Azonban az (f_1(n), . . . , f_s(n)) vektorok nem vĆletlenek. A C_{f1 ,... ,fs} konstans de˛nącićjăban, 1 − w(p)/p annak az esĆlye, hogy az f_1(n), . . . , f_s(n) egĆszek egyike sem oszthatć p-vel, (1 − 1/p)^s pedig annak az esĆlye, hogy egy vĆletlen s-dimenzićs egĆsz koordinătăju vektor egyik kordinătăja sem oszthatć p-vel. Ŋgy ĆsszerŰ azt feltĆtelezni, hogy annak esĆlye, hogy az f_1(n), . . . , f_s(n) szămok mind prąmek, C_{f1 ,... ,fs} ln f_1(n) · · · ln f_s(n) . EbbŞl kapjuk a sejtĆst, ha a nagy n-re ĆrvĆnyes ln f_i(n) ≈ d_i ln n kŤzelątĆst alkalmazzuk.

Az Ťsszeget kŤzeląthetjĄk integrăllal is. PĆldăul azon, [a, b[-beli n-ek π_{f1 ,... ,fs} (a, b) vărhatć szăma, amelyekre f_1(n), . . . , f_s(n) egyszerre prąmek,

π_{f1 ,... ,fs} (a, b) ≈ C_{f1 ,... ,fs}

∫_b a du ln f_1(u) · · · ln f_s(u) . MegjegyezzĄk, hogy C_{f1 ,f2,... ,fs} kiszămątăsa nĆha visszavezethetŞ a

C_s = ∏ s<p∈P

1 − s/p (1 − 1/p)^s , s = 1, 2, 3, . . . konstansok kiszămątăsăra. Nyilvăn C_1 = 1, a C_2 konstans pedig az ikerprąm konstans.

1.8. PĆlda. TekintsĄk a legnagyobb ikerprąm utăni hajszăt. Itt f_1(x) = (3 + 30x)2^{38880} − 1 Ćs f_2(x) = (3 + 30x)2^{38880} + 1. Ha az [a, b[ = [0, 2^{27}[ intervallumban tervezĄnk keresĆst, hăny ikerprąmet vărhatunk? Ekkor

π_{f1 ,f2} (a, b) ≈ C_{f1 ,f2}

∫_227 0 du ln f_1(u) · ln f_2(u)

≈ C_{f1 ,f2}

2^{27} 6 (0,1376769251 + 4 · 0,1374695060 + 0,1374624404) · 10^{−8}

≈ C_{f1 ,f2} · 0,1845532660. Itt C_{f1 ,f2} = ( 1 − 1 2 )_{−2} · ( 1 − 1 3 )_{−2} · ( 1 − 1 5 )_{−2} ∏

5<p∈P

1 − 2/p (1 − 1/p)^2

= 20C_2,

ahol C_2 az ikerprąm konstans. Ŋgy π_{f1 ,f2} (0, 2^{27}) ≈ 13,2032 · 0,18455 ≈ 2,4367.

1.9. KĆrdĆs. Hogyan ellenŞriznĆnk Bateman Ćs Horn sejtĆsĆt szămątćgĆppel?

1.10. Eratosztenesz szităja. Ha tŤmegĆvel akarunk prąmeket talălni, a legjobb mćdszer a szitălăs. Az alăbbi algoritmus megkeresi a N ≥ 3-năl nem nagyobb păratlan prąmeket.

(1) [Inicializălăs.] Legyen n ← ⌊(N − 1)/2⌋ Ćs 0 ≤ j < n-re legyen B[j] = 1. (Itt B egy bittăbla, B[j] = 1 azt fogja jelenteni, hogy 2j + 3 prąm.) Legyen j ← 0.

(2) [KŤvetkezŞ prąm.] Amąg B[j] = 0, legyen j ← j + 1.

(3) [Tčl nagy?] i ← 2j^2 + 6j + 3. (Ez az elsŞ kiszitălandć szăm indexe.) Ha i ≥ n, akkor menjĄnk (5)-re.

(4) [Szita.] Legyen B[i] ← 0 majd i ← i + 2j + 3. Ha i ≥ n, legyen j ← j + 1 Ćs menjĄnk (2)-re, egyĆbkĆnt ismĆteljĄk meg (4)-et.

(5) [EredmĆny.] 0 ≤ j < n-re, ha B[j] = 1, akkor 2j + 3 prąm.

Annak, hogy a p prąmmel valć szitălăst p^2-tŞl kezdjĄk, nincs nagy jelentŞsĆge, mert a szitălăsi munka zŤme a kis prąmekre esik.

1.11. Feladat. Irjunk programot Erathoszthenesz szităjăra.

Hasonlćan szitălhatunk egy a + dx, x = 0, 1, . . . szămtani sorozatban. Nyilvăn csak azokkal a p prąmekkel kell szitălnunk, amelyekre p ̸| d. A gyakorlatban d mindig păros, a pedig păratlan. Az elsŞ problĆma az legkisebb olyan x ≥ 0 meghatărozăsa, amelyre p | a+dx, azaz x = −a/d mod p. Ez a (kiterjesztett) euklidĆszi algoritmussal oldhatć meg.

1.12. Modulăris inverz euklidĆszi algoritmussal. Adott 0 ≤ a < m egĆszekhez meghatărozza az a Ćs m legnagyobb kŤzŤs osztćjăt, d-t, Ćs egy olyan 0 ≤ x < m szămot, amelyre ax − d tŤbbszŤrŤse m-nek. Az algoritmus sorăn vĆgig ax_i − d_i tŤbbszŤrŤse m-nek, i = 1, 2, 3.

(1) [Inicializălăs.] Legyen x_1 ← 1, d_1 ← a, x_2 ← 0, d_2 ← m. (2) [VĆge?] Ha d_2 = 0, kĆszen vagyunk, az eredmĆny x_1 mod m Ćs d_1. (3) [Osztăs, kivonăs.] Legyen q ← ⌊d_1/d_2⌋, d_3 ← d_1 −qd_2, x_3 ← x_1 −qx_2, Ćs ezutăn legyen (x_1, d_1) ← (x_2, d_2), (x_2, d_2) ← (x_3, d_3). TĆrjĄnk vissza a (2) lĆpĆsre.

Az algoritmust most nem vizsgăljuk, csak annyit jegyzĄnk meg, hogy q gyakran kicsi, Ćs ągy az osztăs esetleg eltolăsokkal Ćs kivonăsokkal is megoldhatć. Belăthatć, hogy az x_i-k elŞjele minden lĆpĆsben ellenkezŞjĆre văltozik, ągy ha a lĆpĆseket szămoljuk, nemnegatąv egĆszekkel is dolgozhatunk. Az is belăthatć, hogy |x_1| < m marad. (Lăsd Knuth [ kŤnyvĆt.)

1.13. Feladat. Irjunk egy Maple demo programot a modulăris inverz szămolăsăra euklidĆszi algoritmussal.

1.14. Modulăris inverz binăris lnko algoritmussal. A binăris lnko algoritmus Ťtlete, hogy amąg a kĆt termĆszetes szăm păros, 2-t kiemelhetĄnk belŞlĄk, majd amąg az egyik păros Ćs nem nulla, a măsik păratlan, a părost oszthatjuk 2- vel. Ha măr mindkĆt szăm păratlan, akkor kivonjuk a nagyobbikbćl a kisebbet: a kĄlŤnbsĆg păros lesz, stb. Az alăbbi, erre az Ťtletre ĆpĄlŞ algoritmus adott m > 2 păratlan modulus Ćs 0 ≤ a < m esetĆn meghatărozza az a Ćs m szămok d legnagyobb kŤzŤs osztćjăt Ćs egy olyan 0 ≤ x < m szămot, amelyre ax − d oszthatć m-el. Az algoritmus sorăn vĆgig ax_i − d_i oszthatć m-el.

(1) [Inicializălăs.] Legyen x_1 ← 1, d_1 ← a, x_2 ← m, d_2 ← m. Ha a păratlan, legyen x_3 ← 0, d_3 ← −m, Ćs menjĄnk (4)-re. EgyĆbkĆnt legyen x_3 ← 1 Ćs d_3 ← a.

(2) [d_3 felezĆse.] Ha x_3 păros, legyen x_3 ← x_3/2 Ćs d_3 ← d_3/2; egyĆbkĆnt legyen x_3 ← (x_3 + m)/2 Ćs d_3 ← d_3/2.

(3) [d_3 păros?] Ha d_3 păros, menjĄnk vissza (2)-re.

(4) [max(d_1, d_2) mćdosątăsa.] Ha d_3 pozitąv, legyen x_1 ← x_3 Ćs d_1 ← d_3, egyĆbkĆnt legyen x_2 ← m − x_3 Ćs d_2 ← −d_3.

(5) [Kivonăs.] Legyen x_3 ← x_1 − x_2 Ćs d_3 ← d_1 − d_2. Ha most x_3 < 0, legyen x_3 ← x_3 + m. Ha d_3 ≠ 0, menjĄnk vissza (2)-re. EgyĆbkĆnt az algoritmus vĆget Ćr, az eredmĆny x_1 Ćs d_1.

Itt is megoldhatć, hogy csak nemnegatąv szămokkal szămoljunk.

1.15. Feladat. Irjunk egy Maple demo programot modulăris inverz szămolăsăra binăris algoritmussal.

1.16. Ŕltalănos szita. Mint a Bateman{Horn sejtĆsnĆl, az f_1, f_2, . . . , f_s polinomok adottak. Az alăbbi algoritmus a 0 ≤ x < n szămokbćl csak azokat hagyja meg, amelyekre egyik f_i(x)-nek sincs prąmosztćja a P [j], 0 ≤ j < m prąmsorozatban.

(1) [Inicializălăs.] Legyen 0 ≤ j < n-re B[j] = 1. Itt B egy bittăbla, B[x] = 1 azt fogja jelenteni, hogy f_1(x), . . . , f_s(x)-nek nincs prąmosztćja az adott prąmek kŤzŤtt. JelŤlje w(p) az f_1(z) · · · f_s(z) ≡ 0 (mod p) egyenlet gyŤkeinek szămăt. Ha 0 ≤ j < m, legyen W [j] ← w(P [j]) Ćs R[j, i] ← r_i ha 0 ≤ r_i < P [j] az egyenlet i-edik gyŤke modulć P [j]. Itt 0 ≤ i < w(P [j]). Legyen j ← 0.

(2) [VĆge?] Ha j ≥ m, kĆszen vagyunk. Az eredmĆnyt a B tăbla reprezentălja.

EgyĆbkĆnt p ← P [j], w ← W [j] Ćs i ← 0.

(3) [KĆsz egy prąm?] Ha i ≥ w, akkor legyen j ← j+1 Ćs menjĄnk (2)-re. EgyĆbkĆnt k ← R[j, i].

(4) [Tčl nagy?] Ha k ≥ n, akkor menjĄnk (6)-ra. (5) [Szita.] Legyen B[k] ← 0 majd k ← k + p, Ćs menjĄnk (4)-re. (6) [KŤvetkezŞ.] Legyen i ← i + 1 Ćs menjĄnk (3)-ra.

TermĆszetesen, ha w(p) konstans, vagy kŤnnyen szămolhatć, akkor felesleges nyilvăntartani. A w(p) ătlagĆrtĆke s. Rendszerint vagy a P , W Ćs R, vagy a B tăbla nem fĆr be az operatąv tărba. Az elsŞ esetben a P tăbla kŤvetkezŞ rĆszletĆnek elŞăllątăsa utăn egy čj W Ćs R tăblăt inicializălva, folytatjuk a szitălăst. A măsodik esetben rendszerint Ćrdemes a (3) lĆpĆsben egy R[j, i − 1] ← k − n utasątăssal visszaąrni az R tăblăba. A B tăbla kivitele utăn B-t čjra inicializăljuk, Ćs R măr kĆszen ăll a kŤvetkezŞ szităra.

TegyĄk fel, hogy a fenti kĆt eset valamelyike ăll fenn, a 0 ≤ x < N ĆrtĆkekre szitălunk, olyan p prąmekkel, amelyek nem nagyobbak, mint M, a polinomok pedig rŤgzątettek. Az R tăbla vagy tăblăk inicializălăsăhoz ≈ C_1M idŞ szĄksĆges, ha lineărisak a polinomok. (Az ăltalănos esetet csak kĆsŞbb tudjuk vizsgălni.) A P , W Ćs R tăblăk olvasăsăhoz Ćs az R tăbla ąrăsăhoz≈ C_2(N/n)M/ lg M idŞ szĄksĆges. VĆgĄl maga a szitălăs ≈ C_3N ∑ p∈P,p≤M 1/p idŞt igĆnyel. Mivel az M-nĆl nem

nagyobb prąmek reciprokainak Ťsszege ≈ C + ln ln M, az ]A, B] intervallumba esŞ prąmekkel tŤrtĆnŞ szitălăs idŞigĆnye ≈ C_3N ln(ln B/ ln A).

1.17. Programozăsi problĆmăk. Csak a szitălăs idŞigĆnyĆt vizsgălva, tekintsĄnk egy pĆldăt. Ha 2^{20} prąmmel akarunk szitălni, akkor a legnagyobb prąm kb. 14 000 000 lesz. Ezek kŤzĄl a 2^{10}-edik kb. 7 000. EgyszerŰ szitălăsnăl a 3 Ćs 2^6 = 64 kŤzŤtti, a 64 Ćs 7 000 kŤzŤtti, Ćs a tŤbbi prąmre jutć munka arănya kb. 1, 33 : 0, 76 : 0, 62. LĆnyeges sebessĆgnŤvekedĆst ĆrhetĄnk tehăt el, ha a kis prąmekkel valć szitălăst a tăbla inicializălăsăval egyĄtt, regiszterekben vĆgezzĄk. A kŤzepes prąmekkel valć szitălăs is gyorsąthatć, ha čgy szervezzĄk, hogy a gyorsątćtăr (chache) kihasznălăsa jć legyen. Egy konkrĆt esetben kb. 2, 5-szeres gyorsątăst lehetett ągy elĆrni.

1.18. A szitălăs dčsątć hatăsa. Ugyanaz a heurisztika, amit Bateman Ćs Horn sejtĆsĆnĆl hasznăltunk, azt sugallja, hogy ha az Ťsszes A ≤ p < B prąmmel szitălunk, akkor egy

q^{A,B}_{f1 ,... ,fs} = ∏ A≤p<B,p∈P 1 − w(p) p faktorszor kevesebb szăm marad. Ez a faktor gyakran redukălhatć az

q^{A,B}_s = ∏ A≤p<B,p∈P 1 − s p faktorra. Ez utćbbinăl, ha A, B nagyok, akkor az (ln A/ ln B)^s kŤzelątĆs hasznălhatć.

1.19. PĆlda. TekintsĄk ismĆt az ikerprąmkeresĆst. Minden prąmmel szitălva 7-tŞl 44 000 · 2^{25}-ig, az eredeti 2^{27} szămbćl csak egy

q^{7,44 000·225}

f_1 ,f_2 = ∏ 7≤p<44 000·2^{25} ,p∈P 1 − 2 p = q^{7,44 000·225} 2

≈ q^{7,1 000 000} 2 ( ln 1 000 000 ln 44 000 · 2^{25}

)_2

≈ 0, 021 804 674 · 0, 243 096 25 ≈ 0, 005 300 634

faktorszor kevesebb, ≈ 711 439 marad. Ezzel a szitălăs elŞtti ≈ 2.4367/2^{27} ≈ 1, 815 482 974 · 10^{−8} Ăikerprąm sŰrŰsĆg" ≈ 188, 656 665 36-szeresre, ≈ 3, 425 029 425 · 10^{−6}-ra nŞtt. Źsszesen 55 440 szămot teszteltĄnk, ągy ≈ 55 440·3, 425 029 425·10^{−6} ≈ 0, 1899 ikerprąmet vărhattunk.

TulajdonkĆppen hărom szitălăs tŤrtĆnt. Az elsŞ szita egy kis prąmtăblăt ăllątott elŞ. A măsodik ezekkel a prąmekkel szitălva, sok rĆszletben, elŞăllątott minden prąmet 44 000 · 2^{25}-ig. Ezekkel tŤrtĆnt az ikerprąmjelŤltek szitălăsa.

1.20. KĆrdĆs. Mekkorăk a rĆsek a prąmek kŤzŤtt?

1.21. KĆrdĆs. Hogyan Ćrdemes tărolni egy prąmtăblăt?

1.22. KĆrdĆs. Mi jobb: tărolni a prąmeket Ćs beolvasni, vagy szitălăssal elŞăllątani?

1.23. KĆrdĆs. A Goldbach-sejtĆs szerint minden kettŞnĆl nagyobb păros szăm elŞăll kĆt prąmszăm ŤsszegekĆnt. Hogyan ellenŞriznĆnk ezt minden n ≤ x păros szămra?

1.24. KĆrdĆs. Milyen hosszč szămtani sorozatokat tudunk a prąmszămok kŤzŤtt talălni?

1.25. KĆrdĆs. Hogyan szerveznĆnk egy ăltalănos szitaprogramot?

2. EgyszerŰ faktorizălăsi mćdszerek

2.1. Prćbaosztăs. A legegyszerŰbb faktorizălăsi mćdszer a prćbaosztăs. Az alăbbi algoritmus adott N egĆszhez megkeresi N-nek a p_1 ≤ p_2 ≤ p_3 ≤ . . . ≤ p_t prąmtĆnyezŞit. Az algoritmushoz szĄksĆg van a 2 = d_0 < d_1 < d_2 < . . . prćbaosztćk sorozatăra, amelynek minden ≤ √ N prąmszămot tartalmaznia kell, Ćs legalăbb egy d_k ≥ √ N ĆrtĆket is.

(1) [Inicializălăs.] Legyen t ← 0, k ← 0, n ← N. Az algoritmus sorăn n = N/(p_1p_2 · · · p_t) Ćs n-nek nincsen d_k-năl kisebb prąmosztćja.

(2) [n = 1?] Ha n = 1, az algoritmus vĆget Ćr. (3) [Osztăs.] Legyen q ← ⌊n/d_k⌋, r ← n mod d_k. (4) [Nulla maradĆk?] Ha r ≠ 0, menjĄnk (6)-ra.

(5) [Osztćt talăltunk.] t ← t + 1, majd p_t ← d_k, n ← q. TĆrjĄnk vissza (2)-re. (6) [Kicsi a hănyados?] Ha q > d_k, akkor k ← k + 1 Ćs menjĄnk vissza (3)-ra. (7) [n prąm.] t ← t + 1 majd p_t ← n, Ćs vĆge az algoritmusnak.

Ha elfogadjuk a p_0 = 1 konvencićt, az algoritmus futăsideje O(max(p_{t−1}, √ p_t).

Szokăs a prćbaosztćk sorozatăt a 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35, . . . sorozatnak vălasztani. Az algoritmus futăsidejĆnek vizsgălatăhoz a legnagyobb Ćs a măsodik legnagyobb prąmosztć eloszlăsăt kell megvizsgălni.

2.2. Feladat. Irjunk programot a prćbaosztăsra.

2.3. Feladat. Hogyan mŰkŤdik a Maple ‘ifactor‘ eljărăsa ‘easy‘ opcićval?

2.4. A prąmosztćk eloszlăsărćl. Vizsgăljuk annak valćsząnŰsĆget, hogy egy 1 Ćs x kŤzŤtti vĆletlen egĆsz legnagyobb prąmosztćja ≤ x^α. Ha feltesszĄk, hogy x → ∞ esetĆn ez a valćsząnŰsĆg egy F (α) hatăreloszlăshoz tart, akkor F -et az alăbbi fĄggvĆnyegyenletbŞl hatărozhatjuk meg:

F (α) =

∫_α 0 F ( t 1 − t ) dt t , ha 0 ≤ α ≤ 1; F (α) = 1, ha α ≥ 1.

A heurisztika, amely a fĄgvĆnyegyenlethez vezet, a kŤvetkezŞ: Adott 0 < t < 1- re, azoknak az x egĆszeknek a szăma, amelyek legnagyobb prąmosztćja x^t Ćs x^{t+dt} kŤzĆ esik, xF^′(t) dt. A prąmek szăma ebben a tartomănyban π(x^{t+dt}) − π(x^t) ≈ π(x^t + (ln x)x^t dt) − π(x^t) ≈ x^t dt/t. Minden ilyen p-re azoknak az n-eknek a szăma, amelyekre np ≤ x Ćs n legnagyobb prąmosztćja ≤ p nem măs, mint azon n ≤ x^{1−t} ĆrtĆkeknek a szăma, amelyeknek a legnagyobb prąmosztćja ≤ (x^{1−t})^{t/(1−t)}, vagyis x^{1−t}F (t/(1 − t)). Ŋgy xF^′(t) dt = (x^t dt/t) · (x^{1−t}F (t/(1 − t))), Ćs innen integrălăssal adćdik a fĄggvĆnyegyenlet.

Az egyenletet a szămolăsra alkalmasabb

F (α) = 1 −

∫_1 α F ( t 1 − t ) dt t , ha 0 ≤ α ≤ 1 alakra hozhatjuk, ha ˛gyelembe vesszĄk, hogy F (1) = 1.

Hasonlćan, ha annak G(α) valćsząnŰsĆgĆt vizsgăljuk, hogy egy 1 Ćs x kŤzŤtti vĆletlen egĆsz măsodik legnagyobb prąmosztćja ≤ x^α, a

G(α) =

∫_α 0 ( G ( t 1 − t ) − F ( t 1 − t )) dt t ha 0 ≤ α ≤ 1/2

fĄggvĆnyegyenletet kapjuk, Ćs G(α) = 1 ha α ≥ 1/2. Valćban, annak valćsząnŰsĆge, hogy az 1 Ćs x kŤzŤtti vĆletlen egĆsz legnagyobb prąmosztćja > x^α, măsodik legnagyobb prąmosztćja pedig ≤ x^α, (G(α) − F (α)). Most szămoljuk Ťssze azon ≤ x egĆszeket amelyekre a măsodik legnagyobb prąmosztć x^t Ćs x^{t+dt} kŤzĆ esik. Ezek szăma egyrĆszt xG^′(t) dt. MăsrĆszt, minden x^t Ćs x^{t+dt} kŤzŤtti p prąmre, azon n-ek szăma, amelyekre np ≤ x Ćs n legnagyobb prąmosztćja > x^t, măsodik legnagyobb prąmosztćja pedig ≤ x^{t+dt}, x^{1−t}(G(t/(1 − t)) − F (t/(1 − t))). Emiatt

xG^′(t) dt = (π(x^{t+dt}) − π(x^t)) · x^{1−t}(G(t/(1 − t)) − F (t/(1 − t))),

amibŞl kapjuk a fĄggvĆnyegyenletet.

Itt is az egyenletet szămolăsra alkalmasabb

G(α) = 1 −

∫_{1/2} α ( G ( t 1 − t ) − F ( t 1 − t )) dt t ha α ≤ 1/2

alakra hozhatjuk, ha ˛gyelembe vesszĄk, hogy G(1/2) = 1.

A hivatkozăsokat illetŞen lăsd Knuth [24] kŤnyvĆnek 4.5.4 pontjăt.

2.5. A prąmosztćk szămănak hatăreloszlăsa. A valćsząnŰsĆgi szămelmĆletben vizsgăltăk a prąmosztćk t szămănak hatăreloszlăsăt is. Nyilvăn az n egĆsz prąmosztćinak szăma 1 Ćs lg n kŤzŤtt van, de ezeket a hatărokat ritkăn Ćri el. Megmutathatć, hogy ha n-et vĆletlenszerŰen vălasztjuk 1 Ćs x kŤzŤtt, akkor bărmely rŤgzątett c-re annak valćsząnŰsĆge, hogy t ≤ ln ln x + c √ ln ln x, az 1 √ 2π ∫_c −∞ e^{u2/2} du

ĆrtĆkhez tart, ha x → ∞. Azaz t hatăreloszlăsa normălis ln ln x vărhatć ĆrtĆkkel Ćs szćrăsnĆgyzettel. A hivatkozăsokat illetŞen lăsd Knuth [24] kŤnyvĆnek 4.5.4 pontjăt.

2.6. Fermat mćdszere. Fermat Ćszrevette, hogy elĆg egy olyan 0 ≤ y < x ≤ n părt talălni, amelyre n = x^2 − y^2, mert ekkor n = (x − y)(x + y). Ha n > 1 păratlan Ćs Ťsszetett, mindig vannak ilyen egĆszek, Ćs x = ⌈ √ n⌉-szel Ćs y = 0-val indulva, Ćs szĄksĆg szerint x-et illetve y-t nŤvelve, meg is talălhatćk. Fermat az x = ⌈ √ n⌉ kezdŞĆrtĆkkel kezdve, minden x-re kiszămątotta x^2 − n ĆrtĆkĆt. Răpillantott a kĆt utolsć jegyre, Ćs abbćl ăllapątotta meg, hogy lehet-e nĆgyzetszăm: nĆgyzetszămok kĆt utolsć jegye 00, e1, e4, 25, o6 vagy e9 lehet, ahol e păros, o păratlan jegy. E helyett kĄlŤnbŤzŞ modulusokra kiszămolhatjuk x^2 − n maradĆkăt, hogy lehet-e nĆgyzetszăm maradĆka. Mivel adott n-re ez csak x maradĆkătćl fĄgg, az alăbbi algoritmust kapjuk, amely adott n păratlan szămhoz meghatărozza az n legnagyobb olyan osztćjăt, amely kisebb vagy egyenlŞ √ n. Az eljărăs olyan m_1, m_2, . . . , m_r modulusokat hasznăl, amelyek păronkĆnt relatąv prąmek, Ćs n-hez is relatąv prąmek. FeltesszĄk, hogy elkĆszĄlt r darab S[i, j], szitatăblăzat, ahol 0 ≤ j < m_i, 1 ≤ i ≤ r Ćs S[i, j] = 1 ha van olyan y, amelyre j^2 − n ≡ y^2 (mod m_i), egyĆbkĆnt nulla. (1) [Inicializălăs.] Legyen x ← ⌈ √ n⌉ Ćs legyen k_i ← (−x) mod m_i, 1 ≤ i ≤ r. (Az algoritmus sorăn a k_i văltozćra mindig k_i = (−x) mod m_i teljesĄl.)

(2) [Szitălăs.] Ha S[i, k_i] = 1 minden 1 ≤ i ≤ r-re, akkor menjĄnk (4)-re. (3) [x lĆptetĆse.] Legyen x ← x + 1, Ćs legyen k_i ← (k_i − 1) mod m_i, 1 ≤ i ≤ r.

MenjĄnk vissza (2)-re.

(4) [x^2 − n ellenŞrzĆse.] Legyen y ← ⌊ √ x^2 − n⌋. Ha y^2 = x^2 − n, akkor x − y a keresett osztć, Ćs az algoritmus vĆget Ćr. EgyĆbkĆnt menjĄnk vissza (3)-ra. Az eljărăs bitmŰveletekkel gyorsąthatć, de mĆg ągy sem elĆg gyors. Alapgondolata azonban sok mai eljărăsban felbukkan. A mćdszerrel măr 1965-ben 1 000 000 prćba măsodpercenkĆnti sebessĆget Ćrtek el. Mechanikus (fogaskerĆk, biciklilănc, stb.) Ćs elektronikus (kĆsleltetŞvonalas, shift regiszteres, stb.) gĆpeket szerkesztettek szitălăsra.

2.7. Feladat. Irjunk programot, amely csak Ťsszeadăssal Ćs kivonăssal faktorizăl.

2.8. Feladat. Irjunk programot Fermat mćdszerĆre.

2.9. Pollard ϱ mćdszere. Legyen f tetszŞleges egĆsz egyĄtthatćs polinom, Ćs tekintsĄk az x_{m+1} = f(x_m) iterăcićt valamilyen x_0 kezdŞĆrtĆkkel. Ha n egy pozitąv egĆsz szăm, kŤnnyen kiszămąthatjuk az x_m mod n ĆrtĆkeket. A sorozat elŞbb-utćbb ciklikus lesz. Ha p az n egy prąmfaktora, Ćs x_m mod p-t tekintjĄk, akkor vărhatćan sokkal hamarabb lesz ciklikus. Ezt hasznăljuk fel faktorizălăsra: ha ez utćbbi ciklus hossza t, akkor x_{m+t} − x_m mod p = 0, de nagy valćsząnŰsĆggel x_{m+t} − x_m mod n ≠ 0, azaz x_{m+t} − x_m mod n faktorai kŤzŤtt megjelenik p, Ćs lnko-szămątăssal onnan kinyerhetŞ. Nem tudjuk, mennyi t, de rendre kiszămoljuk n Ćs

x_1 − x_0, x_2 − x_1, x_3 − x_1, x_4 − x_3, x_5 − x_3, x_6 − x_3, x_7 − x_3, x_8 − x_7, x_9 − x_7, . . .

legnagyobb kŤzŤs osztćjăt.

A gyakorlatban az f(x) = x^2 + c polinomokat hasznăljuk x_0 = 1 kezdŞĆrtĆkkel, a c ≥ 1 egĆsz szabadon vălaszthatć paramĆter.

(1) [Inicializălăs.] Legyen x ← 1 + c mod n, x^′ ← 1, k ← 1, l ← 1. Az algoritmus sorăn x Ćs x^′ az x_{2l−k} mod n illetve az x_{l−1} mod n mennyisĆgeket jelŤlik.

(2) [Osztćt talăltunk?] Legyen d ← lnko(x^′ − x, n). Ha d = 1, menjĄnk (3)-ra.

EgyĆbkĆnt az algoritmus vĆget Ćr, eredmĆnye d. (Lehet, hogy d = n, ekkor az algoritmus sikertelen.)

(3) [TovăbblĆpĆs.] Legyen k ← k − 1. Ha k = 0, legyen x^′ ← x, k ← l, l ← 2l.

Legyen x ← x^2 + c mod n, Ćs menjĄnk vissza (2)-re. Az algoritmus futăsideje heurisztikusan √ p_1 nagysăgrendŰ. Ha az lnko mŰvelet lassč, akkor megtehetjĄk, hogy mondjuk s darab x^′ − x kĄlŤnbsĆg szorzatăt ŤsszegyŰjtjĄk modulć n, Ćs csak a szorzat Ćs n lnko-jăt szămoljuk ki. Ezzel majdnem semmit sem vesztĄnk, ha s nem tčl nagy. Ha mĆg ennyit sem szeretĄnk vesząteni, vagy s-et szeretnĆnk nagyra vălasztani, akkor ha a legnagyobb kŤzŤs osztć n, hasznăljunk visszalĆpĆst. Megmutathatć az is, hogy kihagyhatjuk a (2) lĆpĆs, ha k > l/2.

2.10. Feladat. Irjunk programot Pollard ϱ mćdszerĆre.

2.11. Fermat tĆtele. Ha p prąm, Ćs lnko(a, p) = 1, akkor a^{p−1} mod p = 1.

A tĆtel egy sokkal ăltalănosabb tĆtel speciălis esete. JelŤlje ϕ(m)az m pozitąv egĆszre azon 0 Ćs m kŤzŤtti egĆszek szămăt, amelyek relatąv prąmek m-hez: ϕ az Euler-fĄggvĆny.

2.12. Euler tĆtele. Ha lnko(a, m) = 1, akkor a^{ϕ(m)} mod m = 1.

Bizonyątăs. Legyen a_i, i = 1, . . . ϕ(m) egy redukălt maradĆkrendszer. Ekkor aa_i, i = 1, . . . ϕ(m) is egy redukălt maradĆkrendszer. Innen ∏ i (aa_i) ≡ ∏ i a_i (mod m),

Ćs kapjuk a tĆtelt, mivel a jobb oldalon ăllć szorzat relatąv prąm m-hez.

2.13. Kąnai maradĆktĆtel. Ha n, m > 0 relatąv prąmek, akkor 0 ≤ a < n, 0 ≤ b < m esetĆn egyetlen olyan 0 ≤ c < nm lĆtezik, amelyre c mod n = a Ćs c mod m = b.

Bizonyątăs. Legfeljebb egy ilyen c lĆtezhet, mert bărmely kettŞ kĄlŤnbsĆge oszthatć lenne nm-el. Az euklideszi algoritmus segątsĆgĆvel kaphatunk olyan 0 ≤ x < m Ćs 0 ≤ y < n szămokat, amelyekre nx − my = 1. Legyen c = nxb − mya mod nm.

2.14. Feladat. Ŕltalănosątsuk a kąnai maradĆktĆtelt tŤbb modulus esetĆre.

2.15. TĆtel. Az Euler-fĆle φ fĄggvĆny multiplikatąv, azaz ha n, m > 0 relatąv prąmek, akkor φ(nm) = φ(n)φ(m).

Bizonyątăs. A kąnai maradĆktĆtelbŞl kŤvetkezik.

2.16. Gyors hatvănyozăs. A balrćl-jobbra binăris mćdszerrel a^e-t O(lg e) szorzăssal szămolhatjuk ki (e ∈ N^+). Az ăltalănosabb 2^m alapč mćdszert adjuk meg. TetszŞleges fĆlcsoportban hasznălhatć. JelŤlje b_i(x) az 2^i egyĄtthatćjăt x binăris kifejtĆsĆben.

(1) [Inicializălăs.] Legyen n ← ⌊lg(e)⌋−1 Ćs P [i] ← a^{2i+1}, ha 0 ≤ i < 2^{m−1}. Legyen x ← a.

(2) [VĆge?] Ha n < 0, az eljărăs vĆget Ćrt, az eredmĆny x. (3) [Nulla bit?] Ha b_n(e) = 0, legyen x ← x^2, n ← n − 1, Ćs menjĄnk (2)-re. (4) [Egyest talăltunk.] Legyen i ← 0, j ← 1, k ← 0, x ← x^2 Ćs n ← n − 1.

(Itt i azt mutatja, hogy P [i]-vel kell majd szoroznunk, j, hogy milyen hosszč bitsorozatot talăltunk, amely 1-el kezdŞdik Ćs 1-re vĆgzŞdik, k pedig, hogy ez utăn hăny nulla bit ăll.)

(5) [ElĆg bit?] Ha n < 0, vagy k + j = m, menjĄnk (10)-re. (6) [Nulla bit?] Ha b_n(e) = 0, legyen k ← k + 1, n ← n − 1 Ćs menjĄnk (5)-re. (7) [Egyes bit.] Legyen k ← k + 1 majd j ← k + j Ćs i ← (2i + 1)2^{k−1}. (8) [Elmaradt nĆgyzetreemelĆsek.] Amąg k > 0 legyen x ← x^2 Ćs k ← k − 1. (9) [Vissza.] Legyen n ← n − 1, Ćs menjĄnk (5)-re. (10) [ElĆg bit.] Legyen x ← xP [i].

(11) [Elmaradt nĆgyzetreemelĆsek.] Amąg k > 0 legyen x ← x^2 Ćs k ← k − 1. (12) [FŞciklus vĆge.] MenjĄnk (2)-re.

Az eljărăs az ătlagos esetekre kŤzel optimălis szămč szorzăst (ideĆrtve a nĆgyzetreemelĆseket is) hasznăl, ha m ≈ lg lg e − 2 lg lg lg e. Speciălis esetekre kevesebb mŰvelet is elĆg lehet. A gyakorlatban m-et jćval kisebbre vălasztjuk, mivel 2^{m−1} mĆretŰ tăblăt kell tărolnunk.

2.17. Feladat. Irjunk programot hatvănyozăsra.

2.18. Pollard p − 1 mćdszere. Az alapgondolat a kŤvetkezŞ: TegyĄk fel, hogy az n Ťsszetett szăm valamelyik p prąmfaktorăra p − 1 Ăsima", azaz csupa kis prąmtĆnyezŞi vannak. Ekkor egy nem tčl nagy k-ra p − 1|k!. Valamely 1 < a < n alapra, amely relatąv prąm n-hez, a^{k!} − 1 oszthatć p-vel, de remĆlhetjĄk, hogy nel nem. Ŋgy egy lnko mŰvelettel p kinyerhetŞ. A k!-năl valamivel kisebb kitevŞ is elegendŞ.

Az alăbbi algoritmus egy P [i], 0 ≤ i < m tăblăt hasznăl, amely egy szigorčan monoton nŤvekedŞ, 1-nĆl nagyobb termĆszetes szămokbćl ăllć sorozatot tartalmaz. Nagy valćsząnŰsĆggel megtalălja az n szăm egy p prąm faktorăt, amelyre p − 1 minden prąmtĆnyezŞje benne van a tăblăban, Ćs egyetlen prąmhatvăny tĆnyezŞje sem nagyobb, mint a B korlăt. Az 1 < a < n alapot hasznălja. (1) [Inicializălăs.] Legyen i ← 0 Ćs b ← lg B.

(2) [KĆsz?] Ha i ≥ m vagy lnko(a − 1, n) > 1, kĆszen vagyunk, az eredmĆny lnko(a − 1, n).

(3) [KŤvetkezŞ prąm.] Legyen p ← P [i], e ← ⌊b/ lg p⌋, majd q ← p^e, i ← i + 1. (4) [Hatvănyozăs.] Legyen a ← a^q mod n, Ćs menjĄnk (2)-re.

2.19. Feladat. Irjunk programot Pollard p − 1 mćdszerĆre.

2.20. Pollard p − 1 mćdszere, măsodik lĆpcsŞ. Ha az elŞzŞ algoritmusban nem csak lnko(a − 1, n)-et, hanem a-t is visszaadjuk, folytathatjuk az eljărăst a P [i], m ≤ i < M rĆszĆre a tăblăzatnak. FeltesszĄk, hogy a keresett p prąmfaktorra p − 1 prąmtĆnyezŞi kŤzŤtt csak egy szerepel a tăblăzat ezen rĆszĆbćl, Ćs elsŞ hatvănyon. FeltehetjĄk, hogy a P [i], m ≤ i < M szămok mind păratlanok. Az algoritmus a kŤvetkezŞ:

(1) [Inicializălăs.] Legyen i ← m + 1 Ćs x ← a^{P [m]} mod n. Legyen minden 1 ≤ j ≤ N-re E[j] ← a^{2j} mod n.

(2) [KĆsz?] Ha i ≥ M vagy lnko(x − 1, n) > 1, kĆszen vagyunk, az eredmĆny lnko(x − 1, n).

(3) [KŤvetkezŞ di¸erencia.] Legyen d ← P [i] − P [i − 1].

(4) [Megvan?] Ha d/2 ≤ N, legyen x ← xE[d/2], i ← i + 1, Ćs menjĄnk (2)-re. (5) [Nincs meg.] Legyen x ← xa^d, i ← i + 1, Ćs menjĄnk (2)-re.

Ennek a mćdszernek egy lehetsĆges măsik văltozata a kŤvetkezŞ: Vălasszunk egy S Ăsima" szămot, amely < P [m], Ćs tekintsĄk a modulo S vett legkisebb pozitąv r_1, r_2, . . . , r_s redukălt maradĆkokat. A

∏_s j=1(x − a^{−rj} ) mod n polinom a^{iS} helyen vett helyettesątĆsi ĆrtĆke, ahol a az elsŞ lĆpcsŞ kimenete, rendre minden olyan p prąmmel oszthatć, amelyre p−1-nek egy prąmfaktora van iS Ćs (i+1)S kŤzŤtt, a tŤbbi pedig kisebb mint P [m] (Ćs nem tčl sokszor szerepel). Ŋgy egy lnko mŰvelettel van remĆny, hogy p-t megkapjuk. Az eljărăst megismĆtelve i = 1, 2, . . . , ⌊P [M]/S⌋-re, a măsodik lĆpcsŞ egy čjabb văltozatăt kapjuk. Ez akkor gazdasăgos, ha a polinom helyettesątĆsi ĆrtĆkeit egyszerre tudjuk kiszămolni, ami Fourier-transzformăcićval lehetsĆges. KĆsŞbb erre mĆg visszatĆrĄnk. A măsodik lĆpcsŞ măs gyorsątăsai is ismeretesek, lăsd Crandall [13] kŤnyvĆt, 3. fejezet, Ćs az ott talălhatć hivatkozăsokat.

2.21. Feladat. Irjunk programot Pollard p − 1 mćdszerĆnek măsodik lĆpcsŞjĆre.

3. EgyszerŰ prąmtesztelĆsi mćdszerek

Egy jćl ismert kritĆrium arra, hogy egy szăm prąm legyen, Wilson tĆtele: n akkor Ćs csak akkor prąm, ha n | 1 + (n − 1)!. Sajnos, ez a kritĆrium a gyakorlatban teljesen hasznălhatatlan, mert a faktoriălis fĄggvĆny nem szămąthatć elĆg gyorsan.

3.1. KĆrdĆs. A p prąmet Wilson-prąmnek nevezzĄk, ha nem csak p|1 + (p − 1)! de p^2|1 + (p − 1)!. Hăny Wilson prąm van?

3.2. Feladat. Irjunk egy egyszerŰ programot Wilson-prąmek keresĆsĆre. (12 · 10^6-ig csak hărom Wilson-prąm van.)

3.3. ProblĆma. Irjunk egy hatĆkony programot Wilson-prąmek keresĆsĆre. VegyĄk ˛gyelembe a Crandall [13] kŤnyvben leąrtakat.

NĆzzĄk a legegyszerŰbb hasznălhatć prąmtesztelĆsi mćdszert.

3.4. Fermat-teszt. Fermat tĆtele a kŤvetkezŞ tesztet adja: ha 1 < a < m Ćs a^{m−1} mod m ≠ 1, akkor m Ťsszetett. Băr a teszt elĆg jćl mŰkŤdik, mĆg akkor is, ha csak egyszer, mondjuk a 3 alappal prćbăljuk ki, ma măr alig hasznăljuk, mert ugyanilyen gyors, de mĆg jobb teszt is van. A Fermat-teszttel nem tudjuk bebizonyątani, hogy m prąm. PĆldăul, (2^{28} − 9)/7 Ťsszetett, de ătmegy a teszten az a = 3 alappal. Egy m Ťsszetett szămot, amely ătmegy a teszten az a alappal, szokăs az a alapra nĆzve ălprąmnek nevezni. MĆg olyan Ťsszetett szămok, čgynevezett Carmichel-szămok is vannak, amelyek minden olyan alapra nĆzve ălprąmek, amely relatąv prąm hozzăjuk. A legkisebb ilyen szăm 561.

3.5. Feladat. Irjunk programot a Fermat-tesztre. Az alap legyen bemenŞ paramĆter.

3.6. Feladat. Irjunk programot, amely egy vagy tŤbb adott alaphoz ălprąmeket keres.

3.7. Feladat. Irjunk programot, amely Carmichael-szămokat keres.

3.8. Lemma. Ha n egy pozitąv egĆsz szăm, akkor n = ∑ d|n ϕ(d).

Bizonyątăs. VegyĄk Ćszre, hogy egy 1 ≤ x ≤ d egĆsz kĆpe pontosan akkor generălja Z/dZ-t, ha relatąv prąm d-hez. Ha d osztja n-et, akkor legyen C_d az egyetlen d rendŰ rĆszcsoportja Z/nZ-nek, Ćs legyen ˘_d a C_d generătorainak halmaza. Mivel Z/nZ minden eleme valamelyik C_d-t generălja, a Z/nZ csoport diszjunkt unićja a ˘_d halmazoknak, Ćs ągy

n = card(Z/nZ) = ∑ d|n card(˘_d) = ∑ d|n ϕ(d).

3.9. Lemma. Legyen H egy vĆges csoport, a rendje legyen n. TegyĄk fel, hogy minden d osztćjăra n-nek, azon x ∈ H-k halmaza, amelyekre x^d = 1, legfeljebb d elemŰ. Ekkor H ciklikus.

Bizonyątăs. Legyen d egy osztćja n-nek. Ha van x ∈ H, amelynek a rendje d, az x ăltal generălt (x) = {1, x, . . . , x^{d−1}} rĆszcsoport ciklikus d renddel; a feltevĆsĄnk szerint minden y ∈ H amelyre y^d = 1, az (x) rĆszcsoportban van. Speciălisan, minden d rendŰ eleme H-nak generătora (x)-nek, Ćs ϕ(d) ilyen van. Ŋgy d rendŰ eleme H-nak 0 vagy ϕ(d) van. Ha valamely d-re nulla lenne, az n = ∑ d|n ϕ(d) ŤsszefĄggĆsbŞl az kŤvetkezne, hogy H elemeinek szăma < n, ellentmondăsban a feltĆtelĄnkkel. Speciălisan, lĆtezik olyan x ∈ H, amelynek rendje n Ćs H megegyezik a (x) ciklikus csoporttal.

3.10. TĆtel. Ha p prąm, akkor Z/pZ nem nulla elemeinek multiplikatąv csoportja p − 1 rendŰ ciklikus csoport.

Bizonyątăs. Az x^d = 1 egyenletnek, amelynek foka d, legfeljebb d gyŤke van a Z/pZ testben, ągy a tĆtel kŤvetkezik az elŞzŞ lemmăbćl.

3.11. De˛nącić. Ha a ∈ Z, m > 1, lnko(a, m) = 1, Ćs az x^2 ≡ a (mod m) kongruenciănak van megoldăsa, akkor azt mondjuk, hogy a kvadratikus maradĆk modulo m, egyĆbkĆnt azt mondjuk, hogy a kvadratikus nemmaradĆk modulo m. Legyen p păratlan prąm. Az (a|p) vagy ( a p ) Legendre-szimbćlumot a kŤvetkezŞkĆppen de˛niăljuk: (a|p) = 0, ha p|a, egyĆbkĆnt (a|p) = 1, ha a kvadratikus maradĆk modulo p Ćs (a|p) = −1, ha a kvadratikus nemmaradĆk modulo m.

3.12. Euler tĆtele. Minden p > 2 prąmre Ćs 0 < x < p-re

x^{(p−1)/2} ≡ (x|p) (mod p).

Bizonyątăs. Legyen g egy generătora (Z/nZ)^∗-nek. MindkĆt oldal ≡ 1, ha x a g păros hatvănya, Ćs ≡ −1, ha x a g păratlan hatvănya.

3.13. Gauss lemmăja. Legyen p > 2 egy prąmszăm, Ćs a ∈ Z čgy hogy p ̸| a. Ekkor ( a p ) = (−1)^{P(p−1)/2i=1 ⌊2ai/p⌋},

tovăbbă (2|p) = (−1)^{(p2−1)/8}, Ćs ha 2 ̸| a, akkor ( a p ) = (−1)^{P(p−1)/2i=1 ⌊ai/p⌋}.

Bizonyątăs. A p_1 = (p−1)/2 jelŤlĆssel, ha 1 ≤ i ≤ p_1, akkor ia ≡ ε_ir_i (mod p), ahol ε_i = ±1 Ćs 1 ≤ r_i ≤ p_1. Az r_1, . . . , r_{p1} szămok păronkĆnt kĄlŤnbŤzŞek, Ćs

ε_i = { 1, ha ia/p mod 1 < 1/2, −1, ha ia/p mod 1 > 1/2.

Minden x ∈ R-re x = ⌊x⌋ + (x mod 1), ahonnan 2x = 2⌊x⌋ + 2(x mod 1). Innen ⌊2x⌋ = 2⌊x⌋ + ⌊ 2(x mod 1) ⌋ . Ezt alkalmazva x = ai/p-re,

(−1)^{Pp1i=1⌊2ai/p⌋} = (−1)^{Pp1i=1}

⌊_{2(aimodp)}⌋ = (−1)^μ,

ahol μ azon i indexek szăma, amelyekre ε_i = −1. Źsszeszorozva az a, 2a, . . . , p_1a szămokat, p_1!a^{p1} ≡ (−1)^μp_1! (mod p),

ahonnan a^{p1} ≡ (−1)^μ (mod p),

azaz kapjuk az elsŞ ăllątăst.

Alkalmazva az elsŞ ăllątăst egy păratlan a-ra, ( 2a p ) = ( 2a + 2p p ) = ( 4(a + p)/2 p ) = ( 4 p )( (a + p)/2 p ) = ( (a + p)/2 p )

= (−1)^{Pp1i=1}

⌊_{(a+p)i/p}⌋

= (−1)^{Pp1i=1⌊ai/p⌋}(−1)^{Pp1i=1 i} = (−1)^{Pp1i=1 ⌊ai/p⌋}(−1)^{(p2 −1)/8}.

Innen egyrĆszt a = 1 helyettesątĆssel (2|p) = (−1)^{(p2 −1)/8}, mert ekkor ⌊ai/p⌋ = ⌊i/p⌋ = 0 minden i-re, măsrĆszt, mivel ezt felhasznălva, minden a ∈ Z esetĆn (2a|p) = (2|p)(a|p) = (−1)^{(p2−1)/8}(a|p), kŤvetkezik păratlan a-ra, hogy ( a p ) = (−1)^{P(p−1)/2i=1 ⌊ai/p⌋}.

3.14. Gauss kvadratikus reciprocităsi tŤrvĆnye. Ha p, q > 2 păratlan prąmszămok, akkor ( p q ) · ( q p ) = (−1)^{(p−1)(q−1)/4}.

Bizonyątăs. A p_1 = (p − 1)/2, q_1 = (q − 1)/2 jelŤlĆsekkel tekintsĄk az azon (pi, qj) părok P halmazăt, amelyekre 1 ≤ i ≤ q_1 Ćs 1 ≤ j ≤ p_1. Nyilvăn ♮(P ) = p_1q_1. Mivel pi = qj lehetetlen, azon părok P_<, illetve P_> halmaza, amelyekre pi < qj, illetve pi > qj, diszjunkt halmazokra valć felbontăsa P -nek. RŤgzątsĄk j-t. Ekkor ⌊qj/p⌋ darab i lĆtezik, amelyre 1 ≤ i ≤ qj/p. Mivel 1 ≤ j ≤ p_1 Ćs ⌊qp_1/p⌋ < q/2, azt kapjuk, hogy ♮(P_<) =

∑_{q1}

j=1⌊pj/q⌋. Hasonlćan ♮(P_>) =

∑_{p1} i=1⌊qi/p⌋. A Gausslemmăt felhasznălva, ( p q ) = (−1)^{♮(P<)}, ( q p ) = (−1)^{♮(P>)},

ągy ( p q )( q p ) = (−1)^{♮(P<)+♮(P>)} = (−1)^{♮(P )} = (−1)^{p1 q1} . □

3.15. De˛nącić. Az Euler-tĆtel prąmtesztkĆnt tŤrtĆnŞ hasznălatăhoz ki kell terjesztenĄnk az (x|m) Legendre-szimbćlumot arra az esetre, amikor m tetszŞleges păratlan termĆszetes szăm. Ez a kiterjesztĆs a Jacobi-szimbćlum. De˛nącićja: ha m prąmfelbontăsa p_1p_2 · · · p_n, Ćs x ∈ Z, akkor legyen ( x m ) = n∏ i=1 ( x p_i )

3.16. TĆtel. Legyen m, n > 2 păratlan szăm. Ekkor (1) ha x ≡ y (mod m) akkor (x|m) = (y|m);

(2) (x|m) · (y|m) = (xy|m); (3) (−1|m) = (−1)^{(m−1)/2}; (4) (2|m) = (−1)^{(m2−1)/8};

(5) (n|m) · (m|n) = (−1)^{(m−1)(n−1)/4}.

Bizonyątăs. (1) Ćs (2) bizonyątăsa kŤnnyŰ. Ha m prąm, akkor (3) kŤzvetlenĄl kŤvetkezik az Euler-kritĆriumbćl. Az ăltalănos eset kŤvetkezik ebbŞl Ćs a kŤnnyen belăthatć s − 1 2 + t − 1 2 ≡ st − 1 2 mod 2, ha t, s păratlanok

ŤsszefĄggĆsbŞl. (4)-et măr belăttuk, ha m prąm. Az ăltalănos eset erre redukălhatć a kŤnnyen bizonyąthatć

s^2 − 1 8 + t^2 − 1 8 ≡ s^2t^2 − 1 8 mod 2 ha t, s păratlanok

ŤsszefĄggĆs segątsĆgĆvel. VĆgĄl ha m, n > 2 prąmek, akkor (5) Gauss tĆtele. Az ăltalănos eset ugyančgy redukălhatć erre az esetre, mint (3).

3.17. PĆlda.

(76|131) = (2|131) · (2|131) · (19|131) = (19|131) = (131|19) · (−1)^{(131−1)(19−1)/4} = −(17|19) = −(19|17) · (−1)^{(19−1)(17−1)/4} = −(19|17) = −(2|17) = −(−1)^{(172−1)/8} = −1.

3.18. A Jacobi-szimbćlum kiszămątăsa. Az alăbbi algoritmus kiszămątja az (n|m) Jacobi szimbćlum ĆrtĆkĆt. Itt m > 1 păratlan szăm, n ≥ 0 egĆsz, Ćs b_i(x) a 2^i egyĄtthatćja x binăris alakjăban.

(1) [Inicializălăs.] Legyen p ← 0. (Az algoritmus sorăn p az elŞjelvăltăsok părossăga.)

(2) [Modulăris redukcić.] Legyen n ← n mod m.

(3) [Nulla?] Ha n = 0, akkor az algoritmus vĆget Ćrt, az eredmĆny nulla. (4) [n păros?] Ha b_0(n) = 1, menjĄnk (6)-ra.

(5) [Osztăs kettŞvel.] Legyen p ← p ⊕ b_1(m) ⊕ b_2(m) Ćs n ← n/2, majd menjĄnk (4)-re.

(6) [n = 1?] Ha n = 1, az algoritmus vĆget Ćrt, az eredmĆny 1 − 2p. (7) [Reciprocităs.] Legyen p ← p ⊕ (b_1(n) ∧ b_1(m)), m ↔ n, Ćs menjĄnk (2)-re.

A Jacobi szimbćlum kiterjeszthetŞ minden n, m ∈ Z esetĆre. Az ezt szămolć ăltalănosabb rutinnak a programja a fenti algoritmusra tămaszkodhat.

3.19. Feladat. Irjunk Maple demo programot (x|m) kiszămolăsăra, ahol x tetszŞleges, m pedig pozitąv păratlan egĆsz.

3.20. Feladat. Hogyan mŰkŤdik a Maple ‘jacobi‘ nevŰ eljărăsa?

3.21. Feladat. Hogyan mŰkŤdik a Maple ‘legendre‘ nevŰ eljărăsa?

3.22. Soloway{Strassen-teszt. Az n szăm prąm voltăt Euler tĆtele alapjăn teszteljĄk: egy 1 < a < n szămra ellenŞrizzĄk, hogy

a^{(n−1)/2} ≡ (a|n) (mod n)

teljesĄl-e. Soloway Ćs Strassen megmutattăk, hogy ha n Ťsszetett, akkor azon 1 < a < n alapok szăma, amelyekre a feltĆtel teljesĄl, legfeljebb (n − 1)/2. VĆletlen a-kat vălasztva, a teszt ismĆtlĆsĆvel a hiba valćsząnŰsĆgĆt tetszŞleges kicsire csŤkkenthetjĄk.

3.23. Feladat. Irjunk programot a Soloway{Strassen-tesztre.

3.24. Miller{Rabin-teszt. Egy adott n > 1 păratlan egĆszre, az algoritmus megprćbălja eldŤnteni, hogy n prąm-e. Legyen n = 1 + 2^kq ahol q păratlan, Ćs a egy egĆsz, amelyre 1 < a < n.

(1) [Inicializălăs.] Legyen j ← k Ćs b ← a^q mod n.

(2) [KĆsz?] Ha j = k Ćs b = 1, vagy ha b = n − 1, akkor mondjuk azt hogy Ăn valćsząnŰ prąm", Ćs az algoritmus vĆget Ćrt. Ha j < k Ćs b = 1, akkor n Ťsszetett, Ćs az algoritmus vĆget Ćrt.

(3) [j csŤkkentĆse.] Legyen j ← j − 1. Ha j > 0, legyen b ← b^2 mod n Ćs menjĄnk vissza (2)-re.

(4) [Nem prąm.] Az algoritmus vĆget Ćrt, n Ťsszetett.

Az Ťtlet az, hogy ha n = 1 + 2^kq prąm, Ćs a^q mod n ≠ 1, akkor az

a^q mod n, a^{2q} mod n, , a^{4q} mod n, . . . , a^{2k q} mod n

sorozatnak 1-re kell vĆgzŞdnie, Ćs az elsŞ 1 elŞtti tagnak n − 1-nek kell lenni, mivel b^2 ≡ 1 (mod n) megoldăsai csak b = ±1 ha n prąm, ugyanis (b − 1)(b + 1) az n tŤbbszŤrŤse kell legyen.

A legfontosabb tĆny ezzel az algoritmussal kapcsolatban, hogy ha n ≥ 9 Ćs vĆletlen 1 < a < n alapot vălasztunk, akkor az algoritmus kisebb mint 1/4 valćsząnŰsĆggel tĆved. (A bizonyątăst lăsd pĆldăul Knuth [24], 4.5.4, 22. feladat.) IsmĆtelt alkalmazăsăval tetszŞlegesen kis valćsząnŰsĆget elĆrhetĄnk. Az is megmutathatć, hogy soha nem tĆved, ha a Soloway{Strassen-algoritmus nem hibăzik, ągy annăl erŞsebb. (Lăsd Knuth [24], 4.5.4, 23. feladat.)

A valćsząnŰsĆgi teszt nagyon ritkăn hibăzik. Az elsŞ Ťsszetett szăm, amely (hibăsan) a 2 alappal ătmegy a teszten 2 047; amely mĆg a 3 alappal is 1 373 653; amely mĆg az 5 alappal is 25 326 001; amely mĆg a 7 alappal is 118 670 087 467; amely mĆg a 11 alappal is 2 152 302 898 747; amely mĆg a 13 alappal is 3 474 789 660 383; Ćs amely mĆg a 17 alappal is 341 550 071 728 321.

3.25. Feladat. Irjunk programot a Miller-Rabin tesztre.

3.26. Feladat. Irjunk programot, amely a Miller{Rabin teszttel jć ikerprąm jelŤlteket keres.

3.27. Miller tĆtele. Ha az ăltalănosątott Riemann sejtĆs igaz, Ćs n Ťsszetett, de nem prąmhatvăny, akkor van olyan a < 2(ln n)^2 alap, amellyel a Miller{Rabin teszt felfedezi, hogy n Ťsszetett.

3.28. Feladat. Miller tĆtele alapjăn irjunk egy determinisztikus prąmteszt programot, feltĆtelezve, hogy az ăltalănosątott Riemann-sejtĆs igaz.

3.29. Lucas-teszt. Az n > 1 egĆsz szăm akkor Ćs csak akkor prąm, ha van olyan a egĆsz, amelyre a^{n−1} mod n = 1 de minden p prąmre, amelyre p osztćja n − 1-nek, a^{(n−1)/p} mod n ≠ 1.

Bizonyątăs. Ha n prąm, akkor a redukălt maradĆkosztălyok egy n − 1 rendŰ ciklikus csoportot alkotnak, Ćs ennek bărmely a generătora rendelkezik a fenti tulajdonsăggal. MăsrĆszt, ez a tulajdonsăg azt jelenti, hogy a egy n − 1 rendŰ eleme a redukălt maradĆkosztălyok multiplikatąv csoportjănak, ami lehetetlen, ha n Ťsszetett, Ćs a csoport rendje φ(n) < n − 1.

A teszthez szĄksĆgĄnk van n − 1 prąmfelbontăsăra, amit ăltalăban nehĆz megtalălni. Az a alap megtalălăsa ăltalăban nem okoz gondot, mert ha n prąm, akkor φ(n − 1) ilyen a van, Ćs φ(m)/m ătlagĆrtĆke 6/π^2. Ez ugyan tčl optimista becslĆs păros szămokra, de jelzi, hogy a megtalălăsa nem jelent nagy gondot. Kicsit gyorsąthatunk, ha csak olyan a szămokat hasznălunk, amelyekre (a|n) = −1, elŞszŤr azt ellenŞrizzĄk, hogy a^{(n−1)/2} mod n = n−1, majd a tŤbbi p prąmtĆnyezŞjĆre n−1-nek azt, hogy a^{(n−1)/(2p)} mod n ≠ n − 1.

3.30. Feladat. Irjunk programot a Lucas-tesztre.

A Lucas-teszt kĄlŤnŤsen hasznos, ha n − 1 prąmtĆnyezŞs felbontăsa triviălis. PĆldăul ez a helyzet a Fermat-szămoknăl.

3.31. PĆpin-teszt. JelŤlje F_m a 2^{2m} + 1 Fermat szămot. Ha m > 0, akkor F_m akkor Ćs csak akkor prąm, ha 3^{(Fm−1)/2} ≡ −1 (mod F_m).

Bizonyątăs. Mivel az egyetlen prąm, ami F_m −1-et osztja a 2, ha az egyenlŞsĆg teljesĄl, akkor F_m prąm. Csak azt kell megmutatnunk, hogy ha F_m prąm, akkor az egyenlŞsĆg teljesĄl. Tudjuk, hogy 2^2 kongruens 1 modulo 3. Mivel 2^m tŤbbszŤrŤse 2-nek, F_m ≡ 2 (mod 3). A (3|F_m) Legendre-szimbćlumot a kvadratikus reciprocităs tĆtele segątsĆgĆvel szămąthatjuk ki: (3|F_m) = (F_m|3) = (2|3) = −1, ągy Euler tĆtelĆbŞl kŤvetkezik az ăllątăs.

3.32. Feladat. Irjunk programot a Pepin-tesztre.

A Lucas-teszt kĆt irănyban is tovăbbfejleszthetŞ. A egyik, hogy nem szĄksĆges n − 1 teljes felbontăsăt ismernĄnk (Pocklington), a măsik, hogy az a alap fĄgghet p-tŞl (Lehmer).

3.33. Pocklington{Lehmer-teszt. Legyen n > 1 egy egĆsz szăm Ćs n − 1 = fu, ahol lnko(f, u) = 1. TegyĄk fel, hogy minden p prąmosztćjăhoz f-nek van olyan a_p egĆsz, amelyre a^{n−1}_p mod n = 1 Ćs lnko(a^{(n−1)/p}_p − 1, n) = 1. Ekkor minden d osztćjăra n-nek d mod f = 1 Ćs ha f ≥ √ n, akkor n prąm.

Bizonyątăs. Legyen q egy prąmosztćja d-nek. Ekkor a^{q−1}_p ≡ 1 (mod q), mivel a_p relatąv prąm n-hez, ągy q-hoz is. MăsrĆszt, mivel lnko(a^{(n−1)/p}_p − 1, n) = 1, azt kapjuk, hogy a^{(n−1)/p}_p ≢ 1 (mod q). Ha e a pontos rendje a_p-nek modulo q, ez azt jelenti, hogy e|q − 1, e ̸|(n − 1)/p de e|n − 1. Ha most p^α a legmagasabb hatvănya p-nek, amely osztja n − 1-et, akkor p^α|e|q − 1, mutatva, hogy q ≡ 1 (mod p^α). Mivel ez f minden prąmosztćjăra teljesĄl, a kąnai maradĆktĆtel alapjăn azt kapjuk, hogy q ≡ 1 (mod f). Most, mivel ez d minden q prąmosztćjăra teljesĄl, azt kapjuk, hogy d-re is teljesĄl. VĆgĄl, ha f ≥ √ n, akkor ez azt jelenti, hogy n-nek nincs prąmosztćja, amely ≤ √ n, azaz n prąm.

3.34. Feladat. Irjunk programot a Pocklington{Lehmer tesztre.

3.35. Feladat. Irjunk programot hk^m + 1 alakč szămok prąmtesztelĆsĆre, ahol h, k, m Ăkicsik".

3.36. Proth-teszt. Ha n = h2^m + 1, ahol h păratlan termĆszetes szăm, h < 2^m, Ćs lĆtezik olyan a ∈ Z, hogy a^{(n−1)/2} ≡ −1 (mod n), akkor n prąm.

Bizonyątăs. Alkalmazzuk a Pocklington{Lehmer-tesztet f = 2^m-el. Ha 2^m ≤ √ n lenne, akkor h2^m + 1 ≤ 2^m(2^m − 1) + 1 < 2^{2m} ≤ n, ellentmondăst kapnănk.

3.37. Feladat. Irjunk programot a Proth-tesztre.

Ha n − 1 prąmosztćit prćbaosztăssal kerestĄk, akkor mellĆktermĆkkĆnt egy b korlătot kapunk, amelynĆl az n − 1 mĆg faktorizălatlan rĆszĆnek csak nagyobb prąmosztći vannak. Ez lehetŞvĆ teszi az elŞbbi ăllątăs ĆlesątĆsĆt.

3.38. TĆtel. Legyen n > 1 egy egĆsz szăm Ćs n−1 = fu, ahol lnko(f, u) = 1 Ćs u minden prąmosztćja nagyobb mint b, tovăbbă bf ≥ √ n. TegyĄk fel, hogy minden p prąmosztćjăhoz f-nek van olyan a_p egĆsz, amelyre a^{n−1}_p mod n = 1 Ćs lnko(a^{(n−1)/p}p − 1, n) = 1, tovăbbă van olyan a_u amelyre a^{n−1}_u mod n = 1 Ćs lnko(a^f_u − 1, n) = 1. Ekkor n prąm.

Bizonyątăs. Legyen q egy prąmosztćja n-nek. Ugyančgy, mint az elŞzŞ bizonyątăsban, kapjuk, hogy q ≡ 1 (mod f). Ha e az a_u pontos rendje modulo q, akkor e|q − 1, e ̸|f = (n − 1)/u de e|n − 1. Most g = lnko(e, u)-ra g = 1 nem teljesĄlhet, mivel ekkor e|n−1 = fu miatt azt kapnănk, hogy e|f, ellentmondăsban feltevĆsĄnkkel. Innen g > 1, Ćs mivel u minden prąmfaktora nagyobb, mint b, azt kapjuk, hogy g > b. VĆgĄl, mivel lnko(f, u) = 1, a q ≡ 1 (mod e) Ćs q ≡ 1 (mod f) feltĆtelekbŞl azt kapjuk, hogy q ≡ 1 (mod fg). Innen q > bf ≥ √ n, mutatva, hogy n prąm.

3.39. Feladat. Irjunk programot, amely n prąm voltăt teszteli, ha n − 1 = fu, az f faktorai adottak, Ćs adott egy b korlăt čgy, hogy u-nak nincs b-nĆl kisebb prąmtĆnyezŞje, valamint fb > √ n. 4. Lucas-sorozatok

4.1. De˛nącić. Legyenek a Ćs b az egĆsz egyĄtthatćs

λ^2 − P λ + Q = 0

čgynevezett karakterisztikus egyenlet gyŤkei, a ≠ b, Ćs az U_n, V_n sorozatokat de˛niăljuk az

U_n = a^n − b^n a − b

, V_n = a^n + b^n, n ≥ 0.

ŤsszefĄggĆsekkel. Ezek az čgynevezett Lucas-sorozatok. VegyĄk Ćszre, hogy ha a-t Ćs b-t felcserĆljĄk, akkor U_n, V_n nem văltoznak.

4.2. MegjegyzĆs. A fenti jelŤlĆsekkel, U_0 = 0, U_1 = 1, V_0 = 2, V_1 = P , Ćs ha m ≥ n, akkor U_{m+n} = U_mV_n − Q^nU_{m−n}, V_{m+n} = V_mV_n − Q^nV_{m−n}.

Ha n = 1, egy rekurzićs formulăt kapunk, amibŞl lătszik, hogy U_m, V_m egĆszek. Tovăbbă D = P^2 − 4Q jelŤlĆssel

2U_{n+m} = U_nV_m + U_mV_n, 2V_{n+m} = V_nV_m + DU_nU_m,

V_n + U_n √ D = 2^{1−n}(P + √ D)^n.

4.3. PĆlda. λ^2 − λ − 1 = 0, a, b = (1 ± √ 5)/2, az aranymetszĆs arănya. P = 1, Q = −1, U_n a Fibonacci-sorozat.

4.4. Rekurzić szămolăshoz. Az

U_{2n} = U_nV_n, V_{2n} = V^2_n − 2Q^n, U_{2n+1} = U_{n+1}V_n − Q^n, V_{2n+1} = V_{n+1}V_n − P Q^n,

ŤsszefĄggĆseket felhasznălva, U_n, V_n kiszămątăsa nagy n indexekre is gyors. PĆlda: F_{100} a Fibonacci-sorozatbćl. Kiszămątandć U_{100}, U_{50}, V_{50}, U_{25}, V_{25}, U_{13}, V_{13}, U_{12}, V_{12}, U_7, V_7, U_6, V_6, U_4, V_4, U_3, V_3, U_2, V_2. Măs megfogalmazăs: a ( U_{m+1} V_{m+1} U_m V_m ) = ( P −Q 1 0 ) ( U_m V_m U_{m−1} V_{m−1} )

ŤsszefĄggĆsbŞl azt kapjuk, hogy ( U_{m+1} V_{m+1} U_m V_m ) = ( P −Q 1 0 )_m ( U_1 V_1 U_0 V_0 ) . 4.5. Feladat. Irjunk programot, amely nagy n-re kiszămolja egy Lucas-sorozat U_n, V_n tagjait.

4.6. MegjegyzĆs. A Lucas-sorozatok tagjainak oszthatćsăgăt tanulmănyozva prąmtesztekhez juthatunk. Az ăltalănos eset tanulmănyozăsa sok kŤnyvben megtalălhatć, lăsd pĆldăul Bressoud kŤnyvĆt. Szămunkra elegendŞ lesz a Q = 1 speciălis esethez tartozć Lucas-sorozatok tanulmănyozăsa.

4.7. De˛nącić. TegyĄk fel, hogy D mod 4 vagy 0, vagy 1, az n pozitąv egĆsz szăm, amely relatąv prąm 2D-hez, Ćs tekintsĄk az Ťsszes (a, b), 0 ≤ a, b < n părok L(D, n) halmazăt, amelyekre a^2 − b^2D ≡ 4 (mod n). Ha (a^′, b^′), (a^{′′}, b^{′′}) ∈ L(D, n), de˛niăljuk az (a, b) = (a^′, b^′)(a^{′′}, b^{′′}) szorzatukat az a = n + 1 2 (a^′a^{′′} + b^′b^{′′}D) mod n, b = n + 1 2 (a^′b^{′′} + b^′a^{′′}) mod n,

ŤsszefĄggĆssel. Nem nehĆz belătni, hogy az ągy de˛niălt szorzăs nem vezet ki L(D, n)-bŞl, kommutatąv, asszociatąv, a (2, 0) păr egysĆgelem, Ćs az (a, b) păr inverze az (a, −b) păr. Ŋgy L(D, n) Abel-csoport. KŤnnyŰ kiszămolni, hogy az (n − 2, 0) păr nĆgyzete az egysĆgelem. Ha n prąm, akkor csak ennek Ćs az egysĆgelemnek a nĆgyzete az egysĆgelem. Hasonlćan, ha a = 0, akkor az (a, b) păr nĆgyzete (n − 2, 0). Ha n prąm, akkor az a = 0 feltĆtel szĄksĆges is ahhoz, hogy az (a, b) păr nĆgyzete (n − 2, 0) legyen.

VegyĄk Ćszre, hogy szoros kapcsolat van a P Ćs Q = 1 paramĆterekhez tartozć Lucas-sorozattal: Teljes indukcićval azonnal kŤvetkezik, hogy az (a_k, b_k), a_k = V_k mod n, b_k = U_k mod n părok L(D, n)-ben vannak, Ćs az (a_k , b_k) părnak az (a_l, b_l) părral vett szorzata az (a_{k+l}, b_{k+l}) păr.

4.8. TĆtel. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, ha n păratlan prąm, D > 1, n ̸| D, akkor L(D, n) elemeinek szăma n − (D|n).

Az is megmutathatć, hogy a tĆtel feltĆtelei mellett L(D, n) ciklikus.

Bizonyątăs. Azon (a, b) părok szămăt keressĄk, amelyekre a^2−b^2D mod n = 4. Ha b = 0, akkor kĆt megoldăs van, a ≡ ±2. Ha b ≠ 0, akkor a kongruencia a

D ≡ (ab^{−1} − 2b^{−1})(ab^{−1} + 2b^{−1})

kongruenciăval ekvivalens. Ez azt mutatja, hogy kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ megfeleltetĆs van az (a, b), b ≠ 0 megoldăspărok Ćs az olyan (r, s), 0 < r, s < n, r ≠ s părok kŤzŤtt, amelyekre rs ≡ D. Ŋgy ha (D|n) = −1, akkor minden 0 < r < n-hez van egy s, amellyel megoldăst kapunk, egyĆbkĆnt kettŞhŤz nincs.

4.9. Feladat. Irjunk programot az n szăm prąm voltănak bizonyątăsăra, ha ismerjĄk n + 1 prąmfelbontăsăt. Prćbăljunk ki minden Lucas-sorozatot, amelynek P paramĆtere egy adott hatăr alatt van, Q paramĆtere pedig 1.

4.10. Lucas-tąpusč teszt. Legyen n > 1 egy păratlan egĆsz szăm Ćs n + 1 = fu, lnko(f, u) = 1. TegyĄk fel, hogy van olyan P Ćs Q = 1 paramĆterekkel generălt Lucas-sorozat, amelyre lnko(D, n) = 1, (D|n) = −1,

V_{n+1} ≡ 2, U_{n+1} ≡ 0 (mod n),

Ćs minden p prąmosztćjăhoz f-nek

lnko(V_{(n+1)/p} − 2, U_{(n+1)/p}, n) = 1.

Ekkor minden d osztćjăra n-nek d ≡ ±1 (mod f) Ćs ha f ≥ √ n + 2, akkor n prąm.

Bizonyątăs. Legyen q egy prąmosztćja d-nek. Legyen e a pontos rendje a (P mod n, 1) părnak az L(D, q) csoportban. Tudjuk, hogy e|q − (D|q). FeltĆteleinkbŞl a (P, 1) păr n + 1-edik hatvănya L(D, q)-ban (2, 0), azaz e|n + 1, de az (n + 1)/p-edik hatvăny L(D, q)-ban nem (2, 0), azaz e |̸ (n + 1)/p. EbbŞl ha p^α a legmagasabb hatvănya p-nek, amely osztja f-et, azt kapjuk, hogy p^α|e|q − (D|q), mutatva, hogy q ≡ (D|q) (mod p^α). Mivel ez f minden prąmosztćjăra teljesĄl, a kąnai maradĆktĆtel alapjăn azt kapjuk, hogy q ≡ (D|q) (mod f). Most, mivel ez n minden q prąmosztćjăra teljesĄl, azt kapjuk, hogy egy tetszŞleges d osztćjăra n-nek d ≡ ±1 (mod f). VĆgĄl, ha f ≥ √ n + 2, akkor ez azt jelenti, hogy d > √ n, azaz n-nek nincs prąmosztćja, amely ≤ √ n, tehăt n prąm.

4.11. Feladat. Irjunk programot az n szăm prąm voltănak bizonyątăsăra, ha ismerjĄk n+1 prąmfelbontăsănak egy rĆszĆt. Prćbăljunk ki minden Lucas-sorozatot, amelyre |P | egy adott hatăr alatt van, Ćs Q = 1.

4.12. Feladat. Irjunk programot az n = h2^m − 1 szăm prąm voltănak bizonyątăsăra, ha h păratlan Ćs h < 2^m. Prćbăljunk ki minden Lucas sorozatot, amelynek P paramĆtere egy adott hatăr alatt van, Q paramĆtere pedig 1.

4.13. Szămtestek. Algebrai szăm alatt olyan komplex szămot ĆrtĄnk, amely gyŤke valamely racionălis egyĄtthatćs nem nulla polinomnak. A polinomot mindig vălaszthatjuk normălt, azaz 1 fŞegyĄtthatćs polinomnak, vagy egĆsz egyĄtthatćs polinomnak. Ha α egy algebrai szăm, akkor megmutathatć, hogy azon normălt racionălis egyĄtthatćs polinomok kŤzŤtt, amelyeknek gyŤke, pontosan egy irreducibilis lĆtezik. Ezt nevezzĄk az α minimălpolinomjănak, Ćs ennek fokszămăt az α fokănak. Ha α minimălpolinomja egĆsz egyĄtthatćs, akkor α-t algebrai egĆsznek nevezzĄk. KŤnnyŰ lătni, hogy az elsŞfokč algebrai szămok pontosan a racionălis szămok, az elsŞfokč algebrai egĆszek pedig a racionălis egĆszek. Megmutathatć, hogy az algebrai szămok testet alkotnak, az algebrai egĆszek pedig gyŰrŰt. Az algebrai szămok testĆnek egy rĆsztestĆt algebrai szămtestnek nevezzĄk. PĆldăul ha α algebrai szăm, az Ťsszes f(α)/g(α) alakč szămok, ahol f Ćs g racionălis egyĄtthatćs polinomok, g(α) ≠ 0 egy algebrai szămtestet alkotnak. KŤnnyŰ lătni, hogy ez a komplex szămok legszŰkebb rĆszteste, amely tartalmazza Q-t Ćs α. Szokăsos jelŤlĆse Q(α). Megmutathatć, hogy Q(α) elemei egyĆrtelmŰen ălląthatćk elŞ r_0 + r_1α + · · · + r_{n−1}α^{n−1} alakban, ahol n az α foka, az r_0, . . . , r_{n−1} egyĄtthatćk pedig racionălisak. Ha p az α minimălpolinomja, akkor p tŤbbi gyŤkeit az α konjugăltjainak nevezzĄk. Ezek nem feltĆtlenĄl vannak Q(α)-ban, pĆldăul x^3 − 2 esetĆn ez nem teljesĄl. A minimălpolinom Ťsszes gyŤkeinek szorzatăt N(α)-val jelŤljĄk, Ćs α normăjănak nevezzĄk. Nem nehĆz megmutatni, hogy ha α, β algebrai szămok, akkor N(αβ) = N(α)N(β).

Bărmely algebrai szămtest algebrai egĆszei gyŰrŰt alkotnak. Oszthatćsăgi kĆrdĆsek, kongruenciăk ebben a gyŰrŰben ĆrtendŞk. Megmutathatć, hogy egy α algebrai egĆsz pontosan akkor egysĆg, ha N(α) = ±1. A Q( √ D) alakč szămtesteket, ahol D ≠ 0, 1 egy nĆgyzetmentes egĆsz, kvadratikus szămtesteknek nevezzĄk. Bărmely α măsodrendŰ algebrai szămra Q(α) egy kvadratikus szămtest.

4.14. TĆtel. Az r + s √ D, r, s ∈ Q măsodrendŰ algebrai szăm normăja r^2 − Ds^2. A Q( √ D) egĆszei, ahol D ≠ 0, 1 nĆgyzetmentes,

r + s √ D ha D ≡ 2 vagy D ≡ 3 (mod 4),

r + s

−1 + √ D 2 ha D ≡ 1 (mod 4),

ahol r Ćs s racionălis egĆszek.

4.15. Riesel-teszt. TegyĄk fel, hogy n = h2^m − 1, ahol h egy păratlan termĆszetes szăm, m ≥ 2 Ćs h < 2^m. Legyen a egy egysĆg Q( √ D)-ben, amelyre valamely k, l, r ∈ Z egĆszekkel a = (k + l √ D)^2 r , ahol r = |k^2 − l^2D|, ( D n ) = −1 Ćs k^2 − l^2D r ( r n ) = −1.

Ekkor n akkor Ćs csak akkor prąm, ha v_{m−2} mod n = 0, ahol v_s = v^2_{s−1} − 2 Ćs v_0 = a^h + a^{−h}.

Bizonyątăs. Nyilvăn N(a) = 1. TegyĄk fel, hogy n prąm. TekintsĄk a P = a+ a^{−1}, Q = aa^{−1} = 1 paramĆterekhez tartozć Lucas sorozatot. (D nem a (P, Q) părhoz tartozć diszkriminăns!) Ekkor v_{m−2} = V_{(n+1)/4}. Szămoljuk ki V_{(n+1)/2} mod n-et. Mivel

V_{(n+1)/2} =

(k + l √ D)^{n+1} r^{(n+1)/2} + r^{(n+1)/2} (k + l √ D)^{n+1} = (k + l √ D)^{n+1} r^{(n+1)/2} + (k − l √ D)^{n+1} r^{(n+1)/2} , azt kapjuk, hogy

r^{(n+1)/2}V_{(n+1)/2} = 2

(n+1)/2 ∑ j=0 ( n + 1 2j ) l^{2j} D^j k^{n+1−2j} ≡ 2(k^2 − l^2D) (mod n).

Mivel r^{(n+1)/2} = r^{(n−1)/2}r ≡ r(r|n) (mod n), a tĆtel feltĆtelei miatt kapjuk, hogy V_{(n+1)/2} ≡ −2 (mod n). Innen az L(P^2 − 4, n) csoport tulajdonsăgai miatt kŤvetkezik, hogy csak V_{(n+1)/4} mod n = 0 lehetsĆges.

A măsik irănyhoz vegyĄk Ćszre, hogy az L(P^2−4, n) csoport tulajdonsăgaibćl ha V_{(n+1)/4} mod n = 0, akkor V_{(n+1)/2} ≡ −2 (mod n) Ćs V_{n+1} ≡ 2 (mod n), ągy a Lucas tąpusč teszt alapjăn kŤvetkezik, hogy n bărmely d osztćjăra d ≡ ±1 (mod 2^m). Ŋgy n legkisebb lehetsĆges prąmfaktora 2^m − 1. Mivel n nem nĆgyzetszăm, hiszen n mod 4 = 3, ha n Ťsszetett lenne, azt kapnănk, hogy n ≥ (2^m − 1)(2^m + 1) = 2^{2m} − 1 > h2^m − 1 = n, ellentmondăs.

4.16. KŤvetkezmĆny. Ha h păratlan, m ≥ 2 Ćs h < 2^m, tovăbbă sem n = h2^m −1, sem h nem oszthatć 3-mal, akkor n pontosan akkor prąm, ha v_{m−2} mod n = 0 ahol v_s = v^2_{s−1} − 2 Ćs v_0 = (2 + √ 3)^h + (2 − √ 3)^h.

Bizonyątăs. Az

a = 2 + √ 3 = (1 + √ 3)^2 2 ∈ Q( √ 3) egysĆget hasznălhatjuk a tĆtelben, mivel ( D n ) = ( 3 n ) = −1 Ćs k^2 − l^2D r ( r n ) = −2 2 ( 2 n ) = −1.

4.17. Feladat. Irjunk programot, amely Lucas-sorozatok segątsĆgĆvel kiszămolja a^h + a^{−h} ĆrtĆkĆt, ahol a ∈ Q( √ D) egy egysĆg, amelynek normăja 1.

4.18. Feladat. Irjunk programot, amely n = h2^m − 1 prąmtesztelĆsĆt vĆgzi, ahol h păratlan Ćs nem oszthatć 3-mal. Hasznălhatć-e ez a teszt ikerprąmek keresĆsĆre?

4.19. Feladat. Irjunk programot a Riesel-tesztre, ha az a egysĆg Q( √ D)-ben a szĄksĆges tulajdonsăgokkal adott.

4.20. Feladat. Irjunk programot, amely (k + l √ D)^2/r alakč egysĆgeket keres Q( √ D)-ben, ahol k, l Ćs r kis egĆszek čgy, hogy |r| = |k^2 − l^2D|.

4.21. Lucas{Lehmer-teszt a Mersenne-szămokra. Ha m > 2 păratlan, akkor M_m = 2^m − 1 akkor Ćs csak akkor prąm, ha v_{m−2} mod M_m = 0, ahol v_s = v^2_{s−1} − 2 Ćs v_0 = 4.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ tesztbŞl h = 1 esetĆn kapjuk a Lucas{Lehmer-tesztet, mert ekkor v_0 = (2 + √ 3) + (2 − √ 3) = 4.

4.22. Feladat. Irjunk programot a Lucas{Lehmer-tesztre.

4.23. ValćsząnŰsĆgi teszt. TekintsĄk a P Ćs a Q = 1 paramĆterekhez tartozć Lucas-sorozatot, ahol D = P^2 − 4. Legyen n > 0 termĆszetes szăm, Ćs tegyĄk fel, hogy lnko(n, 2D) = 1. Ha n − (D|n) = q2^m, Ćs n prąm, akkor a

V_q mod n, V_{2q} mod n, . . . V_2m_q mod n

sorozat 2-re vĆgzŞdik, Ćs hătulrćl az elsŞ nem kettes n − 2 kell legyen. Erre egy valćsząnŰsĆgi teszt alapozhatć.

4.24. Feladat. Hogyan dolgozik a Maple ‘isprime‘ eljărăsa?

4.25. Williams p + 1-mćdszere. Lucas-sorozatokat hasznălva, egy, Pollard p − 1 mćdszerĆvel analćg faktorizălăsi mćdszert adhatunk, amely akkor hasznos, ha p + 1 Ăsima". Ez Williams p + 1-mćdszere, amely azon alapul, hogy ha V_i egy Lucas-sorozat Q = 1 Ćs P paramĆterekkel, p egy prąm, amelyre (D|p) = −1 Ćs m egy pozitąv szăm, akkor V_{m(p+1)} ≡ 2 (mod p).

Legyen n egy faktorizălandć egĆsz, Ćs szămoljuk ki Q = 1-re Ćs valamely P -re a V_{k!} mod n ĆrtĆket. Ha valamely p prąmfaktorăra n-nek (D|p) = −1 Ćs p + 1|k!, akkor V_{k!} − 2 oszthatć p-vel. Jć esĆlyĄnk van ră, hogy V_{k!} − 2 nem oszthatć n-el, ągy lnko(V_{k!} − 2, n) egy nem triviălis osztćja n-nek. A gyakorlatban nem tudjuk, hogy (D|p) = −1 teljesĄl-e, de 50% esĆlyĄnk van erre, ągy jobb tŤbb kĄlŤnbŤzŞ P ĆrtĆket kiprćbălni.

Ha ki tudjuk V_{k!}-t V_{(k−1)!}-bćl szămolni, akkor a fenti mćdszert mĆg egyszerŰbb alkalmazni. Ez lehetsĆges, az alăbbi lemma szerint:

4.26. Lemma. Legyenek U_k(P ) Ćs V_k(P ) a Q = 1 Ćs P ≠ ±2 paramĆterekhez tartozć Lucas sorozat tagjai. Ekkor

U_{mk}(P ) = U_k(P )U_m(V_k(P )), V_{mk}(P ) = V_m(V_k(P )).

Bizonyątăs. Legyen P^′ = V_k(P ) Ćs Q^′ = 1, ekkor a D = P^2 −4 Ćs D^′ = P^{′2} −4 jelŤlĆsekkel D^′ = DU_k(P )^2.

EbbŞl V_{mk}(P ) + U_{mk}(P ) √ D = 2^{1−mk}(P + √ D)^{mk}

= 2^{1−m}(2^{1−k}(P + √ D)^k)^m

= 2^{1−m}(V_k(P ) + U_k(P ) √ D)^m

= 2^{1−m}(P^′ + √ D^′)^m

= V_m(P^′) + U_m(P^′) √ D^′

= V_m(P^′) + U_m(P^′)U_k(P ) √ D. Mivel D nem lehet teljes nĆgyzet, kapjuk a lemma ăllątăsăt.

4.27. Feladat. Ŋrjunk programot Williams p + 1-mćdszerĆre.

5. Alkalmazăsok

5.1. Fermat-szămok. Ha 2^n + 1 prąm, akkor n = 2^m, mert

2^{q2m} + 1 = ( 2^{2m} + 1 )( 2^{2m(q−1)} − 2^{2m(q−2)} + · · · + 2^0 ) . Ha m ≥ 2, akkor F_m = 2^{2m} + 1 minden q prąmosztćja k2^{m+2} + 1 alakč, mert 2^{2m} ≡ −1 (mod q), valamint 2^{q−1} ≡ 1 (mod q), ągy 2^{m+1} | q − 1, tehăt q = h2^{m+1} + 1, de

2^{(q−1)/2} ≡ ( 2 q ) = (−1)^{(q2 −1)/8} = 1 (mod q), ha m ≥ 2,

innen 2^{m+1} | (q − 1)/2, azaz q = k2^{m+2} + 1.

Ennek az ĆszrevĆtelnek az alapjăn kereshetjĄk Fermat-szămok osztćit, kis k ĆrtĆkekre ismĆtelt nĆgyzetreemelĆssel kiszămolva 2^{2m} mod q ĆrtĆkĆt. Nagyon sok Fermat-szămnak ismert osztćja. Ha nem talălunk kis k-t, amelyre q osztćja F_mnek, akkor prąmtesztelĆst a PĆpin-teszttel vĆgezhetĄnk. A teszt futăsideje a modulo F_m vĆgzett nĆgyzetreemelĆs sebessĆgĆn mčlik.

Ha m = 0, 1, 2, 3, 4, akkor F_m prąm. Ha m = 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, akkor F_m teljes prąmfelbontăsăt ismerjĄk. Ha m = 20, 22, akkor tudjuk, hogy F_m Ťsszetett, de nem ismerjĄk osztćjăt. F_{33} a legkisebb Fermat-szăm, amelyrŞl nem tudjuk, hogy Ťsszetett-e?

5.2. Feladat. Ŋrjunk programot Fermat-szămok osztćinak keresĆsĆre.

5.3. Feladat. Hogyan mŰkŤdik a Maple ‘fermat‘ nevŰ eljărăsa?

5.4. Mersenne-szămok. Legyen M_p = 2^p − 1. Ha p Ťsszetett, akkor M_p Ťsszetett, mert

2^{uv} − 1 = ( 2^u − 1 )( 2^{u(v−1)} + 2^{u(v−2)} + · · · + 2^0 ) . Ha q prąm, Ćs q | 2^p − 1, akkor q păratlan, Ćs mivel 2^p ≡ 1 (mod q), a 2 rendje modulć q megegyezik p-vel, ągy 2^{q−1} ≡ 1 (mod q) miatt p | q − 1, de q − 1 păros, ągy p|(q − 1)/2, azaz q = 2kp + 1. Mivel

1 = 2^{(q−1)/2} ≡ ( 2 q ) = (−1)^{(q2 −1)/8} (mod q),

azt kapjuk, hogy q ≡ ±1 (mod 8). Innen k ≡ 0 vagy k ≡ −p (mod 4).

Mersenne-prąmek keresĆsĆhez adott p-re szitălăssal a 2kp+1 alakč szămok kŤzĄl kiszŰrjĄk azokat, amelyeknek van kis prąmosztćjuk. A maradĆk q = 2kp+1 ĆrtĆkekre kiszămoljuk 2^p mod q ĆrtĆkĆt. Ha ągy nem talălunk osztćjăt M_p-nek, akkor a Lucas{ Lehmer-teszttel teszteljĄk. A teszt futăsideje a modulo M_p vĆgzett nĆgyzetreemelĆs sebessĆgĆn mčlik.

A legnagyobb ismert prąm egy rŤvid idŞszakot kivĆve mindig Mersenne-prąm volt. Tudjuk, hogy M_p prąm, ha

p =2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701, 23209, 44497, 86243, 110503, 132049, 216091, 756839, 859433, 1257787, 1398269, 2976221, 3021377, 6972593, 13466917,

Ćs eddig a hatărig măs kitevŞre M_p nem prąm. A jelenleg ismert legnagyobb prąm 2^{43112609} − 1. A keresĆs PC szămątćgĆpekkel folyik, tŤbb tązezer rĆsztvevŞvel.

5.5. Feladat. Irjunk egy ĂelŞtesztelŞ" eljărăst, amely Mersenne-szămok kis osztćit keresi.

5.6. Feladat. Hogyan mŰkŤdik a Maple ‘mersenne‘ nevŰ eljărăsa?

5.7. Az n = h2^m ± 1 alakč prąmek. Az egyetlen szăm, amely a legnagyobb ismert prąm volt egy darabig, Ćs nem Mersenne prąm, h2^m −1 alakč. CĆlszerŰ h-t egy szămtani sorozatbćl vălasztani, szitălăssal kiszŰrni azokat a h ĆrtĆkeket, amelyekre n-nek van kis prąmosztćja, Ćs a maradĆkot tesztelni. KeresĆsre cĆlszerŰ a Miller{ Rabin-tesztet hasznălni. Ha ągy talălunk egy valćsząnŰ prąmet, akkor az a +1 esetben a Proth-teszttel, a −1 esetben a Riesel-teszttel vizsgălhatć.

5.8. Feladat. Mutassuk meg, hogy (1 + √ 5)^2/4 egysĆg Q( √ 5)-ben. Milyen h, m părok esetĆn teszi ez lehetŞvĆ h2^m − 1 prąmtesztelĆsĆt?

5.9. Feladat. Irjunk programot, amely az elŞzŞ feladat eredmĆnyei alapjăn nagy prąmeket keres.

5.10. Ikerprąmek. CĆlszerŰen h2^m ± 1 alakban keresĄnk ikerprąmet. Itt a szitălăs lĆnyegesebb, mint ha csak prąmet keresĄnk. EgyĆbkĆnt čgy jărunk el, mint az elŞzŞ pontban.

5.11. Feladat. Felhasznălva, hogy (1+ √ 5)^2/4 egysĆg Q( √ 5)-ben, milyen h, m părokra hasznălhatjuk a Riesel-tesztet h2^m ± 1 alakč ikerprąmek keresĆsĆre?

5.12. Feladat. Ŋrjunk programot nagy ikerprąmek keresĆsĆre az elŞzŞ feladat eredmĆnyeit felhasznălva.

5.13. Sophie Germain prąmek. Ez de˛nącić szerint azt jelenti, hogy n Ćs 2n + 1 is prąm. CĆlszerŰ n = h2^m − 1 alakban keresni; n Ćs 2n + 1 is a Riesel-teszttel tesztelhetŞ.

5.14. Ikerprąm, amely Sophie Germain prąm is. CĆlszerŰ n = h2^m − 1 alakban keresni. Az n Ćs 2n + 1 a Riesel-teszttel, n + 2 pedig a Proth-teszttel tesztelhetŞ. Itt a szitălăs hatĆkonysăga mĆg fontosabb, mint az elŞzŞ kĆt problĆmănăl.

5.15. Az n^2 + 1 Ćs n^4 + 1 alakč prąmek. Legyen n = h2^m + 1. A szitălăshoz nem ărt tudni, hogy ha q păratlan prąm, amely osztja n^2 +1-et, akkor q ≡ 1 (mod 4), mert n^2 ≡ −1 (mod q) miatt 1 = (−1|q) = (−1)^{(q−1)/2}. Hasonlćan, ha q egy păratlan prąmosztćja n^4 +1-nek, akkor q ≡ 1 (mod 8), mert n^4 ≡ −1 (mod q) miatt, ha g egy generătora a (Z/qZ)^∗ ciklikus csoportnak, akkor n = g^k-ra g^{4k} ≡ −1, Ćs ągy g^{8k} ≡ 1 (mod q), amibŞl 8k = l(q − 1), ahol 1 ≤ l ≤ 7, Ćs l nem lehet păros.

5.16. EgyĆb speciălis prąmek. Az eddig tărgyalt tesztekkel megoldhatć n! ± 1, n2^n ± 1, ( ∏ p∈P,p<x p) ± 1, Ćs mĆg sok măs speciălis alakč szăm prąmtesztelĆse.

5.17. Kătai egy problĆmăja. Kătai Imre egy problĆmăja az alăbbi kĆrdĆsre vezet: Igaz-e minden (vagy legalăbbis minden elĆg nagy) p păratlan prąmre, hogy kp − 1 prąm valamely k < p-re? Az eredeti problĆma megoldăsăhoz ezt kellene megmutatni p < 10^{500}-ra.

Băr, mint a fenti pĆldăk mutatjăk, az eddig tanult algoritmusok speciălis alakč szămok prąm voltănak bizonyątăsăra alkalmasak, faktorizălăsra Ćs vĆletlenszerŰen vălasztott szăm prąm voltănak bizonyątăsăra csak korlătozottan alkalmazhatćk. Az alăbbi pĆlda Knuth kŤnyvĆbŞl szărmazik.

5.18. PĆlda. TegyĄk fel, hogy a 2^{214} + 1 szămot szeretnĆnk faktorizălni. Egy polinom azonossăgbćl

2^{214} + 1 = (2^{107} − 2^{54} + 1)(2^{107} + 2^{54} + 1).

Prćbaosztăssal 2^{107} − 2^{54} + 1 = 5 · 857 · n_0, ahol n_0 30 jegyŰ, Ćs 3^{n0−1} mod n_0 = 1. Prćbaosztăssal

n_0 − 1 = 2^2 · 19 · 107 · 353 · n_1,

ahol n_1 23 jegyŰ, Ćs 3^{n1−1} mod n_1 ≠ 1. Tovăbb faktorizălva, n_1 = 91813n_2, ahol n_2 18 jegyŰ Ćs 3^{n2−1} mod n_2 = 1. Prćbaosztăssal

n_2 − 1 = 2^4 · 3^2 · 547 · n_3,

ahol n_3 13 jegyŰ, Ćs 3^{n3−1} mod n_3 ≠ 1. Tovăbb faktorizălva, n_3 = 1103n_4, ahol n_4 = 16537 01519, Ćs 3^{n4−1} mod n_4 = 1. VĆgĄl

n_4 − 1 = 2 · 7 · 19 · 23 · 137 · 1973.

Most a Lucas-test, vagy Pocklington-Lehmer teszt segątsĆgĆvel bebizonyąthatjuk, hogy n_4, n_2 Ćs n_0 prąmek.

A măsik faktorral nem ilyen kŤnnyŰ elbănni. n_5 = 2^{107} + 2^{54} + 1-nek nincs kis prąmosztćja, de 3^{n5−1} mod n_5 ≠ 1. Pollard ϱ mćdszerĆvel n_5 = 843589n_6, ahol n_6 27 jegyŰ, Ćs 3^{n6−1} mod n_6 ≠ 1. Az

n_6 = 817 49124 77117 · 2352 85691 04401

felbontăst pĆldăul Pollard p − 1 mćdszerĆnek măsodik lĆpcsŞje kĆpes megtalălni, mert az elsŞ faktor 1 + 2^4 · 5^2 · 67 · 107 · 199 · 41231.

5.19. Feladat. VĆgezzĄk el e fent leąrt szămątăsokat: faktorizăljuk 2^{214} + 1-et.

5.20. Prąmszămkćdolăs. KeressĄnk a valćsząnŰsĆgi teszttel kĆt Ănagy" p, q prąmet (pĆldăul 140{160 jegyŰeket), Ćs legyen n = pq. Ekkor φ(n) = (p − 1)(q − 1). Vălasszunk olyan vĆletlen 1 < e, d < φ(n) exponenseket, amelyekre ed ≡ 1 (mod φ(n)). Ha 1 < m < n egy Ązenet, akkor c = m^e mod n hasznălhatć, mint az Ązenet rejtjelzett formăja. EbbŞl az Ązenet visszakaphatć: m = c^d mod n, hiszen (m^e)^d ≡ m (mod p) Ćs (m^e)^d ≡ m (mod q). Az n Ćs e ĆrtĆkek nyilvănossăgra is hozhatćk.

A sĆma felhasznălhatć digitălis alăąrăsra is: Aliz az m, m^{dA} mod n_A părt kĄldi el Bobnak (a măsodik szăm az alăąrăs), cĆlszerŰen Bob kulcsăval rejtjelezve.

Az eljărăs bizonyątvănyok kiăllątăsăra is felhasznălhatć. Egy hitelt ĆrdemlŞ szervezettŞl, akinek nyilvănos kulcsăt mindenki ismeri, alăąrt levĆlben kaphatjuk meg Aliz nyilvănos kulcsăt, ągy ha Aliztćl levelet kapunk, biztosak lehetĄnk benne, hogy nem csalćval ăllunk szemben, aki Aliznak adja ki magăt.

Egy cĆlszerŰ alkalmazăsa a prąmszămkćdolăsnak gyorsabb rejtjelzŞ eljărăsok kulcsainak cserĆje.

5.21. Feladat. Irjunk programot ≈ 150 jegyŰ Ăbiztos" prąmek, valamint rejtjelzŞ Ćs fejtŞ kitevŞ keresĆsĆre az RSA eljărăshoz.

5.22. Feladat. Irjunk egy egyszerŰ programot az RSA rejtjelzĆshez.

III. ARITMETIKA

A modern algoritmusok lehetŞvĆ teszik ĂnehĆz" szămok faktorizălăsăt to-bb mint 200 jegyig, Ćs tetszŞleges szămok prąm voltănak bizonyątăsăt tŤbb ezer jegyig. De mĆg az elŞzŞ fejezetben tărgyalt egyszerŰ algoritmusok tŤbb szăztćl tŤbb millić jegyŰ szămokra valć alkalmazăsăhoz is speciălis aritmetikai algoritmusokra van szĄksĆg. A modern algoritmusokkal valć ismerkedĆst az aritmetikai algoritmusokkal kezdjĄk.

6. Szămok Ćs polinomok

Szoros kapcsolat van a termĆszetes szămokkal vĆgzett Ćs a polinomokkal vĆgzett mŰveletek kŤzŤtt. Mivel ma csak binăris szămątćgĆpek lĆteznek, a szămăbrăzolăs alapszămăt kettŞhatvănynak vălasztjuk, a szămątćgĆp szćhosszănak magfelelŞ hosszal. Tizes alapč ăbrăzolăs (pl. a Maple rĆgi văltozatai, 10^4 az alapszăm) rendkąvĄl lerontja a hatĆkonysăgot. NĆha cĆlszerŰ negatąv jegyeket is megengedni.

6.1. Źsszehasonlątăs, Ťsszeadăs Ćs kivonăs. Az Ťsszehasonlątăst a legmagasabb helyi ĆrtĆktŞl Ćrdemes kezdeni. Szămok Ťsszeadăsăt Ćs kivonăsăt lehet elŤlrŞl is kezdeni, băr ez az algoritmos bonyolultabb. Ha hosszč szămokkal akarunk modulăris Ťsszeadăst vagy kivonăst vĆgezni, cĆlszerŰ lehet a mŰveletet elŤlrŞl kezdeni, Ćs csak amikor eldŞlt hogy a modulus kivonăsăra vagy hozzăadăsăra szĄksĆg van, vagy nincs, akkor hătulrćl befejezni.

6.2. Szorzăs Ćs polinomszorzăs. Szămok szorzăsa polinomszorzăsra vezethetŞ vissza: (_∞ ∑ k=0 a_kx^k

) (_∞ ∑ k=0 b_kx^k ) = ∞∑ k=0 c_kx^k , c_k = ∑ i+j=k

a_ib_j .

Megfordątva, a polinomszorzăs is visszavezethetŞ nagy szămok szorzăsăra. Ha a B alapszăm valamivel hosszabb, mint a jegyek hosszănak kĆtszerese, akkor ∑ k a_kB^k Ćs ∑ k b_kB^k szorzatănak jegyei a c_k-k. MindkĆt trĄkk hasznos.

Ha 2-vel lehet osztani egy kommutatąv gyŰrŰben, akkor a szorzăs nem sokkal nehezebb, mint a nĆgyzetreemelĆs, mert (a + b)^2 − a^2 − b^2 = 2ab.

6.3. Klasszikus algoritmusok a szorzăsra Ćs az osztăsra. Ezeket Knuth [25] kŤnyve rĆszletesen tărgyalja. A szorzăs algoritmusa elĆg nyilvănvalć. Az osztăsnăl a problĆma a hănyados becslĆse. Legyen B az alap, Ćs az a osztandć elsŞ jegyei a_0, a_1, a_2, . . . , a b osztćĆ b_1, b_2, . . . . TegyĄk fel, hogy q = ⌊a/b⌋ < B, Ćs b_1 ≥ ⌊B/2⌋. Legyen

^q = min {⌊ (a_0B + a_1)/b_1 ⌋ , B − 1 } . Ekkor q ≤ ^q ≤ q + 2. Ha

^q = min {⌊ (a_0B^2 + a_1B + a_2)/(b_1B + b_2) ⌋ , B − 1 } , akkor q ≤ ^q ≤ q + 1. (Valćjăban ^q majdnem mindig q.)

A fontos b_1 ≥ ⌊B/2⌋ feltĆtel teljesĄlĆse elĆrhetŞ čgy, hogy az osztandćt Ćs az osztćt is megszorozzuk egy kettŞhatvănnyal, majd az osztăs utăn a maradĆkot osztjuk ezzel a kettŞhatvănnyal. CĆlszerŰbbnek tŰnik azonban csak az eltplt osztć elsŞ kĆt jegyĆt elŞăllątani, Ćs minden lĆpĆsben elŞăllątani az eltplt osztandć elsŞ hărom jegyĆt. Ez nagyobb sebessĆget biztosąt, ha a hănyados rŤvid, de az osztć Ćs az osztandć hosszčak, ami nem ritka eset.

Polinomok osztăsa egyszerŰbb.

6.4. Karacuba-szorzăs. Az

ab = (a_1B + a_0)(b_1B + b_0) = (B^2 + B)a_1b_1 − B(a_1 − a_0)(b_1 − b_0) + (B + 1)a_0b_0

azonossăg mutatja, hogy dupla pontos szămok szorzăsăt nĆgy helyett hărom egyszeres pontossăgč szorzăssal is megoldhatjuk. Rekurząvan alkalmazva az Ťtletet, k2^m bites szămok szorzăsăt 4^m darab k bites szorzăs helyett 3^m darab k bites szorzăssal vĆgezhetjĄk el. VegyĄk Ćszre, hogy ha az alap kettŞhatvăny, akkor ezeken kąvĄl csak Ťsszeadăsra Ćs kivonăsra van szĄksĆg, az alappal valć szorzăs csak eltolăs. Ha a_1 < a_0 vagy b_1 < b_0, cĆlszerŰ a kĄlŤnbsĆg ellentettjĆvel szămolni. Ha a szămok hossza nem k2^m bit, hărom lehetŞsĆgĄnk van: nullăkat ąrunk a szăm elĆ (jć, ha tŤbb k-val dolgozhatunk), vagy ha păratlan sok n szămjegybŞl ăll a szăm, akkor egy jegyet levăgva, egy egyszeres pontossăgč, kĆt egyszeres pontossăgčnak tŤbbszŤrŤs pontossăgčval tŤrtĆnŞ, Ćs egy Karacuba mćdszerĆvel vĆgezhetŞ szorzăsra redukăljuk a feladatot, illetve kĆt ⌈n/2⌉ Ćs egy ⌊n/2⌋ jegyŰ szorzăsra redukăljuk a feladatot.

Karacuba mćdszere polinomokra is alkalmazhatć.

7. Gyors Fourier-transzformăcić

7.1. Polinomszorzăs gyors Fourier-transzformăcićval. Test feletti polinomok szorzata kŤnnyen kiszămąthatć, ha a polinomok az x_0, x_1, . . . , x_{n−1} helyeken felvett ĆrtĆkeikkel adottak, az

(x_0, y_0), . . . , (x_{n−1}, y_{n−1})

alakban, ahol y_k a polinom x_k helyen felvett ĆrtĆke. A p(x) =

∑_{n−1} k=0 a_kx^k polinom ĆrtĆkei kiszămąthatćk a Horner-elrendezĆs segątsĆgĆvel:

p(x) = a_0 + x ( a_1 + x ( a_2 + · · · + xa_{n−1}) . . . ))

A (legalăbb) n kĄlŤnbŤzŞ helyen felvett fĄggvĆnyĆrtĆk egyĆrtelmŰen meghatărozza a polinom egyĄtthatćit, Ćs az ĆrtĆkekbŞl a polinom Lagrange-interpolăcićval megkaphatć:

p(x) = n−1∑ k=0 y_kl_k(x), ahol l_k(x) = ∏ j≠k

x − x_j x_k − x_j

ezek azonban tčl lassč mćdszerek, Ćs nem vezetnek gyors polinom szorzăshoz.

Komplex egyĄtthatćs polinomokra jćval gyorsabb eljărăst kapunk, ha x_j = ω^j vălasztăssal dolgozunk, ahol ω = e^{−2πi/n} (vagy bărmely măs primitąv n-edik egysĆggyŤk). A trĄkk: ha k|n, akkor y = x^k jelŤlĆssel

p(x) = k−1∑ j=0 x^j p_j (y),

ahol

p_j (y) =

n/k−1∑

l=0 a_{kl+j} y^l, j = 0, 1, . . . , k − 1.

Ha x = ω^j , ω^{j+n/k} , . . . , ω^{j+(k−1)n/k} , akkor y ugyanaz, ągy minden kiszămątott p_j (y) ĆrtĆk tŤbbszŤr is felhasznălhatć. PĆldăul, ha k = 2, akkor a p polinom ω^j Ćs ω^{j+n/2} helyen felvett ĆrtĆkeit egyszerre szămolhatjuk ki (azt is felhasznălva, hogy ω^{n/2} = −1) az alăbbi pillangć mŰvelettel:

p(ω^j ) = p_0(ω^{2j} ) + ω^j p_1(ω^{2j} ) p(ω^{j+n/2}) = p_0(ω^{2j} ) − ω^j p_1(ω^{2j} )

PĆldăul, ha n = 8, k = 2, akkor x = ω^j Ćs x = ω^{j+4} esetĆn y ĆrtĆke ω^{2j} , ągy az

a_0 + a_2y + a_4y^2 + a_6y^3

Ćs a_1 + a_3y + a_5y^2 + a_7y^3

ĆrtĆkeket kĆtszer is tudjuk hasznălni, ągy a munkăt nagyjăbćl megfeleztĄk. TermĆszetesen rekurząvan is alkalmazhatjuk ezt a trĄkkŤt. Az alăbbi, egyĄtthatćikkal adott polinomok ĆrtĆkeit kell kiszămolnunk a megadott helyeken: ( a_0, a_1, a_2, a_3, a_4, a_5, a_6, a_7 ω^0, ω^1, ω^2, ω^3, ω^4, ω^5, ω^6, ω^7 )

( a_0, a_2, a_4, a_6 ω^0, ω^2, ω^4, ω^6 )

( a_0, a_4 ω^0, ω^4 )

( a_0 ω^0 ) ( a_4 ω^0 )

( a_2, a_6 ω^0, ω^4 )

( a_2 ω^0 ) ( a_6 ω^0 )

( a_1, a_3, a_5, a_7 ω^0, ω^2, ω^4, ω^6 )

( a_1, a_5 ω^0, ω^4 )

( a_1 ω^0 ) ( a_5 ω^0 )

( a_3, a_7 ω^0, ω^4 )

( a_3 ω^0 ) ( a_7 ω^0 )

7.2. Gyors Fourier transzformăcić (FFT). Az algoritmus az A[j], 0 ≤ j < n = 2^k sorozat Fourier transzformăltjăt szămolja ki. Az eredmĆny az A tŤmbben keletkezik, de a Fourier transzformălt j-edik eleme A [ r_k(j) ] , ahol r_k(j) a j termĆszetes szăm k bites binăris reprezentăcićjănak megfordątăsăval kapott termĆszetes szăm. A szămątăs hasznăl egy T segĆdtăblăzatot, amely az ω primitąv n-edik egysĆggyŤk hatvănyait tartalmazza, alkalmas sorrendben: T [j] ← ω^{rk−1(j)}, ha 0 ≤ j < 2^{k−1}. (1) [Inicializălăs.] Legyen l ← 2^{k−1}. (2) [Menet kezdete.] Legyen i ← 0 Ćs t ← 0.

(3) [Pillangćsorozat kezdete.] Legyen j ← i + l Ćs w ← T [t].

(4) [Pillangć.] Legyen x ← A[i] Ćs y ← wA[i + l], majd legyen A[i] ← x + y Ćs A[i + l] ← x − y, vĆgĄl legyen i ← i + 1.

(5) [Pillangćsorozat vĆge?] Ha i < j, menjĄnk vissza (4)-re.

(6) [Menet vĆge?] Ha j + l < 2^k, legyen i ← j + l, t ← t + 1 Ćs menjĄnk vissza (3)-ra.

(7) [VĆge?] Legyen l ← ⌊l/2⌋. Ha l > 0, menjĄnk vissza (2)-re, egyĆbkĆnt az algoritmus vĆget Ćrt.

Az r_k fĄggvĆny szămątăsa, a Ăbitfordątăs" eltolăsokkal tŤrtĆnhet: a fĄggvĆny văltozćjăt balra tolva, egyenkĆnt megkapjuk bitjeit, Ćs azokat jobbra tolăssal Ťsszerakjuk fordątott sorrendben. MĆg egyszerŰbb r_k (j + 1) ĆrtĆkĆt r_k(j)-bŞl szămątani, a legnagyobb helyiĆrtĆkŰ bithez 1-et hozzăadva, Ćs az ătvitelt az alacsonyabb helyi- ĆrtĆkek felĆ vĆgezve.

VegyĄk Ćszre, hogy ugyanaz a T tăblăzat kĄlŤnbŤzŞ k ĆrtĆkekre is megfelel, ha a maximălis k ĆrtĆkre szămoljuk ki.

Az algoritmus helyessĆgĆt čgy bizonyąthatjuk, hogy belătjuk, ha az eredeti sorozat a_j , j = 0, 1, . . . , n − 1, akkor a (2) lĆpĆsnĆl, ha l = 2^{k−1−q} (azaz q menet utăn vagyunk) egy k-bites j szăm binăris szămot [j_{k−1}j_{k−2} . . . j_1j_0]-vel jelŤlve, ahol j_i ∈ {0, 1} a binăris jegyek,

A[s_{k−1}s_{k−2} . . . s_{k−q} t_{k−q−1}t_{k−q−2} . . . t_1t_0] = ∑ t_{k−1} ,... ,t_{k−q} ∈{0,1}

ω^{[s0...sk−1 ][tk−1...tk−q 0...0]}a_{[tk−1...t0 ]}.

7.3. Inverz FFT. A fenti algoritmus megfordąthatć: ha a meneteket fordątott sorrendben hajtjuk vĆgre, l = 1, 2, . . . , 2^{k−1}-re, Ćs a (4) pillangć mŰveletet invertăljuk, akkor a transzformăcić inverzĆt kapjuk:

(4’) [Inverz pillangć.] Legyen x ← A[i], y ← A[i + l], majd A[i] ← (x + y)/2, A[i + l] ← (x − y)/(2w), vĆgĄl i ← i + 1.

A felhasznălt T tăblăzat ugyanaz. A kettŞvel valć osztăsokat elhagyhatjuk, ha az egĆsz algoritmus elejĆn vagy vĆgĆn az A tŤmb minden elemĆt osztjuk 2^kval. VegyĄk Ćszre azt is, hogy 1/w = w, ągy nincs szĄksĆg osztăsra, szorzăssal is dolgozhatunk.

7.4. Szorzăs komplex FFT-vel. Az (a_0, a_1, . . . , a_{n−1}) Ćs (b_0, b_1, . . . , b_{n−1}) sorozatok Fourier-transzformăltjaira azt kapjuk, hogy ^a_k^b_k = ^c_k, 0 ≤ k < n, ahol

c_k = k∑ j=0 a_j b_{k−j} + n−1∑

j=k+1

a_j b_{n+k−j} = n−1∑ j=0 a_j b_{k−j modn}.

Valćban, a megfelelŞ

∑_{n−1} k=0 a_kx^k Ćs

∑_{n−1} k=0 b_kx^k polinomok szorzata minden ω^j helyen ugyanazt az ĆrtĆket veszi fel, mint a

∑_{n−1}

k=0 c_kx^k polinom. Ha az

∑_{n−1} k=0 a_kx^k Ćs ∑_{n−1}

k=0 b_kx^k polinomok szorzatănak foka kisebb, mint n, akkor Ćppen a

∑_{n−1} k=0 c_kx^k polinom. Ŋgy kĆt Fourier-transzformăcić Ćs egy inverz Fourier transzformăcić segątsĆgĆvel megkaphatjuk a szorzatpolinom egyĄtthatćit, ągy hosszč szămok szorzatăt.

TermĆszetesen szămątăsainkat nem tudjuk tŤkĆletes pontossăggal vĆgezni. Knuth [24], 4.3.3 megggondolăsai mutatjăk, hogy ha n = 2^k Ćs a szămot l bites darabokra bontjuk, akkor m ≥ 3k + 2l + lg k + 7/2 bites pontossăggal elĆg dolgozni, ha mindenĄtt nulla felĆ tŤrtĆnŞ csonkolăst hasznălunk. A feltĆtel teljesĄl, ha k ≥ 7 Ćs m ≥ 4k + 2l, ągy l bites gĆpen mindig elegendŞ 6l bites pontossăggal dolgozni. Lehet pĆldăul čgynevezett ĂtŤmblebegŞpontos" aritmetikăt is hasznălni: ennĆl a szămok mantisszait ˛xpontosan ăbrăzoljuk, Ćs egy kŤzŤs exponens van az Ťsszes szămra. Ha valamelyik szămnăl tčlcsordulăs lĆpne fel, az egĆsz tŤmbŤt egyszerre normalizăljuk.

7.5. Valćs FFT. Egy (a_0, a_1, . . . , a_{2n−1}) valćs szămsorozat diszkrĆt Fourier transzformăltjăra ω = e^{−πi/n} jelŤlĆssel

^a_k = n−1∑ j=0 a_j —ω^{jk} = n−1∑ j=0 a_j ω^{(2n−k)j} = ^a_{(2n−k)mod2n}.

A 2n fĄggetlen valćs koordinăta kiszămątăsa redukălhatć a komplex

A_k = a_{2k} + ia_{2k+1}, k = 0, 1, . . . , n − 1

sorozat Fourier transzformăltjănak kiszămątăsăra: ( ^A_k + ^A_{n−k} ) − iω^k ( ^A_k − ^A_{n−k} ) = 2^a_k,

ahol az A-k indexei modulo n ĆrtendŞk.

7.6. Szorzăs komplex FFT-vel a gyakorlatban. A gyakorlatban praktikusabbnak bizonyul nem tčlsăgosan nagy szămok szorzăsăra a processzor beĆpątett lebegŞpontos, čgynevezett duplapontossăgč aritmetikăjăt hasznălni, mert ezzel a lebegŞpontos szorzăsok vĆgrehajtăsa igen gyors. ElĆg sok bitet teszĄnk egy jegybe, ągy az eredmĆny nem biztos hogy helyes, de a szorzatot modulo 2^m ±1 is kiszămolva, ellenŞrizzĄk, hogy valćsząnŰleg helyes-e? CĆlszerŰ negatąv jegyeket is megengedni, ekkor a konvolčcićs Ťsszeg tagjainak elŞjele vegyes, Ćs csŤkken a kerekątĆsi hiba esĆlye.

A bitfordątăst elkerĄlhetjĄk, ha kĄlŤn FFT Ćs inverz FFT programot hasznălunk. TermĆszetesen Ćrdemes kihasznălni, hogy valćs sorozatrćl van szć. A menetek Ťsszevonăsa lehetsĆges, kĆt, hărom vagy nĆgy menet Ťsszevonăsa gazdasăgos, a processzortćl fĄggŞen. Az inicializălăst Ťsszevonhatjuk az elsŞ 1{4 menettel, Ćs a vĆgsŞ ătvitel szămątăsăt is az utolsć 1{4 menettel az inverz FFT-bŞl.

7.7. PĆlda. NĆzzĄnk egy pĆldăt. Osszuk a 2^{19} bites szămot 16 bites darabokra. 2^{15} komplex koordinătăval rendelkezŞ vektorok Fourier Ćs inverz Fourier transzformăltjăt kell kiszămątani. Az eredmĆnyvektor tagjai legfeljebb 2^{15} darab 32 bites szorzat Ťsszegei. Ŋgy legalăbb 47 bit pontoss«agot kell elĆrnĄnk. ElĆg nagy valćsząnŰsĆggel rekonstruălni tudjuk a szorzatot.

7.8. FFT vĆges testek felett. Ha biztos eredmĆnyt akarunk, vĆges testeket hasznălhatunk. PĆldăul n = h2^k + 1 alakč prąm modulust, ekkor van (Z/nZ)^∗-ban 2^k-adik primitąv egysĆggyŤk.

Măsik lehetŞsĆg: Egy M_p Mersenne prąmre a Gauss egĆszek (azaz Z+iZ elemei) modulo M_p. Ez egy F vĆges test, F^∗ ciklikus csoport, rendje 2^{p+1}(2^{p−1} − 1).

Harmadik lehetŞsĆg: speciălis prąm modulust vălasztunk, pĆldăul 2^{64} − 2^{32} + 1- et. 7.9. Fermat-szăm transzformăcić. Modulo egy F_m Fermat szăm dolgozunk, ≈ 2^m bites egĆszekkel. Ez ugyan csak gyŰrŰ, ha m > 4, de a 2 egy primitąv 2^{m+1}- edik egysĆggyŤk: 2^{2m} ≡ −1 mod F_m, ągy 2^{2m+1} ≡ 1 mod F_m, Ćs a 2^k szămok Ćs kĄlŤnbsĆgeik mind invertălhatćk modulo F_m, mert kettŞhatvănyok illetve 4-el osztva maradĆkul 3-at adć szămok szorzatai.

Ennek a gyŰrŰnek az elŞnye, hogy a primitąv egysĆggyŤk hatvănyai mind kettŞhatvănyok, Ćs a velĄk tŤrtĆnŞ szorzăs Ćs osztăs modulo F_m nagyon egyszerŰ, Ťsszeadăs, kivonăs Ćs eltolăsok segątsĆgĆvel felĆpąthetŞ.

EgyĆbkĆnt mĆg a Ă √ 2" szerkezete is egyszerŰ: ( 2^{3·2m−2} − 2^{2m−2}

)_2 ≡ 2 (mod F_m),

ez is hasznălhatć. Ŋgy egy 2^{m+2} fokč szorzat polinom egyĄtthatćit tudjuk kiszămolni, ha azok 0 Ćs F_m kŤzŤtti egĆszek. PĆldăul egy 15 · 2^{15} bites sz«amot 2^{10} rĆszre oszthatunk, amelyek mindegyike 15 darab 32 bites szćbćl ăll, Ćs az FFT Ćs inverz FFT 2^{11} taggal tŤrtĆnik mod(2^{1024} + 1).

7.10. SchŤnhage-Strassen fĆle gyorsszorzć algoritmus. A modulo egy Fermat szăm tŤrtĆnŞ szămolăst rekurząvan alkalmazhatjuk. A ˛nom trĄkk, hogy az eredmĆnyt is csak modulo egy Fermat szăm szămoljuk ki, viszont a jegyeket kissĆ ĂtčltŤltjĄk". A modulo F_m maradĆkgyŰrŰ szerinti Fermat transzformăcićval kiszămoljuk kĆt 0 ≤ a, b < F_{2m} szăm szorzatăt modF_{2m}, az alăbbiak szerint: Az a = F_{2m} − 1 vagy b = F_{2m} − 1 eseteket kĄlŤn kezeljĄk. EgyĆbkĆnt legyenek a Ćs b jegyei 2^{2m−1} alapč szămrendszerben a_0, . . . , a_2m+1_{−1} illetve b_0, . . . , b_2m+1_{−1}. KĆpezzĄk az a^′_j = a_j ω^j , b^′_j = b_j ω^j sorozatokat, ahol ω az elŞzŞ pontban adott Ă √ 2". Kiszămolva (a^′_j ) Ćs (b^′_j ) konvolčcićjăt, ω^2-et hasznălva primitąv 2^{m+1}-edik egysĆggyŤknek, a

c^′_k ≡ k∑ j=0 a^′_j b^′_{k−j} +

2^{m+1}−1 ∑ j=k+1

a^′_j b^′_2m+1_{+k−j}

≡ ω^k k∑ j=0 a_j b_{k−j} −

2^{m+1}−1 ∑ j=k+1

a_j b_2m+1_{+k−j}

ĆrtĆkeket kapjuk, amibŞl osztăssal

c_k = k∑ j=0 a_j b_{k−j} −

2^{m+1}−1 ∑ j=k+1

a_j b_2m+1_{+k−j}

modulo F_m vett ~c_k maradĆka kŤnnyen kiszămąthatć. VegyĄk Ćszre, hogy a c_k szămok Ćppen ab mod F_{2m} jegyei (nem normalizălt alakban). Sajnos, csak modF_m kaptuk meg Şket. MĆg m + 1 bit hiănyzik. Ez kŤnnyen pćtolhatć, ha mod2^{m+1} is kiszămoljuk c_k maradĆkăt, Fourier-transzformăcićval, vagy akăr szorzăsra visszavezetve Ćs a szorzatot Karacuba-mćdszerrel meghatărozva. Az ągy kapott ~c_k maradĆk felhasznălăsăval c_k meghatărozhatć:

c_k ≡ F_m(~c_k − ~c_k mod 2^{m+1}) + ~c_k ( mod2^{m+1}F_m ) , Ćs tudjuk, hogy − ( 2^{m+1} − (k + 1) ) (F_m − 1) ≤ c_k ≤ (k + 1)(F_m − 1).

Teljesen hasonlćan kaphatć a modF_{2m−1} szămątott szorzat, itt ω = 2.

7.11. PĆlda. Modulo F_{24} tŤrtĆnŞ szorzăst modulo F_{12} vĆgzett szorzăsra, azt pedig modulo F_6 vĆgzett szorzăsra vezethetĄnk vissza. Ez utćbbi lĆpĆs kĆrdĆses, hogy megĆri-e?

7.12. Ritka polinomok Ćs ritka szămok. Ritka polinomrćl, illetve ritka szămrćl beszĆlĄnk, ha az egyĄtthatćk, illetve a szămjegyek nagy rĆsze nulla. Persze, egy szămra az, hogy ritka-e, a szămrendszertŞl is fĄgg. Ilyen esetekben măs algoritmus lehet optimălis. PĆldăul ritka szămokra a klasszikus osztăsi algoritmus ăltalăban gyorsabb, mint a fentebb tărgyalt egyĆb algoritmusok. Ritka polinomokkal kapcsolatban lăsd mĆg Aho-Hocroft-Ullman [4] 8.12 elemzĆsĆt.

7.13. Feladat. Dolgozzunk ki nagy sebessĆgŰ programot ritka szămokkal tŤrtĆnŞ szorzăsra Ćs osztăsra.

7.14. Osztăs, polinomosztăs. Az Ťtlet a Newton-iterăcić hasznălata az inverz kiszămątăsăra. Az f(x) = c − 1/x fĄggvĆny zĆrushelyĆt keressĄk iterăcićval:

x_{n+1} = x_n − c − 1/x_n

1/x^2_n

= 2x_n − cx^2_n.

Skălăzăst hasznălunk, az n + 1 bites c szămra 2^{2n}/c-t kŤzelątjĄk.

Polinomokra az eljărăs hasonlć. Ha a p(x) polinom foka n, akkor x^{2n}/p(x)-et kŤzelątjĄk.

7.15. Polinom kiĆrtĆkelĆse tetszŞleges helyeken. Egy p(x) polinom ĆrtĆke az a_i helyen a maradĆk p(x)-nek x − a_i-vel valć osztăsănăl. Ha sok a_i van, akkor ∏_2k

i=1(x − a_i)-vel osztunk, majd a maradĆkot osztjuk tovăbb 2^{k−1} darab x − a_i szorzatăval, stb. Ŋgy O(n lg^2 n) az egyĄtthatćkkal vĆgzett numerikus mŰvelet elegendŞ egy n-nĆl alacsonyabb fokč polinom n helyen valć kiĆrtĆkelĆsĆhez.

7.16. Interpolăcić. TetszŞleges n darab x_i helyen vett ĆrtĆkĆvel adott polinom kiszămąthatć O_A(n lg^2 n) mŰvelettel. Az l(x) = ∏ i(x − x_i) Lagrange-fĆle interpolăcićs polinomot hasznăljuk. Mivel az (algebrai) derivăltra

l^′(x) = (∏ i≠k

(x − x_i)

)_′

· (x − x_k) + (∏ i≠k

(x − x_i) ) ,

az kapjuk, hogy l^′(x_k ) = ∏ i≠k (xk − xi), amibŞl

l_k(x) = ∏ i≠k

x − x_i x_k − x_i = 1 l^′(x_k ) l(x) x − x_k .

Az l^′(x_k) ĆrtĆkek kiszămątăsăt az elŞzŞ pontban tărgyalt mćdon vĆgezzĄk, az l(x)/(x− x_k ) polinomok kiszămątăsăt pedig

∏_{m+2}n_{−1} i=m (x−x_i) szorzatok kiszămątăsăra vezetjĄk vissza.

7.17. Feladat. Adjunk hatĆkony algoritmust kettes szămrendszerrŞl măs szămrendszerre valć ătszămątăsra Ćs az inverzĆre.

7.18. Feladat. Adjunk hatĆkony algoritmust kąnai maradĆkolăsra Ćs az inverzĆre sok modulus esetĆn.

* 7.19. Feladat. Adjunk hatĆkony algoritmust legnagyobb kŤzŤs osztć szămolăsăra szămoknăl Ćs polinomoknăl.

IV. ELLIPTIKUS GŹRBŘK

Az elliptikus gŤrbĆk hasznălata lehetŞvĆ teszi tŤbb ezer jegyŰ szămokra azok prąm voltănak bizonyątăsăt. MăsrĆsz, elliptikus gŤrbĆk segątsĆgĆvel egy nagyon hasznos faktorizălăsi eljărăst nyerhetĄnk, amely a jelenleg ismert legjobb mindazon eljărăsok kŤzĄl, amelyek futăsideje elsŞsorban a faktor hosszătćl fĄgg, ągy igen alkalmas szămok 20{30, vagy mĆgtŤbb jegyŰ faktorainak megtalălăsăra.

8. Elliptikus fĄggvĆnyek

8.1. Algebrai gŤrbĆk. Legyen p egy kĆtvăltozćs polinom az F test felett. A G = {(x, y) : p(x, y) = 0} halmazt algebrai gŤrbĆnek nevezzĄk F felett. A p foka a G rendje. A legegyszerŰbb algebrai gŤrbĆk az elsŞrendŰ egyenesek Ćs a măsodrendŰ algebrai gŤrbĆk, pĆldăul az x^2 + y^2 − 1 = 0, x, y ∈ R ŤsszefĄggĆssel de˛niălt kŤr. A kŤr (Ćs măs elsŞ- Ćs măsodrendŰ algebrai gŤrbĆk) esetĆben kŤnnyen ăttĆrhetĄnk egy măsik, čgynevezett paramĆteres elŞăllątăsra: a (cos t, sin t), t ∈ R părok halmaza a kŤr. Ennek az elŞăllątăsnak a segątsĆgĆvel, felhasznălva, hogy a cos Ćs sin fĄggvĆnyek 2π szerint perićdikusak, egy mŰveletet de˛niălhatunk a kŤr pontjai kŤzŤtt: egyszerŰen ătmăsoljuk a szămegyenes Ťsszeadăsăt a kŤrre. Legyen tehăt

(cos(t_1), sin(t_1)) ⊕ (cos(t_2), sin(t_2)) := (cos(t_1 + t_2), sin(t_1 + t_2)).

RĆszletesen kiąrva,

(cos(t_1), sin(t_1)) ⊕ (cos(t_2), sin(t_2)) = (cos(t_1) cos(t_2) − sin(t_1) sin(t_2), sin(t_1) cos(t_2) + sin(t_2) cos(t_1)).

ŘszrevehetjĄk, hogy az Ăčj" mŰvelet megfelel a komplex szorzăsnak.

8.2. Elliptikus gŤrbĆk. A harmadrendŰ gŤrbĆk kŤzĄl a legegyszerŰbbek az

ay^2 + bxy + cy = dx^3 + ex^2 + fx + g

alakčak. Ezeket a legtŤbb esetben (ha pĆldăul lehet kettŞvel Ćs hărommal osztani az adott testben, stb.) egyszerŰbb alakra hozhatjuk. Az a-val osztva, majd lineăris

8. § Elliptikus fĄggvĆnyek 49

helyettesątĆssel čj văltozćt vezetve be, az Y^2 = p(x) alakra tĆrhetĄnk ăt, ahol p harmadfokč polinom. Most a jobb oldalon alkalmazva egy lineăris helyettesątĆst, az Y^2 = X^3 + AX + B alakra juthatunk. Ilyen gŤrbĆkkel fogunk foglalkozni. MŰveletet akarunk de˛niălni ilyen gŤrbĆk pontjai kŤzŤtt. (MegjegyezzĄk, hogy megfelelŞ feltĆtelek mellett, projektąv transzformăcićkat is felhasznălva, minden harmadrendŰ gŤrbe ilyen alakra hozhatć.) VegyĄk Ćszre, hogy a kŤrnĆl a paramĆterezĆsben elŞfordulć fĄggvĆnyek kŤzĄl az egyik a măsik derivăltja. Mivel ott sin Ćs cos szerepe felcserĆlhetŞ volt, kereshetĄnk olyan t → x(t) lekĆpezĆst, amelyre t → (x(t), x^′(t)) adja a gŤrbe paramĆterezĆsĆt. Ez azt jelenti, hogy az

x^{′2} = x^3 + Ax + B

di¸erenciălegyenlet megoldăsăt keressĄk.

8.3. Elliptikus integrălok. Az elŞzŞ di¸erenciălegyenletben f(x)-el jelŤlve a jobb oldalt, a megoldăst a

t(x) =

∫_x

x_0 du √ f(u)

fĄggvĆny inverz fĄggvĆnye adja. Ha f egy harmad- vagy magasabbfokč polinom, aminek gyŤkei mind kĄlŤnbŤzŞek, akkor az integrălt elemi mćdszerekkel nem tudjuk kiszămolni. Harmad- illetve negyedfokč f esetĆn az ilyen integrălokat elliptikus integrăloknak nevezzĄk. Abel alapvetŞ felfedezĆse volt, hogy az elliptikus integrălok inverz fĄggvĆnyeit komplex văltozćra is kiterjesztve, olyan fĄggvĆnyt kapunk, amely kĆt irănyban is perićdikus. Ezeket a fĄggvĆnyeket szokăs elliptikus fĄggvĆnyeknek nevezni.

8.4. Elliptikus fĄggvĆnyek. Egy, a komplex sąkon meromorf f fĄggvĆnyt elliptikus fĄggvĆnynek nevezĄnk, ha lĆteznek olyan ω_1, ω_2 nullătćl kĄlŤnbŤzŞ komplex szămok, amelyekre ω_1/ω_2 /∈ R Ćs f(z + ω_1) = f(z + ω_2) = f(z) minden z ∈ C-re. Ha egy elliptikus fĄggvĆny nem konstans, akkor kell hogy legyen pćlusa az ω_1 Ćs ω_2 ăltal meghatărozott {t_1ω_1 + t_2ω_2 : 0 ≤ t_1, t_2 < 1} paralelogrammăban, mivel egyĆbkĆnt olyan korlătos holomorf fĄggvĆny lenne, amely nem konstans. Ugyanazon ω_1, ω_2 părhoz tartozć elliptikus fĄggvĆnyek lineăris kombinăcićja, szorzata, Ćs | ha az osztć nem mindenĄtt nulla | a hănyadosa is elliptikus fĄggvĆny.

8.5. A Weierstrass-fĆle P-fĄggvĆny. Legyenek ω_1, ω_2 nullătćl kĄlŤnbŤzŞ komplex szămok čgy, hogy ω_1/ω_2 /∈ R. Olyan elliptikus fĄggvĆnyt keresĄnk, amelynek ω_1 Ćs ω_2 perićdusai. JelŤlje ˙ = {ω_1k_1 + ω_2k_2 : k_1, k_2 ∈ Z} az ω_1 Ćs ω_2 ăltal generălt răcsot. Legyen

P(z) = 1 z^2 + ∑ 0≠ω∈� ( 1 (z − ω)^2 − 1 ω^2 ) .

P ott van Ćrtelmezve, ahol a jobb oldalon ăllć sor minden tagja Ćrtelmezve van, Ćs a sor konvergens. Megmutatjuk, hogy C \ ˙ minden pontjăban a sor konvergens, sŞt, tetszŞleges C ⊂ C \ ˙ kompakt halmazon a konvergencia egyenletes. Legyen k(ω) = max{|k_1|, |k_2|}, ahol k_1 Ćs k_2 az ω ∈ ˙ elŞăllątăsăban szereplŞ egĆszek. Mivel 1 (z − ω)^2 − 1 ω^2 = −z^2 + 2zω (z − ω)^2ω^2 , lĆteznek olyan c_1 Ćs K_0 > 0 konstansok, hogy ha k(ω) ≥ K_0, akkor | | | | 1 (z − ω)^2 − 1 ω^2 | | | | ≤ c_1 |ω|^3 minden z ∈ C-re. MăsrĆszt van olyan c_2 > 0 konstans, hogy minden ω ∈ ˙-ra |ω| ≥ c_2k(ω). Felhasznălva, hogy k(ω) = K pontosan 8K darab ω-ra teljesĄl, ha K ∈ Z, K > 0, azt kapjuk, hogy z ∈ C esetĆn ∑ k(ω)≥K_0 | | | 1 (z − ω)^2 − 1 ω^2 | | | ≤ ∑ k(ω)≥K_0

c_1 |ω|^3 = ∞∑ K=K_0 ∑ k(ω)=K

c_1 |ω|^3 ≤ ∞∑ K=K_0

8c_1 c^3_2K^2

< ∞,

Ćs a konvergencia egyenletes. Innen azt kapjuk, hogy P holomorf a C \ ˙ halmazon. Megmutatjuk, hogy P duplăn perićdikus ω_1 Ćs ω_2 perićdusokkal. A P^′ fĄggvĆnyre

P^′(z) = −2 ∑ ω∈� 1 (z − ω)^3 , Ćs čgy mint fent adćdik, hogy a jobb oldalon ăllć sor konvergens minden z ∈ C\˙-ra. Innen P^′ duplăn perićdikus, amibŞl ha ω = ω_1 vagy ω = ω_2, akkor P(z)−P(z+ω) ≡ c valamely c konstanssal. De P de˛nącić szerint păros, ągy z = −ω/2 helyettesątĆssel azt kapjuk, hogy c = 0.

8.6. A Weierstrass-fĄggvĆny di¸erenciălegyenlete. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, ha 0 ≠ ω ∈ ˙, akkor 1 (z − ω)^2 = 1 ω^2 + 2z ω^3 + 3z^2 ω^4

+ . . . .

Innen P(z) = z^{−2} + 3s_4z^2 + 5s_6z^4 + . . . , ahol s_j = ∑ 0≠ω∈� 1/ω

j ha j = 3, 4, . . . (nyilvăn s_j = 0, ha j păratlan). Ezt felhasznălva nĆmi szămolăssal P^′(z)^2 − 4P(z)^3 + 60s_4P(z) = −140s_6 + . . . , ahol a jobb oldalon csak z pozitąv kitevŞs hatvănyai szerepelnek. A konvergenciaproblĆmăk hasonlćan kezelhetŞk, mint az elŞzŞ pontban. Mivel a jobb oldalon ăllć fĄggvĆny holomorf Ćs elliptikus, csak nulla lehet, ągy P^′(z)^2 = 4P(z)^3 − 60s_4P(z) − 140s_6.

A P fĄggvĆny tehăt egy olyan fĄggvĆny, amely | a derivăltjăval egyĄtt | egy, a komplex szămok feletti Y^2 = 4X^3 + AX + B egyenletŰ gŤrbĆt paramĆterez, igaz, egy Ă(∞, ∞)" pont is a gŤrbĆhez tartozik.

9. § Szămolăs elliptikus gŤrbĆken 51

8.7. Addącićs kĆpletek. A P-fĄggvĆny vizsgălatăval az alăbbi addącićs kĆpletek vezethetŞk le:

P(x + y) + P(x) + P(y) = 1 4 ( P^′(x) − P^′(y) P(x) − P(y)

)_2 ,

P^′(x + y) + P^′(x) =

P^′(x) − P^′(y) P(x) − P(y)

(P(x) − P(x + y)) .

Az y = x esetben fennăllć ŤsszefĄggĆst hatărătmenettel kapjuk. Ezen ŤsszefĄggĆsek segątsĆgĆvel de˛niălhatć az elliptikus gŤrbĆn az Ťsszeadăs. A măsodik egyenletbŞl leolvashatć az Ťsszeadăs geometriai jelentĆse: a (P(x), P^′(x)) Ćs (P(y), P^′(y)) pontok ŤsszegĆt, a (P(x+y), P^′(x+y)) pontot čgy kapjuk, hogy tekintjĄk az elsŞ kĆt ponton ătmenŞ Ăegyenest", Ćs ennek az elliptikus gŤrbĆvel vett metszĆspontjănak a măsodik koordinătăjăt ellenkezŞ elŞjelŰre văltoztatjuk.

9. Szămolăs elliptikus gŤrbĆken

9.1. Elliptikus gŤrbĆk. Egy elliptikus gŤrbe R felett azon sąkbeli (x, y) părok halmaza, amelyek kielĆgątik az

y^2 = x^3 + ax + b

egyenletet, ahol a, b valćs konstansok, amelyekre 4a^3 + 27b^2 ≠ 0. Vilăgos, hogy ha az (x, y) pont a gŤrbĆn van, akkor az (x, −y) pont is. (A 4a^3 + 27b^2 ≠ 0 feltĆtel azt biztosątja, hogy az f(x, y) = 0, f(x, y) = y^2 − x^3 − ax − b gŤrbe minden (x_0, y_0) pontjăban lĆtezzen egyĆrtelmŰ ĆrintŞ. Ennek belătăsăhoz hasznăljuk az implicit fĄggvĆny tĆtelt.) Ha egy (nem fĄggŞleges) egyenes metszi ezt a gŤrbĆt kĆt pontban, akkor egy harmadikban is. A gŤrbe egy ĆrintŞjĆt čgy tekintjĄk, mint amelynĆl a kĆt metszĆspont egybeesik.

Ha (x_1, y_1) Ćs (x_2, y_2) a kĆt metszĆspont, akkor megmutatjuk, hogy a harmadik koordinătăi x_3 = λ^2 − x_1 − x_2, y_3 = λ(x_3 − x_1) + y_1

ahol λ = y_2 − y_1 x_2 − x_1

, ha x_1 ≠ x_2 Ćs egyĆbkĆnt λ =

3x^2_1 + a 2y_1 . Vilăgos, hogy λ az egyenes meredeksĆge. ŘrintŞ esetĆn ezt az implicit fĄggvĆny di¸erenciălăsăval kapjuk. Mivel

λ(y_3 + y_1) = x^2_3 + x_3x_1 + x^2_1 + a, λ(y_3 + y_2) = x^2_3 + x_3x_2 + x^2 + a, kivonăssal azt kapjuk, hogy

λ(y_2 − y_1) = x_3(x_2 − x_1) + x^2 − x^2_1.

Innen kŤvetkezik, hogy x_3 = λ^2 − x_1 − x_2.

Az (x_1, y_1) + (x_2, y_2) = (x_3, −y_3) ŤsszefĄggĆssel egy Ťsszeadăst de˛niălhatunk. Ha a fĄggŞleges egyeneseknek megfelelŞ ∞ szimbćlumot mint nullelemet de˛niăljuk, azaz (x, y) + (x, −y) = (x, −y) + (x, y) = ∞,

akkor megmutathatć, hogy egy Abel csoportot kapunk.

Ha a, b racionălisak, tekinthetĄnk csak racionălis koordinătăjč pontokat, Ćs egy măsik csoportot kapunk. Ŕltalănosabban, tekinthetĄnk elliptikus gŤrbĆket egy tetszŞleges F test felett, amelynek karakterisztikăja kĄlŤnbŤzik 2-tŞl Ćs 3-tćl. Meg lehet mutatni, (nehĆz!) hogy mindig egy Abel-csoportot kapunk. MĆg ha csak egy egysĆgelemes kommutatąv gyŰrŰ adott, pĆldăul Z/nZ, lnko(n, 6) = 1, akkor is de˛niălhatjuk a fenti mŰveleteket parciălisan, azaz ha az osztăs elvĆgezhetŞ; termĆszetesen ekkor nem kapunk csoportot. Fontos azonban ĆszrevennĄnk, hogy ha lnko(n, 4a^3 + 27b^2) = 1, akkor bărmely p prąmosztćjăra n-nek modulo p is egy elliptikus gŤrbĆt kapunk, Ćs ha Z/nZ felett el tudunk vĆgezni egy Ťsszeadăst, akkor bărmely p prąmosztćjăra n-nek, az eredmĆny modulo p redukălva, az ugyanaz, mint ha elŞbb elvĆgezzĄk a modulo p redukălăst, Ćs aztăn vĆgezzĄk el a mŰveletet modulo p. (Az ∞ szimbćlum redukălva sajăt maga.)

PrąmtesztelĆshez Ćs faktorizălăshoz csak ilyen, modulo n vett Ăelliptikus gŤrbĆkre" lesz szĄksĆgĄnk.

9.2. Hasse tĆtele. Ha p > 3 prąm, akkor egy Z/pZ felett vett elliptikus gŤrbe rendje p + 1 − 2 √ p Ćs p + 1 + 2 √ p kŤzŤtt van.

A bizonyątăs nehĆz.

Meg lehet mutatni azt is, hogy az elliptikus gŤrbĆk rendje meglehetŞsen egyenletesen oszlik el ebben az intervallumban, legalăbbis az intervallum kŤzepĆn.

9.3. Gyakorlat. Rajzoltassuk ki az y^2 = x^3 − 10x + 10 elliptikus gŤrbĆt a Maple segątsĆgĆvel.

9.4. Gyakorlat. Irjunk programot Z/nZ feletti elliptikus gŤrbĆn tŤrtĆnŞ parciălis mŰveletvĆgzĆsre. A pontokat reprezentăljăk szămhărmasok. Az utolsć koordinăta ∞ esetĆn legyen 0, egyĆbkĆnt legyen 1.

10. § Faktorizălăs elliptikus gŤrbĆkkel 53

10. Faktorizălăs elliptikus gŤrbĆkkel

Az alapgondolat egyszerŰ: vălasztunk egy vĆletlen Ăelliptikus gŤrbĆt" Z/nZ felett egy P vĆletlen ponttal. Ez megtehetŞ čgy, hogy vălasztunk vĆletlen x, y Ćs a ĆrtĆkeket, kiszămątjuk b-t, Ćs ellenŞrizzĄk az lnko(4a^3 +27b^2, n) = 1 feltĆtelt. Ezutăn megprćbăljuk kiszămolni k! · P -t, nŤvekvŞ k ĆrtĆkekre. Ha nem sikerĄl, azaz ha egy osztăs nem tudunk elvĆgezni, akkor az n egy osztćjăt talăltuk meg. Ez az osztć rendszerint nem triviălis. Ez azĆrt van, mert ha a legkisebb olyan k-ra, amelyre a P rendje Z/pZ felett valamely p prąmosztćjăra n-nek osztja k!-t, akkor k! · P modulo p tekintve ∞ kell legyen. Ha ki tudtuk szămątani k! · P -t modulo n, akkor az csak ∞ lehet. Ekkor viszont ∞ kell legyen Z/qZ felett is bărmely măs q prąmosztćjăra n-nek. Ez nem valćsząnŰ, hogy modulo p Ćs q is egyszerre kŤvetkezzĆk be.

Vilăgos, hogy annak esĆlye, hogy modulo p a P pont rendje sima, azaz csak kis prąmosztćkat tartalmaz, nem n-tŞl, csak p-tŞl fĄgg, Ćs p nŤvelĆsĆvel csŤkken. A mćdszer a gyakorlatban 20{30 jegyŰ prąmosztćk megtalălăsăra kĆpes.

10.1. KŤtegelt vĆgrehajtăs. Rendszerint 10{40 elliptikus gŤrbĆt is ki kell prćbălnunk, amąg talălunk egy olyat, amelyre a vĆletlen P pont rendje modulo valamely p prąmosztćjăra n-nek sima, azaz csak kis prąmtĆnyezŞket tartalmaz. Jć Ťtlet a szămątăsokat egyszerre vĆgezni, ekkor ha valamelyik gŤrbĆn az adott pont rendje sima, megăllhatunk. Egy măsik haszna ennek a kŤtegelt mćdnak az, hogy a modulo n vett 1/x Ćs 1/y inverzek kiszămątăsăt egyszerre vĆgezhetjĄk x(1/(xy)) Ćs y(1/(xy)) kiszămątăsăval. Ezt a gondolatot tŤbb gŤrbĆre is kiterjeszthetjĄk, kettes, majd nĆgyes, nyolcas, stb. csoportokat kĆpezve: egyetlen inverzet kiszămątva, a tŤbbi megkaphatć.

10.2. Szorzăs egĆszekkel. A P = (x, y) pont kĆtszeresĆnek, 2P -nek az elsŞ koordinătăja (3x^2 + a)^2 4y^2

− 2x =

(x^2 − a)^2 − 8bx 4(x^3 + ax + b) . Hasonlćan, 2i · P elsŞ koordinătăjăt kiszămąthatjuk i · P elsŞ koordinătăjăbćl. Tovăbbă a (2i + 1) · P pont elsŞ koordinătăjăt kiszămąthatjuk i · P , (i + 1) · P Ćs P elsŞ koordinătăibćl, legalăbbis ha x_i ≠ x_{i+1} Ćs lnko(x, n) = 1 (ez a nem triviălis eset) az alăbbi mćdon: mivel

x_{2i+1} =

(y_i − y_{i+1})^2 (x_i − x_{i+1})^2

− x_{i+1} − x_i,

azt kapjuk, hogy

x_{2i+1}(x_i − x_{i+1})^2 = (y_i − y_{i+1})^2 − (x_{i+1} + x_i)(x_i − x_{i+1})^2 = −2y_iy_{i+1} + 2b + (a + x_ix_{i+1})(x_i + x_{i+1}).

Hasonlćan P = P_{i+1} − P_i-bŞl azt kapjuk, hogy

x(x_i − x_{i+1})^2 = 2y_iy_{i+1} + 2b + (a + x_ix_{i+1})(x_i + x_{i+1}).

Źsszeszorozva a kĆt egyenletet, azt kapjuk, hogy

xx_{2i+1}(x_i − x_{i+1})^4 = (2b + (a + x_ix_{i+1})(x_i + x_{i+1}))^2 − 4(x^3_i + ax_i + b)(x^3_{i+1} + ax_{i+1} + b) = ((a − x_ix_{i+1})^2 − 4b(x_i + x_{i+1}))(x_i − x_{i+1})^2.

Innen x_{2i+1} =

(a − x_ix_{i+1})^2 − 4b(x_i + x_{i+1}) x(x_i − x_{i+1})^2 . Ezek az ŤsszefĄggĆsek lehetŞvĆ teszik, hogy csak az elsŞ koordinătăkkal dolgozzunk egĆszekkel tŤrtĆnŞ szorzăsnăl. Ha a k szorzć bal szĆlsŞ l bitje az i szămot reprezentălja, akkor az l-edik lĆpĆsben az iP Ćs (i + 1)P pontot szămoljuk ki.

10.3. Projektąv reprezentăcić. Sokkal elegănsabb egy Ăelliptikus gŤrbe" pontjait mint az adott egysĆgelemes kommutatąv gyŰrŰ elemeibŞl kĆpzett (X, Y, Z) hărmasok osztălyait reprezentălni. Azonosątsuk az (X, Y, Z) hărmast mindazokkal a hărmasokkal, amelyek elŞăllnak (cX, cY, cZ) alakban valamely invertălhatć c-vel. A ∞ az (0, 1, 0) hărmas osztălya. Az elliptikus gŤrbe egyenlete a

ZY^2 = X^3 + aXZ^2 + bZ^3

homogĆn egyenlet. A fenti szămątăsok homogĆn koordinătăkban a

X_{2i} = (X^2_i − aZ^2_i )^2 − 8bX_iZ^3_i , Z_{2i} = 4Z_i(X^3_i + aX_iZ^2_i + bZ^3_i ), X_{2i+1} = Z ( (X_iX_{i+1} − aZ_iZ_{i+1})^2 − 4bZ_iZ_{i+1}(X_iZ_{i+1} + X_{i+1}Z_i) ) , Z_{2i+1} = X(X_{i+1}Z_i − X_iZ_{i+1})^2

alakba ąrhatćk. Ezek a kifejezĆsek lehetŞvĆ teszik, hogy elkerĄljĄk az osztăst, azaz a legnagyobb kŤzŤs osztć szămątăsăt. Pontosabban, elĆg idŞnkĆnt ellenŞrizni, hogy Z_i invertălhatć. NĆmi hatĆkonysăgvesztĆs lĆphet fel, ha kŤzben elĆrjĄk a ∞ elemet. Ez elkerĄlhetŞ, ha visszalĆpĆst hasznălunk.

10.4. Măsodik lĆpcsŞ. Mint a p−1 Ćs a p+1 mćdszernĆl, egy măsodik lĆpcsŞt is beiktathatunk. Ennek sorăn a Q = k! · P pontbćl indulva, q_i · Q-t szamątjuk ki szămos q_i > k prąmre. Ez megtehetŞ rekurząvan, (q_i · Q) + (δ_i · Q) kiszămątăsăval, ahol δ_i = q_{i+1} − q_i. A δ_i · Q pontokat tăblăzatban tărolhatjuk. MĆg jobb mćdszerek is lĆteznek. Lăsd Montgomery [] Ćs Montgomery{Silverman [] dolgozatăt.

11. Prąmteszt elliptikus gŤrbĆkkel

Az elliptikus gŤrbĆkkel tŤrtĆnŞ prąmtesztelĆs az alăbbi tĆtelen alapul:

11.1. TĆtel. Legyen n ∈ N, lnko(6, n) = 1 Ćs legyen E_n egy Z/nZ feletti Ăelliptikus gŤrbe" pontjainak a halmaza. Legyenek m Ćs s egĆszek, čgy, hogy s|m. TegyĄk fel, hogy talăltunk olyan P pontot E_n-ben, amelyre

m · P = 0 Ćs m q · P ≠ 0 minden q prąmfaktorăra s-nek.

Ekkor minden p prąmosztćjăra n-nek |E_p| ≡ 0 mod s. Tovăbb«a, ha s > (^4 √ n + 1)^2 akkor n prąm.

Bizonyątăs. Legyen p egy prąmosztćja n-nek, Ćs legyen Q = m s P_p ∈ E_p.

Ekkor sQ = mP_p = (mP )_p = 0, ągy Q rendje osztja s-et. Ha q egy prąmosztćja s-nek, akkor s q Q = m q P_p = ( m q P ) p ≠ 0, mivel m q P ≠ 0.

Ŋgy Q rendje nem osztćja s/q-nak. Mivel q tetszŞleges volt, Q rendje s, ągy |E_p| ≡ 0 (mod s).

Hasse tĆtele szerint |E_p| = p + 1 − t valamely |t| ≤ 2 √ p egĆszre. EbbŞl (p^{1/2} + 1)^2 ≥ |E_p|. Ha s > (n^{1/4} + 1)^2, akkor azt kapjuk, hogy ( √ p + 1)^2 > (n^{1/4} + 1)^2, amibŞl p > √ n. Az alăbbi tĆtel elliptikus gŤrbĆk szerkezetĆt ąrja le.

11.2. TĆtel. Legyen p > 3 egy prąm. Ekkor bărmely E elliptikus gŤrbe Z/pZ felett vagy ciklikus, vagy pedig egy m_1 Ćs egy m_2 rendŰ ciklikus csoport direkt szorzata, ahol m_1|m_2 Ćs m_1|p − 1.

A bizonyątăst nem tărgyaljuk.

11.3. A prąmtesztek văzlata. Az n valćsząnŰ prąm prąm voltănak bizonyątăsăhoz, vălasszunk egy Ăelliptikus gŤrbĆt" Z/nZ felett, Ćs egy m szămot, amelyre a gŤrbe rendje m, | legalăbbis ha n prąm. Ha m feląrhatć fn_1 alakban, ahol f faktorait ismerjĄk, n_1 pedig valćsząnŰ prąm, Ćs n_1 > (n^{1/4} + 1)^2, akkor n prąm voltăt ezen pont elsŞ tĆtele segątsĆgĆvel be tudjuk bizonyątani. Vălasszunk ugyanis egy olyan P pontot, amely eleget tesz a tĆtel feltĆteleinek s = n_1 vălasztăssal. Ehhez vălasszunk egy vĆletlen P pontot a gŤrbĆn (x vĆletlen, y-t kiszămątjuk). Szămątsuk ki (m/n_1) · P = f · P -t; ha nincs de˛niălva, akkor megtalăltuk n egy valćdi osztćjăt, ami nagyon valćsząnŰtlen. Annak valćsząnŰsĆge, hogy k · P = 0 legyen, az elŞzŞ tĆtel szerint kisebb, mint 1, ha n prąm, mert ha E_n ciklikus, akkor csak f darab legfeljebb f rendŰ elem van (hiszen a d rendŰ elemek szăma egy ciklikus csoportv‘ban φ(d)), ha pedig nem ciklikus, akkor m_1m_2 = fn_1 Ćs m_1|m_2 miatt m_1|f, ągy m_1 ≤ f, Ćs legfeljebb f^2 darab f rendŰ elem van, mert ha a direkt szorzat egy eleme legfeljebb f rendŰ, akkor mindkĆt koordinătăja legfeljebb f rendŰ. Ebben az esetben vălasszunk čj pontot. EgyĆbkĆnt ellenŞrizzĄk, hogy n_1 · (f · P ) = m · P = 0, aminek teljesĄlnie kell, ha n prąm. Ŋgy P lĆtezĆse bizonyątja, hogy n prąm, ha n_1 prąm. Most alkalmazzuk az eljărăst n_1-re, stb.

11.4. A Goldwasser-Kilian teszt. A fenti gondolat GoldwassertŞl Ćs Kiliantćl szărmazik. Javaslatuk szerint vĆletlenszerŰen vălasztunk egy Ăelliptikus gŤrbĆt" Z/nZ felett, meghatărozzuk m-et, Ćs ha f = 2 vălasztăssal teljesĄlnek a fenti feltĆtelek, akkor megyĄnk tovăbb. Termeszetesen a gyakorlatban nem Ćrdemes f-et korlătozni, hanem m kis faktorait prćbaosztăssal keressĄk meg. A mćdszerrel az a problĆma, hogy egy vĆletlen Ăelliptikus gŤrbĆre" m-et meghatărozni nagyon nehĆz, băr van ră polinomiălis futăsidejŰ (O(log^8 n)) algoritmus.

11.5. Atkin tesztje. A teszt alapgondolata az, hogy megfordątjuk m Ćs a gŤrbe megvălasztăsănak sorrendjĆt. Ezt čgy ĆrjĄk el, hogy egy alkalmas D negatąv egĆszre a Q( √ D) test ν egĆszei kŤzŤtt keresĄnk egy olyat, amelyre |ν|^2 = n (ha van ilyen). Ha ez megvan, akkor m = |ν ± 1|^2 rendŰ elliptikus gŤrbĆket ĂkŤnnyen" talălhatunk. Ŋgy m-et măr akkor tudjuk, amikor a gŤrbĆt mĆg nem: azt răĆrĄnk kĆsŞbb is meghatărozni.

RĆszletezve, a teszt a kŤvetkezŞkĆppen mŰkŤdik:

1. Kivălasztjuk D čgynevezett Ăalapdiszkriminănsoknak" egy elĆg nagy halmazăt. Az alapdiszkriminănsokat nŤvekvŞ abszolčt ĆrtĆk szerint hatărozhatjuk meg: D < −1, D ≡ 0 (mod 4) vagy D ≡ 1 (mod 4) kell teljesĄljŤn, Ćs nem lĆtezhet olyan k > 1 egĆsz, amelyre D/k^2 is alapdiszkriminăns. A D = −3 Ćs D = −4 esetek kĄlŤn meggondolăsokat igĆnyelnek, ezeket itt mellŞzzĄk, tehăt feltesszĄk, hogy D ≤ −7.

2. Q( √ D) algebrai egĆszei feląrhatćk ν = x + yω alakban, ahol x, y egĆszek, Ćs ω = (D + √ D)/2. Ekkor |ν|^2 a ν normăja, ągy azt akarjuk elĆrni, hogy

(1) n = ( x + y D 2 )_2 − y^2 D 4 teljesĄljŤn. Ŕtrendezve, azt kapjuk, hogy 4n = (2x + yD)^2 − y^2D. Ha ez a feltĆtel teljesĄl, akkor egyrĆszt (D|n) = 1, măsrĆszt minden p păratlan prąmre, ami osztja D-t, teljesĄl, hogy (n|p) = 1. Ezek a feltĆtelek szĄksĆgesek (de nem elĆgsĆgesek) (1) teljesĄlĆsĆhez.

3. KeressĄnk szĄksĆges Ćs elĆgsĆges feltĆtelt (1) teljesĄlĆsĆhez, Ćs mćdszer arra, hogy az x, y egĆszeket meghatărozzuk. (1) feląrhatć

(2) n = x^2 + xyD + y^2

D(D − 1) 4 alakba. A jobb oldal egy bilineăris forma x, y văltozćkkal Ćs egĆsz egyĄtthatćkkal.

4. Ŕltalănosan, tekinthetĄnk

ax^2 + bxy + cy^2

alakč kvadratikus formăkat egĆsz a, b, c egyĄtthatćkkal. Egy ilyen kvadratikus formăban bevezethetĄnk čj văltozćkat. PĆldăul az x^′ = −y, y^′ = x helyettesątĆsnĆl az čj forma egyĄtthatći a^′ = c, b^′ = −b Ćs c^′ = a lesznek, az x^′ = x+ky, y^′ = y helyettesątĆsnĆl pedig, ahol k egĆsz, az čj egyĄtthatćk a^′ = a, b^′ = b − 2ka Ćs c^′ = c − kb + k^2a. Vilăgos, hogy ezen helyettesątĆsek sorăn nem văltozik meg a forma ĆrtĆkkĆszlete, azaz a {ax^2 + bxy + cy^2 : x, y ∈ Z} halmaz Ćs a {a^′x^{′2} + b^′x^′y^′ + c^′y^{′2} : x^′, y^′ ∈ Z} halmaz megegyeznek. Azt is nyilvănvalć, hogy b^2 − 4ac = b^{′2} − 4a^′c^′, azaz ez a mennyisĆg, a kvadratikus forma diszkriminănsa sem văltozik. PĆldăul a (2) jobb oldalăn ăllć forma diszkriminănsa D. Egy kvadratikus formăt pozitąvnak nevezĄnk, ha a > 0, a diszkriminănsa pedig negatąv. Vilăgos, hogy ekkor c is pozitąv. Egy kvadratikus formăt primitąvnek nevezĄnk, ha egyĄtthatćinak legnagyobb kŤzŤs osztćja 1. A fenti (invertălhatć) transzformăcićk pozitąv primitąv formăt pozitąv primitąv formăba visznek. A fenti kĆt transzformăcić ismĆtelt alkalmazăsăval minden pozitąv primitąv forma egy redukălt alakra hozhatć: ekkor |b| ≤ a ≤ c Ćs b ≥ 0, ha |b| = a vagy a = c. Ez čgy tŤrtĆnik, hogy ha −a < b ≤ a nem teljesĄl, akkor alkalmazzuk a măsodik lĆpĆst ennek elĆrĆsĆre, ha pedig teljesĄl, Ćs a forma mĆg nem redukălt, akkor alkalmazzuk az elsŞ lĆpĆst. Az algoritmus nagyon hasonląt az euklidĆszi algoritmushoz. PĆldăul a (2) jobb oldalăn ăllć forma nem redukălt, de egyetlen lĆpĆssel redukălhatć: ha D păros, akkor a redukălt forma x^2 − (D/4)y^2, ha pedig păratlan, akkor x^2 + xy + y^2(1 − D)/4. Gauss megmutatta, hogy a redukălt alak egyĆrtelmŰ: minden pozitąv primitąv formănak egy Ćs csak egy redukălt alakja lĆtezik. Az adott (negatąv) D diszkriminănsč pozitąv primitąv formăkat tehăt ekvivalencia-osztălyokba sorolhatjuk a szerint, hogy mi a redukălt alakjuk. Az ekvivalencia-osztălyok szămăt a D diszkriminănshoz tartozć ideălosztăly szămnak nevezzĄk, Ćs h(D)-vel jelŤljĄk.

5. TĆrjĄnk vissza annak vizsgălatăhoz, hogy (2) megoldhatć-e? EuklidĆszi algoritmust alkalmazva x-re Ćs y-ra, az derĄl ki, hogy ha van egy megoldăsa (2)- nek, akkor van olyan, a (2) jobb oldalăval ekvivalens kvadratikus forma is, amelyre x = 1, y = 0 esetĆn lesz a forma ĆrtĆke n. KeressĄnk ilyen formăt. Nyilvăn a = n kell legyen, tovăbbă b^2 − D oszthatć kell legyen 4n-el, kĄlŤnben c nem lehetne egĆsz. KeressĄnk egy olyan 0 < b^′ < n-et, amelyre b^{′2} ≡ D (mod n). (Kell lenni ilyennek, legalăbb is ha n prąm, feltĆve, hogy (D|n) = 1.) Ha b^′ Ćs D parităsa megegyezik, akkor legyen b = b^′, egyĆbkĆnt legyen b = b^′ + n. Ŋgy c = (b^2 − D)/(4n) egĆsz lesz. Megmutathatć, hogy b lehetsĆges vălasztăsai ekvivalens formăkat eredmĆnyeznek. Ŋgy azt kell ellenŞriznĄnk, hogy ennek a formănak a redukălt alakja megegyezike a (2) jobb oldalăn szereplŞ forma redukălt alakjăval. Ha igen, akkor nyomon kŤvetve a redukcić sorăn felhasznălt helyettesątĆseket, x-et Ćs y-t is megkapjuk, amire (2) fennăll. Ha nem, akkor (2) nem oldhatć meg. Minden D-re a siker esĆlye 1/(2h(D)), mivel 1/2 esĆllyel tudunk gyŤkŤt vonni D-bŞl, Ćs ha sikerĄl, akkor 1/h(D) az esĆlyĄnk.

6. Ha sikerĄlt megtalălni ν-t, akkor mindjărt kĆt lehetsĆges m-et talăltunk. Ezeket megprćbăljuk faktorizălni, pĆldăul prćbaosztăssal. Ha sikerĄl annyi kis prąmfaktort levălasztani, hogy egy valćsząnŰ prąm marad vissza, akkor tovăbb lĆphetĄnk a rekurzićban. Ha ez nem sikerĄl, akkor čjabb D-vel prćbălkozunk.

7. VĆgĄl, ha a rekurzić elĆrt egy elĆg kis szămot, amirŞl măr ĂrănĆzĆsre" (pl. prćbaosztăssal) kiderĄl, hogy prąm, felĆpątjĄk a ĂbizonyątĆkot". Ez az

n = n_0, a_0, b_0, m_0, P_0, f_0, n_1, a_1, b_1, m_1, P_1, f_1, n_2, a_2, b_2, m_2, f_2, n_3, . . .

sorozat, ahol n = n_0, n_1, n_2, n_3, . . . prąmek, a_i, b_i egy modulo n_i elliptikus gŤrbe egyĄtthatći, m_i a rendje, P_i egy pontja, amely eleget tesz ezen pont elsŞ tĆtele feltĆteleinek, f_i pedig az m_i faktorizălt rĆsze čgy, hogy m_i = f_in_{i+1}. A ĂbizonyątĆk" meghatărozăsa čgy tŤrtĆnik, hogy (kellŞ pontossăgč lebegŞpontos aritmetikăt hasznălva) az adott n-hez talălt D diszkriminăns segątsĆgĆvel kiszămątjuk a H_D Hilbert-polinomot. Ez egy egĆsz egyĄtthatćs polinom h(D) fokszămmal, amelyet a

H_D(X) = ∏ (a,b,c) ( X − j ( b + √ D 2a ))

szorzat de˛niăl, ahol a szorzăs az Ťsszes, a D diszkriminănshoz tartozć pozitąv primitąv redukălt formăkra ĆrtendŞ, j pedig egy rŤgzątett komplex fĄggvĆny, amely a felsŞ fĆlsąkon van de˛niălva, Ćs

j(z) = ( 1 + 240

∑_∞

k=1 k^3q^k/(1 − q^k)

)_3 q ∏_∞

k=1(1 − q^k)^{24} , ahol q = e^{2πiz}. Megmutathatć, hogy

j(z) = 1 q + 744 + ∞∑ k=1 c_kq^k,

ahol a c_k egyĄtthatćk pozitąv egĆszek, Ćs j de˛nącićja alapjăn kŤnnyen kiszămąthatćk. Az m = |ν ± 1|^2 rendŰ elliptikus gŤrbĆk az

y^2 = x^3 + 3kx + 2k, y^2 = x^3 + 3kc^2x + 2kc^3

gŤrbĆk, ahol k ≡ x_0/(1728 − x_0) (mod n), c egy tetszŞleges szăm, amire (c|n) = −1, x_0 pedig H_D egy tetszŞleges gyŤke modulo n. Megmutathatć, hogy H_D modulo n elsŞfokč tĆnyezŞk szorzatăra bomlik.

12. § Polinomfaktorizălăs 59

12. Polinomfaktorizălăs

12.1. Polinomfaktorizălăs modulo egy prąm. Az Atkin-teszttel kapcsolatban kĆt problĆma maradt. Az elsŞ D modulo n vett nĆgyzetgyŤkĆnek meghatărozăsa, a măsik pedig a H_D Hilbert polinom egy modulo n vett gyŤkĆnek meghatărozăsa. Mivel az elsŞ problĆma speciălis esete a măsodiknak, csak az utćbbit tărgyaljuk. Ŕltalănosabban, legyen n prąm, Ćs tekintsĄk a Z/nZ felett vett 1 fŞegyĄtthatćjč p polinom p(x) = p_1(x)^{e1} · · · p_k(x)^{ek}

felbontăsănak megkeresĆsĆt, ahol p_1, . . . , p_k kĄlŤnbŤzŞ 1 fŞegyĄtthatćjč, Z/nZ felett irreducibilis polinomok, e_1, . . . , e_k pedig pozitąv egĆsz szămok.

12.2. VisszavezetĆs nĆgyzetmentes esetre. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, legyen d(x) = lnko(p(x), p^′(x)).

Ha d(x) = 1, akkor p nĆgyzetmentes kell legyen, mert p_j (x)^{ej −1} kŤzŤs osztćja p-nek Ćs p^′-nek. Ha d(x) ≠ 1 Ćs d(x) ≠ p(x), akkor d valćdi faktora p-nek. Ekkor p faktorizălăsăt d(x) Ćs p(x)/d(x) faktorizălăsăra vezettĄk vissza. VĆgĄl, ha d(x) = p(x), akkor p^′(x) = 0, ągy p-ben a p_i egyĄtthatćja x^i-nek nulla, ha i nem tŤbbszŤrŤse n-nek. Ekkor p(x) = q(x^n) = q(x)^n; az utolsć ŤsszefĄggĆshez vegyĄk Ćszre, hogy a binomiălis tĆtel alapjăn ( q_1(x) + q_2(x)

)_n = q_1(x)^n + q_2(x)^n,

tovăbbă ha q(x) = q_0 + q_1x + · · · + q_mx^m,

akkor az elŞzŞ ŤsszefĄggĆs Ćs a kis Fermat tĆtel alapjăn

q(x)^n = q^n_0 + (q_1x)^n + · · · + (q_mx^m)^n = q(x^n).

12.3. VĆges testek.

(1) Egy F vĆges test elemeinek szăma n^d valamely n prąmre Ćs d pozitąv egĆsz kitevŞre;

(2) az F^∗ csoport ciklikus;

(3) ha p egy d-ed fokč, 1 fŞegyĄtthatćjč, Z/nZ felett irreducibilis polinom, akkor a d-nĆl alacsonyabb fokč Z/nZ feletti polinomok modulo p egy n^d elemŰ testet alkotnak;

(4) egy d-ed fokč, Z/nZ felett irreducibilis, 1 fŞegyĄtthatćjč p polinom akkor Ćs csakis akkor osztja x^{nm} − x-et, ha d | m.

MegjegyezzĄk, hogy megmutathatć, minden d > 0 egĆszre lĆtezik d-ed fokč, 1 fŞegyĄtthatćjč, irreducibilis polinom Z/nZ felett, Ćs az Ťsszes n^d elemŰ testek izomorfak.

Bizonyątăs. (1)-hez, a legkisebb n, amelyre n·1 = 0, prąm, Ćs F vĆges dimenzićs a {0, 1, 2, . . . , n − 1} rĆsztest felett. (2) ugyančgy kŤvetkezik a 3.9 lemmăbćl, mint ahogy a 3.10 tĆtel kŤvetkezett. (3)-hoz vegyĄk Ćszre, hogy a d-nĆl alacsonyabb fokč polinomok modulo p, n egy egysĆgelemes kommutatąv gyŰrŰt alkotnak, amelyben minden nem nulla elem inverze megkereshetŞ az euklidĆszi algoritmussal. VĆgĄl (4) bizonyątăsăhoz vegyĄk Ćszre, hogy bărmely q ∈ F-re q^{nd} = q modulo p, n. Innen ℓ szerinti teljes indukcićval

q^{ndℓ} = q^{nd(ℓ−1) ·nd} = ( q^{nd(ℓ−1)}

)_nd = q^{nd} = q.

Ŋgy d|m esetĆn x^{nm} = x. A megfordątăshoz, legyen ξ egy generătora F^∗-nak. Azok az η ∈ F-ek, amelyekre η^{nm} = η, az Ťsszeadăsra Ćs a szorzăsra zărt halmazt alkotnak. Ŋgy ha x^{nm} = x, akkor ξ-re (amely egĆsz egyĄtthatćs polinom x-ben), teljesĄl, hogy ξ^{nm} = ξ. De ha m = ℓd+r, 0 ≤ r < d, akkor ξ^{nm} = ξ^{nℓd·nr} = ξ^{nr} , ami ellentmondăs, ha r ≠ 0.

12.4. Faktorizălăs kĄlŤnbŤzŞ fokč faktorokra. Tovăbbra is Z/nZ felett dolgozva, ahol n prąm, az 1 fŞegyĄtthatćs nĆgyzetmentes p polinomra Ćs d = 1, 2, . . . - re kĆpezzĄk az p_d(x) = lnko ( p(x), x^{nd} − x ) polinomokat. Ez a p Ťsszes d-ed fokč irreducibilis faktorainak szorzata lesz. Ezutăn p-t p/p_d-vel helyettesątjĄk, Ćs a kŤvetkezŞ d-vel folytatjuk. Itt x^{nd} -t csak modulo p, n szămątjuk ki, x^{nd−1} modulo p, n felhasznălăsăval. Az eljărăs vĆget Ćr, ha 2d nagyobb, mint p foka.

12.5. Hasątăs. Az elŞzŞ lĆpĆs utăn feladatunk olyan Z/nZ feletti, 1 fŞegyĄtthatćs p_d polinomok faktorizălăsa, amelynek faktorai d-ed fokčak Ćs kĄlŤnbŤzŞk. A p_d-t az alăbbi valćsząnŰsĆgi algoritmussal Ăhasąthatjuk", ha n păratlan: Legyen t egy vĆletlen polinom. Ekkor

t(x) ( t(x)^{(nd −1)/2} − 1 ) ( t(x)^{(nd −1)/2} + 1 ) = t(x)^{nd} − t(x),

Ćs a bal oldalon szereplŞ polinom oszthatć p_d-vel. Jć esĆly van arra, hogy a jobb oldalon ăllć szorzatnak p_d faktorai nem mind ugyanazt a tĆnyezŞjĆt osztjăk. Ŋgy p Ćs a jobb oldalon ăllć tĆnyezŞk legnagyobb kŤzŤs osztćit kĆpezve, p_d nagy valćsząnŰsĆggel hasąthatć.

13. § Az AKS-teszt 61

13. Az AKS-teszt

13.1. Az AKS-teszt alapŤtlete. 2002-ben Agrawal, Kayal Ćs Saxena indiai informatikusok egy olyan algoritmust talăltak, amely bărmely n termĆszetes szămra kĆpes eldŤnteni, hogy prąm-e, Ćs futăsideje O(lg^{13} n). Az alapŤtlet a kŤvetkezŞ: ha s Ćs n relatąv prąmek, akkor (x + s)^n ≡ x^n + s (mod n) pontosan akkor teljesĄl, ha n prąm; valćban, ha n prąm, akkor nyilvăn teljesĄl az ŤsszefĄggĆs, măsrĆszt, ha p^k | n de p^{k+1} ̸| n, akkor

p^k ̸| ( n p ) = n(n − 1) · · · (n − p + 1) 1 · 2 · · · p Ćs relatąv prąm s^{n−p}-hez, ągy x^p egyĄtthatćja nem nulla. Vizsgăljuk az (x + s)^n ≡ x^n + s (mod x^r − 1, n) kongruenciăt, de sok kĄlŤnbŤzŞ s-re.

13.2. AKS-tĆtel [3]. Ha n ∈ N^+, q, r ∈ P, S ⊂ Z vĆges, q|r − 1, Ćs n^{(r−1)/q} mod r /∈ {0, 1}, tovăbbă lnko(n, s − s^′) = 1, ha s, s^′ ∈ S, s ≠ s^′ Ćs ( ♮(S) + q − 1 ♮(S) ) ≥ n^{2⌊√r⌋}, (x + s)^n ≡ x^n + s (mod x^r − 1, n) minden s ∈ S-re,

akkor n prąmhatvăny.

13.3. MegjegyzĆsek. (1) Megmutatjăk, hogy van olyan c, hogy c lg^6 n-ig van olyan r, amelyre r − 1-nek van olyan q prąmosztćja, hogy q ≥ 4 √ r lg n Ćs q osztja az n-nek mod r vett rendjĆt. (Ez azzal ekvivalens, hogy n^{(r−1)/q} mod r ≠ 1, mert q > √ r − 1.) Az elĆg nagy Sophie Germain prąmek kŤzĄl nagyon sok jć, ekkor q ≈ 32 lg^2 n.

(2) Mivel ( ♮(S) + q − 1 )( ♮(S) + q − 2 ) · · · ( ♮(S) + 1 ) 1 · 2 · · · (q − 1) ≥ ( ♮(S) + 1 q − 1

)_{q−1} , Ćs ha ( ♮(S) + 1 q − 1

)_{q−1} ≈ n^{2√r},

akkor r 2 lg 2♮(S) r ≈ 2 √ r lg n,

azt kapjuk, hogy √ r lg

2♮(S) r ≈ 4 lg n, lg

2♮(S) r ≈ 1 2 = lg √ 2, ♮(S) ≈ 1 √ 2 r. (3) Hatvănyteszt: ha n = m^e Ćs 2^k ≤ n < 2^{k+1}, ahol k ≈ lg n Ćs binăris keresĆssel kŤnnyŰ megtalălni, akkor e ≤ k, k ≤ e lg m < k + 1, amibŞl ⌊k/e⌋ ≤ lg m < ⌈(k + 1)/e⌉, ągy m-et binăris keresĆssel kŤnnyŰ megtalălni.

(4) A tesztet tovăbb ĆlesątettĆk r ≈ 0.01 lg^2 n-ig, Ćs ♮(S) is csŤkkenthetŞ. Ezzel a tesztet tŤbb millićszorosra gyorsątottăk, sebessĆge lg^{6+o(1)} n.

(5) Rekordokra nem alkalmas, tărkorlătos.

13.4. Bernstein tĆtele [6]. Legyenek n, d Ćs e pozitąv egĆszek, c Ćs c_− egĆszek, legyen f ∈ Z_n[y] egy d-ed fokč fŞpolinom. Legyen R a Z_n[y]/(f) gyŰrŰ, r ∈ R, S ⊂ R. TegyĄk fel, hogy (1) e|n^d − 1;

(2) r^{nd−1} = 1 az R-ben;

(3) r^{(nd−1)/q} − 1 egysĆg R-ben az e bărmely q prąmosztćjăra; (4) minden s ∈ S egysĆg R-ben;

(5) s^e − s^{′e} egysĆg R-ben, ha s, s^′ ∈ S, s ≠ s^′; (6) s^e − r egysĆg R-ben minden s ∈ S-re; (7) e > c ≥ c_− ≥ 0; (8) ( e · ♮(S) c_− )( c c_− )( e · ♮(S) − c_− + e − 1 − c e − 1 − c ) ≥ n^{d⌈}

√_{e/3⌉} ; (9) (x − s)n^d = r^{(nd −1)/e}x − s az R[x]/(x^e − r) gyŰrŰben minden s ∈ S-re.

Ekkor n prąmhatvăny.

13.5. MegyjegyzĆsek. (1) a d vărhatć ĆrtĆke nagyon kicsi, gyakorlatilag d mindig 1, Ćs d^2⌈lg n⌉^2 < e < (d + 1)d^2⌈lg n⌉^2 talălhatć, ekkor ♮(S) = 1, de măr e ≈ 0.01 lg^2 n-re is ♮(S) elĆg kicsi.

(2) A c Ćs c_− optimizăcićs paramĆterekre cĆlszerŰen c ≈ e/2 Ćs

c_− ≈

♮(S) ♮(S) + 2 + √ ♮(S)^2 + 1 e.

V. SZITA MŢDSZEREK

A faktorizălăs Ănagyăgyči" a kĄlŤnbŤzŞ szita mćdszerek. Ha a faktorizălandć Ťsszetett szăm faktorai mind nagyok, akkor ezek a legjobb ismert mćdszerek. TermĆszetesen elŞbb egyszerŰbb mćdszerek (prćbaosztăs, Pollard ϱ Ćs p − 1 mćdszere, esetleg Williams mćdszere, illetve elliptikus gŤrbĆk) segątsĆgĆvel Ćrdemes levălasztani a Ăkis" faktorokat, mivel a szita mćdszerek ugyanannyi idŞ alatt talălnak meg egy kis faktort, mint egy nagyot. Jelenleg a szita mćdszerek teljesątŞkĆpessĆge 200- năl tŤbb jegyŰ szămok faktorizălăsăt is lehetŞ teszi, sŞt, nagyobbakĆt is, ha a szăm speciălis alakč.

14. A szita mćdszerek alapjai

14.1. Dixon vĆletlen nĆgyzet mćdszere. Ez mĆg nem igazăn szita mćdszer, de az alapgondolatok egy rĆszĆt megvilăgątja. Fermat mćdszerĆnĆl n faktorizălăsăhoz olyan x, y egĆszeket kerestĄnk, amelyekre n = x^2 − y^2. Ezt a feltĆtelt enyhąthetjĄk: ha vĆletlen x, y egĆszekre n | x^2 − y^2 = (x − y)(x + y), akkor jć esĆlyĄnk van arra, hogy n faktorai megoszlanak x − y Ćs x + y kŤzŤtt, ągy mindkĆt szăm legnagyobb kŤzŤs osztćjăt kiszămątva n-el, azt hasąthatjuk. ElĆg tehăt nĆhăny ilyen x, y păr talălni. Dixon mćdszerĆnĆl elŞszŤr vălasztunk egy K > 0 korlătot. Ezutăn vĆletlen m ĆrtĆkekre kiszămątjuk az r(m) = m^2 mod n maradĆkot, Ćs megprćbăljuk azt faktorizălni. Azokat az m ĆrtĆkeket, amelyekre az r(m) maradĆk K-sima, azaz minden faktora kisebb, mint K, eltăroljuk, r(m) prąmfelbontăsăval egyĄtt.

Legyen r(m_i) prąmfelbontăsăban a p_j < K prąm kitevŞje e_{i,j} . Az x^2-et bizonyos r(m_i)-k szorzatakĆnt fogjuk keresni. Ha sikerĄl elĆrni, hogy ez a szorzat nĆgyzetszăm legyen, akkor, mivel tetszŞleges m^2_i -k szorzata mindig nĆgyzetszăm, a megfelelŞ m_i-k szorzatăt vĆve y-nak, x^2 ≡ y^2 (mod n) teljesĄl. Hogy az r(m_i)-k szorzata nĆgyzetszăm legyen, azt kell elĆrnĄnk, hogy ∑ i e_{i,j} păros legyen minden jre. JelŤlje e_i azt a vektort, amelynek j-edik koordinătăja e_{i,j} mod 2. Bizonyos r(m_i) szămok szorzata pontosan akkor nĆgyzetszăm, ha a megfelelŞ e_i vektorok modulo 2 vett Ťsszege a nullvektor. Tehăt a megfelelŞ r(m_i) maradĆkok kivălasztăsăhoz olyan e_i vektorokat kell keresni, amelyek modulo 2 vett Ťsszege nullvektor. Ilyen rendszer mindig lĆtezik, ha az r(m_i)-k szăma nagyobb, mint a p_j -k szăma, mert ekkor az e_i vektorok modulo 2 lineărisan fĄggŞek. MinĆl nagyobb a kĄlŤnbsĆg, annăl tŤbb ilyen kombinăcićt talălhatunk modulo 2 vĆgzett Gauss-eliminăcićval, vagy măs lineăris algebrai mćdszerrel.

TermĆszetesen K vălasztăsa kritikus. Ha K tčl kicsi, akkor nagyon kicsi az esĆlye, hogy az r(m) maradĆk K-sima legyen. Ha K tčl nagy, akkor a p_j prąmek szăma lesz tčl nagy. Legyen L_n(β) = e^{β√ln n ln ln n}. Dixon algoritmusa pontosan analizălhatć, Ćs megmutathatć, hogy ha Gauss-eliminăcićt hasznălunk, akkor K-t nagysăgrendben L_n(1/2)-nek Ćrdemes vălasztani, a futăsidŞ nagysăgrendben L_n(3/2), a tărigĆny pedig nagysăgrendben L_n(1) lesz. Ha kihasznăljuk, hogy az (e_{i,j} ) mătrix ritka, akkor K-t nagysăgrendben L_n(1/ √ 2)-nek Ćrdemes vălasztani, Ćs nagysăgrendben L_n( √ 2) idŞ Ćs L_n(1/ √ 2) tăr szĄksĆges.

A mćdszer tovăbbi ˛nomątăsăval elĆrhetjĄk, hogy az r(m) maradĆkok nagysăgrendje ne az n, hanem csak n^{2/3} nagysăgrendjĆvel egyezzen meg, de eloszlăsuk mĆg mindig vĆletlenszerŰ legyen. Ŋgy egy mĆg mindig pontosan analizălhatć, de gyorsabb mćdszerhez juthatunk. A gyakorlatban jobb azonban lemondani a pontos analizălhatćsăgrćl, Ćs minĆl kisebbre leszorątani az r(m) maradĆkok nagysăgrendjĆt. Egy ilyen mćdszer a lănctŤrtek felhasznălăsăn alapul.

14.2. LănctŤrtek. Legyenek 0 < u_1 < u_0 egĆszek, ekkor

u_1/u_0 = 1/(u_0/u_1) = 1/(a_1 + u_2/u_1) = 1/(a_1 + 1/(u_1/u_2)) = 1/(a_1 + 1/a_2 + u_3/u_2)) = . . . ,

ahol a_i = ⌊u_{i−1}/u_i⌋ Ćs u_{i+1} = u_{i−1} mod u_i. VegyĄk Ćszre a kapcsolatot az euklidĆszi algoritmussal. Ŕltalănosabban, legyen 0 < x < 1, x_0 = x, Ćs ha x_n ≠ 0, legyen a_{n+1} = ⌊1/x_n⌋ Ćs x_{n+1} = 1/x_n − a_{n+1}. VezessĄk be a lănctŤrtekre a

//a_1, . . . , a_n// = 1/(a_1 + 1/(a_2 + . . . + 1/a_n) . . . )

jelŤlĆst. Ekkor x = //a_1, . . . , a_{n−1}, a_n + x_n//.

De˛niăljuk a k_n polinomokat, az čgynevezett kontinuănsokat (a k_n pontosan n văltozćs): legyen k_n(a_1, . . . , a_n) = 1, ha n = 0, legyen k_1(a_1, . . . , a_n) = a_1, ha n = 1, Ćs indukcićval legyen k_n(a_1, a_2, a_3, . . . , a_n) = a_1k_{n−1}(a_2, a_3, . . . , a_n) + k_{n−2}(a_3, . . . , a_n). Teljes indukcićval azonnal adćdik az Euler ăltal felfedezett ŤsszefĄggĆs, hogy k_n(a_1, . . . , a_n) az Ťsszes olyan szorzatok Ťsszege, amelyek elŞălląthatćk čgy, hogy az a_1a_2 · · · a_n szorzatbćl nĆhănyszor egymăs utăn tŤrlĄnk kĆt egymăs melletti tĆnyezŞt. (Źsszesen F_n ilyen szorzat van, ahol F_n az n-edik Fibonacci szăm). EbbŞl azonnal kŤvetkezik a k_n(a_1, . . . , a_n) = k_n(a_n, . . . , a_1) szimmetria.

A lănctŤrtek feląrhatćk a kontinuănsok segątsĆgĆvel: teljes indukcićval kŤnnyen adćdik, hogy

//a_1, . . . , a_n// = k_{n−1}(a_2, a_3, . . . , a_n) k_n(a_1, a_2, . . . , a_n)

Az x lănctŤrt kifejtĆse nyilvăn akkor Ćs csak akkor vĆges, ha x racionălis. EgyĆbkĆnt x nyilvăn //a_1, . . . , a_n// Ćs //a_1, . . . , a_{n−1}, a_n + 1// kŤzŤtt van. Megmutatjuk, hogy //a_1, . . . , a_n// igen gyorsan konvergăl x-hez, ha n → ∞. Ennek belătăsăhoz szĄksĆgĄnk van a kontinuănsokra ĆrvĆnyes

k_n(a_1, . . . , a_n)k_n(a_2, . . . , a_{n+1}) − k_{n+1}(a_1, . . . , a_{n+1})k_{n−1}(a_2, . . . , a_n) = (−1)^n

ŤsszefĄggĆsre, ami indukcićval kŤnnyen adćdik, ha a jobb oldalon az a_1-et tartalmazć kontinuănsokra alkalmazzuk a de˛nącićt. Most

|x − //a_1, . . . , a_n//| = |//a_1, . . . , a_{n−1}, a_n + x_n// − //a_1, . . . , a_n//| = |//a_1, . . . , a_n, 1/x_n// − //a_1, . . . , a_n//| ≤ |//a_1, . . . , a_n, a_{n+1}// − //a_1, . . . , a_n//| = | | | k_n(a_2, . . . , a_n, a_{n+1}) k_{n+1}(a_1, a_2, . . . , a_n, a_{n+1}) − k_{n−1}(a_2, . . . , a_n) k_n(a_1, . . . , a_n) | | | ≤ 1 k_{n+1}(a_1, . . . , a_{n+1})k_n(a_1, . . . , a_n) . 14.3. Kvadratikus irracionălis szămok lănctŤrt alakja. Legyen d olyan pozitąv egĆsz szăm, amely nem teljes nĆgyzet, u pedig egĆsz szăm čgy, hogy x = √ d − u-ra 0 < x < 1 teljesĄljŤn. Legyen u_0 = u, v_0 = 1 Ćs indukcićval legyen v_{n+1} = (d − u^2_n)/v_n, a_{n+1} = ⌊( √ d + u_n)/v_{n+1}⌋, u_{n+1} = a_{n+1}v_{n+1} − u_n. Teljes indukcićval megmutatjuk, hogy ekkor az a_n egĆszek az x lănctŤrt kifejtĆsĆnek jegyei Ćs x_n = ( √ d − u_n)/v_n.

Mivel x_0 = √ d − u, ągy 1 x_0 = 1 √ d − u = √ d + u d − u^2 = √ d + u_0 v_1 , ągy n = 1-re minden ăllątăs teljesĄl.

Indukcićval, 1 x_n = 1 √ d − u_n = √ d + u_n d − u^2_n = √ d + u_n v_{n+1} , amibŞl a_{n+1} = ⌊( √ d + u_n)/v_{n+1}⌋ Ćs

x_{n+1} = 1 x_n

− a_{n+1} = √ d + u_n − a_{n+1}v_{n+1} v_{n+1} = √ d − u_{n+1} v_{n+1} .

Măsodik lĆpĆskĆnt megmutatjuk, hogy 0 < u_n < √ d Ćs 0 < v_n < 2 √ d egĆszek Ćs v_n | d − u^2_n. Ez is nyilvăn teljesĄl n = 1-re. Indukcićval, mivel v_n | d − u^2_n, kapjuk, hogy v_{n+1} egĆsz, Ćs mivel 0 < u_n < √ d, azt is kapjuk, hogy v_{n+1} > 0.

Mivel mint lăttuk, 1/x_n = ( √ d + u_n)/v_{n+1} > 1, kŤvetkezik, hogy v_{n+1} < √ d + u_n < 2 √ d. Hasonlćan, mivel mint lăttuk x_{n+1} = ( √ d − u_{n+1})/v_{n+1}, kapjuk, hogy

0 < u_{n+1} < √ d; valćban x_{n+1} < 1 miatt elĆg a v_{n+1} > √ d esettel foglalkozni. Ekkor u_{n+1} = a_{n+1}v_{n+1} − u_n ≥ v_{n+1} − u_n > √ d − u_n > 0. VĆgĄl d − u^2_{n+1} = d − (a_{n+1}v_{n+1} − u_n)^2 = d − u^2_n + a^2_{n+1}v^2_{n+1} + 2u_na_{n+1}v_{n+1}, kapjuk, hogy v_{n+1} | d − u^2_{n+1}.

VĆgĄl megmutatjuk, hogy ha p_n = k_{n−1}(a_2, . . . , a_n) Ćs q_n = k_n(a_1, . . . , a_n), akkor (p_n + uq_n)^2 − dq^2_n = (−1)^{n+1}v_{n+1}.

Ez n = 1-re kŤnnyen kiszămąthatć, ha felhasznăljuk v_2, majd v_1 Ćs u_1 de˛nącićjăt. Az indukcićs lĆpĆshez azt kell belătni, hogy y = − √ d − u jelŤlĆssel − v_{n+1} v_n = (q_nx − p_n)(q_ny − p_n) (q_{n−1}x − p_{n−1})(q_{n−1}y − p_{n−1}) . Ennek igazolăsăhoz elŞszŤr is vegyĄk Ćszre, hogy az x = //a_1, . . . , a_n, 1/x_n// ŤsszefĄggĆsbŞl x = k_n(a_2, . . . , a_n, 1/x_n) k_{n+1}(a_1, . . . , a_n, 1/x_n) = p_n/x_n + p_{n−1} q_n/x_n + q_{n−1} . EbbŞl x_n = − q_n q_{n−1} x − p_n/q_n x − p_{n−1}/q_{n−1} . Ha most az y_0 = y, y_n = (− √ d−u_n)/v_n sorozatot tekintjĄk, akkor teljes indukcićval kŤnnyen igazolhatć, hogy y = //a_1, . . . , a_n, 1/y_n//.

EbbŞl a fentiekhez hasonlćan azt kapjuk, hogy

y_n = − q_n q_{n−1} y − p_n/q_n y − p_{n−1}/q_{n−1} . Az x_n-re Ćs y_n-re kapott kifejezĆseket Ťsszeszorozva, kapjuk az indukcićs lĆpĆs igazolăsăhoz szĄksĆges ŤsszefĄggĆst.

VĆgĄl levezetĄnk mĆg egy ŤsszefĄggĆst, megmutatjuk, hogy v_{n+1} = a_n(u_{n−1} − u_n) + v_{n−1}.

Valćban,

v_{n+1} = d − u^2_n v_n = v_{n−1}(d − (a_nv_n − u_{n−1})^2)

d − u^2_{n−1}

= v_{n−1} + a_n v_{n−1}v_n d − u^2_{n−1}

(2u_{n−1} − a_nv_n) = v_{n−1} + a_n(u_{n−1} − u_n).

14.4. Faktorizălăs lănctŤrtekkel. Ez az algoritmus olyan (p, v) părokat Ătermel", amelyekre p^2 ≡ ±v (mod n), Ćs v Ăkicsi". A termĆszetes d = n vălasztăs helyett a d = kn vălasztăssal ĆlĄnk, ahol k kis termĆszetes szăm; a k paramĆter szabad vălasztăsa tŤbb lehetŞsĆget ad. Az algoritmus a kŤvetkezŞ:

(1) [Inicializălăs.] Legyen d ← kn, r ← ⌊ √ d⌋, r^′ ← 2r, u ← u^′ ← r^′, v ← 1, v^′ ← d − r^2, p ← r, p^′ ← 1, a ← 0, s ← 0. Az algoritmus sorăn u, u^′, v, v^′, p, p^′, a, s ĆrtĆke rendre r+u_i, r+u_{i−1}, v_i, v_{i−1}, (p_i +rq_i) mod n, (p_{i−1} +rq_{i−1}) mod n, a_i Ćs i mod 2, az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel. Mindig 0 < v ≤ u ≤ r^′, ągy u, u^′, v, v^′ szămjegyeinek szăma alig tŤbb mint fele n szămjegyei szămănak.

(2) [Ůj u, v Ćs s.] Legyen t ← v, v ← a(u^′ − u) + v^′, v^′ ← t, a ← ⌊u/v⌋, u^′ ← u, u ← r^′ − (u mod v), s ← 1 − s.

(3) [Prćbaosztăs.] Most p^2 − knq^2 = (−1)^sv valamely q egĆszre, azaz p^2 ≡ (−1)^sv (mod n). Megprćbăljuk v-t faktorizălni, ha sikerĄl, eltăroljuk.

(4) [Ůj p.] Ha v ≠ 1, akkor legyen t ← p, p ← (ap + p^′) mod n, p^′ ← t, Ćs menjĄnk (2)-re, egyĆbkĆnt vĆge.

Megmutathatć, hogy az elsŞ v ĆrtĆk, ami măsodszor fordul elŞ, csak v = 1 lehet. Ha ez hamar bekŤvetkezik (ami ritka eset), akkor čj k-t vălasztva, folytathatjuk a (p, v) părok gyŰjtĆsĆt.

14.5. A kvadratikus szita. Az alapgondolat, hogy az n szăm faktorizălăsăhoz a q(x) = (x + b)^2 − n polinom ĆrtĆkeit tekintjĄk, ahol x ∈ [−m, m] egĆsz szăm, Ćs b = ⌈ √ n⌉, hogy a polinom ĆrtĆkei Ăkicsik" legyenek: a legnagyobb ĆrtĆk (m + b)^2 − n ≈ 2m √ n. Itt is vălasztunk egy B Ăsimasăgi hatărt", az ennĆl kisebb prąmek tartoznak az F Ăfaktorbăzisba". Pontosabban, mivel p|(x + b)^2 − n azzal ekvivalens, hogy (x + b)^2 ≡ n (mod p), elĆg azokat a p < B prąmeket bevenni, amelyekre n kvadratikus maradĆk. Lătszćlag gondot okoz, hogy x < 0 esetĆn q(x) negatąv. Ezen azonban kŤnnyen segąthetĄnk: a −1-et is bevesszĄk a faktorbăzisba.

Hogy a faktorbăzis minĆl tŤbb elemet tartalmazzon, esetleg Ćrdemes lehet n-et kn-nel helyettesąteni, čgy vălasztva a kis k szorzćt, hogy minĆl tŤbb kis prąm legyen, amelyre kn kvadratikus maradĆk. (A tovăbiakban ezt az čj ĆrtĆket jelŤljĄk n-nel.) PĆldăul 2 pontosan akkor kerĄl be a faktorbăzisba, ha n ≡ 1 (mod 8).

A kvadratikus szita legfontosabb gondolata, hogy szitălăssal kiszŰrjĄk azokat az x-eket, amelyekre q(x) (legalăbbis nagy valćsząnŰsĆggel) Ăsima", azaz a faktorbăzis felett faktorizălhatć. Ez čgy tŤrtĆnik, hogy minden p ∈ F -re egy szitatăbla kezdetben kinullăzott, x-nek megfelelŞ helyĆhez hozzăadjuk log(p) ĆrtĆkĆt, ha p|q(x); a logaritmus alapja tetszŞleges. (MĆg jobbnak tŰnik a p p − 1 log p = log p ( 1 + 1 p + 1 p^2

+ · · · )

ĆrtĆket hozzăadni, abbćl a meggondolăsbćl, hogy ha p|q(x), akkor 1/p valćsząnŰsĆggel p^2|q(x), Ćs 1/p^2 valćsząnŰsĆggel p^3|q(x), stb.) Ezek a helyek kĆt szămtani sorozatot alkotnak, mindkettŞ di¸erenciăja p, kezdŞĆrtĆkĄk pedig −b ± √ n mod p.

Ha egy x-re a logaritmusok Ťsszege elĆri log | |q(x) | | ĆrtĆkĆt, akkor q(x) biztosan sima, Ćs nagy valćsząnŰsĆggel ez a helyzet akkor is, ha csak megkŤzeląti ezt az ĆrtĆket. (Ŕltalăban elĆg a logaritmusok kerekątett ĆrtĆkeinek ŤsszegĆt egy, legfeljebb kĆt băjton gyŰjteni.) Ezekre az x-ekre prćbaosztăssal vagy măs mćdon fektorizăljuk q(x) ĆrtĆkĆt. Ha sikerĄlt nĆhănnyal tŤbb, a faktorbăzis feletti teljes faktorizălăst gyŰjteni, mint a faktorbăzis elemeinek szăma, akkor ugyančgy eljărva, mint Dixon mćdszerĆnĆl, Ăhasąthatjuk" n-et.

Egy tovăbbi ˛nomątăs a Ănagy prąm văltozat": ha a prćbaosztăssal nem sikerĄl teljesen faktorizălni a faktorbăzis felett (egy čgynevezett Ăteljes relăcićt" kapni), akkor rendszerint q(x)-bŞl egy B-nĆl nem kisebb nagy prąm marad vissza. Az ilyen felbontăsokat hąvjuk Ăparciălis relăcićknak". Ha kĆt vagy tŤbb parciălis relăcićban ugyanaz a nagy prąm, akkor az egyikkel (cĆlszerŰen azzal, amelyikben a măsodik legnagyobb prąm a legkisebb) vĆgigszorozva a tŤbbit, azokbćl teljes relăcićt kaphatunk, mert a nagy prąm nĆgyzeten lesz. Hogy tŤbb parciălis relăcićt gyŰjthessĄnk, cĆlszerŰ megnŤvelni a log | |q(x) | | Ćs a logaritmusok Ťsszege kŤzŤtt megtŰrt kĄlŤnbsĆg ĆrtĆkĆt; persze nem tčlsăgosan, mert ha a Ănagy prąm" tčlsăgosan nagy, akkor măr kicsi a valćsząnŰsĆge, hogy mĆgegyszer elŞfordul. Tovăbbi ˛nomątăs, hogy kĆt vagy akăr hărom Ănagy prąm"-et is megengedĄnk. PĆldăul kĆt nagy prąmbŞl az egyiket (Ťsszeszorzăssal) kikĄszŤbŤlve olyan parciălis relăcićt kapunk, amiben mĆg kĆt nagy prąm lesz, de azok măr kisebbek, ha pedig sikerĄl olyan parciălis relăcićval szorozni, amelyben csak egy nagy prąm van, akkor a szorzatokban măr csak egy nagy prąm lesz. (A megvalćsątăshoz cĆlszerŰ verem struktčrăt hasznălni.) Mivel ągy csak az lĆnyeges, hogy a logaritmusok Ťsszege Ćs log | |q(x) | | kŤzŤtt a kĄlŤnbsĆg ne legyen tčl nagy, az utćbbit egyszerŰen a log max_{x∈[−m,m]} | |q(x) | | konstanssal helyettesątjĄk, Ćs egyszerŰen minden olyan x-re prćbaosztunk, amelyre a logaritmusok Ťsszege elĆri ennek a T -ed rĆszĆt, ahol a T Ătreshold" ĆrtĆk 1,5-tŞl 2,6-ig nŞ, ahogy a decimălis jegyek szăma nŞ 24-tŞl 66-ig.

14.6. TŤbbpolinomos kvadratikus szita. A kvadratikus szitănak nagy hătrănya, hogy ha nem sikerĄlt elĆg relăcićt gyŰjteni, akkor a [−m, m] intervallum mĆretĆt meg kell nŤvelni, Ćs kezdhetjĄk elŞlrŞl a szitălăst. CĆlszerŰbb tŤbb x → (ax + b)^2 − n alakč polinomot hasznălni, kĄlŤnbŤzŞ a, b ĆrtĆkekkel; a faktorbăzis mindig ugyanaz. (TermĆszetesen ągy a szitălăs kŤnnyen părhuzamosąthatć, Ćs a belsŞ tăr igĆny is jćval kisebb lehet.) CĆlszerŰ lesz b ĆrtĆkĆt čgy vălasztani, hogy b^2 − n tŤbbszŤrŤse legyen a-nak, azaz b^2 − n = ac teljesĄljŤn; a ˛nom Ťtlet ebben, hogy ekkor a polinom alakja x → a(ax^2 + 2bx + c), Ćs ha a-t egy d (valćsząnŰ) prąm nĆgyzetĆnek vălasztjuk, akkor csak a q(x) = ax^2 +2bx+c polinom ĆrtĆkĆnek kell simănak lenni. Mint majd lătni fogjuk, elĆrhetjĄk, hogy |2b| < |a| Ćs |a| ≪ √ n legyen. Ilyen feltĆtelek mellett ac ≈ −n Ćs ągy ha a pozitąv, akkor c negatąv. Az a ĆrtĆkĆnek cĆlszerŰ vălasztăsăhoz vegyĄk Ćszre, hogy a [−m, m] intervallum vĆgpontjaiban q ĆrtĆke ≈ am^2 + c, a kŤzĆppontjăban pedig ≈ c. Hogy a q polinom abszolčt ĆrtĆke mindenĄtt lehetŞleg kicsi legyen, cĆlszerŰ, ha am^2 + c ≈ |c|, azaz am^2 + c ≈ −c, ahonnan a ≈ √ 2n/m Ćs c ≈ m √ n/2.

Egy d ≈ (2n/m^2)^{1/4} valćsząnŰ prąmet vălasztva, amelyre (d|n) = 1 Ćs d ≡ 3 (mod 4), a kŤvetkezŞkĆppen jărhatunk el: Legyen a = d^2, Ćs h_0 ≡ n^{(d−3)/4} (mod d), tovăbbă legyen h_1 ≡ nh_0 ≡ n^{(d+1)/4} (mod d). Ekkor

h^2_1 ≡ n · n^{(d−1)/2} ≡ n,

mivel (d|n) = 1. Legyen h_2 (mod d) az (n−h^2_1)/d Ćs a 2h_1 modulo d vett inverzĆnek szorzata; ez utćbbi szămolăsăhoz vegyĄk Ćszre, hogy h_0 a h_1 modulo d vett inverze. VĆgĄl legyen b ≡ h_1 + h_2d (mod a);

erre b^2 ≡ h^2_1 + 2h_1h_2d + h_2d^2 ≡ n (mod a).

MegfelelŞen vălasztva h_1-et Ćs h_2-t az adott maradĆkosztălybćl, elĆrhetjĄk, hogy |2b| < a legyen. A c is kiszămolhatć, de nincs is ră szĄksĆg: mivel

q(x) =

(ax + b)^2 − n a Ćs a relatąv prąm minden p ∈ F -hez, a q(x) ≡ 0 (mod p) egyenlet ekvivalens az (ax + b)^2 ≡ n (mod p) egyenlettel, aminek megoldăsai x ≡ (−b ± √ n)/a.

14.7. PĆlda. A kŤvetkezŞ pĆlda egy futtatăst mutat be. Egy 267 bites Ťsszetett szămot kąvănunk faktorizălni. A szita intervallum 12 darab 32768 hosszč blokkbćl ăll, tehăt 393216 egysĆget tartalmaz. A B Ăsimasăgi korlăt" 1300967, a faktorbăzis 50294 prąmet tartalmaz. A prćbaosztăs 27 bitig tŤrtĆnik. A nagy prąm korlăt 128795733 (26 bit). Źsszesen 25952 Ăteljes" relăcićt sikerĄlt kŤzvetlenĄl talălni, 24462 teljes relăcić pedig a parciălis relăcićkbćl adćdott, ągy a teljes mătrix mĆret 50294×50414, amelyet 35750×35862-re lehetett csŤkkenteni. 15 nem triviălis fĄggŞsĆg adćdott. Egy polinomra ătlag 10 relăcić esett. A teljes futăsidŞ egy 1.6 GHz-es UltraSPARC III gĆpen 35’39" volt, a memćriafelhasznălăs 8 MB.

IRODALOM

[1] L. M. Adleman, On Constructing A Molecular Computer, Draft (1995), 1-20.

[2] L. M. Adleman, M.-D. A. Huang, Primality Testing and Abelian Varieties Over Finite Fields. Springer Verlag, LNM 1512 (1992).

[3] M. Agrawal, N. Kayal, N. Saxena, PRIMES is in P. (2002)

URL:http://www.cse.iitk.ac.in /news/primality.html

[4] A. V. Aho, J. E. Hopcroft, J. D. Ullman, The Design and Analysis of Computer Algorithms. Addison-Wesley, 1974. Magyarul: SzămątćgĆp-algoritmusok tervezĆse Ćs analązise, MŰszaki KŤnyvkiadć, 1982.

[5] A. O. L. Atkin and F. Morain, Elliptic curves and primality proving, Math. of Computation 61 (1993), 29-68.

[6] D. J. Bernstein, Proving primality in essentially quartic random time. Math.

Comp. 76 (2007), pp. 389{403.

[7] D. J. Bernstein, A. K. Lenstra, A general number ˛eld sieve implementation, A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, Jr. (Eds.): The development of the number ˛eld sieve, Springer-Verlag, LNM 1554, 1993, 103-126.

[8] D. Boneh, R. J. Lipton, Quantum Cryptanalysis of Hidden Linear Functions, D.

Coppersmith (Ed.): Advances in Cryptology | CRYPTO’95, Springer-Verlag, LNCS 963, 1995.

[9] D. M. Bressoud, Factorization and Primality Testing. Springer-Verlag, 1989.

[10] J. Buhler, H. W. Lenstra, Jr., C. Pomerance, Factoring integers with the number ˛eld sieve, A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, Jr. (Eds.): The development of the number ˛eld sieve, Springer-Verlag, LNM 1554, 1993, 50-94.

[11] H. Cohen, A course in computational algebraic number theory, Springer Verlag, 1993.

[12] T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, Algoritmusok, MŰszaki KŤnyvkiadć, 1997.

[13] R. E. Crandall, Topics in Advanced Scienti˛c Computations. Springer TELOS, 1996.

[14] R. Crandall, J. Doenias, C. Norrie, J. Young, The twenty-second Fermat number is composite, Math. Comp. 64 (1995), 863{868.

[15] F. Damm, F.-P. Heider, G. Wambach, MIMD-Factorisation on Hypercubes, A.

De Santis (Ed.): Advances in Cryptology | EUROCRYPT’94, Springer-Verlag, LNCS 950, 1994, 400-409.

[16] B. Dodson, A. K. Lenstra, NFS with Four Large Primes: An explosive Experiment, D. Coppersmith (Ed.): Advances in Cryptology | CRYPTO’95, Springer-Verlag, LNCS 963, 1995, 372-385.

[17] K.-H. Indlekofer, Zahlentheorie. Uni-Taschenb-ucher 688. Birkh-auser Verlag, 1978.

[18] K.-H. Indlekofer, A. J«arai, Largest known twin primes, Math. Comp. 65 (1996), no. 213, 427-428.

[19] K.-H. Indlekofer, A. J«arai, Largest known twin primes and Sophie Germain primes, Math. Comp. (1998) (to appear).

[20] D. E. Knuth, Fundamental Algorithms. Vol. 1 of The Art of Computer Programming, Addison-Wesley, 1968.

[21] D. E. Knuth, Fundamental Algorithms. Vol. 1 of The Art of Computer Programming. Second edition. Addison-Wesley, 1981. Magyarul: A szămątćgĆpprogramozăs mŰvĆszete 1. AlapvetŞ algoritmusok. MŰszaki Kćnyvkiadć, 1987, 1994.

[22] D. E. Knuth, Fundamental Algorithms. Vol. 1 of The Art of Computer Programming. Third edition. Addison-Wesley, 1997.

[23] D. E. Knuth, Seminumerical algorithms. Vol. 2 of The Art of Computer Programming, Addison-Wesley, 1969.

[24] D. E. Knuth, Seminumerical algorithms. Vol. 2 of The Art of Computer Programming. Second edition, Addison-Wesley, 1980. Magyarul: A szămątćgĆpprogramozăs mŰvĆszete 2. Szeminumerikus algoritmusok. MŰszaki KŤnyvkiadć, 1987, 1994.

[25] D. E. Knuth, Seminumerical algorithms. Vol. 2 of The Art of Computer Programming. Third edition., Addison-Wesley, 1997.

[26] D. E. Knuth, Sorting and searching. Vol. 3 of The Art of Computer Programming, Addison-Wesley, 1973. Magyarul: A szămątćgĆp-programozăs mŰvĆszete 3. KeresĆs Ćs rendezĆs. MŰszaki Kćnyvkiadć, 1988, 1994.

[27] D. E. Knuth, Sorting and searching. Vol. 3 of The Art of Computer Programming. Second edition, Addison-Wesley, 1997.

[28] P. Kirrinnis, Zur Berechnung von Partialbruchzerlegungen und Kurvenintegralen rationaler Funktionen, PhD. Thesis, Rheinischen Friedrich-Wilhelms Universit-at zu Bonn, 1993.

[29] P. Kirrinnis, Partial Fraction Decomposition in C(z) and Simultaneous Newton Iteration for Factorization in C[z], J. of Complexity (to appear).

[30] E Kranakis [1986], Primality and Cryptography. B.G.Teubner{John Wiley & Sohns, 1986.

[31] J. v. Leeuwen (Ed.): Algorithms in Complexity, Vol. A, Elsevier (1990). [32] A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, Jr., Algorithms in Number Theory, J. v. Leeuwen (Ed.): Algorithms in Complexity, Vol. A, Elsevier (1990), 673-716.

[33] A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, Jr., M. S. Manasse, J. M. Pollard, The number ˛eld sieve, A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, Jr. (Eds.): The development of the number ˛eld sieve, Springer-Verlag, LNM 1554, 1993, 11-42.

[34] R. Lipton, Speeding up computations via molecular biology , Draft (1994), 1-7. [35] F. Morain, Distributed primality proving and the primality of (2^{3539} + 1)/3, I.

B. Damgard (Ed.): Advances in Cryptology - EUROCRYPT’90, 1991, 110-123. [36] P. L. Montgomery, A Block Lanczos Algorithm for Finding Dependencies over GF (2), L. C. Guillou, J.-J. Quisquater (Eds.): Advances in Cryptology | EUROCRYPT’95, Springer-Verlag, LNCS 921, 1995, 95-105.

[37] I. Niven, H. S. Zuckerman, BevezetĆs a szămelmĆletbe, MŰszaki kŤnyvkiadć, 1978.

[38] B. K. Parady, J. F. Smith, S. E. Zarantonello, Largest known twin primes, Math. Comp. 55, 381-382.

[39] J. M. Pollard, Factoring with cubic integers, A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, Jr.

(Eds.): The development of the number ˛eld sieve, Springer-Verlag, LNM 1554, 1993, 4-10.

[40] J. M. Pollard, The lattice sieve, A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, Jr. (Eds.): The development of the number ˛eld sieve, Springer-Verlag, LNM 1554, 1993, 43-49.

[41] M. E. Pohst, Computational Algebraic Number Theory, Birkh-auser, 1993. [42] P. Ribenboim, The Book of Prime Number Records. Springer-Verlag, 1988. [43] P. Ribenboim, The New Book of Prime Number Records. Springer-Verlag, 1996. [44] H Riesel [1985], Prime Numbers and Computer Methods for Factorization. BirkhĄuser, 1985.

[45] J.-P Serre, A Course in Arithmetic. Springer-Verlag, 1973. [46] J.-P. Serre, Algebraic Groups and Class Fileds. Graduate Text in Mathematics 117, Springer-Verlag, 1988.

[47] A. Sch-onhage, The fundamental theorem of algebra in terms of computational complexity { Preliminary report, Univ. T-ubingen, 1982, 1-74.

[48] A. Sch-onhage, Equation Solving in Terms of Computational Complexity, Proceedings of the International Congress of Mathematicians, Berkeley, California, USA, 1986, 131-154.

[49] A. Sch-onhage, Numerik analytischer Funktionen und Komplexit-at, Jber. d. Dt.

Math.-Verein 92 (1990), 1-20.

[50] A. Sch-onhage, A. F. W. Grotefeld, E. Vetter, Fast Algorithms: A Multitape Turing Machine Implementation, B. I. Wissenschaftverlag, Mannheim, 1994.

[51] D. Weber, An Implementation of the General Number Field Sieve to Compute Discrete Logarithms mod p, L. C. Guillou, J.-J. Quisquater (Eds.): Advances in Cryptology | EUROCRYPT’95, Springer-Verlag, LNCS 921, 1995, 95-105.