• 8/−2 . . . − 1 : < rĄląrhatć Ćrtelemben) a logika szabălyainak megfelelŞen belătjuk: az ăllątăs a tĆtelben megfogalmazott esetekben kivĆtel nĆlkĄl mindig igaz. > rĄląrhatć Ćrtelemben) a logika szabălyainak megfelelŞen belătjuk: az ăllątăs kŤvetkezik az axićmăkbćl.

• 9/2 . . . 4 : < 1.1.1. Az axiomatikus mćdszer. TegyĄk fel, hogy a valćsăg egy rĆszĆnek modellezĆsĆvel, egy elmĆlet problĆmăinak szabălyrendszerĆvel foglalkozunk. Az axiomatikus mćdszer abban ăll, hogy bizonyos feltevĆsekbŞl, az elmĆlet axićmăibćl valamilyen logika > 1.1.1. Az axiomatikus mćdszer. TegyĄk fel, hogy a valćsăg egy rĆszĆnek modellezĆsĆvel foglalkozunk. Az axiomatikus mćdszer abban ăll, hogy bizonyos feltevĆsekbŞl, az elmĆlet axićmăibćl a logika

• 9/12 . . . 16 : < 1.1.2. Logikai jelek, predikătumok, formulăk. Egy matematikai elmĆlet olyan kijelentĆsekbŞl, ăllątăsokbćl ăll, melyek lehetnek igazak, vagy hamisak { čgy Ćrtve, hogy a kettŞ kŤzĄl pontosan az egyik teljesĄl. Azokat az ăllątăsokat, melyek văltozćkat tartalmaznak, predikătumoknak nevezzĄk. A predikătumok văltozćinak helyĆbe alkalmas objektumot helyettesątve, azok igazsăgĆrtĆke eldŤnthetŞ. Ez az ĆrtĆk szintĆn igaz (jele: ↑) > 1.1.2. Logikai jelek, predikătumok, formulăk. Egy matematikai elmĆletben szerepel nĆhăny de˛niălatlan alapfogalom, az čgynevezett predikătumok, amelyeknek văltozćiktćl fĄggŞen az ĆrtĆke igaz (jele: ↑)

• 10/12 . . . 14 : <

∀x∀y ( ( P (x) ∧ P (y) ∧ ¬x = y )

⇒ ( ∃z ( E(z) ∧ I(x, z) ∧ I(y, z) )

∧ ∀z∀w (( E(z) ∧ I(x, z) ∧ I(y, z) ∧ E(w) ∧ I(x, w) ∧ I(y, w) ) ⇒ z = w ))

>

∀x∀y ( ( P (x) ∧ P (y) ∧ ¬x = y )

⇒ ( ∃z ( E(z) ∧ I(x, z) ∧ I(y, z) ))

∧ ∀z∀w (( E(z) ∧ I(x, z) ∧ I(y, z) ∧ E(w) ∧ I(x, w) ∧ I(y, w) ) ⇒ z = w ))

• 15/20 . . . 22 : < mazelmĆlet axićmarendszerĆnek, a Neumann{Bernays{go|delkurtGŤdel, Kurt (1906{ 1978)GŤdel, rŤvidątve NBG axićmarendszer, amely ilyen Ătčl nagy" dolgokat is megenged, de ezeket nem nevezi halmaznak, hanem osztălynak. Lăsd rĆszletesebben Kelley > mazelmĆlet axićmarendszerĆnek, a Neumann{Bernays{GŤdel, rŤvidątve NBG axićmarendszer, amely ilyen Ătčl nagy" dolgokat is megenged, de ezeket nem nevezi halmaznak, hanem osztălynak. Lăsd rĆszletesebben Kelley

• 23/−4 : < analćg mćdon ĆrtelmezzĄk. > analćg mćdon ĆrtelmezzĄk. Az itt de˛niălt halmazokat kŤzŤs nĆven intervallumoknak nevezzĄk.

• 25/9 : < (argumentumban) felvett ĆrtĆkĆnek nevezzĄk Ćs gyakran f_x-el jelŤljĄk. (Vannak, akik > (argumentumban) felvett ĆrtĆkĆnek nevezzĄk Ćs gyakran f_x-szel jelŤljĄk. (Vannak, akik

• 31/3 . . . 5 : < TŤbb termĆszetes kĆrdĆs merĄl fel. Az egyik, hogy az axićmăk egyĆrtelmŰen meghatărozzăk-e N-et? ( A vălasz igen, egy pontosan meghatărozott Ćrtelemben.) A măsik, hogy lĆtezik-e N? (Erre is igen a vălasz. ) Egy tovăbbi, hogy szĄksĆg van-e mind az Ťt > TŤbb termĆszetes kĆrdĆs merĄl fel. Az elsŞ, hogy az axićmăk egyĆrtelmŰen meghatărozzăk-e N-et? (A vălasz igen, egy pontosan meghatărozott Ćrtelemben.) A măsodik, hogy lĆtezik-e N? (Erre is igen a vălasz.) Egy tovăbbi, hogy szĄksĆg van-e mind az Ťt

• 32/11 : < Bizonyątăs. VegyĄk Ćszre, hogy ha g Ćs g^∗ is a tĆtel feltĆteleit kielĆgątŞ fĄggvĆny, > * Bizonyątăs. VegyĄk Ćszre, hogy ha g Ćs g^∗ is a tĆtel feltĆteleit kielĆgątŞ fĄggvĆny,

• 36/−18 : < Ćszre, hogy ha h-nak h^∗ az inverze, akkor g ∗ h inverze h^∗ ∗ g^∗. Ha egy egysĆgelemes > Ćszre, hogy ha h-nak h^∗ az inverze, akkor g ∗ h inverze h^∗ ∗ g^∗. Ha egy semleges elemes

• 36/−9 : < (multiplikatąv jelŤlĆs), a semleges elemet egysĆgelemnek nevezzĄk, Ćs e-vel vagy 1-gyel > (multiplikatąv jelŤlĆs). Multiplikatąv jelŤlĆs esetĆn a semleges elemet egysĆgelemnek nevezzĄk, Ćs e-vel vagy 1-gyel

• 39/−10 : < Bizonyątăs. Az egyĆrtelmŰsĆg bizonyątăsa N jćlrendezettsĆgĆn mčlik. (Az ilyen > * Bizonyątăs. Az egyĆrtelmŰsĆg bizonyątăsa N jćlrendezettsĆgĆn mčlik. (Az ilyen

• 41/−7 : < m-et q-val, azaz ąrjuk fel m = m^′q + r alakban, ahol m^′r ∈ N Ćs r < q. Ha m^′ = 0, > m-et q-val, azaz ąrjuk fel m = m^′q + r alakban, ahol m^′, r ∈ N Ćs r < q. Ha m^′ = 0,

• 45/9 . . . 10 : < 3.1.7. PĆldăk. Bărmely X halmazra ℘(X) a (△, ∩) mĄveletekkel kommutatąv egysĆgelemes gyŰrŰ, amely ăltalăban nem nullosztćmentes. > 3.1.7. PĆlda. Bărmely X halmazra ℘(X) a (△, ∩) mŰveletekkel kommutatąv egysĆgelemes gyŰrŰ, amelyben nem nulla elemek Ăszorzata" lehet nulla.

• 47/12 : < −x+x < −x+0 = −x. Ezzel belăttuk (1)-et. (2) abbćl kŤvetkezik, hogy y−x > y−y = 0, > −x+x < −x+0 = −x. Ezzel belăttuk (1)-et. (2) abbćl kŤvetkezik, hogy y−x > x−x = 0,

• 47/−10 : < ekvivalenciarelăcić. Az ekvivalenciosztălyok halmazăt Q-val fogjuk jelŤlni, Ćs elemeit > ekvivalenciarelăcić. Az ekvivalenciaosztălyok halmazăt Q-val fogjuk jelŤlni, Ćs elemeit

• 56/−1 : < koszinusza segątsĆgĆvel. Ez a trigonometrikus alak. A trigonometrikus alaknak (a geo- > koszinusza segątsĆgĆvel. A trigonometrikus alaknak (a geo-

• 57/4 . . . 7 : < Ha z ∈ C, akkor van olyan t valćs szăm, amelyre sgn(z) = cos t + i sin t. Ha z = 0, akkor akărmilyen t ∈ R vălaszthatć, egyĆbkĆnt, ha ez az ŤsszefĄggĆs fennăll t-re, akkor a t + 2kπ, k ∈ Z szămokra is, Ćs csak ezekre. Ekkor z = |z|(cos t + i sin t), ez a komplex szăm trigonometrikus alakja. Ha 0 ≠ z ∈ C, akkor legyen a z argumentuma, arg(z) az az > Ha 0 ≠ z ∈ C, akkor van olyan t valćs szăm, amelyre sgn(z) = cos t + i sin t. Ha ez az ŤsszefĄggĆs fennăll t-re, akkor a t + 2kπ, k ∈ Z szămokra is, Ćs csak ezekre. Ekkor z = |z|(cos t + i sin t), ez a komplex szăm trigonometrikus alakja. Ha z = 0, akkor akărmilyen t ∈ R vălaszthatć. Ha 0 ≠ z ∈ C, akkor legyen a z argumentuma, arg(z) az az • 62/−8 : < maza ekvivalens {1, 2, . . . , m}-el valamely m < n termĆszetes szămra. > maza ekvivalens {1, 2, . . . , m}-mel valamely m < n termĆszetes szămra.

• 62/−5 : < n + 1 ∈ A, akkor van olyan k < n + 1 termĆszetes szăm, amelyre k /∈ A. De˛niăljuk az > n + 1 ∈ A, akkor van olyan 0 < k < n + 1 termĆszetes szăm, amelyre k /∈ A. De˛niăljuk az • 63/14 : < Egy halmaz legfeljebb egy n-re ekvivalens a {1, 2, . . . , n} halmazzal, mert ha {1, 2, . . . , m}- mel is ekvivalens lenne, akkor m < n vagy n < m miatt N^+ egy kezdŞszelete ekvivalens >

Egy halmaz legfeljebb egy n-re ekvivalens a {1, 2, . . . , n} halmazzal, mert ha ekvivalens lenne {1, 2, . . . , m}-mel is, akkor m < n vagy n < m miatt N^+ egy kezdŞszelete ekvivalens

• 64/12 : < { 1, 2, . . . , ♮(X) } egy valćdi rĆszhalmaza ekvivalens lenne { 1, 2, . . . , ♮(X) } -el. > { 1, 2, . . . , ♮(X) } egy valćdi rĆszhalmaza ekvivalens lenne { 1, 2, . . . , ♮(X) } -nel.

• 67/−7 : < Ha a gyŰrŰ nem egysĆgelemes, akkor is igaz az ăllątăs r, n ∈ N^+ esetĆn, ha a szereplŞ > Ha a gyŰrŰ nem egysĆgelemes, akkor is igaz az ăllątăs r, n ∈ N^+, i_1, . . . , i_r ∈ N esetĆn, ha a szereplŞ

• 71/−13 : < valamelyik fennăll (dichotomităs). Az is kĆrdĆses, hogy van-e minden X halmazhoz olyan > valamelyik fennăll (dichotomia). Az is kĆrdĆses, hogy van-e minden X halmazhoz olyan

• 73/−11 . . . − 8 : < A bizonyątăs felhasznălja a kivălasztăsi axićmăt Ćs az N-re alkalmazott transz˛nit rekurzićt. Legyen F egy, az X vĆges rĆszhalmazaihoz a komplementerĄk egy elemĆt rendelŞ (kivălasztăsi) fĄggvĆny. Ha h : ]←, n[ → X egy fĄggvĆny, legyen f(h) = F ( rng(h) ) , Ćs alkalmazzuk a transz˛nit rekurzić tĆtelĆt. Egy x : N → X kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ > A bizonyątăs felhasznălja a kivălasztăsi axićmăt Ćs az ăltalănos rekurzić tĆtelt. Legyen F egy, az X vĆges rĆszhalmazaihoz a komplementerĄk egy elemĆt rendelŞ (kivălasztăsi) fĄggvĆny. Ha h : ]←, n[ → X egy fĄggvĆny, legyen f(h) = F ( rng(h) ) , Ćs alkalmazzuk az ăltal‘nos rekurzić tĆtelt. Egy x : N → X kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ

• 74/−12 : < Az f(m, n) fĄggvĆny ĂmŰkŤdĆse" az 5.1.ăbrăn tanulmănyozhatć. > Az f(m, n) fĄggvĆny ĂmŰkŤdĆse" az 5.1. ăbrăn tanulmănyozhatć.

• 76/9 : < 5.3.8. Szămossăgok. A szămossăgon az ekvivalens halmazok ĂkŤzŤs tulajdonsă- > * 5.3.8. Szămossăgok. Szămossăgon az ekvivalens halmazok ĂkŤzŤs tulajdonsă-

• 78/−5 . . . − 3 : < azon elemei, amelyeknek van a szorzăsra rĆzve inverzĄk. Az egysĆgek a szorzăsra nĆzve Abel-csoportot alkotnak, a gyŰrŰ egysĆgcsoportjăt. Az egysĆgek bărmely a ∈ R-nek osztći, mert 1a-nak osztći. Megfordątva nyilvănvalć: ha egy elem minden a ∈ R-nek > azon elemei, amelyeknek van a szorzăsra nĆzve inverzĄk. (Ŋgy egy egysĆgelemes integrităsi tartomăny pontosan akkor test, ha minden nem nulla eleme egysĆg.) Az egysĆgek a szorzăsra nĆzve Abel-csoportot alkotnak, a gyŰrŰ egysĆgcsoportjăt. Az egysĆgek bărmely a ∈ R-nek osztći, mert 1a-nak osztći. Megfordątva nyilvănvalć: ha egy elem minden a ∈ R-nek

• 80/−16 : < 6.1.12. MegjegyzĆs. ElĆg r_n, x_n, y_n, r_{n+1}, x_{n+1}, y_{n+1} Ćs n ĆrtĆkĆt tărolni. Ha > 6.1.12. MegjegyzĆs. ElĆg r_n, x_n, y_n, r_{n+1}, x_{n+1} Ćs y_{n+1} ĆrtĆkĆt tărolni. Ha

• 84/11 . . . 12 : < egy rendszerĆt maradĆkrendszernek nevezzĄk. Ha egy maradĆkrendszer minden maradĆkosztălybćl tartalmaz elemet, akkor teljes maradĆkrendszernek nevezzĄk. Ha egy mara- > egy rendszerĆt maradĆkrendszernek nevezzĄk. Ha egy maradĆkrendszer minden maradĆkosztălybćl tartalmaz elemet, akkor teljes maradĆkrendszernek nevezzĄk. Ha egy mara-

• 86/8 . . . 13 : < 6.2.9. PĆlda. Oldjuk meg a 172x ≡ 6 kongruenciăt, vagy ami ezzel ekvivalens, hatărozzuk meg a 172x + 62y = 6 egyenlet egĆsz megoldăsait. Mivel lnko(172, 62) = 2 osztćja 6-nak, van megoldăs. Az egyenlet a 86x + 31y = 3 egyenlettel ekvivalens. A bŞvątett euklideszi algoritmussal 172·(−9)+62·25 = 2, ahonnan x_0 = (−9)·3, y_0 = 25·3, ągy az egyenlet Ťsszes megoldăsa x_k = −27+31k, y_k = 75−86k, k ∈ Z. A kongruencia az x ≡ 4 (mod 31) kongruenciăval ekvivalens, ągy x ≡ 4 (mod 62) vagy x ≡ 35 (mod 62). > 6.2.9. PĆlda. Oldjuk meg a 172x ≡ 6 (mod 62) kongruenciăt, vagy ami ezzel ekvivalens, hatărozzuk meg a 172x + 62y = 6 egyenlet egĆsz megoldăsait. Mivel lnko(172, 62) = 2 osztćja 6-nak, van megoldăs. Az egyenlet a 86x + 31y = 3 egyenlettel ekvivalens. A bŞvątett euklideszi algoritmussal 172 · (−9) + 62 · 25 = 2, ahonnan x_1 = (−9) · 3, y_1 = 25 · 3, ągy az egyenlet Ťsszes megoldăsa x = −27 + 31k, y = 75 − 86k, k ∈ Z. A kongruencia az x ≡ 4 (mod 31) kongruenciăval ekvivalens, ągy x ≡ 4 (mod 62) vagy x ≡ 35 (mod 62).

• 91/−14 . . . − 11 : < ŤsszegzĆsi fĄggvĆnye, multiplikatąv. Tovăbbă, ha n = p^{α1}_1 · · · p^{αk}_k az n prąmtĆnyezŞs felbontăsa, akkor > ŤsszegzĆsi fĄggvĆnye, multiplikatąv. Tovăbbă, ha n = p^{α1}_1 · · · p^{αk}_k az n kanonikus alakja, akkor

• 94/−14 : < felhasznălăsăval > felhasznălăsăval, mivel P_{n−2}, P_{n−3}, Q_{n−2}, Q_{n−3} csak a q_1, . . . , q_{n−2} fĄggvĆnyei,

• 97/−9 . . . − 1 : < Ćs egy G = (E, V ) grăfrćl beszĆlni. EgyĆbkĆnt a csčcsok Ćs Ćlek kŤzŤtti illeszkedĆs egy relăcić V Ćs E kŤzŤtt, amelyet illeszkedĆsi relăcićnak nevezĄnk.

KĆt kĄlŤnbŤzŞ Ćlt szomszĆdosnak nevezĄnk, ha van olyan csčcs, amely mindkettŞre illeszkedik. KĆt kĄlŤnbŤzŞ csčcsot szomszĆdosnak nevezĄnk, ha van olyan Ćl, amelyre mindkettŞ illeszkedik.

Ha egy Ćl csak egy csčcsra illeszkedik, akkor hurokĆlnek nevezzĄk. Ha az e_1 ≠ e_2 Ćlekre ugyanazok a csčcsok illeszkednek, akkor părhuzamos ĆlekrŞl vagy tŤbbszŤrŤs ĆlekrŞl beszĆlĄnk. Ha egy grăf nem tartalmaz sem hurokĆlt, sem părhuzamos Ćleket, akkor egyszerŰ grăf nak nevezzĄk. Az 8.1. ăbrăn pĆldăul e_1, e_2 părhuzamos Ćlek, e_5 hurokĆl. > Ćs egy G = (E, V ) grăfrćl beszĆlni. EgyĆbkĆnt az Ćlek Ćs csčcsok kŤzŤtti illeszkedĆs egy relăcić E Ćs V kŤzŤtt, amelyet illeszkedĆsi relăcićnak nevezĄnk.

KĆt kĄlŤnbŤzŞ Ćlt szomszĆdosnak nevezĄnk, ha van olyan csčcs, amelyre mindkettŞ illeszkedik. KĆt kĄlŤnbŤzŞ csčcsot szomszĆdosnak nevezĄnk, ha van olyan Ćl, amely mindkettŞre illeszkedik.

Ha egy Ćl csak egy csčcsra illeszkedik, akkor hurokĆlnek nevezzĄk. Ha az e_1 ≠ e_2 Ćlek ugyanazokra a csčcsokra illeszkednek, akkor părhuzamos ĆlekrŞl vagy tŤbbszŤrŤs ĆlekrŞl beszĆlĄnk. Ha egy grăf nem tartalmaz sem hurokĆlt, sem părhuzamos Ćleket, akkor egyszerŰ grăf nak nevezzĄk. Az 7.1. ăbrăn pĆldăul e_1, e_2 părhuzamos Ćlek, e_5 hurokĆl.

• 98/5 : < Ha egy csčcs csak vĆges sok Ćlre illeszkedik, akkor a csčcs fokszămăn a ră illeszkedŞ > Ha egy csčcsra csak vĆges sok Ćl illeszkedik, akkor a csčcs fokszămăn a ră illeszkedŞ

• 99/−2 . . . − 1 : < vezĆsĆtŞl eltekintve azonosak, azaz izomorfak.) A 8.3. ăbrăn szaggatott vonal mutatja a komplementer grăfot, (v_1, v_2, v_4, e_1, e_4, e_6) telątett, (v_1, v_2, v_4, e_1, e_6) nem telątett rĆszgrăf. > vezĆsĆtŞl eltekintve azonosak, azaz izomorfak.) A 7.3. ăbrăn szaggatott vonal mutatja a komplementer grăfot, ( {e_1, e_4, e_6}, {v_1, v_2, v_4} ) telątett, ( {e_1, e_6}, {v_1, v_2, v_4} ) nem telątett rĆszgrăf.

• 100/−7 . . . − 6 : < hăromszŤgnek, nĆgyszŤgnek, . . . nevezzĄk. A 8.4. ăbrăn v_1, . . . , v_9 sĆta, de nem čt Ćs nem vonal, v_1, . . . , v_8 vonal, de nem čt, v_1, . . . , v_3 čt is vonal is, v_3, . . . , v_7, e_7, v_3 kŤr. > hăromszŤgnek, nĆgyszŤgnek, . . . nevezzĄk. A 7.4. ăbrăn

v_1, e_1, v_2, e_2, v_3, e_8, v_8, e_9, v_9, e_9, v_8

sĆta, de nem čt Ćs nem vonal;

v_1, e_1, v_2, e_2, v_3, e_3, v_4, e_4, v_5, e_5, v_6, e_6, v_7, e_7, v_3, e_8, v_8

vonal, de nem čt; v_1, e_1, v_2, e_2, v_3

čt is, vonal is;

v_3, e_3, v_4, e_4, v_5, e_5, v_6, e_6, v_7, e_7, v_3

kŤr.

• 102/−2 . . . − 1 : < grăfnak lĆtezhet feszątŞfăja.) Az 8.5. ăbrăn kĆt izomorf, de nem identikus grăf lăthatć, v_1, e_1, v_2, e_2, v_3, e_3 feszątŞfa a bal oldali grăfban. > grăfnak lĆtezhet feszątŞfăja.) A 7.5. ăbrăn kĆt izomorf, de nem identikus grăf lăthatć, az e_4 tŤrlĆsĆvel kapott rĆszgrăf feszątŞfa a bal oldali grăfban.

• 104/11 : < elvăgć halmaz, akkor văgăsnak nevezzĄk. Az 8.1. ăbrăn pĆldăul e_4, e_1, e_2 văgăs. > elvăgć halmaz, akkor văgăsnak nevezzĄk. A 7.1. ăbrăn pĆldăul {e_4} illetve {e_1, e_2} văgăs.

• 106/6 . . . 7 : < merĄnk lĆnyegesen jobb algoritmust Hamilton-kŤr keresĆsĆre. A 7.8 ăbrăn lăthatunk egy Hamilton-vonalat, amelyben nem Euler-vonal. > merĄnk lĆnyegesen jobb algoritmust Hamilton-kŤr keresĆsĆre. A 7.8. ăbrăn egy olyan grăfot lăthatunk, amelyben van Euler-vonal, de nincs Hamilton-kŤr.

• 106/8 . . . 13 : < 7.1.24. Sčlyozott grăfok. Gyakorlati alkalmazăsokban gyakran adott egy G = (φ, E, V ) grăf Ćs egy w : E → R fĄggvĆny; a w-t sčlyozăsnak, a (φ, E, V, w) nĆgyest pedig sčlyozott grăf nak nevezzĄk. (Vannak alkalmazăsok amelyekben măskĆnt adunk tovăbbi informăcićkat a grăfhoz, pĆldăul az adott csčcsra illeszkedŞ Ćleket rendezzĄk vagy megszămozzuk, a csčcsokat sčlyozzuk, a csčcsokhoz sząneket rendelĄnk, stb.) Egy sčlyozott grăfban egy E^′ ⊂ E vĆges rĆszhalmaz sčlya ∑ e∈E^′ w(e). Nagyon sok grăfalgoritmus > 7.1.24. CąmkĆzett Ćs sčlyozott grăfok. Gyakorlati alkalmazăsokban gyakran tovăbbi adatokat rendelĄnk a grăf Ćleihez, illetve csčcsaihoz. Ha adott egy G = (φ, E, V ) grăf, a C_e Ćs C_v halmazok, az ĆlcąmkĆk illetve csčcscąmkĆk halmaza, valamint a c_e : E → C_e Ćs c_v : V → C_v lekĆpezĆsek, az ĆlcąmkĆzĆs illetve csčcscąmkĆzĆs, akkor a (φ, E, V, c_e, C_e, c_v , C_v) hetest cąmkĆzett grăf nak nevezzĄk. Ha csak ĆlcąmkĆk Ćs ĆlcąmkĆzĆs adott, akkor ĆlcąmkĆzett grăf rćl, ha pedig csak csčcscąmkĆk Ćs csčcscąmkĆzĆs adott, akkor csčcscąmkĆzett grăf rćl beszĆlĄnk. Gyakran sząnezett grăf rćl beszĆlĄnk cąmkĆzett grăf helyett. A cąmkĆket felhasznălhatjuk pĆldăul arra, hogy az adott csčcsra illeszkedŞ Ćleket megszămozzuk, rendezzĄk, stb. Igen gyakori, hogy C_e = R illetve C_v = R, ekkor Ćlsčlyozăsrćl Ćs Ćlsčlyozott grăf rćl illetve csčcssčlyozăsrćl Ćs csčcssčlyozott grăf rćl beszĆlĄnk, Ćs a jelŤlĆsbŞl C_e-t illetve C_v -t elhagyjuk. Egy (φ, E, V, w) Ćlsčlyozott grăfban egy E^′ ⊂ E vĆges rĆszhalmaz sčlya ∑ e∈E^′ w(e). Hasonlćan egy (φ, E, V, w) csčcssčlyo-

zott grăfban egy V^′ ⊂ V vĆges rĆszhalmaz sčlya ∑ v∈V^′ w(v). Nagyon sok grăfalgoritmus

• 107/6 : < A 7.9. ăbra mutatja, hogy nem tudunk mindig minimălis sčlyč Ćlet vălasztani, kĄ- > A 7.9. ăbra mutatja, hogy nem tudunk mindig minimălis sčlyč Ćlt vălasztani, kĄ-

• 107/−6 . . . − 3 : < 7.1.27. MegjegyzĆs. A grăfelmĆlet tŤbb mint 100 Ćvig megoldatlan problĆmăja volt a nĆgysząnsejtĆs, mely szerint bărmely sąkba rajzolhatć egyszerŰ grăf csčcsaihoz hozzărendelhetĄnk nĆgy sząnt čgy, hogy a szomszĆdos csčcsokhoz rendelt sząnek kĄlŤnbŤzŞek. 1976-ban Appel Ćs Haken amerikai matematikusok bizonyątottăk be a sejtĆst. >

7.1.27. MegjegyzĆs. A grăfelmĆlet tŤbb mint 100 Ćvig megoldatlan problĆmăja volt a nĆgysząnsejtĆs, mely szerint bărmely tĆrkĆp kisząnezhetŞ nĆgy sząnnel čgy, hogy a szomszĆdos orszăgok kĄlŤnbŤzŞ sząnŰek. Ez egy grăfsząnezĆsi problĆma: kŤssĄk Ťssze a szomszĆdos orszăgok fŞvărosait Ćllel. 1976-ban Appel Ćs Haken amerikai matematikusok bizonyątottăk be a sejtĆst.

• 108/−13 : < hiszen minden čjabb Ćl mindkĆt Ťsszeget eggyel nŤveli. > hiszen minden čjabb Ćl mindhărom Ťsszeget eggyel nŤveli.

• 108/−10 : < dikkal. Ekkor (ψ, E, V ) irănyątott grăf. Ŋgy relăcićk irănyątott grăfokkal szemlĆltethetŞk. > dikkal. Ekkor (ψ, E, V ) irănyątott grăf. Ŋgy relăcićk irănyątott grăfokkal szemlĆltethetŞk. Ezt măr hasznăltuk is a relăcićknăl.

• 109/−9 . . . − 5 : < csčcsbćl irănyątott čt.) > csčcsbćl irănyątott čt.) Irănyątott făban a gyŤkĆrtŞl nyilvăn csak egy čt vezet minden csčcshoz. EbbŞl kŤvetkezik, hogy minden, a gyŤkĆrtŞl kĄlŤnbŤzŞ csčcs befoka egy. Azok a csčcsok, amelyekhez n hosszč čt vezet a gyŤkĆrtŞl, alkotjăk az n-edik szintet. A csčcsok szintjeinek maximumăt (amely vĆges irănyątott fa esetĆn nyilvăn lĆtezik) a fa magassăgănak nevezzĄk. Ha van olyan Ćl, amelynek v a kezdŞpontja, v^′ pedig a vĆgpontja, akkor az mondjuk, hogy v^′ a v gyermeke, illetve hogy v a v^′ szĄlŞje. Ha kĆt csčcsnak ugyanaz a szĄlŞje, akkor testvĆreknek nevezzĄk Şket. Bărmely v csčcsra tekinthetjĄk azon csčcsok halmazăt, amelyekhez vezet irănyątott čt v-bŞl. Ezek a csčcsok meghatăroznak egy feszątett irănyątott rĆszgrăfot, amely nyilvăn irănyątott fa, Ćs v a gyŤkere; ezt a v-ben gyŤkerezŞ irănyątott rĆszfănak nevezzĄk. Irănyątott fănak azokat a csčcsait, amelyek kifoka nulla, levĆlnek nevezzĄk.

• 109/−4 : < ∘ 7.2.8. Grăfok rajzolhatćsăga. Legyen X ⊂ R^n. Egy X-beli egyszerŰ gŤrbe egy, > ∘* 7.2.8. Grăfok rajzolhatćsăga. Legyen X ⊂ R^n. Egy X-beli egyszerŰ gŤrbe egy,

• 110/18 : < ∘ 7.2.9. Ŕllątăs. TetszŞleges vĆges egyszerŰ grăf R^3-ba rajzolhatć.

> ∘* 7.2.9. Ŕllątăs. TetszŞleges vĆges egyszerŰ grăf R^3-ba rajzolhatć.

• 110/−14 : < ∘ 7.2.10. SegĆdtĆtel. Legyen X ⊂ R^3 egy gŤmbfelĄlet Ćs (f, g) a G = (ψ, E, V ) > ∘* 7.2.10. SegĆdtĆtel. Legyen X ⊂ R^3 egy gŤmbfelĄlet Ćs (f, g) a G = (ψ, E, V )

• 111/6 : < ∘ 7.2.11. TĆtel. Egy G = (ψ, E, V ) egyszerŰ vĆges grăf pontosan akkor rajzolhatć > ∘* 7.2.11. TĆtel. Egy G = (ψ, E, V ) egyszerŰ vĆges grăf pontosan akkor rajzolhatć

• 111/14 : < ∘ 7.2.12. Tartomănyok. Az R^n egy X nyąlt rĆszhalmazăt tartomănynak nevezzĄk, > ∘* 7.2.12. Tartomănyok. Az R^n egy X nyąlt rĆszhalmazăt tartomănynak nevezzĄk,

• 111/17 . . . 19 : < ∘ 7.2.13. Euler tĆtele. Legyen (f, g) a G = (ψ, E, V ) egyszerŰ vĆges ŤsszefĄggŞ grăf egy sąkba rajzolăsa. Ekkor a G^′ = ∪_{e∈E} rng(g_e) halmaz komplementere 2 + ♮(E) − ♮(V ) păronkĆnt diszjunkt tartomăny egyesątĆse. > ∘* 7.2.13. Euler tĆtele. Legyen (f, g) a G = (ψ, E, V ) egyszerŰ vĆges ŤsszefĄggŞ grăf egy sąkba rajzolăsa. Ekkor a G^′ = ∪_{e∈E} rng(g_e) halmaz komplementere 2 + ♮(E) − ♮(V ) păronkĆnt diszjunkt tartomăny egyesątĆse.

• 111/−17 : < ∘ 7.2.14. MegjegyzĆs. Az elŞzŞ Ăbizonyątăs" kihagyott rĆszeinek pontos igazolăsa > ∘* 7.2.14. MegjegyzĆs. Az elŞzŞ Ăbizonyątăs" kihagyott rĆszeinek pontos igazolăsa

• 111/−7 : < 7.2.15. Grăfok topologikus ekvivalenciăja. A G Ćs G^′ vĆges grăfokat topologi- > * 7.2.15. Grăfok topologikus ekvivalenciăja. A G Ćs G^′ vĆges grăfokat topologi-

• 111/−3 : < 7.2.16. Kuratowski tĆtele. Egy egyszerŰ vĆges grăf akkor Ćs csak akkor sąkba > * 7.2.16. Kuratowski tĆtele. Egy egyszerŰ vĆges grăf akkor Ćs csak akkor sąkba

• 112/1 . . . 3 : < A bizonyątăs nehĆz, itt nem tărgyaljuk. □ A 7.11. ăbrăn lăthatć Petersen grăf nem sąkba rajzolhatć, mivel tartalmaz a K_{3,3}-mal topologikusan izomorf rĆszgrăfot. > A bizonyątăs nehĆz, itt nem tărgyaljuk. □

A 7.11. ăbrăn lăthatć Petersen-grăf nem sąkba rajzolhatć, mivel tartalmaz a K_{3,3}- mal topologikusan izomorf rĆszgrăfot. (TŤrŤljĄnk egy csčcsot.)

• 112/−3 . . . − 2 : < MegjegyezĄk, hogy băr tŤbb măs mćdon is rendelhetĄnk grăfokhoz mătrixokat Ćs a mătrixok felhasznălhatćk grăf szămątćgĆpes ăbrăzolăsăra, băr erre a cĆlra măs adatszer- > MegjegyezzĄk, hogy băr tŤbb măs mćdon is rendelhetĄnk grăfokhoz mătrixokat Ćs a mătrixok felhasznălhatćk grăf szămątćgĆpes ăbrăzolăsăra, erre a cĆlra măs adatszer-

• 113/4 . . . 7 : < mazăra, amelyeken a szorzăs Ćs az Ťsszeadăs tulajdonsăgait vizsgăltuk. A szămhamazoknăl meg˛gyelt fogalmak jelentŞs rĆsze ĆrtelmezhetŞ olyan halmazokon is, amelyek elemei nem szămok. Ennek a fejezetnek a fŞ feladata az, hogy az eddigiekben măr Ćrtelmezett, a mŰveletekkel kapcsolatos fogalmakat a halmazok minĆl ăltalănosabb kŤrĆre kiterjesszĄk, > mazăra, amelyeken a szorzăs Ćs az Ťsszeadăs tulajdonsăgait vizsgăltuk. A szămoknăl megismert fogalmak jelentŞs rĆsze ĆrtelmezhetŞ olyan halmazokon is, amelyek elemei nem szămok. Ennek a fejezetnek a fŞ feladata az, hogy az eddigiekben măr Ćrtelmezett, a mŰveletekkel kapcsolatos fogalmakat minĆl ăltalănosabb kŤrre terjesszĄk ki,

• 113/−10 . . . − 7 : < a fĄggvĆnyterek. Csoportok leąrăsănăl additąv vagy multiplikatąv ąrăsmćdot hasznălunk, de ˛gyelmeztetĄnk, hogy ez nem feltĆtlenĄl jelenti, hogy a mŰvelet az Ťsszeadăs vagy a szorzăs.

8.1.2. Homomor˛zmusok. KĆt csoport vizsgălatănăl fontos szerepet jătszanak a > a fĄggvĆnyterek.

8.1.2. Homomor˛zmusok. Csoportok vizsgălatănăl fontos szerepet jătszanak a

• 115/−14 : < 8.1.6. TĆtel. Ha G egy fĆlcsoport, akkor az alăbbi feltĆtelek ekvivalensek: > * 8.1.6. TĆtel. Ha G egy fĆlcsoport, akkor az alăbbi feltĆtelek ekvivalensek:

• 116/7 : < megoldhatć, megoldăsăt jelŤlje e. Megmutatjuk, hogy e jobb oldali egysĆgelem. Legyen > megoldhatć, megoldăsăt jelŤlje e. Legyen

• 116/17 . . . 23 : < Bizonyątăs. A (3)-beli egyĆrtelmŰsĆgbŞl kŤvetkezik. □

8.1.8. MegjegyzĆs. Az {α, β, γ} halmazon a

· α β γ α β α γ β α γ β γ γ β α

tăblăzattal megadott mŰvelet invertălhatć, mĆgsem kapunk csoportot, mert a mŰvelet > Bizonyątăs. A (3)-beli egyĆrtelmŰsĆgbŞl kŤvetkezik (vagy c inverzĆvel szorozva). □

* 8.1.8. MegjegyzĆs. Az {α, β, γ} halmazon a

· α β γ α β α γ β α γ β γ γ β α

tăblăzattal megadott mŰveletnĆl az ax = b Ćs ya = b egyenletek egyĆrtelmŰen megoldhatćk, mĆgsem kapunk csoportot, mert a mŰvelet

• 117/11 : < a szămolăshoz pedig elĆg tudni, hogy ε^n = τ^2 = e, Ćs ετ = τε^{−1}. A diĆdercsoport nĆv > a szămolăshoz pedig elĆg tudni, hogy ε^n = τ^2 = e Ćs ετ = τε^{−1}. A diĆdercsoport nĆv

• 119/−11 . . . − 9 : < H, ahonnan d de˛nącićja miatt r = 0, Ćs ągy g^m = (g^d)^q. □

Eddigi tanulmănyaink sorăn is talălkoztunk măr olyan feladattal, hogy egy halmaz elemeit egy mŰveleti tulajdonsăg szerint osztălyokba soroltuk, Ćs a tovăbbiakban ezeket > H, ahonnan d de˛nącićja miatt r = 0, Ćs ągy g^m = (g^d)^q. □

8.1.23. TĆtel. Legyen G egy n rendŰ vĆges ciklikus csoport, g pedig egy generătoreleme G-nek. Ha a ∈ Z Ćs d = lnko(a, n), akkor g^a a H = {g^d, g^{2d}, . . . , g^{md} = e} ciklikus rĆszcsoportot generălja, ahol n = md. A G minden rĆszcsoportja elŞăll ągy valamely d|n-re. A G-nek φ(n) generătora van.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ tĆtel bizonyątăsa szerint minden H rĆszcsoport g^d hatvănyaibćl ăll, ahol d a legkisebb pozitąv kitevŞ, amelyre g^d ∈ H. Mivel g^a a g^d hatvănya, ągy az ăltala generălt rĆszcsoport rĆsze H-nak. Mivel alkalmas x, y ∈ Z-re d = ax + ny, azt kapjuk, hogy g^d = g^{ax+ny} = g^{ax}g^{ny} = g^{ax}e^y = g^{ax}, ągy g^a generălja H-t. Az utolsć ăllątăs abbćl kŤvetkezik, hogy φ(n) darab olyan 0 ≤ a < n termĆszetes szăm van, amelyre a Ćs n relatąv prąmek. □

Eddigi tanulmănyaink sorăn is elŞfordult măr, hogy egy halmaz elemeit osztălyokba soroltuk, Ćs a tovăbbiakban ezeket

• 119/−3 . . . − 2 : < portja. Ve

zessĄk be az a ∼ b, ha ab^{−1} ∈ H relăcićt. Ez nyilvăn ekvivalenciarelăcić. Vizsgăljuk > portja. VezessĄk be az a ∼ b, ha ab^{−1} ∈ H relăcićt. Ez nyilvăn ekvivalenciarelăcić. Vizsgăljuk

• 120/−2 : < 8.1.27. TĆtel. Egy nem egyelemŰ csoport pontosan akkor prąmszămrendŰ, ha > * 8.1.27. TĆtel. Egy nem egyelemŰ csoport pontosan akkor prąmszămrendŰ, ha

• 121/−8 : < 8.1.32. BelsŞ automor˛zmusok. Ha G csoport Ćs a ∈ G rŤgzątett, akkor a > * 8.1.32. BelsŞ automor˛zmusok. Ha G csoport Ćs a ∈ G rŤgzątett, akkor a

• 122/−11 . . . − 10 : < arra, hogy ezekben vizsgăljuk az eredeti struktčra bizonyos tulajdonsăgait. PĆldăul a szămątćgĆppel vĆgrehajtott algoritmusok felgyorsątăsa is ezen a mćdszeren alapul. > arra, hogy ezekben vizsgăljuk az eredeti struktčra bizonyos tulajdonsăgait. Bizonyos algoritmusok felgyorsątăsa is ezen a mćdszeren alapul.

• 123/−8 . . . − 7 : < a păros vagy păratlan szćt adja, ągy ker φ = 2Z. ν a kanonikus lekĆpezĆs G Ćs G/ ker φ kŤzŤtt. > a păros vagy păratlan szćt adja, ągy ker φ = 2Z. A kanonikus lekĆpezĆs G Ćs G/ ker φ kŤzŤtt ν.

• 124/10 : < 8.1.40. VĆges Abel-csoportok alaptĆtele. Egy vĆges Abel-csoport prąmhat- > * 8.1.40. VĆges Abel-csoportok alaptĆtele. Egy vĆges Abel-csoport prąmhat-

• 126/−14 : < ( 1 2 3 4 2 3 4 1 ) = (1, 2, 4, 3) = (1, 3)(1, 2)(3, 4) > ( 1 2 3 4 2 3 4 1 ) = (1, 2, 3, 4) = (1, 3)(1, 2)(3, 4)

• 126/−10 : < 8.1.46. De˛nącić. Egy G csoport egy normăllăncăn rĆszcsoportoknak egy olyan > * 8.1.46. De˛nącić. Egy G csoport egy normăllăncăn rĆszcsoportoknak egy olyan

• 127/7 : < permutăcićk egy rĆszcsoportot alkotnak, amelyet A_n-nel jelŤlĄnkm, Ćs n-edfokč alternălć > permutăcićk egy rĆszcsoportot alkotnak, amelyet A_n-nel jelŤlĄnk, Ćs n-edfokč alternălć

• 127/12 . . . 13 : < nem felodhatć, ha n ≥ 5.

8.1.47. PĆlda. Megmutathatć, hogy S_4-ben > nem feloldhatć, ha n ≥ 5.

* 8.1.47. PĆlda. Megmutathatć, hogy S_4-ben

• 127/18 : < mint tudjuk, egy alaphalmazbćl Ćs rajta Ćrtelmezett kĆt binĆr mŰveletebŞl ăllnak. A > mint tudjuk, egy alaphalmazbćl Ćs rajta Ćrtelmezett kĆt binĆr mŰveletbŞl ăllnak. A

• 127/−15 : < gyŰrŰkre az egĆsz szămok gyŰrŰje Ćs Z_m, ferdetestre a kvarternićk, testre pedig a racio- > gyŰrŰkre az egĆsz szămok gyŰrŰje Ćs Z_m, ferdetestre a kvaternićk, testre pedig a racio-

• 127/−12 . . . − 11 : < 8.2.2. MegjegyzĆs. Egy egysĆgelemes integrităsi tartomăny nyilvăn pontosan akkor test, ha minden nem nulla eleme egysĆg. Egy vĆges integrităsi tartomăny test, mert egy rŤgzątett nem nulla elemmel szorozva a nem nulla elemeket, mindegyiket megkapjuk, ągy a nem nulla elemek kŤrĆben az ax = b egyenlet megoldhatć. > * 8.2.2. MegjegyzĆs. Egy vĆges integrităsi tartomăny test, mert egy rŤgzątett nem nulla elemmel szorozva a nem nulla elemeket jobbrćl vagy balrćl, mindegyiket megkapjuk, ągy a nem nulla elemek kŤrĆben az ax = b Ćs ya = b egyenletek megoldhatćk

• 128/1 . . . 5 : < 8.2.4. GyŰrŰ karakterisztikăja. Ůgy a gyŰrŰknĆl, mint a testeknĆl is fontos jellemzŞ az elemek additąv rendje, amely bizonyos feltĆtelek teljesĄlĆse esetĆn minden nem nulla elemnĆl megegyezik.

8.2.5. TĆtel. Egy nullosztćmentes R gyŰrŰben a nemnulla elemek additąv rendje megegyezik, ami vagy vĆgtelen, vagy prąmszăm. > Ůgy a gyŰrŰknĆl, mint a testeknĆl is fontos jellemzŞ az elemek additąv rendje, amely bizonyos feltĆtelek teljesĄlĆse esetĆn minden nem nulla elemnĆl megegyezik.

8.2.4. TĆtel. Egy nullosztćmentes R gyŰrŰben a nem nulla elemek additąv rendje megegyezik, Ćs vagy vĆgtelen, vagy prąmszăm.

• 129/1 . . . 3 : < Ha ez a kŤzŤs n ĆrtĆk vĆges, akkor azt mondjuk, hogy a gyŰrŰ karakterisztikăja n, ha pedig vĆgtelen, akkor azt mondjuk, hogy a gyŰrŰ karakterisztikăja nulla. JelŤlĆse: char(R). > 8.2.5. GyŰrŰ karakterisztikăja. Az elŞzŞ tĆtel szerint nullosztćmentes gyŰrŰben a nem nulla elemek additąv rendje megegyezik. Ha ez a kŤzŤs ĆrtĆk vĆgtelen, akkor azt mondjuk, hogy a gyŰrŰ karakterisztikăja nulla, ha pedig egy vĆges n ĆrtĆk, akkor azt mondjuk, hogy a gyŰrŰ karakterisztikăja n. JelŤlĆse: char(R).

• 129/−9 : < gyŰrŰ /nek nevezĄnk. Boole-gyŰrŰben minden a elemre 2a = 0, hiszen a+a = (a+a)^2 = > gyŰrŰnek nevezĄnk. Boole-gyŰrŰben minden a elemre 2a = 0, hiszen a + a = (a + a)^2 =

• 130/−18 : < 8.2.12. PĆlda. (1) Az egĆsz szămok gyŰrŰjĆben egy m egĆsz szăm tŤbbszŤrŤsei > 8.2.12. PĆldăk. (1) Az egĆsz szămok gyŰrŰjĆben egy m egĆsz szăm tŤbbszŤrŤsei

• 131/−13 : < 8.2.18. PĆlda. Ha R = Z Ćs I = mZ akkor R/I = Z_m. > 8.2.18. PĆlda. Ha R = Z Ćs I = mZ, akkor R/I = Z_m.

• 131/−9 . . . − 6 : <

(I + a)(I + b) = (8Z + 4)(8Z + 4) = 64Z^2 + 32Z + 32Z + 16 = 64Z + 32Z + 16 ⊂ 16Z ≠ I

ami csupa 16-tal oszthatć szămot tartalmaz, viszont 8Z+16 csupa 8-cal oszthatćt, tehăt kapjuk, hogy (8Z + 4)(8Z + 4) ⊂ 16Z ≠ 8Z + 16. >

(I + a)(I + b) = (8Z + 4)(8Z + 4) = 64Z^2 + 32Z + 32Z + 16 = 64Z + 32Z + 16 ⊂ 16Z ami csupa 16-tal oszthatć szămot tartalmaz, viszont 8Z + 16 nem, tehăt kapjuk, hogy

(8Z + 4)(8Z + 4) ⊂ 16Z ⊊ 8Z + 16.

• 135/4 : < speciălisan a = r_0 Ćs b = r_1 tŤbbszŤrŤsei d-nek. > speciălisan a = r_0 Ćs b = r_1 tŤbbszŤrŤsei d-nek. □

• 136/4 : < generătorăra b|a, de b nem egysĆg Ćs nem is asszociăltja a-nak, ami lehetetlen. > generătorăra b|a, de b nem egysĆg Ćs nem is asszociăltja a-nak, ami lehetetlen. □

• 136/−13 : < 8.2.42. TĆtel. Egy kommutatąv egysĆgelemes egyszerŰ gyŰrŰ akkor Ćs csak akkor > * 8.2.42. TĆtel. Egy kommutatąv egysĆgelemes egyszerŰ gyŰrŰ akkor Ćs csak akkor

• 136/−7 : < 8.2.43. Hănyadostest. Legyen R integrităsi tartomăny. Az R × R \ {0} halmazon > 8.2.43. Hănyadostest. Legyen R integrităsi tartomăny. Az R× ( R\{0} ) halmazon

• 137/1 . . . 7 : < 8.2.44. Algebrai struktčrăk. TulajdonkĆppen nem csak egy vagy kĆt mŰveletet de˛niălhatunk egy halmazon, hanem tetszŞlegesen sokat, vagy akăr 0-t is. Ŋgy bevezethetĄnk egy čj fogalmat. Az algebrai struktčrăkat (H; ˙) părral jelŤljĄk, ahol H tetszŞleges halmaz (alaphalmaz), Ćs ˙ H-n Ćrtelmezett mŰveletek halmaza. Amennyiben nem okoz fĆlreĆrtĆst, (H; ˙)-t jelŤlhetjĄk egyszerŰen H-val. Ha ˙ az n_0 nullavăltozćs, n_1 egyvăltozćs Ćs rendre n_i i-văltozćs mŰveletekbŞl ăll, akkor azt mondjuk, hogy az (n_0, n_1, . . . , n_i, . . . ) sorozat a H struktčra tąpusa. > * 8.2.44. Algebrai struktčrăk. TulajdonkĆppen nem csak egy vagy kĆt mŰveletet de˛niălhatunk egy halmazon, hanem tetszŞlegesen sokat is. Ŋgy bevezethetĄnk egy čj fogalmat. Az algebrai struktčrăkat (H; ˙) părral jelŤljĄk, ahol H tetszŞleges halmaz (alaphalmaz), Ćs ˙ legyen H-n Ćrtelmezett (nem feltĆtlenĄl ugyanannyi văltozćs) mŰveletek halmaza. Amennyiben nem okoz fĆlreĆrtĆst, (H; ˙)-t jelŤlhetjĄk egyszerŰen H-val. Szămos tĆtel ilyen ăltalănossăgban is bebizonyąthatć.

• 138/12 . . . 15 : < szokăs ąrni. Speciălisan x = (0, e, 0, 0, . . . ), Ćs indukcićval kapjuk, hogy ha n ∈ N, akkor x^n olyan sorozat, amelyben az n indexŰ tag az e egysĆgelem, az Ťsszes tŤbbi tag pedig nulla. Ha egy polinom fŞegyĄtthatćja R egysĆgeleme, akkor fŞpolinomnak (vagy normălt polinomnak) nevezzĄk. > szokăs ąrni. Ha egy polinom fŞegyĄtthatćja R egysĆgeleme, akkor fŞpolinomnak (vagy normălt polinomnak) nevezzĄk.

• 139/17 . . . 22 : < 8.3.5. KŤvetkezmĆny. Ha R test, akkor a 0 ≠ f → deg f lekĆpezĆssel R[x] euklideszi gyŰrŰ.

Bizonyątăs. Testben minden nem nulla elem egysĆg, ągy minden nem nulla gre alkalmazhatć az elŞzŞ tĆtel, tovăbbă ha f, g nem nulla polinomok, akkor deg fg = deg f + deg g ≥ max{deg f, deg g}. □

8.3.6. KŤvetkezmĆny: gyŤktĆnyezŞ levălasztăsa. Ha f ≠ 0 Ćs c az f gyŤke, > 8.3.5. KŤvetkezmĆny: gyŤktĆnyezŞ levălasztăsa. Ha f ≠ 0 Ćs c az f gyŤke,

• 139/−1 : < Bizonyątăs. EgyĆbkĆnt a kĄlŤnbsĆgpolinomnak vĆgtelen sok gyŤke lenne. □ > Bizonyątăs. EgyĆbkĆnt a kĄlŤnbsĆgpolinomnak vĆgtelen sok gyŤke lenne. □

8.3.9. KŤvetkezmĆny. Ha R test, akkor a 0 ≠ f → deg f lekĆpezĆssel R[x] euklideszi gyŰrŰ.

Bizonyątăs. Testben minden nem nulla elem egysĆg, ągy minden nem nulla gre alkalmazhatć az elŞzŞ tĆtel, tovăbbă ha f, g nem nulla polinomok, akkor deg fg = deg f + deg g ≥ max{deg f, deg g}. □

• 140/8 . . . 23 : < 8.3.11. MegjegyzĆs: Horner-elrendezĆs. Az

f(x) = a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + a_{n−2}x^{n−2} . . . a_1x + a_0

polinom f(x) = ((. . . ((a_nx + a_{n−1})x + a_{n−2})x + · · · + a_1)x + a_0

alakč feląrăsa adja az Ťtletet, hogy f egy helyettesątĆsi ĆrtĆkĆt kiszămoljuk csupăn n − 1 szorzăssal Ćs ugyanannyi Ťsszeadăssal. A maradĆkos osztăs tĆtelĆt alkalmazva az f Ćs a g = x − c polinomra azt kapjuk, hogy f = (x − c)q + r, ahol r konstans, ĆrtĆke f(c), tehăt f = (x − c)q + f(c).

8.5. ăbra

A tăblăzat (8.5. ăbra) elsŞ sora f egyĄtthatćit, mąg a măsodik sor q egyĄtthatćit tartalmazza. A măsodik sor elsŞ eleme kimarad, a măsodik elem f fŞegyĄtthatćja. EgyĆbkĆnt egy kiszămolt elembŞl a kŤvetkezŞt čgy kapjuk, hogy c-vel szorozzuk, Ćs hozzăadjuk a felette lĆvŞ szămot. > 8.3.11. MegjegyzĆs: Horner-elrendezĆs. A maradĆkos osztăs tĆtelĆt alkalmazva az f Ćs a g = x − c polinomra azt kapjuk, hogy f = (x − c)q + r, ahol r konstans, ĆrtĆke f(c). Ŋgy n − 1 szorzăssal Ćs ugyanannyi Ťsszeadăssal megkaphatjuk f(c)-t.

• 142/13 : < * PĆldăk. (1) TekintsĄk az R[x] polinomgyŰrŰben az (x^2 + 1) fŞideălt. Minden > * 8.3.19. PĆldăk. (1) TekintsĄk az R[x] polinomgyŰrŰben az (x^2 + 1) fŞideălt.

Minden

• 142/−4 : < Z^n_p -ben minden elem additąv rendje legfeljebb p). > Z^n_p -ben minden elem additąv rendje legfeljebb p).

8.3.21. TĆtel. VĆges test nem nulla elemeinek multiplikatąv csoportja ciklikus.

* Bizonyątăs. Egy n rendŰ G ciklikus csoportban minden d|n esetĆn pontosan egy d rendŰ rĆszcsoport van. Ez ciklikus Ćs φ(d) generătora van. Mivel G minden eleme generăl egy rĆszcsoportot, ∑ d|n φ(d) = n.

Legyen most a nem nulla elemek multiplikatąv csoportja G Ćs legyen a G rendje n. Ha d|n Ćs van olyan g ∈ G, amelynek rendje d, akkor ez egy H = {1, g, g^2, . . . , g^{d−1}} ciklikus rĆszcsoportot generăl. Mivel testben az x^d = 1 egyenletnek legfeljebb d megoldăsa van, azok mind a H rĆszcsoportban vannak. Speciălisan, minden d rendŰ eleme G-nek generătora H-nak, Ćs φ(d) ilyen van. Ŋgy d rendŰ eleme G-nek 0 vagy φ(d) darab van. Ha valamely d|n-re nulla lenne, az ellentmondana annak, hogy ∑ d|n φ(d) = n. Ŋgy van n rendŰ elem is, tehăt G ciklikus. □

• 143/13 : < is gyŤk. A g_c = (x − c)(x − c) = x^2 − 2ℜcx + |c|^2 valćs egyĄtthatćs polinommal R felett > is gyŤk. A g_c = (x − c)(x − c) = x^2 − 2ℜ(c)x + |c|^2 valćs egyĄtthatćs polinommal R felett

• 143/−3 : < 8.3.22. Primitąv polinomok. Legyen R egy Gauss-gyŰrŰ. Ekkor R[x] egy po- > * 8.3.22. Primitąv polinomok. Legyen R egy Gauss-gyŰrŰ. Ekkor R[x] egy po-

• 147/−18 : < elemet R-ben, bărmely d_j |f(c_j ), j = 0, 1, . . . , n ĆrtĆkhez Lagrange-interpolăcićval meg- > elemet R-ben, bărmely d_j |f(c_j ), j = 0, 1, . . . , n ĆrtĆkekhez Lagrange-interpolăcićval meg-

• 150/1 . . . 151/14 : < 8.3.36. TŤbbhatărozatlanč polinomok. Legyen R gyŰrŰ, n ∈ N. Az R feletti n-hatărozatlanč polinomok gyŰrŰjĆt n szerinti indukcićval de˛niăljuk: ha n = 0, legyen R[x_1, x_2, . . . , x_n] = R, az egyhatărozatlanč polinomok gyŰrŰjĆt măr de˛niăltuk, ha pedig n > 1, akkor legyen R[x_1, x_2, . . . , x_n] = R[x_1, x_2, . . . , x_{n−1}][x_n]. Nyilvăn x_1, x_2, . . . , x_n helyett bărmilyen măs betŰk is szerepelhetnek. NĆha egy f ∈ R[x_1, x_2, . . . , x_n] polinomra inkăbb az f(x_1, x_2, . . . , x_n) jelŤlĆst fogjuk hasznălni.

KŤnnyen lăthatć, hogy az n-hatărozatlanč polinomok ∑ i_1 ,i_2 ,... ,i_n

f_{i1,i2 ,... ,in} x^{i1}_1 x^{i2}_2 · · · x^{in}_n

alakč vĆges Ťsszegek, ahol x_1, x_2, . . . , x_n a Ăhatărozatlanok" Ćs f_{i1,i2 ,... ,in} ∈ R, az Ťsszeadăs Ćs szorzăs pedig tagonkĆnt tŤrtĆnik. A feląrăs tŤmŤrebbĆ tehetŞ az alăbbi mćdon: Az N^n elemeit multiindexeknek fogjuk nevezni. Multiindexek ŤsszegĆt koordinătănkĆnt de˛niăljuk. Ha i = (i_1, i_2, . . . , i_n), akkor legyen x^i = x^{i1}_1 x^{i2}_2 · · · x^{in}_n . Ezzel a jelŤlĆssel az f polinom ∑ i f_ix^i vĆges ŤsszegkĆnt ąrhatć. (TulajdonkĆppen f egy olyan N^n-et R-be kĆpezŞ fĄggvĆnnyel azonosąthatć, amely vĆges sok helyen vesz fel nem nulla ĆrtĆket.)

Az a ∈ R elemhez hozzărendelve azt az f polinomot, amelyre f_{0,0,... ,0} = a Ćs f_{i1 ,i2 ,... ,in} = 0 egyĆbkĆnt, az R egy olyan lekĆpezĆsĆt kapjuk a polinomok gyŰrŰjĆbe, amely nyilvăn monomor˛zmus, ĆrtĆkkĆszletĆnek elemei a konstans polinomok, ezeket R elemeivel azonosąthatjuk.

Az n-hatărozatlanč polinomok jelŤlĆsĆre a hagyomănyos f = ∑ i_1 +···+i_n≤m

f_ix^i = ∑ i_1 +i_2 +···+i_n≤m

f_{i1,i2 ,... ,in} x^{i1}_1 x^{i2}_2 · · · x^{in}_n

feląrăst fogjuk hasznălni. Gyakran az x^0_j alakč tĆnyezŞket nem ąrjuk ki, x^1_j helyett pedig x_j -t ąrunk. Az f_i-k az egyĄtthatćk, i = (i_1, i_2, . . . , i_n) az f_ix^i tag multifoka, i_1 + · · · + i_n pedig a foka. Az (egyetlen) nulladfokč tag egyĄtthatćja a polinom konstans tagja. Mivel az f = ∑ i_1 +···+i_n≤m fix

i feląrăsbćl a nulla egyĄtthatćjč tagokat szokăs elhagyni illetve a feląrăshoz tovăbbi nulla egyĄtthatćjč tagok adhatćk hozză, a feląrăs nem egyĆrtelmŰ. EgyĆrtelmŰvĆ vălik azonban, ha kikŤtjĄk, hogy m minimălis legyen, Ćs minden m-nĆl nem magasabb fokč tag szerepeljen. Ez a minimălis m a polinom foka, jelŤlĆse deg f. (Egy măsik lehetŞsĆg a feląrăs egyĆrtelmŰvĆ tĆtelĆre, hogy minden nulla egyĄtthatćjč tagot elhagyunk.)

A nulla polinom egyĆrtelmŰ feląrăsa az Ąres Ťsszeg, Ćs fokăt −1-nek de˛niăljuk. (Vannak, akik a nulla polinom fokăt a −∞ szimbćlumnak de˛niăljăk vagy nem de˛niăljăk.) A konstans polinomok a legfeljebb nulladfokč polinomok. A legfeljebb elsŞfokč polinomok a lineăris polinomok. Azokat a polinomokat, amelyek f_ix^i alakba ąrhatćk, monomoknak nevezzĄk. Ha egy polinom minden (nem nulla) tagjănak ugyanaz a k a foka, akkor k-adfokč homogĆn polinomnak nevezzĄk.

Ha f = ∑ i f_ix^i Ćs g = ∑ i g_ix^i polinomok, akkor ŤsszegĄk a ∑ i(f_i + g_i)x^i polinom, szorzatuk pedig az a h = fg polinom, amelyre h_k = ∑ i,j∈N^n,i+j=k figj , ha k ∈ N

n, vagy a szokăsosabb mćdon, kiąrva a multiindexek koordinătăit

h_{k1 ,k2,... ,kn} = ∑ i_1 +j_1 =k_1 ,... ,i_n+j_n=k_n

f_{i1,i2 ,... ,in} g_{j1 ,j2,... ,jn}

(VegyĄk Ćszre, hogy ha f legfeljebb m-edfokč, g legfeljebb l-edfokč, akkor h legfeljebb m + l-edfokč.)

Ha R egysĆgelemes az e egysĆgelemmel, akkor R[x_1, . . . , x_n] is egysĆgelemes, benne az f_{0,0,... ,0} = e Ćs egyĆbkĆnt f_{i1,i2 ,... ,in} = 0 ŤsszefĄggĆssel de˛niălt polinom egysĆgelem. Az f_ix^i tag helyett f_i = e esetĆn x^i-t szokăs ąrni. Speciălisan, x_j az az f polinom, amelyre f_{i1 ,i2 ,... ,in} = e, ha i_j = 1 Ćs az Ťsszes tŤbbi i_k nulla, minden măs i_1, i_2, . . . , i_n indexsorozatra pedig f_{i1 ,i2,... ,in} = 0, tovăbbă indukcićval kapjuk, hogy ha i = (i_1, i_2, . . . , i_n) ∈ N^n, akkor x^{i1}_1 x^{i2}_2 · · · x^{in}_n az az f polinom, amelyre f_{i1,i2 ,... ,in} = e, minden măs egyĄtthatćja nulla.

Ha az R gyŰrŰ nullosztćmentes, akkor az R[x_1, x_2, . . . , x_n] gyŰrŰ is nullosztćmentes, Ćs kĆt nem nulla polinom szorzatănak a foka a fokok Ťsszege.

SzămątćgĆpen vagy az m fokszămot Ćs az egyĄtthatćk f_{i1 ,i2,... ,in} , i_j ≤ m, ha j = 1, 2, . . . , n tŤmbjĆt tăroljuk, vagy a nem nulla egyĄtthatćkra az (i, f_i) părok egy lăncolt listăjăt. >

8.3.36. TŤbbhatărozatlanč polinomok. Legyen R gyŰrŰ, n ∈ N. Az R feletti n-hatărozatlanč polinomok gyŰrŰjĆt n szerinti indukcićval de˛niăljuk: ha n = 0, legyen R[x_1, x_2, . . . , x_n] = R, az egyhatărozatlanč polinomok gyŰrŰjĆt măr de˛niăltuk, ha pedig n > 1, akkor legyen R[x_1, x_2, . . . , x_n] = R[x_1, x_2, . . . , x_{n−1}][x_n]. Nyilvăn x_1, x_2, . . . , x_n helyett bărmilyen măs betŰk is szerepelhetnek. NĆha egy f ∈ R[x_1, x_2, . . . , x_n] polinomra inkăbb az f(x_1, x_2, . . . , x_n) jelŤlĆst fogjuk hasznălni.

KŤnnyen lăthatć, hogy az n-hatărozatlanč polinomok ∑ i_1 ,i_2 ,... ,i_n

f_{i1,i2 ,... ,in} x^{i1}_1 x^{i2}_2 · · · x^{in}_n

alakč vĆges Ťsszegek, ahol x_1, x_2, . . . , x_n a Ăhatărozatlanok" Ćs f_{i1 ,i2,... ,in} ∈ R. Az a ∈ R elemhez hozzărendelve azt az f polinomot, amelyre f_{0,0,... ,0} = a Ćs f_{i1,i2 ,... ,in} = 0 egyĆbkĆnt, az R egy olyan lekĆpezĆsĆt kapjuk a polinomok gyŰrŰjĆbe, amely nyilvăn monomor- ˛zmus, ĆrtĆkkĆszletĆnek elemei a konstans polinomok, ezeket R elemeivel azonosąthatjuk. Az f_{i1 ,i2,... ,in} x^{i1}_1 x^{i2}_2 · · · x^{in}_n

tagot monomnak nevezzĄk, f_{i1,i2 ,... ,in} az egyĄtthatćja, (i_1, i_2, . . . , i_n) a multifoka, i_1 + · · · + i_n pedig a foka. Az n-hatărozatlanč polinomok jelŤlĆsĆre a hagyomănyos

(1) f = ∑ i_1 +i_2 +···+i_n≤m

f_{i1,i2 ,... ,in} x^{i1}_1 x^{i2}_2 · · · x^{in}_n

feląrăst fogjuk hasznălni. Gyakran az x^0_j alakč tĆnyezŞket nem ąrjuk ki, x^1_j helyett pedig x_j -t ąrunk. Az (egyetlen) nulladfokč tag egyĄtthatćja a polinom konstans tagja. Mivel az (1) feląrăsbćl a nulla egyĄtthatćjč tagokat szokăs elhagyni illetve a feląrăshoz tovăbbi nulla egyĄtthatćjč tagok adhatćk hozză, a feląrăs nem egyĆrtelmŰ. EgyĆrtelmŰvĆ vălik azonban, ha kikŤtjĄk, hogy m minimălis legyen, Ćs minden m-nĆl nem magasabb fokč tag szerepeljen. Ez a minimălis m a polinom foka, jelŤlĆse deg(f). (Egy măsik lehetŞsĆg a feląrăs egyĆrtelmŰvĆ tĆtelĆre, hogy minden nulla egyĄtthatćjč tagot elhagyunk.) A nulla polinom egyĆrtelmŰ feląrăsa az Ąres Ťsszeg, Ćs fokăt −1-nek de˛niăljuk. (Vannak, akik a nulla polinom fokăt a −∞ szimbćlumnak de˛niăljăk vagy nem de˛niăljăk.) A konstans polinomok a legfeljebb nulladfokč polinomok. A legfeljebb elsŞfokč polinomok a lineăris polinomok. Ha egy polinom minden (nem nulla) tagjănak ugyanaz a k a foka, akkor k-adfokč homogĆn polinomnak nevezzĄk.

A de˛nącićbćl adćdik, hogy az Ťsszeadăs Ćs szorzăs tagonkĆnt tŤrtĆnik: ha g = ∑ i_1 +i_2 +···+i_n≤m

g_{i1,i2 ,... ,in} x^{i1}_1 x^{i2}_2 · · · x^{in}_n

egy măsik polinom, akkor ŤsszegĄk az

f + g = ∑ i_1 +i_2 +···+i_n≤m

(f_{i1 ,i2,... ,in} + g_{i1 ,i2,... ,in} )x^{i1}_1 x^{i2}_2 · · · x^{in}_n polinom, szorzatuk pedig az a h = fg polinom, amelyre

h_{k1 ,k2,... ,kn} = ∑ i_1 +j_1 =k_1 ,... ,i_n+j_n=k_n

f_{i1,i2 ,... ,in} g_{j1 ,j2,... ,jn}

(VegyĄk Ćszre, hogy ha f legfeljebb m-edfokč, g legfeljebb l-edfokč, akkor h legfeljebb m + l-edfokč.) Ha az R gyŰrŰ nullosztćmentes, akkor az R[x_1, x_2, . . . , x_n] gyŰrŰ is nullosztćmentes, Ćs kĆt nem nulla polinom szorzatănak a foka a fokok Ťsszege.

Ha R egysĆgelemes az e egysĆgelemmel, akkor R[x_1, . . . , x_n] is egysĆgelemes, benne az f_{0,0,... ,0} = e Ćs egyĆbkĆnt f_{i1,i2 ,... ,in} = 0 ŤsszefĄggĆssel de˛niălt polinom egysĆgelem. Az f_{i1 ,i2,... ,in} x^{i1}_1 x^{i2}_2 · · · x^{in}_n

tag szokăsos ąrăsmćdja f_{i1,i2 ,... ,in} = e esetĆn

x^{i1}_1 x^{i2}_2 · · · x^{in}_n .

SzămątćgĆpen vagy az m fokszămot Ćs az egyĄtthatćk

f_{i1,i2 ,... ,in} , i_j ≤ m, ha j = 1, 2, . . . , n

tŤmbjĆt tăroljuk, vagy a nem nulla egyĄtthatćkra az ( (i_1, i_2, . . . , i_n), f_{i1,i2 ,... ,in} )

părok egy lăncolt listăjăt.

* 8.3.37. Multiindexek. TŤbbhatărozatlanč polinomok feląrăsa tŤmŤrebbĆ tehetŞ az alăbbi mćdon: Az N^n elemeit multiindexeknek fogjuk nevezni. Multiindexek ŤsszegĆt koordinătănkĆnt de˛niăljuk. Ha i = (i_1, i_2, . . . , i_n), akkor legyen |i| = i_1 + i_2 + · · · + i_n Ćs x^i = x^{i1}_1 x^{i2}_2 · · · x^{in}_n . Ezzel a jelŤlĆssel az f polinom ∑ |i|≤m fix

i vĆges ŤsszegkĆnt ąrhatć.

(TulajdonkĆppen f egy olyan N^n-et R-be kĆpezŞ fĄggvĆnnyel azonosąthatć, amely vĆges sok helyen vesz fel nem nulla ĆrtĆket.) Az f_ix^i monom multifoka i, foka |i|.

Ha f = ∑ i f_ix^i Ćs g = ∑ i g_ix^i polinomok, akkor ŤsszegĄk a ∑ i(f_i + g_i)x^i polinom, szorzatuk pedig az a h = fg polinom, amelyre h_k = ∑ i,j∈N^n,i+j=k figj , ha k ∈ N n.