. ?/7
<
Iranyitott grafok, rajzolhatésag, kromatikus szam
>
Tréanyitott grafok

° 8/17 :
<

gondosan atnézte és rendkiviil sok észrevétellel, javaslattal, kiegészitéssel segitett.
>

gondosan atnézte és rendkiviil sok észrevétellel, javaslattal, kiegészitéssel segitett. Sok
hibat a hallgatdk taldltak meg: koszonet érte mindenkinek. Kiilon ki kell emelnem Jaksov
Anton segitségét, aki szimos olyan hibat talalt, amit valdsziniileg soha nem vettem volna
észre.

o 10/17:
<

értéke igaz vagy hamis.) Példdul a sikgeometridban predikdtumok: E(z) (,x egyenes”),
>

a kijelentések, ezek értéke igaz vagy hamis.) Példdul a sikgeometridban predikdtumok:
E(x) (,,x egyenes”),

. 10/-2:
<

a kvantor hataskérében van. Ha egy formuldban egy valtozé egy adott el6fordulésa
>

a kvantor hatdskérében van. Ha egy formuldban egy véltozo6 egy adott el6fordulésa

o 11/11:
<

valtozdk, igy jelolhetjiik az egyiket A(x,y)-nal, a méasikat pedig B(x,y)-nal. Eszrevehet
>

valtozdk, igy jelolhetjiik az egyik formulat A(z, y)-nal, a mésikat pedig B(z, y)-nal. Esz-
revehet

. 13/-1:
<

predikdtumnak, és az axiémak kozott felsoroljuk a tulajdonsagait.
>

predikdtumnak, és az axiomék kozott felsoroljuk a tulajdonsigait. (Példdul z = y <—
y = x stb.)



° 14/-5:
<

egyszertiek, jél érthetdek legyenek. Célszerli, ha minél kevesebb axiéma van. Masrészt,
>

egyszertiek, jél érthetdek legyenek. Célszerti, ha minél kevesebb axiéma van, de

o 21/4:
<

Ha A és B halmazok, akkor nyilvdn AN B := N{A, B}.
>

Ha A és B halmazok, akkor nyilvdn AN B = N{4, B}.

° 26/17 :
<

reldcié. (Vannak, akik egy reldcié grafikonjardl vagy grafjérdl beszélnek, amikor parok
>

reldcié vagy x az R reldciéban van y-nal. (Vannak, akik egy reldcié grafikonjardl vagy
grafjardl beszélnek, amikor parok

o 29/-2:
<

helyett R(a)-t irunk. Ez kényelmes, de néha félreértésekre vezethet, ha példaul a és {a}
>

helyett R(a)-t is frhatunk. Ez kényelmes, de néha félreértésekre vezethet, ha példdul a

és {a}

) 32/7:
<

(5) reflexiv, ha minden z € X esetén (z,z) € R;

(6) irreflexiv, ha minden z € X esetén (z,z) ¢ R;
>

(5) irreflexiv, ha minden z € X esetén (z,z) ¢ R;

(6) reflexiv, ha minden z € X esetén (z,z) € R;

) 32/13 :
<
Vegyiik észre, hogy az els6 négy tulajdonsag csak R-t6l, mig az utolsé négy R-tOl és
>

Vegyiik észre, hogy az elsé 6t (sic!) tulajdonsdg csak R-t6l, mig az utolsé hirom
R-t61 és



) 33/—4:

<

Megforditva, legyen O az X egy osztalyozasa, és legyen RU{Y xY : Y € O}. Nyilvin
(z,y) € R pontosan akkor teljesiil, ha x és y az O ugyanazon halmazédnak elemei. Ez

>

Megforditva, legyen O az X egy osztélyozdsa, és legyen R = U{Y x Y : Y € O}.
Nyilvén (z,y) € R pontosan akkor teljesiil, ha x és y az O ugyanazon halmazinak elemei.
Ez

° 45/—-6 :
<

x;X; = {0}. Ha minden i € I-te X; = X, akkor X!-t frunk x;c;X; helyett. Igy
>

x;X; = {0}. Ha minden i € I-re X; = X, akkor X -t is frhatunk x;c;X; helyett. Igy

o 35/-12:
<

z-et. Egy x elemhez tartozé kezdbszeletnek a {y € X : y < x} részhalmazt nevezziik. A
>

x-et. Egy z elemhez tartozd kezddszeletnek az {y € X : y < x} részhalmazt nevezziik.

A

. 40/—14:
<

ra képez le, azaz f(X) =Y, akkor szokas sziirjektivnek vagy szuperjektivnek is nevezni,
>

ra képez le, azaz f(X) = {f, : x € X} =Y, akkor szokas sziirjektivnek vagy szuperjek-
tivnek is nevezni,

° 46/—6 :
<

A x b-t frunk. A legszokasosabb miveleti jelek + és -, az utébbit gyakran ki sem
>

A x b-t is frhatunk. A legszokdsosabb miiveleti jelek + és -, az utébbit gyakran ki sem

) 50/—13:
<

hogy 0 egy nullér miivelet N-en. (2) azt fejezi ki, hogy T egy unér miivelet N-en. (3)
>

hogy kijeloliink egy specidlis 0 elemet, azaz 0 egy nullér miivelet N-nen. (2) azt fejezi ki,
hogy T egy unér miivelet N-en. (3)



. 50/—7:
<

azt jelenti, hogy N minden eleme 0-bdl rakovetkezéssel elérheto.
>

azt jelenti, hogy N minden eleme 0-bdl rdkovetkezéssel elérhetd, mas természetes szam
nincs.

o 51/4:
<

halmazra 0 € S, és ha n € S, akkor n™ = (m™*)™ € 9, igy (5) szerint S = N.
>

halmazra 0 € S, és ha n € S, akkor n™ = (m™)* € S, igy (5) szerint S = N, azaz a +
unér miivelet értékkészlete N\ {0}. Ezt a halmazt NT-szal fogjuk jelslni, a * bijekcid
inverzét pedig ~-szal, ez a megel6zés.

° 51/-8:
<

jelentettek. Szdmara 0 € N a ,,zero es numer6 mondat réviditése, ahol az ,,€” az olasz
>

jelentettek. Szdmara 0 € N a ,,zero es numero” mondat roviditése, ahol az ,,€” az olasz

) 52/6 :
<

NT = N\ {0} halmazon értelmezett fliggvényeket is szokds végtelen sorozatnak nevezni.)
>

N7 halmazon értelmezett fiiggvényeket is szokds végtelen sorozatnak nevezni.)

. 53/11 :
<

© kolcsonosen egyértelmt, és a bizonyitas kész. [
>

@ kolcsonosen egyértelmd. [

° 55/11 :
<

sik rajta van egyetlen egyenesen. Megmutatjuk, hogy akarhogy vesziink véges sok pontot,
>

sik rajta van egyetlen egyenesen. Elég megmutatni, hogy akarhogy vesziink n pontot,

° 62/-8:
<
Egy G monoid azon elemeinek halmazat, amelyeknek van inverze, G*-gal jeloljiik
(fiiggetleniil attél, hogy mivel jeloljiik a miiveletet). Barmely G monoidra (G*, %) csoport.
>



Egy G monoid azon elemeinek halmazit, amelyeknek van inverze, G*-ral szokds
jelolni (fiiggetleniil attdl, hogy mivel jelsljiik a miiveletet). Barmely G monoidra (G*, *)
csoport.

° 63/1 :
<

(additiv jeltlés), a semleges elemet nullelemnek nevezziik, és n-el vagy 0-val (ha nagyon
>

(additiv jelolés), a semleges elemet nullelemnek nevezziik, és n-nel vagy 0-val (ha nagyon

o  63/11:
<

mindkettét érthetjiik h/g alatt.
>

mindkett6t érthetjiik h/g alatt.
Az egymiiveletes algebrai struktirdk kapcsolatat a 8.1. abra foglalja dssze.

° 63/19 :
<

csoport, amelyben az egységelem az iires halmaz, az inverz pedig a komplementer, mig
>

csoport, amelyben az egységelem az iires halmaz, az inverz pedig az elem maga, mig

e 63/-5:
<
o 2.2.12. Példék. (Z,+), (Q,+), (R, +), (Z\ {0},-), (Q\ {0},-) és (R\ {0},-) Abel-.
>
o 2.2.12. Példdk. (Z,+), (Q,+), (R,+), (Z%,-), (Q,") és (RX,-) Abel-.

o  66/16:

<
n € N, akkor a [0,n] C N vagy [1,n] C Nt halmazon értelmezett fiiggvényeket véges
sorozatnak nevezziik. Az x véges sorozatot ugy is jeloljiik, hogy xo,x1,... ,z, (vagy ;,
i=0,1,2,...,n),illetve z1,za, ... ,x, (vagy x5, i =1,2,... ,n). Az x1,29,... T, véges
sorozatot rendezett n-esnek is neveziik; ekkor rendszerint (x1, s, ... ,z,)-nel jel-

>
n € N, akkor a [0,n] C N vagy [1,n] C Nt halmazon értelmezett fiiggvényeket véges
sorozatnak nevezziik. Az x véges sorozatot ugy is jeloljiik, hogy xq, z1, ... , 2, (vagy z;,
i=0,1,2,...,n7), illetve x1,x9,... ,x, (vagy z;, 1 = 1,2,... ,n). Az xo,,T1,... ,Tp-
illetve x1,x2,...,x, véges sorozatot rendezett n-esnek is neveziik; ekkor rendszerint
(o, x1,... ,2,-)-szal illetve (1,22, ... ,z,)-nel jel-



) 68/1 :

<

2.3.13. Altaldnos rekurziététel. Legyen adott egy X halmaz és egy X -be képez6
f fiiggvény, amelynek értelmezési tartomdnya az N valamely kezdGszeletébdl X -be képezd
fiiggvények halmaza. (Az f adja a rekurziét.) Ekkor egyértelmiien létezik egy g : N — X
fiiggvény, amely , f-zdrt”, azaz g(a) = f(glj— o) minden a € N-re. (Ittt ]—, a[ az a-hoz
tartozo kezddszelet, 1dsd 1.3.50.)

A tétel szemléletesen fogalmazva azt mondja, hogy ha adott egy fiiggvényiink, amely
egy egydimenzids tomb esetén kiszdmitja a tomb mar feltoltott kezdetébdl, hogy a kovet-
kez6 helyre mit kell tenniink, akkor ennek segitségével a tombot akdrmeddig feltslthetjiik.

A tétel és a bizonyitas érvényes marad akkor is, ha N helyett tetsz6leges N jélrende-
zett halmaz szerepel. Ezt az dltaldnosabb véltozatot szokds transzfinit rekurziétételnek
nevezni.

* Bizonyitds. Az egyértelmiiség bizonyitdsa N jélrendezettségén mulik. (Az ilyen
bizonyitdsokat transzfinit indukciéval térténd bizonyitasnak nevezziik.) Tegyiik fel, hogy
g és g* is eleget tesz a tétel feltételeinek. Legyen S = {z € N: g(z) # g*(z)}. Ha S
nem fires, akkor létezik legkisebb eleme, legyen ez a. Mivel glj_ .,/ = g*[|— 4, azt kapjuk,
hogy

g(a) = f(gli—a) = f(9"h—a) = 97 (a),

ami ellentmond annak, hogy a € S.
A g létezésének bizonyitasa hasonlit a rekurziotétel megfeleld részének bizonyitasara.
Nevezziik N x X egy A részhalmazat f-zartnak, ha minden a € N-re és minden

h:l—a — X

fiiggvényre, amelyre h C A, az is teljesiil, hogy (a,f(h)) € A. Maga N x X egy f-
zart halmaz, ilyen halmaz tehat létezik. Legyen g az Gsszes f-zart halmaz metszete.
Mivel nyilvan g is f-zart, csak azt kell megmutatnunk, hogy ¢ az egész N-en értelmezett
fliggvény. Mas szoval, azt fogjuk bizonyitani, hogy ha ¢ € N, akkor van olyan x € X, hogy
(c,z) € g, tovabba ha (c,y) € g, akkor z = y. A bizonyitas megint indirekt, transzfinit
indukcidval torténik. Legyen S azon N-beli ¢ elemek halmaza, amelyekre ez nem igaz.
Legyen a az S legkisebb eleme. Ekkor g|j_ 4 egy ]+, a[-n értelmezett fiiggvény, és mivel a
g halmaz f-zart, haxz = f(ghha[), akkor (a,x) € g. Mivel a € S, ez csak ugy lehet, hogy
van olyan y € X, hogy (a,y) € g és y # . Megmutatjuk, hogy g\ {(a, y)} is f-zart. Ez
azt jelenti, hogy b€ Nés h:]«—,b[ - X, h C g\ {(a,y)} esetén (b,f(h)) €g\ {(a,y)}.
Ez nyilvanvalé akkor is, ha b = a, és akkor is, ha b # a. Viszont ez ellentmond annak,
hogy g a legszlikebb f-zart halmaz. [

2.3.14. Példa: Fibonacci-szamok. Példaként megmutatjuk, hogyan definidlha-
tok a Fibonacci-szamok az el6z6 tétel segitségével pontosan. Legyen X = N, és legyen
az n — n~ leképezése NT-nak N-re az n — n™ leképezés inverze. Elészor az f(0) = 0,

f ({(0, k) }) — 1 barmely k € N-re definiciékkal elirjuk, hogy az eléz8 tétel szerint ad6dé



7

gre g(0) =0 és g(1) = 1 legyen. Most han > 1, h : ]« ,n[ — N egy fiiggvény, akkor
legyen f(h) = h(n™) + h(n™"). (Megjegyezziik, hogy n = min(N\ dmn(h)).)

>

2.3.13. Altaldnos rekurziététel. Legyen adott egy X halmaz és egy X-be ké-
pezd f fiiggvény, amelynek értelmezési tartomdnya az X-beli (nulldtdl indexelt) véges
sorozatok halmaza. (Az f adja a rekurziét.) Ekkor egyértelmiien létezik egy g : N — X
fiiggvény, amely ,, f-zart”, azaz g(n) = gn = f(90,91,--. ,9n-) minden n € N-re.

A tétel szemléletesen fogalmazva azt mondja, hogy ha adott egy fiiggvényiink, amely
egy egydimenzids tomb esetén kiszdmitja a tomb mar feltoltott kezdetébdl, hogy a kovet-
kez6 helyre mit kell tenniink, akkor ennek segitségével a tombot akdrmeddig feltslthetjiik.

A tétel és a bizonyitds érvényes marad akkor is, ha N helyett tetsz6leges N jolrende-
zett halmaz szerepel. Ezt az dltaldnosabb véltozatot szokds transzfinit rekurziétételnek
nevezni. Ekkor f értelmezési tartomanya az Osszes, N valamely kezddszeletébdl X-be
képezo fiiggvény halmaza, és azt allitjuk, hogy egyértelmiien 1étezik egy g : N — X fiigg-
vény, amely ,, f-zart”, azaz g(n) = f(ghﬁn[) minden n € N-re. (Itt ]«—,n[ az n € N-hez
tartozo kezddszelet, 1asd 1.3.50.)

* Bizonyitds. Az egyértelmiiség bizonyitdsa N jélrendezettségén mulik. (Az ilyen
bizonyitasokat transzfinit indukcidval torténd bizonyitasnak nevezziik.) Tegyiik fel, hogy
g és g* is eleget tesz a tétel feltételeinek. Legyen S = {k € N: g(k) # g*(k)}. Ha S nem
iires, akkor létezik legkisebb eleme, legyen ez n. Mivel g és ¢g* megegyeznek az |« n|
intervallumon, azt kapjuk, hogy

g(n) = f(ghen) = F(g [—n) = 9" (n),

ami ellentmond annak, hogy n € S.
A g létezésének bizonyitdsa hasonlit a rekurzitétel megfeleld részének bizonyitasara.
Nevezziik N x X egy A részhalmazat f-zartnak, ha minden n € N-re és minden

h:l—n[—X

fiiggvényre, amelyre h C A, az is teljesiil, hogy (n, f(h)) € A. Maga N x X egy f-
zart halmaz, ilyen halmaz tehat létezik. Legyen g az Gsszes f-zart halmaz metszete.
Mivel nyilvan g is f-zart, csak azt kell megmutatnunk, hogy g az egész N-en értelmezett
fiiggvény. Mas szdval, azt fogjuk bizonyitani, hogy ha k € N, akkor van olyan x € X,
hogy (k,x) € g, tovdbbd ha (k,y) € ¢, akkor x = y. A bizonyitds megint indirekt,
transzfinit indukciéval torténik. Legyen S azon N-beli k elemek halmaza, amelyekre
ez nem igaz. Legyen n az S legkisebb eleme. Ekkor g|j_ , egy ]«,n[-en értelmezett
fiiggvény, és mivel a g halmaz f-zért, ha @ = f(g|j— (), akkor (n,z) € g. Mivel n € S,
ez csak ugy lehet, hogy van olyan y € X, hogy (n,y) € g és y # . Megmutatjuk, hogy
g\ {(n,y)} is f-zart. Ez azt jelenti, hogy m € Nés h: [« m[ — X, h C g\ {(n,y)}
esetén (m, f(h)) € g\{(n, y)} Ez nyilvanvalé akkor is, ha m = n, és akkor is, ha m # n.
Viszont ez ellentmond annak, hogy ¢ a legszlikebb f-zart halmaz. O



2.3.14. Példa: Fibonacci-szamok. Példaként megmutatjuk, hogyan definidlha-
tok a Fibonacci-szamok az el6zo tétel segitségével pontosan. Legyen X = N. El6szor az
F(0) =0, f({(o,k)}) — 1 barmely k € N-re definiciékkal eléirjuk, hogy az elézé tétel
szerint ad6dé g-re g(0) = 0és g(1) = 1legyen. Most han > 1, (hg, h1,... ,h,-) egy véges
sorozat, akkor legyen f(h) = h,- + h,--. (Megjegyezziik, hogy n = min(N \ dmn(h)).)

° 72/-3:
<

lezar. (Az alaplemez kivezetését, a B bazis (base) elektrédat mindig az S elektréddhoz
>

lezar. (Az alaplemez kivezetését, a B bazis (base) elektrédat dltalaban az S elektrédéhoz

° 73/4 :
<

ziik. Készithetd olyan valtozat is, amelyben a gyartas sordn a szigeteld réteg alatt eleve
>

ziik (a béazis a kapcsoldsban a forrdshoz van kotve). Készithetd olyan véltozat is, amely-
ben a gyartas soran a szigetel6 réteg alatt eleve

o 73/—4 A 2.2. dbra HELYETT: :

<
>
Novekményes (onzaro Kitiirftéses (6nvezetd) Egyszertisitett jelolés
n csatornds p csatornas n csatornds p csatornas n csatornds p csatornds
2.2. abra: MOSFET tipusok rajzjele

) 74/10 :
<
Hasonléan miikodik a kozépen lathaté sem-sem kapu (not or, NOR): ha valame-
>

Hasonléan miikodik a mellette ldthaté sem-sem kapu (not or, NOR): ha valame-

. 74/13 :
<

fesziiltségii. A jobb oldalon allé dsszeférhetetlen vagy (not and, NAND) kapundl, ha
>

fesziiltségli. A kovetkez6 Osszeférhetetlen vagy (not and, NAND) kapundl, ha
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NOT kapu NOR kapu NAND kapu atvivo kapu

2.3. dbra: Statikus CMOS kapudramkorok

° 74/—12 :

<
ben pedig magas fesziiltségre. Mindkét kapufajta harom bemenettel is késziilhet (tobb
bemenet noveli a szitkséges tapfesziiltséget).

>
ben pedig magas fesziiltségre. Mindkét kapufajta harom, négy, s6t tobb bemenettel is
késziilhet. Tobb bemenet noveli a sziikséges tapfesziiltséget és a kapcsoldsi id6t, és rontja,
a kimeneti tulajdonsagokat, ezért négynél t6bb bemenetet nemigen hasznalnak. A kapuk
utan egy nem kaput rakva, vagy (OR) illetve és (AND) kapuhoz jutunk. A nem kapu
egyuttal erésitéként miikddve javitja a kimeneti tulajdonsagokat is.

° 74/—6 :
<

Nagy sebességii &ramkoroknél bonyolultabb kapcsolasokat hasznalnak.
>

Nagy sebességii &ramkoroknél bonyolultabb kapcsolasokat hasznalnak.

Végiil a 2.3. dbra jobb szélén lathat6 dtvivs kapu (transfer gate) az S bemenet magas
szintje esetén Osszekoti az X bemenetet az Y kimenettel, mert mindkét MOSFET vezet,
alacsony szintje esetén pedig elvalasztja X-et Y-t6l. Mint latjuk, az atvivé kapu miikodé-
séhez S negdltjara is sziikség van, ezt a bemenetet azonban az egyszeriiség kedvéért sem
a rajzjelében, sem a kapcsolasi rajzokon nem abrazoljuk, mindig csak az S bemenetet,
amelynek magas szintjére az atvivo kapu vezet.

A 2.4. dbra megadja a leggyakoribb kapuk szokdsos rajzjeleit. A kimenet invertaldsat
e vagy o jelzi. Ugyanezt a jelzést hasznaljdk a bemeneteknél is, igy sok méas kaput is
jelslhetiink az invertalds és az (esetleg ketténél t6bb bemenetii) alapkapuk segitségével.

* o
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NOT kapu AND kapu OR kapu XOR kapu  NAND kapu  4tvivé kapu

2.4. dbra: MOSFET tipusok rajzjele

multiplexer demultiplexer DQ térolé

2.5. dbra: atvivo kapus kapcsolasok

A 2.5. dbra néhany, atvivo kapuval megoldott kapcsolast mutat be. A bal oldalon
lathaté multiplexer vagy az A vagy a B bemené jelet kapcsolja az X kimenetre, attdl
fiiggden, hogy az S bemenet magas vagy alacsony szintii. Ugyanezt a kapcsolast forditva
is haszndlhatjuk, X-et tekintve bemenetnek, bar ilyenkor jobb az atvivo kapukat megfor-
ditani: igy kapjuk a kozépen lathaté demultiplexert. Ha csak az egyik, mondjuk a B-hez
kapcsolédd atvivé kaput forditjuk meg, akkor az S bemenet magas szintje esetén X a
kimenet, A a bemenet, alacsony szintje esetén pedig X a bemenet, B a kimenet. fgy ha
X egy IC egyik laba, akkor azt kapcsolhatjuk kimenetnek vagy bemenetnek. Végiil ha
mindkét atvivé kaput ugyanazzal az S-sel vezérelve egyszerre lezarjuk, akkor az X 1ab
el van vigva A-tdl és B-tdl is, igy ,,lebeg”. Ezen két kapcsolas kombinaldsaval létrehoz-
haté hdromallapoti (tristate) labakat gyakran hasznalnak kiilonbozé IC-k (processzor,
memdria, stb.), ha ugyanis t6bb eszkoz dolgozik ugyanarra a ,,buszra”, akkor az egyik ki-
menetként kapcsolt 1dbaival ,ad”, néhdny bemenetként hasznalt 1dbaival ,, vesz”, a tobbi
eszkoz labai , lebegnek”.

Végiil igen fontos a 2.5. dbra jobb szélén lithaté DQ tdrolé (DQ latch) egybites
tarold elem. Amig a ® érajel magas szintii, a D bemeneti adat az 4tvivo kapun keresztiil
az inverterre jut, igy a =@ ponton a negdltja, a ) ponton pedig D jelenik meg (legaldbb a
két inverter késleltetési idejéig D nem valtozhat, ®-nek pedig magas szinten kell lennie).
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Amint a ® alacsony szintii lesz, lezar a D-t atvezet6 atvivd kapu, de kinyit a mésik, igy a
=@ és @ ponton a szint nem valtozik, amig ® alacsony szinten marad. A kapcsolds nem
érzékeny arra, hogy a két atvive kapu egyszerre kapcsol-e, hiszen ha esetleg mindkettd
nyitva van, ugyanazt a jelet adjdk az inverter bemenetére, ha pedig a D-hez kapcsol6dd
mar lezart, de a masik még nem nyitott ki, az elsd inverter bemeneti kapacitasa révid
ideig ,tartja” a szintet. A regiszterek és egyéb memdria elemek egy processzorban ilyen
egybites tarolékbdl épiilhetnek fel. A @ (vagy a —@Q) kimenetekhez kozvetleniil kapcso-
l6dhat egy logikai fiiggvényeket megvaldsité kombindcids halézat, azaz a processzor tobbi
része, aminek a kimenetei viszont a D bemenetekhez kapcsolédhatnak. A kombindcids
halézat nem lehet olyan gyors, hogy a kimenetei mar akkor megvéltozzanak, amikor az
orajel még magas, viszont az dérajel alacsony szintje alatt a kombinacié halézat kimene-
tének stabilizdlédnia kell. Ha ez nem biztosithatd, akkor két DQ tarolét kapcsolhatunk
egymds utdn: a masodik ,szolga” tarolot vezérlé érajel csak akkor lesz magas szintii,
amikor az elsd, ,mester” tarolét vezérld orajel mar alacsony szintd, és viszont. Az igy
kapott mester-szolga tdrolé (MS tdrold, master-slave latch, MS latch) biztositja a szolga
és a mester kozé kapcsolt kombindcids halézat bemenetének és kimenetének tokéletes
idobeli elvalasztasat.

. 78/9 :
<

pont végéig, a 3.2. pontbdl pedig a test, ferdetest, rendezett test 3.2.3. definidjat targyal-
>

< sz

° 79/—18:
<

Az 6sszeadas kompatibilis az ekvivalenciaval, igy az egész szdmok kozott értelmezve
>

Az 8sszeadds kompatibilis a ~ ekvivalenciareldciéval, igy az egész szamok kozott értel-
mezve

° 83/2:

<

Bizonyitas. (1) trividlis, ha m = 0 vagy n = 0. Az n = 1 eset m szerinti induk-

>
Az allitas szokdsos, kissé pontatlan megfogalmazisa: tobbtagokat gy szorzunk hogy
minden tagot minden taggal szorzunk.

Bizonyitas. (1) trividlis, ha m = 0 vagy n = 0. Az n = 1 eset m szerinti induk-

° 84/—6:

<
jobbrdl nem lehet egyszertisiteni. Ha a gytiriben van a nullatdl kiillonb6z6 egységelem,
és x-nek van multiplikativ inverze, akkor  nem lehet sem bal, sem jobb oldali nulloszté,
hiszen xy = 0-bdl illetve yx = 0-bdl 27 'zy =y = 0, illetve yxz~! = y = 0 kdvetkezik.



>
jobbrdl nem lehet egyszeriisiteni. Ha x-nek van multiplikativ inverze, akkor x nem lehet
sem bal, sem jobb oldali nullosztd, hiszen zy = 0-bdl illetve yz = 0-bdl y = 2 'zy = 0,
illetve y = yxz~' = 0 kovetkezik.

. 85/3 :

<

Rendezett integritasi tartomanyban ha = > 0, akkor z-et pozitivnak, ha x < 0,

>

(2) elnevezését az indokolja, hogy (1) fennéllasa mellett ekvivalens azzal, hogy x < y,
z > 0 esetén zz < yz.

Rendezett integritasi tartomanyban ha = > 0, akkor z-et pozitivnak, ha x < 0,

o 85/-8%:
<

12 =1 > 0. Végiil (5)-hoz: ha y > 0 és v <0, akkor yv < 0. De y(1/y) =1 >0
>

1=1%2>0. Végiil (5)-hoz: ha y > 0és v <0, akkor yv < 0. De y(1/y) =1 >0

° 88/9 :
<

kételemi testben —1 = 1.
>

kételemii testben —1 = 1.
A kétmiiveletes algebrai struktirdk osszehasonlitasat 1dsd a dbran.

° 91/—-4:
<

xmod 1 =z — |z| értéket x tortrészének nevezziik.
>

xmod 1 =z — |z| értéket x tortrészének nevezziik.

. 92/11 :
<
(ez kikoszoboli, hogy ebben az esetben mindig egyirdnyban torténjen a kerekités); ez a
szabalyos kerekités. Mas kerekités mellett is donthetiink: —oo felé valé kerekités esetén
>
(ez kikiiszoboli, hogy ebben az esetben mindig egyirdnyban torténjen a kerekités); ez a
szabdlyos kerekités. Mas kerekités mellett is donthetiink: —oo felé (lefelé) valé kerekités
esetén



. 92/14 :
<

lebbit; ha +oo felé kerekitiink, akkor az x-nél nem kisebb pontosan dbrazolhaté szamok
>

lebbit; ha +oo felé (felfelé) kerekitiink, akkor az x-nél nem kisebb pontosan dbrizolhatd
szdmok

° 92/16 :
<

metikandl fontosak); végiil csonkitds esetén az |x|-nél kisebb abszolit értékii pontosan
>

metikandl fontosak); végiil csonkitds (nulla felé kerekités) esetén az |z|-nél nem nagyobb
abszolut értékii pontosan

. 92/19 :
<

eredményre, és természetesen altaldban a miiveleteknél is kerekitési hiba 1ép fel. Ha n
>

eredményre, igy altaldban a miiveleteknél kerekitési hiba l1ép fel. Ha n

° 92/25 :
<

értéke kicsi. A lebegbpontos szamabrazolds ezt kiisziiboli ki, a hiba és a szam értéke
>

értéke kicsi. A lebegbpontos szamabrazolds ezt kiiszoboli ki, a hiba és a szam értéke

o 105/7:
<
ként az osszes tobbi eldall (példaul e, = ¥, k=0,1,... ,k — 1), ezeket n-edik primitiv
>
ként az Osszes tobbi eldall (példaul e, = ¥, k =0,1,... ,n — 1), ezeket n-edik primitiv
o 108/-13:
<
a,b,c,d € R, és ez a felirds egyértelmii, mert a = Rz, b = Sz, ¢ = Rw és d = Sw.
>

a,b,c,d € R, és ez a felirds egyértelmii, mert a = R(z), b = §(z), ¢ = R(w) és d = S(w).
o 109/14:

<
értéket kapjuk vissza. Nyilvdn |0] = 0, és p # 0 esetén |p| > 0, |p| = Ip|, Ipg| = Iplq|
(mert mindkét oldal négyzete ppqq). Teljesiil a |p+q| < |p|+|q| hdromszdg-egyenlétlenség
és

>
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értéket kapjuk vissza. Nyilvan [0] = 0 és p # 0 esetén [p| > 0, [p| = |p|, |pg| = |pllq]
(mert mindkét oldal négyzete ugyanannyi). Teljesiil a |p + ¢q| < |p| + |¢| hdromszog-
egyenlétlenség és

. 109/—4 :
<

hanem antikommutativ. A definiciébdl kénnyen adddik, hogy teljesiil a Jacobi-identitas:
>

hanem antikommutativ. A definiciébdl konnyen adédik, hogy i x j = k, j X k = 14,
k x i = j, és teljesiil a Jacobi-identitas:

° 113/15:
<

A szorzas nyilvan nem kommutativ, hiszen mar H-ban sem az. Viszont R-beli ele-
>

A szorzds nem kommutativ, hiszen mar H C O-ban sem az. Viszont R-beli ele-

o 114/-16:
<

(mert mindkét oldal négyzete (uw)(vv)). Teljesiil az |u + v| < |u| + |v| hdromszog-
>

(mert mindkét oldal négyzete ugyanannyi). Teljesiil az |u + v| < |u| + |v| hdromszog-

. 121/6 :
<

tasdnak. A megfeleltetés 1étezésébdl kivetkezik az allitas.
>

tasdnak. A megfeleltetés 1étezésébdl kovetkezik az allitds. Figyeljiikk meg, hogy n = 0 is
lehetséges.

° 137/-13:
<

hogy az X végtelen halmazbdl kivalasztunk egy kiilonb6z6 elemekbdl allé zq, xa, . ..
>

hogy az X végtelen halmazbdl kivilasztunk egy kiillonb6z6 elemekbdl allé xg, x4, ...

. 138/4 :
<

létezik N-et X-re képezd leképezés.
>

létezik N-et X-re képezo leképezés.

Altaldnosabban, az is igaz, hogy egy X nem iires halmazra X <Y pontosan akkor
teljesiil, ha 1étezik Y-t X-re képezd leképezés.



o  138/-7:
<

Az f(m,n) fiiggvény ,, miikodése” az 5.2. dbran tanulményozhatd.
>

Az f fiiggvény , miikodése” az 5.2. dbran tanulmanyozhatd.

. 139/7 :
<
Bizonyitas. Az X-et helyettesitve X \ Y-nal, feltehetjiik, hogy X és Y diszjunktak.
>
Bizonyitds. Az X-et helyettesitve X \ Y-nal feltehetjiik, hogy X és Y diszjunktak.

. 139/16 :
<

szerint ekvivalens X-el.
>

szerint ekvivalens X -szel.

° 140/-5 :
<
Bizonyitas. Mivel R ~ p(N), kapjuk, hogy C ~ p(N) x p(N). De az N részhalma-
>
Bizonyitds. Mivel R ~ p(N), kapjuk, hogy R x R ~ o(N) x p(N). De az N
részhalma-

o 142/5:
<

és elméleti fizikus 1939-ben bebizonyitotta, hogy ha ellentmonddstalan (ezt reméljiik),
>

és elméleti fizikus 1939-ben bebizonyitotta, hogy ha ZFC ellentmondéstalan (ezt remél-
jiik),

o  145/10:
<

ahonnan k = k’. Ha m # 0, akkor m|n azzal ekvivalens, hogy n/m € N.
>

ahonnan k = k’. Ha m # 0, akkor m|n azzal ekvivalens, hogy n/m € N. A | reldcié az
oszthatdsag.

. 147/—11:

<
a € R-nek osztdja, akkor egység. Az egységeket ezzel a tulajdonsdggal tetszéleges R #
{0} integritdsi tartoményban is lehet definidlni, de kénnyen adédik, hogy ha van egység,
akkor R egységelemes: ha e egy egység, akkor ¢le, igy valamely 0 # e € R-re ¢ = ec.



16

Innen ae = aec minden a € R-re. Mivel ¢ # 0, lehet vele egyszeriisiteni. Az a € R
asszocidltjai az ea alaki elemek, ahol € egység.
>

a € R-nek osztdja, akkor egység. (Az egységeket ezzel a tulajdonsiggal tetszOleges
R # {0} integritési tartomanyban is lehet definidlni, de konnyen adddik, hogy ha van
egység, akkor R egységelemes: ha e egy egység, akkor ¢|e, {igy valamely 0 # e € R-re
¢ = ec. Innen ac = aec minden a € R-re. Mivel ¢ # 0, lehet vele egyszertisiteni.)
Az a € R asszocidltjai az ea alaki elemek, ahol ¢ egység, igy koélcsoSen egyértelmii
megfeleltetés all fenn egy nem nulla elem asszocidltjai és az egységek kozott.

. 147/-3 :
<
tartomany. Egy 0 # a € R elemet felbonthatatlannak (vagy irreducibilisnek) neveziink,
ha nem egység, és csak trividlis médon irhaté fel szorzatként, tehat a = be, b,c € R
>
tartomany. Egy a € R elemet felbonthatatlannak (vagy irreducibilisnek) neveziink, ha

nem nulla, nem egység, és csak trividlis mdédon irhaté fel szorzatként, tehdt a = be,
b,ce R

° 148/1 :
<

egységek és az asszocialtjai. A 0 # p € R elemet primelemnek nevezziik, ha nem egység
>

asszocidltjai és az egységek. A p € R elemet primelemnek nevezziik, ha nem nulla, nem
egység

. 148/—-21:
<
integritési tartomanyban az ai, as, ... ,a, € R elemeknek a b € R elem legnagyobb k6zos
>
integritdsi tartomanyban a b € R elem az aq,as, ... ,a, € R elemeknek egy legnagyobb
kézos
° 148/-8:
<
— 6.1.19. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy integritdsi tartoméanyban a|b pon-
>

— 6.1.19. Feladat. Mutassuk meg, hogy egységelemes integritdsi tartomanyban a|b
pon-

o  149/-16:
<

(3) [Ciklus.] Legyen qni1 < |Tn/Tn+t1], Tnto — Tn mod 71 = Ty — Tt Gng1s Tnta —
Tn — Tna1Qnats Ynt2 <— Yn — Ynt1qni1, N < n + 1 és menjiink (2)-re.



>
(3) [Ciklus.] Legyen
Gntr < [n/Tnga ],

Trnt2 < Tp MOd Tpi1 = Ty — Trngi1Qnii,
Tn42 < Tn — Tn4+1G9n+1,

Yn+2 < Yn — Yn+1Gn+1,

n «— n+ 1 és menjiink (2)-re.

. 150/—13:

<
A bdovitett euklideszi algoritmussal kaphatunk olyan x,y egészeket, hogy px + my = 1.
Innen pnz + mny = n. Mivel p osztdja a bal oldalnak, a jobb oldalnak is. [

>
A bévitett euklideszi algoritmussal kaphatunk olyan x,y egészeket, hogy pz + my = £1.
Innen pnz + mny = +n. Mivel p osztdja a bal oldalnak, a jobb oldalnak is. [

) 155/1 :
<
6.1.55. Eratoszthenész szitdja. Ha egy adott n-ig az Osszes primet meg akarjuk
>
6.1.55. Eratoszthenész szitdja. Ha egy adott n-ig az 6sszes primet meg akarjuk

. 161/21 :

<
k € Z. A kongruencia az x = 4 (mod 31) kongruencidval ekvivalens; ez a mod 31
ekvivalenciaosztély két mod 62 ekvivalenciaosztdly egyesitése, igy x =4 (mod 62) vagy
x =35 (mod 62).

>
k € Z. A kongruencia az x = 4 (mod 31) kongruencidval ekvivalens; ez a mod 31
ekvivalenciaosztély két mod 62 ekvivalenciaosztily egyesitése, igy © =4 (mod 62) vagy
x =35 (mod 62).

o 218/12 A 8.1. ABRA HELYETT :

<
>
o 221/4:
<
o Példa. (R,+) és (]R*, ) nem izomorfak, mert az x + x = 0 egyenletnek
>
o Példa. (R,+) és (RX, ) nem izomorfak, mert az z + x = 0 egyenletnek



Grupoidok

‘ asszociativitas

Félcsoportok

‘ egységelem

Monoidok

‘ inverz

Csoportok

‘ kommutativitas

Abel-csoportok

8.1. dbra
o  231/19:
<
— 8.1.56. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy Q" a szorzassal a Q\ {0}, R\ {0}, illetve
C\ {0}
>

— 8.1.56. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy QT a szorzédssal a Q*, R*, illetve C*

o 235/—11:

<
(3) (C\{0}/T,") és (RT,);
(4) (C\{0}/R*,) és (T,);
(5) (R/Z,+) és (T,);
(6) (Q/Z,+) és (U, );
(7) (Q\{0}/Us,-) és (QF,);
(8) (R\{0}/Us,) és (RY,);

>

(3) (CX/T,) és (RF,-);
(4) (C/RT,-) és (T,-);
(5) (R/Z,+) és (T,-);
6) (Q/Z;+) és (U,-);
(7) (@Q*/Us,-) és (QF,);
(8) (R*/Us,) és (RY,);



o 235/-2:

<
részcsoportjai (GA(R'),0)-nek, de GL(R') nem norméloszté, mig N norméloszté, és a
faktorcsoport izomorf GL(R')-gyel, azaz (R \ {0}, -)-tal.

>
részcesoportjai (GA(R'), o)-nek, de GL(R') nem normaloszté, mig N norméloszté, és a
faktorcsoport izomorf GL(R')-gyel, azaz (R*, -)-tal.

) 236/3 :
<

(1) GL(F™)/SL(F™) és (F*,-);
>

(1) GL(F™)/SL(F™) és (F*,-);

o 237/-1:

<

8.1.100. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy (C\ {0}/U,-) és (RT,:) x (R/Q,+)
izomor-

>

8.1.100. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy (C*/U,-) és (RT,-) x (R/Q, +) izomor-

. 238/-9:
<

jelolni, és n-ed fokii szimmetrikus csoportnak nevezziik. Nyilvinvaléan S,, rendje n!.
>

jelolni, és n-ed foki szimmetrikus csoportnak nevezziik. (Az elnevezés a szimmetrikus
polinomokkal val6 kapcsolatra utal.) Nyilvdnvaléan S,, rendje n!.

° 240/10 :
<

alkotnak S,,-ben, amit A, -nel jeloliink és n-ed fokd alterndlé csoportnak neveziink. [
>

alkotnak Sj,-ben, amit A,-nel jeloliink és n-ed fokd alterndlé csoportnak neveziink. [

Az alterndld csoport elnevezés az alterndlé polinomokkal valé kapcsolatra utal.

o 241/5:
<

morfak: ZQ: Z37 Z47 ZS: Z? \ {0}, Z5 \ {0}, ZS \ {0}, Zl2 \ {0}, 527 A37 ‘937 D3a D47 Q
>

morfak: ZZ-, Z37 Z47 ZS: Z;, Z?, Z;, Z]><27 SQ: A3-, 537 D37 D41 Q
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o 242/-14:
<

(2) Z3;
>
(2) Z7;

) 244/—4 A 8.4. ABRA HELYETT :

{0}’ csoport

<
>
Gytirtik
{0}’ félcsoport ‘ ‘ kommutativ
Nullosztémentes Kommutativ
gytrik gytrik
‘ kommutativ ‘ {0} félcsoport
Integritési tartomanyok
egységelem ‘ rendezés
Egységelemes Rendezett
integritasi integritasi
tartomanyok tartomanyok

| egyértelmi faktorizcio

Gauss-
gytrtik
‘ euklideszi
Ferde- Euklideszi
testek gytrik
kommutativ ‘ {0} csoport

Testek

256/—17 :

‘ rendezés

norma

{0} csoport

Rendezett testek

8.4. dbra
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<
o fiiggvény ugy, hogy
>
p fiiggvény (euklideszi norma) gy, hogy

. 282/20 :
<

beli gyokoket is. (Sok gytiriiben a gyokkeresésre, a faktorizdldsra, és az irreducibilitas
>

beli gyokoket is. (Sok R gyfirlire a gyokkeresésre, a faktorizéldsra, és az irreducibilités

o 205/-17:
<
iy bs 2t = x?m? -~ xin . Ezzel a jeloléssel az f polinom ngm fiz? véges dsszegként
>
g, il = lin i és =l 2l - in . Ezzel a jeloléssel az f polinom ngm fix
véges Osszegként

. 295/—1:
<

xopa(x1, x2) alakban, mert mindkét szorzat konstans tagja nulla.
>

xopa (1, x2) alakban, mert mindkét szorzat konstans tagja nulla.

* 8.3.132.1. Megjegyzés. Tobbhatdrozatlani Z feletti polinomok faktorizaldsara
kivanunk hatékony algoritmust adni, és ehhez sziikségiink lesz bizonyos idealok, a megfe-
leld faktorgytriik és természetes homomorfizmusok vizsgdlatdra. Ha R gytrd és I idedl
R-ben, r1,r9 € R, az 1 =12 (mod I) jelolés azt fogja jelenteni, hogy r — 1o € I.

Tekintsiik az R kommutativ egységelemes gytirt feletti R[x1, s, ... ,x,] polinom-
gytirtit. Ha a1, as, ... ,a, € R, akkor az f(x1,22,...,2,) — f(a1,a9,... ,ay,) leképezése
R[x1,xa, ... ,z,]-nek R-be homomorfizmus. Ennek a magja egy I idedl, amely tartal-
mazza az riy — ai,Ts — da, . . . , Ty — Gy polinomokat; meg fogjuk mutatni, hogy éppen az
ezek altal generalt idedl. Altaldnosabban, legyen

S: {x] —a1,T2 —a2,... 7xn_an}a
és tekintsiik a komplexusszorzassal értelmezett S%, e € NT halmazt, amely
x=(x1,22,...,2n), a=(a1,a2,...,0y,)

jeloléssel tomoren az S = {(z —a)’ : i € N, [i| = a} alakba frhat6. Az S &ltal
generalt (S) idedl az S*-beli polinomok tobbszoroseinek sszegeibdl 4ll, egy f polinom
mellékosztalydt pedig reprezentalhatjuk tgy, hogy f-et felirjuk (z — a)?, i € N" alaki
polinomok konstansszorosainak Osszegeként, és elhagyunk minden olyan tagot, amelyre
|i| > a: Az allitas belatasdhoz és a szdmitas kivitelezéséhez hasznaljuk az z; = y; + a;,
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1 < i < n helyettesitéseket. Egy f € R[x1,22,...,x,] polinombdl a helyettesitéssel
egy g € R[y1,y2,- - ,yn] polinomot kapunk, a ¢ : f + ¢ leképezés izomorfizmus, amely
az S halmazt a T = {y1,¥2,... ,yn} halmazba, igy az (S%) idedlt a (T*) idedlba vi-
s7i. Ennek elemei az y°, i € N", |i| = k monomok tobbszoroseinek osszegei. Barmely
g polinom mellékosztalya egyetlen a-ndl alacsonyabb foki g polinomot tartalmaz, amit
megkaphatunk tgy, hogy g¢-bdl elhagyjuk az sszes legalabb a-ad fokd tagot. A g po-
linomot g mod (T%)-val fogjuk jelolni. A g — § = g mod (T*) leképezés a természetes
homomorfizmus, amelynek magja (T%). Specidlisan, g(y1,y2,... ,yn) — ¢(0,0,...,0) a
g — g mod (T) leképezés. A o~ : §— f leképezéssel, azaz az y; = x; —a;, 1 < i < n he-
lyettesitésekkel megkapjuk az f osztalydnak reprezentansat R[xi, s, ... ,x,]/(S%)-ban.
Ezt f mod (S)-val jelsljiik; az f — f = f mod (S) leképezés a természetes homomor-
fizmus, amelynek magja (S¢). Specidlisan, R[x1,Z2,... ,z,]/(S) izomorf az R gytriivel,
a természetes homomorfizmus pedig az f(x1,xa,... ,2n) — f(a1,a9,... ,ay,) leképezés.

A kovetkezd tételt a f6 eredmény, a Hensel-lemma hasznélja.

* 8.3.132.2. Tétel: linedris diofantoszi egyenlet egyhatdrozatlami polino-
mokra. Legyen p primszam, 3 € Nt és g(x), h(x) € Z,s[x] polinomok, amelyek f6egyiitt-
hatdja nem oszthatd p-vel és mod p tekintve relativ primek. Ekkor minden f(x) € Z,s|x]
polinomhoz egyértelmiien léteznek o(x), 7(x) € Zys[x] polinomok, amelyekre

o(x)g(x) + 7(x)h(x) = f(z)
és deg(o) < deg(h). Ha még deg(f) < deg(g) + deg(h) is teljesiil, akkor deg(7) < deg(g).-

Bizonyitas. El6szor az f = 1 esettel foglalkozunk. Indukciéval a szerint megmu-
tatjuk, hogy léteznek olyan so(z),tq(x) € Zpe[x] polinomok, hogy

sa(2)9(z) + ta(r)h(z) =1 (mod p).

Bévitett euklidészi algoritmussal kaphatunk olyan s(x),t(z) € Z,[x] polinomokat, ame-
lyekre

s(z)g(x) + t(x)h(x) =1 (mod p);

ez s1 = s, t1 = t valasztassal adja az allitast o = 1-re. Ha a-ra teljesiil az allitas, akkor
legyen
1 — sa(x)g(x) — ta(z)h(z)
pa
és legyen so11(x) = sa(x) + p%ea(x)s(x), tari(x) = ta(x) + pen(x)t(x). Ekkor

ea(r) =

5041 (2)9(2) + tas1 (@)h(2) = sa(2)9(@) + ta(@)h(2) + pealz) (s(2)g(x) + t2)h(x))
= 1= P ea(@) + peal@) (s(2)g(x) + ta) ()
=1+ p"ea(@) (s(@)g(@) + tx)h(z) —1) =1 (mod p**).

Végiil osszuk maradékosan az sg(z) f(x) polinomot h(x)-szel:

sp(e) f(z) = q(x)h(z) + o(x),
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és legyen
m(z) = tg(x) f(z) — q(x)g(2).
Ekkor

o(2)g(x) + 7(z)h(z) = (sp(x)f(2) — q(x)h(z))g(x) + (ts() f(2) + q(x)g(z)) h(z)
= f(2)(sp(2)g(x) + ts(x)h(x)) = f(z) (mod p).

(Vegyiik észre, hogy a maradékos osztdst az « szerinti indukcié minden lépésében is
elvégezhetjiik, ha s, és t, fokszaméat csokkenteni akarjuk.)
Az egyértelmiiség bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy o1, 71 és o2, 70 is megoldasok.
Ekkor
(01(2) — 02(2))9(2) = (ra(@) — 71 () R(2) (mod p”).

Indukciéval megmutatjuk, hogy o1(z) = o2(z) (mod p®) és m(x) = 71 (x) (mod p%),
a=0,1,...,0. Ha ez egy a < (-ra teljesiil, akkor osztva p®-val,

PO () = PO (mod ),

tehat mod p is. Mivel Zy[z]-ben g és h relativ primek, h|(c1 — 02)/p®, de deg(o1 —02) <
deg(h), igy (o1 — 02)/p* =0 (mod p), és hasonléan (12 — 71)/p® =0 (mod p).

Végiil, ha deg(f) < deg(g) + deg(h), akkor a fokszamok sszehasonlitdsabdl kvet-
kezik, hogy deg(7) < deg(g), mivel deg(g) f6egyiitthatéja nem nulloszto.

* 8.3.132.3. Tétel: Hensel-lemma t6bbhatdrozatlani polinomokra. Legyen p
primszam, 3 € NT ésy = (y1,¥2,... ,yn) jeloléssel legyen

f(yhy%"' 7ynvz):f(y7z) GZ[yaZ]

egy polinom. Tegyiik fel, hogy f(0,z) foka, d, ugyanannyi, mint f(y, z) foka z-ben, és
p nem osztja f(0,z) f8egyiitthatéjat. Legyen S = {y1,y2,... ,yn} 6s legyenek g1, hi €
Zly, ] polinomok, amelyekre

(1) a Zly][z]-beli (azaz z szerinti) f6gyiitthatdk szorzata ugyanannyi, mint f € Z[y][z]
féegyiitthatdja;

(2) £(0,2) = 91(0,2)h1(0,2) (mod p?);
(3) g(z) = ¢1(0,2) mod p és h(z) = h1(0, z) mod p relativ primek Z,[z]-ben.
Ekkor minden ~v € Nt -ra léteznek olyan g, h, € Z[y, z] polinomok, amelyekre
(4) Zly][z]-ben g és g\ valamint h., és hy fGegyiitthatdja megegyezik;
(5) 9-(0,2) = g1(0,2) (mod p?) és h(0,2) = hi(0,2) (mod p?);
(6) fmod (S7,p?) = g,h, mod (S7,p?).
Tovdbbd a g, és h., polinomok egyértelmiiek mod(S7, p?).

A bizonyitas konstruktiv.
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Bizonyitds. A létezést v szerinti indukciéval bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy teljesiil
v-ra, és legyen e, = f—g,h,. Az e, foka Z[y][z]-ben kisebb, mint d, és (6) szerint e, mod
(87,p%) = 0, igy e, felirhaté 2 ij= fi(Y; z)y® alakban, ahol f; foka Z[y][z]-ben kisebb,
mint d minden i € N |i| = y-ra. Az eléz6 tétel szerint léteznek olyan egyértelmiien
meghatdrozott o;(2), 7i(2) € Zys[z] polinomok, amelyekre

0i(2)9(2) + 1i(2)h(2) = fi(0,2) (mod p?),

deg(o;) < deg(h), deg(r;) < deg(g). Legyen

G+1(8:2) = 9,(:2) + Y (@' haga(y,2) = hy(y2) + D 0ul2)y’.

li]=~ li[=~

Ekkor (4) és (5) nyilvan teljesiilnek, és

f(yv Z) — Gy+1 (ya Z)hk+1 (ya Z)
= f(W,2) = 9y (1, )y (1, 2) — 9, (1, 2) D, 0il2)y' — hy(y,2) Y Til2)y’

lil=~ lil=~
=ey(y,2) — Y (0i(2)g(2) + mi(2)h(2))y'
lil=~
=, (y,2) = Y £:(0,2)y' =0 (mod(S7,p")).
lil=~

Az egyértelmiiség bizonyitdsa is indukcidval torténik; v = 1-re teljesiil (5) miatt.
Tegyiik fel, hogy ~-ra teljesiil. Mivel (6) teljesiil v + 1-re, f = gy+1hy+1 (mod(SW,pﬁ)).
A g, és h., egyértelmiisége miatt mod (S7,p”) azt kapjuk, hogy

Gy (U, 2) = 9y (1, 2) = Y Ty, )y’
lil=~

és
hyi1(y,2) = ha(y,2) = > oily, )y’
li]=~
valamely o3, 7; polinomokra. Az f(y, 2) — g4y, 2)hy(y, 2) = ey (y,2) = 32, fily, 2)y*
felirdsbél, mivel
0= f(y,2) = gy+1(y, 2)hy+1(y, 2)
= f(,2) = 9y (4, 2)ha (U, 2) = 94(y,2) D 0i(y, 2)y" — hya,y) Y 7ily, 2)y°
lil= lil=k
=ey(y,2) = Y (0:(0,2)g(2) + (0, 2)h(2) )y’
li]=~

Z fi(0,2) — (oi(O, 2)g(z) + (0, z)h(z)) (mod(S”’H,pﬁ)),

li|=~



25

az el6z8 tételben szerepld egyértelmiiséghél azt kapjuk, hogy o;(0, 2) és 7;(0, 2) egyértel-
miien meghatdrozott, ami azt jelenti, hogy a gy4+1 — gy és hy41 — h, polinomok kiilénbé-
gében az y-ban ~-ad fokd tagok egyértelmlien meghatdrozottak, amibdl kovetkezik g4
és h 11 egyértelmiisége mod (S7F1 pf).

* 8.3.132.4. Egészegyiitthatés tobbhatdrozatlami polinomok faktorizdldsa.
A Hensel-lemma eléz6, tobbhatarozatlani polinomokra vonatkozoé, és az egyhatarozatla-
nu polinomokra vonatkozé véltozata egyiitt felhasznalhatd egész egyiitthatds tobbhata-
rozatlant polinomok paronként relativ prim polinomokra valé faktorizalasara. Elészor is,
akdrmilyen, akdr komplex egyiitthatds f(z1,72,...,2n) = > icnn fix? polinomra legyen
B(f) = X ;enn |fil?iY(d — 1i])!, ahol d a polinom teljes fokszdma. Megmutathaté (ldsd
Knuth [44], 4.6.2-21 feladat), hogy ha f = gh, akkor B(g)B(h) < B(f); ez korldtot ad a
lehetséges faktorok egyiitthatdira.

Csak primitiv polinomok faktorizaldsaval fogunk foglalkozni. Ha az f primitiv po-
linom felirhaté nem trividlis médon gh alakban, ahol g, h € Z[x1,xa, ... ,z,], tovdbbd g
és h relativ primek, akkor g és h primitiv polinomok, és f = gh (mod(SV,pﬁ)) minden
p primre és S = {x3 — as,x3 — as,... ,Tn — a,} halmazra, barmely v,3 € N7 kite-
vokre. Keressiink olyan a;, 2 < ¢ < n értékeket és p paratlan primet, hogy az z; = z,
x; = yi—1 + a; helyettesitések utén, az y = (y1,y2,--. ,Yn—1) jeloléssel a kapott f*(y, z)
polinom teljesitse az el6z6 tétel feltételeit, pontosabban foka z-ben ugyanannyi legyen,
mint az eredeti polinom foka z;-ben, és ha ¢ € Z[y] jelsli az f* € Z[y][z] polinom {6-
egyiitthatdjat, akkor ¢(0) ne legyen oszthaté p-vel. Szorozzuk meg f*(y, z)-t é(y)-nal,
azaz legyen f(y,z) = é(y)f*(y, ), és alakitsuk szorzattd az f(0,z) = ¢(0)f*(0, z) egyha-
tdrozatland polinomot modulo p. Mindkét tényezdt végigszorozva egy Z,-beli egységgel,
elérhetjiik, hogy mindkét tényez6ben a féegyiitthaté ¢(0)-val kongruens modulo p. A f6-
egyiitthatékat mindkét tényezében kicserélve ¢(0)-ra, a kapott g1(z), hi(z) polinomokra
teljesiilnek az egyhatarozatlani polinomokra vonatkozé Hensel-lemma feltételei, igy azo-
kat , felemelve” egy mod p? vett felbontdssa, megtalalhatjuk f(0,z) egy §(0,2)h(0,z)
szorzattd bontdsat, amelyre §(0,z) = ¢1(z) (mod p) és h(0,z) = hi(z) (mod p), ha
van ilyen. A 3 kitev8t olyan nagynak kell vélasztani, hogy p° nagyobb legyen f(y,z)
faktorai egyiitthatoinak abszolut értéke egy korlatjanak a kétszeresénél, és célszerii a ma-
radékosztalyokat a legkisebb abszoliit értékii maradékukkal reprezentdlni. A z-ben vett
fégyiitthatokat kicserélve ¢(y)-ra, a kapott g1(y, 2), hi(y, z) polinomokra teljesiilnek az
el6z6 tétel, a Hensel-lemma, feltételei v = 1-re. A Hensel-lemma segitségével ,, felemelve”
ezt a felbontdst egy mod (S7,p?) vett felbontassa, ahol v nagyobb, mint f foka, megta-
lalhatjuk f(y, z) egy §(y, 2)h(y, z) szorzatts bontésat, amelyre §(0,z) = g1(2) (mod p)
és h(0,2) = hi(z) (mod p), ha van ilyen. A maradékosztalyokat végig a legkisebb abszo-
liit értékii maradékukkal célszerti reprezentélni, mert ekkor kozvetleniil §(y, z) és h(y, z)
egyiitthatéit kapjuk. A §(y,z) és h(y, z) primitiv részét véve, f*(y, z) egy szorzatfel-
bontédsat (tehdt f egy szorzatfelbontdsat) kapjuk, és igy nyilvdn minden szorzatfelbontds
kiadddik, hiszen mindegyiknek van valamilyen képe mod (S, p).

Az eljards hatranya, hogy egy ,ritka” (kevés nem nulla egyiitthatét tartalmazo)
tobbhatarozatlami polinom az x; helyére y; + a;-t helyettesitve (i = 2,... ,n) altaldban
nem marad ritka, ha a; # 0. Marpedig sokszor nem tudunk a; = 0-t valasztani, mert
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ezzel a valasztdssal nem teljesiilnek a ¢-ra vonatkozd feltételek. Egy javitott eljarast
kaphatunk, ha egyszerre csak egy helyettesitést hajtunk végre, mert ekkor nem n6 meg
olyan nagyon a nem nulla egyiitthaték szdma. Ehhez azonban sziikségiink lesz az alabbi
tétel altal leirt rekurziv eljarésra.

* 8.3.132.5. Polinom diofantoszi egyenletek megolddsa tébbhatdrozatlani

polinomokra. Legyen p primszam, 3 € Nt. Tegyiik fel, hogy * = (z1,2,... ,2,) és
a=(a1,az,...,ay,) jeloléssel S = {x1 —ar,... ,xp —an},

g(Z,x], s 7xn) = g(Z,fE) € Zpﬁ[Z,iC],

h(z,x1,... ,2,) = h(z,2) € Zys[z, 7],

g(z,a) foka ugyanannyi, mint g(z,x) foka z-ben, h(z,a) foka ugyanannyi, mint h(z,x)
foka z-ben, g(z,a) és h(z,a) relativ primek mod p. Ekkor minden f € Z,s[z,z] po-
linomhoz, amelynek foka kisebb, mint ~, léteznek olyan o(z,x) és 7(z,x) polinomok,

hogy
o(z,2)g9(z,z) + 7(z,x)h(z,z) = f(z,x) (mod (SW,p’G)).

A bizonyitas eljardst ad o és 7 meghatarozdsara.

Bizonyitas. Tudjuk a tételbdl, hogy n = 0-ra teljesiil az allitds. Indukcidval,
tegyiik fel, hogy n-re teljesiil, és megmutatjuk, hogy n + 1-re is. Helyettesitsiink ;41
helyére y + ant1-et. A kapott polinomokat jelolje rendre f, g és h. Megmutatjuk «
szerinti indukciéval, hogy 1éteznek &, és 7, polinomok, amelyek foka y-ban kisebb, mint
«, és

&Ot(zv z, y)g(za T, y) + 7:(1(37 z, y)h(Z, z, y) = f(za T, y) (mOd (S’Y’ yavpﬁ))
Az a =1 esetben azt kell megmutatnunk, hogy léteznek olyan &1 és 7y polinomok, hogy
51 (2,2,0)3(2,2,0) + 7a(z,2,0)h(z, 2,0) = f(2,2,0)  (mod (57,p"));

ez éppen az n szerinti indukcids feltevésiink. Tegyiik fel, hogy a-ra mar teljesiil az allitas,
és legyen

e(l(zvxvy) = f(zvxvy) - 6(!(2’,33,3])9(2’,33,?]) + %a(zaxay)h(zaxay)

Mivel ez a polinom mod (S7, p?) egy olyan polinommal ekvivalens, amely oszthaté y®-val,
ezt fq-val jelolve, alkalmazhatjuk az indukcids feltevést, és olyan s, és t, polinomokat
kapunk, amelyekre

Sa(z,2)§(2,2,0) + ta(z,x)ﬁ(z,x,(]) = fa(z,x,O) (mod (S”,pﬁ)).
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Legyen 6.O£+1(Z7xvy) = &a(z,x,y) + ta(Z,Z‘)ya és 7-Ot+1(zvxvy) = &a(zvxvy) + ta(Z,Z')y .
Ekkor ~
f(zvxvy) - 5a+1 (z,x,y)Q(Z,x,y) - 72a+1 (z,x,y)g(z,x,y)
= ea(z,x,y) - ta(z,x)yag(z,x,y) - sa(z,x)yah(z,x,y)
fa('szv O)ya - ta(zvx)yag(zvxv 0) - Sa(zvx)yah(zvxv 0)
0 (mod (SW,yO‘H,pﬁ).

Az o = v esetben megkapjuk az allitast n + 1-re, ha alkalmazzuk az y = xp41 — At
helyettesitést.

* 8.3.132.6. Egészegyiitthatés tobbhatdrozatlami polinomok faktorizaldsa,
javitott eljaras. Most is csak primitiv polinomok faktorizdldsaval fogunk foglalkozni.
Ha az f primitiv polinom felirhaté gh alakban, ahol g,h € Z[x1,22,. .. ,x,], valamint
g és h relativ primek, akkor g és h primitiv polinomok, és f = gh (mod (S, ,’c,pﬁ))
minden p primre és S, = {x2 —a2,x3—as, ... ,zx—ag}, S, = {Th+1 —Qkt1,- .-, Tn—an}
halmazra, barmely v, 3 € NT kitevSkre. Keressiink olyan a;, 2 < i < n értékeket és p
paratlan primet, hogy az x; = a;, 2 < i < n helyettesitések utdn a kapott polinom
foka xq-ben ugyanannyi legyen, mint az eredeti polinom foka zi-ben, és ha c jeldli az

f € Z|xa, ... ,x,][z1] polinom féegyiitthatjit (azaz az x1-ben vett féegyiitthatét), akkor
c(aa, ... ,an) ne legyen oszthatd p-vel. Szorozzuk meg f-et c-vel; az
(@, 20, ... mn) =c(xa, .. yxn) f(T1,22, ..., Tp)

polinomot fogjuk szorzattd alakitani mod (S7,p?), ahol
S = {1'2 —a2,T3 — A3z, ... 7xﬂ,_a‘n} = Sn :SkUS]Ic

Ha a v kitevot dgy vélasztjuk, hogy nagyobb legyen, mint f* foka, a g kitevot pedig
tigy, hogy p® nagyobb legyen, mint a fellépé g* és h* tényezék lehetséges egyiitthatdi
ahszoliit értékeinek kétszerese, az egyiitthatékat mod p® a legkisebb abszolit értékii
reprezentanssal reprezentalva, megkapjuk a g* és h* polinomokat. Primitiv résziik adja
a keresett g és h polinomokat.

Az eljaras lényege, hogy az

(1) (w1, s Ty A1y - - 5 n) = (1,0 )R (1, ) (mod (S,Z,p’g))

felbontas birtokdban valamely k-ra, azt ,felemelve” eldallitunk egy hasonlé felbontast
k+1-re. A k=1 esetben elészor az egyhatarozatlani f*(xz1,as,... ,ay,) polinom mod p
vett szorzatfelbontdsat allitjuk el6. Mindkét tényez6t végigszorozva egy Zy-beli egységgel,
elérhetjiik, hogy mindkét tényez6ben a f6egyiitthaté c(az, . .. , an)-nel kongruens modulo
p. A fbegyiitthatékat mindkét tényezOben kicserélve c(as, ... ,an)-re, a kapott g1(x1),
hi(xz1) polinomokra teljesiilnek az (egyhatdrozatlani polinomokra vonatkozd) Hensel-
lemma feltételei o = 1-re. A Hensel-lemma segitségével , felemelve” ezt a felbontdst egy
modulo p? vett felbontassa, megtaldlhatjuk f*(z1,as, ... ,a,) egy gf(x1)h}(z1) szorzattd



28
bontdsat, amelyre g (x1) = g1(x1) (mod p) és hi(x1) = hi(z1) (mod p), ha van ilyen.
Ezzel k = 1-re készen vagyunk.

Nézziik az indukcids 1épést. Tegyiik fel, hogy k-ra van egy (1) szerinti felbontdsunk.

Az f*-bOl zpy1 = y + ags1, The2 = Agy2,...,Ty = ay helyettesitésekkel kapott fk
polinom egy

(2) fk(xvyval) = gk,j(xvy)hk,j ((E,y) (mOd (S]Zvijp,@))

felbontasat szeretnénk megkapni, ahol x = (x1,... ,x) és @’ = (agta,...,a,). Ez is
indukciéval megy: a 7 = 1 esetben az el6zo 1épés eredménye adja a felbontast, egyébként
pedig legyen

exj(2,y) = fla,y,d") = Grj (@, y)hej(2,y) = ey, v)y’.
Az el6z6 tétel szerint kaphatunk olyan oy ; és 7 ; polinomokat, hogy
cr,j(x,0) = ok j(2) gk (v) + 7 j () hi ().
Legyen x j41(2,y) = Gy (@, y) + o (@)47, hijir (2,9) = b j(2,y) + onj(2)y7. Ekkor

fl@y,d) = e (@, y) g (2,y)
fl@,y, ') = grg(@, 9)he(@,y) — G (@, y)on; @)y’ — hij(@,y)m; (€)Y
0 (mod (S,Z,yjﬂ,pﬁ)).

Végiil vegyiik észre, hogy a j = « esetben (2)-bdl (1) megkaphaté k helyett k + 1-re.

* 8.3.132.7. Megjegyzés. Az eddig tanult médszerek lehetévé teszik, hogy Z feletti
tobbhatarozatlani polinomokat paronként relativ prim tényezdk szorzatara bontsunk.
Ezek persze lehetnek irreducibilis polinomok hatvanyai; az irreducibilis polinomokat ma-
gukat (valahanyadik) gyokot vonva kaphatjuk meg. Ezt hatékonyan gy tehetjiik meg,
hogy egy kivételével az Gsszes valtozo helyébe beirva egy konstanst, valamely p paratlan
prim modulusra Z, felett meghatarozzuk a megfelel irreducibilis faktor képét. Ennek
a képnek a ,felemelését” az eddig tanultakhoz hasonléan, de most Newton-iteracidval
végezhetjiik, amelynek két fajtajat kell kombindlnunk. Ismertetésiikhoz sziikség lesz a
Taylor-formula algebrai véltozatdra.

* 8.3.132.8. Taylor-formula egyhatdrozatlani polinomokra. Legyen R gyfirii,
f € R|z] polinom. Ekkor az f(x + y) € R|z,y] polinomra

fle+y) = flx)+ @)y + glz, y)y’

valamely g(x,y) € R|z,y] polinommal.
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Bizonyitas. Az f(x + y) polinom nyilvin egyértelmiien felirhaté

fla+y) =h=@) +k(@)y + g(z,y)y°

alakban, ahol h, k € R[z] és g € R[x,y]. Az y = 0 helyettesitéssel h = f. Az y szerint
differencidlva,

fl@ +y) = k(@) + 2yg(z,y) + Uz, y)y*,
ahol [ a g polinom y szerinti derivéaltja. Az y = 0 helyettesitéssel k = f/. O
* 8.3.132.9. Idedl-adikus Newton-iteracid. Tegyiik fel, hogy az F(u) = 0 algebrai

egyenletet akarjuk megoldani, ahol p egy primszdm és F € Zp[z1,22,...,2Tn][u]. A
{z1 — a1,29 — a9, ... Tm — a;y} halmaz, ahol a1,as,... a4, € Ly, az. x; = Y; +a;, 1 <
i < m helyettesitésekkel az S = {y1,¥2,... ,ym} halmazba, az F polinom pedig egy f €
Zp|z,y][u] polinomba megy at, ahol ¥y = (y1,Y2,... ,Um) 65 T = (Trmt1, Tmt2, .-+, Tn).

Legyen u € Zy[z,y] egy gyoke az f(u) = 0 egyenletnek, és irjuk fel u-t

u(w,y) = > elx)y’, i€N”
i1<5

alakban. Tegyiik fel, hogy ui(x) = e(,... o)(z) ismert; nyilvan f(u;) mod (S) = 0. Te-
gyiik fel tovdbb4, hogy f’(u;) mod (S) # 0, ahol a derivdlds u szerint értend8. Megmu-
tatjuk, hogy ha az

Uo(2,y) = Z ei(x)y’

lil<a

ya-ad rendli idedl-adikus kozelités” ismert, akkor hogyan hatdrozhaté meg uq11(x,y).
Mivel f(uq) mod (S¢) =0,

flua) =D cila,y)y’

li|=a
Mivel 4
Ua+1 = Uy + Z ei(x)yla

li|=a

és a Taylor-formula szerint

I (tta + Tpima @) = f(ua) + [/ (wa) Y ea)y’

li|=c
+ g(ua, Zm:a ei(@?f) ( Z ei(x)yi) 27

li|=c

ahonnan mindkét oldalt mod(S2*1) tekintve,

flugs1) = Z ci(z,0)y’ + (f’(uo,) mod (S)) ( Z el(x)y’)

lil=c lil=c
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Mivel f(uat1) mod (S®T1) =0 és f'(un) mod (S) = f'(u1) mod (S), azt kapjuk, hogy

0= Z ci(z,0)y’ + (f’(ul) mod (S)) ( Z ez(x)yl>

li|=c lil=c

Innen

—c;(z,0)
f'(ur) mod (5)

ei(x) =

minden |i| = a-ra Zp[z]-ben, és az osztdsnak maradék nélkiilinek kell lenni.

* 8.3.132.10. p-adikus Newton-iterdcié. Tegyiik fel, hogy az f(u) = 0 algebrai
egyenletet akarjuk megoldani, ahol z = (x1,22,... ,x,) jeloléssel f € Z[x][u]. Legyen
u egy gyok, p egy primszam, amir6l az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy paratlan,
reprezentaljuk a maradékosztalyokat a legkisebb abszolit értékii maradékkal, és irjuk fel
u-t p-alapui szamrendszerben:

uw(z) = eg(x) + er(x)p + ex(z)p® + - + eg(x)pﬁ,

ahol e (x) € Z,[x]. Tegyiik fel, hogy wi(z) = eo(z) ismert; nyilvan f(ui) =0 (mod p).
Tegyiik fel tovdbba, hogy f/(u1) mod p # 0, ahol a derivélds u szerint értends. Az

Ue () = eo(x) + €1 (2)p + ea(@)p® + -+ + eq_i (z)p* !

»a-ad rendii p-adikus kozelités” ismeretében e, és gy uq4+1 meghatirozhatd: f(us) =0
(mod p®) és a Taylor-formula szerint

f(ua + eap®) = flua) + ' (ua)eap™ + g(Ua, eap™)uip®®,

ahonnan
Ug + €aP™ u
f( [e3 ap ) _ f( a) +f/(ua)ea+g(ua;€apa)uipa~

Mivel f(tuas1) = f(tua + €ap®) =0 (mod p**1), azt kapjuk, hogy

+ (f'(ua) mod p)eq  (mod p),

ahonnan, felhaszndlva, hogy f'(uq) = f'(u1) (mod p), kapjuk, hogy

—f(ua)/p®

= Plur) mod p

Zpx]-ben, és az osztdsnak maradék nélkiilinek kell lenni.
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* 8.3.132.11. Legnagyobb kézbs oszté szamoldsa tobbhatdrozatlami polino-
mokra. A faktorizaldsra tanult hatékony eljarasok primitiv polinomokra alkalmazhatdk,
a primitiv rész képzéséhez pedig az egyiitthatdk legnagyobb kozos osztdjaval végig kell
osztani a polinomot. A legnagyobb k6z6s oszté szamoldsara raciondlis tortfiiggvények
egyszerusitéséhez is sziikség van; ez az egyik legfontosabb alkalmazas.

A Hensel-lemma segitségével egy, dltaldban még a szubrezultins algoritmusnal is
hatékonyabb eljarast adhatunk f, g € Z[x1,xa, ... ,z,] legnagyobb kozos osztéjanak szé-
moldsara. Mint a szubrezultans algoritmusndl 1attuk, feltehetjiik, hogy f és g primitiv
polinomok; igy persze ez az eljards is rekurziv lesz. Az alapgondolat, hogy tekintiink
egy alkalmas p paratlan primet és as, ... ,a, egészeket, az S = {xs —as,... ,Tn — an}
halmazra meghatarozzuk a Z, feletti fi = f mod (S, p) és g1 = f mod (S, p) egyhatéro-
zatlani polinomok Ay legnagyobb kozds osztdjat, majd az f; = hy - (f1/h1) faktorizélast
»felemelve” egy f = h - (f/h) faktorizédldssd, ahol h € Z[x1,xa, ... ,z,], reméljiik, hogy
h a legnagyobb kozos oszté. Mivel h|f, ha a felemelés sikeres, osztdssal csak azt kell
ellendrizniink, hogy h|g teljesiil-e? Természetesen az (S, p) part igy kell megvalasztani,
hogy fi illetve g1 foka ugyanannyi legyen, mint f illetve g foka x;-ben. Erdemes még
a felemelés el6tt legaldbb két (S, p) part kiprébédlni. Ha a h; foka valamelyik esetben
nagyobb, mint a masikban, akkor azt a part elvetjiik, és helyette 1jat valasztunk. Ha hy
foka nulla, akkor a legnagyobb kozos oszté 1. Ha deg(hi) = deg(fi) < deg(g1), akkor
h = f lesz a felemelés eredménye, johet az osztds. Ha az osztds nem maradék nélkiili,
akkor djabb (S, p) pérral kell prébalkoznunk.

Ez az eljards elakadhat, ha hy és fi/h1 nem relativ primek, mert ekkor a feleme-
1és nem lehetséges. Természetesen megcserélhetjiik f és g szerepét, de ha g1 /hy és hy
sem relativ primek, akkor ez sem segit. (UJ (S,p) par valasztdsa sem segit, ha f és g
legnagyobb kozos osztdja nem relativ prim sem f-hez, sem g—hez.) Talalhatunk viszont
olyan k,m € Z egészeket, hogy kf + mg mod (S, p) és hy hanyadosa valamint h; relativ
primek. Ezek szorzatat felemelve kf + mg egy szorzatfelbontdsava, kapjuk h-t.

o  296/3:

<
méany. Az f € R[zi,xs,...,2,] polinomot szimmetrikus polinommak nevezziik, ha a
hatarozatlanok tetszéleges permutacidéjara ugyanaz marad, azaz ha barmely o € S,,-re

f(@oy, Tony oo T, ) = a1, 29,0, p).

>
mény. Az f € R[x1,xs,... ,2,] polinomot szimmetrikus polinommak nevezziik, ha bér-
mely két hatdrozatlan megcserélésekor ugyanaz marad. (Ha ilyenkor a polinom az ellen-
tettjére valtozik, akkor alterndld polinomnak nevezziik.)

. 302/11 :
<

cié egysége a bit, és ilyenkor log, p; helyett egyszertien log p;-t irunk. Tobbnyire nem az
>
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cié egysége a bit, és ilyenkor log, p; helyett egyszeriien logp;-t irunk; természetes loga-
ritmus esetén az informécio egysége a nat, tizes alapu logaritmus esetén pedig a hartley.
Tobbnyire nem az

. 304/19 :
<

juk.)
>

juk.) Angol nyelvii frott szovegek informéciétartalmat shannonclaudeelwoodShannon,
Claude Elwood (1916 2001)Shannon beti{inként 1 bitre becsiilte, német nyelvnél 1,3 bitre
becsiilik.

° 328/9 :
<

jellé, a kvantalasi fiiggvény inverzét kell alkalmaznunk.
>

jellé, a kvantalasi fiiggvény inverzét kell alkalmaznunk. A villamosmérnsksk egyébként a
jelteljesitmény és a zajteljesitmény hanyadosdnak mérésére annak tizes alapu logaritmu-
sat, a Belt, vagy inkdbb a tizedrészét, a decibelt (dB) hasznaljak. Néhany jellemz6 jel/zaj
viszony beszédéatvitelnél: 10 dB még érthetd; 20 dB hasznalhaté telefontsszekottetés; 40
dB radié mindség; 60 dB igen jé zenei mindség.

° 348/13 :
<

nehéz; egyelbre ezeket féleg az (irtdvkozlésben hasznaljak.)
>

nehéz; egyelbre ezeket f6leg az lirtavkozlésben hasznaljak.) Analdg atvitel esetén a csa-
tornakapacitas az f log,.(P/P,) dsszefiiggéssel becsiilhetd, ahol f a csatorna sdvszélessége,
P a (teljes, a zajt is tartalmazd) jelteljesitmény, P, pedig a zajteljesitmény. Ha a csa-
tornakapacitdst bit/s-ban azaz baudban akarjuk megkapni, akkor r = 2, és log(P/P,) a
dB-ben mért jel/zaj viszonynak kb. harmada. Példaul morzejelnél, ha egy pont hossza
20 ms, akkor a frekvencia 25 Hz. Kicsit nagyobb, 40 Hz savszélességgel szdmolva, ha
10 dB a sziikséges jel/zaj viszony, akkor a tavirGcsatorna kapacitdsa ~~ 133 bit/s, azaz
baud. A telefonatvitel savszélessége ~ 3 kHz, a Hifi dtvitelé ~ 20 kHz csatornanként, a
fekete-fehér televiziéé 5 MHz, a szinesé 6,5 MHz. Fekete-fehér Tv-nél minimum 35 dB,
szinesnél 45 dB jel/zaj viszony sziikséges.

° 348/17 :
<

olyan nagy lenne a kédszavak szama. A tétel fontossiaga mégis felbecsiilhetetlen, ugyanis
>

olyan nagy lenne a kddszavak szdma. (A bizonyitis alapgondolata, hogy nagyon hosszi
kédolando- és kddszavak esetén elég sok olyan kddolds van, amelynek elég nagy a ta-
volsaga, igy véletlenszeriien vélasztva kdédoldst, taldlhatunk alkalmas kédot.) A tétel
fontossdga mégis felbecsiilhetetlen, ugyanis
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. 350/—14 :
<

kédszavak halmaza. Ezért a kédszavak halmazat akir a g, akidr a H leképezés megadja.
>

kédszavak halmaza. Ezért a kédszavak halmazat akar a G, akiar a H leképezés megadja.

° 350/—10 :
<

matrixat, H matrixa oszlopainak linedris kombindacidjat kapjuk.
>

oszlopmaétrixat, H matrixa oszlopainak linedris kombindcidjat kapjuk.

° 353/13 :
<

ris kédolédst polinomkdédoldsnak nevezziik, g(x) a kéd generdtorpolinomja, a kédszvak a
>

ris kédolast polinomkddoldsnak nevezziik, g(x) a kéd generdtorpolinomja, a kédszavak a

. 355/14 :
<

sdk az abécét ennek elemei, a K elemszamat jeldlje ¢. Legyen Legyen 0 # a € K multip-
>

sdk az dbécét ennek elemei, a K elemszamat jeldlje g. Legyen 0 # o € K multip-

° 384/—17:
<

ezek tartalma is egész szam. Van még egy programmemdria, ennek rekeszei természetes
>

ezek tartalma is egész szam. Van még egy programmemdria, ennek rekeszei természetes

. 386/18 :
<

(feliildefinidlhatd) szimbolikus cimkeszimbolikus cimkéket hasznélunk, azaz a cimke egy
>

(feliildefinidlhatd) szimbolikus cimkéket haszndlunk, azaz a cimke egy

. 399/-18:
<

Tobbet fogunk beldtni, két irdnyban is élesitve az allitast Elészér megmutatjuk, hogy
>

Tobbet fogunk beldtni, két irdnyban is élesitve az dllitast. Elgszér megmutatjuk, hogy
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. 411/-11:
<

nek bizonyitasa azon milik, hogy sikeriilt megmutatni, a , kielégithetéség” problaméja
>

nek bizonyitasa azon mulik, hogy sikeriilt megmutatni, a , kielégithetGség” problémaja

. 414/5 :
<

: Feynman Lectures on Computation. Addison-Wesley, 1996.
>

: Feynman Lectures on Computation. Addison-Wesley, 1996.

° 414/-10 :

<

>
Hainzmann J. Varga S. Zoltai J.: Elektronikus aramkorék. Nemzeti Tankonyvkiadd,
Budapest, 2000.

° 414/5 :
<

Hajos Gyorgy: A geometria alapjai. Nemzeti Tankonyvkiadd, Budapest, 1999.
>

Hajos Gy.: A geometria alapjai. Nemzeti Tankényvkiadd, Budapest, 1999.

° 415/8 :
<
>

Kovacs F. F.: Az informatika VLSI aramkorei. Pizméany Egyetem Elektronikus Kiado,
2004.

° 416/—11 :

<
Székelyhidi Lasz16: Erdds Jend valogatott el6addsai. Debreceni Egyetem Matematikai
Intézet, 2004.

>
Székelyhidi L.: Erdds Jené valogatott elGaddsai. Debreceni Egyetem Matematikai Inté-
zet, 2004.



