• 9/19 . . . 21 : < A logikai formulăk (vagy mondatok) az adott elmĆlet predikătumaibćl ĆpĄlnek fel a ¬ (Ănem"), ∧ (ĂĆs"), ∨ (Ăvagy"), ⇒ (Ăha . . . akkor . . . ") Ćs ⇐⇒ (Ăakkor Ćs csak akkor" vagy Ăpontosan akkor") logikai jelek, valamint a kĆt kvantor, a ∃ (ĂlĆtezik" vagy Ăvan > A logikai formulăk (vagy mondatok) az adott elmĆlet predikătumaibćl ĆpĄlnek fel a ¬ (Ănem", idegen szćval negăcić), ∧ (ĂĆs", idegen szćval konjukcić), ∨ (megengedŞ Ăvagy", idegen szćval diszjunkcić), ⇒ (Ăha . . . akkor . . . ", implikăcić) Ćs ⇐⇒ (Ăakkor Ćs csak akkor" vagy Ăpontosan akkor", ekvivalencia), ⊕ (kizărć Ăvagy", gyakrabban Ăvagy . . . vagy . . . ": pontosan az egyik), | (Ăsem . . . sem . . . "), ‖ (ŤsszefĆrhetetlen Ăvagy", gyakrabban Ăvagy . . . vagy . . . ": legfeljebb az egyik, de lehet, hogy egyik se) logikai jelek, valamint a kĆt kvantor, a ∃ (ĂlĆtezik" vagy Ăvan

• 9/−14 : < fĆlreĆrtĆst, akkor a formula feląrăsăbćl elhagyhatunk zărćjeleket. > fĆlreĆrtĆst, akkor a formula feląrăsăbćl elhagyhatunk zărćjeleket.

NĆha kevesebb logikai jelet illetve kvantort hasznălunk. Ekkor az adott logikai jellel/jelekkel illetve kvantorral/kvantorokkal feląrhatć logikai formulăkrćl beszĆlĄnk.

• 10/−10 : < dezŞ nyelv hasznălatakor predikătumokkal de˛niălnunk kell, amit kĆrdezni szeretnĆnk. > dezŞ nyelv hasznălatakor predikătumokkal de˛niălnunk kell, amit kĆrdezni szeretnĆnk.

NĆha nem is olyan kŤnnyŰ eldŤnteni, hogyan formalizăljunk valamit. PĆldăul a magyar nyelvŰ mondatok formalizălăsănăl gondot okozhat a vagy hăromfĆle hasznălata. Az ĂŔtok reă, ki gyăvasăgbćl Vagy lustasăgbćl elmarad" mondatban a vagy megengedŞ ĆrtelmŰ, a ĂVagy bolondok vagyunk s elveszĄnk egy szălig, Vagy ez a mi hitĄnk valćsăgra vălik" mondatban kizărć, a Ăvagy iszol, vagy vezetsz" mondatban pedig ŤsszefĆrhetetlen ĆrtelmŰ. Lăsd Quine [68] kŤnyvĆnek rĆszletes elemzĆseit. A matematikăban a vagy legtŤbbszŤr megengedŞ ĆrtelmŰ.

• 12/−13 : < Az axiomatikus alapfogalmakat nem de˛niăljuk. Ezeken azt ĆrthetĄnk, amit akarunk, csak arra kell ˛gyelnĄnk, hogy az axićmăk a mi olvasatunkban is igazak maradjanak. A bizonyątăsok menetĆt az ĆrtelmezĆs nem befolyăsolja, hiszen a fogalmak szemlĆletes jelentĆsĆt amčgy sem hasznălhatjuk fel a tărgyalăs sorăn. Ha pĆldăul valaki a geometriai ĂtĆr", Ăpont", Ăegyenes", Ăsąk" stb. fogalma alatt ezeknek csak egy adott gŤmb belsejĆbe esŞ rĆszeit Ćrti, akkor a geometriai tĆtelek nagy rĆsze igaz marad

0.1. Szakaszok egyenlŞsĆge a Cayley{Klein-modellben

vagy Ćrdekesen mćdosul az axiomatikus alapfogalmak Ągyes ĆrtelmezĆse esetĆn (Cayley{ Klein-modell, lăsd Hajćs GyŤrgy [32], 130. oldal). Az 1.1. ăbra a szakaszok egyenlŞsĆgĆt szemlĆlteti.

Talăn mĆg meglepŞbb, hogy ha Ăpont" alatt egy fĄggvĆnyt, az f Ćs g Ăpontokon" ătmenŞ Ăegyenesen" a λ·f +(1−λ)·g fĄggvĆnyek halmazăt ĆrtjĄk (ahol λ tetszŞleges valćs szăm), akkor is Ćrtelmes matematikăt kapunk, amely nĆmikĆpp a geometriăra emlĆkeztet, pĆldăul a hăromszŤg oldalaira tanult egyenlŞtlensĆgek is ĆrvĆnyesek maradnak. > Ha pĆldăul valaki a geometriai Ăpont" alatt (X, Y ) părokat Ćrt, ahol X Ćs Y is a Ăpăros" vagy Ăpăratlan" fogalom lehet, rŤvidątve e, illetve e, egyenes alatt pedig AX + BY = C alakč egyenleteket, ahol az A, B, C egyĄtthatćk mindegyike e vagy o lehet, de A Ćs B nem lehet mindkettŞ e, illeszkedĆs alatt pedig azt Ćrti hogy az (X, Y ) pont koordinătăi kielĆgątik az adott egyenletet, akkor olyan geometriăhoz jut, amelyben 4 pont Ćs 6 egyenes van, teljesĄl, hogy bărmely kĆt kĄlŤnbŤzŞ pontra egy Ćs csak egy egyenes illeszkedik, teljesĄl a părhuzamossăgi axićma, Ćs mĆg nĆhăny măs axićma is, pĆldăul, hogy lĆtezik hărom olyan pont, amely nem fekszik egy egyenesen. Ebben a geometriăban is ĆrvĆnyes minden olyan tĆtel, amelynek bizonyątăsăhoz csak ezeket az axićmăkat hasznăltuk fel. Ehhez hasonlć vĆges geometriăk szerepet jătszanak a kćdolăselmĆletben.

• 13/−6 : < Ezek helyett Bolyai Farkas azt az ăllątăst vette axićmănak, hogy Ăhărom pont vagy egy egyenesen, vagy egy kŤrŤn van". (Ennek elŞnye, hogy teljes kŤrt măr mindenki lătott | băr 3 millić fĆnyĆv sugarč kŤrt mĆg egyikĄnk sem.)

Ha az elŞbbi ăllątăsok bărmelyikĆt hozzăvesszĄk EukleidĆsz tŤbbi axićmăjăhoz (az čgynevezett maradĆk axićmarendszerhez), ugyanazt a geometriăt kapjuk: bărmelyik rendszerben bizonyąthatć a tŤbbi tĆtel igazsăga. EzĆrt aligha megalapozott egyiket vagy măsikat egyszerŰbbnek vagy bonyolultabbnak tartani a tŤbbinĆl | inkăbb arrćl van szć, hogy melyikhez szoktunk hozză, hogy a kezdŞ mĆg nem ĆrzĆkeli egyik-măsik ăllątăs sčlyăt.

Bolyai Jănos a maradĆk axićmarendszerbŞl Ćpątette fel abszolčt geometriăjăt. Az 1.1. ăbra az euklideszi sąkban fekszik, Ćs egyčttal a hiperbolikus sąkgeometria egy lehetsĆges modellje, tehăt ha a Bolyai-geometriăban van ellentmondăs, akkor az euklidesziben is van. A fordątott irănyč ăllątăs is bizonyąthatć. > Ezek helyett Bolyai Farkas azt az ăllątăst vette axićmănak, hogy Ăhărom pont vagy egy egyenesen, vagy egy kŤrŤn van".

Ha az elŞbbi hărom ăllątăs bărmelyikĆt hozzăvesszĄk EukleidĆsz tŤbbi axićmăjăhoz (az čgynevezett maradĆk axićmarendszerhez), ugyanazt a geometriăt kapjuk: bărmelyik rendszerben bebizonyąthatć a măsik kĆt ăllątăs.

• 16/−7 : < mondjuk, hogy a halmazrendszer diszjunkt. Ha a halmazrendszer bărmely kĆt halma- > mondjuk, hogy a halmazrendszer diszjunkt. Ha a halmazrendszer bărmely kĆt kĄlŤnbŤzŞ halma-

• 20/4 : < irănyątott Ćl x-bŞl y-ba (azaz rajzoljunk egy x-bŞl y-ba vezetŞ nyilat), ha (x, y) ∈ R. > irănyątott Ćl x-bŞl y-ba (azaz rajzoljunk egy x-bŞl y-ba vezetŞ nyilat), ha (x, y) ∈ R. Lăsd az 1.3. ăbrăt.

• 20/16 : < relăcićt ĆrtjĄk. > relăcićt ĆrtjĄk. Lăsd az 1.4. ăbrăt.

• 20/−1 : < relăcićt ĆrtjĄk. (Egyesek fordątva, S ∘R-et ąrnak; a fenti jelŤlĆs elŞnye, hogy ezzel bărmely A halmazra R ( S(A) ) = (R ∘ S)(A).) > relăcićt ĆrtjĄk. Lăsd az 1.5. ăbrăt. (Egyesek fordątva, S ∘R-et ąrnak; a fenti jelŤlĆs elŞnye, hogy ezzel bărmely A halmazra R ( S(A) ) = (R ∘ S)(A).)

0.2. ăbra: dmn Ćs rng, relăcić X Ćs Y kŤzŤtt, X-beli relăcić.

• 21/12 : < De˛nącić. Legyen R egy X-beli binĆr relăcić. Azt mondjuk, hogy R (1) tranzitąv, ha minden x, y, z-re (x, y) ∈ R Ćs (y, z) ∈ R esetĆn (x, z) ∈ R; (2) intranzitąv, ha minden x, y, z-re (x, y) ∈ R Ćs (y, z) ∈ R esetĆn (x, z) /∈ R; (3) szimmetrikus, ha minden x, y-ra (x, y) ∈ R esetĆn (y, x) ∈ R; (4) antiszimmetrikus, ha minden x, y-ra (x, y) ∈ R Ćs (y, x) ∈ R esetĆn x = y; (5) szigorčan antiszimmetrikus, ha minden x, y-ra (x, y) ∈ R esetĆn (y, x) /∈ R; (6) re‚exąv, ha minden x ∈ X esetĆn (x, x) ∈ R; (7) irre‚exąv, ha minden x ∈ X esetĆn (x, x) /∈ R;

(8) trichotom, ha minden x, y ∈ X esetĆn x = y, (x, y) ∈ R Ćs (y, x) ∈ R kŤzĄl pontosan egy teljesĄl;

(9) dichotom, ha minden x, y ∈ X esetĆn (x, y) ∈ R vagy (y, x) ∈ R (esetleg mindkettŞ), azaz bărmely kĆt elem Ťsszehasonląthatć.

VegyĄk Ćszre, hogy az elsŞ Ťt tulajdonsăg csak R-tŞl, mąg az utolsć nĆgy R-tŞl Ćs X-tŞl is fĄgg, ągy ezek az (R, X) păr tulajdonsăgai.

A binĆr relăcić de˛nącićjănăl emlątett pĆldăk kŤzŤtt mindegyik feltĆtel teljesĄlĆsĆre Ćs nem teljesĄlĆsĆre is talălhatunk pĆldăt.

0.3. ăbra: relăcić inverze, halmaz kĆpe, relăcić megszorątăsa. > De˛nącić. Legyen R egy X-beli binĆr relăcić. Azt mondjuk, hogy R (1) tranzitąv, ha minden x, y, z-re (x, y) ∈ R Ćs (y, z) ∈ R esetĆn (x, z) ∈ R; (2) szimmetrikus, ha minden x, y-ra (x, y) ∈ R esetĆn (y, x) ∈ R; (3) antiszimmetrikus, ha minden x, y-ra (x, y) ∈ R Ćs (y, x) ∈ R esetĆn x = y; (4) szigorčan antiszimmetrikus, ha minden x, y-ra (x, y) ∈ R esetĆn (y, x) /∈ R; (5) re‚exąv, ha minden x ∈ X esetĆn (x, x) ∈ R; (6) irre‚exąv, ha minden x ∈ X esetĆn (x, x) /∈ R;

(7) trichotom, ha minden x, y ∈ X esetĆn x = y, (x, y) ∈ R Ćs (y, x) ∈ R kŤzĄl pontosan egy teljesĄl;

(8) dichotom, ha minden x, y ∈ X esetĆn (x, y) ∈ R vagy (y, x) ∈ R (esetleg mindkettŞ), azaz bărmely kĆt elem Ťsszehasonląthatć.

VegyĄk Ćszre, hogy az elsŞ nĆgy tulajdonsăg csak R-tŞl, mąg az utolsć nĆgy R-tŞl Ćs X-tŞl is fĄgg, ągy ezek az (R, X) păr tulajdonsăgai.

A binĆr relăcić de˛nącićjănăl mindegyik tulajdonsăg teljesĄlĆsĆre talălunk pĆldăt, Ćs a (2){(8) tulajdonsăgok nem teljesĄlĆsĆre is talălunk pĆldăt. Nem tranzitąv a sąk pontjai kŤzŤtt az a relăcić, hogy legfeljebb 1 tăvolsăgra vannak.

0.4. ăbra: kĆt relăcić kompozącićja.

• 22/1 : < TĆtel. Valamely X halmazon Ćrtelmezett ∼ ekvivalenciarelăcić X-nek egy osztălyfelbontăsăt adja. Megfordątva, az X halmaz minden osztălyfelbontăsa egy ∼ ekvivalenciarelăcićt hoz lĆtre.

Bizonyątăs. Legyen ∼ egy X-beli ekvivalenciarelăcić, Ćs legyen ~x = {y ∈ X : y ∼ x} az X halmaz x eleme segątsĆgĆvel de˛niălt rĆszhalmaza. Megmutatjuk, hogy az ~X = {~x : x ∈ X} halmaz az X egy osztălyozăsa. Mivel ∼ re‚exąv, x ∈ ~x, vagyis az ~x rĆszhalmaz nem Ąres, Ćs az X halmaz minden x eleme benne van a ~X valamely elemĆben, pĆldăul ~x-ban. Csak azt kell belătnunk, hogy a kĄlŤnbŤzŞ rĆszhalmazok metszete Ąres. Ha ~x ∩ ~y ≠ ∅, akkor legyen z a metszet egy eleme. Ekkor z ∼ x Ćs z ∼ y, amibŞl a szimmetria Ćs a tranzitivităs miatt x ∼ y. Ha most w ∈ ~x, akkor a tranzitivităs miatt w ∈ ~y. Hasonlćan, a szimmetria Ćs a tranzitivităs miatt, ha w ∈ ~y, akkor w ∈ ~x. Azt kaptuk tehăt, hogy ~x = ~y, azaz ha kĆt rĆszhalmaznak van kŤzŤs eleme, akkor azonosak, vagyis a kĄlŤnbŤzŞ ~x rĆszhalmazok diszjunktak, ezĆrt valćban az X egy osztălyfelbontăsăt kaptuk, Ćs ~x az x-et tartalmazć osztăly.

Megfordątva, legyen O az X egy osztălyozăsa. Legyen R = { (x, y) ∈ X × X : x Ćs y az O ugyanazon halmazănak elemei } . Ez az R nyilvăn re‚exąv, szimmetrikus Ćs mivel az osztălyok păronkĆnt diszjunktak, tranzitąv is, tehăt ekvivalenciarelăcić. □

VegyĄk Ćszre, hogy ha egy ekvivalenciarelăcićbćl kĆpezzĄk a fentiek szerint hozză tartozć osztălyozăst, majd abbćl a hozză tartozć ekvivalenciarelăcićt, akkor az eredeti relăcićt kapjuk vissza. Hasonlćan, ha egy osztălyozăsbćl kĆpezzĄk a hozză tartozć ekvivalenciarelăcićt, majd ebbŞl a megfelelŞ ekvivalenciaosztălyokat, akkor az eredeti osztălyozăst kapjuk vissza. > TĆtel. Valamely X halmazon Ćrtelmezett ∼ ekvivalenciarelăcić esetĆn a ~x = {y ∈ X : y ∼ x}, x ∈ X ekvivalenciaosztălyok X-nek egy ~X = X/ ∼ osztălyozăsăt adjăk. Megfordątva, az X halmaz bărmely O osztălyozăsa esetĆn az ∪{Y × Y : Y ∈ O} relăcić ekvivalenciarelăcić, amelyhez tartozć ekvivalenciaosztălyok halmaza O. Hasonlćan, ha egy ekvivalenciarelăcićra kĆpezzĄk az ekvivalenciaosztălyokat, majd ebbŞl a hozză tartozć ekvivalenciarelăcićt, akkor az eredeti relăcićt kapjuk vissza.

Bizonyątăs. Legyen ∼ egy X-beli ekvivalenciarelăcić, Ćs legyen ~x = {y ∈ X : y ∼ x} az X halmaz x elemĆnek ekvivalenciaosztălya. Azt kell megmutatnuk, hogy az ~X = {~x : x ∈ X} halmaz az X egy osztălyozăsa. Mivel ∼ re‚exąv, x ∈ ~x, vagyis az ~x rĆszhalmaz nem Ąres, Ćs az X halmaz minden x eleme benne van a ~X valamely elemĆben, pĆldăul ~x-ban. Măr csak azt kell belătnunk, hogy a kĄlŤnbŤzŞ ekvivalenciaosztălyok metszete Ąres. Ha ~x ∩ ~y ≠ ∅, akkor legyen z a metszet egy eleme. Ekkor z ∼ x Ćs z ∼ y, amibŞl a szimmetria Ćs a tranzitivităs miatt x ∼ y. Ha most w ∈ ~x, akkor a tranzitivităs miatt w ∈ ~y. Hasonlćan, a szimmetria Ćs a tranzitivităs miatt, ha w ∈ ~y, akkor w ∈ ~x. Azt kaptuk tehăt, hogy ~x = ~y, azaz ha kĆt rĆszhalmaznak van kŤzŤs eleme, akkor azonosak, vagyis a kĄlŤnbŤzŞ ~x rĆszhalmazok diszjunktak, ezĆrt valćban az X egy osztălyozăsăt kaptuk, Ćs ~x az x-et tartalmazć osztăly.

Megfordątva, legyen O az X egy osztălyozăsa, Ćs legyen R ∪ {Y × Y : Y ∈ O}. Nyilvăn (x, y) ∈ R pontosan akkor teljesĄl, ha x Ćs y az O ugyanazon halmazănak elemei. Ez az R nyilvăn re‚exąv, szimmetrikus Ćs mivel az osztălyok păronkĆnt diszjunktak, tranzitąv is, tehăt ekvivalenciarelăcić. Az is nyilvănvalć, hogy ha egy osztălyozăsbćl kĆpezzĄk a hozză tartozć ekvivalenciarelăcićt, majd ebbŞl a megfelelŞ ekvivalenciaosztălyokat, akkor az eredeti osztălyozăst kapjuk vissza, Ćs fordątva, ha egy ekvivalenciarelăcićbćl kĆpezzĄk a fentiek szerint hozză tartozć osztălyozăst, majd abbćl a hozză tartozć ekvivalenciarelăcićt, akkor az eredeti relăcićt kapjuk vissza. □

• 24/9 : < egyĆrtelmŰ maximălis eleme, akkor azt max X-szel jelŤljĄk. > egyĆrtelmŰ maximălis eleme, akkor azt max X-szel jelŤljĄk.

∘ PĆlda. TekintsĄk az {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} halmazon az Ăosztćja" rĆszbenrendezĆst. A 1.6. ăbrăn ennek Hasse-diagrammja lăthatć kĆt alakban. Itt 1 legkisebb Ćs minimălis elem, 5, 6, 7 Ćs 8 maximălis elemek, de egyik sem legnagyobb; {1, 2, 4, 8} lănc, de {1, 2, 3, 6} nem; a 2 kŤzvetlenĄl megelŞzi 4-et, de 8-at nem.

0.5. ăbra: Hasse-diagramm kĆt alakban.

• 24/−16 : < JćlrendezĆs. Egy X rĆszben rendezett halmazt jćlrendezettnek, a rendezĆsĆt pedig jćlrendezĆsnek nevezzĄk, ha X bărmely nem Ąres rĆszhalmazănak van legkisebb eleme. Jćlrendezett halmaz mindig rendezett. > JćlrendezĆs. Egy X rendezett halmazt jćlrendezettnek, a rendezĆsĆt pedig jćlrendezĆsnek nevezzĄk, ha X bărmely nem Ąres rĆszhalmazănak van legkisebb eleme.

• 28/−10 : < zett fĄggvĆnyt) Ăszorzćtăblăval" is megadhatunk: az elsŞ oszlopba a baloldali operandus, > zett fĄggvĆnyt) mŰveleti tăblăval is megadhatunk: az elsŞ oszlopba a baloldali operandus,

• 28/−8 : < ∘ Descartes-szorzatok Ćs relăcićk. Az X_1 Ćs X_2 halmazok Descartes-szorzatăt mint az Ťsszes (x_1, x_2), x_1 ∈ X_1, x_2 ∈ X_2 rendezett părok halmazăt de˛niăltuk. LĆtezik egy termĆszetes, kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ megfeleltetĆs X_1 × X_2 elemei Ćs az {1, 2}-vel indexezett olyan csalădok kŤzŤtt, amelyekre x_1 ∈ X_1 Ćs x_2 ∈ X_2. Ennek megfelelŞen, ha az (x_1, x_2, . . . , x_n) elem n-eseket az {1, 2, . . . , n} halmaz, azaz N^+-nak az n ∈ N^+-năl nem nagyobb elemei ăltal indexelt csalădokkal azonosątjuk, akkor az X_1 × X_2 × · · · × X_n Descartes-szorzatot mint az Ťsszes olyan x_i, i ∈ {1, 2, . . . , n} csalădok halmazăt de˛niălhatjuk, amelyekre x_i ∈ X_i, ha i ∈ {1, 2, . . . , n}. Ilyen szorzathalmazok rĆszhalmazait n-văltozćs relăcićknak nevezzĄk. TetszŞleges kapcsolatokat relăcićkkal ąrhatunk le, ezĆrt a relăcićk fontos szerepet jătszanak az adatbăzis-kezelŞ rendszerekben. Egy Descartesszorzaton Ćrtelmezett fĄggvĆnyt szokăs egyĆbkĆnt tŤbbvăltozćs fĄggvĆnynek is nevezni. MegjegyezzĄk, hogy egy f tŤbbvăltozćs fĄggvĆnynek (x_1, x_2, . . . , x_n)-hez rendelt ĆrtĆkĆt mindenki f(x_1, x_2, . . . , x_n)-nel jelŤli f ( (x_1, x_2, . . . , x_n) ) helyett. Ha X_1 = X_2 = · · · = X_n = X, akkor X_1 × X_2 × · · · × X_n helyett X^n-et szokăs ąrni. Ennek a halmaznak a rĆszhalmazait X-beli relăcićknak, esetleg homogĆn relăcićknak nevezzĄk. TŤbbvăltozćs fĄggvĆnyek esetĆn is elŞfordul, hogy a văltozćkat alsć indexkĆnt ąrjuk. PĆldăul a Kronecker-fĆle δ-fĄggvĆnyt a δ_{x,y} = 1, ha x = y Ćs δ_{x,y} = 0, ha x ≠ y ŤsszefĄggĆsekkel de˛niăljuk (x, y ∈ X).

Nincs szĄksĆgĄnk a termĆszetes szămokra, ha tovăbb ăltalănosątjuk a halmazok szorzatănak fogalmăt.

Descartes-szorzat. Legyen X_i, i ∈ I egy halmazcsalăd. A halmazcsalădhoz tartozć kivălasztăsi fĄggvĆnynek nevezzĄk azokat az x : I → ∪_{i∈I} X_i fĄggvĆnyeket, amelyekre x_i ∈ X_i minden i ∈ I-re. Az X_i, i ∈ I halmazcsalăd ×_{i∈I} X_i Descartes-szorzata a halmazcsalădhoz tartozć Ťsszes kivălasztăsi fĄggvĆnyek halmaza. Ha nem okozhat fĆlreĆrtĆst, csak ×_iX_i-t ąrunk. Vilăgos, hogy ha van olyan i ∈ I, amelyre X_i = ∅, akkor nincs kivălasztăsi fĄggvĆny, ągy ×_iX_i = ∅. Ha I = ∅, akkor viszont az Ąres fĄggvĆny kivălasztăsi fĄggvĆny, ągy ×_iX_i = {∅}. Ha minden i ∈ I-re X_i = X, akkor X^I -t ąrunk ×_{i∈I} X_i helyett. Ŋgy X^I az Ťsszes I-t X-be kĆpezŞ fĄggvĆnyek halmaza. Ha I = ∅, akkor X^I = {∅}, ha pedig I = {i}, akkor lĆtezik egy termĆszetes, kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ lekĆpezĆse X^I -nek X-re, pontatlanul fogalmazva X^I azonosąthatć X-szel.

Ha J ⊂ I, akkor az x → x|_J lekĆpezĆst ×_{i∈I} X_i-nek ×_{j∈J} X_j -be valć projekcićjănak nevezzĄk. Ha J = {j}, akkor ez az x → x_j lekĆpezĆssel azonosąthatć, Ćs j-edik projekcićnak nevezzĄk. > Relăcić Ćs Descartes-szorzat ăltalănos esetben. Sokfajta kapcsolatot ąrhatunk le relăcićkkal, ezĆrt az ăltalănos relăcićfogalom fontos szerepet jătszik az adatbăziskezelŞ rendszerekben. TekintsĄk bizonyos ĂjellemzŞk" vagy Ănevek" (Ăattributumok") egy I halmazăt. PĆldăul egy szemĆlyi tŤrzsăllomăny esetĆn egy ember leąrăsăra az alăbbi jellemzŞk halmazăt hasznălhatjuk:

I = {szemĆlyi szăm, nĆv, lakcąm, vĆgzettsĆg}.

Minden i ∈ I-hez hozzărendeljĄk az adott attributumhoz rendelhetŞ ĆrtĆkek X_i halmazăt, pĆldăul XszemĆlyi szăm lehet a 11 jegyŰ decimălis szămok halmaza. TekintsĄnk egy x : I → ∪_{i∈I} X_i

fĄggvĆnyt, amelyre x_i ∈ X_i minden i ∈ I-re. Egy ilyen fĄggvĆnyt az informatikăban az X_i (i ∈ I) indexelt csalădhoz tartozć rekordnak nevezĄnk: I elemei a mezŞnevek, x_i pedig a rekordnak az i nevŰ mezŞje. Az X_i (i ∈ I) indexelt csalădhoz tartozć rekordoknak egy tetszŞleges halmazăt az adott X_i (i ∈ I) indexelt csalădhoz tartozć adattăblănak nevezzĄk. A gyakorlatban a mezŞneveket persze csak egyszer tăroljuk le valamilyen sorrendben, Ćs ugyanebben a sorrendben tăroljuk az egyes rekordok mezŞit. Az alăbbi tăblăzat egy adattăblăt mutat:

szemĆlyi szăm nĆv lakcąm vĆgzettsĆg 15106111888 Vass Oxid Arad egyetem 17806111888 Czink Szulfid Budapest egyetem 17809171888 Arany Klorid Budapest szakiskola 18809151888 Radon Fluorid Debrecen szakiskola . . . . . . . . Ŕltalănosabban, a matematika nyelvĆn fogalmazva, legyen X_i, i ∈ I egy tetszŞleges indexelt halmazcsalăd. A halmazcsalădhoz tartozć kivălasztăsi fĄggvĆny minden olyan x : I → ∪_{i∈I} X_i fĄggvĆny, amelyre x_i ∈ X_i minden i ∈ I-re. Az X_i (i ∈ I) halmazcsalădhoz tartozć relăcićn kivălasztăsi fĄggvĆnyek egy tetszŞleges halmazăt ĆrtjĄk. Legyen a halmazcsalăd Descartes-szorzata a halmazcsalădhoz tartozć Ťsszes kivălasztăsi fĄggvĆnyek halmaza. Ha nem okozhat fĆlreĆrtĆst, csak ×_iX_i-t ąrunk. KĆtelemŰ I esetĆn a binĆr relăcić fogalmăt, illetve kĆt halmaz Descartes-szorzatăt kapjuk vissza, ha az I egyik elemĆhez rendelt ĆrtĆket elsŞ koordinătănak, a măsikhoz rendelt ĆrtĆket pedig măsodik koordinătănak tekintjĄk.

Vilăgos, hogy ha van olyan i ∈ I, amelyre X_i = ∅, akkor nincs kivălasztăsi fĄggvĆny, ągy ×_iX_i = ∅. Ha I = ∅, akkor viszont az Ąres fĄggvĆny az egyetlen kivălasztăsi fĄggvĆny, ągy ×_iX_i = {∅}. Ha minden i ∈ I-re X_i = X, akkor -t ąrunk ×_{i∈I} X_i helyett. Ŋgy X^I az Ťsszes I-t X-be kĆpezŞ fĄggvĆnyek halmaza. (Ezt a jelŤlĆst tetszŞleges X Ćs I halmazok esetĆn hasznăljuk a tovăbbiakban.) Ennek a halmaznak a rĆszhalmazait X-beli relăcićknak vagy homogĆn relăcićknak nevezzĄk. Most is ha I = ∅, akkor X^I = {∅}. Ha I egyelemŰ, I = {i}, akkor { (i, x) } → x egy termĆszetes, kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ lekĆpezĆse X^I -nek X-re, pontatlanul fogalmazva X^I azonosąthatć X-szel.

Ha J ⊂ I, akkor az x ∈ ×_iX_i kivălasztăsi fĄggvĆnyekre Ćrtelmezett x → x|_J lekĆpezĆst ×_{i∈I} X_i-nek ×_{j∈J} X_j -be valć vetątĆsĆnek, idegen szćval projekcićjănak nevezzĄk. Ha J egyelemŰ, J = {j}, akkor ez a p_j : x → x_j lekĆpezĆssel azonosąthatć, amit j-edik projekcićnak nevezĄnk. Egy ×_{i∈I} X_i-be kĆpezŞ f fĄggvĆnyre f_j = p_j ∘ f az f fĄggvĆny j-edik koordinătafĄggvĆnye.

Ha I = J ∪ K, akkor gyakran hasznos az x kivălasztăsi fĄggvĆnyt az (x|_J , x|_K ) rendezett părral azonosątani, mert ekkor tetszŞleges relăcićbćl binĆr relăcić lesz, Ćs hasznălhatjuk binĆr relăcićk kompozącićjăt (ŤsszetĆtelĆt) tetszŞleges relăcićk kompozącićjănak (ŤsszetĆtelĆnek) kĆpzĆsĆre. Ha egy R ⊂ ×_{i∈I} X_i relăcić esetĆn az { (x|_J , x|_K ) : x ∈ R } binĆr relăcić fĄggvĆny, akkor azt mondjuk, hogy x|_J az x kivălasztăsi fĄggvĆnynek az R relăcićban a J-beli indexekhex tartozć (illetve az x rekordnak az R adattăblăban a J-beli mezŞnevekhez tartozć) kulcsa. A kulcsok segątsĆgĆvel vett ŤsszetĆtel a halmazmŰveletek, a rĆszhalmazkĆpzĆs Ćs a projekcić mellett az egyik leggyakoribb mŰvelet relăcićs adatbăziskezelŞknĆl.

• 28/−8 : < Hasonlćan egy vĆges halmazon egy unĆr mŰveletet (vagy ăltalănosabban, bărmely,

> ⊕ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓

| ↑ ↓ ↑ ↓ ↓ ↓ ↓ ↑

‖ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↑

Hasonlćan egy vĆges halmazon egy unĆr mŰveletet (vagy ăltalănosabban, bărmely,

• 29/8 : < azaz a {0, 1, . . . , n − 1} halmazt a {↑, ↓} halmazba kĆpezŞ fĄggvĆnyek halmazăn. > azaz a {0, 1, . . . , n − 1} halmazt a {↑, ↓} halmazba kĆpezŞ fĄggvĆnyek halmazăn. Az a szokăs, hogy az ↑ ĆrtĆket 1, a ↓ ĆrtĆket pedig 0 reprezentălja. ŔramkŤrŤkben ↑ reprezentăcićja magas feszĄltsĆg- vagy ăramĆrtĆk (H, mint high), ↓ reprezentăcićja pedig alacsony feszĄltsĆg- vagy ăramĆrtĆk (L, mint low), vagy pedig fordątva. Az elsŞ esetben pozitąv logikărćl, a măsodik esetben pedig negatąv logikărćl beszĆlĄnk.

• 36/−21 : < x ∗ (y ∗ z), akkor G-t (pontosabban a (G, ∗) părt) fĆlcsoportnak nevezzĄk. Ha a G > x ∗ (y ∗ z), akkor G-t (pontosabban a (G, ∗) părt) fĆlcsoportnak nevezzĄk. Semleges elemes fĆlcsoport neve monoid. Ha a G

• 36/−14 : < fĆlcsoport minden elemĆnek van inverze, akkor csoportnak nevezzĄk. > fĆlcsoport minden elemĆnek van inverze, akkor csoportnak nevezzĄk.

Egy G monoid azon elemeinek halmazăt, amelyeknek van inverze, G^∗-gal jelŤljĄk. Bărmely G monoidra (G^∗, ∗) csoport.

• 39/13 : < Ez a fĆlcsoport ăltalăban nem kommutatąv. > Ez a fĆlcsoport nem kommutatąv, ha X legalăbb kĆtelemŰ.

TŤbbvăltozćs fĄggvĆnyek. Egy X_1 × X_2 × · · · × X_n Descartes-szorzaton vagy annak egy rĆszhalmazăn Ćrtelmezett fĄggvĆnyt szokăs tŤbbvăltozćs fĄggvĆnynek is nevezni. TŤbbvăltozćs fĄggvĆnyek esetĆn is elŞfordul, hogy a văltozćkat alsć indexkĆnt ąrjuk. PĆldăul a Kronecker-fĆle δ-fĄggvĆnyt a δ_{x,y} = 1, ha x = y Ćs δ_{x,y} = 0, ha x ≠ y ŤsszefĄggĆsekkel de˛niăljuk (x, y ∈ X).

• 39/−15 : < rekurzićtĆtel nem hasznălhatć, mert a sorozat ăltalănos tagja nem csak az elŞzŞtŞl fĄgg. A > rekurzićtĆtel nem hasznălhatć, mert a sorozat ăltalănos tagja nem csak az elŞzŞtŞl, hanem az elŞzŞ kettŞtŞl fĄgg.

Măsik pĆldakĆnt tekintsĄk azt a problĆmăt, hogy az n + 1 tĆnyezŞs x_0x_1 · · · x_n szorzatot hănyfĆlekĆppen lehet zărćjelezni, azaz a szorzăsok sorrendjĆt hănyfĆlekĆppen lehet kijelŤlni. JelŤlje c_n ezt a szămot. (Ezek az čgynevezett Catalan-szămok; szămos informatikai problĆmănăl elŞkerĄlnek.) Ha n = 0, akkor nyilvăn c_n = 1. EgyĆbkĆnt gyŰjtsĄk Ťssze azokat a zărćjelezĆseket, amelyekben a legkĄlsŞ szorzăs x_k utăn ăll. Ezek szăma c_kc_{n−k−1}, ągy azt kapjuk, hogy

c_n = c_0c_{n−1} + c_1c_{n−2} + · · · + c_{n−1}c_0.

Ha a c_n szămot ennek az ŤsszefĄggĆsnek az alapjăn akarjuk kiszămątani, akkor az Ťsszes elŞzŞ szămra szĄksĆg van.

A rekurzićtĆtel alăbbi ăltalănosabb văltozata lehetŞvĆ teszi, hogy egy sorozat egy tagjăt az Ťsszes elŞzŞ tag fĄggvĆnyekĆnt adjuk meg.

• 39/−15 : < A tĆtel Ćs a bizonyątăs ĆrvĆnyes marad akkor is, ha N helyett tetszŞleges N jćlrende- > A tĆtel szemlĆletesen fogalmazva azt mondja, hogy ha adott egy fĄggvĆnyĄnk, amely egy egydimenzić tŤmb esetĆn kiszămątja a tŤmb măr feltŤltŤtt kezdetĆbŞl, hogy a kŤvetkezŞ helyre mit kell tennĄnk, akkor ennek segątsĆgĆvel a tŤmbŤt akărmeddig feltŤlthetjĄk.

A tĆtel Ćs a bizonyątăs ĆrvĆnyes marad akkor is, ha N helyett tetszŞleges N jćlrende-

• 40/−1 : < jelŤljĄk. > jelŤljĄk.

Logikai fĄggvĆnyek. Logikai fĄggvĆny (vagy Boole-fĄggvĆny) alatt az {↑, ↓}^n halmazt az {↑, ↓}^m halmazba lekĆpezŞ fĄggvĆnyt ĆrtĄnk, ahol m, n ∈ N. A szămątćgĆp kŤzponti egysĆge, de a kŤzponti tăr is lĆnyegĆben logikai fĄggvĆnyeket megvalćsątć ăramkŤrŤkbŞl Ćs (ćrajelvezĆrelt) tărolćkbćl ăll. A logikai jeleknek megfelelŞ logikai mŰveletek kŤzĄl nĆhănyat (hogy melyeket, az a hasznălt technolćgiătćl fĄgg, manapsăg pĆldăul a ,nem", angol rŤvidątĆse NOT, Ćs az ĂŤsszefĆrhetetlen vagy", angol rŤvidątĆse NAND) kŤzvetlenĄl meg tudunk valćsątani hardver alapelemkĆnt, a tŤbbi logikai fĄggvĆnyt ezek segątsĆgĆvel kell megvalćsątani.

TekintsĄnk X_1, X_2, . . . , X_n nullvăltozćs predikătumokat, amelyeknĆl az egyszerŰsĆg kedvĆĆrt nem ąrtuk ki a predikătum jele utăn az Ąres zărćjelet. Minden, ezen predikătumokkal feląrt formula, amely nem tartalmaz kvantort (ez itt most termĆszetes feltevĆs, hiszen nincsenek văltozćk), egy {↑, ↓}^n-et {↑, ↓}-ba kĆpezŞ logikai fĄggvĆnyt ad meg: minden X_1, X_2, . . . , X_n helyĆre az ↑ illetve ↓ jelek valamelyikĆt helyettesątve, majd a logikai jeleknek megfelelŞ logikai mŰveleteket elvĆgezve, ↑ vagy ↓ ĆrtĆket kapunk. PĆldăul az (X_1, X_2, X_3) → ¬(X_1 ∧ X_2) ∨ X_3 logikai fĄggvĆny ĆrtĆke X_1 = X_2 = X_3 =↓ esetĆn ↑, mąg X_1 = X_2 =↑, X_3 =↓ esetĆn ↓.

A kŤvetkezŞ tĆtel azt mutatja, hogy az m = 1 esetben minden logikai fĄggvĆnyt megkaphatunk ągy, măr a ¬, ∧ Ćs ∨ felhasznălăsăval is. Az m > 1 esetben a koordinătafĄggvĆnyeket ălląthatjuk elŞ ągy. TermĆszetesen a hardver tervezŞk egyrĆszt arra tŤrekednek, hogy a szĄksĆges logikai fĄggvĆnyeket minĆl kevesebb hardver logikai alapelem segątsĆgĆvel valćsątsăk meg, mert annăl kisebb lesz az ăramkŤr, măsrĆszt, hogy minĆl kevesebb hardver logikai alapelem kapcsolćdjon egymăs utăn, mert annăl kisebb lesz a kĆsleltetĆs, ągy annăl gyorsabb lesz az ăramkŤr mŰkŤdĆse.

0.6. ăbra: MOSFET mŰkŤdĆse Ćs rajzjele.

A mai szămątćgĆpekben a kapcsolćelemek rendszerint tĆrvezĆrlĆsŰ tranzisztorok, FET-ek (˛eld e¸ect transistor), amelyek szămunkra elektromos tĆrrel vezĆrelt kapcsolćnak tekinthetŞk. A 2.1. ăbrăn egy ilyen eszkŤz szerkezetĆt Ćs mŰkŤdĆsĆt, valamint a kapcsolăsi rajzokon hasznălt jelĆt mutatjuk be. Az elektrćdăk jćl vezetŞ anyagbćl, rendszerint fĆmbŞl kĆszĄlnek (az ăbrăn fekete). A p tąpusč fĆlvezetŞ szilicium alaplemezben (amelyben tehăt a vezetĆst a kristălyrăcs elektronhiănyos helyei, a pozitąv tŤltĆsŰ Ălyukak" biztosątjăk) di¸čzićval az S forrăs (source) Ćs D nyelŞ (drain) elektrćdăk alatt olyan szigeteket hoznak lĆtre, amelyekben sok vezetĆsre kĆpes elektron van. Az alaplemeztŞl szigetelŞ rĆteggel elvălasztott G kapu (gate) elektrćdăra pozitąv U_{GS} feszĄltsĆget adva S-hez kĆpest, az elektronok egy rĆsze beăramlik a szigetelŞ rĆteg ală, lĆtrehozva az n tąpusč, elektronokat tartalmazć csatornăt. NŤvelve a feszĄltsĆget, a csatorna vĆgĄl elĆr a D elektrćda alatti szigetig, Ćs ekkor a D-re adott, S-hez kĆpes pozitąv U_{DS} feszĄltsĆg hatăsăra I_G ăram indul meg, az eszkŤz vezet. CsŤkkentve az U_{GS} feszĄltsĆget, az eszkŤz lezăr. (Az alaplemez kivezetĆsĆt, a B băzis (base) elektrćdăt mindig az S elektrćdăhoz kŤtik.) Az eszkŤzt szigetelt kapus FET-nek, IGFET-nek (insulated gate FET), vagy | mivel legtŤbbszŤr a kapu fĆm, a szigetelŞ pedig sziliciumdioxid | MOSFET-nek (MOS: metall-oxid-semiconductor) nevezzĄk. A rajzon szereplŞ văltozat U_{GS} = 0 esetĆn zărva van, ezĆrt Ťnzărćnak vagy nŤvekmĆnyesnek illetve dčsątăsosnak (enhancement) nevezzĄk. KĆsząthetŞ olyan văltozat is, amelyben a gyărtăs sorăn a szigetelŞ rĆteg alatt eleve lĆtrehozunk egy n tąpusč csatornăt, amely csak negatąv U_{GS} feszĄltsĆg hatăsăra ĄrĄl ki, Ćs zăr le az eszkŤz, ezt ŤnvezetŞnek vagy kiĄrątĆsesnek (depletion) nevezzĄk. VĆgĄl mindkĆt tąpus elkĆsząthetŞ n tąpusč alaplemezen p tąpusč szigetekkel Ćs csatornăval is; ezt rŤviden p csatornăs MOSFET-nek fogjuk nevezni (mąg az elŞzŞleg tărgyalt eszkŤzt n csatornăs MOSFET-nek); ennek mŰkŤdtetĆsĆhez a telepfeszĄltsĆgeket meg kell fordątani, Ćs az ăramirăny is megfordul. A felsorolt tąpusok rajzjelĆt a 2.2. ăbrăn lăthatjuk.

0.7. ăbra: MOSFET tąpusok rajzjele.

A 2.3. ăbra a legegyszerŰbb, de gyakran hasznălt statikus CMOS (CMOS: complementer MOS) kapuk kapcsolăsi rajzăt mutatja. A bal oldali, komplementălăst vĆgzŞ nem kapu (NOT kapu, inverter) mŰkŤdĆse a kŤvetkezŞ: Ha a bemenet alacsony feszĄltsĆgen van, a T tranzisztor, amely n csatornăs Ťnzărć MOSFET, zărva van, a komplementer T^′ tranzisztor, amely p csatornăs Ťnzărć MOSFET, viszont kinyit, mert a kapuelektrćdăja a pozitąv tăpfeszĄltsĆghez kŤtŤtt S elektrćdăhoz kĆpest negatąv feszĄltsĆgen van. Ŋgy a kimenet Ťssze van kŤtve a tăpfeszĄltsĆggel, de nincs ŤsszekŤtve a fŤlddel, tehăt nagy feszĄltsĆgŰ. Ha a bemenet nagy feszĄltsĆgen van, a helyzet megfordul: T kinyit, T^′ lezăr, Ćs a kimenet alacsony feszĄltsĆgŰ lesz.

0.8. ăbra: Statikus CMOS kapuăramkŤrŤk.

Hasonlćan mŰkŤdik a kŤzĆpen lăthatć sem-sem kapu (not or, NOR): ha valamelyik bemenet magas feszĄltsĆgen van, akkor a neki megfelelŞ T tranzisztor kinyit, T^′ tranzisztor pedig lezăr, ągy a kimenet alacsony feszĄltsĆgŰ lesz, egyĆbkĆnt pedig magas feszĄltsĆgŰ. A jobb oldalon ăllć ŤsszefĆrhetetlen vagy (not and, NAND) kapunăl, ha mindkĆt bemenet magas feszĄltsĆgen van, a T_1 Ćs T_2 tranzisztorok kinyitnak, a T^′_1 Ćs T^′_2 tranzisztorok pedig lezărnak, ągy a kimenet alacsony feszĄltsĆgre kerĄl, minden măs esetben pedig magas feszĄltsĆgre. MindkĆt kapufajta hărom bemenettel is kĆszĄlhet (tŤbb bemenet nŤveli a szĄksĆges tăpfeszĄltsĆget).

FigyeljĄk meg, hogy mindhărom kapunăl akărmilyen bemenetnĆl a kimenet vagy a fŤlddel, vagy a tăpfeszĄltsĆggel van csak ŤsszekŤtve, ągy ăllandćsult ăllapotban ăram gyakorlatilag nem folyik, csak kapcsolăskor. Ez ennek az ăramkŤrtąpusnak a fŞ elŞnye: kis sebessĆgnĆl igen keveset fogyaszt. Hătrănya, hogy a kapcsolăsi idŞk nem elĆg kicsik. Nagy sebessĆgŰ ăramkŤrŤknĆl bonyolultabb kapcsolăsokat hasznălnak.

Logikai fĄggvĆnyek diszjunktąv normăl alakja. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, minden f : {↑, ↓}^n → {↑, ↓} logikai fĄggvĆny feląrhatć

f(X_1, X_2, . . . , X_n) = A_1 ∨ A_2 ∨ . . . ∨ A_m

alakban, ahol A_1, A_2, . . . , A_m kĄlŤnbŤzŞ logikai formulăk, de mindegyik

B_1 ∧ B_2 ∧ . . . ∧ B_{nk}

alakč, ahol B_j vagy X_{ij} , vagy ¬X_{ij} Ćs 1 ≤ i_1 < i_2 < . . . < i_{nk} ≤ n.

EmlĆkeztetĄnk ră, hogy ∧ illetve ∨ asszociatąv logikai mŰveletek a {↑, ↓} halmazon, ągy ha nulla tĆnyezŞre hajtjuk vĆgre Şket, akkor az eredmĆny az egysĆgelemĄk, ↑ illetve ↓ lesz.

Bizonyątăs. Direkt mćdon konstruăljuk meg a normălalakot: ha valamilyen

(x_1, x_2, . . . , x_n) ∈ {↑, ↓}^n

sorozatra f igaz ĆrtĆket vesz fel, akkor kĆpezzĄnk egy A tagot, amelyben B_j = X_j , ha a sorozatban x_j igaz, Ćs B_j = ¬X_j , ha a sorozatban x_j hamis. Az Ťsszes ągy adćdć (legfeljebb 2^n) tagot kapcsoljuk Ťssze diszjunkcićval. □

Normălalakok. Az elŞzŞ tĆtel bizonyątăsăban adćdć normălalakot teljes diszjunktąv normăl alaknak nevezzĄk, mert benne n_k = n minden k-ra. Egyes A logikai rĆszformulăk Ťsszevonăsăval, vagy bărmilyen măs mćdon kaphatć, a tĆtel ăllątăsăban szereplŞ alakot diszjunktąv normăl alaknak nevezĄnk. (RĆszletesebben lăsd Knuth [43], Vol. 4., Fas. 0.) Ha az (x_,x_2, . . . , x_n) → ¬f(x_1, x_2, . . . , x_n) logikai fĄggvĆny ăllątjuk elŞ diszjunktąv normăl alakban, majd mindkĆt oldalt negăljuk, akkor az f logikai fĄggvĆny

f(X_1, X_2, . . . , X_n) = A_1 ∧ A_2 ∧ . . . ∧ A_m

alakban valć feląrăsăt kapjuk, ahol A_1, A_2, . . . , A_m kĄlŤnbŤzŞ logikai formulăk, de mindegyik B_1 ∨ B_2 ∨ . . . ∨ B_{nk}

alakč, ahol B_j vagy X_{ij} , vagy ¬X_{ij} Ćs 1 ≤ i_1 < i_2 < . . . < i_{nk} ≤ n. Ezt az alakot konjuktąv normăl alaknak nevezzĄk, ha pedig n_k = n minden k-ra, akkor teljes konjuktąv normăl alaknak.

MegjegyezzĄk, hogy kĆszĄlnek olyan integrălt ăramkŤrŤk, čgynevezett programozhatć logikai sąkok (angolul programmable logical array, PLA), amelyek programozhatćk bărmely logikai fĄggvĆny megvalćsątăsăra, ha annak koordinătafĄggvĆnyei normălalakban adottak.

• 41/−1 : < lunk. > lunk.

TermĆszetes szămok szămątćgĆpes ăbrăzolăsa. A mai szămątćgĆpek mindegyike alapvetŞen kettes szămrendszerben dolgozik: a binăris jegy, a binary digit angol kifejezĆsbŞl bit 0 vagy 1 lehet. A termĆszetes szămokat (elŞjel nĆlkĄli, angolul unsigned szămokat) a szămątćgĆp kettes szămrendszerben ăbrăzolja. TŤrtĆneti ĆrdekessĆg, hogy kĆszątettek hărmas szămrendszerben mŰkŤdŞ ternăris gĆpet is. (TermĆszetesen, ha rŤgzątett hosszčsăgč, pĆldăul 8, 16, 32 vagy 64 bites szămăbrăzolăst hasznălunk, az eredmĆny tčlcsordulhat, Ćs csak az alacsonyabb helyiĆrtĆkŰ bitjeit kapjuk meg.) Szămunkra jćval kĆnyelmesebb a biteket kettessĆvel, hărmassăval vagy nĆgyessĆvel csoportosątva nĆgyes (kvadrălis), nyolcas (oktălis) vagy tizenhatos (hexadecimălis) szămrendszert hasznălni. A byteszervezĆsŰ gĆpek (IBM 360-as sorozat) elterjedĆse ćta a memćria legkisebb cąmezhetŞ egysĆge rendszerint 8 bit, azaz 1 băjt (az angol byte elnevezĆst az IBM Stretch gĆp tervezŞi vezettĆk be 1956-ban). Mivel egy fĆl băjt (angolul nybble) egy hexadecimălis jegynek felel meg, leggyakrabban hexadecimălis szămrendszert hasznălunk. NĆhăny Ązleti alkalmazăs tizes szămrendszert kąvăn: ekkor a szămjegyeket ASCII-kćdjukkal ăbrăzoljuk, vagy binărisan kćdolt decimălis (angolul binary coded decimal, BCD) kćdot hasznălunk, melyben a tizes szămrendszerbeli egy-egy jegy egy-egy fĆlbăjtot foglal el, binărisan kćdolva.

∘* Hash-transzformăcić. A szămrendszerek Ćs a maradĆkos osztăs felhasznălhatć čgynevezett hash-transzformăcićra vagy kulcs-cąm transzformăcićra: egy R rekord K kulcsăt | pĆldăul 256 alapč szămrendszerben | szămnak tekintjĄk, Ćs egy adott M szămmal (amelyet Ćrdemes olyan prąmnek vălasztani, amely egyetlen kettŞhatvănyhoz sem esik nagyon kŤzel) maradĆkosan osztjuk. A kapott 0 ≤ h(K) < M ĆrtĆk megmondja, hogy egy tŤmbben hol van az R rekord cąme. Persze, tŤbb R_i rekord K_i kulcsăra lehet h(K_i) ugyanaz: ezeket a rekordokat egy listăban helyezzĄk el. Ha a keresĆs jćval gyakoribb, mint čj rekordok bejegyzĆse, a listăkat tarthatjuk rendezetten is. BelsŞ tărban a listăk ne legyenek tčl hosszčak: ha hosszuk jćval 1 fŤlĆ megy, Ćrdemes čj, nagyobb M-et vălasztani, Ćs az Ťsszes rekordot Ăčjrahashelni". PĆldăul ha semmit nem tudunk az elhelyezendŞ rekordok szămărćl, kezdhetĄnk M = 5-tel, Ćs ha nŤvelni kell M-et, az elŞzŞ M kĆtszerese utăni elsŞ prąmet vălasztjuk a kŤvetkezŞ M-nek. A mćdszer măgneslemezen is hasznălhatć, itt h(K) egy szektor relatąv cąmĆt adja, amelyben a rekord van. Ha egy čjabb rekord esetleg măr nem fĆr az adott szektorba, rakhatjuk egyszerŰen a kŤvetkezŞ szektorba is.

• 43/1 . . . − 1 : < TĆtel. TekintsĄk N × N-en az (m, n) ∼ (m^′, n^′), ha m + n^′ = m^′ + n relăcićt, az (m, n) + (m^′, n^′) = (m + m^′, n + n^′) Ťsszeadăst Ćs az (m, n) · (m^′, n^′) = (m · m^′ + n · n^′, m · n^′ + m^′ · n) szorzăst, valamint az (m, n) ≤ (m^′, n^′), ha m + n^′ ≤ m^′ + n relăcićt. A ∼ relăcić ekvivalenciarelăcić. Az ekvivalenciosztălyok halmazăt Z-vel fogjuk jelŤlni, Ćs elemeit egĆsz szămoknak nevezzĄk. Az Ťsszeadăs, a szorzăs Ćs a ≤ relăcić kompatibilis az ekvivalenciăval, ągy az egĆsz szămok kŤzŤtt Ćrtelmezve van az Ťsszeadăs, a szorzăs Ćs a ≤ relăcić, amely rendezĆs, tovăbbă (1) Z az Ťsszeadăsra nĆzve Abel-csoport;

(2) Z a szorzăssal kommutatąv egysĆgelemes fĆlcsoport; (3) ha x, y ∈ Z Ćs egyik sem nulla, akkor szorzatuk sem nulla; (4) ha x, y, z ∈ Z, akkor x · (y + z) = x · y + x · z (disztributivităs); (5) ha x, y, z ∈ Z Ćs x ≤ y, akkor x + z ≤ y + z (az Ťsszeadăs monoton); (6) ha x, y ∈ Z Ćs x, y ≥ 0, akkor x · y ≥ 0 (a szorzăs monoton).

Bizonyątăs. A ∼ relăcić nyilvăn ekvivalenciarelăcić (az Ťsszeadăs kommutativităsăt Ćs asszociativităsăt Ćs a termĆszetes szămok Ťsszeadăsănak egyszerŰsątĆsi szabălyăt hasznăljuk fel a bizonyątăshoz).

Megmutatjuk, hogy a părok Ťsszeadăsa kompatibilis az ekvivalenciarelăcićval. Mivel a părok Ťsszeadăsa kommutatąv, elĆg azt megmutatni, hogy ha (m, n) ∼ (m^′, n^′), akkor

(m, n) + (m^{′′}, n^{′′}) ∼ (m^′, n^′) + (m^{′′}, n^{′′}). Az, hogy (m, n) ∼ (m^′, n^′), azt jelenti, hogy m + n^′ = m^′ + n. EbbŞl m + m^{′′} + n^′ + n^{′′} = n + n^{′′} + m^′ + m^{′′}, ami viszont azt jelenti, hogy

(m, n) + (m^{′′}, n^{′′}) = (m + m^{′′}, n + n^{′′}) ∼ (m^′ + m^{′′}, n^′ + n^{′′}) = (m^′, n^′) + (m^{′′}, n^{′′}).

Mivel a părok Ťsszeadăsa kommutatąv Ćs asszociatąv, az ekvivalenciosztălyokĆ is. A (0, 0) păr osztălya nullelem, ezt jelŤljĄk nullăval. Az (m, n) păr osztălyănak additąv inverze az (n, m) păr osztălya. Ŋgy Z az Ťsszeadăssal Abel-csoport. □ Megmutatjuk, hogy a părok szorzăsa is kompatibilis az ekvivalenciarelăcićval. Mivel a părok szorzăsa kommutatąv, elĆg azt megmutatni, hogy ha (m, n) ∼ (m^′, n^′), akkor (m, n) · (m^{′′}, n^{′′}) ∼ (m^′, n^′) · (m^{′′}, n^{′′}). Az, hogy (m, n) ∼ (m^′, n^′), azt jelenti, hogy m + n^′ = m^′ + n. MindkĆt oldalt szorozva m^{′′}-vel azt kapjuk, hogy m · m^{′′} + n^′ · m^{′′} = m^′ ·m^{′′} +n·m^{′′}. Ha elŞbb a kĆt oldalt felcserĆljĄk, majd mindkĆt oldalt szorozzuk n^{′′}-vel, azt kapjuk, hogy m^′ · n^{′′} + n · n^{′′} = m · n^{′′} + n^′ · n^{′′}. Źsszeadva ezt a kĆt egyenlŞsĆget, azt kapjuk, hogy m · m^{′′} + n · n^{′′} + m^′ · n^{′′} + m^{′′} · n^′ = m · n^{′′} + m^{′′} · n + m^′ · m^{′′} + n^′ · n^{′′}. Ez azt jelenti, hogy

(m, n) · (m^{′′}, n^{′′}) = (m · m^{′′} + n · n^{′′}, m · n^{′′} + m^{′′} · n) ∼ (m^′ · m^{′′} + n^′ · n^{′′}, m^′ · n^{′′} + m^{′′} · n^′) = (m^′, n^′) · (m^{′′}, n^{′′}).

Mivel a părok szorzăsa kommutatąv, az osztălyokĆ is. EgyszerŰ szămolăs mutatja, hogy a părok szorzăsa asszociatąv, ągy az osztălyokĆ is. Az (1, 0) păr egysĆgelem a părok multiplikatąv fĆlcsoportjăban, ągy az osztălya egysĆgelem Z-ben. A părok szorzăsa disztributąv, amibŞl adćdik, hogy az osztălyokĆ is. > TĆtel. TekintsĄk N × N-en az (m, n) ∼ (m^′, n^′), ha m + n^′ = m^′ + n relăcićt Ćs az (m, n) + (m^′, n^′) = (m + m^′, n + n^′) Ťsszeadăst. A ∼ relăcić ekvivalenciarelăcić. Az ekvivalenciosztălyok halmazăt Z-vel fogjuk jelŤlni, Ćs elemeit egĆsz szămoknak nevezzĄk. Az Ťsszeadăs kompatibilis az ekvivalenciăval, ągy az egĆsz szămok kŤzŤtt Ćrtelmezve van az Ťsszeadăs Ćs Z az Ťsszeadăsra nĆzve Abel-csoport.

Bizonyątăs. A ∼ relăcić nyilvăn ekvivalenciarelăcić (az Ťsszeadăs kommutativităsăt, asszociativităsăt Ćs a termĆszetes szămok Ťsszeadăsănak egyszerŰsątĆsi szabălyăt hasznăljuk fel a bizonyątăshoz).

Megmutatjuk, hogy a părok Ťsszeadăsa kompatibilis az ekvivalenciarelăcićval. Mivel a părok Ťsszeadăsa kommutatąv, elĆg azt megmutatni, hogy ha (m, n) ∼ (m^′, n^′), akkor (m, n) + (m^{′′}, n^{′′}) ∼ (m^′, n^′) + (m^{′′}, n^{′′}). Az, hogy (m, n) ∼ (m^′, n^′), azt jelenti, hogy m + n^′ = m^′ + n. EbbŞl m + m^{′′} + n^′ + n^{′′} = n + n^{′′} + m^′ + m^{′′}, ami viszont azt jelenti, hogy

(m, n) + (m^{′′}, n^{′′}) = (m + m^{′′}, n + n^{′′}) ∼ (m^′ + m^{′′}, n^′ + n^{′′}) = (m^′, n^′) + (m^{′′}, n^{′′}).

Mivel a părok Ťsszeadăsa kommutatąv Ćs asszociatąv, az ekvivalenciosztălyokĆ is. A (0, 0) păr osztălya nullelem, ezt jelŤljĄk nullăval. Az (m, n) păr osztălyănak additąv inverze az (n, m) păr osztălya. Ŋgy Z az Ťsszeadăssal Abel-csoport.

• 44/1 . . . 20 : < KŤvetkezŞ lĆpĆskĆnt megmutatjuk, hogy ha (m, n) ≤ (m^{′′}, n^{′′}) Ćs (m, n) ∼ (m^′, n^′), akkor (m^′, n^′) ≤ (m^{′′}, n^{′′}). Valćban, az m + n^{′′} ≤ m^{′′} + n egyenlŞtlensĆghez Ăhozzăadva" az m^′ + n = m + n^′ egyenlŞsĆget, majd m + n-nel egyszerŰsątve, kapjuk, hogy m^′ + n^{′′} ≤ m^{′′} + n^′. Hasonlćan kapjuk, hogy ha (m, n) ≤ (m^{′′}, n^{′′}) Ćs (m^′, n^′) ∼ (m^{′′}, n^{′′}), akkor (m, n) ≤ (m^′, n^′). Ezzel belăttuk, hogy a ≤ relăcić kompatibilis az osztălyozăssal. A de˛nącić alapjăn nem nehĆz belătni, hogy ≤ rendezĆs az osztălyokon.

(5) egyszerŰ szămolăssal adćdik. (6) bizonyątăsăhoz vegyĄk Ćszre, hogy (0, 0) ≤ (m, n) pontosan akkor teljesĄl, ha m ≥ n. Feląrva m-et n + k alakban valamely k ∈ N-re, azt kapjuk, hogy (m, n) ∼ (k, 0). Ezt alkalmazva (m^′, n^′)-re is, kapjuk (6)-ot. VĆgĄl (3) bizonyątăsăhoz azt kell ĆszrevennĄnk, hogy ha (m, n) ≁ (0, 0), akkor vagy egy (k, 0), vagy egy (0, k) alakč părral ekvivalens valamely k ∈ N^+-ra. Ezt alkalmazva (m^′, n^′)-re is, nĆgy eset van, amit meg kell vizsgălnunk, Ćs kapjuk (3)-at. □

TĆtel: N beăgyazăsa Z-be. Az elŞzŞ tĆtel jelŤlĆseivel, a φ : n → ~(n, 0) lekĆpezĆse N-nek Z-be kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, Ťsszeadăs- Ćs szorzăstartć, monoton nŤvekedŞ, valamint φ(n) = nφ(1) minden n ∈ N-re. Ŋgy φ(N)-et azonosąthatjuk N-el. Ezzel az azonosątăssal N ∪ (−N) = Z Ćs N ∩ (−N) = {0}.

Bizonyątăs. Teljes indukcićval adćdik, hogy φ(n) = nφ(1) minden n ∈ N-re. Az ăllątăs tŤbbi rĆsze az elŞzŞ tĆtel bizonyątăsăban tett ĆszrevĆtelek segątsĆgĆvel kŤnnyen belăthatć. □

Hatvănyozăs egĆsz kitevŞvel. Ha G egy egysĆgelemes fĆlcsoport, g ∈ G, akkor az n → g^n lekĆpezĆst > TĆtel: N beăgyazăsa Z-be. Az elŞzŞ tĆtel jelŤlĆseivel, a φ : n → ~(n, 0) lekĆpezĆse N-nek Z-be kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, Ťsszeadăstartć, valamint φ(n) = nφ(1) minden n ∈ N-re. Ŋgy φ(N)-et azonosąthatjuk N-el. Ezzel az azonosątăssal N∪(−N) = Z Ćs N∩(−N) = {0}.

Bizonyątăs. Mivel megăllapodăs szerint, ha semmit sem adunk Ťssze, az Ťsszeg a nullelem, 0φ(1) = ~(0, 0) = φ(0). Ugyancsak az Ťsszeg de˛nącićja szerint 1φ(1) = ~(1, 0) = φ(1). Teljes indukcićval

φ(n^+) = nφ(1) + φ(1) = ~(n, 0) + ~(1, 0) = ~(n + 1, 0) = φ(n^+)

minden n ∈ N-re. Az ăllątăs tŤbbi rĆsze adćdik, ha belătjuk, hogy Z minden eleme, azaz minden ekvivalenciaosztăly pontosan egyet tartalmaz a (k, 0) illetve (0, k) alakč elemek kŤzĄl, ahol k ∈ N. Legyen m, n ∈ N. Ha n ≥ m, akkor van olyan k ∈ N, amelyre n = m + k; ekkor (m, n) ∼ (k, 0). Hasonlćan, ha n ≤ m, akkor van olyan k ∈ N, hogy n + k = m; ekkor (m, n) ∼ (0, k). MăsrĆszt, ha (k, 0) ∼ (k^′, 0), akkor k = k^′; ha (0, k) ∼ (0, k^′), akkor is k = k^′; vĆgĄl ha (k, 0) ∼ (0, k^′), akkor k = k^′ = 0. □

Az egĆsz szămok rendezĆse. Ha m, n ∈ Z, akkor legyen m ≤ n, ha van olyan k ∈ N, amelyre m + k = n. Ez persze ugyanazt jelenti, mint hogy n − m ∈ N. Ugyančgy, mint a termĆszetes szămoknăl, adćdik, hogy ągy egy rĆszbenrendezĆst kapunk. Az egĆsz szămok kŤrĆben −N elemeit az jellemzi, hogy kisebb vagy egyenlŞek, mint nulla: ha n ∈ N, akkor (−n) + n = 0, ągy −n ≤ 0, Ćs ha m ≤ 0, akkor valamely n ∈ N-re m + n = 0, azaz m = −n. Innen kŤvetkezik, hogy −N bărmely eleme kisebb vagy egyenlŞ, mint N bărmely eleme. Mivel m ≤ n esetĆn n − m ∈ N, azt kapjuk, hogy (−n) + (n − m) = −m, azaz −N elemei is Ťsszehasoląthatćak. Ezzel belăttuk, hogy Z rendezett. Megmutatjuk, hogy ha k, m, n ∈ Z Ćs m ≤ n, akkor m + k ≤ n + k; valćban, (n + k) − (m + k) = n − m ∈ N. Ezt a tulajdonsăgot čgy hąvjuk, hogy az Ťsszeadăs monoton.

Az egĆsz szămok szorzăsa. Ha m, n ∈ Z, akkor az m, n ∈ N esetben legyen mn a termĆszetes szămokra de˛niălt szorzat, ha m, −n ∈ N, akkor legyen mn = nm = −m(−n), Ćs ha −m, −n ∈ N, akkor legyen mn = (−m)(−n). EsetszĆtvălasztăssal azonnal adćdik, hogy a szorzat pontosan akkor lesz nulla, ha valamelyik tĆnyezŞje nulla, ezzel a szorzăssal Z kommutatąv fĆlcsoport az 1 egysĆgelemmel, valamint ha k, m, n ∈ Z, akkor k · (m + n) = k · m + k · n, azaz a szorzăs disztributąv az Ťsszeadăsra nĆzve. (RŤvidesen belătjuk az čgynevezett elŞjelszabălyt, amelybŞl kŤvetkezik, hogy a szorzăst nem is de˛niălhattuk volna măskĆnt, ha azt akarjuk, hogy disztributąv legyen az Ťsszeadăsra nĆzve.)

Hatvănyozăs egĆsz kitevŞvel. Ha G egysĆgelemes fĆlcsoport, g ∈ G-nek van inverze, akkor az n → g^n lekĆpezĆst

• 44/22 : < Ćs (g^m)^n = g^{mn} minden m, n ∈ Z-re, tovăbbă ha g, h ∈ G felcserĆlhetŞ elemek, akkor > Ćs (g^m)^n = g^{mn} minden m, n ∈ Z-re, tovăbbă ha g, h ∈ G felcserĆlhetŞ elemek amelyeknek van inverze, akkor

• 48/−16 : < părok, ągy az osztălyok szorzăsa asszociatąv. Ezzel belăttuk, hogy Q kommutatąv gyŰrŰ. > părok, ągy az osztălyok szorzăsa disztributąv. Ezzel belăttuk, hogy Q kommutatąv gyŰrŰ.

• 49/−17 . . . − 16 : < egysĆgelemmel. Ekkor egyĆrtelmŰen lĆtezik egy kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ Ćs Ťsszeadăstartć φ : Q → F lekĆpezĆs. Ez a lekĆpezĆs monoton nŤvekedŞ Ćs szorzăstartć is, Ćs φ(m/n) = > egysĆgelemmel. Ekkor egyĆrtelmŰen lĆtezik egy kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, Ťsszeadăs- Ćs szorzăstartć φ : Q → F lekĆpezĆs. Ez a lekĆpezĆs monoton nŤvekedŞ is, Ćs φ(m/n) =

• 52/−11 : < Nyilvăn, ha y > 0, akkor 0 ≤ x mod y < y, ha pedig y < 0, akkor y < x mod y ≤ 0. > Nyilvăn, ha y > 0, akkor 0 ≤ x mod y < y, ha pedig y < 0, akkor y < x mod y ≤ 0. Az x mod 1 = x − ⌊x⌋ ĆrtĆket x tŤrtrĆszĆnek nevezzĄk.

BŞvątett valćs szămok. NĆha szĄksĆgĄnk lesz a bŞvątett valćs szămok R = R ∪ {+∞, −∞} halmazăra. A valćs szămok rendezĆsĆt čgy terjesztjĄk ki R-ra, hogy −∞ < x < +∞ teljesĄljŤn minden x ∈ R-re. A bŞvątett valćs szămok kŤrĆben bărmely rĆszhalmaznak van szuprĆmuma Ćs in˛muma (de sup ∅ = −∞ Ćs inf ∅ = +∞). Az ellentettkĆpzĆsnĆl −(+∞) = −∞ Ćs −(−∞) = +∞. Az Ťsszeadăst is ĆrtelmezzĄk, ha nem is mindenĄtt: x + (+∞) = (+∞) + x = +∞, ha x ∈ R, x > −∞ Ćs x + (−∞) = (−∞) + x = −∞, ha x ∈ R, x < +∞, de (+∞) + (−∞) Ćs (−∞) + (+∞) nincs Ćrtelmezve.

Valćs szămok kerekątĆse Ćs ˛xpontos ăbrăzolăsa szămątćgĆpben. Valćs szămok pontosan nem ăbrăzolhatćk szămątćgĆpben, de kŤzelątŞlek igen. Egyik mćd erre a ˛xpontos ăbrăzolăs. Kettes szămrendszert hasznălva, rŤgzątĄnk egy N egĆsz szămot, a tŤrtrĆsz hosszăt. Az n/2^N , n ∈ Z alakč valćs szămok pontosan ăbrăzolhatćk, ha n-et tăroljuk. Egy tetszŞleges x valćs szăm helyett a hozză legkŤzelebb esŞ pontosan ăbrăzolhatć szămot tăroljuk; ha kĆt ilyen van, akkor azt, amelyben n păros (ez kikŤszŤbŤli, hogy ebben az esetben mindig egyirănyban tŤrtĆnjen a kerekątĆs); ez a szabălyos kerekątĆs. Măs kerekątĆs mellett is dŤnthetĄnk: −∞ felĆ valć kerekątĆs esetĆn az x-nĆl nem nagyobb pontosan ăbrăzolhatć szămok kŤzĄl vălasztjuk ki az x-hez legkŤzelebbit; ha +∞ felĆ kerekątĄnk, akkor az x-nĆl nem kisebb pontosan ăbrăzolhatć szămok kŤzĄl vălasztjuk ki az x-hez legkŤzelebbit (ezek a kerekątĆsi mćdon az intervallumaritmetikănăl fontosak); vĆgĄl csonkątăs esetĆn az |x|-nĆl kisebb abszolčt ĆrtĆkŰ pontosan ăbrăzolhatć szămok kŤzĄl vălasztjuk ki az x-hez legkŤzelebbit. Az ăbrăzolăsnăl kerekątĆsi hiba lĆp fel. MŰveletek utăn is ezeket a kerekątĆsi szabălyokat alkalmazhatjuk a (pontos) eredmĆnyre, Ćs termĆszetesen ăltalăban a mŰveleteknĆl is kerekątĆsi hiba lĆp fel. Ha n bitjeinek szăma korlătozott, akkor csak egy intervallum elemei ăbrăzolhatćk arănylag kis (szabălyos kerekątĆsnĆl 2^{−N−1}, a tŤbbi kerekątĆsnĆl 2^{−N} ) hibăval, ezen kąvĄli szămoknăl tčlcsordulăs lĆp fel.

Valćs szămok lebegŞpontos ăbrăzolăsa szămątćgĆpben. Fixpontos szămăbrăzolăskor a hiba a szăm abszolčt ĆrtĆkĆhez kĆpes nagy lehet, ha a szăm abszolčt ĆrtĆke kicsi. A lebegŞpontos szămăbrăzolăs ezt kĄszĄbŤli ki, a hiba Ćs a szăm ĆrtĆke hănyadosănak abszolčt ĆrtĆke, a relatąv hiba nagyon sok nagysăgrenden keresztĄl kicsi marad. Csak binăris ăbrăzolăssal, azon belĄl is csak az IEEE 754 szabvăny ăltal leąrt, ma szinte kizărćlagosan hasznălt ăbrăzolăssal foglalkozunk. EnnĆl a pontosan ăbrăzolhatć szămok n · 2^{k−N} alakčak, ahol n, k ∈ Z Ćs 1 − 2^K < k < 2^K , −2^{N+1} < n < 2^{N+1}; a K Ćs N konstansoknak a szabvăny ăltal megengedett ĆrtĆkeit az alăbbi tăblăzat tartalmazza.

pontossăg băjtok szăma K + 1 N egyszeres 4 8 23 kĆtszeres 8 11 52 kiterjesztett kĆtszeres ≥ 10 ≥ 15 ≥ 63 nĆgyszeres 16 15 112

Az egyszeres pontossăg hasznălatos pĆldăul kĆpfeldolgozăsnăl. A kĆtszeres pontossăg az ăltalănos a legtŤbb măs esetben. A nĆgyszeres pontossăg tulajdonkĆppen nem szerepel a szabvănyban, de egyre terjed. A kisebb pontossăgrćl nagyobbra valć konverzić csak nullăkkal valć kiegĆszątĆssel jăr, mąg fordątott irănyban kerekątĆs tŤrtĆnik.

Az n · 2^{k−N} alakban valć feląrăs ăltalăban nem egyĆrtelmŰ, mert ha n păros, akkor (n/2)·2^{k+1−N} ugyanannak a szămnak egy măsik feląrăsa. Ůgy tesszĄk egyĆrtelmŰvĆ, hogy k-t a lehetŞ legkisebbnek vălasztjuk. Ha ekkor |n| ≥ 2^N , akkor n · 2^{k−N} = ±2^k · (1 + f), ahol f = (|n| − 2^N )/2^N < 1 a szăm tŤrtrĆsze; ha |n| < 2^N , akkor csak k = 2 − 2^K lehet, ekkor n · 2^{k−N} = ±2^k · (0 + f), ahol f = |n|/2^N < 1 a szăm tŤrtrĆsze; ez utćbbi esetben ha n ≠ 0, akkor a szăm szubnormălis lebegŞpontos szăm, minden măs esetben normălis lebegŞpontos szăm. A pontosan ăbrăzolhatć lebegŞpontos szămok esetĆn az ăbrăzolăs a kŤvetkezŞ: a legfelsŞ bit az elŞjelbit (0 pozitąv, 1 negatąv), ezutăn jŤn a K +1 bites exponens, ami |n| ≥ 2^N esetĆn k + 2^K − 1, azaz k ĆrtĆke 2^K − 1-tŤbbletes kćdban, egyĆbkĆnt pedig 0, ezutăn pedig a tŤrtrĆsz N biten. KĆt nulla is van, ±0, de a hardver (ăltalăban) egyenlŞnek tekinti Şket. A speciălis 2^{K+1} − 1 exponens ĆrtĆk 0 tŤrtrĆsszel ±∞ ăbrăzolăsăra szolgăl (ha az exponens tčl nagy lenne, akkor is ez az ăbrăzolăs); ha a tŤrtrĆsz nem nulla akkor a tartalom nem szăm (NaN, Not any Number), mĆgpedig ha a tŤrtrĆsz legfelsŞ bitje 0, akkor jelzŞ nem szăm (SNaN, Signaling Not any Number), ami megszakątăst is okoz. A tovăbbi rĆszleteket lăsd a [38] cikkben. Az egyes eseteket az alăbbi tăblăzat foglalja Ťssze.

szăm tąpus elŞjel bit exponens implicit bit tŤrtrĆsz ±∞ ± 111 . . . 111_2 1 000 . . . 000_2 NaN ? 111 . . . 111_2 1 1?? . . .???_2 SNaN ? 111 . . . 111_2 1 0?? . . .???_2 normălis ± k + 2^K − 1 1 |n| − 2^N szubnormălis ± 0 0 |n| nulla ± 0 0 0

• 54/−1 : < felĆpątĆsnek a rĆszletes tărgyalăsăt lăsd a Hewitt{Stromberg [36] kŤnyvben. > felĆpątĆsnek a rĆszletes tărgyalăsăt lăsd a Hewitt{Stromberg [36] kŤnyvben.

TĆtel: gyŤkvonăs. Minden x ≥ 0 valćs szămhoz Ćs n ∈ N^+ termĆszetes szămhoz pontosan egy olyan y ≥ 0 valćs szăm talălhatć, amelyre y^n = x.

Az y szămot az x szăm n-edik gyŤkĆnek nevezzĄk Ćs^n √ x-el (n = 2 esetĆn √ x-el is) vagy x^{1/n}-el jelŤljĄk.

Bizonyątăs. Vilăgos, hogy legfeljebb egy ilyen y lĆtezik, hiszen y_1 < y_2 esetĆn y^n_1 < y^n_2 . Ha x = 0, akkor y = 0. Legyen E azoknak a t pozitąv valćs szămoknak a halmaza, amelyekre t^n < x. Ha t = x/(1 + x), akkor 0 < t < 1, ągy t^n ≤ t < x, ągy E nem Ąres. Ha t > 1 + x, akkor t^n ≥ t > 1 + x, ągy 1 + x az E felsŞ korlătja. Legyen y = sup E. Meg fogjuk mutatni, hogy y^n = x. A bizonyątăs indirekt: megmutatjuk, hogy az y^n < x Ćs y^n > x egyenlŞtlensĆgek mindegyike ellentmondăsra vezet. A b^n − a^n = (b − a)(b^{n−1} + b^{n−2}a + · · · + a^{n−1})

azonossăg alapjăn b^n − a^n ≤ (b − a)nb^{n−1}, ha 0 < a < b.

TegyĄk fel, hogy y^n < x. Vălasszunk olyan h szămot, amelyre 0 < h < 1 Ćs h < x − y^n n(y + 1)^{n−1} . Legyen a = y, b = y + h. Ekkor

(y + h)^n − y^n ≤ hn(y + h)^{n−1} ≤ hn(y + 1)^{n−1} < x − y^n,

ągy (y + h)^n < x, Ćs ezĆrt y + h ∈ E. Ez ellentmond y felsŞ hatăr voltănak.

TegyĄk fel, hogy y^n > x. Legyen k = y^n − x ny^{n−1} . Ekkor 0 < k < y. Ha t ≥ y − k, akkor

y^n − t^n ≤ y^n − (y − k)^n ≤ kny^{n−1} = y^n = x,

ągy t^n ≥ x, Ćs t /∈ E. Ŋgy y − k az E egy felsŞ korlătja. Ez ellentmond y felsŞ hatăr voltănak. □

KŤvetkezmĆny. Ha a Ćs b nemnegatąv valćs szămok Ćs n ∈ N^+, akkor^n √ ab = n√ a^n √ b. Bizonyątăs. Legyen α =^n √ a Ćs β =^n √ b. Ekkor (αβ)^n = ab, ągy az egyĆrtelmŰsĆgbŞl kŤvetkezik az ăllątăs. □

* A termĆszetes, az egĆsz Ćs a racionălis szămok bevezetĆse a valćs szămok segątsĆgĆvel. Az x^+ := x + 1, ha x ∈ R jelŤlĆssel, jelŤlje N az R mindazon N rĆszhalmainak a metszetĆt, amelyek rendelkeznek az alăbbi kĆt tulajdonsăggal: (1) 0 ∈ N;

(2) ha n ∈ N, akkor n^+ ∈ N.

Az N halmaz elemeit termĆszetes szămoknak nevezzĄk. (Vannak, akik a termĆszetes szămokat 1-el kezdik.)

Megmutatjuk, hogy N rendelkezik az alăbbi tulajdonsăgokkal, amelyeket tŤrtĆneti okokbćl Peano-axićmăknak nevezzĄk: (1) 0 ∈ N;

(2) ha n ∈ N, akkor n^+ ∈ N; (3) ha n ∈ N, akkor n^+ ≠ 0;

(4) ha n, m ∈ N Ćs n^+ = m^+, akkor n = m;

(5) ha S ⊂ N, 0 ∈ S Ćs ha n ∈ S akkor n^+ ∈ S, akkor S = N.

Mivel N olyan halmazok metszete, amelyek rendelkeznek az (1) Ćs (2) tulajdonsăgokkal, N is rendelkezik ezekkel a tulajdonsăgokkal, ągy (P1) Ćs (P2) teljesĄl. (P5) a matematikai indukcić elve vagy rŤviden az indukcić elve (a teljes indukcić elve elnevezĆs is hasznălatos, de mi ezt szŰkebb Ćrtelemben fogjuk hasznălni); abbćl kŤvetkezik, hogy az S halmaz rendelkezik az (1) Ćs (2) tulajdonsăgokkal, ągy N ⊂ S. (P4) kŤvetkezik az egyszerŰsątĆsi szabălybćl. VĆgĄl (P3) fennăllăsăt (P5) segątsĆgĆvel bizonyątjuk. (Az ilyen bizonyątăsokat matematikai indukcićval vagy rŤviden indukcićval valć bizonyątăsoknak szokăs nevezni, Ćs nagyon gyakran szerepelnek termĆszetes szămokra vonatkozć ăllątăsok bizonyątăsănăl.) Legyen S = {n ∈ N : n^+ > 0}. Nyilvăn 0 ∈ S, Ćs ha n ∈ S, akkor (n^+)^+ > 0 + 1 > 0, ągy n^+ ∈ S. Innen (P5) miatt S = N, azaz teljesĄl (P3).

MegjegyezzĄk, hogy ha m, n ∈ N, akkor (n szerinti indukcićval) m + n ∈ N. Hasonlćan, mivel mn^+ = mn+m, az n szerinti indukcićval kapjuk, hogy mn ∈ N, ha m, n ∈ N. Ugyancsak n szerinti indukcićval, ha m, n ∈ N Ćs m ≤ n, akkor n − m ∈ N.

A termĆszetes szămok kŤrĆben az Ťsszeadăsra nĆzve csak a 0-nak van inverze, măskĆnt szćlva, a kivonăs ăltalăban nem vĆgezhetŞ el. Ez indokolta az egĆsz szămok bevezetĆsĆt. A Z = −N ∪ N ⊂ R halmaz elemeit oknak nevezzĄk. A de˛nącić alapjăn adćdik, hogy Z-bŞl nem vezet ki az Ťsszeadăs Ćs az additąv inverz kĆpzĆse, az elŞjelszabăly alapjăn pedig, hogy a szorzăs sem.

Az egĆsz szămok kŤrĆben a nem nulla elemek kŤzĄl csak 1-nek Ćs −1-nek van multiplikatąv inverze, măskĆnt szćlva, az osztăs ăltalăban nem vĆgezhetŞ el. Ez indokolta a racionălis szămok bevezetĆsĆt. A Q = {m/n ∈ R : m, n ∈ Z, n ≠ 0} halmaz elemeit racionălis szămoknak nevezzĄk; R \ Q elemeit irracionălis szămoknak szokăs nevezni. A racionălis szămok rendezett testet alkotnak: 0 = 0/1 ∈ Q, 1 = 1/1 ∈ Q, ha m/n ∈ Q Ćs m^′/n^′ ∈ Q, akkor (−m)/n = −m/n ∈ Q, m/n + m^′/n^′ = (mn^′ + m^′n)/(nn^′) ∈ Q Ćs (m/n)(m^′/n^′) = (mm^′)/(nn^′) ∈ Q, valamint ha 0 ≠ m/n, akkor m ≠ 0, ągy 1/(m/n) = n/m ∈ Q.

• 60/5 : < KŤnnyen ellenŞrizhetŞ, hogy ij = k, ji = −k, jk = i, kj = −i, ki = j, ik = −j. Ezek >

KŤnnyen ellenŞrizhetŞ, hogy ij = k, ji = −k, jk = i, kj = −i, ki = j, ik = −j. A szămolăsi szabălyok legegyszerŰbben a 3.3. ăbra alapjăn jegyezhetŞk meg: a nyilak mentĆn haladva ciklikusan kŤrbe, a kĆt kvaternić szorzata a harmadik, mąg ellenkezŞ irănyba haladva az ellentettje. Ezek

• 60/8 : < szămok felcserĆlhetŞk i, j, k-val, szămolni velĄk. > szămok felcserĆlhetŞk i, j, k-val, szămolni velĄk.

0.9. ăbra: kvaternićk szorzăsa.

• 60/17 . . . 27 : < Kvaternićk Ćs a hăromdimenzićs euklideszi tĆr. A kvaternićk R^4 pontjainak is tekinthetŞk. A kvaternićk Ťsszeadăsa megfelel a vektorok szokăsos Ťsszeadăsănak. A tisztăn kĆpzetes kvaternićk R^3 pontjaival azonosąthatćk. A p = xi + yj + zk Ćs p^′ = x^′i + y^′j + z^′k tisztăn kĆpzetes kvaternićk szorzatănak valćs rĆsze −⟨p, p^′⟩, ahol ⟨p, p^′⟩ = xx^′ +yy^′+zz^′, kĆpzetes rĆsze pedig p×p^′ = (yz^′−zy^′)i+(zx^′−xz^′)j+(xy^′ −x^′y)k. A (p, p^′) → ⟨p, p^′⟩ lekĆpezĆst belsŞ szorzăsnak nevezzĄk (nem mŰvelet!). A (p, p^′) → p×p^′ lekĆpezĆs nem kommutatąv mŰvelet, amely mindkĆt oldalrćl disztributąv az Ťsszeadăsra nĆzve, Ćs vektori szorzăsnak vagy kĄlsŞ szorzăsnak szokăs nevezni. VĆgĄl, ha p^{′′} is egy tisztăn kĆpzetes kvaternić, akkor a (p, p^′, p^{′′}) → ⟨p, p^′ × p^{′′}⟩ lekĆpezĆst vegyes szorzăsnak szokăs nevezni. A kvaternićkat a hăromdimenzićs mozgăsokkal valć szoros kapcsolatuk miatt felhasznăljăk robotok vezĆrlĆsĆnĆl. > * Vektoriălis szorzăs. A kvaternićszorzăs eltĆrĆsĆt a kommutativităstćl a p × q = 1 2 (pq − qp) mennyisĆggel mĆrhetjĄk. Ez egy čj szorzăs a kvaternićk kŤzŤtt, amelyet vektoriălis szorzăsnak nevezĄnk, mert a kŤnnyen ellenŞrizhetŞ ℜ(pq) = ℜ(qp) egyenlŞsĆg miatt a valćs rĆsze mindig nulla. A vektoriălis szorzăs mindkĆt oldalrćl disztributąv az Ťsszeadăsra nĆzve Ćs valćs szăm bărmelyik tĆnyezŞjĆbŞl kiemelhetŞ. Nyilvăn p × p = 0 bărmely p ∈ H-ra, ahonnan

0 = (p + q) × (p + q) = p × p + p × q + q × p + q × q = p × q + q × p, tehăt tetszŞleges p, q ∈ H-ra p × q = −q × p, azaz a vektoriălis szorzăs nem kommutatąv, hanem antikommutatąv. A de˛nącićbćl kŤnnyen adćdik, hogy teljesĄl a Jacobi-identităs: tetszŞleges p, q, r ∈ H-ra

(p × q) × r + (q × r) × p + (r × p) × q = 0.

A vektoriălis szorzăs nem asszociatąv, pĆldăul i × (i × j) = i × k = −j, mąg (i × i) × j = 0.

* Kvaternićk Ćs a hăromdimenzićs euklidĆszi tĆr. A kvaternićk a fentiek alapjăn R^4 (azaz a nĆgydimenzićs tĆridŞ) pontjainak is tekinthetŞk. A kvaternićk Ťsszeadăsa megfelel az R^4-beli Ťsszeadăsnak. A tisztăn kĆpzetes kvaternićk R^3-mal, Ćs ągy a hărom dimenzićs tĆr pontjaival azonosąthatćk: egy derĆkszŤgŰ koordinătarendszerben (x, y, z) ∈ R^3 koordinătăkkal rendelkezŞ pontnak az xi+yj+zk tisztăn kĆpzetes kvaternić felel meg. Ily mćdon i, j Ćs k rendre a koordinătarendszer hărom tengelyĆn vett egysĆgvektoroknak felelnek meg. Ha măst nem mondunk, akkor a koordinătarendszert čgy vălasztjuk, hogy jobbsodrăsč legyen, azaz egy jobbmenetes csavart az i vektor irănyăbćl a j vektor irănyăba forgatva, a k vektor irănyăba haladjon. A tisztăn kĆpzetes kvaternićk Ťsszeadăsa megfelel a tĆrbeli vektorok szokăsos (paralelogramma-szabăly) Ťsszeadăsănak. A v = xi + yj + zk Ćs v^′ = x^′i + y^′j + z^′k tisztăn kĆpzetes kvaternićk szorzatănak valćs rĆsze −⟨v, v^′⟩, ahol ⟨v, v^′⟩ = xx^′ + yy^′ + zz^′, kĆpzetes rĆsze pedig

ℑ(vv^′) = 1 2 (vv^′ − vv^′) = 1 2 (vv^′ − v^′v) = 1 2 ( vv^′ − (−v^′)(−v) ) = 1 2 (vv^′ − v^′v)

= v × v^′ = (yz^′ − zy^′)i + (zx^′ − xz^′)j + (xy^′ − x^′y)k.

A (v, v^′) → ⟨v, v^′⟩ lekĆpezĆst belsŞ szorzăsnak vagy skalăris szorzăsnak nevezzĄk (băr nem mŰvelet, de Ăkommutatąv" Ćs ĂmindkĆt oldalrćl disztributąv az Ťsszeadăsra nĆzve"). Nyilvăn ⟨v, v⟩ = |v|^2. Egy kvaternić pontosan akkor vektor, ha a nĆgyzete valćs Ćs kisebb vagy egyenlŞ nulla: ha s skalăr, v vektor, akkor

(s + v)^2 = s^2 + v^2 + 2sv = s^2 − ⟨v, v⟩ + v × v + 2sv = s^2 − ⟨v, v⟩ + 2sv;

ez az s = 0 esetben valćs Ćs kisebb, vagy egyenlŞ nulla, Ćs ha valćs, akkor v = 0 vagy s = 0, de a v = 0, s ≠ 0 esetben nagyobb mint nulla. Ha v^{′′} is egy vektor, akkor, mint kŤnnyen kiszămolhatć, v×(v^′ ×v^{′′}) = ⟨v, v^{′′}⟩v^′ −⟨v, v^′⟩v^{′′}. VĆgĄl a (v, v^′, v^{′′}) → ⟨v, v^′ ×v^{′′}⟩ lekĆpezĆst vegyes szorzăsnak szokăs nevezni.

• 60/−10 . . . − 8 : < (mert mindkĆt oldal nĆgyzete ppqq), | ℜ(p) | ≤ |p|, | ℑ(p) | ≤ |p| Ćs |p| ≤ | ℜ(p) | + | ℑ(p) | . Ugyančgy, mint a komplex szămok esetĆben, belăthatć, hogy teljesĄl a |p + q| ≤ |p| + |q| hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg Ćs a | ||p| − |q| | | ≤ |p − q| egyenlŞtlensĆg. > (mert mindkĆt oldal nĆgyzete ppqq). TeljesĄl a |p+q| ≤ |p|+|q| hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg Ćs a belŞle kaphatć | ||p|−|q| | | ≤ |p−q| egyenlŞtlensĆg; mindkettŞ ugyančgy kaphatć, mint a komplex szămoknăl.

* A szorzăsok geometriai jelentĆse. Ha egy vektort valćs szămmal (skalărral) szorzunk, az a vektor nyčjtăsănak illetve Ťsszehčzăsănak felel meg, negatąv valćs szăm esetĆn pedig az irănyątăs is văltozik. Az elŞzŞ pont szerint ha v Ćs v^′ tisztăn kĆpzetes kvaternićk, azaz vektorok, akkor

(1) ⟨v, v^′⟩^2 + |v × v^′|^2 = |v|^2|v^′|^2.

Innen | |⟨v, v′⟩ | | ≤ |v||v′| Ćs |v × v′| ≤ |v||v′|.

A koszinusz-tĆtelbŞl, ha a v Ćs v^′ vektorok ăltal bezărt szŤg φ, akkor

2|v||v^′| cos φ = |v|^2 + |v^′|^2 − |v − v^′|^2 = ⟨v, v⟩ + ⟨v^′, v^′⟩ − ( ⟨v, v⟩ + ⟨v^′, v^′⟩ − ⟨v, v^′⟩ − ⟨v^′, v⟩ ) = 2⟨v, v^′⟩,

tehăt ⟨v, v^′⟩ = |v||v^′| cos φ. Ha v egysĆgvektor Ćs v^′ ≠ 0, akkor ⟨v, v^′⟩ abszolčt ĆrtĆke a v^′ vektor v irănyč vetĄletĆnek hossza, elŞjele pedig pozitąv, ha a kĆt vektor hegyesszŤget zăr be, negatąv, ha a kĆt vektor tompaszŤget zăr be, Ćs nulla, ha merŞlegesek.

EbbŞl az eredmĆnybŞl (1) felhasznălăsăval |v × v^′| = |v||v^′|| sin φ|, a v Ćs v^′ ăltal kifeszątett paralelogramma terĄlete. Tehăt ha v Ćs v^′ părhuzamosak, akkor vektori szorzatuk nulla lesz. EgyszerŰ szămolăssal adćdik, hogy ⟨v, v × v^′⟩ = 0 Ćs ⟨v^′, v × v^′⟩ = 0, azaz v × v^′ merŞleges a v Ćs v^′ vektorokra. Az irănyątăs meghatărozăsăhoz vegyĄk Ćszre, hogy ha a v vektort az i irănyba, a v^′ vektort pedig az i Ćs j ăltal adott sąkba forgatjuk, de čgy, hogy măsodik koordinătăja ne legyen negatąv, akkor vektori szorzatuk k irănyč. Ez azt jelent, hogy v, v^′ Ćs v × v^′ ugyanolyan irănyątăsč vektorrendszert alkotnak, mint i, j Ćs k.

VĆgĄl a vegyes szorzat geometriai jelentĆse a v, v^′ Ćs v^{′′} vektorok ăltal kifeszątett paralellepipedon elŞjeles tĆrfogata, hiszen ennek alapterĄlete |v^′ × v^{′′}|, magassăga pedig |v| cos φ, ahol φ a v Ćs v^′ × v^{′′} ăltal bezărt szŤg.

* Forgatăsok. A kvaternićkat a hăromdimenzićs forgatăsokkal valć szoros kapcsolatuk miatt felhasznăljăk robotok vezĆrlĆsĆnĆl. Legyen p egy egysĆgvektor, azaz egysĆgnyi abszolčt ĆrtĆkŰ vektor, v pedig egy tetszŞleges p-re merŞleges vektor. Megmutatjuk, hogy a v → qv lekĆpezĆs, ahol q az egysĆgnyi abszolčt ĆrtĆkŰ q = cos φ + p sin φ kvaternić, a v vektornak a φ szŤggel valć elforgatăsa a p tengely kŤrĄl, Ćspedig a p vektor vĆge felŞl nĆzve olyan irănyba, mint a k vektor vĆge felŞl i-nek j-be valć forgatăsa. Mivel ⟨v, p⟩ = 0,

qv = (cos φ + p sin φ)v = v cos φ + pv sin φ = v cos φ + p × v sin φ,

amibŞl adćdik az ăllątăs.

Most tekintsĄk a v → qvq^{−1} lekĆpezĆst. Megmutatjuk, hogy ez tetszŞleges v vektorra a p tengely kŤrĄli 2φ szŤggel valć elforgatăs. ElŞszŤr tegyĄk fel, hogy v merŞleges p-re. Mivel q^{−1} = cos φ − p sin φ, a ~v = qv jelŤlĆssel, mivel ~v merŞleges p-re,

~vq^{−1} = ~v(cosφ − p sin φ) = ~v cos φ − ~v × p sin φ = ~v cos φ + p × ~v sin φ, azaz ~vq^{−1} a ~v vektor φ szŤggel tŤrtĆnŞ tovăbbforgatăsăval kaphatć. Most legyen v tetszŞleges, Ćs ąrjuk fel v = v^′ + v^{′′} alakban, ahol v^′ = αp, α = ⟨v, p⟩ Ćs v^{′′} = v − v^′. Mivel v^{′′} merŞleges p-re, qv^{′′}q^{−1} a v^{′′}-nek 2φ szŤggel valć elforgatăsăval adćdik. MăsrĆszt

qv^′q^{−1} = (cos φ + p sin φ)αp(cos φ − p sin φ) = αp(cos^2 φ + ⟨p, p⟩ sin^2 α) = αp = v^′,

azaz v^′ a transzformăcićnăl nem văltozik. Ezzel az ăllątăst belăttuk.

Az ăllątăsbćl azonnal adćdik, hogy kĆt forgatăs egymăsutănja is forgatăs, Ćs ennek tengelye Ćs szŤge is meghatărozhatć, mert a v → q^′vq^{′−1} Ćs v → q^{′′}vq^{′′−1} lekĆpezĆsek ŤsszetĆtele a v → qvq^{−1} lekĆpezĆs, ahol q = q^{′′}q^′ egysĆgnyi abszolčt ĆrtĆkŰ kvaternić. VegyĄk ˛gyelembe, hogy φ Ćs φ + π ugyanazt a forgatăst adjăk, de a cos φ + p sin φ Ćs a cos(φ + π) + p sin(φ + π) = − cos φ − p sin φ kvaternićk egymăs ellentettjei. Ŕltalănosabban, bărmely q ≠ 0 kvaternićra Ćs α ≠ 0 valćs szămra a v → qvq^{−1} Ćs a v → q^′vq^{′−1} lekĆpezĆsek megegyeznek, ha q^′ = αq.

* EgyĆb geometriai alkalmazăsok. A hăromdimenzićs tĆrben p_0 Ćs p_1 ăltal megadott pontok tăvolsăga |p_1 − p_0|. Ha p_0 ≠ p_1, akkor a kĆt ponton ătmenŞ egyenesnek a v = p_1 − p_0 vektor egy irănyvektora; az egyenes bărmely p pontjăra p − p_0 a v vektor egy skalărszorosa, azaz valamely t ∈ R-re p = p_0 + tv. Ez az egyenes paramĆteres egyenlete. Ha p_0, p_1 Ćs p_2 hărom pont, amelyek nem esnek egy egyenesbe, akkor a hărom ponton ătmenŞ sąk tetszŞleges p pontjăhoz lĆteznek olyan t_1 Ćs t_2 valćs szămok, amelyekkel a p − p_0 = v irănyvektorra v = t_1v_1 + t_2v_2, ahol v_1 illetve v_2 a p_1 − p_0 illetve p_2 − p_0 irănyvektorok. Innen p = p_0 + t_1v_1 + t_2v_2, ez a sąk paramĆteres egyenlete. A koordinătăkat kiąrva, ez hărom ŤsszefĄggĆst jelent. KettŞbŞl kifejezve a t_1 Ćs t_2 paramĆtereket, Ćs beąrva a harmadikba, egy egyenletet kapunk, ez a sąk egyenlete. Ugyanezt čgy is megkaphatjuk, hogy vălasztunk egy, a v_1-re Ćs a v_2-re is merŞleges n normălvektort, pĆldăul v_1 × v_2-t, Ćs ĆszrevesszĄk, hogy a v vektorokat az jellemzi, hogy merŞlegesek n-re, azaz ⟨p, n⟩ = ⟨p_0, n⟩. Hasonlć mćdon, a sąk paramĆteres egyenletĆbŞl kĆt sąk egyenletĆt kaphatjuk (az egyenes ezek metszete), ez az egyenes egyenletrendszere.

A p pont Ćs a p_0 ponton ătmenŞ, n normălvektorč sąk tăvolsăgăt kĄlŤnŤsen egyszerŰ szămolni, ha n-et egysĆgvektornak vălasztjuk, mivel ez a p − p_0 vektor n irănyč vetĄletĆnek hossza, azaz ⟨p − p_0, n⟩ abszolčt ĆrtĆke. Egy p pont tăvolsăgăt a p_0 ponton ătmenŞ, v irănyvektorč egyenestŞl ugyancsak akkor a legegyszerŰbb akkor szămolni, ha v egysĆgvektor: ez (p − p_0) × v hossza. A p_1 illetve p_2 pontokon ătmenŞ, v_1 illetve v_2 irănyvektorč egyenesek tăvolsăga, ha n egysĆgvektor, amely merŞleges v_1-re Ćs v_2-re is, ⟨p_2 − p_1, n⟩ abszolčt ĆrtĆke. Ezen kĆt egyenes hajlăsszŤge a v_1 Ćs v_2 vektorok ăltal bezărt szŤg, amelynek koszinusza ⟨v_1, v_2⟩ abszolčt ĆrtĆke, ha v_1 Ćs v_2 egysĆgvektorok. VĆgĄl a v irănyvektorč egyenes Ćs az n normălvektorč sąk hajlăsszŤgĆnek sząnusza, ha n Ćs v is egysĆgvektor, ⟨v, n⟩ abszolčt ĆrtĆke.

• 61/1 . . . 3 : < ℜ(u) = ℜ(p), kĆpzetes rĆsze ℑ(u) = ( ℑ(p), q ) . EgyszerŰ szămolăs mutatja, hogy O Abel-csoport a fenti Ťsszeadăssal: a nullelem a (0, 0) păr, a (p, q) păr additąv inverze a

(−p, −q) păr. TeljesĄl mindkĆt oldali disztributivităs is. VegyĄk Ćszre, hogy ha p, p^′ ∈ H, akkor > ℜ(u) = ℜ(p), kĆpzetes rĆsze ℑ(u) = ( ℑ(p), q ) . (A jelŤlĆs eltĆr a komplex szămoknăl szokăsostćl!) A de˛nącić alapjăn kŤnnyen belăthatć, hogy ha u, v ∈ O, akkor u = u, u + u = 2ℜ(u), u − u = 2ℑ(u), u + v = u + v, ℜ(uv) = ℜ(vu) Ćs uv = v u (sic!). EgyszerŰ szămolăs mutatja, hogy O Abel-csoport a fenti Ťsszeadăssal: a nullelem a (0, 0) păr, a (p, q) păr additąv inverze a (−p, −q) păr. A szorzăsra nĆzve az (1, 0) păr egysĆgelem. TeljesĄl mindkĆt oldali disztributivităs is. VegyĄk Ćszre, hogy ha p, p^′ ∈ H, akkor

• 61/12 . . . 16 : < feląrhatć a + bi + cj + dk + el + fm + gn + ho alakban, ahol a, b, c, d, e, f, g, h ∈ R. A szorzăs nem asszociatąv, mert pĆldăul (ij)l = kl ≠ −kl = i(jl). Az uu szăm itt is nem negatąv valćs szăm, amely akkor Ćs csak akkor nulla, ha u = 0, Ćs segątsĆgĆvel bărmely adott u, v ∈ O, u ≠ 0 oktăvokhoz talălhatćk olyan oktăvok, amelyekkel u-t balrćl, illetve jobbrćl szorozva v-t kapjuk, nevezetesen ( 1/(uu) ) (vu), illetve ( 1/(uu) ) (uv). > feląrhatć a + bi + cj + dk + el + fm + gn + ho alakban, ahol a, b, c, d, e, f, g, h ∈ R. Ilyen alakban ℜ(u) = a, ℑ(u) = u − ℜ(u) Ćs u = ℜ(u) − ℑ(u), azaz u-at čgy kapjuk, hogy i, j, k, l, m, n Ćs o egyĄtthatćjăt az ellentettjĆvel helyettesątjĄk. Az i, j, k, l, m, n, o elemek mindegyikĆnek a nĆgyzete −1, egyĆbkĆnt a szorzataikra vonatkozć | a de˛nącićbćl adćdć | szămolăsi szabălyok a 3.4. ăbrărćl olvashatćk le: a kŤrŤn, illetve az egyeneseken a megjelŤlt irănyban haladva (ciklikusan) az egyik elemtŞl a măsikig az eredmĆny a harmadik elem lesz, mąg ellenkezŞ irănyban haladva az ellentettje.

0.10. ăbra: oktăvok szorzăsa.

A szorzăs nem asszociatąv, mert pĆldăul

(ij)l = kl = o ≠ −o = in = i(jl).

Az u, v, w elemek szorzăsănak asszociativităstćl valć eltĆrĆsĆt az

[u, v, w] = (uv)w − u(vw) mennyisĆggel, az čgynevezett asszociătorral mĆrhetjĄk. Az asszociător az u, v, w elemek kŤzĄl kettŞt felcserĆlve ellenkezŞjĆre văltozik, ezt alternatąv tulajdonsăgnak nevezzĄk; băr az alternatąv tulajdonsăg kŤzvetlenĄl is kiszămolhatć, megmutatjuk, hogy kŤvetkezik a disztributivităsokbćl Ćs a kŤnnyebben kiszămolhatć

(uu)v = u(uv) Ćs v(uu) = (vu)u,

azaz [u, u, v] = 0 Ćs [v, u, u] = 0 speciălis eseteibŞl. Valćban, ezekbŞl

0 = [u, u + v, u + v] = [u, u, u] + [u, u, v] + [u, v, u] + [u, v, v] = [u, v, u],

azaz az asszociativităs mindig teljesĄl, ha kĆt tĆnyezŞ egyenlŞ. Innen

0 = [u, v + w, v + w] = [u, v, v] + [u, v, w] + [u, w, v] + [u, w, w],

azaz [u, v, w] = −[u, w, v]. Hasonlćan adćdik a tŤbbi eset.

Ha u = a + bi + cj + dk + el + fm + gn + ho, ahol a, b, c, d, e, f, g, h ∈ R, akkor legyen

|u| = √ a^2 + b^2 + c^2 + d^2 + e^2 + f^2 + g^2 + h^2.

A kvaternićkra a szokăsos abszolčt ĆrtĆket kapjuk vissza. Ha u, v ∈ O, akkor uu = uu = |u|^2, |0| = 0, u ≠ 0 esetĆn |u| > 0, |u| = |u|, | |ℜ(u) | | ≤ |u|, | |ℑ(u) | | ≤ |u|, Ćs |uv| = |u||v| (mert mindkĆt oldal nĆgyzete (uu)(vv)). TeljesĄl az |u + v| ≤ |u| + |v| hăromszŤgegyenlŞtlensĆg Ćs a belŞle kaphatć | |u|−|v| | ≤ |u−v| egyenlŞtlensĆg; mindkettŞ ugyančgy kaphatć, mint a komplex szămoknăl.

FigyeljĄk meg, hogy bărmely u, v ∈ O, u ≠ 0 oktăvokhoz pontosan egy olyan w oktăv van, amelyre uw = v, nevezetesen w = ( 1/|u|^2 ) (uv); az egyĆrtelmŰsĆg onnan kŤvetkezik, hogy ha uw = v = uw^′, akkor u(w − w^′) = 0, ahonnan |w − w^′| = 0. Hasonlćan egyĆrtelmŰen oldhatć meg w-re a wu = v egyenlet is, ha u ≠ 0, nevezetesen w = ( 1/(uu) ) (vu).

• 66/2 : < kek Ťsszege k; ezek az A halmaz ismĆtlĆses kombinăcići. Ha A vĆges halmaz, akkor ezek > kek Ťsszege k; ezek az A halmaz k-ad osztălyč ismĆtlĆses kombinăcići. Ha A vĆges halmaz, akkor ezek

• 69/4 : < Kivălasztăsi axićma. Nem Ąres halmazok bărmely csalădjăhoz lĆtezik > * Kivălasztăsi axićma. Nem Ąres halmazok bărmely csalădjăhoz lĆtezik

• 69/12 : < Zorn-lemma. Ha egy rĆszbenrendezett halmaz minden lănca felĄlrŞl kor-

* Bizonyątăs. A Zorn-lemma kŤvetkezik az čgynevezett Hausdor¸-fĆle maximum- > * Zorn-lemma. Ha egy rĆszbenrendezett halmaz minden lănca felĄlrŞl kor-

Bizonyątăs. A Zorn-lemma kŤvetkezik az čgynevezett Hausdor¸-fĆle maximum-

• 71/4 : < JćlrendezĆsi tĆtel. Minden halmaz jćlrendezhetŞ.

* Bizonyątăs. Legyen X egy halmaz, Ćs tekintsĄk X ×X azon rĆszhalmazait, amelyek > * JćlrendezĆsi tĆtel. Minden halmaz jćlrendezhetŞ.

Bizonyątăs. Legyen X egy halmaz, Ćs tekintsĄk X ×X azon rĆszhalmazait, amelyek

• 72/9 : < Y -t is az Y_X , Y_Y Ćs Y_∞ halmazra. > Y -t is az Y_X , Y_Y Ćs Y_∞ halmazra. (Lăsd az 5.1. ăbrăt.)

0.11. ăbra

• 74/12 : < Az f kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ Ćs N-re kĆpez. □ > Az f kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ Ćs N-re kĆpez, mert a (0, k), (1, k − 1), . . . , (k, 0) părokat rendre a k(k + 1) 2 , k(k + 1) 2 + 1, . . . , k(k + 1) 2 + k = k^+(k^+ + 1) 2 − 1 szămokba viszi ăt. □

• 78/−1 : < Az a ∈ R asszociăltjai az εa alakč elemek, ahol ε egysĆg. > Az a ∈ R asszociăltjai az εa alakč elemek, ahol ε egysĆg.

Egy elemnek az asszociăltjaitćl kĄlŤnbŤzŞ osztćit az elem valćdi osztćinak nevezzĄk. Egy nem nulla elemnek az asszociăltak Ćs az egysĆgek a triviălis osztći.

• 82/8 : < lim_{x→∞}

♮{p : p ≤ x, p prąmszăm} x ln x

= 1. > lim_{x→∞}

♮{p : p ≤ x, p prąmszăm} x ln x

= 1.

IllusztrăcićkĆnt lăsd a 6.1. ăbrăt.

• 83/6 : < Ćs futăsideje nem hosszabb, mint egy konstansszor az n hosszănak a 13-dik hatvănya. > Ćs futăsideje nem hosszabb, mint egy konstansszor az n hosszănak a 13-adik hatvănya.

• 84/3 . . . 4 : < reprezentăljuk. Az a elem ăltal reprezentălt maradĆkosztălyt a mod m vagy rŤvidebben a jelŤli. TermĆszetesen a maradĆkosztăly bărmely eleme vălaszthatć reprezentănsnak. > reprezentăljuk. Az a elem ăltal reprezentălt maradĆkosztălyt ~a mod m vagy rŤvidebben ~a jelŤli. TermĆszetesen a maradĆkosztăly bărmely eleme vălaszthatć reprezentănsnak.

• 84/−12 : < Ćrdektelen. Ha m = ±1, akkor Z_m egyelemŰ, a zĆrćgyŰrŰ, ągy ez az eset is Ćrdektelen. > Ćrdektelen. Ha m = ±1, akkor Z_m egyelemŰ, a zĆrćgyŰrŰ, ągy ez az eset is Ćrdektelen.

* Komplemens szămăbrăzolăs. Negatąv szămok szămątćgĆpes ăbrăzolăsăra elterjedt a komplemens ăbrăzolăs. Csak a binăris gĆpek esetĆvel foglalkozunk. Egy n-bites gĆpen az egyik, rĆgebben hasznălt lehetŞsĆg 0 ≤ k < 2^{n−1} esetĆn −k ăbrăzolăsăra, hogy −k mod (2^n − 1) kettes szămrendszerbeli alakjăt tăroljuk. Ezt čgy kapjuk, hogy k kettes szămrendszerbeli alakjăt levonjuk 2^n − 1 kettes szămrendszerbeli alakjăbćl. Mivel ez utćbbi csupa egyesbŞl ăll, a kivonăs sorăn nincs ătvitel, k kettes szămrendszerbeli

0.12. ăbra: a 240 000-nĆl kisebb păratlan prąmek, sorfolytonosan, 400 sor alakjăt csak bitenkĆnt komplementăljuk. Innen ered az ăbrăzolăs neve: egyesekre komplemens ăbrăzolăs. A negatąv szămok legfelsŞ bitje 1, de a nullănak kĆt ăbrăzolăsa van: 000 . . . 000 Ćs 111 . . . 111. Az ellentett kĆpzĆse gyors, az ăbrăzolhatć szămok intervalluma szimmetrikus a nullăra, de az elŞjeles szămok Ťsszeadăsăt modulo (2^n − 1) kell vĆgezni. Măra kiszorątotta a kettes komplemens ăbrăzolăs: 0 < k ≤ 2^{n−1} esetĆn −k ăbrăzolăsăra −k mod 2^n kettes szămrendszerbeli alakjăt tăroljuk. Ezt čgy kapjuk, hogy k kettes szămrendszerbeli alakjănak vesszĄk a bitenkĆnti komplementerĆt, majd hozzăadunk 1-et. EnnĆl pontosan a negatąv szămok legfelsŞ bitje 1, Ćs a nullănak csak egy ăbrăzolăsa van. Az ellentett kĆpzĆse lassabb, Ćs az ăbrăzolhatć szămok intervalluma nem szimmetrikus a nullăra, de az elŞjeles szămok Ťsszeadăsăt is modulo 2^n kell vĆgezni, ugyančgy, mint az elŞjel nĆlkĄliekĆt. TermĆszetesen mindkĆt ăbrăzolăsnăl elŞfordulhat tčlcsordulăs, ha az eredmĆny nincs az ăbrăzolhatć intervallumban.

• 84/−5 . . . − 4 : < Bizonyątăs. Legyen d = lnko(a, m). Ha 1 < d < m, akkor a · (m/d) = (a/d) · m ≡ 0 (mod m), ahonnan x = m/d jelŤlĆssel a · x = 0, azaz a nullosztć Z_m-ben. Ha d = 1, > Bizonyątăs. Legyen d = lnko(a, m). Ha 1 < d < m, akkor a · (m/d) = (a/d) · m ≡ 0 (mod m), ahonnan x = m/d jelŤlĆssel ~a · ~x = ~0, azaz ~a nullosztć Z_m-ben. Ha d = 1,

• 84/−2 : < ax + my = 1. Innen ax ≡ 1 (mod m) azaz a · x = 1 miatt x az a inverze Z_m-ben. > ax + my = 1. Innen ax ≡ 1 (mod m) azaz ~a · ~x = ~1 miatt ~x az ~a inverze Z_m-ben.

• 85/1 : < Az Euler-fĆle φ fĄggvĆny. Legyen m > 0 egĆsz szăm, Ćs jelŤlje φ(m) a > DiszkrĆt logaritmus problĆma. A kŤvetkezŞ pont mutatja, hogy Z_m-ben nem nehĆz hatvănyozni. Azonban a tapasztalat szerint mĆg ha m prąm is, Z_m invertălhatć elemeinek multiplikatąv csoportjăban egy a alap Ćs egy a^k hatvăny ismeretĆben nehĆz meghatărozni a k kitevŞt, legalăbbis ha m − 1-nek vannak nagy prąmtĆnyezŞi: ez a diszkrĆt logaritmus problĆma. A problĆma szămos măs csoport esetĆn is nehĆznek tŰnik.

* Gyors hatvănyozăs. Az alăbbi algoritmus akărmilyen G (multiplikatąv) fĆlcsoportban hatĆkonyan kiszămolja egy g ∈ G elem n-edik hatvănyăt, ahol n ∈ N^+. (CĆlszerŰ n-et kettes szămrendszerben feląrni, mert akkor a mellĆkszămątăsok triviălisak.) Vălasszunk olyan k ∈ N-et, amelyre 2^k ≤ n < 2^{k+1}. Minden 0 ≤ j ≤ k-ra sorban kiszămątjuk x_j = g^{nj} -t, ahol n_j = ⌊n/2^{k−j} ⌋, azaz n_j az n binăris feląrăsănak elsŞ j + 1 jegye ăltal megadott termĆszetes szăm. Nyilvăn n_0 = 1, ągy x_0 = g. Ha n_j păros, akkor n_j = 2n_{j−1}, ągy x_j = x^2_{j−1}, ha pedig n_j păratlan, akkor n_j = 2n_{j−1} + 1, ągy x_j = gx^2_{j−1}. Az eredmĆny x_k = g^n. PĆldăul ha n = 23, akkor n kettes szămrendszerben 10111, ągy n_j , j = 0, 1, 2, 3, 4-re kettes szămrendszerben 1, 10, 101, 1011 Ćs 10111, tehăt x_0 = g^{n0} = g, x_1 = g^{n1} = x^2_0, x_2 = g^{n2} = gx^2_1, x_3 = g^{n3} = gx^2 Ćs x_4 = g^n = g^{n4} = gx^2_3.

Di‹e{Hellmann{Merkle-kulcscsere. A felhasznălćk megăllapodnak egy nagy (tŤbb szăz jegyŰ) Sophie Germain prąmben, azaz olyan p prąmben, amelyre q = 2p + 1 is prąm, valamint egy 1 < g < p − 1 alapban. (Băr nem tudjuk, hogy van-e vĆgtelen sok Sophie Germain prąm, a tapasztalat szerint elĆg sŰrŰn vannak, az n jegyŰek kŤzŤtti tăvolsăg nagysăgrendben n^2.) Ha kĆt felhasznălć, Aliz Ćs Bob valamely szokăsos rejtjelzĆsi rendszer, pĆldăul az AES (lăsd 8.3.55.) felhasznălăsăval titkosątott Ązenetet akar văltani, akkor szĄksĆgĄk van egy vĆletlenszerŰ kŤzŤs kulcsra. Vălasztanak egy 1 < a < p illetve 1 < b < p vĆletlen kitevŞt, kiszămoljăk Ćs felteszik a honlapukra a g^a mod q illetve g^b mod q ĆrtĆkeket. Mindketten ki tudjăk szămolni g^{ab} mod q ĆrtĆkĆt, ez lesz a kŤzŤs titkos kulcs. Az eljărăs biztonsăga azon mčlik, hogy g, g^a mod q Ćs g^b mod q ismeretĆben sem lătszik jobb megoldăs g^{ab} mod q meghatărozăsăra, mint a vagy b megkeresĆse, ez viszont a nehĆz diszkrĆt logaritmus problĆma. Ezt a kulcscsere mćdszert hasznălja az ssh (secure shell) Ćs az SSL (Secure Socket Layer), illetve annak a tovăbbfejlesztĆse, a TLS (Transport Layer Security) protokoll is. Az Ązenetek manipulălăsăra kĆpes ĂkŤzbeĆkelŞdŞ" tămadć čgynevezett Ănagymester sakk tămadăsăval" szemben vĆdtelen, ezĆrt nem biztonsăgos hălćzaton inkăbb egy mćdosątott formăban hasznăljăk: digitălisan alăąrva (lăsd 6.2.39., 6.2.42.) kĄldik ăt a g^a mod q illetve g^b mod q ĆrtĆkeket.

Hasonlćan hasznălhatć măs csoport is, amelyben kŤnnyŰ a hatvănyozăs, de nehĆz a diszkrĆt logaritmus problĆma megoldăsa.

Feladat [5]. KĆszątsĄnk 3 alapč logaritmustăblăt Z_{17}-ben.

Az Euler-fĆle φ fĄggvĆny. Legyen m > 0 egĆsz szăm, Ćs jelŤlje φ(m) a

• 87/−7 : < Az RSA-eljărăs. Az alăbbi rejtjelzĆsi sĆmăt Rivest, Shamir Ćs Adleman talăltăk.

KeressĄnk kĆt Ănagy" p, q prąmet, p ≠ q (pĆldăul 140{160 jegyŰeket), Ćs legyen n = pq. Vălasszunk egy vĆletlen 1 < e < (p − 1)(q − 1) exponenst, Ćs a bŞvątett euklideszi algoritmussal oldjuk meg az

ed ≡ 1 ( mod (p − 1)(q − 1) )

kongruenciăt. (Ha azt talăljuk, hogy

lnko ( e, (p − 1)(q − 1) ) > 1,

kezdjĄnk mindent elŤlrŞl.) Ha 1 < m < n egy Ązenet, akkor c = m^e mod n hasznălhatć, mint az Ązenet rejtjelzett formăja. EbbŞl az Ązenet visszakaphatć:

(m^e)^d = m^{k(p−1)(q−1)+1} = ( m^{(p−1)}

)_{k(q−1)} · m ≡ m (mod p), mert ha p|m, akkor mindkĆt oldal nullăval kongruens, ha viszont p ∤ m, akkor a FermattĆtel szerint m^{p−1} ≡ 1 (mod p). Hasonlćan (m^e)^d ≡ m (mod q). Innen a kąnai maradĆktĆtel szerint m = c^d mod n. Az n Ćs e ĆrtĆkek nyilvănossăgra is hozhatćk. Az eljărăs biztonsăga azon mčlik, hogy n prąmtĆnyezŞinek meghatărozăsa a mai mćdszerekkel Ćvmilliărdokig tartana.

A sĆma felhasznălhatć digitălis alăąrăsra is: Aliz (esetleg Bob kulcsăval rejtjelezve) az m, m^{dA} mod n_A

părt kĄldi el Bobnak (a măsodik szăm az alăąrăs).

Az eljărăs bizonyątvănyok kiăllątăsăra is felhasznălhatć. Egy hitelt ĆrdemlŞ szervezettŞl, aminek nyilvănos kulcsăt mindenki ismeri, alăąrt levĆlben kaphatjuk meg Aliz nyilvănos kulcsăt, ągy ha Aliztćl levelet kapunk, biztosak lehetĄnk benne, hogy nem csalćval ăllunk szemben, aki Aliznak adja ki magăt.

Az RSA-eljărăs egy alkalmazăsa gyorsabb, nem nyilvănos kulcsč rejtjelzŞ eljărăsok kulcsainak cserĆje.

Az eljărăshoz szĄksĆges Ănagy" prąmeket pĆldăul a Miller{Rabin-fĆle valćsząnŰsĆgi teszttel talălhatjuk meg. A hatvănyozăs hatĆkonyan egy gyors hatvănyozăsi eljărăssal vĆgezhetŞ. > Az RSA-eljărăs. Az alăbbi rejtjelezĆsi sĆmăt Rivest, Shamir Ćs Adleman talăltăk.

KeressĄnk kĆt Ănagy" (pĆldăul 150{160 jegyŰ) p, q, p ≠ q prąmet, Ćs legyen n = pq. Vălasszunk egy 1 < e < (p − 1)(q − 1) kitevŞt, Ćs a bŞvątett euklideszi algoritmussal oldjuk meg az ed ≡ 1 ( mod (p − 1)(q − 1) ) kongruenciăt. (Ha azt talăljuk, hogy

lnko ( e, (p − 1)(q − 1) ) > 1,

kezdjĄk elŞlrŞl az eljărăst.) Ha 1 < m < n egy Ązenet, akkor c = m^e mod n hasznălhatć, mint az Ązenet rejtjelezett formăja. EbbŞl az Ązenet čjabb hatvănyozăssal visszakaphatć:

(m^e)^d = m^{k(p−1)(q−1)+1} = ( m^{(p−1)}

)_{k(q−1)} · m ≡ m (mod p),

mert ha p|m, akkor mindkĆt oldal nullăval kongruens, ha viszont p ∤ m, akkor a FermattĆtel szerint m^{p−1} ≡ 1 (mod p). Hasonlćan (m^e)^d ≡ m (mod q). Innen a kąnai maradĆktĆtel szerint, mivel p ≠ q prąmek, m = c^d mod n. Az n Ćs e ĆrtĆkek nyilvănossăgra is hozhatćk, ekkor bărki tud nekĄnk rejtjelzett Ązenetet kĄldeni: az eljărăs čgynevezett nyilvănos kulcsč kćdolăs. Biztonsăga azon mčlik, hogy d, p Ćs q ĆrtĆkĆt măs nem ismeri: az n prąmtĆnyezŞinek meghatărozăsa a mai mćdszerekkel nagyon sokăig tartana, mert nagy prąmtĆnyezŞk meghatărozăsăra nincs hatĆkony mćdszerĄnk.

Az RSA eljărăs felhasznălhatć digitălis alăąrăsra is: Aliz (Bob kulcsăval rejtjelezve) nemcsak az m Ązenetet, hanem m^{dA} mod n_A

ĆrtĆkĆt is elkĄldi Bobnak: ez az alăąrăs, mert csak Aliz volt kĆpes kiszămątani. Ha az m Ązenet hosszč, cĆlszerŰ egy h(m) vĆletlenszerŰnek lătszć Ălenyomatăt" hasznălni az alăąrăsnăl m helyett. RejtjelezĆsi cĆlra kifejlesztett, jelenleg gyakran hasznălt lenyomatkĆpzŞ Ăhash"-fĄggvĆnyek a 160 bites lenyomatot adć SHA-1 (Secure Hash Algorithm) illetve a szabadalommal nem vĆdett RIPEMD-160 (RACE Integrity Primitives Evaluation Message Digest). Ůjabb văltozataik nagyobb biztonsăgot adć hosszabb lenyomatot adnak: lăsd a Wikipedia-t.

Az eljărăs bizonyątvănyok kiăllątăsăra is felhasznălhatć. Egy hitelt ĆrdemlŞ szervezettŞl, aminek nyilvănos kulcsăt mindenki ismeri, alăąrt levĆlben kaphatjuk meg Aliz nyilvănos kulcsăt, ągy ha Aliztćl levelet kapunk, biztosak lehetĄnk benne, hogy nem csalćtćl kaptunk Ązenetet, aki Aliznak adja ki magăt.

Az RSA-eljărăs egy alkalmazăsa năla gyorsabb, nem nyilvănos, hanem szimmetrikus kulcsč Ăklasszikus" rejtjelezŞ eljărăsok (pĆldăul AES, lăsd 8.3.55.) kulcsainak cserĆje. Ŋgy mŰkŤdik pĆldăul az e-mail-ek vĆdelmĆre szolgălć PGP (Pretty Good Privacy) rendszer, amely elŞszŤr egy vĆletlen kulcsot generăl, azt ătkĄldi RSA-rejtjelezĆssel, majd az alăąrt Ązenetet kĄldi el a vĆletlen kulccsal rejtjelezve. Ezt a mćdszert Ădigitălis borątĆknak" nevezik.

Az RSA kćdolăs hasznălatănăl nĆhăny biztonsăgi szabăly be kell tartani. Măsmăs n-et hasznăljunk rejtjelezĆsre Ćs digitălis alăąrăsra. Az n bitjeinek szăma legfeljebb nĆggyel legyen rŤvidebb, mint a nĆvleges bitszăm, ami ma szokăsosan 1024. A prąmeket čgy nyerjĄk, hogy vĆletlenszerŰen vălasztott szămoktćl kezdve keressĄk meg az elsŞ prąmet, ezzel biztosąthatć a magas (minimum 128 bit) entrćpia (lăsd 9.1.1.). A nagyobb Ćs a kisebb prąm hănyadosa legalăbb √ 2, de legfeljebb 2^{30} legyen. VĆletlen hexadecimălis jegyeket nyerhetĄnk pĆldăul egy karaktersorozat visszagĆpelĆsĆnĆl mĆrve az idŞket modulo 16 ms. Az e exponenst nem ajănlatos tčl kicsinek vălasztani, szokăsos legkisebb ĆrtĆke 65537. Az Ązenet egy nulla băjttal kezdŞdik, majd ezutăn egy legalăbb 8 nem nulla băjtot tartalmazć (vĆletlen, minden ĄzenetnĆl măs) Ăsćzăs" kŤvetkezik, amelyet egy čjabb nulla băjt hatărol, Ćs ezutăn kŤvetkeznek a szŤveg băjtjai; a teljes hossz 128 băjt. A kezdŞ nulla băjt biztosątja, hogy m < n. A Ăsćzăs" szerepe az, hogy ne lehessen kitalălni az Ązenetet, Ćs rejtjelezve ellenŞrizni, hogy tĆnyleg az-e. Hosszabb Ązenetet rĆszekre bontunk. A dekćdolăs gyorsąthatć, ha a

c^{dmod(p−1)} mod p Ćs c^{dmod(q−1)} mod q

ĆrtĆkeket szămątjuk ki, Ćs ezekbŞl a kąnai maradĆktĆtel alapjăn ăllątjuk vissza m-et. Az RSA ăltănosąthatć arra az esetre, amikor n kettŞnĆl tŤbb Ănagy" prąm szorzata. A 2048 nĆvleges bitszăm valćsząnŰleg legalăbb 10-15 Ćvre biztosątja a titkossăgot, 3072 bit jćval tovăbb. Tovăbbi rĆszletek: RFC 3447.

Az eljărăshoz szĄksĆges Ănagy" prąmeket pĆldăul a Miller{Rabin-fĆle valćsząnŰsĆgi teszttel talălhatjuk meg.

• 88/−3 : < IsmĆtelt alkalmazăsăval tetszŞlegesen kis valćsząnŰsĆget elĆrhetĄnk.

A valćsząnŰsĆgi teszt nagyon ritkăn hibăzik: 25 · 10^9-ig csak 13 olyan Ťsszetett szăm van, amely ătmegy a teszten az a = 2, 3, 5 alapokkal.

* Gyors hatvănyozăs. Az alăbbi algoritmus akărmilyen G (multiplikatąv) fĆlcsoportban kiszămolja egy g ∈ G elem n-edik hatvănyăt, ahol n ∈ N^+. (CĆlszerŰ n-et kettes szămrendszerben feląrni, mert akkor a mellĆkszămątăsok triviălisak.) Vălasszunk olyan k ∈ N-et, amelyre 2^k ≤ n < 2^{k+1}. Minden 0 ≤ j ≤ k-ra kiszămątjuk x_j = g^{nj} -t, ahol n_j = ⌊n/2^{k−j} ⌋. Nyilvăn n_0 = 1, ągy x_0 = g. Ha n_j păros, akkor n_j = 2n_{j−1}, ągy x_j = x^2_{j−1}, ha pedig n_j păratlan, akkor n_j = 2n_{j−1} + 1, ągy x_j = gx^2_{j−1}. Az eredmĆny x_k = g^n. PĆldăul ha n = 23, akkor n kettes szămrendszerben 10111, ągy n_j , j = 0, 1, 2, 3, 4 kettes szămrendszerben 1, 10, 101, 1011 Ćs 10111, tehăt x_0 = g^{n0} = g, x_1 = g^{n1} = x^2_0, x_2 = g^{n2} = gx^2_1, x_3 = g^{n3} = gx^2 Ćs x_4 = g^n = g^{n4} = gx^2_3. > IsmĆtelt alkalmazăsăval tetszŞlegesen kis hibavalćsząnŰsĆget elĆrhetĄnk. PĆldăul kriptrogră˛ai cĆlra 2^{−60}-năl kisebb hibavalćsząnŰsĆget szokăs elŞąrni, amit 30 vĆletlen alappal elĆrhetĄnk.

A valćsząnŰsĆgi teszt nagyon ritkăn hibăzik. Az elsŞ Ťsszetett szăm, amely a 2 alappal ătmegy a teszten 2 047, amely mĆg a 3 alappal is 1 373 653, amely mĆg az 5 alappal is 25 326 001, amely mĆg a 7 alappal is 118 670 087 467, amely mĆg a 11 alappal is 2 152 302 898 747, amely mĆg a 13 alappal is 3 474 789 660 383, Ćs amely mĆg a 17 alappal is 341 550 071 728 321.

* Digital Signature Standard. A DSS szabvăny az alăbbi DSA (Digital Signature Algorithm) eljărăst hasznălja digitălis alăąrăsra: Vălasszunk egy h kriptogră˛ai Ăhash"- fĄggvĆnyt, amely az m ĄzenetbŞl 160 bites Ălenyomatot" kĆsząt (lăsd a 6.2.39. pontot). KeressĄnk egy 160 bites q prąmet, majd egy olyan 1024 bites p prąmet, amelyre p − 1 tŤbbszŤrŤse q-nak, Ćs vălasszunk egy olyan a alapot, amelyre g = a^{(p−1)/q} mod p > 1. Minden felhasznălć a h fĄggvĆnyt Ćs a g, p, q ĆrtĆkeket fogja hasznălni. Minden felhasznălć vălaszt magănak egy vĆletlen titkos 1 < x < q ĆrtĆket, kiszămolja y = g^x mod p ĆrtĆkĆt, Ćs az nyilvănossăgra hozza. Egy-egy Ązenet alăąrăsănak a menete a kŤvetkezŞ: Vălasztunk egy 1 < k < q vĆletlen ĆrtĆket. Kiszămoljuk az

r = (g^k mod p) mod q Ćs s = k^{−1} ( h(m) + xr ) mod q ĆrtĆkĆt. Abban a ritka esetben, amikor r = 0 vagy s = 0, čj k ĆrtĆket vălasztunk, egyĆbkĆnt az alăąrăs az (r, s) păr. Az alăąrăs ellenŞrzĆsĆre a cąmzett kiszămolja az w = s^{−1} mod q, u_1 = h(m)w mod q, u_2 = rw mod q Ćs v = (g^{u1} y^{u2} mod p) mod q ĆrtĆkeket. Ha v = r, akkor az alăąrăst helyesnek fogadja el. Valćban, mivel a Fermat-tĆtel szerint g^q ≡ a^{p−1} ≡ 1 (mod p), tovăbbă k ≡ h(m)s^{−1} + xrs^{−1} (mod q), azt kapjuk, hogy

g^k ≡ g^{h(m)w}g^{xrw} ≡ g^{h(m)w}y^{rw} ≡ g^{u1} y^{u2} (mod p),

ahonnan r = v.

Az eljărăs hosszabb, pĆldăul 224 vagy 256 bites lenyomatot adć hash-fĄggvĆnnyel Ćs ugyanennyi bites q-val, valamint 2048 illetve 3072 bites p-vel is hasznălhatć.

• 90/13 : < 2ν(2) = 2. > 2ν(2) = 2.

Legyen κ(n) az n szăm prąmtĆnyezŞinek, ν(n) pedig az n kĄlŤnbŤzŞ prąmosztćinak szăma. PĆldăul κ(1) = 0, κ(2) = 1, κ(3) = 1, κ(4) = 2, κ(5) = 1, κ(6) = 1 Ćs ν(1) = 0, ν(2) = 1, ν(3) = 1, ν(4) = 1, ν(5) = 1, ν(6) = 2. KŤnnyen vĆgiggondolhatć, hogy κ teljesen additąv szămelmĆletifĄggvĆny, mąg ν additąv, de nyilvăn nem teljesen additąv, pĆldăul 1 = ν(4) ≠ 2ν(2) = 2.

Ha r tetszŞleges valćs szăm, legyen σ_r(n) = ∑ 0<d|n d

r, Ćs legyen τ = σ_0, σ = σ_1, azaz τ az osztćk szăma, σ pedig az osztćk Ťsszege. PĆldăul τ(1) = 1, τ(2) = 2, τ(3) = 2, τ(4) = 3, τ(5) = 2, τ(6) = 4 Ćs σ(1) = 1, σ(2) = 3, σ(3) = 4, σ(4) = 7, σ(5) = 6, σ(6) = 12. Mivel ha m Ćs n relatąv prąmek, akkor mn minden pozitąv osztćja egyĆrtelmŰen ąrhatć fel cd alakban, ahol c az m, d pedig az n pozitąv osztćja,

σ_r(mn) = ∑ 0<cd|mn

(cd)^r = ∑ 0<c|m ∑ 0<d|n

c^rd^r = ∑ 0<c|m

c^r ∑ 0<d|n

d^r = ∑ 0<c|m

c^rσ_r(n) = σ_r(m)σ_r (n),

azaz σ_r multiplikatąv minden r-re. Mivel p^α osztći 1, p, p^2, . . . , p^α, kapjuk, hogy τ(p^α) = α + 1 Ćs σ_r(p^α) = (p^{r(α+1)} − 1)/(p^r − 1), ha r ≠ 0. Innen, ha n = p^{α1}_1 · · · p^{αk}_t az n kanonikus alakja, akkor τ(n) = (α_1 + 1) · · · (α_k + 1) Ćs σ_r (n) = k∏ j=1 p^{r(αj +1)} j − 1 p^r_j − 1

, ha r ≠ 0.

A szămelmĆleti fĄggvĆnyek ĆrtĆkĆnek szămątăsa ăltalăban nem egyszerŰ, ismernĄnk kell hozză a szăm kanonikus alakjăt.

• 90/13 : < ∘* De˛nącić. Ha k tetszŞleges valćs szăm, legyen σ_k(n) = ∑ d|n d^k, Ćs legyen τ = σ_0, σ = σ_1. Mivel σ_k az n → n^k (teljesen) multiplikatąv szămelmĆleti fĄggvĆny ŤsszegzĆsi fĄggvĆnye, multiplikatąv. Tovăbbă, ha n = p^{α1}_1 · · · p^{αk}_k az n kanonikus alakja, akkor

τ(n) = (α_1 + 1) · · · (α_k + 1) Ćs σ(n) = k∏ j=1 p^{αj +1}_j − 1 p_j − 1 , ugyanis τ(p^α) = α + 1 Ćs σ(p^α) = (p^{α+1} − 1)/(p − 1), hiszen p^α osztći 1, p, p^2, . . . , p^α. > ∘* PĆlda. TetszŞleges k valćs szămra a σ_k szămelmĆleti fĄggvĆny multiplikativităsa kŤvetkezik abbćl, hogy az n → n^k (teljesen) multiplikatąv szămelmĆleti fĄggvĆny ŤsszegzĆsi fĄggvĆnye.

• 93/1 : < LănctŤrtek. Valćs szămok q_1, q_1 + 1/q_2, q_1 + 1/(q_2 + 1/q_3), . . . alakč kŤ- > * LănctŤrtek. Valćs szămok q_1, q_1 + 1/q_2, q_1 + 1/(q_2 + 1/q_3), . . . alakč kŤ-

• 93/−4 : < ∘ PĆldăk. (1) Hatărozzuk meg 172/62 lănctŤrtkŤzelątĆseit. A szămątăs: > ∘* PĆldăk. (1) Hatărozzuk meg 172/62 lănctŤrtkŤzelątĆseit. A szămątăs:

• 94/7 : < LănctŤrtkŤzelątĆsek zărt alakja. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, ha > * LănctŤrtkŤzelątĆsek zărt alakja. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, ha

• 95/1 : < PĆlda. Szămątsuk ki 172/62 = //2, 1, 3, 2, 3// lănctŤrtkŤzelątĆseit zărt alak- > * PĆlda. Szămątsuk ki 172/62 = //2, 1, 3, 2, 3// lănctŤrtkŤzelątĆseit zărt alak-

• 95/5 : < ∘ MegjegyzĆs. Egy valćs szăm lănctŤrtkŤzelątĆsei meglehetŞsen gyorsan kon- > ∘* MegjegyzĆs. Egy valćs szăm lănctŤrtkŤzelątĆsei meglehetŞsen gyorsan kon-

• 95/9 : < MegjegyzĆs. TŤrtĆneti ĆrdekessĆg, hogy a gŤrŤgŤk a lănctŤrteket hasznăltăk > * MegjegyzĆs. TŤrtĆneti ĆrdekessĆg, hogy a gŤrŤgŤk a lănctŤrteket hasznăltăk

• 95/−7 : < TĆtel. Legyen α egy irracionălis szăm. Az elŞzŞ tĆtel jelŤlĆseivel, ha p ∈ Z, > * TĆtel. Legyen α egy irracionălis szăm. Az elŞzŞ tĆtel jelŤlĆseivel, ha p ∈ Z,

• 95/−1 : < * Bizonyątăs. Lăsd Niven Ćs Zuckerman [66] kŤnyvĆt, 140. oldal. □ > Bizonyątăs. Lăsd Niven Ćs Zuckerman [66] kŤnyvĆt, 140. oldal. □

• 96/1 : < ∘ PĆlda. KŤzelątsĄk a π szămot lănctŤrtek segątsĆgĆvel. Mivel > ∘* PĆlda. KŤzelątsĄk a π szămot lănctŤrtek segątsĆgĆvel. Mivel

• 97/2 : < Ebben a fejezetben a grăfelmĆlet alapjaival foglalkozunk. A grăfelmĆlet jelentŞsĆgĆt informatikai alkalmazăsai adjăk. > Ebben a fejezetben a grăfelmĆlet alapjaival foglalkozunk. Szămos problĆmăban csak bizonyos dolgok kŤzŤtti kapcsolatok lĆtezĆse vagy nem lĆtezĆse fontos, ilyenkor rendszerint grăfelmĆleti problĆmăhoz jutunk. PĆldăul bejărhatć-e a sakktăbla huszărral čgy, hogy ugyanoda ĆrjĄnk vissza, ahonnan elindultunk? Ŋrhatunk-e 0-kat Ćs 1-eket egy kŤr mellĆ čgy, hogy adott irănyban kŤrbemenve minden lehetsĆges mćdon leolvasva a nĆgy egymăs utăni szămjegyet, minden nĆgy hosszč 0{1-sorozatot pontosan egyszer kapjunk meg? Legfeljebb hăny ŤsszekŤttetĆs (vagy hăny gĆp) eshet ki egy adott szămątćgĆpes hălćzatbćl čgy, hogy mĆg legyen bărmely kĆt gĆp kŤzŤtt ŤsszekŤttetĆs? Mennyi egy szămątćgĆpes hălćzat Ăătviteli kapacităsa"? Hogyan tĆrkĆpezhetŞk fel az emberek kŤzŤtti ismeretsĆgek? Legalăbb hăny rĆtegŰ nyomtatott ăramkŤri lap kell egy adott ăramkŤr legyărtăsăhoz? Melyik a legrŤvidebb villamos hălćzat? HănyfĆlekĆppen kapcsolćdhatnak Ťssze adott atomok? Milyen lehetsĆges Ăreakcićutak" vannak egy rĆszecske˛zikai folyamatnăl? A problĆmăk kĄlŤnbŤzŞ terĄletekrŞl jŤnnek, szerteăgazćak Ćs văltozć nehĆzsĆgŰek, de talăn a legfontosabb alkalmazăsokat az informatika adja.

• 98/5 : < vĆges grăfok vizsgălatăval foglalkozunk. > vĆges grăfok vizsgălatăval foglalkozunk.

Ha G = (φ, E, V ) egy grăf, Ćs S ⊂ V , akkor jelŤlje E(S) azon Ćlek halmazăt, amelyek egyik vĆgpontja S-ben, a măsik pedig pedig V \ S-ben van.

• 98/−15 : < valamely n ∈ N-re n-regulăris. > valamely n ∈ N-re n-regulăris. PĆlda n-regulăris grăfra az n-dimenzićs H_n hiperkocka: ennek csčcsai az n hosszč 0{1-sorozatok, Ćs kĆt csčcs akkor van ŤsszekŤtve, ha a kĆt sorozat pontosan egy helyen kĄlŤnbŤzik. Tovăbbi pĆldăk a Petersen-grăf Ćs az Ťt szabălyos test Ćlei Ćs csčcsai ăltal alkotott grăfok: lăsd a ăbrăt.

• 98/−6 : < KĆt grăf izomor˛ăjăt ăltalăban nem kŤnnyŰ bizonyątani, lĆnyegĆben nincs sokkal jobb mćdszer, mint az Ťsszes lehetsĆges f, g lekĆpezĆseket kiprćbălni. Persze, ha a kĆt > KĆt grăf izomor˛ăjăt ăltalăban nem kŤnnyŰ bizonyątani, nĆha nincs lĆnyegesen jobb mćdszer, mint az Ťsszes lehetsĆges f, g lekĆpezĆseket kiprćbălni. PĆldăul a ăbrăn szereplŞ grăfra nem nyilvănvalć, hogy nem izomorf a Petersen-gră¸al. Persze, ha a kĆt

• 99/3 : < g(v) Ćs g(w) szomszĆdosak, akkor G Ćs G^′ nyilvăn izomorfak. > g(v) Ćs g(w) szomszĆdosak, akkor G Ćs G^′ nyilvăn izomorfak.

A grăelmĆlet elsŞsorban grăftulajdonsăgokkal foglalkozik; ezek olyan tulajdonsăgok, amelyekkel izomorf grăfok egyszerre rendelkeznek.

• 99/4 : < Teljes grăfok. Ha egy egyszerŰ grăfban bărmely kĆt kĄlŤnbŤzŞ csčcsot Ćl kŤt Ťssze, akkor a grăfot teljes grăf nak nevezzĄk. Teljes grăfok esetĆn, ha a csčcsok halmazai kŤzŤtt lĆtezik kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ lekĆpezĆs, akkor a kĆt teljes grăf izomorf, azaz teljes grăfok a csčcsok Ćs Ćlek elnevezĆsĆtŞl eltekintve megegyeznek. Ebben az Ćrtelemben beszĆlĄnk bărmely n ∈ N esetĆn n szŤgpontč teljes grăf rćl. Az n szŤgpontč teljes grăfnak n(n−1)/2 Ćle van. > PĆldăk. Ha egy egyszerŰ grăfban bărmely kĆt kĄlŤnbŤzŞ csčcsot Ćl kŤt Ťssze, akkor a grăfot teljes grăf nak vagy klikknek nevezzĄk. Teljes grăfok esetĆn, ha a csčcsok halmazai kŤzŤtt lĆtezik kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ lekĆpezĆs, akkor a kĆt teljes grăf izomorf, azaz teljes grăfok a csčcsok Ćs Ćlek elnevezĆsĆtŞl eltekintve megegyeznek. Ebben az Ćrtelemben beszĆlĄnk bărmely n ∈ N esetĆn n szŤgpontč teljes grăfrćl. Az n szŤgpontč teljes grăfnak n(n−1)/2 Ćle van, Ćs K_n-nel szokăs jelŤlni. Ugyanebben az Ćrtelemben beszĆlĄnk az Ťt szbălyos test Ćlgrăfjărćl, a Petersen-grăfrćl, a H_n hiperkockărćl. NĆhăny tovăbbi pĆlda: a C_n ciklus csčcsai az n-edik egysĆggyŤkŤk, ahol Ćl megy minden egysĆggyŤkbŞl a kŤvetkezŞbe (ciklikusan). A P_n ŤsvĆny C_{n+1}-bŞl az 1-be vivŞ Ćl tŤrlĆsĆvel adćdik. Az S_n csillagban az n-edik egysĆggyŤkŤk vannak ŤsszekŤtve a nullăval. Lăsd a ăbrăt.

Grăfok Descartes-szorzata. Ha G_i = (φ_i, E_i, V_i), i ∈ I grăfok indexelt csalădja, akkor a ×_{i∈I} G_i Descartes-szorzatuk az a G = (E, V ) grăf, amelyben a csčcsok halmaza ×_{i∈I} V_i, Ćs kĆt csčcs pontosan akkor van ŤsszekŤtve, ha egy kivĆtelĆvel minden koordinătăjuk megegyezik, Ćs ha a j-edik koordinătăk kĄlŤnbŤznek, akkor a megfelelŞ csčcsok Ťssze vannak kŤtve a G_j grăfban. PĆldăul ha H_1-bŞl n pĆldăny Descartes-szorzatăt vesszĄk, H_n-et kapjuk. Ilyen Descartes-szorzatot hasznălnak ŤsszekŤttetĆsi grăfnak massząv paralel szămątćgĆpekben: H_n mellett P_m kĆt vagy hărom pĆldănyănak Descartes-szorzata (sąkrăcs illetve tĆrrăcs), valamint C_m kĆt vagy hărom pĆldănyănak Descartes-szorzata (kĆt- illetve hăromdimenzićs tćrusz) fordul elŞ gyakran; rendszerint m kettŞhatvăny.

• 99/−13 . . . − 12 : < Ćs bărmely kčt kŤzŤtt van egy Ćl, de tŤbb Ćl nincs. A 7.2. ăbrăn balra lăthatć K_5 az Ťt szŤgpontč teljes grăf, mąg jobbra K_{3,3} (Ăhărom hăz, hărom kčt" grăf) păros grăf. > Ćs bărmely kčt kŤzŤtt van egy Ćl, de tŤbb Ćl nincs. Azt az egyszerŰ păros grăfot, amelyben ♮(V^′) = m, ♮(V^{′′}) = n, Ćs minden V^′-beli csčcs minden V^{′′}-beli csčccsal Ťssze van kŤtve K_{m,n}-nel jelŤljĄk.

A 7.2. ăbrăn balra lăthatć K_5, az Ťt szŤgpontč teljes grăf, mąg jobbra a K_{3,3} (Ăhărom hăz, hărom kčt") păros grăf.

• 104/3 : < vannak olyan csčcsok, amelyeket az E^′ Ćlhalmaz elvăg, akkor E^′-t elvăgć Ćlhalmaznak > vannak olyan csčcsok, amelyeket az E^′ Ćlhalmaz elvăg, akkor E^′-t elvăgć halmaznak

• 105/10 : < Bizonyątăs. ElŞszŤr tegyĄk fel, hogy s = 1. Legyenek v Ćs v^′ a păratlan fokč csčcsok. TekintsĄk a v-bŞl v^′-be vezetŞ, kĄlŤnbŤzŞ vonalak kŤzĄl a maximălis hosszčsăgčt. Ha ebben nem minden Ćl szerepelne, akkor az ŤsszefĄggŞsĆg miatt lenne a vonalon olyan v^{′′} csčcs, amelyre illeszkedŞ Ćlek kŤzĄl nem minden Ćl van felhasznălva. Induljunk el ebbŞl a csčcsbćl egy fel nem hasznălt Ćlen, Ćs haladjunk mindig fel nem hasznălt Ćleken. Mivel minden csčcsra păros sok fel nem hasznălt Ćl illeszkedik, a tovăbbhaladăs csak akkor nem lehetsĆges, ha visszaĆrĄnk v^{′′}-be. Ha most az eredeti vonalon elmegyĄnk v-bŞl v^{′′}-be, az čj vonalon kŤrbemegyĄnk, majd az eredeti vonalon haladunk tovăbb, akkor az eredeti vonalnăl hosszabb vonalat kapnănk v-bŞl v^′-be.

Teljesen hasonlćan adćdik az s = 0 eset. Ha v = v^′ esetĆn van v-bŞl v^′-be vezetŞ zărt Euler-vonal, akkor a grăf minden csčcsa păros fokč, Ćs ha a grăf ŤsszefĄggŞ, akkor ez a szĄksĆges feltĆtel elĆgsĆges is.

Az ăltalănos eset hasonlćan bizonyąthatć. Kivălasztva kĆt kĄlŤnbŤzŞ păratlan fokč csčcsot Ćs egy, az egyikbŞl a măsikba vezetŞ utat, a felhasznălt Ćleket tŤrŤlve, a grăf minden csčcsănak fokszăma păros szămmal csŤkken, kivĆve a kezdŞpontot Ćs a vĆgpontot. A grăf ugyan nem biztos, hogy ŤsszefĄggŞ marad, de ha egy komponensben marad păratlan fokč csčcs, akkor nem marad egyedĄl, mert a păratlan fokč csčcsbćl elindulva, Ćs csupa kĄlŤnbŤzŞ Ćleken sĆtălva, csak egy păratlan fokč csčcsban akadhatunk el. VĆgĄl, azokat a legalăbb egy Ćlt tartalmazć komponenseket, amelyekben nem maradt păratlan fokč csčcs, bejărhatjuk egy zărt vonallal, Ćs ezt hozzăvehetjĄk valamelyik vonalhoz, amivel van kŤzŤs pontja. □ > Bizonyątăs. A bizonyątăs konstruktąv. ElŞszŤr tegyĄk fel, hogy s = 0. Induljunk ki egy tetszŞlegesen kivălasztott v csčcsbćl ăllć, Ćlt nem tartalmazć zărt vonalbćl. Ha az eddig kapott zărt vonalban nem minden Ćl szerepel, akkor az ŤsszefĄggŞsĆg miatt van a vonalon olyan v^′ csčcs, amelyre illeszkedŞ Ćlek kŤzĄl nem minden Ćl van felhasznălva. Induljunk el ebbŞl a csčcsbćl egy fel nem hasznălt Ćlen, Ćs haladjunk mindig fel nem hasznălt Ćleken. Mivel minden csčcsra păros sok fel nem hasznălt Ćl illeszkedik, a tovăbbhaladăs csak akkor nem lehetsĆges, ha visszaĆrĄnk v^′-be. Ha most az eredeti vonalon elmegyĄnk v-bŞl v^′-be, az čj vonalon kŤrbemegyĄnk, majd az eredeti vonalon haladunk tovăbb, akkor az eredeti vonalnăl hosszabb zărt vonalat kapnunk.

Az ăltalănos eset bizonyątăsăhoz kŤssĄk Ťssze păronkĆnt a păratlan fokč csčcsokat egy-egy čj Ćllel. A kapott grăfban van zărt Euler-vonal. EbbŞl tŤrŤlve az s čj Ćlt, s nyąlt vonalra esik szĆt. □

• 107/1 : < Kruskal algoritmusa. Egy (φ, E, V, w) Ćlsčlyozott ŤsszefĄggŞ vĆges grăfban az Ťsszes csčcsot tartalmazć Ąres rĆszgrăfbćl indulva, Ćs a măr kivălasztott rĆszgrăfhoz addig adva hozză a minimălis sčlyč olyan Ćlt, amellyel a kivălasztott rĆszgrăf mĆg nem tartalmaz kŤrt, egy minimălis sčlyč feszątŞfăt kapunk.

Bizonyątăs. Vilăgos, hogy a kivălasztott Ćlek egy F feszątŞfăt adnak. TegyĄk fel, > Mohć algoritmus minimălis feszątŞerdŞ konstrukcićjăra. Egy Ćlsčlyozott vĆges (φ, E, V, w) grăfban az Ťsszes csčcsot tartalmazć Ąres rĆszgrăfbćl indulva, Ćs a măr kivălasztott rĆszgrăfhoz amąg lehet hozzăadva egy minimălis sčlyč olyan Ćlt, amellyel a kivălasztott rĆszgrăf mĆg nem tartalmaz kŤrt, egy minimălis sčlyč feszątŞerdŞt kapunk.

Az algoritmus ăltalăban Kruskal algoritmusa nĆven ismeretes, băr Boruvka egy jćval elŞbb felfedezett Ćs a morăviai villamoshălćzat megtervezĆsĆre hasznălt ăltalănosabb de bonyolultabb algoritmusănak a speciălis esete. Felhasznălhatć adatok csoportosątăsăra, čgynevezett klaszterezĆsre is, ha egy adott sčlyhatăr feletti Ćleket nem hasznălunk fel.

Bizonyątăs. ElĆg egy komponensre szorątkozni. Vilăgos, hogy a kivălasztott Ćlek egy F feszątŞfăt adnak. TegyĄk fel,

• 107/−7 . . . − 1 : <

MegjegyzĆs. Kruskal algoritmusa pĆlda čgynevezett mohć algoritmusra: minden lĆpĆsben a lehetsĆges lehetŞsĆgek kŤzĄl az adott lĆpĆsben lehetŞ legkedvezŞbbet vălasztjuk. A mohć algoritmusok nem mindig optimălisak, pĆldăul kŤnnyŰ pĆldăt adni olyan 4 csčcspontč teljes grăfra, amelyben a mohć algoritmus nem adja meg a minimălis sčlyč Hamilton-kŤrt, ahogy az a ăbrăn lăthatć.

MegjegyzĆs. A grăfelmĆlet tŤbb mint 100 Ćvig megoldatlan problĆmăja volt a nĆgysząnsejtĆs, mely szerint bărmely sąkba rajzolhatć egyszerŰ grăf csčcsaihoz hozzărendelhetĄnk nĆgy sząnt čgy, hogy a szomszĆdos csčcsokhoz rendelt sząnek kĄlŤnbŤzŞek. 1976-ban Appel Ćs Haken amerikai matematikusok bizonyątottăk be a sejtĆst. Ez volt az elsŞ nevezetes matematikai problĆma, amelynek bizonyątăsăhoz szămątćgĆpet is hasznăltak. > Mohć algoritmusok. Kruskal algoritmusa pĆlda čgynevezett mohć algoritmusra:

minden lĆpĆsben a lehetsĆges lehetŞsĆgek kŤzĄl az adott lĆpĆsben lehetŞ legkedvezŞbbet vălasztjuk. A mohć algoritmusok nem mindig optimălisak. MĆg a Hamilton-kŤr keresĆsĆnĆl is nehezebb problĆma az utazć ĄgynŤk problĆmăja: vĆges, ŤsszefĄggŞ, Ćlsčlyozott grăfban a minimălis Ťsszsčlyč Hamilton-kŤr megtalălăsăra (egyčttal azt is eldŤntve, van-e Hamilton-kŤr). Nem meglepŞ tehăt, hogy az a mohć algoritmus, amely a legkisebb sčlyč ĆlbŞl indulva, a kapott vonalat mindig valamelyik vĆgĆn egy minimălis sčlyč Ćllel hosszabbątja meg, măr egy 4 csčcspontč teljes grăfban sem feltĆtlenĄl talălja meg a minimălis sčlyč Hamilton-kŤrt, ahogy az a ăbrăn lăthatć.

• 108/12 : < niălva. Mindazokat a fogalmakat, amelyeket irănyątatlan grăfokra de˛niăltunk, hasznălni > niălva. Mindazokat a fogalmakat, amelyeket irănyątatlan grăfokra de˛niăltunk | ide- Ćrtve a cąmkĆzĆst, sčlyozăst, stb. is | hasznălni

• 108/−13 : < huzamos ĆlekrŞl beszĆlĄnk. > huzamos ĆlekrŞl beszĆlĄnk.

Ha G = (ψ, E, V ) egy irănyątott grăf, Ćs S ⊂ V , akkor jelŤlje E^+(S) azon Ćlek halmazăt, amelyek kezdŞpontja S-ben, vĆgpontja pedig V \ S-ben van, Ćs jelŤlje E^−(S) azon Ćlek halmazăt, amelyek vĆgpontja S-ben, kezdŞpontja pedig V \ S-ben van.

• 108/−5 : < hiszen minden čjabb Ćl mindhărom Ťsszeget eggyel nŤveli. > hiszen minden čjabb Ćl mindhărom Ťsszeget eggyel nŤveli.

PĆldăk. Egy ⃗C_n irănyątott ciklus csčcsai az n-edik egysĆggyŤkŤk, ahol irănyątott Ćl megy minden egysĆggyŤkbŞl a kŤvetkezŞbe (ciklikusan). A ⃗P_n irănyątott ŤsvĆny ⃗C_{n+1}-bŞl az 1-be vivŞ Ćl tŤrlĆsĆvel adćdik. Az ⃗S_n irănyątott csillagban az n-edik egysĆggyŤkŤkbŞl visz irănyątott Ćl a nullăba. A ⃗K_n grăfban minden csčcsbćl minden tŞle kĄlŤnbŤzŞ csčcsba visz irănyątott Ćl (ez nem K_n irănyątăsa, ha n > 1). Lăsd a ăbrăt.

• 108/−1 : < Ezt măr hasznăltuk is a relăcićknăl. > Ezt măr hasznăltuk is a relăcićknăl.

VĆges grăfok Ćllistăs ăbrăzolăsa. Legyen (ψ, E, V ) egy irănyątott grăf. A csčcsok beolvasăsakor minden csčcsnak adunk egy sorszămot, Ćs egy tăblăzatban (cĆlszerŰen egy hashtăblăban) eltăroljuk ezt a sorszămozăst. Minden csčcshoz felĆpątjĄk azon Ćlek listăjăt, amelyeknek ez a csčcs a kezdŞpontja: a ψ lekĆpezĆs olvasăsakor, ha az ( e, (v, v^′) ) părt olvassuk, akkor az (n, n^′) părt hozzăfŰzzĄk az n sorszămč csčcs listăjăhoz, ahol n a v, az n^′ pedig a v^′ csčcs sorszăma. EgyĆb jărulĆkos informăcićkat, pĆldăul a csčcsok illetve Ćlek nevĆt, cimkĆket, stb. is a csčcshoz illetve az Ćlhez fŰzhetĄnk. Sok grăfalgoritmus kĆnyelmesen megvalćsąthatć az Ćllistăs ăbrăzolăssal. PĆldăul a grăf megfordątăsăt čgy kaphatjuk, hogy az Ćllistăkat vĆgigolvasva, felĆpątjĄk a megfordątăs Ćllistăs ăbrăzolăsăt.

Irănyątatlan grăfok Ćllistăs ăbrăzolăsănăl minden Ćlt mindegyik vĆgpontjănak az Ćllistăjăba beąrunk. Ez annak felel meg, hogy minden nem hurokĆlt egy oda-vissza menŞ irănyątott Ćlpărnak tekintĄnk. Szămos, irănyątott grăfokra kidolgozott algoritmus ezzel az ăbrăzolăssal irănyątatlan grăfokra is mŰkŤdik.

• 109/−11 : < egymăstćl kĄlŤnbŤzik.

ErŞs ŤsszefĄggŞsĆg. Egy irănyątott grăfot erŞsen ŤsszefĄggŞnek nevezĄnk, ha bărmely (v, v^′) csčcspăr esetĆn vezet irănyątott sĆta v-bŞl v^′-be. Ez nyilvăn azzal ekvivalens, hogy bărmely (v, v^′) csčcspăr esetĆn vezet irănyątott čt v-bŞl v^′-be. Nyilvăn > egymăstćl kĄlŤnbŤzik.

Az, hogy v-bŞl vezet irănyątott sĆta v^′-be, nyilvăn azzal ekvivalens, hogy v-bŞl v^′-be vezet irănyątott čt. Ez a relăcić nyilvăn tranzitąv. Ha a megfelelŞ szigorč relăcić irre‚exąv is | ami azzal ekvivalens, hogy nincs irănyątott kŤr | akkor rĆszben rendezĆs. Az alăbbi algoritmus eldŤnti, hogy van-e irănyątott kŤr, Ćs ha nincs, akkor ezt a rĆszben rendezĆst kiterjeszti rendezĆssĆ.

Topologikus rendezĆs. Az alăbbi algoritmus egy vĆges grăfra eldŤnti, hogy van-e benne irănyątott kŤr, Ćs ha nincs, akkor megadja a csčcsok egy olyan sorrendjĆt, hogy csak akkor megy egy v csčcsbćl Ćl egy v^′ csčcsba, ha ebben a sorrendben v elŞbb van mint v^′.

(1) [Inicializălăs.] Beolvassuk a grăfot Ćs felĆpątjĄk az Ćllistăs ăbrăzolăsăt, egyčttal minden csčcshoz meghatărozva a befokăt is. A nulla befokč csčcsokat betesszĄk az eredmĆny sorba. Legyen n a csčcsok szăma, m az eredmĆny sorba tett csčcsok szăma Ćs i ← 1.

(2) [VĆge?] Ha i > n, a sorrend az eredmĆny sorban. EgyĆbkĆnt, ha i > m, akkor van irănyątott kŤr a maradĆk n − m-csčcsč grăfban.

(3) [ŘltŤrlĆsek.] Az eredmĆny sor i-edik elemĆbŞl kiindulć Ćleket egyenkĆnt tŤrŤljĄk, az Ćl vĆgpontjănak befokăt mindig eggyel csŤkkentve. Ha valamelyik csčcs befoka nulla lesz, akkor a sor vĆgĆre tesszĄk, eggyel nŤvelve m-et. vĆgĄl legyen i ← i + 1, Ćs menjĄnk (2)-re.

Bizonyątăs. Ha egy csčcs bekerĄl az eredmĆny sorba, akkor măr minden olyan Ćl, amelybŞl hozză .vezet Ćl, a sorban van. Ha nem minden csčcs kerĄl be az eredmĆny sorba, akkor a maradĆk grăf csčcsain nem lehet rĆszben rendezĆs az a relăcić, hogy vezet Ćl az egyikbŞl a măsikba, mert nincs legkisebb elem. Ŋgy a megfelelŞ szigorč relăcić nem irre‚exąv, tehăt van irănyątott kŤr. □

ErŞs ŤsszefĄggŞsĆg. Egy irănyątott grăfot erŞsen ŤsszefĄggŞnek nevezĄnk, ha bărmely (v, v^′) csčcspăr esetĆn vezet irănyątott čt v-bŞl v^′-be. Nyilvăn

• 110/1 : < Irănyątott făk. Egy irănyątott grăfot irănyątott fănak nevezĄnk, ha fa, Ćs van olyan csčcsa, amelybŞl minden csčcshoz vezet irănyątott čt. Ez a csčcs nyilvăn egyĆrtelmŰen meghatărozott, ez az irănyątott fa gyŤkere. (Vannak, akik irănyątott făn az ăltalunk de˛niălt irănyątott fa megfordątăsăt Ćrtik: ilyenkor a gyŤkĆrhez vezet minden csčcsbćl irănyątott čt.) Irănyątott făban a gyŤkĆrtŞl nyilvăn csak egy čt vezet minden csčcshoz. EbbŞl kŤvetkezik, hogy minden, a gyŤkĆrtŞl kĄlŤnbŤzŞ csčcs befoka egy. Azok a csčcsok, amelyekhez n hosszč čt vezet a gyŤkĆrtŞl, alkotjăk az n-edik szintet. > Irănyątott făk. Az irănyątott fa olyan irănyątott grăf, amely fa, Ćs van egy csčcsa, amelynek a befoka 0, az Ťsszes tŤbbi csčcs befoka 1. Azt a csčcsot, amelynek befoka 0, gyŤkĆrnek nevezzĄk. (Vannak, akik irănyątott făn az ăltalunk de˛niălt irănyątott fa megfordątăsăt Ćrtik: ilyenkor a gyŤkĆr kifoka 0, minden măs csčcs kifoka 1.) Az čt hossza szerinti indukcićval adćdik, hogy a gyŤkĆrbŞl bărmely adott csčcsba vezetŞ egyetlen čt egyben irănyątott čt is; ennek hossza az adott csčcs szintje.

• 110/1 : < amelyek kifoka nulla, levĆlnek nevezzĄk. > amelyek kifoka nulla, levĆlnek nevezzĄk.

Ha egy irănyątatlan făban kijelŤlĄnk egy csčcsot, akkor gyŤkeres fărćl beszĆlĄnk. GyŤkeres fănak egy Ćs csak egy irănyątăsa van, amellyel irănyątott fa lesz čgy, hogy a kijelŤlt csčcs a a gyŤkĆr: a kijelŤlt csčcsbćl egy măsik adott csčcsba vezetŞ egyetlen čt utolsć Ćle legyen az adott csčcshoz tartozć egyetlen bemenŞ Ćl. Ŋgy a gyŤkĆr kijelŤlĆse ekvivalens az irănyątăs megadăsăval.

Egy q-ad rendŰ fa egy olyan ĆlcąmkĆzett irănyątott fa, amelyben minden Ćl cąmkĆje egy q-năl kisebb termĆszetes szăm, Ćs minden csčcsra a kimenŞ Ćlek cąmkĆi kĄlŤnbŤznek. Legfontosabbak a binăris făk: itt 0 vagy 1 helyett bal illetve jobb kimenŞ ĆlrŞl, bal illetve jobb gyerekrŞl, stb. beszĆlĄnk. MegjegyezzĄk, hogy kĆt q-ad rendŰ făt akkor is kĄlŤnbŤzŞnek tekintĄnk, ha csak a cąmkĆzĆsben kĄlŤnbŤznek, pĆldăul, ha egy binăris făban csak egyetlen Ćl van, akkor sem mindegy, hogy az bal vagy jobb Ćl.

Az irănyątott făkat čgy szoktuk lerajzolni, hogy a gyŤkĆr van felĄl. Ez nem felel meg a szćhasznălatnak, de megfelel a gondolkodăsunknak: a gyŤkĆr alatt vannak a gyermekei, stb.

* Kupac. Legyen q ∈ N, q ≥ 2. Egy q-alapč q-alapč kupac rendezett halmazbćl vett rekordoknak egy R_0, R_1, . . . , R_{n−1} sorozata, amelyre teljesĄl a kupac tulajdonsăg: ha 0 ≤ i < j < n Ćs i = ⌊ (j − 1)/q ⌋ , akkor R_i ≤ R_j . A kupac čgy is felfoghatć, mint egy irănyątott fa, amelyben az R_i csčcsnak legfeljebb q gyermeke van: az R_j rekordok, ahol j = qi + 1, qi + 2, . . . , qi + q Ćs j < n; a kupac tulajdonsăg azt jelenti, hogy a szĄlŞ sohasem nagyobb, mint a gyermeke. Ŋgy a kupacban a R_0 gyŤkĆrnĆl nincs kisebb rekord. EzĆrt alkalmas a kupac čgynevezett elsŞbbsĆgi sorok kezelĆsĆre, amelyekben mindig a legkisebb elemre van szĄksĆgĄnk, mint soron kŤvetkezŞre.

Ha R_0, R_1, . . . , R_{n−2} măr kupac, Ćs čj rekordot akarunk a kupachoz adni, akkor azt a sorozat vĆgĆre tesszĄk, majd ha kisebb, mint a szĄlŞje, megcserĆljĄk vele, Ćs ezt folytatjuk, mąg a kupac tulajdonsăg helyreăll. NĆha elsŞbbsĆgi soroknăl egy rekord megvăltozik, Ćs kisebb lesz, mint volt: ekkor is a fent leąrt lĆpĆs ismĆtlĆsĆvel ălląthatjuk helyre a kupac tulajdonsăgot.

A legfontosabb kupac mŰvelet a ĂsĄllyesztĆs". Ezt alkalmazzuk pĆldăul, ha egy rekord megvăltozik, nagyobb lesz. TegyĄk fel, hogy az R_i rekord gyermekeihez tartozć rĆszfăkra teljesĄl a kupac tulajdonsăg, Ćs azt akarjuk elĆrni, hogy az R_i-hez tartozć rĆszfăra is teljesĄljŤn. Legyen R_j az R_i gyermekei kŤzĄl a legkisebb. Ha ez nem kisebb, mint R_i, akkor kĆszen vagyunk. Ha kisebb, akkor cserĆljĄk meg R_i-t Ćs R_j -t: az R_i Ăegy szinttel lesĄllyedt". Folytassuk a sĄllyesztĆst az čj R_j -vel.

A sĄllyesztĆs segątsĆgĆvel kŤnnyŰ az R_0 rekordot kicserĆlni egy čj rekordra: R_0 helyĆre tesszĄk az čj rekordot, majd sĄllyesztjĄk. Hasonlćan, ha az R_0, R_1, . . . , R_n kupacbćl el akarjuk venni R_0-at, akkor R_n-et a helyĆre tesszĄk, majd ĂsĄllyesztjĄk". Ha tetszŞleges măsik rekordot akarjuk elvenni, akkor čgy tekintjĄk, mintha lecsŤkkent volna minden măs rekordnăl kisebbre, ągy R_0 helyĆre kerĄl, Ćs el tudjuk venni. Egy R_0, R_1, . . . , R_{n−1} sorozatbćl čgy ĆpąthetĄnk kupacot, hogy az utolsćval kezdve a rekordokat sorra ĂsĄllyesztjĄk".

Leggyakrabban a q = 2 esetet hasznăljuk, ekkor binăris kupacrćl beszĆlĄnk. A q > 2 esetnek csak akkor van jelentŞsĆge, ha a rekordok gyakran csŤkkennek, mert ha q nagy, ez a mŰvelet olcsć. Binăris kupacnăl cĆlszerŰ a sorozatot 1-tŞl indexelni, mert i^′ = i + 1, j^′ = j +1 jelŤlĆssel a i = ⌊ (j −1)/q ⌋ ŤsszefĄggĆs megfelelŞje i^′ = i+1 = 1+ ⌊ (j −1)/q ⌋ =

⌊j^′/2⌋. Az alăbbi pĆlda a kupacĆpątĆst mutatja binăris kupacra, betŰkkel.

build fi inghea fi p buil fi dingh fi e fi ap bui fi lain fi g fi hedp bu fi iga fi i fi nlhedp b fi ui fi g fi ainlhedp

baig fi uinlh fi e fi dp fi b fi a fi igdinlheup a fi bi fi g fi dinlheup fi abigdinlheup

* KupacrendezĆs. A kupacstruktčra felhasznălhatć rendezett halmazbćl vett rekordok egy sorozatănak a rendezĆsĆre. ElŞszŤr ĆpątsĄnk kupacot. Ezutăn a legkisebb rekordot elvĆve, csŤkkentsĄk eggyel a kupacot, Ćs tegyĄk a legkisebb rekordot a felszabadulć helyre, a tŤbbi mŤgĆ. Ezt a lĆpĆs ismĆtelve mindaddig, amąg a kupac el nem fogy, a kapott rekordsorozat monoton csŤkkenŞ. Ha monoton nŤvekvŞ sorozatot akarunk, akkor megfordątjuk az egyenlŞtlensĆgeket.

A kupacrendezĆs felhasznălhatć kĄlsŞ tărban lĆvŞ rekordsorozat rendezĆsĆre is. Az elsŞ făzisban megtŤltjĄk a belsŞ tărat rekordokkal, kupacot ĆpątĄnk, majd kivisszĄk a legkisebb rekordot, Ćs beolvasunk egy čj rekordot. Ha az čj rekord nem kisebb, mint a kivitt rekord, akkor a kupacba kerĄl, ha kisebb, akkor a kupac eggyel csŤkken, Ćs az čj rekord a kupac mŤgĆ kerĄl. Amikor a kupac elfogyott, elkĆszĄlt egy Ămenet". A bent lĆvŞ rekordokbćl kupacot Ćpątve, čj menetet kezdĄnk, egĆszen addig, amąg a bemenet el nem fogy.

A măsodik făzis a menetek ĂŤsszefĆsĄlĆsĆvel" nŤveli azok mĆretĆt. JćnĆhăny menetet megnyitva, mindegyikbŞl beolvassuk az elsŞ rekordot Ćs kupacot ĆpątĄnk. A legkisebb rekord kivitele utăn ugyanabbćl a menetbŞl, amibŞl ez szărmazott, olvasunk a helyĆre egy măsikat, mindaddig, amąg minden megnyitott menet elfogy. A menetek szămăt | mindąg a rŤvidebb menetek ŤsszefĆsĄlĆsĆvel | egyre csŤkkentjĄk: ez a rendezett kimenet.

Gyakran a rekordok nagyok, mozgatăsuk idŞigĆnyes (vagy bonyolult, mert nem egyforma hosszčak). Ekkor a kupacot csak a kulcsaikbćl ĆpątjĄk, a kulcshoz hozzătĆve a rekord cąmĆt, de lehet csak a cąmekbŞl Ćpiteni a kupacot.

* B-fa. Rekordok rendezett halmazbćl vett kulcsainak măgneslemezen valć tărolăsăra szolgălć struktčra. Egy q-ad rendŰ B-fa egy adattăbla rekordjainak kulcsaibćl Ćpątett qadrendŰ irănyątott fa (q ≥ 3), amelyben a gyŤkĆr Ćs a levelek kivĆtelĆvel minden csčcsnak legalăbb q/2 gyermeke van, Ćs a levelek mind ugyanazon a szinten vannak. Ha egy csčcsnak k + 1 gyermeke van, akkor k kulcsot is tartalmaz, a kŤvetkezŞ elrendezĆsben:

P_0, K_1, P_1, K_2, . . . , P_{k−1}, K_k, P_k.

Itt K_1 < K_2 < . . . < K_k kulcsok, P_i pedig egy mutatć (pointer) azaz egy abszolčt vagy relatąv cąm, amely egy olyan rĆszfăra mutat, amelyben szereplŞ kulcsok szigorčan K_i Ćs K_{i+1} kŤzĆ esnek. A levelekben nincs informăcić, ągy azokra mindre a NULL mutatć fog mutatni. Ugyancsak NULL mutatć van a tovăbbi mutatćk helyĆn. CĆlszerŰen minden csčcs egy szektort foglal el a lemezen, ągy egyben olvashatć vagy ąrhatć. (A Ăkulcs" tartalmazhat egy tovăbbi mutatćt is, amely a hozză tartozć rekordra mutat.) Lăsd a ăbrăt.

A keresĆs nyilvănvalć. Ůj kulcs beszčrăsăhoz megkeressĄk a ĂhelyĆt" a legalsć szinten, Ćs oda szčrjuk be; problĆma csak akkor van, ha az adott szektorban ez lenne a q-adik kulcs. Ekkor a szektort ĂkettĆvăgjuk", a ĂkŤzĆpsŞ" kulcsot egy szinttel feljebb szčrjuk be, a maradĆkot pedig kĆt szektorba tesszĄk, a ĂkŤzĆpsŞ" kulcsnăl kisebb kulcsokat az egyikbe, a nagyobbakat a măsikba. A tŤrlĆs sem sokkal bonyolultabb.

* Oszd meg Ćs uralkodj. Az elŞzŞ kĆt pĆlda, a kupacrendezĆs Ćs a B-fa tipikus pĆlda az Ăoszd meg Ćs uralkodj" elv alkalmazăsăra: a feladatot kisebb rĆszekre bontjuk, majd mĆg kisebbekre, stb., amelyek čgy ĆpĄlnek egymăsra mint egy irănyątott fa szintjei.

Dijkstra mćdszere. A (ψ, E, V, w) vĆges sčlyozott irănyątott grăfra tegyĄk fel, hogy az Ćlsčlyok pozitąvak, s ∈ V Ćs T ⊂ V . Az alăbbi algoritmus a csčcshalmazon Ćrtelmez egy d : V → R fĄggvĆnyt, amely t ∈ T esetĆn az adott s csčcsbćl a t csčcsba vezetŞ irănyątott sĆtăk sčlyănak minimuma (+∞, ha nincs ilyen sĆta): (1) [Inicializălăs.] Legyen S = ∅, H = {s} Ćs d(s) = 0; minden măs v csčcsra legyen d(v) = +∞.

(2) [KĆsz?] Ha T ⊂ S, vagy H = ∅, akkor az algoritmus vĆget Ćrt. (3) [BŞvątĆs.] Legyen t ∈ H egy olyan csčcs, amelyre d(t) minimălis. TegyĄk ăt t-t S-be, Ćs minden e Ćlre, amely t-bŞl v ∈ V \ S-be vezet, ha d(t) + w(e) < d(v), akkor legyen d(v) = d(t) + w(e), Ćs ha v /∈ H, tegyĄk ăt v-t H-ba. MenjĄnk (2)-re.

Bizonyątăs. Indukcićval megmutatjuk, hogy minden t ∈ S-re d(t) az s csčcsbćl a t csčcsba vezetŞ irănyątott sĆtăk sčlyănak minimuma, ha pedig v ∈ H, akkor minden olyan s-bŞl v-be vezetŞ irănyątott sĆtănak, amelynek minden csčcsa S-ben van, kivĆve az utolsćt, a sčlya legalăbb d(v). Inicializălăs utăn ez nyilvănvalć. TegyĄk fel, hogy (3)-ban t-t vălasztottuk, Ćs tekintsĄnk egy tetszŞleges s-bŞl t-be vezetŞ irănyątott sĆtăt. Legyen ennek sčlya W . Legyen t^′ a sĆta elsŞ olyan csčcsa, amely nincs S-ben. A sĆta s-bŞl t^′-ig vivŞ rĆszĆnek W^′ sčlyăra W^′ ≤ W , Ćs az indukcićs feltevĆs szerint W^′ ≥ d(t^′), ągy W ≥ d(t). Miutăn (3)-ban a d(v) ĆrtĆkeket megvăltoztattuk, ha egy sĆta s-bŞl v-be visz, Ćs csak az utolsć csčcsa nincs S-ben, legyen t^′ az utolsć elŞtti csčcsa, e pedig az utolsć Ćle. Mivel t^′ ∈ S, az s-tŞl t^′-ig vezetŞ rĆszsĆta sčlya legalăbb d(t^′), ągy a teljes sĆta sčlya legalăbb d(t^′) + w(e), Ćs amikor t^′-t bevettĄk S-be, legfeljebb ennyire ăllątottuk d(v) ĆrtĆkĆt, azćta pedig csak csŤkkenhetett. □

MegjegyzĆs. Az elŞzŞ algoritmus kŤnnyen mćdosąthatć čgy, hogy egy, az s-bŞl t-be vezetŞ minimălis Ťsszsčlyč sĆtăt is megkapjunk: amikor d(v) ĆrtĆkĆt mćdosątjuk, jegyezzĄk fel a v csčcshoz az e Ćlt, felĄląrva az elŞzŞ feljegyzĆst, ha volt olyan. A feljegyzĆsek segątsĆgĆvel visszafelĆ kŤvethetĄnk egy minimălis Ťsszsčlyč sĆtăt. Ha minden ilyen sĆtăra szĄksĆgĄnk van, akkor minden csčcsnăl Ćleknek egy listăjăt kell nyilvăntartanunk: amąg v /∈ H, a lista Ąres, egyĆbkĆnt ha (3)-ban d(t) + w(e) ≤ d(v), akkor e-vel bŞvątjĄk a listăt, ha pedig d(t) + w(e) < d(v), akkor tŤrŤljĄk, Ćs beletesszĄk e-t. TermĆszetesen minden ilyen sĆta čt, mert az Ćlek sčlya pozitąv.

Dinamikus programozăs. NĆha olyan feladattal talălkozunk, amely szămos, egymăst ătfedŞ rĆszfeladatra vezet. Ilyenkor cĆlszerŰbb lehet az Ťsszes rĆszfeladatot megoldani. PĆldăul ha | az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel | csak az s-bŞl t-be vezetŞ minimălis Ťsszsčlyč sĆta sčlya Ćrdekel bennĄnket, akkor is cĆlszerŰbb | mint azt Dijkstra algoritmusăban tesszĄk | minden csčcsra elkezdeni megoldani a felladatot. Ezt a megoldăsi mćdszert nevezik dinamikus programozăsnak.

* Feladat [7]. Binăris kupac Ćs Ćllistăs ăbrăzolăs segątsĆgĆvel ąrjunk hatĆkony algoritmust Dijsktra mćdszerĆre.

* SzĆlessĆgi bejărăs. Dijkstra mćdszere arra is felhasznălhatć, hogy egy vĆges irănyątott grăfban keressĄnk egy irănyątott făkbćl ăllć erdŞt, amelyben minden făban a gyŤkĆrbŞl az eredeti grăfban az adott csčcsba vezetŞ legrŤvidebb irănyątott čt szerepel: Minden Ćl sčlyăt tekintsĄk 1-nek. Vălasztva egy tetszŞleges csčcsot, alkalmazzuk Dijkstra mćdszerĆt. Ha maradt mĆg csčcs, a maradĆk csčcsokra čjra alkalmazzuk a mćdszert, stb.

ŘszrevehetjĄk, hogy most a Dijkstra mćdszerĆnĆl szereplŞ H halmazban lĆvŞ csčcsok sčlya legfeljebb kĆtfĆle lehet, a csčcsok sčlya soha nem csŤkken, Ćs az čjonnan bekerĄlŞ csčcsok sčlya a nagyobbik sčly. Ez azt jelenti, hogy a H halmaz elemeit tarthatjuk egy sorban, amelynek a vĆgĆre tesszĄk az čj belĆpŞket, Ćs az elejĆrŞl lĆptetĄnk ăt az S halmazba.

Azt is ĆszrevehetjĄk, hogy ha irănyątatlan grăf Ćllistăs ăbrăzolăsăra alkalmazzuk a mćdszert, a feszątŞ erdŞ făi az eredeti grăf egy feszątŞ erdejĆt adjăk.

* MĆlysĆgi bejărăs. A szĆlessĆgi bejărăst mćdosątsuk čgy, hogy amikor kiveszĄnk egy csčcsot a H sorbćl, a szomszĆdait betesszĄk a sorba, de az čjonnan belĆpŞ csčcsokat nem a sor vĆgĆre tesszĄk, hanem az elejĆre (a măr bentlĆvŞket kihagyjuk). Itt a csčcsok nem sčlyt kapnak, hanem kĆt sorszămot. Az elsŞ a bejărăsi szăm, ez azt mondja meg, hogy az adott csčcs hanyadikkĆnt kerĄlt be a H halmazba, a măsodik a befejezĆsi szăm, ez azt mondja meg, hogy az adott csčcs hanyadikkĆnt kerĄlt ăt az S halmazba. Indulăskor minden csčcsnak mindkĆt szăma nulla. A bejărăsi Ćs befejezĆsi szămok egyrĆszt mutatjăk, hogy egy csčcs melyik halmazban van, măsrĆsz măs algoritmusok hasznăljăk Şket.

* PERT. Egy nagy feladat rĆszekre bontăsănak Ćs a rĆszfeladatok ĄtemezĆsĆnek mćdszere a PERT (Program Evaluation and Review Technique). A rĆszfeladatok egy irănyątott grăf Ćleinek felelnek meg, amelyek sčlya a rĆszfeladat elvĆgzĆsĆnek ideje. A csčcsok ăllapotoknak felelnek meg: a csčcsba befutć Ćleknek megfelelŞ rĆszmunkăknak be kell fejezŞdnie, mielŞtt a csčcsbćl kifutć Ćleknek megfelelŞ rĆszmunkăk megkezdŞdhetnek. Az egĆsz munka az s start ăllapotbćl indul, Ćs a t terminăl ăllapotban fejezŞdik be. A grăf nem tartalmazhat irănyątott kŤrt, s befoka Ćs t kifoka nulla, Ćs minden v csčcsba rajta van valamely s-bŞl t-be vezetŞ irănyątott čton. A minimălis befejezĆsi idŞtartamot a maximălis Ťsszsčlyč s-bŞl t-be vezetŞ irănyątott čt Ťsszsčlya adja. Ezt az utat (vagy az ilyen utakat) kritikus čtnak nevezzĄk, a kritikus utakon fekvŞ csčcsok illetve Ćlek pedig a kritikus csčcsok illetve kritikus Ćlek: ezek kĆslekedĆse az egĆsz munka befejezĆsĆnek kĆslekedĆsĆt jelenti. Băr a hasonlć feladatok ăltalăban nehezek, segąt az, hogy a grăf nem tartalmaz irănyątott kŤrt. Az egyes csčcsok elĆrĆsĆnek legkorăbbi idŞpontjai meghatărozhatćk, ha a csčcsokat megszămozzuk egy topologikus rendezĆsnek megfelelŞ sorrendben. Legyen d(s) = d(1) = 0 Ćs i = 2, 3, . . . , n-re legyen

d(i) = min { d(j) + w(e) : e ∈ E^+(i), ψ(e) = (j, i) } . Ugyančgy, mint Dijkstra mćdszerĆnĆl, nyomonkŤvethetjĄk a kritikus utakat is.

* FolyamproblĆma. Egy G = (ψ, E, V ) vĆges irănyątott grăfot kĆt kijelŤlt pontjăval, az s startal Ćs a t cĆllal (terminăl), s ≠ t, valamint egy c : E → R^+ Ćlsčlyozăssal hălćzatnak nevezĄnk. A c fĄggvĆny jelentĆse az egyes Ćlek szăllątăsi kapacităsa (idŞegysĆg alatt).

TetszŞleges S ⊂ V esetĆn jelŤlje E(S) azokat az Ćleket, amelyek S Ćs V \ S kŤzŤtt futnak. Ezek kŤzĄl jelŤlje E^+(S) azon Ćlek halmazăt, amelyek kezdŞpontja S-ben van, E^−(S) pedig azon Ćlek halmazăt, amelyeknek a vĆgpontja van S-ben.

Egy hălćzatot egy čjabb f : E → R Ćlsčlyozăssal folyamnak nevezĄnk, ha minden s ≠ v ≠ t pont esetĆn teljesĄl az ∑ e∈E^+(v) f(e) = ∑ e∈E^−(v) f(e) megmaradăsi feltĆtel

Ćs tetszŞleges e Ćl esetĆn teljesĄl a 0 ≤ f(e) ≤ c(e) kapacităsfeltĆtel. Az f fĄggvĆny jelentĆse az egyes Ćleken (idŞegysĆg alatt) szăllątott mennyisĆg. A folyam ĆrtĆke ‖f‖ = ∑ e∈E^−(t) f(e) − ∑ e∈E^+(t) f(e), a t-be (idŞegysĆg alatt) beĆrkezŞ mennyisĆg. TetszŞleges

hălćzat esetĆn az azonosan nulla f egy folyam. CĆlunk maximălis ĆrtĆkŰ folyam keresĆse. Ha egy folyamban egy Ćlre f(e) = c(e), akkor az Ćlt telątett Ćlnek nevezzĄk. ha egy folyamban minden s-bŞl t-be vezetŞ čton van telątett Ćl, akkor azt mondjuk, hogy a folyam blokkolć folyam. Az alăbbi ăbra pĆldăt ad blokkolć folyamra, amely nem maximălis folyam.

Ha (G, s, t, c, f) egy folyam, ahol G = (ψ, E, V ), de˛niăljuk a folyamhoz tartozć javątć hălćzatot: a csčcsok halmaza ugyancsak V , Ćs minden e ∈ E-hez az čj G_f grăfban kĆt Ćl tartozhat: ha f(e) < c(e), akkor a G_f -ben szerepel egy e^+ Ćl, amelyek kezdŞpontja Ćs vĆgpontja ugyanaz, mint e-nek, de kapacităsa c_f (e^+) = c(e) − f(e), ha pedig f(e) > 0, akkor szerepel egy e^− Ćl, amelynek kezdŞpontja e vĆgpontja, vĆgpontja e kezdŞpontja, Ćs c_f (e^−) = f(e). VegyĄk Ćszre, hogy ha a javątć hălćzaton van egy pozitąv ĆrtĆkŰ g : E_f → R folyam, akkor h(e) = f(e) + g(e^+) − g(e^−) egy olyan folyam a (G, s, t, c) hălćzaton, amelynek ĆrtĆke ‖h‖ = ‖f‖ + ‖g‖ > ‖f‖. Javątć folyamot măr akkor tudunk konstruălni, ha talălunk egy javątć utat, ami egyszerŰen egy irănyątott čt G_f -ben s-bŞl t-be: legyen az irănyątott čt minden e^∗ ĆlĆre g(e^∗) = c, ahol c a c(e^∗) ĆrtĆkek minimuma az čtban szereplŞ e^∗ Ćlekre, minden măs e^∗ ∈ E_f -re pedig legyen g(e^∗) = 0.

A kŤvetkezŞ lemma mutatja, hogy a folyam ĆrtĆke E(S) alakč elvăgć Ćlhalmazok segątsĆgĆvel szămolhatć, Ćs ezek segątsĆgĆvel a folyam ĆrtĆkĆre kŤnnyen kiszămolhatć felsŞ becslĆst kaphatunk. A kŤvetkezŞ tĆtel pedig azt muatja, hogy ez a felsŞ becslĆs Ćles.

* Lemma. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, minden S ⊂ V halmazra, amelyre s ∈ S Ćs t /∈ S, teljesĄl, hogy ‖f‖ = ∑ e∈E^+(S) f(e) − ∑ e∈E^−(S) f(e), Ćs ągy ‖f‖ ≤ c ( E^+(S) ) . Bizonyątăs. Az egyenlŞsĆg a de˛nącićbćl kŤvetkezik, ha S = V \ {t}, Ćs ha teljesĄl S-re, akkor bărmely v ∈ S, v ≠ s esetĆn S \ {v}-re is, mert v eltăvolątăsakor az Ťsszeg ∑ e∈E^+(v) f(e)-vel csŤkken, Ćs ∑ e∈E^− (v) f(e)-vel nŞ, de a megmaradăsi feltĆtel szerint a

kĆt mennyisĆg ugyanaz. Az egyenlŞsĆgbŞl a felsŞ becslĆs nyilvănvalć:

‖f‖ = ∑ e∈E^+(S)

f(e) − ∑ e∈E^− (S)

f(e) ≤ ∑ e∈E^+(S)

f(e) ≤ c ( E^+(S) ) .

* Ford{Fulkerson-tĆtel. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel az alăbbiak ekvivalensek: (1) f maximălis ĆrtĆkŰ folyam; (2) f-hez nem lĆtezik javątć čt;

(3) lĆtezik olyan S ⊂ V , amelyre s ∈ S, t /∈ S, Ćs c ( E^+(S) ) = ‖f‖.

Bizonyątăs. Az nyilvănvalć, hogy (1)-bŞl kŤvetkezik (2). Ha (2) teljesĄl, akkor legyen S azon pontok halmaza, amelyekek irănyątott Ąton elĆrhetŞk G_f -ben. Nyilvăn s ∈ S, Ćs mivel nincs javątć čt, t /∈ S. Minden e ∈ E^+(S)-re f(e) = c(e) Ćs minden e ∈ E^−(S)-re f(e) = 0, hiszen egyĆbkĆnt V \ S egy pontja is elĆrhetŞ lenne G_f -ben irănyątott čton. Ekkor viszont az elŞzŞ lemmăbćl ‖f‖ ≤ c ( E^+(S) ) . VĆgĄl az elŞzŞ lemma szerint bărmely folyam ĆrtĆke legfeljebb c ( E^+(S) ) lehet, ągy ha (3) teljesĄl, akkor ‖f‖ maximălis.

* Edmonds{Karp-heurisztika. Az elŞzŞ tĆtel alapjăn mĆg nem vilăgos, hogyan Ćrdemes a javątć utakat vălasztnai, sŞt, mĆg azt sem lăttuk be, hogy lĆtezik maximălis folyam. Az is elŞfordulhat, hogy Ăgondatlanul" vălasztva a javątć utakat, a nŤvekvŞ folyamĆrtĆk konvergăl egy ĆrtĆkhez, de ez kisebb, mint a maximălis folyam ĆrtĆke. Megmutathatć, hogy ha mindig a legkevesebb ĆlbŞl ăllć javątć utak kŤzĄl vălasztunk, akkor a javątć utak Ćlszămai monoton nŤvekedŞ sorozatot alkotnak, Ćs egy Ćlszăm legfeljebb ♮(E)-szer fordulhat elŞ. Mivel a javątć čt Ćlszăma maximum ♮(V ) − 1 lehet, az eljărăs vĆges sok lĆpĆsben vĆget Ćr. Ez az Edmonds{Karp-heurisztika.

* Dinicćdszere. Az elŞzŞ pontban leąrtnăl is jobb taktika egy lĆpĆsben nem csak javątć utat, hanem blokkolć folyamot keresni a javątć hălćzatban, pontosabban egy rĆszĆben. NevezzĄk egy v csčcs szintjĆnek a javątć hălćzatban az s-bŞl a v csčcsba vezetŞ legrŤvidebb čt Ćlszămăt. A szintek az s-bŞl kiindulć mĆlysĆgi keresĆssel kŤnnyen meghatărozhatćk. Ha t-be nem vezet a javątć hălćzatban irănyątott čt, akkor kĆszen vagyunk, nincs javątć čt. EgyĆbkĆnt legyen t szintja k. Dobjunk ki a javątć hălćzatbćl minden olyan Ćlt, amely nem ĂelŞre megy", azaz amely nem egy magasabb (nyilvăn csak eggyel magasabb) szinten lĆvŞ csčcsba visz. A megmaradć H hălćzat nem tartalmaz irănyątott kŤrt. Ha ebben a hălćzatban sikerĄl egy g blokkolć folyamot talălni, akkor azt hozzăadva f-hez, az f + g-hez tartozć javątć hălćzatban k-năl magasabb szinten lesz a t, mert minden s-bŞl t-be vezetŞ k hosszčsăgč čton legalăbb egy Ćl kritikussă vălik, ągy tŤrlŞdik a javątć hălćzatbćl; keletkeznek ugyan čj Ćlek, de ezek mind visszafelĆ, alacsonyabb szinten lĆvŞ csčcsokba visznek. Mivel t legfeljebb az ♮(V ) − 1-edik szinten lehet, vĆges sok lĆpĆsben vĆget Ćr az eljărăs, egyčttal azt is bizonyątva, hogy van maximălis folyam.

A H hălćzatban az azonosan nulla g folyambćl kiindulva a kŤvetkezŞ hărom lĆpĆs felhasznălăsăval keresĄnk blokkolć folyamot:

(1) ĂNyomulăs": egy s-bŞl t-be vezetŞ irănyątott utat ĆpątĄnk. Az čt utolsć pontjăbćl kimenŞ valamelyik Ćlen tovăbb haladunk egy mĆg be nem jărt pontba, addąg, amąg t-be nem ĆrĄnk, vagy el nem akadunk. Ha măr el sem tudunk indulni s-bŞl, akkor kĆszen vagyunk.

(2) ĂNŤvelĆs": ha t-be ĆrtĄnk, akkor talăltunk egy nŤvelŞ utat. A g folyamot az čt mentĆn megnŤveljĄk a nŤvelŞ čt legkisebb kapacităsč ĆlĆnek kapacităsăval, az čt mentĆn a kapacităsokat ennyivel csŤkkentjĄk, Ćs a kritikussă vălt Ćleket tŤrŤljĄk, majd a Ănyomulăssal" folytatjuk.

(3) ĂTakarątăs": erre akkor kerĄl sor, ha a Ănyomulăs" egy v csčcsnăl elakadt. Ekkor tŤrŤljĄk a v-be menŞ Ćleket, eggyel visszalĆpĄnk, Ćs onnan prćbălkozunk a ..nyomulăssal".

Az algoritmus vĆget Ćr, mert minden ĂnŤvelĆs" illetve Ătakarątăs" elfogyaszt egy Ćlt, ągy ezek szăma O’sszesen legfeljebb ♮(E) lehet. Ugyanennyi lehet a ,nyomulăsok" szăma is, mert mindegyik utăn ĂnŤvelĆs" vagy Ătakarątăs" kŤvetkezik. Nyilvănvalć, hogy az algoritmus egy blokkolć folyamot talăl H-ban.

• 112/3 : < ∘* MegjegyzĆs. Az elŞzŞ Ăbizonyątăs" kihagyott rĆszeinek pontos igazolăsa > ∘* MegjegyzĆs. Euler tĆtelĆbŞl levezethetŞ, hogy az Ťt szŤgpontč teljes grăf nem sąkba rajzolhatć: 7 tartomănyt 10 Ćl hatărolna, ągy mivel minden Ćl kĆt tartomăny kŤzŤs hatăra, tartomănyonkĆnt 20/7 < 3 Ćl jutna, ami egyszerŰ grăfban lehetetlen. Hasonlćan adćdik, hogy a Ăhărom hăz, hărom kčt" grăf sem sąkba rajzolhatć: 5 tartomănyt 9 Ćl hatărolna, de a grăf păros, ągy a tartomănyoknak legalăbb 4 oldala van.

Az elŞzŞ Ăbizonyątăsok" Ćs az elŞzŞ tĆtel Ăbizonyątăsa" kihagyott rĆszeinek pontos igazolăsa

• 112/14 : < * Grăfok topologikus ekvivalenciăja. A G Ćs G^′ vĆges grăfokat topologi- > Kromatikus szăm. A grăfelmĆlet tŤbb mint 100 Ćvig megoldatlan problĆmăja volt a nĆgysząnsejtĆs, mely szerint bărmely sąkba rajzolhatć egyszerŰ grăf csčcsaihoz hozzărendelhetĄnk nĆgy sząnt čgy, hogy a szomszĆdos csčcsokhoz rendelt sząnek kĄlŤnbŤzŞek. 1976-ban Appel Ćs Haken amerikai matematikusok bizonyątottăk be a sejtĆst. Ez volt az elsŞ nevezetes matematikai sejtĆs, amelynek bizonyątăsăhoz szămątćgĆpet is hasznăltak. Ŕltalănosan, egy grăf egy csčcssząnezĆsĆt jćlsząnezĆsnek nevezzĄk, ha a szomszĆdos csčcsok sząne kĄlŤnbŤzŞ. A grăf kromatikus szăma a legkisebb olyan n termĆszetes szăm, amelyre a grăf jćlsząnezhetŞ n sząnnel; ha nincs ilyen, akkor ∞. Măr annak eldŤntĆse is nehĆz problĆma, hogy egy grăf kromatikus szăma hărom, vagy nem.

* Grăfok topologikus izomor˛zmusa. A G Ćs G^′ vĆges grăfokat topologi-

• 114/2 . . . 8 : < Eddigi tanulmănyaink sorăn măr szămos olyan fogalommal talălkoztunk, amely az algebra kŤrĆbe tartozik. Gondolhatunk pĆldăul a termĆszetes, illetve egĆsz szămok halmazăra, amelyeken a szorzăs Ćs az Ťsszeadăs tulajdonsăgait vizsgăltuk. A szămoknăl megismert fogalmak jelentŞs rĆsze ĆrtelmezhetŞ olyan halmazokon is, amelyek elemei nem szămok. Ennek a fejezetnek a fŞ feladata az, hogy az eddigiekben măr Ćrtelmezett, a mŰveletekkel kapcsolatos fogalmakat minĆl ăltalănosabb kŤrre terjesszĄk ki, elŞsegątve azok algebrai mćdszerekkel tŤrtĆnŞ vizsgălatăt. > Az eddigiekben măr szămos algebrai fogalommal talălkozhattunk: fĆlcsoport, csoport, gyŰrŰ, test, stb. Eddig elsŞsorban mint egy vagy kĆt mŰvelet tulajdonsăgait rŤviden leąrć elnevezĆst hasznăltuk ezeket. Meg˛gyelhetjĄk, hogy N, Z, Q, R, C illetve H elemeit elsŞsorban Ăkoordinătăzăsra" hasznăljuk: mąg a termĆszetes szămokkal egy megszămlălhatć halmaz elemeit, a komplex szămokkal măr a sąk pontjait vagy a villamossăgtanban impedanciăkat, a kvaternićkkal pedig a tĆridŞ pontjait vagy robotkarok hăromdimenzićs forgatăsait | az azokon vĆgzett mŰveletekkel egyĄtt | koordinătăzhatjuk. Măs tărgyakban is tanulunk hasonlć Ăkoordinătăzć" matematikai fogalmakat, pĆldăul lineăris algebrăban a lineăris egyenletrendszerek Ćs lekĆpezĆsek jellemzĆsĆre alkalmas mătrixokat, analązisben fĄggvĆnyeket, de măr kŤzĆpiskolăban is gŤrbĆket algebrai egyenletek segątsĆgĆvel jellemeztĄnk.

Az algebra cĆlja ilyen Ăkoordinătăzć" matematikai strčktčrăk | egy vagy tŤbb mŰvelettel ellătott halmazok | ăltalănos vizsgălata. Ezek egy mŰvelet esetĆn rendszerint csoportok, vagy legalăbbis fĆlcsoportok, kĆt mŰvelet esetĆn pedig gyŰrŰk. Fontos szerepet jătszanak a mŰvelettartć lekĆpezĆsek, elsŞsorban a reprezentăcićk: ezek ĆrtĆkkĆszlete valamely fĄggvĆnyhalmaz, pĆldăul permutăcićk vagy lineăris lekĆpezĆsek. A vizsgălt struktčra kĆpe mŰvelettartć lekĆpezĆsnĆl čgy tekinthetŞ, mint az eredeti struktčra egy kŤzelątĆse, Ćs csoportoknăl megfelel egy faktorcsoportnak, gyŰrŰknĆl pedig egy faktorgyŰrŰnek; ezek a maradĆkosztălyok ăltalănosątăsai. ĂElĆg sok" ilyen kŤzelątĆst ismerve, az eredeti struktčrăt megismerhetjĄk vagy dolgozhatunk benne. Ez a gondolat szămos algoritmus alapja is. A tărgyalăs elvezet bennĄnket a vĆges testek megismerĆsĆhez, amelyek polinomokkal koordinătăzhatćk, Ćs fontos alkalmazăsaik vannak a rejtjelzĆsben Ćs a kćdolăselmĆletben.

• 115/−5 . . . − 2 :

< ∘ PĆldăk. (1) Ha a > 1, akkor az x → a^x lekĆpezĆs (R, +)-nak a pozitąv valćs szămok szorzăssal tekintett csoportjăra izomor˛zmus.

(2) (R, +) Ćs ( R \ {0}, · ) nem izomorfak, mert a măsodikban kĆt olyan elem is van, amelynek a nĆgyzete az egysĆgelem. > ∘ PĆlda. Ha a > 1, akkor az x → a^x lekĆpezĆs (R, +)-nak a pozitąv valćs szămok szorzăssal tekintett csoportjăra izomor˛zmus.

• 116/−18 : < A kŤvetkezŞ ăllątăsbćl lăthatjuk, hogy a csoport fogalmănak nĆgy kĄlŤnbŤzŞ de˛ną- > Reprezentăcićk. Fontos pĆldănk egysĆgelemes fĆlcsoportra egy tetszŞleges X halmaz Ťnmagăba valć lekĆpezĆseinek halmaza a fĄggvĆnyŤsszetĆtellel, mint mŰvelettel. Ha egy fĆlcsoportnak egy ilyen lekĆpezĆs-fĆlcsoportba valć homomor˛zmusăt tekintjĄk, akkor a fĆlcsoport reprezentăcićjărćl, magyarul ăbrăzolăsărćl beszĆlĄnk. Ha a reprezentăcić izomor˛zmus, akkor hŰ reprezentăcićrćl beszĆlĄnk. (Ha X vĆges halmaz, akkor elemeit megfeleltetve egy lineăris tĆr băzisănak, X Ťnmagăba valć lekĆpezĆseinek egy lineăris tĆr transzformăcići felelnek meg, ągy vĆges halmaz feletti reprezentăcićbćl kŤnnyen kaphatunk lineăris lekĆpezĆsekkel valć reprezentăcićt.)

Bărmely G egysĆgelemes fĆlcsoportnak kŤnnyen megadhatjuk egy hŰ reprezentăcićjăt: legyen X = G, Ćs ha g ∈ G, legyen φ(g)(x) = gx minden x ∈ X-r, azaz φ(g)a g-vel valć balszorzăs. A g → φ(g) lekĆpezĆs homomor˛zmus, mert

φ(gh)(x) = ghx = φ(g)(hx) = ( φ(g) ∘ φ(h) ) (x), ha x ∈ X.

ha g ≠ h, akkor φ(g) ≠ φ(h), mert ha e az egysĆgelem, akkor

φ(g)(e) = ge = g ≠ h = he = φ(h)(e),

ągy a reprezentăcić hŰ. Ezt a reprezentăcićt G regulăris reprezentăcićjănak nevezzĄk.

∘ PĆlda. (R, +) Ćs ( R \ {0}, · ) nem izomorfak, mert a măsodikban kĆt olyan elem is van, amelynek a nĆgyzete az egysĆgelem.

A kŤvetkezŞ ăllątăsbćl lăthatjuk, hogy a csoport fogalmănak tŤbb kĄlŤnbŤzŞ de˛ną-

• 116/−16 . . . − 1 : < TĆtel. Ha G egy fĆlcsoport, akkor az alăbbi feltĆtelek ekvivalensek:

(1) lĆtezik G-ben egy e jobb oldali egysĆgelem, Ćs minden a ∈ G elemhez lĆtezik olyan a^∗ elem, amelyre aa^∗ = e;

(2) G csoport;

(3) G ≠ ∅ Ćs minden a, b ∈ G esetĆn egy Ćs csak egy olyan x ∈ G, illetve y ∈ G lĆtezik, amelyre ax = b, illetve ya = b;

(4) G ≠ ∅ Ćs minden a, b ∈ G esetĆn lĆtezik olyan x ∈ G, illetve y ∈ G, amelyre ax = b, illetve ya = b (a mŰvelet invertălhatć).

Bizonyątăs. Megmutatjuk, hogy (1)-bŞl kŤvetkezik (2). Legyen a tetszŞleges eleme G-nek, a^∗ pedig olyan, amelyre aa^∗ = e, Ćs legyen b olyan, amelyre a^∗b = e. Ekkor egyrĆszt a^∗aa^∗b = a^∗a(a^∗b) = a^∗ae = a^∗a,

măsrĆszt a^∗aa^∗b = a^∗(aa^∗)b = a^∗eb = a^∗b = e.

Ezzel belăttuk, hogy a^∗a = aa^∗ = e. Mivel egyrĆszt aa^∗a = a(a^∗a) = ae = a, măsrĆszt aa^∗a = (aa^∗)a = ea, azt kapjuk, hogy ea = a, azaz e egysĆgelem is, Ćs ągy a^∗ az a inverze. > TĆtel. Ha G egy fĆlcsoport, akkor az alăbbi feltĆtelek ekvivalensek:

(1) G csoport;

(2) G ≠ ∅ Ćs minden a, b ∈ G esetĆn egy Ćs csak egy olyan x ∈ G, illetve y ∈ G lĆtezik, amelyre ax = b, illetve ya = b (elvĆgezhetŞ az osztăs);

(3) G ≠ ∅ Ćs minden a, b ∈ G esetĆn lĆtezik olyan x ∈ G, illetve y ∈ G, amelyre ax = b, illetve ya = b (a mŰvelet invertălhatć).

Bizonyątăs. (1)-bŞl kŤnnyen kŤvetkezik (2), mert az elsŞ egyenletben balrćl, a măsodikban jobbrćl szorozva a^{−1}-el x = a^{−1}b, illetve y = ba^{−1} kŤvetkezik, Ćs ezek megoldăsok is. Nyilvăn (2)-bŞl kŤvetkezik (3).

• 117/1 . . . 9 : < (2)-bŞl kŤnnyen kŤvetkezik (3), mert az elsŞ egyenletben balrćl, a măsodikban jobbrćl szorozva a^{−1}-el x = a^{−1}b, illetve y = ba^{−1} kŤvetkezik, Ćs ezek megoldăsok is. Nyilvăn (3)-bćl kŤvetkezik (4).

Belătjuk, hogy (4)-bŞl kŤvetkezik (1). Legyen a ∈ G rŤgzątett. Az ax = a egyenlet megoldhatć, megoldăsăt jelŤlje e. Legyen b ∈ G, Ćs y olyan eleme G-nek, amelyre ya = b. Ekkor be = (ya)e = y(ae) = ya = b,

ągy e jobb oldali egysĆgelem. Nyilvăn minden b ∈ G-hez lĆtezik olyan b^∗, amelyre bb^∗ = e, mert a bx = e egyenlet megoldhatć. □ > Belătjuk, hogy (3)-bćl kŤvetkezik (1). Legyen a ∈ G rŤgzątett. Az ax = a egyenlet megoldhatć, megoldăsăt jelŤlje e. Legyen b ∈ G, Ćs y olyan eleme G-nek, amelyre ya = b. Ekkor be = (ya)e = y(ae) = ya = b,

ągy e jobb oldali egysĆgelem. Hasonlćan kŤvetkezik bal oldali egysĆgelem lĆtezĆse is, ągy van egysĆgelem. Nyilvăn minden b ∈ G-hez lĆtezik olyan b^∗, amelyre bb^∗ = e, mert a bx = e egyenlet megoldhatć. Hasonlćan, van balinverz is. □

• 117/15 : < Bizonyątăs. A (3)-beli egyĆrtelmŰsĆgbŞl kŤvetkezik. □ > Bizonyątăs. A (2)-beli egyĆrtelmŰsĆgbŞl kŤvetkezik. □

• 117/−12 : < tăblăzattal megadott mŰvelet invertălhatć, mĆgsem kapunk csoportot, mert a mŰvelet > tăblăzattal megadott mŰveletre elvĆgezhetŞ az osztăs, mĆgsem kapunk csoportot, mert a mŰvelet

• 117/−18 . . . − 14 : < RĆszcsoport. Egy G csoport egy H rĆszhalmazăt rĆszcsoportnak nevezzĄk, ha maga is csoport a G-beli mŰveletet csak H elemei kŤzŤtt tekintve. (Szokăs ennek kifejezĆsĆre a H ≤ G jelŤlĆst hasznălni.) Nyilvăn az egĆsz G Ćs a csak az egysĆgelemet tartalmazć egyelemŰ rĆszhalmaz rĆszcsoportok, ezek a triviălis rĆszcsoportok. A G-tŞl kĄlŤnbŤzŞ rĆszcsoportokat valćdi rĆszcsoportnak nevezzĄk. > RĆszfĆlcsoport, rĆszcsoport. Egy G grupoid egy H rĆszhalmazăt rĆszgrupoidnak nevezzĄk, ha maga is grupoid a G-beli mŰveletet csak H elemei kŤzŤtt tekintve. Ha H a G-beli mŰveletet csak H elemei kŤzŤtt tekintve fĆlcsoport, csoport, stb., akkor rĆszfĆlcsoportnak, rĆszcsoportnak, stb. nevezzĄk. Szămunkra legfontosabb az az eset lesz, amikor H rĆcscsoportja a G csoportnak. (Szokăs ennek kifejezĆsĆre a H ≤ G jelŤlĆst hasznălni.) Nyilvăn ha G csoport, akkor az egĆsz G Ćs a csak az egysĆgelemet tartalmazć egyelemŰ rĆszhalmaz rĆszcsoportok, ezek a triviălis rĆszcsoportok. A G-tŞl kĄlŤnbŤzŞ rĆszcsoportokat valćdi rĆszcsoportnak nevezzĄk.

• 119/−14 : < torănak. > torănak.

∘* PĆlda: lineăris transzformăcićk csoportjai. Egy F testre F^n invertălhatć lineăris transzformăcićinak csoportjăt GL(F^n) fogja jelŤlni, ez az ăltalănos lineăris csoport. A lineăris algebrăban bizonyątjăk, hogy ennek elemeit az jellemzi, hogy determinănsuk nem nulla, Ćs hogy GL(F^n) izomorf az F -beli elemŰ n × n-es nem nulla determinănsč mătrixok multiplikatąv csoportjăval. Az 1 determinănsč lineăris transzformăcićk GL(F^n) egy rĆszcsoportjăt alkotjăk, ez az SL(F^n) speciălis lineăris csoport.

Az F = C esetben tekinthetjĄk GL(C^n) azon lineăris transzformăcićinak rĆszcsoportjăt, amelyek megtartjăk C^n elemeinek szokăsos hosszăt, ez az U(n) unitĆr csoport.

Elemeinek determinănsa 1 abszolčt ĆrtĆkŰ. Mătrixukat ortonormălt băzisban az jellemzi, hogy az inverze megegyezik a konjugălt transzponăltjăval. Az unitĆr csoportok fontos szerepet jătszanak a ˛zikăban. Az U(1) csoport lĆnyegĆben C egysĆgnyi abszolčt ĆrtĆkŰ elemeinek multiplikatąv csoportja. Tovăbbi rĆszcsoport SU(n) = U(n) ∩ SL(C^n), a speciălis unitĆr csoport.

Hasonlćan, az F = R esetben tekinthetjĄk GL(R^n) azon lineăris transzformăcićinak rĆszcsoportjăt, amelyek megtartjăk R^n elemeinek szokăsos hosszăt, ez az O(n) ortogonălis csoport. Elemeinek determinănsa 1 abszolčt ĆrtĆkŰ. Mătrixukat ortonormălt băzisban az jellemzi, hogy az inverze megegyezik a transzponăltjăval. Tovăbbi rĆszcsoport SO(n) = O(n) ∩ SL(R^n), a speciălis ortogonălis csoport. Elemei R^n origć kŤrĄli forgatăsainak felelnek meg: annak, hogy a determinăns 1, az a szerepe, hogy a transzformăcić nem văltoztatja meg a băzisok irănyątăsăt.

Az egysĆgnyi abszolčt ĆrtĆkŰ kvaternićk a nem nulla kvaternićk multiplikatąv csoportjănak egy rĆszcsoportjăt alkotjăk. Ugyanez a helyzet, ha a kvaternićszorzăs helyett a (q, q^′) → q^′q Ăfordątott szorzăst" tekintjĄk. Egy egysĆgnyi abszolčt ĆrtĆkŰ q kvaternićra tekintsĄk a φ_q : p → pq lekĆpezĆsĆt H = C^2-nek Ťnmagăba. Ha q = (z, w) ∈ C^2, akkor (az 1, j băzisban) φ mătrixa ( z −w w z ) , ami kŤnnyen lăthatćan 1 determinănsč, Ćs inverze megegyezik a konjugălt transzponăltjăval, ągy φ_q egy unitĆr transzformăcić. Az SU(2) csoport minden eleme elŞăll ągy: ha mătrixa (az 1, j băzisban) ( z u w v ) , akkor az inverze | felhasznălva, hogy determinănsa 1 | ( v −u −w z ) , amit Ťsszehasonlątva a konjugălt transzponăltjăval, azt kapjuk, hogy u = −w Ćs v = z, valamint | mivel a determinăns 1 |, |z|^2 + |w|^2 = 1. A q → φ_q lekĆpezĆs izomor˛zmus a fordątott szorzăssal tekintett egysĆgnyi abszolčt ĆrtĆkŰ kvaternićk Ćs SU(2) kŤzŤtt.

TekintsĄk most egy egysĆgnyi abszolčt ĆrtĆkŰ q kvaternićra a hăromdimenzićs vektorokon Ćrtelmezett ψ_q(v) = qvq^−1 forgatăst: lăsd a 3.4.34. pontot. Ez homomor˛zmusa a fordątott szorzăssal tekintett egysĆgnyi abszolčt ĆrtĆkŰ kvaternićk csoportjănak SO(3)- ra, amely a q Ćs −q kvaternićkat (de csak ezeket) ugyanabba a forgatăsba viszi. Źsszerakva az elŞbbi izomor˛zmus inverzĆvel, egy φ_q → ψ_q homomor˛zmust kapunk, amely az SU(2)-beli φ_q Ćs φ_{−q} = −φ_q lekĆpezĆseket (de csak ezeket) ugyanabba a forgatăsba viszi.

Az F = R esetben, ha p + q = n, tekinthetjĄk GL(R^n) azon lineăris transzformăcićinak O(p, q) rĆszcsoportjăt, amelyek megtartjăk az

(x_1, x_2, . . . , x_n) → x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_p − x^2_{p+1} − x^2_{p+2} − · · · x^2_{p+q} kvadratikus forma ĆrtĆkĆt; ez a csoport az O(n) ortogonălis csoport ăltalănosątăsa: a p = n, q = 0, illetve a p = 0, q = n esetben O(n)-et kapjuk vissza. Ennek rĆszcsoportja az SO(p, q) = O(p, q) ∩ SL(R^n) csoport.

A ˛zikăban a relativităselmĆlet miatt fontos szerepet jătszik az O(1, 3) Lorentzcsoport. Mivel a kvaternićk megfelelnek az (R felett) nĆgydimenzićs tĆridŞ pontjainak, elemeit olyan R-lineăris invertălhatć L : H → H lekĆpezĆseknek is tekinthetjĄk, amelyekre ℜ(p^2) = ℜ ( L(p)^2 ) minden p ∈ H-ra. Az SO(1, 3) speciălis Lorentz-csoport rĆszcsoportjăt alkotja az SO^+(1, 3) valćdi Lorentz-csoport: ebben SO(1, 3) azon elemei vannak, amelyek minden p ∈ H-ra, amelyre ℜ(p^2) > 0, a p idŞszerŰ rĆszĆnek elŞjelĆt is megŞrzik. PĆldăul p konjugălăsa, a tĆrtĄkrŤzĆs a Lorentz-csoportban van, de nincs benne a speciălis Lorentz-csoportban, a p → −p tĆridŞ-tĄkrŤzĆs a speciălis Lorentz-csoportban van, de nincs benne a valćdi Lorentz-csoportban.

Legyen p = p_0 + p_1i + p_2j + p_3k Ćs q = q_0 + q_1i + q_2j + q_3k. Megmutathatć, hogy a valćdi Lorentz-csoportot generăljăk a ( q_r q_s ) = ( cos φ sin φ − sin φ cos φ ) ( p_r p_s )

alakba ąrhatć p → q tĆrbeli forgatăsok (itt 1 ≤ r, s ≤ 3, a tŤbbi koordinăta nem văltozik, φ valćs paramĆter; a forgatăs inverze a −φ-hez tartozć forgatăs), valamint a ( q_0 q_s ) = ( cosh φ sinh φ sinh φ cosh φ ) ( p_0 p_s )

alakba ąrhatć p → q mozgăsok (itt 1 ≤ s ≤ 3, a tŤbbi koordinăta nem văltozik, φ valćs paramĆter; a mozgăs inverze a −φ-hez tartozć mozgăs).

A p = p_0 + p_1i + p_2j + p_3k kvaternićt azonosątva az 1, j băzisban

p_0 ( 1 0 0 1 ) + p_1 ( 1 0 0 −1 ) + p_2 ( 0 1 1 0 ) + p_3 ( 0 −i i 0 )

mătrixč C-lineăris C^2-t Ťnmagăba kĆpezŞ A Ťnadjungălt transzformăcićval, ℜ(p^2) = det(A). Egy C ∈ SL(C^2) transzformăcićhoz hozzărendelve az A → CAC^∗ lekĆpezĆst, az SL(C^2) csoportnak az O(1, 3) csoportba valć homomor˛zmusăt kapjuk. Nyilvăn Chez Ćs −C-hez ugyanaz a lekĆpezĆs tartozik, de kŤnnyen megmutathatć, hogy csak C^2 identikus lekĆpezĆsĆhez Ćs az ellentettjĆhez tartozik H identikus lekĆpezĆse. Az is megmutathatć, hogy ezen homomor˛zmus ĆrtĆkkĆszlete a valćdi Lorentz-csoport. PĆldăul az 1, j băzisban ( e^{φ/2} 0 0 e^{−φ/2} )

mătrixč C ∈ SL(C^2) lineăris lekĆpezĆshez a ( q_0 q_1 ) = ( cosh φ sinh φ sinh φ cosh φ ) ( p_0 p_1 )

mozgăs tartozik.

Az Ťsszes p → Lp + c alakč lekĆpezĆsei H-nak H-ra alkotjăk a PoincarĆ-csoportot, ahol L a valćdi Lorentz-csoport tetszŞleges eleme, c pedig tetszŞleges kvaternić.

• 122/−15 : < tćkat valćdi normălosztćnak nevezzĄk. > tćkat valćdi normălosztćnak nevezzĄk. Egy 2 indexŰ N rĆszcsoport mindig normălosztć, mert csak kĆt bal Ćs jobb oldali mellĆkosztăly van, N Ćs G \ N.

• 123/1 : < BelsŞ automor˛zmusok. Ha G csoport Ćs a ∈ G rŤgzątett, akkor a G- > * BelsŞ automor˛zmusok. Ha G csoport Ćs a ∈ G rŤgzątett, akkor a G-

• 123/1 : < kĆpe. Az ilyen alakč automor˛zmusokat belsŞ automor˛zmusoknak nevezzĄk. Nyilvăn egy automor˛zmusnăl egy rĆszcsoport kĆpe rĆszcsoport. Az elŞzŞ tĆtel (2) pontja szerint a normălosztćk pontosan azok a rĆszcsoportok, amelyeknek a kĆpe minden belsŞ automor˛zmusnăl sajăt maga. Ez az oka az invariăns rĆszcsoport elnevezĆsnek. > kĆpe. Az ilyen alakč automor˛zmusokat belsŞ automor˛zmusoknak nevezzĄk. Ha az x elemhez van olyan belsŞ automor˛zmus, amely y-ba viszi ăt, akkor azt mondjuk, hogy x Ćs y konjugăltak. Ez nyilvăn ekvivalenciarelăcić, az ekvivalenciaosztălyok a konjugălt elemosztălyok. Nyilvăn egy automor˛zmusnăl egy rĆszcsoport kĆpe rĆszcsoport. Az elŞzŞ tĆtel (2) pontja szerint a normălosztćk pontosan azok a rĆszcsoportok, amelyeknek a kĆpe minden belsŞ automor˛zmusnăl sajăt maga, azaz olyan rĆszcsoportok, amelyek minden elemĄkhŤz az azzal konjugăltakat is tartalmazzăk. Ez az oka az invariăns rĆszcsoport elnevezĆsnek.

* Centralizător Ćs centrum. Egy G csoport egy adott x elemĆvel felcserĆlhetŞ elemek G-nek egy rĆszcsoportjăt alkotjăk, ez az x centralizătora, jelŤlĆse C(x). A C = ∩_{x∈G}C(x) rĆszcsoport normălosztć is, hiszen G minden elemmel felcserĆlhetŞ elemeit tartalmazza, ezeket pedig minden belsŞ automor˛zmus az egysĆgelembe viszi; C a G csoport centruma.

* Osztălyegyenlet. Egy G csoportban az x ∈ G elem konjugălt elemosztălyănak annyi eleme van, amennyi C(x) szerinti mellĆkosztăly. Ha G vĆges csoport, akkor ∑[ G : C(x) ] a G rendje, ahol az ŤsszegzĆs a kĄlŤnbŤzŞ elemosztălyokbćl vălasztott egy-egy x-re ĆrtendŞ; ez az osztălyegyenlet.

Bizonyątăs. Az x kĆt konjugăltja, g^{−1}xg Ćs h^{−1}xh pontosan akkor egyenlŞ, ha (hg^{−1})x = x(hg^{−1})^{−1}, azaz ha hg^{−1} ∈ C(x). Ez azzal ekvivalens, hogy g Ćs h ugyanazon C(x) szerinti jobboldali mellĆkosztălyba tartoznak. Ezzel az elsŞ ăllątăst belăttuk. A konjugălt elemosztălyok elemszămănak Ťsszege nyilvăn G rendje.

* PĆldăk. (1) A Q kvaternićcsoportban a konjugălt elemosztălyok {1}, {−1}, {i, −i}, {j, −j}, {k, −k} Ćs C(1) = C(−1) = Q, C(i) = C(−i) = {1, −1, i, −i}, C(j) = C(−j) = {1, −1, j, −j}, C(k) = C(−k) = {1, −1, k, −k}, ągy C = {1, −1}.

(2) A D_3 diĆdercsoportban a konjugălt elemosztălyok {e}, {ε, ε^2}, {τ, τε, τε^2}, Ćs C(e) = D_3, C(ε) = C(ε^2) = {e, ε, ε^2}, C(τ) = {e, τ}, C(τε) = {e, τε}, C(τε^2) = {e, τε^2}, ągy C = {e}.

• 125/2 : < VĆges Abel-csoportok alaptĆtele. Egy vĆges Abel-csoport prąmhatvănyrendŰ ciklikus csoportok direkt szorzatăval izomorf. A prąmhatvănyrendek egyĆrtelmŰen meghatărozottak.

* Bizonyątăs. Megtalălhatć pĆldăul Fuchs [20] jegyzetĆben, 60. oldal. □

Cayley tĆtele. Bărmely G csoport izomorf valamely halmaz permutăcićinak (a ∘ kompozącićval tekintett csoportja) egy rĆszcsoportjăval. A halmaz vălaszthatć G-nek.

Bizonyątăs. Legyen a ∈ G, Ćs legyen p_a(x) = ax, ha x ∈ G. A p_a lekĆpezĆsek az egyszerŰsątĆsi szabăly miatt kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰek Ćs G-re kĆpeznek, mivel a^{−1}x kĆpe p_a-năl x. Megmutatjuk, hogy az a → p_a hozzărendelĆs monomor˛zmus. Nyilvăn p_a ≠ p_b, ha a ≠ b, mivel p_a(e) = a ≠ b = p_b(e). Tovăbbă (p_a ∘ p_b)(x) = p_a(bx) = abx = p_{ab}(x) minden x ∈ G-re, ągy a hozzărendelĆs mŰvelettartć. □ > VĆgesen generălt Abel-csoportok alaptĆtele. Egy vĆges halmaz ăltal generălt Abel-csoport vĆges sok ciklikus csoport direkt szorzatăval izomorf. A tĆnyezŞk kŤzĄl a vĆges rendŰek vălaszthatćk prąmhatvăny rendŰnek. A vĆgtelen rendŰ tĆnyezŞk szăma Ćs az egyes prąmhatvănyrendek egyĆrtelmŰen meghatărozottak.

A tĆtel termĆszetesen alkalmazhatć minden vĆges Abel-csoportra.

* Bizonyątăs. Megtalălhatć pĆldăul Safarevics [73] kŤnyvĆben, 47.{48. oldal. □

Cayley tĆtele. Bărmely G csoport izomorf valamely halmaz permutăcićinak (a ∘ kompozącićval tekintett csoportja) egy rĆszcsoportjăval. A halmaz vălaszthatć G-nek.

Bizonyątăs. TekintsĄk G regulăris reprezentăcićjăt, azaz legyen a ∈ G, Ćs legyen p_a(x) = ax, ha x ∈ G. Tudjuk, hogy az a → p_a hozzărendelĆs monomor˛zmus. A p_a lekĆpezĆsek az egyszerŰsątĆsi szabăly miatt kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰek Ćs G-re kĆpeznek, mivel a^{−1}x kĆpe p_a-năl x. □

• 127/−6 : < permutăcićk rĆszcsoportot alkotnak S_n-ben. □ > permutăcićk normălosztćt alkotnak S_n-ben.

S_n păros permutăcićinak csoportjăt A_n-nel jelŤlĄnk, Ćs n-edfokč alternălć csoportnak nevezĄnk.

Bizonyątăs. A_n a tĆtel szerint rĆszcsoport. Ha n > 1, akkor S_n-nek az A_n szerinti (akăr bal, akăr jobb oldali mellĆkosztălyai) A_n Ćs S_n \ A_n, ągy a jobb Ćs bal oldali mellĆkosztălyok egybeesnek, azaz A_n normălosztć S_n-ben. □

• 128/1 : < De˛nącić. Egy G csoport egy normăllăncăn rĆszcsoportoknak egy olyan > * De˛nącić. Egy G csoport egy normăllăncăn rĆszcsoportoknak egy olyan

• 128/15 . . . 19 : < Legyen n > 1 termĆszetes szăm. Az elŞzŞ kŤvetkezmĆny szerint S_n-ben a păros permutăcićik egy rĆszcsoportot alkotnak, amelyet A_n-nel jelŤlĄnk, Ćs n-edfokč alternălć csoportnak nevezĄnk. Az elŞzŞ kŤvetkezmĆny szerint S_n-nek az A_n szerinti (akăr bal, akăr jobb oldali mellĆkosztălyai) A_n Ćs S_n \ A_n, ągy a jobb Ćs bal oldali mellĆkosztălyok egybeesnek, azaz A_n normălosztć S_n-ben. Ŋgy S_n ⊃ A_n ⊃ {e} egy normăllănca S_n- > Legyen n > 1 termĆszetes szăm. Az elŞzŞ kŤvetkezmĆny szerint S_n ⊃ A_n ⊃ {e} egy normăllănca S_n-

• 128/−15 : < PĆlda. Megmutathatć, hogy S_4-ben > * PĆlda. Megmutathatć, hogy S_4-ben

• 129/−5 . . . − 2 : < (2) Egy tetszŞleges A Abel-csoport endomor˛zmusai gyŰrŰt alkotnak a pontonkĆnti Ťsszeadăssal Ćs a fĄggvĆnyek kompozącićjăval, mint szorzăssal. Ezt a gyŰrŰt A endomor- ˛zmusgyŰrŰjĆnek nevezzĄk. > (2) Megmutatjuk, hogy egy tetszŞleges A Abel-csoport Ťsszes endomor˛zmusai egysĆgelemes gyŰrŰt alkotnak a pontonkĆnti Ťsszeadăssal Ćs a fĄggvĆnyek kompozącićjăval, mint szorzăssal; ezt a gyŰrŰt A endomor˛zmusgyŰrŰjĆnek nevezzĄk. Valćban, ha f, g : A → A endomor˛zmusok, akkor g ∘ f nyilvăn endomor˛zmus, Ćs f + g is endomor- ˛zmus, mivel

(f + g)(x + y) = f(x + y) + g(x + y) = f(x) + f(y) + g(x) + g(y) = (f + g)(x) + (f + g)(y).

Az Ťsszeadăs nyilvăn kommutatąv, asszociatąv, az azonosan nulla lekĆzĆs nullelem, Ćs az f additąv inverze −f. Ha mĆg h : A → A is endomor˛zmus, akkor ( (f + g) ∘ h ) (x) = (f + g) ( h(x) ) = f ( h(x) ) + g ( h(x) ) = (f ∘ h)(x) + (g ∘ h)(x) = (f ∘ h + g ∘ h)(x),

azaz teljesĄl a jobb oldali disztributivităs. A bal oldali disztributivităs hasonlćan adćdik. VĆgĄl vegyĄk Ćszre, hogy az identikus lekĆpezĆs egysĆgelem.

• 130/14 : < mondjuk, hogy a gyŰrŰ karakterisztikăja n. JelŤlĆse: char(R). > mondjuk, hogy a gyŰrŰ karakterisztikăja n. JelŤlĆse: char(R).

Hasznos ĆszervĆtel, hogy ha n = char(R) > 0, akkor bărmely a, b ∈ R esetĆn

(a + b)^n = n∑ k=0 ( n k ) a^kb^{n−k} = a^n + b^n,

mert n prąm, Ćs 0 < k < n esetĆn a binomiălis egyĄtthatć oszthatć n-nel. Ŋgy x → x^n | Ćs innen indukcićval minden k ∈ N^+-ra x → x^{nk} is | automor˛zmus.

• 130/−1 : < hasonlćan (b^′ + c^′)a^′ = b^′a^′ + c^′a^′. □ > hasonlćan (b^′ + c^′)a^′ = b^′a^′ + c^′a^′. □

Reprezentăcićk. Egy R gyŰrŰnek egy A Abel-csoport endomor˛zmusgyŰrŰjĆbe valć homomor˛zmusăt R reprezentăcićjănak nevezzĄk. Ha a lekĆpezĆs monomor˛zmus, akkor hŰ reprezentăcićrćl beszĆlĄnk. Egy egysĆgelemes gyŰrŰnek mint egysĆgelemes fĆlcsoportnak a regulăris reprezentăcićja a gyŰrŰ regulăris reprezentăcićja; mint tudjuk, ez hŰ reprezentăcić.

• 131/5 . . . 7 : < Ha X tetszŞleges halmaz, akkor ℘(X) pĆlda Boole-gyŰrŰre a (△, ∩) mŰveletekkel.

Egy halmazhoz a karakterisztikus fĄggvĆnyĆt rendelve lătjuk, hogy ez a gyŰrŰ a {0, 1}^X fĄggvĆnygyŰrŰvel izomorf. > A nullgyŰrŰtŞl kĄlŤnbŤzŞ legegyszerŰbb pĆlda Boole-gyŰrŰre {↑, ↓} a (⊕, ∧) mŰveletekkel. Ha X tetszŞleges halmaz, akkor ℘(X) pĆlda Boole-gyŰrŰre a (△, ∩) mŰveletekkel. (FigyeljĄk meg a nagyfokč hasonlćsăgot a logikai mŰveletek Ćs a halmazmŰveletek kŤzŤtt: nem vĆletlen, hiszen mindkĆt esetben Boole-gyŰrŰben vagyunk.) Egy halmazhoz a karakterisztikus fĄggvĆnyĆt rendelve lătjuk, hogy ez a gyŰrŰ a {0, 1}^X fĄggvĆnygyŰrŰvel izomorf. TermĆszetesen egy Boole-gyŰrŰ minden rĆszgyŰrŰje is Boole-gyŰrŰ. Megmutathatć, hogy minden Boole-gyŰrŰ izomorf valamely halmaz rĆszhalmazai Boole-gyŰrŰjĆnek egy rĆszgyŰrŰjĆvel.

• 131/8 . . . 9 : < RĆszgyŰrŰ, ideăl. Egy R gyŰrŰ egy S ≠ ∅ rĆszhalmazăt rĆszgyŰrŰnek nevezzĄk, ha a, b ∈ S esetĆn a − b ∈ S Ćs ab ∈ S. Ezek a feltĆtelek nyilvăn čgy is ąrhatćk, > RĆszgyŰrŰ, rĆsztest, ideăl. Legyen R egy halmaz a (+.·) binĆr mŰveletekkel.

Az R gyŰrŰ egy S rĆszhalmazăt rĆszgyŰrŰnek, illetve rĆsztestnek nevezzĄk, ha maga is gyŰrŰ, illetve test az adott mŰveletekkel. A szămunkra legfontosabb eset az lesz, amikor R maga is gyŰrŰ. A rĆszcsoportoknăl tanultak szerint egy S ≠ ∅ rĆszhalmaza R-nek pontosan akkor rĆszgyŰrŰ, ha a, b ∈ S esetĆn a − b ∈ S Ćs ab ∈ S. Ezek a feltĆtelek nyilvăn čgy is ąrhatćk,

• 132/−4 : < MegjegyzĆs. Az elŞzŞ tĆtel (1) ŤszefĄggĆsĆben az egyenlŞsĆg > * MegjegyzĆs. Az elŞzŞ tĆtel (1) ŤszefĄggĆsĆben az egyenlŞsĆg

• 135/17 : < Z az n → |n| fĄggvĆnnyel nyilvăn euklideszi gyŰrŰ. > Z az n → |n| fĄggvĆnnyel nyilvăn euklideszi gyŰrŰ. Mint ez a pĆlda is mutatja, a de˛- nącićban szereplŞ r ăltalăban nem egyĆrtelmŰ: itt pĆldăul lehet a legkisebb nemnegatąv maradĆk, a legkisebb abszolčt ĆrtĆkŰ maradĆk, stb.

• 135/20 : < Ŕllątăs. Euklideszi gyŰrŰben pontosan azok az elemek az egysĆgek, ame- > * Ŕllątăs. Euklideszi gyŰrŰben pontosan azok az elemek az egysĆgek, ame-

• 136/−6 : < TĆtel. Euklideszi gyŰrŰben minden ideăl fŞideăl. > * TĆtel. Euklideszi gyŰrŰben minden ideăl fŞideăl.

• 137/1 : < De˛nącić. Egy R gyŰrŰ egy I valćdi ideăljăt maximălis ideălnak nevezzĄk, > * De˛nącić. Egy R gyŰrŰ egy I valćdi ideăljăt maximălis ideălnak nevezzĄk,

• 137/4 : < KŤvetkezmĆny. Egy euklideszi gyŰrŰ egy nem triviălis ideălja pontosan > * KŤvetkezmĆny. Egy euklideszi gyŰrŰ egy nem triviălis ideălja pontosan

• 137/10 : < TĆtel. Legyen R kommutatąv egysĆgelemes gyŰrŰ, I az R egy ideălja. Az > * TĆtel. Legyen R kommutatąv egysĆgelemes gyŰrŰ, I az R egy ideălja. Az

• 138/1 : < Hănyadostest. Legyen R integrităsi tartomăny. Az R × ( R \ {0} ) halma- > Hănyadostest. Legyen R a nullgyŰrŰtŞl kĄlŤnbŤzŞ integrităsi tartomăny. Az R × ( R \ {0} ) halma-

• 139/−19 : < nullosztćmentes. > nullosztćmentes. Mivel R izimorf a konstans polinomok rĆszgyŰrŰjĆvel, char(R) = char ( R[x] ) . • 140/2 . . . 5 : < re r^p = r, ągy a Z_p feletti x^p Ćs x polinomokhoz ugyanaz a polinomfĄggvĆny tartozik. A fentiek alapjăn ăltalănosabban az is belăthatć, hogy minden Z_p feletti polinomhoz van egy p-nĆl alacsonyabb fokč Z_p feletti polinom, amihez ugyanaz a polinomfĄggvĆny tartozik. > re r^p = r, ągy a Z_p feletti x^p Ćs x polinomokhoz ugyanaz a polinomfĄggvĆny tartozik.

• 141/−19 . . . − 21 : < MegjegyezzĄk, hogy minden q = bi+cj+dk, b, c, d ∈ R kvaternićra, amelyre b^2 +c^2 +d^2 = 1, teljesĄl, hogy 1 + q^2 = 0, Ćs ilyen kvaternić vĆgtelen sok van. A kvaternićk szorzăsa azonban nem kommutatąv. > MegjegyezzĄk, hogy minden x = bi+cj+dk, b, c, d ∈ R kvaternićra, amelyre b^2 +c^2 +d^2 = 1, teljesĄl, hogy 1 + x^2 = 0, Ćs ilyen kvaternić vĆgtelen sok van. A kvaternićk szorzăsa azonban nem kommutatąv. A nem nullosztćmentes Z_{65}-ben 8, 18, 47, 57 mind gyŤkei 1 + x^2-nek.

* KŤrosztăsi polinomok. Ha n ∈ N^+, legyenek ε_0, ε_1, . . . , ε_{n−1} az n-edik egysĆggyŤkŤk. Az ε_k pontosan akkor primitąv n-edik egysĆgyŤk, ha n Ćs k relatąv prąmek: valćban, ε^x_k = ε^{kx}_1 = ε_j pontosan akkor teljesĄl valamely x ∈ Z-re, ha kx mod n = j; ha k Ćs n relatąv prąmek, akkor ez az egyenlet megoldhatć minden j ∈ Z-re, ha pedig nem relatąv prąmek, akkor pĆldăul j = 1-re nem megoldhatć. Legyen

˘_n(x) = ∏ 0≤k<n,lnko(k,n)=1

(x − ε_k),

az n-edik kŤrosztăsi polinom; ennek foka φ(n). Mivel bărmely ε_k egysĆggyŤk m rendjĆre m|n, Ćs erre az m-re (de csak erre) ε_k primitąv m-edik egysĆggyŤk, ∏ m|n ˘_m(x) = ∏ 0≤k<n

(x − ε_k) = x^n − 1.

Innen egyĆbkĆnt ∑ m|n φ(m) = n. Teljes indukcićval megmutatjuk, hogy ˘_n egĆsz egyĄtthatćs: ˘_1(x) = x − 1 egĆsz egyĄtthatćs, Ćs ha minden m < n-re ˘_n egĆsz egyĄtthatćs, akkor x^n − 1 = ˘_n(x)p_n(x) miatt, ahol

p_n(x) = ∏ m|n,m<n

˘_m(x)

egĆsz egyĄtthatćs fŞpolinom, n-re is. Mivel m|n esetĆn x^m − 1|p_n(x), az is adćdik, hogy

˘_n(x) | | | | x^n − 1 x^m − 1 = (n/m−1∑ j=0 x^{mj} ) .

• 141/−2 . . . − 1 : < monomok szorzatăra igaz az ŤsszefĄggĆs. Megfordątva, ha egy f → f^′ lekĆpezĆse R[x]-nek Ťnmagăba rendelkezik ezzel a nĆgy tulajdonsăggal, akkor i szerinti indukcićval az > monomok szorzatăra igaz az ŤsszefĄggĆs. Megfordątva, ha egy f → f^′ lekĆpezĆse R[x]-nek Ťnmagăba rendelkezik ezzel a nĆgy tulajdonsăggal, akkor i szerinti indukcićval az

* MegjegyzĆs. Megfordątva, ha R egysĆgelemes integrităsi tartomănyra egy f → f^′ lekĆpezĆse R[x]-nek Ťnmagăba rendelkezik az elŞzŞ de˛nącićban szereplŞ (1){(4) tulajdonsăgokkal, akkor i szerinti indukcićval az f_ix^i monom derivăltja (f_ix^{i−1} · x)^′ = (i − 1)f_ix^{i−2}x + f_ix^{i−1} = if_ix^{i−1}, amibŞl az f^′ = f_1 + 2f_2x + 3f_3x^2 + · · · + nf_nx^{n−1} formula kŤvetkezik tetszŞleges polinomra.

• 142/1 . . . 2 : < f_ix^i monom derivăltja (f_ix^{i−1} · x)^′ = (i − 1)f_ix^{i−2}x + f_ix^{i−1} = if_ix^{i−1}, amibŞl az f^′ = f_1 + 2f_2x + 3f_3x^2 + · · · + nf_nx^{n−1} formula kŤvetkezik tetszŞleges polinomra. > TĆtel. Legyen R egysĆgelemes integrităsi tartomăny, f, g ∈ R[x] Ćs n ∈ N^+. Ha g^n|f, akkor g^{n−1}|f^′.

Bizonyątăs. Ha f = g^nh, akkor di¸erenciălăssal

f^′ = ng^{n−1}h + g^nh^′ = g^{n−1}(nh + h^′). □

KŤvetkezmĆny. Ha R test, f ≠ 0, Ćs d az f Ćs az f^′ legnagyobb kŤzŤs osztćja, akkor q = f/d nĆgyzetmentes, azaz egyetlen legalăbb elsŞfokč g polinomnak a nĆgyzetĆvel sem oszthatć.

Bizonyątăs. Ha g^n|f de g^{n+1} ̸|f, akkor g^{n−1}|f^′, ągy g^{n−1}|d. Innen g^2|q nem lehetsĆges, mert abbćl g^{n+1}|f kŤvetkezne. □

• 142/−21 . . . − 7 : < Legyen K test, Ćs f ∈ K[x] egy n-ed fokč (n > 1) irreducibilis fŞpolinom. Ekkor az (f) fŞideăl maximălis ideăl, ągy —K = K[x]/(f) test. Minden mellĆkosztălyban a legalacsonyabb fokč polinom fokszăma kisebb, mint n, Ćs csak egy ilyen polinom van; ez meghatărozhatć čgy, hogy a mellĆkosztăly tetszŞleges elemĆre vesszĄk az f-fel valć osztăsănăl adćdć maradĆkot. A mŰveleteket ezekkel a reprezentănsokkal vĆgezhetjĄk; ha a szorzat foka nem kisebb, mint n, akkor osztunk f-fel, Ćs vesszĄk a maradĆkot. JelŤlje α az x ∈ K[x] polinom osztălyăt K[x]/(f)-ben. A —K test elemei egyĆrtelmŰen feląrhatćk a_0 + a_1α + · · · + a_{n−1}α^{n−1} alakban, ahol a_0, a_1, . . . , a_{n−1} ∈ K. Ŋgy K rĆszteste —K-nak. A —K[x]-belinek is tekinthetŞ f polinom —K[x]-ben măr nem irreducibilis, α egy gyŤke.

Legyen p egy prąmszăm. A fenti konstrukcićt alkalmazva a Z_p vĆges testre, egy p^n elemŰ vĆges testet kapunk. (Megmutathatć, hogy Z_p felett ∑ d|n μ(n/d)p^d/n ≠ 0 irreducibilis n-ed fokč fŞpolinom van; lăsd Knuth [43], 4.6.2.(4) feladat.) Azt, hogy az n-ed fokč f ∈ Z_p[x] polinom irreducibilis, pĆldăul čgy is megmutathatjuk, hogy minden, legfeljebb ⌊n/2⌋ fokszămč polinommal megprćbăljuk elosztani. (EnnĆl sokkal hatĆkonyabb eljărăsok is lĆteznek.) > Legyen F test, Ćs f ∈ F [x] egy n-ed fokč (n ∈ N^+) irreducibilis fŞpolinom. Ekkor ~F = F [x]/(f) test; ez kŤvetkezik abbćl, hogy az (f) fŞideăl maximălis ideăl, de kŤzvetlenĄl is belăthatć: ha g /∈ (f), azaz f nem osztja g-t, akkor alkalmazva a bŞvątett euklideszi algoritmust, olyan u Ćs v polinomokat kapunk, amelyekre d = fu + gv, ahol d az f Ćs g egyik legnagyobb kŤzŤs osztćja, egy nullad fokč polinom. Innen d osztălya az egysĆgelem ~F -ban, v osztălya pedig g osztălyănak az inverze. Minden mellĆkosztălyban a legalacsonyabb fokč polinom fokszăma kisebb, mint n, Ćs csak egy ilyen polinom van; ez meghatărozhatć čgy, hogy a mellĆkosztăly tetszŞleges elemĆre vesszĄk az f-fel valć osztăsănăl adćdć maradĆkot. A mŰveleteket ezekkel a reprezentănsokkal vĆgezhetjĄk; ha a szorzat foka nem kisebb, mint n, akkor osztunk f-fel, Ćs vesszĄk a maradĆkot. JelŤlje α az x ∈ F [x] polinom osztălyăt F [x]/(f)-ben. A ~F test elemei egyĆrtelmŰen feląrhatćk a_0 + a_1α + · · · + a_{n−1}α^{n−1} alakban, ahol a_0, a_1, . . . , a_{n−1} ∈ F . Ŋgy F rĆszteste ~F -nak. (A ~F [x]-belinek is tekinthetŞ f polinom ~F [x]-ben măr nem irreducibilis, α egy gyŤke.)

Legyen p egy prąmszăm. A fenti konstrukcićt alkalmazva a Z_p vĆges testre, egy p^n elemŰ vĆges testet kapunk. Azt, hogy az n-ed fokč f ∈ Z_p[x] polinom irreducibilis-e, pĆldăul čgy is megvizsgălhatjuk, hogy minden, legfeljebb ⌊n/2⌋ fokszămč polinommal megprćbăljuk elosztani. (EnnĆl sokkal hatĆkonyabb eljărăst is fogunk tanulni.)

• 142/−6 . . . − 1 : < * PĆldăk. (1) TekintsĄk az R[x] polinomgyŰrŰben az (x^2 + 1) fŞideălt. Minden mellĆkosztălyban a legalacsonyabb fokč polinom lineăris, Ćs a mellĆkosztălyban pontosan egy lineăris polinom van. A faktorgyŰrŰ szorzăsăval a mellĆkosztălyok C-vel izomorf gyŰrŰt alkotnak. (TermĆszetesen x^2 + 1 irreducibilis, Ćs (x^2 + 1) maximălis ideăl.)

(2) TekintsĄk a Z_2[x] polinomgyŰrŰben az (x^2 + x + 1) fŞideălt. Minden mellĆkosztălyban a legalacsonyabb fokč polinom lineăris, Ćs a mellĆkosztălyban pontosan egy > PĆldăk. (1) TekintsĄk az R[x] polinomgyŰrŰben az x^2 + 1 irreducibilis polinom ăltal generălt (x^2 + 1) fŞideălt. Minden mellĆkosztălyban a legalacsonyabb fokč polinom lineăris, Ćs a mellĆkosztălyban pontosan egy lineăris polinom van. A faktorgyŰrŰ szorzăsăval a mellĆkosztălyok C-vel izomorf testet alkotnak.

(2) TekintsĄk a Z_2[x] polinomgyŰrŰben az x^2 + x + 1 irreducibilis polinom ăltal generălt (x^2 + x + 1) fŞideălt. Minden mellĆkosztălyban a legalacsonyabb fokč polinom lineăris, Ćs a mellĆkosztălyban pontosan egy

• 143/1 . . . 15 : < lineăris polinom van. A faktorgyŰrŰ szorzăsăval a mellĆkosztălyok egy nĆgyelemŰ testet alkotnak. (TermĆszetesen x^2 + x + 1 irreducibilis, Ćs (x^2 + x + 1) maximălis ideăl.)

VĆges testek alaptĆtele.

(1) Bărmely vĆges test elemeinek szăma prąmhatvăny, ahol a prąm a test karakterisztikăja.

(2) Bărmely q = p^n (p prąm, n ∈ N^+) prąmhatvănyra a q elemŰ vĆges testek izomorfak.

Măr lăttuk, hogy bărmely q prąmhatvănyra van q elemŰ vĆges test. Mivel (2) szerint lĆnyegĆben csak egy q elemŰ vĆges test van, beszĆlhetĄnk a q elemŰ vĆges testrŞl. Ezt F_q -val jelŤljĄk.

* Bizonyątăs. (1) bizonyątăsa nem nehĆz: ha p a K vĆges test karakterisztikăja Ćs e az egysĆgeleme, akkor a Z-t K-ba kĆpezŞ n → ne homomor˛zmusra csak n mod p-tŞl fĄgg n kĆpe, ągy tekinthetjĄk Z_p → K homomor˛zmusnak is. Ez utćbbi homomor˛zmus monomor˛zmus is, ągy Z_p-t azonosątva a lekĆpezĆs ĆrtĆkkĆszletĆvel Z_p a K rĆszteste. Nyilvăn K vektortĆr Z_p felett, Ćs ha n-dimenzićs, akkor K-nak p^n eleme van.

(2) bizonyątăsa jćval nehezebb: lăsd gondajanosGonda JănosGonda jegyzetĆt. □ > lineăris polinom van. A faktorgyŰrŰ szorzăsăval a mellĆkosztălyok egy nĆgyelemŰ testet alkotnak.

VĆges testek elemszăma. Bărmely vĆges test elemeinek szăma prąmhatvăny, ahol a prąm a test karakterisztikăja.

Bizonyątăs. Ha p az F vĆges test karakterisztikăja Ćs e az egysĆgeleme, akkor a Z-t F -be kĆpezŞ n → ne homomor˛zmus magja pZ. Azonosątva Z/pZ = Z_p-t a lekĆpezĆs ĆrtĆkkĆszletĆvel, Z_p az F rĆszteste. Nyilvăn F vektortĆr Z_p felett, Ćs ha n-dimenzićs, akkor F -nek p^n eleme van. □

• 143/−20 : < TĆtel. VĆges test nem nulla elemeinek multiplikatąv csoportja ciklikus.

* Bizonyątăs Egy n rendŰ G ciklikus csoportban minden d|n esetĆn pontosan egy d rendŰ rĆszcsoport van. Ez ciklikus Ćs φ(d) generătora van. Mivel G minden eleme generăl egy rĆszcsoportot, ∑ d|n φ(d) = n.

Legyen most a nem nulla elemek multiplikatąv csoportja G, Ćs legyen a G rendje n. Ha d|n Ćs van olyan g ∈ G, amelynek rendje d, akkor ez egy H = {1, g, g^2, . . . , g^{d−1}} ciklikus rĆszcsoportot generăl. Mivel testben az x^d = 1 egyenletnek legfeljebb d megoldăsa van, azok mind a H rĆszcsoportban vannak. Speciălisan, minden d rendŰ eleme G-nek generătora H-nak, Ćs φ(d) ilyen van. Ŋgy d rendŰ eleme G-nek 0 vagy φ(d) darab van. Ha valamely d|n-re nulla lenne, az ellentmondana annak, hogy ∑ d|n φ(d) = n. Ŋgy van n rendŰ elem is, tehăt G ciklikus. □ > ∘ Alkalmazăs: A Rijndael Ćs AES blokkrejtjelzŞk. A Z^8 + Z^4 + Z^3 + Z + 1 polinom irreducibilis Z_2 felett. A 256 elemŰ Z_2[Z]/(Z^8 +Z^4 +Z^3 +Z +1) testet Rijndaeltestnek is nevezik: ezt a testet hasznălja a Joan Daemen Ćs Vincent Rijmen belga kriptogrăfusok ăltal tervezett Rijndael-rendszer. A test elemei mellĆkosztălyok, a mellĆkosztălyokat a bennĄk szereplŞ egyetlen 8-năl alacsonyabb fokč polinommal reprezentăljuk. A rendszer titkos kulcsč, gyors a rejtjelezĆs Ćs a fejtĆs, Ćs a klasszikus, Shannon-tćl szărmazć elveken alapul: a kulcstćl is fĄggŞ helyettesątĆseket Ćs keverĆseket alkalmaz a rejtjelzendŞ blokkra szămos menetben egymăs utăn. AlapvetŞen 32 bites szavakat hasznăl. A rejtjelzendŞ blokk b Ćs a kulcs k (szavakban megadott) mĆrete is 4, 5, 6, 7 vagy 8 szć lehet, egymăstćl fĄggetlenĄl. Ha r menetet hasznălunk, akkor elŞszŤr a k szavas kulcsot kiterjesztjĄk egy r + 1 darab b szavas segĆdkulcs-sorozattă (lăsd kĆsŞbb). Egy W szćt tekinthetĄnk egy (B_0, B_1, B_2, B_3) băjtnĆgyesnek, ahol a băjtok a memćriacąmeik nŤvekvŞ sorrendjĆben kŤvetkeznek. A teljes blokkot tekinthetjĄk egy băjtmătrixnak, amelynek egyes oszlopait a szavak băjtjai alkotjăk, a sorindexek 0, 1, 2, 3. Egy tetszŞleges B băjtot tekinthetĄnk egy (b_0, b_1, b_2, b_3, b_4, b_5, b_6, b_7) bitsorozatnak, egy b_0 + b_12 + b_22^2 + · · · + b_72^7 szămnak, illetve a Rijndael-test egy, a b_0 + b_1Z + · · · + b_7Z^7 polinommal reprezentălt elemĆnek.

A rejtjelzĆs r menetbŞl ăll, ahol r ≥ 10, ha b = k = 4, egyĆbkĆnt ha b, k ≤ 6, akkor r ≥ 12, Ćs minden măs esetben r ≥ 14. A menetek elŞtt bitenkĆnti kizărć vagy mŰveletet vĆgzĄnk a blokk Ćs az elsŞ segĆdkulcs kŤzŤtt. Az egyes menetek az alăbbi nĆgy lĆpĆsbŞl ăllnak:

(1) BăjtonkĆnti S helyettesątĆs: A blokkra băjtonkĆnti elvĆgezzĄk az S helyettesątĆst, ahol S(x) = Bx^{−1} + b; itt x^{−1} azt jelenti, hogy az x băjtot a Rijndael-test egy elemĆvel azonosątva, kiszămątjuk a multiplikatąv inverzĆt (a nulla băjt inverzĆt nullănak tekintjĄk). Az eredmĆnyĄl kapott x^′ băjtra kiszămątjuk az

y_0 y_1 y_2 y_3 y_4 y_5 y_6 y_7

= C x^′_0 x^′_1 x^′_2 x^′_3 x^′_4 x‘_5 x^′_6 x^′_7

+ c

ŤsszefĄggĆssel adott y băjtot Z_2 feletti mătrixszorzăssal Ćs vektorŤsszeadăssal, ahol

C =

1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1

Ćs c =

1 1 0 0 0 1 1 0

,

Ćs S(x) = y. A helyettesątĆs inverze x = S^{−1}(y) = ( C^{−1}(y − c)

)_{−1} ; a C mătrix modulo 2 inverze 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0

.

(2) SorkeverĆs: A blokknak megfelelŞ băjtmătrix sorait ciklikusan balra lĆptetjĄk, minden sort annyi băjttal, amennyi az indexe. Ha b > 6, akkor a 2, illetve 3 indexŰ sort 3-mal, illetve 4-gyel lĆptetjĄk. A transzformăcić invertălăsa nyilvănvalć.

(3) OszlopkeverĆs: A băjtmătrixban minden oszlopot egy polinomnak tekintĄnk a z văltozćban a Rijndael-test felett. Az egyĄtthatćkat az oszlop băjtjai adjăk, a 0 indexŰ sorban van a konstans tag. Ezt a polinomot szorozzuk a Rijndael-test feletti (Z^2 + Z)z^3 + z^2 + z + Z polinommal, Ćs az eredmĆnyt redukăljuk modulo z^4 + 1, ennek a (Rijndael-testbeli) egyĄtthatći adjăk a keverĆs eredmĆnyĆt. Az invertălăs azon alapul, hogy az elŞzŞ polinomnak modulo z^4 + 1 van inverze: (Z^3 + Z + 1)z^3 + (Z^3 + Z^2 + 1)z^2 + (Z^3 + 1)z + Z^3 + Z^2 + Z.

(4) SegĆdkulcs hozzăadăsa: bitenkĆnt kizărć vagy mŰveletet vĆgzĄnk a kapott szavak Ćs a kŤvetkezŞ segĆdkulcs szavai kŤzŤtt. Az invertălăs ugyanez.

Az utolsć, r-edik menetben az oszlopkeverĆsi lĆpĆs kimarad. A dekćdolăs nyilvăn a rejtjelzĆsi lĆpĆsek inverzeinek fordątott sorrendben tŤrtĆnŞ elvĆgzĆsĆvel tŤrtĆnik.

Le kell mĆg ąrnunk a segĆdkulcsok kĆpzĆsĆt. A segĆdkulcsok tŤmbje (r + 1)b szćbćl ăll, ezt a szćsorozatot olvassuk az elejĆtŞl kezdve, mindig b szćt, ezek a segĆdkulcsok. A tŤmbŤt a kŤvetkezŞkĆppen tŤltjĄk fel: az elsŞ k helyre kerĄlnek az eredeti kulcs szavai. A tovăbbi W_i, i = 0, 1, . . . , (r + 1)b − k − 1 szavakat a kŤvetkezŞkĆppen kĆpezzĄk: ăltalăban W_i az elŞtte ăllć, Ćs a k-val elŞtte ăllć szćra alkalmazott bitenkĆnti kizărć vagy mŰvelettel adćdik. A k ≤ 6 esetben ettŞl csak akkor tĆrĄnk el, ha i ≡ 0 (mod k); ekkor a kĆt szć kŤzŤtti kizărć vagy mŰvelet elŞtt az elŞzŞ szć băjtjait ciklikusan eggyel lĆptetjĄk (a 0 indexŰ băjt a 3 indexŰ băjt helyĆre kerĄl), băjtonkĆnt alkalmazzuk az S helyettesątĆst, majd a 0 indexŰ băjthoz bitenkĆnti kizărć vagy mŰvelettel hozzăadjuk a Rijndael-test Z^{⌊i/k⌋} ăltal reprezentălt eleme bitjeit. Ha k > 6, akkor mĆg egy eltĆrĆs van: ha i ≡ 4 (mod k), akkor a kĆt szć kŤzŤtti kizărć vagy mŰvelet elŞtt az elŞzŞ szćra băjtonkĆnt alkalmazzuk az S helyettesątĆst.

Az AES (Advanced Encription Standard) USA-szabvăny rejtjelzŞ a Rijndael speciălis esete: b = 4 Ćs k = 4, r = 10 vagy k = 6, r = 12 vagy k = 8, r = 14.

TĆtel. VĆges test nem nulla elemeinek multiplikatąv csoportja ciklikus. Ha a vĆges testnek q eleme van, akkor bărmely c elemĆre c^q = c.

* Bizonyątăs Legyen a nem nulla elemek multiplikatąv csoportja G, Ćs legyen a G rendje n. Ha d|n Ćs van olyan g ∈ G, amelynek rendje d, akkor ez egy H = {1, g, g^2, . . . , g^{d−1}} ciklikus rĆszcsoportot generăl. Mivel testben az x^d = 1 egyenletnek legfeljebb d megoldăsa van, azok mind a H rĆszcsoportban vannak. Speciălisan, minden d rendŰ eleme G-nek generătora H-nak, Ćs φ(d) ilyen van. Ŋgy d rendŰ eleme G-nek 0 vagy φ(d) darab van. Ha valamely d|n-re nulla lenne, az ellentmondana annak, hogy ∑ d|n φ(d) = n (lăs pĆldăul a 8.3.25. pontot). Ŋgy van n rendŰ elem is, tehăt G ciklikus. □

• 143/−9 : < Irreducibilis polinomok. A komplex szămtest felett az algebra alaptĆtele

> * TĆtel. Legyen F egy q elemŰ vĆges test. Egy F feletti d-ed fokč irreducibilis fŞpolinom akkor Ćs csakis akkor osztja x^{qn} − x-et, ha d|n.

Bizonyątăs. Legyen f egy d-ed fokč irreducibilis fŞpolinom, Ćs tekintsĄk az ~F = F [x]/(f) vĆges testet, amelynek q^d eleme van. Ennek bărmely y elemĆre y^{qd} = y. Innen k szerinti teljes indukcićval

y^{qdk} = y^{(qd(k−1) ·qd )} = ( y^{qd(k−1)}

)_qd = y^{qd} = y

minden y ∈ ~F -ra. Ŋgy d|n esetĆn y^{qn} = y az ~F -ban, ami speciălisan y = ~x vălasztăssal azt is jelenti, hogy az F feletti x^{qn} − x polinom oszthatć f-el.

Megfordątva, legyen ξ a ~F nem nulla elemei multiplikatąv csoportjănak egy generătora. Legyen p az ~F karakterisztikăja. Azok az η ∈ ~F elemek, amelyekre η^{qn} = η, az Ťsszeadăsra nĆzve zărt halmazt alkotnak, mert (η_1 +η_2)^{pk} = η^{pk}_1 +η^{pk}_2 , Ćs q^n is p-hatvăny. Nyilvăn az ilyen η elemek halmaza a szorzăsra is zărt. Ŋgy ha f osztja az x^{qn} − x polinomot F [x]-ben, akkor ~F -ban ~x^{qn} = ~x, amibŞl, mivel ξ az ~x polinomja, ξ^{qn} = ξ is teljesĄl. De ha n = kd + r, 0 ≤ r < d, akkor

ξ = ξ^{qn} = ξ^{(qdk ·qr )} = ( ξ^{qdk}

)_qr = ξ^{qr} ,

ami r > 0 esetĆn ellentmond annak, hogy ξ generătorelem. □

KŤvetkezmĆny. Az F feletti n-ed fokč irreducibilis polinomok szăma legalăbb ( q^n − q^{⌊n/2⌋}⌊lg n⌋ ) /n > 0.

* Bizonyątăs. Mivel x^{qn} − x derivăltja a −1 polinom, bărmely irreducibilis fŞpolinomnak legfeljebb az elsŞ hatvănya osztja x^{qn} −x-et. Bărmely d valćdi osztćjăra n-nek d osztćja n/p_i-nek valamely p_i prąmtĆnyezŞjĆre n-nek. Ŋgy azon irreduciblis fŞpolinomok, amelyek osztći x^{qn} − x-nek, de fokuk kisebb mint n, mind osztći valamely x^{qn/pi} − x polinomnak, amelynek foka legfeljebb q^{⌊n/2⌋}. Mivel az n kĄlŤnbŤzŞ prąmosztćinak szăma legfeljebb ⌊lg n⌋, azon irreduciblis fŞpolinomok, amelyek osztći x^{qn} − x-nek, de fokuk kisebb mint n, szorzatănak a foka legfeljebb q^{⌊n/2⌋}⌊lg n⌋. Ŋgy a pontosan n-ed fokč irreducibilis fŞpolinomok szorzatănak a foka legalăbb q^n −q^{⌊n/2⌋}⌊lg n⌋. Hătravan mĆg annak bizonyątăsa, hogy ez a szăm pozitąv. Felhasznălva, hogy q ≥ 2, ez kŤnnyen ellenŞrizhetŞ n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 esetĆn. Megmutatjuk, hogy n ≥ 8 esetĆn mĆg a q^n > q^{n/2} lg n egyenlŞtlensĆg is teljesĄl. Ha n = 8, a kĆt egyenlŞtlensĆg ekvivalens, egyĆbkĆnt pedig teljes indukcićval

q^{n+1} = q · q^n > q · q^{n/2} lg n = q^{(n+1)/2} lg(n + 1) √ q lg n lg(n + 1)

> q^{(n+1)/2} lg(n + 1),

mert √ q lg n lg(n + 1) > √ 2 lg n lg(2n) ≥ √ 2 lg n 1 + lg n = √ 2 1 1 + 1/ lg n ≥ √ 2 1 1 + 1/3 = 3 √ 2 4 > 1.

KŤvetkezmĆny. Bărmely q = p^n (p prąm, n ∈ N^+) prąmhatvănyra lĆtezik q elemŰ vĆges test.

Bizonyątăs. Alkalmazzuk az elŞzŞ kŤvetkezmĆnyt Z_p-re.

* TestbŞvątĆsek. Ha F a K rĆszteste, akkor azt is mondjuk, hogy K az F test bŞvątĆse. Nyilvăn K vektortĆr F felett. Ennek a vektortĆrnek a dimenzićjăt a bŞvątĆs fokănak nevezzĄk Ćs [K : F ]-fel jelŤljĄk; ha vĆges, akkor vĆges bŞvątĆsrŞl beszĆlĄnk.

Legyen α ∈ K. A K Ťsszes, F -et Ćs α-t tartalmazć rĆsztestĆnek a metszete maga is rĆszteste K-nak: ez az

F (α) = { p(α)/q(α) : p, q ∈ F [x], q(α) ≠ 0 } rĆszhalmaza K-nak. Ha van olyan 0 ≠ p ∈ F [x] polinom, amelynek α gyŤke, akkor azt mondjuk, hogy α algebrai F felett. Az α minimălpolinomja F felett egy minimălis fokč ilyen polinom. Egy minimălpolinom minden olyan F [x]-beli polinomnak osztćja, amelynek α gyŤke, mert egyĆbkĆnt a kĆt polinom legnagyobb kŤzŤs osztćja egy, a minimălpolinomnăl alacsonyabb fokč polinom lenne, amelynek α gyŤke. Ŋgy a minimălpolinomok egymăs asszociăltjai. A minimălpolinomok nyilvăn irreducibilisek. Fokszămuk az α foka F felett.

* TĆtel. Legyen K az F test bŞvątĆse. Ha α ∈ K algebrai F felett, a foka n, Ćs f egy minimălpolinomja, akkor F (α) izomorf F [x]/(f)-fel, Ćs F (α) minden eleme egyĆrtelmŰen ąrhatć fel

∑_{n−1} j=0 r_j α^j alakban, ahol r_0, r_1, . . . , r_{n−1} ∈ F .

Bizonyątăs. A g → g(α) lekĆpezĆs olyan homomor˛zmusa az F [x] gyŰrŰnek K-ba, amelynek magja (f), ągy ĆrtĆkkĆszlete egy F [x]/(f)-el izomorf test. Az ĆrtĆkkĆszlete tartalmazza F -et Ćs α-t, ągy F (α)-t is. Mivel F (α) nyilvăn tartalmazza a

∑_{n−1} j=0 r_j α^j alakč Ťsszegeket, csak azt kell megmutatnunk, hogy az ĆrtĆkkĆszlet minden eleme ebben a halmazban van. Legyen g ∈ F [x] tetszŞleges, Ćs ąrjuk fel g = qf + r alakban; nyilvăn g(α) = r(α).

VĆges testek alaptĆtele. Bărmely q = p^n (p prąm, n ∈ N^+) prąmhatvănyra a q elemŰ vĆges testek izomorfak.

Măr lăttuk, hogy bărmely q prąmhatvănyra van q elemŰ vĆges test. Mivel a tĆtel szerint lĆnyegĆben csak egy q elemŰ vĆges test van, beszĆlhetĄnk a q elemŰ vĆges testrŞl. Ezt F_q-val jelŤljĄk.

* Bizonyątăs. Legyen F egy tetszŞleges q elemŰ vĆges test, p pedig az F karakterisztikăja, Ćs q = p^n. Ekkor, mint tudjuk, az egysĆgelem tŤbbszŤrŤsei egy Z_p-vel izomorf rĆsztestet alkotnak. Ezt Z_p-vel azonosątva, Z_p a K rĆszteste. Legyen f egy n-ed fokč irreducibilis fŞpolinom. Ez osztćja Z_p felett a g(x) = x^q − x polinomnak. A g polinom F felett elsŞfokč polinomok szorzatăra bomlik, mert minden y ∈ F gyŤke, ągy q kĄlŤnbŤzŞ gyŤke van. De akkor az irreducibilis tĆnyezŞkre valć felbontăs egyĆrtelmŰsĆge miatt f is elsŞfokč tĆnyezŞk szorzatăra bomlik F felett. JelŤlje α az f egyik gyŤkĆt F felett. Mivel Z_p(α)-nak q = p^n eleme van, Z_p(α) = F . Mivel Z_p(α) izomorf Z_p[x]/(f)-fel, az F izomorf Z_p[x]/(f)-fel. □

Wedderburn tĆtele. VĆges ferdetest kommutatąv.

∘* Bizonyątăs. Legyen K vĆges ferdetest, Ćs ha x ∈ K, legyen C_K (x) = {y ∈ K : xy = yx}, valamint C_K = ∩_{x∈K} C_K (x). Minden C_K (x), Ćs ągy C_K is ferdetest, de C_K kommutatąv is. Legyen q a C_K elemeinek szăma. Mivel minden C_K (x) vektortĆr C_K felett, elemszămuk q^{nx} valamely n_x ∈ N^+-ra. Speciălisan K = C_K (0) elemszăma is q-hatvăny, mondjuk q^n. Mivel K vektortĆr a C_K (x) ferdetest felett is, n_x|n minden x ∈ K-ra. TekintsĄk most a G = K \ {0} multiplikatąv csoportot. A C(x) konjugălt elemosztăly x ≠ 0 esetĆn C_K (x) \ {0}, Ćs ągy a C centrum C_K \ {0}. Az osztălyegyenlet szerint q^n − 1 = q − 1 + ∑[ G : C(x) ] = q − 1 +

∑ qn − 1

q^{nx} − 1 ; az ŤsszegzĆs a nem egyelemŰ konjugălt elemosztălyok egy-egy x reprezentănsăra ĆrtendŞ, q − 1 pedig az egyelemŰ konjugălt elemosztălyok szăma, amely C elemszăma. A ˘_n kŤrosztăsi polinom q helyen felvett ĆrtĆke osztja a bal oldalt, Ćs a jobb oldali Ťsszeg minden tagjăt, ągy q − 1-et is. Ha azonban n > 1, akkor ez ellentmondăs, mert ˘_n(x) = ∏ (x−ε_k), ahol a szorzat az Ťsszes primitąv n-edik ε_k egysĆggyŤkre ĆrtendŞ, ągy | ˘_n(q) | = ∏ |q − ε_k|, Ćs a jobb oldalon minden tĆnyezŞ abszolčt ĆrtĆke nagyobb, mint q − 1. Tehăt n = 1 Ćs K = C_K .

* Polinomfaktorizălăs vĆges testek felett. ElsŞ lĆpĆskĆnt az F_q feletti f polinomot (q = p^n, p prąm, n ∈ N^+) a 8.3.30. kŤvetkezmĆnyben megadott lĆpĆs ismĆtlĆsĆvel nĆgyzetmentes tĆnyezŞk szorzatăra bontjuk; gondot okozhat, hogy az f Ćs f^′ polinomok d legnagyobb kŤzŤs osztćja f is lehet, ha f^′ = 0. Ez akkor fordulhat elŞ, ha f_0 + f_1x^p + f_2x^{2p} + · · · + f_mx^{mp} alakč az f, azaz csak olyan monomokban lĆp fel nem nulla egyĄtthatć, amelyekre a kitevŞ p tŤbbszŤrŤse. Ekkor g_j = f^{q/p}_j vălasztăssal g^p_j = f^q_j = f_j , Ćs a g = g_0 + g_1x + · · · + g_mx^m polinomra

g(x)^p = g^p_0 + (g_1x)^p + · · · + (g_mx^m)^p = f(x),

ągy elĆg g-t faktorizălni.

Măsodik lĆpĆskĆnt egy măr nĆgyzetmentes f polinomra d = 1, 2, . . . -re szămoljuk ki f(x) Ćs x^{qd} − x legnagyobb kŤzŤs osztćjăt, az f_d(x) polinomot. Az f_1 az f elsŞfokč, az f_2 az f măsodfokč, stb., irreducibilis tĆnyezŞinek szorzata. TermĆszetesen ha f_1 nem konstans, akkor f_2 kiszămątăsa elŞtt f-et cĆlszerŰ helyettesąteni f/f_1-el, stb. Ha ągy teszĄnk, akkor megăllhatunk, ha d nagyobb nem lesz, mint ⌊deg(f)/2⌋; ekkor f măr irreducibilis.

Harmadik lĆpĆskĆnt az f_d polinomokat Ăhasątjuk" szĆt. Ha f_d fokszăma d, akkor nyilvăn irreducibilis, megăllhatunk. Ha valamelyik f_d fokszăma nagyobb, mint d, akkor egy valćsząnŰsĆgi mćdszert hasznălhatunk a ĂszĆthasątăsăra". Ez azon alapul, hogy tetszŞleges t(x) Ătesztpolinomra" t(x)^{qd} − t(x) tŤbbszŤrŤse x^{qd} − x-nek; valćban, mivel F karakterisztikăja p Ćs q a p hatvănya,

t(x)^{qd} = (∑_k j=0 t_j x^j

)_qd = k∑ j=0 t^{qd}_j (x^j )^{qd} = k∑ j=0 t_j ( x^{qd}

)_j , ahonnan F [x]/(x^{qd} − x)-ben szămolva

~t^{qd} = k∑ j=0 t_j ( ~x^{qd}

)_j = k∑ j=0 t_j ~x^j = ~t.

Ha most a t(x)^{qd} − t(x) polinomnak vesszĄk egy faktorizălăsăt, akkor valćsząnŰ, hogy f_d irreducibilis osztći nem mind ugyanabban a tĆnyezŞben lesznek, Ćs legnagyobb kŤzŤs osztć kĆpzĆssel kinyerhetŞk. Păratlan q esetĆn a nyilvănvalć

t(x)^{nd} − t(x) = ( t(x)^{(qd −1)/2)} − 1 )( t(x)^{(qd −1)/2)} + 1 ) t(x)

faktorizălăs hasznălhatć; megmutathatć, hogy ha a t tesztpolinomot vĆletlenszerŰen vălasztjuk az Ťsszes 2d-nĆl alacsonyabb fokč polinomok kŤzĄl, akkor f_d Ćs t(x)^{(qd −1)/2)} − 1 legnagyobb kŤzŤs osztćja legalăbb 1/2 − 1/(2q^d) esĆllyel nem triviălis. (A gyakorlatban sokszor măr azzal is cĆlt ĆrĄnk, ha t-t vĆletlen elsŞfokč fŞpolinomnak vălasztjuk.) Păros q esetĆn a

t(x)^{nd} − t(x) = ∏ c∈F_q ( T ( t(x) ) − c )

faktorizălăs hasznălhatć, ahol

T (x) = x + x^q + x^{q2} + · · · + x^{q(d−1)} ;

ez čgy adćdik, hogy a nyilvănvalć x^q − x = ∏ c∈F_q (x − c) faktorizălăsba x helyĆre T (x)-et

ąrunk, Ćs felhasznăljuk, hogy T (x)^q − T (x) = x^{qd} − x, mivel T (x)^q = T (x^q), majd x helyĆre t(x)-et helyettesątĄnk.

* Magasabb fokč kongruenciăk. Az

f_0 + f_1x + f_2x^2 + · · · + f_nx^n ≡ 0 (mod m)

kongruencia megoldăsait keressĄk, ahol f_0, f_1, . . . , f_n ∈ Z Ćs m ∈ N, m > 1. A kąnai maradĆktĆtel segątsĆgĆvel a kongruencia minden megoldăsăt megkaphatjuk, ha m kanonikus felbontăsăban szereplŞ prąmhatvăny tĆnyezŞket vĆve modulusnak, meghatărozzuk a megoldăsokat. Hasznos ĆszrevĆtel, hogy ha p prąmszăm, α ∈ N^+, akkor minden x ∈ Z-re

x^{j+φ(pα )} ≡ x^j (mod x^α), ha j ≥ α;

ennek a segątsĆgĆvel redukălhatjuk a kongruencia fokăt. Az α = 1 eset elintĆzhetŞ az elŞzŞ pont alapjăn, hiszen ekkor egy Z_p feletti polinom gyŤktĆnyezŞit kell meghatăroznunk. VĆgĄl az α > 1 eset az alăbbi lemma alapjăn indukcićval visszavezethetŞ az α = 1 esetre:

* Hensel-lemma. Legyen p prąmszăm, α ∈ N^+, f, g_α, h_α, u, v ∈ Z[x], deg(u) < deg(h_α), deg(v) < deg(g_α), Ćs tegyĄk fel, hogy g_α fŞpolinom, deg(f) = deg(g_α)+deg(h_α), valamint teljesĄlnek az

f(x) ≡ g_α(x)h_α(x) (mod p^α), u(x)g_α(x) + v(x)h_α(x) ≡ 1 (mod p)

kongruenciăk. Ekkor lĆteznek olyan g_{α+1}, h_{α+1} ∈ Z[x] polinomok, amelyre

g_{α+1}(x) ≡ g_α(x) (mod p^α) Ćs h_{α+1}(x) ≡ h_α(x) (mod p^α),

tovăbbă a fenti feltĆtelek mind teljesĄlnek α + 1-el α helyett. A g_{α+1} Ćs h_{α+1} polinomok egyĆrtelmŰek modulo p^{α+1}.

A bizonyątăs konstruktąv, algoritmust ad g_{α+1} Ćs h_{α+1} meghatărozăsăra.

Bizonyątăs. Ha lĆtezik g_{α+1} Ćs h_{α+1}, akkor g_{α+1} = g_α +p^α —g illetve h_{α+1} = h_α +p^α—h alakč, ahol —g, —h ∈ Z[x], deg(—g) < deg(g_α), deg(—h) ≤ deg(h_α). Az

u(x)g_{α+1}(x) + v(x)h_{α+1}(x) ≡ 1 (mod p)

feltĆtel ekkor nyilvăn teljesĄl, az

f(x) ≡ g_{α+1}(x)h_{α+1}(x) = ( g_α(x) + p^α —g(x) )( h_α(x) + p^α—h(x) ) (mod p^{α+1})

feltĆtel pedig azzal ekvivalens, hogy

—h(x)g_α(x) + —g(x)h_α(x) ≡ w(x) (mod p),

ahol w(x) = f(x) − g_α(x)h_α(x) p^α . TetszŞleges q(x) ∈ Z[x]-re (1) ( u(x)w(x) + q(x)h_α(x) ) g_α(x) + ( v(x)w(x) − q(x)g_α(x) ) h_α(x) ≡ w(x) (mod p).

Legyen q a vw polinomnak a g_α polinommal Z_p felett valć osztăsănăl fellĆpŞ hănyados, —g = vw − qg_α Ćs —h = vw − qh_α, mindkettŞ Z_p felett kiszămolva. Mivel —g a vw polinomnak g_α-val valć osztăsănăl fellĆpŞ maradĆk, deg(—g) < deg(g_α). Mivel deg(w) ≤ deg(f) = deg(g_α) + deg(h_α), azt kapjuk, hogy deg(—h) ≤ deg(h_α), mivel egyĆbkĆnt az (1) kongruencia nem teljesĄlhetne.

Ha —g Ćs —h măsik megoldăs, akkor (— h(x) − —h(x) ) g_α(x) ≡ ( —g(x) − —g(x) ) h_α(x) (mod p).

Mivel Z_p felett g_α Ćs h_α relatąv prąmek, g_α osztja —g − —g-t. Mivel ennek fokszăma kisebb, mint g_α fokszăma, csak nulla lehet. Innen a măsik oldal is nulla.

Irreducibilis polinomok C, R, Q Ćs Z felett. A komplex szămtest felett az algebra alaptĆtele

• 147/14 : < MegjegyzĆsek. (1) Ha R test, a SchŤnemann{Eisenstein-tĆtel nyilvăn nem alkal- > 8.3.30. MegjegyzĆsek. (1) Ha R test, a SchŤnemann{Eisenstein-tĆtel nyilvăn nem alkal-

• 148/4 : < MegjegyzĆsek. (1) Ha R test, a SchŤnemann{Eisenstein-tĆtel nyilvăn nem alkal- > 8.3.30. MegjegyzĆsek. (1) Ha R test, a SchŤnemann{Eisenstein-tĆtel nyilvăn nem alkal-

• 149/13 : < a j-edik Lagrange interpolăcićs alappolinom, Ćs legyen f =

∑_n j=0 d_j l_j . > a j-edik Lagrange interpolăcićs alappolinom, Ćs legyen f =

∑_n j=0 d_j l_j .

Titokmegosztăs. A Lagrange-interpolăcić titokmegosztăsra is felhasznălhatć. TegyĄk fel, hogy egy t ∈ N titkot n rĆszre akarunk osztani čgy, hogy bărmelyik m rĆszbŞl a titok visszaălląthatć legyen, de kevesebbŞl semmi informăcićt ne lehessen kapni a titokrćl. Vălasszunk egy, a t maximălis lehetsĆges ĆrtĆkĆnĆl (Ćs n-nĆl is) nagyobb p prąmet Ćs vĆletlen a_1, a_2, . . . a_{m−1} ∈ Z_p egyĄtthatćkat, majd szămątsuk ki a Z_p feletti t + a_1x^1 + a_2x^2 + · · · + a_{m−1}x^{m−1} polinom y_1, y_2, . . . , y_n ĆrtĆkeit az 1, 2, . . . , n helyeken. Ezek a titokrĆszek: bărmelyik m titokrĆszbŞl a polinom megkaphatć Lagrangeinterpolăcićval, ągy a titok adćdik, de kevesebb rĆszbŞl nem.

• 149/13 : < feloldhatć-e. > feloldhatć-e. Speciălis esetekben tehăt sikerĄlhet meghatărozni a gyŤkŤket, pĆldăul sokszor segąt egy čj văltozć bevezetĆse y = h(x) alakban, ahol h polinom; ez a Tschirnhaustranszformăcić.

• 152/16 : < R[x_1, x_2, . . . , x_n] = R[x_1, x_2, . . . , x_{n−1}][x_n]. □ > R[x_1, x_2, . . . , x_n] = R[x_1, x_2, . . . , x_{n−1}][x_n]. □

MegjegyzĆs. Ha n > 1, akkor R[x_1, x_2, . . . , x_n] nem tehetŞ euklidĆszi gyŰrŰvĆ, mĆg akkor sem, ha R test, mert 1 az x_1 Ćs x_2 polinomok legnagyobb kŤzŤs osztćja, de semmilyen p_1, p − 2 polinomokkal nem ăll elŞnem ăll elŞ p_1x_1 + p_2x_2 alakban, mert mindkĆt szorzat konstans tagja nulla.

• 162/−17 : < mčlik.) Pe˛x kćd nyilvăn felbonthatć. > mčlik.) Pre˛x kćd nyilvăn felbonthatć.

• 173/−4 : < adva meg. EbbŞl az informăcićbćl a 9.2.7. tĆtel bizonyątăsănăl megadott algoritmussal > adva meg. EbbŞl az informăcićbćl

• 193/−15.. − 1 : < Hibajavątć kćd. Egy kćd t-hibajavątć, ha minden olyan esetben helyesen javąt, amikor egy elkĄldŤtt kćdszć legfeljebb t helyen văltozik meg. A kćd pontosan thibajavątć, ha t-hibajavątć, de nem t + 1-hibajavątć, azaz van olyan t + 1 hiba, amelyet a kćd helytelenĄl javąt, vagy nem javąt.

Egy d tăvolsăgč kćd esetĆn minimălis tăvolsăgč dekćdolăssal t < d/2 hiba esetĆn biztosan jćl dŤntĄnk, hiszen a hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg kŤvetkeztĆben az eredetileg elkĄldŤtt kćdszćtćl kĄlŤnbŤzŞ bărmely măs kćdszć biztosan d/2-nĆl tŤbb helyen tĆr el a vett szćtćl. Viszont t ≥ d/2 esetĆn nincs olyan dŤntĆsi fĄggvĆny, amely t-hibajavątć, mert a kćdban van kĆt olyan kćdszć, mondjuk u Ćs v, amelyek pontosan d helyen kĄlŤnbŤznek. Ŋrjuk u-ban ebbŞl a d szămč pozącićbćl t helyre a v adott pozącićjăn talălhatć jegyet, Ćs jelŤljĄk az ągy kapott szćt z-vel. A z az u-tćl t helyen kĄlŤnbŤzik, mąg v-tŞl d − t ≤ d/2 ≤ t helyen. Ha a dekćdolăs t-hibajavątć lenne, akkor z-t egyrĆszt u-ra, măsrĆszt v-re kellene javątani. Tehăt egy d-tăvolsăgč kćd minimălis tăvolsăgč dekćdolăssal minden t < d/2-re t-hibajavątć, Ćs pontosan ⌊ (d − 1)/2 ⌋ -hibajavątć.

A tovăbbiakban feltesszĄk, hogy minimălis tăvolsăgč dekćdolăs esetĆn a dŤntĆsi fĄggvĆny teljes, vagyis minden vett szćhoz hozzărendel egy kćdszćt. > Hibajavątć kćd. Egy kćd t-hibajavątć, ha minden olyan esetben helyesen javąt, amikor egy elkĄldŤtt kćdszć legfeljebb t helyen văltozik meg. A kćd pontosan thibajavątć, ha t-hibajavątć, de nem t + 1-hibajavątć, azaz van olyan t + 1 hibăval ĆrkezŞ Ązenet, amelyet a kćd helytelenĄl javąt, vagy nem javąt.

Egy d tăvolsăgč kćd esetĆn minimălis tăvolsăgč dekćdolăssal t < d/2 hiba esetĆn biztosan jćl dŤntĄnk, hiszen a hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg kŤvetkeztĆben az eredetileg elkĄldŤtt kćdszćtćl kĄlŤnbŤzŞ bărmely măs kćdszć biztosan d/2-nĆl tŤbb helyen tĆr el a vett szćtćl. Viszont t ≥ d/2 esetĆn nincs olyan dŤntĆsi fĄggvĆny, amely t-hibajavątć, mert a kćdban van kĆt olyan kćdszć, mondjuk u Ćs w, amelyek pontosan d helyen kĄlŤnbŤznek. Ŋrjuk u-ban ebbŞl a d szămč pozącićbćl t helyre a w adott pozącićjăn talălhatć jegyet, Ćs jelŤljĄk az ągy kapott szćt v-vel. A v az u-tćl t helyen kĄlŤnbŤzik, mąg w-tŞl d − t ≤ d/2 ≤ t helyen. Ha a dekćdolăs t-hibajavątć lenne, akkor v-t egyrĆszt u-ra, măsrĆszt w-re kellene javątani. Tehăt egy d-tăvolsăgč kćd minimălis tăvolsăgč dekćdolăssal minden t < d/2-re t-hibajavątć, Ćs pontosan ⌊ (d − 1)/2 ⌋ -hibajavątć.

Ŕltalănosabban, tegyĄk fel, hogy s ≥ t termĆszetes szămok. Egy kćd t-hibajavątć Ćs s-hibajelzŞ, ha minden legfeljebb t-hibăt kijavąt Ćs minden legfeljebb s-hibăt jelez (ideĆrtve a kijavątott legfeljebb t-hibăkat is). Megmutatjuk hogy ha t + s < d, akkor minimălis tăvolsăgč dekćdolăssal minden t-hiba kijavąthatć čgy, hogy minden s-hiba jelezhetŞ. Valćban, ha legfeljebb t-hibăt javątunk a minimălis tăvolsăgč dekćdolăssal, akkor t < r ≤ s hiba esetĆn, ha u volt az eredeti kćdszć Ćs v a vett kćdszć, akkor bărmely u-tćl kĄlŤnbŤzŞ w kćdszćra d(v, w) ≤ t lehetetlen, mert ebbŞl d(u, w) ≤ d(u, v)+ d(v, w) ≤ r + t ≤ s + t < d kŤvetkezne. MăsrĆszt, ha egy kćd t + s < d, akkor minimălis tăvolsăgč dekćdolăssal minden t-hiba kijavąthatć čgy, hogy minden s-hiba jelezhetŞ. MăsrĆszt, ha egy kćd t-hibajavątć Ćs s-hibajelzŞ, akkor t + s < d. Valćban, ha u Ćs w kĆt kćdszć, amelyek tăvolsăga d, Ćs t + s ≥ d, akkor az u kćdszćt t helyen megvăltoztatva čgy, hogy ott kĄlŤnbŤzzŤn u-tćl Ćs megegyezzen w-vel, akkor ha a v szćt vesszĄk, azt u-ra kell javątanunk, de lehet, hogy w-bŞl keletkezett legfeljebb s hibăval.

Hibajavątăs ismert hibahelyekkel. TegyĄk fel, hogy egy kćd tăvolsăga d, Ćs az ătvitel sorăn t + r hiba lĆpett fel, ahol r hibănak ismerjĄk a helyĆt (pĆldăul, mert a kćdbetŰket parităsellenŞrzĆssel visszĄk ăt). Ha 2t + r < d, akkor a hibăkat ki tudjuk javątani: Legyen u az eredeti kćdszć, v a vett szć, w egy tetszŞleges kćdszć. JelŤlje ~u, ~v Ćs ~w azokat a szavakat, amelyeket čgy kapunk, hogy az adott r helyen ăllć betŰket elhagytuk. Vălasszuk ki ezen ĂrŤvidątett" kćdszavak kŤzĄl azt, amelyik legfeljebb t helyen tĆr el ~v-tŞl; ilyen egyetlen egy van, ~u, mert u ≠ w esetĆn d ≤ d(u, w) ≤ d(~u, ~w) + r ≤ d(~u, ~v) + d(~v, ~w) + r ≤ t + r + d(~v, ~w), ahonnan d(~v, ~w) > t. Az ~u ismeretĆben u egyĆrtelmŰen adćdik, mert u ≠ w esetĆn ~u ≠ ~w, hiszen r < d. MăsrĆszt, ha egy kćd bărmely ismert r helyen Ćs ismeretlen t helyen fellĆpŞ hibăjăt ki tudjuk javątani, akkor 2t + r < d. Valćban, ha u Ćs w kĆt kćdszć, amelyek tăvolsăga d, Ćs 2t + r ≥ d, akkor az u kćdszćt t + r helyen megvăltoztatva čgy, hogy ott kĄlŤnbŤzzŤn u-tćl Ćs megegyezzen w-vel, akkor ha a v szćt vesszĄk, azt u-ra kell javątanunk, de lehet, hogy w-bŞl keletkezett legfeljebb t ismeretlen helyŰ hibăval.

• 195/−12..1199/−10 : < Lineăris kćd. Ahhoz, hogy a kćdolăs Ćs a dekćdolăs minĆl egyszerŰbb legyen, a kćdolăshoz olyan rendszereket cĆlszerŰ alkalmazni, amelyek rendelkeznek valamilyen belsŞ struktčrăval. Jć kćdok konstruălhatćak algebrai rendszerek segątsĆgĆvel. A gyakorlatban alkalmazott kćdok jelentŞs rĆsze lineăris kćd. Ha K test, akkor a K elemeibŞl alkotott rendezett n-esek a komponensenkĆnti Ťsszeadăssal, valamint az n-es minden elemĆnek ugyanazzal az elemmel valć szorzăsăval egy K feletti n-dimenzićs lineăris teret alkotnak. Ennek a tĆrnek bărmely altere egy lineăris kćd. Ha az altĆr k-dimenzićs, a kćd tăvolsăga d, Ćs a test elemeinek szăma q, akkor az ilyen kćdot [n, k, d]_q kćdnak nevezzĄk. Ha nem lĆnyeges a megadăsa, akkor elhagyhatć a jelŤlĆsbŞl d, illetve q. Lineăris kćdnăl a szavak tekinthetŞk polinomoknak is, a betŰket nullătćl indexelve.

A parităsellenŞrzŞ kćd ăltalăban nem lineăris, de ha părosra egĆszątĄnk ki, akkor măr lineăris. Tovăbbi egyszerŰ lineăris kćdok az čgynevezett CRC, vagyis Cyclic Redundancy Check, ciklikus ellenŞrzĆs kćdok. A test a kĆtelemŰ test. A k bites kćdolandć szć elejĆre ąrunk m = n − k darab nullăt, majd a megfelelŞ polinomot osztjuk egy adott m-ed fokč polinommal, a kćdpolinommal. VĆgĄl a kapott maradĆkkal kicserĆljĄk a nullăkat. Mivel a kĆtelemŰ test felett minden polinom megegyezik az ellentettjĆvel, a kćdszavakat az jellemzi, hogy oszthatćk a kćdpolinommal. NĆhăny gyakran hasznălt CRC-kćdpolinom:

CRC-1 (parităsbit) x + 1 CRC-5-USB x^5 + x^2 + 1 CRC-8 x^8 + x^2 + x + 1 CRC-16-IBM x^{16} + x^{15} + x^2 + 1 CRC-16-CCITT x^{16} + x^{12} + x^5 + 1 CRC-32 (Ethernet, x^{32} + x^{26} + x^{23} + x^{22} + x^{16} + x^{12} + x^{11} FDDI, gzip, PNG) +x^{10} + x^8 + x^7 + x^5 + x^4 + x^2 + x + 1 CRC-64-ISO x^{64} + x^4 + x^3 + +x + 1

Generătormătrix, ellenŞrzŞ mătrix. A K vĆges test feletti [n, k] lineăris kćdnăl cĆlszerŰ a kćdolăsi eljărăst egy K^k-t C ⊂ K^n-re kĆpezŞ lineăris lekĆpezĆsnek vălasztani, ahol C a kćdszavak altere. Ezt a mătrixăval jellemezhetjĄk, ez a kćdolăs generătormătrixa. A dekćdolăsra hasznălhatć egy H : K^n → K^k szĄrjektąv lineăris lekĆpezĆs, amelynek a magja C. Egy ilyen lekĆpezĆs mătrixăt a kćd ellenŞrzŞ mătrixănak nevezzĄk. Ha v ∈ K^n, akkor az s = Hv szindrćma pontosan akkor nulla, ha v kćdszć.

Szindrćmadekćdolăs. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, ha s ∈ K^{n−k}, legyen e(s) a {v : Hv = s} halmaz egy olyan vektora, amelynek sčlya minimălis. Ezt mellĆkosztălyvezetŞnek fogjuk nevezni. Ha c ∈ K^n egy kćdszć, v ∈ K^n a vett szć, e = v − c a hiba, Ćs w(e) < d/2, akkor He(s) = s = Hv = He, ągy w ( e(s) ) ≤ w(e), ahonnan w ( e − e(s) ) < d.

De H ( e − e(s) ) = 0, ągy a kĄlŤnbsĆg kćdszć, tehăt e = e(s), a hiba javąthatć. A szindrćmadekćdolăs tărigĆnye sokkal kisebb, mint a tăblăzattal valć dekćdolăsĆ, de mĆg mindig nagyon nagy lehet.

Singleton-korlăt. Ha adott egy q elemŰ ăbĆcĆ betŰibŞl ăllć n hosszč kćdszavakat tartalmazć C kćd, amelynek tăvolsăga d, akkor minden kćdszćbćl elhagyva d − 1 betŰt (ugyanarrćl a d − 1 helyrŞl) mĆg mindig kĄlŤnbŤznek a kćdszavak, de csak n − d + 1 hosszčak. Innen a kćdszavak szămăra azt kapjuk, hogy ♮(C) ≤ q^{n−d+1}, ez a Singletonkorlăt. MindkĆt oldal logaritmusăt vĆve d + log_q ♮(C) ≤ n + 1. Egy lineăris [n, k, d]_q - kćdnăl azt kapjuk, hogy d + k ≤ n + 1. Ha egyenlŞsĆg ăll, a lineăris kćdot maximălis tăvolsăgč szeparăbilis kćdnak, MDS-kćdnak nevezzĄk. A szeparăbilis (elvălaszthatć) kćd elnevezĆst az indokolja, hogy bărmely rŤgzątett d − 1 = n − k helyen ăllć betŰket elhagyva a kćdszavakbćl, q^k kĄlŤnbŤzŞ szć marad, ezĆrt a lineăris kćdolăst vălaszthatjuk čgy, hogy bărmely adott k helyen a kćdolandć szć betŰi ălljanak, ągy az ellenŞrzŞ betŰk elvălaszthatćk a kćdolandć betŰktŞl.

* Hamming-kćd. Az čgynevezett Hamming-kćd egy hiba javątăsăra alkalmas lineăris kćd. Csak a binăris, azaz a kĆtelemŰ test feletti speciălis esettel foglalkozunk. Legyen r ≥ 2 egĆsz szăm, n = 2^r − 1, Ćs k = n − r. KĆszątsĄnk egy r × n mĆretŰ mătrixot, amelyben az 0 < j ≤ n indexre a j-edik oszlopban a j szăm kettes szămrendszerbeli feląrăsănak jegyei talălhatćak, vagyis a mătrix i-edik sorănak j-edik oszlopăban h_{i,j} ăll (0 ≤ i < r, 0 < j ≤ n), ahol j =

∑_{r−1} i=0 h_{i,j} 2^i. (Mivel 1 ≤ j ≤ n < 2^r, ezĆrt j biztosan feląrhatć r jeggyel a binăris szămrendszerben). Legyen pĆldăul r = 3, akkor n = 7 Ćs k = 4, tovăbbă 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 .

Mivel r > t ∈ N esetĆn 2^t kettes szămrendszerben valć feląrăsa olyan, amelyben a 0-tćl kezdŞdŞ indexelĆs mellett a t-edik Ćs csak a t-edik jegy 1, az Ťsszes tŤbbi 0, ezĆrt a mătrix r darab oszlopa, amelyek a 2^t indexhez tartoznak, egy egysĆgmătrixot adnak (az elŞbbi pĆldăban az 1., a 2. Ćs 4.), ągy a mătrix rangja r, tehăt a megfelelŞ H lineăris lekĆpezĆs szĄrjektąv. Legyen C azon n-dimenzićs binăris vektorok halmaza, amelyekre Hc = 0. Az ilyen vektorokban k komponens szabadon vălaszthatć. (Persze nem bărmelyik k, csak azok, amelyekkel a kimaradt komponensekhez tartozć indexek a mătrix regulăris rĆszmătrixăt hatărozzăk meg, pĆldăul a fenti pĆldăban nem jć vălasztăs az utolsć nĆgy komponens, mert a mătrix elsŞ hărom oszlopa lineărisan ŤsszefĄggŞ.) Legyenek ezĆrt a kćdolandć Ązenetek k bitesek, Ćs egy-egy ilyen Ązenetet egĆszątsĄnk ki r bittel čgy, hogy a kapott n-bites vektor eleme legyen a C halmaznak. TegyĄk fel, hogy egy ilyen n-bites Ązenet az ătvitel sorăn megsĆrĄl. Ez azt jelenti, hogy bizonyos bitek az ellenkezŞjĄkre văltoznak, amit čgy is megkaphatunk, ha ezekhez az eredeti bitekhez 1-et adunk modulo 2, vagyis tegyĄk fel, hogy c az eredeti n-bites vektor, e = e_1 . . . e_n a hibavektor, Ćs a vĆtel helyĆre v = c + e Ćrkezik. Ha a H mătrix j-edik oszlopăt h_j -vel jelŤljĄk, akkor

Hv = H(c + e) = Hc + He = He = ∑ e_j =1

h_j ,

hiszen e_i ĆrtĆke csak 0 Ćs 1 lehet. Ha pontosan egy hiba lĆpett fel, akkor egy Ćs csak egy indexre, mondjuk s-re lesz e_j nullătćl kĄlŤnbŤzŞ, Ćs ekkor Hv = h_s. De H konstrukcićja kŤvetkeztĆben h_s Ćppen s kettes szămrendszerbeli feląrăsa, vagyis Hv pontosan a hiba helyĆt adja.

Legyen pĆldăul az elŞbbi 3 × 7-es mătrixhoz c = 0100101, akkor ellenŞrizhetŞ, hogy Hc = 0, vagyis c kćdszć, Ćs tegyĄk fel, hogy e = 0000100, vagyis az 5. bit Ćs csak ez a bit az Ązenet ătvitele sorăn megsĆrĄl. Ekkor a vĆtel helyĆn a v = 0100001 bitsorozatot kapjuk, Ćs s = Hv = 101, ami mint binăris szăm Ćppen 5, a hiba helye. Megvăltoztatva a vett Ązenetben az 5. bitet, a 0100101 bitsorozatot kapjuk, egyezĆsben az elkĄldŤtt bitsorozattal. Amennyiben e = 0000101, akkor s = 010, Ćs Ăjavątăs" utăn a 0000000 bitsorozatot kapjuk, ami nem egyezik az eredeti sorozattal, vagyis rosszul javątottunk. A Hamming-kćd pontosan 1-hibajavątć kćd. Řrdemes megnĆzni, hogy mi a helyzet, ha a hibavektor e = 1110000.

Reed{Solomon-kćdok. Legyen K egy vĆges test, a test egy nem nulla α elemĆnek multiplikatąv rendje n Ćs 0 < k < n. Ekkor az α^i, 0 ≤ i < n elemek păronkĆnt kĄlŤnbŤznek, Ćs mindegyik gyŤke az x^n − 1 ∈ K[x] polinomnak, ezĆrt megadjăk ezen polinom Ťsszes gyŤkĆt. Ŋgy x^n − 1 =

∏_{n−1} i=0 (x − α^i).

Legyen m = n − k Ćs g =

∏_m i=1 (x − α^i). Ez a polinom egy K fŤlŤtti, m-edfokč fŞpolinom, Ćs osztćja az x^n − 1 polinomnak. A C = { ag : a ∈ K[x], deg(a) < k) } halmaz a g (vagy az α) ăltal generălt Reed{Solomon-kćd, Ćs g a kćd generătorpolinomja. A C elemei n-nĆl alacsonyabb fokč polinomok. A φ : a → ag lekĆpezĆs K^k injektąv lineăris lekĆpezĆse C-re, amibŞl az is kŤvetkezik, hogy C a K^n egy k-dimenzićs altere.

Most tekintsĄk a C egy c elemĆt. Ekkor g osztćja c-nek, tehăt g minden gyŤke gyŤke c-nek, vagyis c(α^i) = 0, ha 1 ≤ i ≤ m. Fordątva, ha u ∈ K^n, Ćs minden 1 ≤ i ≤ m-re u(α^i) = 0, akkor valamennyi i-re x − α^i osztćja u-nak, de akkor ezek legkisebb kŤzŤs tŤbbszŤrŤse, azaz a szorzatuk, tehăt g is osztćja u-nak, vagyis ez esetben u a kćdhoz tartozik. Ez azt jelenti, hogy u ∈ K^n akkor Ćs csak akkor eleme a kćdnak, ha g valamennyi gyŤke egyben u-nak is gyŤke, vagyis ha minden 1 ≤ i ≤ m-re

∑_{n−1} j=0 (α^i)^j u_j = 0. Ŋgy a h_{i,j} = α^{ij} , 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j < n mătrix egy ellenŞrzŞ mătrix, a hozză tartozć H lineăris lekĆpezĆsre Hu = 0 akkor Ćs csak akkor, ha u ∈ C. Legyen 0 ≤ j_1 < . . . j_m < n, Ćs nĆzzĄk a mătrix j_l indexŰ oszlopait. Ezek a mătrix egy m-edrendŰ kvadratikus rĆszmătrixăt adjăk, amelynek l-edik oszlopăban az i-edik elem h_{i,jl} = (α^i)^{jl} = (α^{jl} )^i. Most nĆzzĄk ezen rĆszmătrix determinănsăt. A determinăns l-edik oszlopăban minden elembŞl kiemelhetŞ α^{jl} . Mivel a kiemelt elem nem nulla, ezĆrt az eredeti determinăns akkor Ćs csak akkor 0, ha a kiemelĆs utăn kapott determinăns ĆrtĆke 0. A kapott determinăns l-edik oszlopăban α^{jl} egymăs utăn kŤvetkezŞ hatvănyai ăllnak, a 0 kitevŞs hatvănnyal kezdve, vagyis ez egy čgynevezett Vandermonde-tąpusč determinăns. A mĆret szerinti indukcićval nem nehĆz lătni, hogy a determinăns ĆrtĆke ∏ 0≤s<t<m ( α^{js} − α^{jt} ) ≠ 0 (vonjuk ki minden sorbćl az felette ăllć α^{j1} -szeresĆt). Ez viszont azt jelenti, hogy a mătrix bărmely m oszlopa lineărisan fĄggetlen. EbbŞl egyrĆszt az kŤvetkezik, hogy rangja m = n − k, tehăt a kćd egy ellenŞrzŞ mătrixăt kaptuk, măsrĆszt, hogy egy legfeljebb m = n − k sčlyč e vektorra He ≠ 0, tehăt a kćd tăvolsăga d = n−k+1, azaz a kćd maximălis tăvolsăgč. Ez mutatja, hogy megfelelŞ kćddal egynĆl tŤbb hiba is javąthatć.

A Reed{Solomon-kćd dekćdolăsa. A Reed{Solomon-kćd lineăris, tehăt a hiba javąthatć pĆldăul a szindrćmadekćdolăssal, de mutatunk egy ennĆl lĆnyegesen praktikusabb hibajavątăst.

Legyen adott egy [n, k]_q Reed{Solomon-kćd, m = n−k, g =

∏_m

i=1 (x − α^i) a kćd generătorpolinomja, e a hibavektor, Ćs L = ∏ e_j ≠0(1−α

j z) az čgynevezett hibahelypolinom.

Ennek ismeretĆben a hibăk helye meghatărozhatć: megkeressĄk, hogy mely α^{−j} -k gyŤkei L-nek, Ćs a j-k megadjăk a hibăk helyĆt. Legyen E = ∑ e_j ≠0 α

j e_j L_j az čgynevezett hibaĆrtĆk-polinom, ahol L_j = L/(1 − α^j z), ha e_j ≠ 0. Ha mĆg ezt is ismerjĄk, akkor a hiba javąthatć, mert rŤgzątett j esetĆn L_i(α^{−j} ) akkor Ćs csak akkor nem nulla, ha i = j, ezĆrt

e_j =

E(α^{−j} ) α^j L_j (α^{−j} ) .

A kŤvetkezŞ tĆtel lehetŞvĆ teszi a kĆt polinom meghatărozăsăt.

TĆtel. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel legyen s a szindrćmăhoz tartozć polinom. TegyĄk fel, hogy a hibahelyek szăma, azaz L fokszăma legfeljebb m/2. VĆgezzĄnk bŞvątett euklideszi algoritmust az a = z^r Ćs b = s polinomokkal. Az ottani jelŤlĆsekkel legyen l a legkisebb index, amelyre deg(r_k ) < m/2, Ćs legyen r_l = ax_l + by_l. Ekkor y_l(0) ≠ 0 Ćs L = y_l/y_l(0), E = r_l/y_l(0).

* Bizonyątăs. ElŞszŤr megmutatjuk, hogy x^m osztja az E − Ls polinomot. Valćban,

E − Ls = ∑ e_j ≠0

α^j e_j L_j − L m−1∑ i=0 s_iz^i = ∑ e_j ≠0

α^j e_j L_j − m−1∑ i=0 L (^{n−1}∑ j=0 ( α^{i+1}

)_j e_j ) z^i

= ∑ e_j ≠0

α^j e_j h_j − n−1∑ j=0 e_j L m−1∑ i=0 ( α^{i+1}

)_j

z^i = ∑ e_j ≠0 ( α^j e_j L_j − α^j e_j L m−1∑ i=0 ( α^j

)_i z^i )

= ∑ e_j ≠0 ( α^j e_j L_j − α^j e_j L

1 − (α^j z)^m 1 − α^j z )

= ∑ e_j ≠0 ( α^j e_j L_j − α^j e_j L_j ( 1 − α^j z

)1 − (α^j z)^m 1 − α^j z )

= z^m ∑ e_j ≠0

α^{j(m+1)}e_j L_j .

Ez azt jelenti, hogy alkalmas f polinommal E = fz^m + Ls. Ŋgy z^m Ćs s legnagyobb kŤzŤs osztćja osztćja E-nek, Ćs fokszăma legfeljebb annyi, mint E fokszăma, ami kisebb, mint m/2. Ŋgy van olyan maradĆk az euklideszi algoritmus alkalmazăsa sorăn, amelynek fokszăma kisebb, mint m/2. Az E = fz^m + Ls egyenlet y_l-szeresĆbŞl kivonva az

r_l = ax_l + by_l = z^mx_l + sy_l

egyenlet L-szeresĆt, azt kapjuk, hogy

(1) Ey_l − Lr_l = (fy_l − Lx_l)z^m. > Hamming-korlăt. Ha egy q elemŰ ăbĆcĆ n hosszč szavaibćl ăllć C kćd t-hiba javątć, akkor bărmely kĆt kćdszćra a tŞlĄk legfeljebb t tăvolsăgra lĆvŞ szavak halmazai diszjunktak. Mivel egy kćdszćtćl j tăvolsăgra pontosan

(_n j ) (q − 1)^j szć van, azt kapjuk, hogy

♮(C) t∑ j=0 ( n j ) (q − 1)^j ≤ q^n.

Ez a Hamming-korlăt a kćdszavak szămăra. Ha egyenlŞsĆg teljesĄl, akkor a kćdot tŤkĆletesnek nevezzĄk. Mivel kevĆs tŤkĆletes kćd van, a gyakorlatban az alăbbi korlăt fontosabb.

Singleton-korlăt. Ha egy q elemŰ ăbĆcĆ n hosszč szavaibćl ăllć C kćd tăvolsăga d, akkor minden kćdszćbćl elhagyva d − 1 betŰt (ugyanarrćl a d − 1 helyrŞl) mĆg mindig kĄlŤnbŤznek a kćdszavak, de csak n − d + 1 hosszčak. Innen a kćdszavak szămăra azt kapjuk, hogy ♮(C) ≤ q^{n−d+1}, ez a Singleton-korlăt. Ha egyenlŞsĆg ăll, a kćdot maximălis tăvolsăgč szeparăbilis kćdnak, MDS-kćdnak nevezzĄk. Ekkor ♮(C) = q^k, ahol k = n − d + 1. A szeparăbilis (elvălaszthatć) kćd elnevezĆst az indokolja, hogy (bărmely) rŤgzątett d − 1 = n − k helyen ăllć betŰket elhagyva a kćdszavakbćl, q^k kĄlŤnbŤzŞ szć marad, ezĆrt a kćdolăst vĆgezhetjĄk čgy, hogy az Ązeneteket lekĆpezzĄk ezekre a szavakra, majd kiegĆszątjĄk ellenŞrzŞ betĄkkel, ągy az ellenŞrzŞ betŰk elvălaszthatćk a kćdolć betŰktŞl.

Lineăris kćd. Ahhoz, hogy a kćdolăs Ćs a dekćdolăs minĆl egyszerŰbb legyen, a kćdolăshoz olyan rendszereket cĆlszerŰ alkalmazni, amelyek rendelkeznek valamilyen belsŞ struktčrăval. Jć kćdok konstruălhatćak algebrai rendszerek segątsĆgĆvel. A gyakorlatban alkalmazott kćdok jelentŞs rĆsze lineăris kćd: Ha K vĆges test, akkor a K elemeibŞl alkotott rendezett n-esek a komponensenkĆnti Ťsszeadăssal, valamint az n-es minden elemĆnek ugyanazzal az elemmel valć szorzăsăval egy K feletti n-dimenzićs K^n lineăris teret alkotnak. Ennek a tĆrnek bărmely altere egy lineăris kćd. Ha az altĆr kdimenzićs, a kćd tăvolsăga d, Ćs a test elemeinek szăma q, akkor az ilyen kćdot [n, k, d]_q kćdnak nevezzĄk. Ha nem lĆnyeges a megadăsa, akkor elhagyhatć a jelŤlĆsbŞl d, illetve q. Itt a Singleton-korlăt k ≤ n − d + 1. Lineăris kćdnăl mindig feltesszĄk, hogy a kćdolandć Ązenetek K^k elemei, azaz a kćdăbĆcĆ elemeibŞl kĆpzett k-asok

A parităsbites kćd ăltalăban nem lineăris, de ha păros sok egyesre egĆszątĄnk ki, akkor măr lineăris F_2 felett.

Generătormătrix, ellenŞrzŞ mătrix, szindrćma. A K vĆges test feletti [n, k] lineăris kćdnăl cĆlszerŰ a kćdolăst egy K^k-t C ⊂ K^n-re kĆpezŞ G (kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ) lineăris lekĆpezĆsnek vălasztani, ahol C a kćdszavak altere. Ezt a mătrixăval jellemezhetjĄk, ez a kćdolăs generătormătrixa. Egy, a szokăsos băzisban vett mătrix pontosan akkor generătormătrix, ha az oszlopai băzist alkotnak a kćdszavak terĆben. A hibajavątăsra hasznălhatć egy (tetszŞleges) H : K^n → K^{n−k} szĄrjektąv lineăris lekĆpezĆs, amelynek a magja C; egy ilyen lekĆpez‘Ćst ellenŞrzŞ lekĆpezĆsnek, mătrixăt Egy a kćd egy ellenŞrzŞ mătrixănak nevezzĄk. Ha v ∈ K^n, akkor a v-hez tartozć szindrćma (jellemzŞ), az s = Hv vektor pontosan akkor nulla, ha v kćdszć. A kĆt lekĆpezĆs csak az kŤti Ťssze, hogy G kĆptere H magja: mindkettŞ a kćdszavak halmaza. EzĆrt a kćdszavak halmazăt bărmelyik lekĆpezĆs megadja. A hibajavątăs nem fĄgg G-tŞl, csak a kćdszavak halmazătćl. Az ellenŞrzŞ mătrix segątsĆgĆvel is meghatărozhatć a kćd sčlya: az ellenŞrzŞ mătrixnak pontosan akkor van m oszlopa, amelyeknek megfelelŞ vektorok lineărisan fĄggŞek, ha van olyan kćdszć, amelynek sčlya legfeljebb m.

A kćdolć lekĆpezĆst cĆlszerŰ čgy megvălasztani, hogy a kćdszavak meghatărozott helyein az Ązenet betŰi ălljanak, mert ekkor a hibajavątăs utăn nincs măs dolgunk, mint az ĂellenŞrzŞ" betŰket elhagyni. Ilyenkor szisztematikus kćdolăsrćl beszĆlĄnk. Lineăris kćdolăsnăl ez elĆrhetŞ pĆldăul čgy, hogy elemi oszlopmŰveletek hasznălatăval, hasonlćan, mint a Gauss-eliminăcićnăl, ătalakątjuk a generătormătrixot: az elemi oszlopmŰveletek nem văltoztatjăk meg a transzformăcić ĆrtĆkkĆszletĆt. A kćdszavak betŰit alkalmasan permutălva, azt is elĆrhetjĄk, hogy az Ązenet betŰi a kćdszćnak az elŞre megadott k helyĆn ălljanak: a permutăcić nem văltoztatja meg a linearităst Ćs a sčlyt.

A szindrćma felhasznălhatć a hiba javątăsăra:

Szindrćmadekćdolăs. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, ha s ∈ K^{n−k}, legyen e(s) a H^{−1}(s) halmaz egy olyan rŤgzątett vektora, amelynek sčlya az adott mellĆkosztălyban minimălis. Ezeket az e(s) vektorokat mellĆkosztăly-vezetŞnek fogjuk nevezni. Ha c ∈ K^n egy kćdszć, v ∈ K^n a vett szć, e = v − c a hiba, Ćs ha w(e) < d/2, tehăt ha a hiba javąthatć, akkor He(s) = s = Hv = He, ągy w ( e(s) ) ≤ w(e), ahonnan w ( e − e(s) ) < d.

De H ( e − e(s) ) = 0, ągy a kĄlŤnbsĆg kćdszć, tehăt e = e(s), ągy c = v − e(s), a hiba kijavątottuk. A szindrćmadekćdolăs tărigĆnye sokkal kisebb, mint a tăblăzattal valć dekćdolăsĆ, mert itt csak a mellĆosztălyvezetŞket kell tărolni, de mĆg mindig nagyon nagy lehet.

PĆlda: Fano-kćd. A 3.4. ăbrăn lăthatć Fano-sąk felhasznălhatć hibajavątć kćd konstruălăsăra. Megszămozva a pontokat 1-tćl 7-ig, a kćdszavak az egyenesekhez tartoznak: olyan bitsorozatok, amelyekben az adott egyenesre illeszkedŞ pontoknak megfelelŞ bitek egyesek, a tŤbbi nulla, illetve ezek egyes komplemensei. Kćdszć mĆg a csupa nulla illetve csupa egy bitsorozat. Ŋgy egy [7, 4, 3]_2 lineăris kćdot kapunk, a kćdszavak: 1110000, 1001100, 0101010, 0011001, 1000011, 0100101, 0100110, 0000000, 0001111, 0110011, 1010101, 1100110, 0111100, 1011010, 1011001, 1111111. Ez a kćd tŤkĆletes kćd, de nem MDS-kćd. Egy generătormătrixa (a szokăsos băzisban) pĆldăul a

1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1

mătrix, amibŞl oszlopmŰveletekkel (az elsŞ oszlopot hozzăadva minden tovăbbihoz, majd a kapott măsodik oszlopot hozzăadva az elsŞhŤz Ćs a harmadikhoz, ezutăn a kapott harmadik oszlopot hozzăadva a măsodikhoz, vĆgĄl a negyedik oszlopot hozzăadva a măsodikhoz Ćs a harmadikhoz) a 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 generătormătrixot kapjuk, amely szisztematikus kćdot ad, a kćdolandć szć a kćdszć elejĆre kerĄl. JelŤlje b_1, b_2, b_3 Ćs b_4 ezen mătrix oszlopainak megfelelŞ vektorait F^7_2- nek, e_1, e_2, . . . , e_7 illetve f_1, f_2, f_3 az F^7_2 illetve F^3_2 szokăsos băzisăt. A H lekĆpezĆst de˛niăljuk azzal, hogy a b_1, b_2, b_3, b_4, e_5, e_6, e_7 băzis elsŞ nĆgy vektorăt nullăba, az utolsć hărmat pedig rendre f_1, f_2, f_3-ba viszi. Mivel e_1 = b_1 − e_6 − e_7, e_2 = b_2 − e_5 − e_7, e_3 = b_3 − e_5 − e_6 Ćs e_4 = b_4 − e_5 − e_6 − e_7, a szokăsos băzisban a

0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1

ellenŞrzŞ mătrixot kapjuk. A 000, 100, 010, 001, 110, 101, 011, 111 szindrćmăkhoz tartozć mellĆkosztălyvezetŞk rendre 0000000, 0000100, 0000010, 0000001, 0010000, 0100000, 1000000, 0001000. Legyen pĆldăul a kćd c = 0100101, akkor ellenŞrizhetŞ, hogy Hc = 0, vagyis c kćdszć. Ha a hibavektor e = 0000100, vagyis az 5. bit Ćs csak ez a bit az Ązenet ătvitele sorăn megsĆrĄl, akkor a vĆtel helyĆn a v = 0100001 bitsorozatot kapjuk, Ćs s = Hv = 100, amihez az e hibavektor tartozik. Megvăltoztatva a vett Ązenetben az 5. bitet, a 0100101 bitsorozatot kapjuk, egyezĆsben az elkĄldŤtt bitsorozattal. Amennyiben kĆt hiba van, pĆldăul e = 0000101, akkor s = 101, Ćs Ăjavątăs" utăn a 0110001 bitsorozatot kapjuk, ami nem egyezik az eredeti sorozattal, vagyis rosszul javątottunk. A Fano-kćd pontosan 1-hibajavątć kćd. Ha a hibavektor e = 1110000, akkor Ćszre sem vesszĄk a hibăt.

* PĆlda: Reed{MĄller-kćdok. F^t_2 pontjait szămozzuk meg 1-tŞl 2^t-ig, Ćs legyen 0 < r < t rŤgzątett. A kćdszavakat čgy kapjuk, hogy minden egyes r-dimenzićs a‹n sokasăghoz hozzărendelĄnk egy nulla-egy sorozatot: az adott a‹n sokasăgra illeszkedŞ pontoknak megfelelŞ helyre egyest, a tŤbbi helyre nullăt ąrunk, valamint tekintjĄk mĆg a csupa nulla Ćs a csupa egyes bitsorozat. Ez egy binăris [n, k, d]_2 kćd, ahol n = 2^t, d = 2^r, Ćs k =

∑_r j=0 (_t j ) . A t = 5, r = 4 paramĆterekkel adćdć [32, 6, 16]_2 kćdot hasznăltăk a Mariner 9 Mars-szonda kĆpeinek FŤldre kĄldĆsĆre: egy pixel 64 lehetsĆges ărnyalatot tartalmazott.

* Hamming-kćd. Az čgynevezett Hamming-kćd egyetlen hiba javątăsăra alkalmas lineăris kćd. Legyen m > 1. Az ellenŞrzŞ mătrix oszlopai (a szokăsos băzisban) azok az F^m_q vektorok, amelyeknek az elsŞ nem nulla komponense 1. A mătrix oszloprangja nyilvăn m, ągy a megfelelŞ lineăris lekĆpezĆs kĆptere F^m_q . Az oszlopok szăma n = 1+q +q^2 +· · ·+ q^{m−1} = (q^m − 1)/(q − 1), Ćs a kćdszavak k = n − m dimenzićs alteret alkotnak. Mivel az ellenŞrzŞ mătrix bărmely kĆt oszlopa lineărisan fĄggetlen, a kćd tăvolsăga legalăbb 3. TŤbb nem lehet, mivel a kćd tŤkĆletes 1-hibajavątć: q^k ( 1 + n(q − 1) ) = q^k(1 + q^m − 1) = q^m + k = q^n. A hibajavątăs a szindrćma segątsĆgĆvel kŤnnyen elvĆgezhetŞ: ha csak egy hiba van, akkor az e hibavektornak egyetlen nem nulla koordinătăja van, legyen ez α. Az s = He szindrćma a H mătrixa valamelyik oszlopănak az α-szorosa. Mivel minden oszlop legelsŞ nem nulla eleme 1, a szindrćma legelsŞ nem nulla eleme α. Ennek ismeretĆben, a szindrćmăt osztva α-val, megkereshetŞ, hogy melyik oszlopot kapjuk; ez a koordinătăja volt hibăs az Ązenetnek.

* Feladat [7]. KĆszątsĄnk egy olyan Hamming-kćdot a hăromelemŰ test felett, amelynek hossza 13, dimenzićja pedig 10. Mutassuk meg ennek segątsĆgĆvel, hogy a TOTŢ-n elegendŞ 3^{11} = 59049 hasăbot megjătszani, hogy biztosan legyen legalăbb 12 talălatunk.

Polinomkćdok. Lineăris kćdnăl a szavak k hosszč kćdolandć szavak tekinthetŞk F_q feletti k-năl alacsonyabb fokč polinomnak is, a betŰket nullătćl indexelve. Ha a kćdolăst čgy vĆgezzĄk, hogy ezt a p polinomot beszorozzuk egy rŤgzątett m-ed fokč g polinommal (m ∈ N^+), akkor lineăris kćdot Ćs kćdolăst kapunk, n = m+k hosszč kćdszavakkal, mivel a p → pg lekĆpezĆs kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ. Az ilyen tąpusč lineăris kćdolăs polinomkćdolăsnak nevezzĄk, g a kćd generătorpolinomja. A generătorpolinomrćl feltehetjĄk (Ćs a tovăbbiakban fel is tesszĄk), hogy fŞpolinom, hiszen osztva a fŞegyĄtthatćval, a kćdszavak halmaza nem văltozik. A generătorpolinomot nem cĆlszerŰ čgy vălasztani, hogy konstans tagja nulla legyen, hiszen ekkor minden kćdpolinom konstans tagja is nulla, ągy a kćdszavak nulla indexŰ betŰje nem hordoz informăcićt. A tovăbbiakban ezĆrt mindig feltesszĄk, hogy a generătorpolinom konstans tagja nem nulla. Mivel a generătorpolinom is kćdszć, a kćd sčlya nem lehet nagyobb, mint a generătorpolinom sčlya, Ćs mivel a k (Ćs ągy n) nŤvelĆsĆvel a kćdszavak halmaza bŞvĄl, a kćd sčlya csak csŤkkenhet. A 8.3.57. tĆtel szerint elĆg nagy j-re g(x)|x^{qj} − x, ągy g(x)|x^{qj −1} − 1, azaz n ≥ q^j esetĆn a kćd sčlya măr csak kettŞ. EgyĆbkĆnt ha g(x)|x^ℓ − 1, akkor n = ℓ esetĆn a kćd ciklikus kćd: ha a_0a_1 . . . a_{n−2}a_{n−1} egy kćdszć, akkor a_{n−1}a_0a_1 . . . a_{n−2} is kćdszć:

a_{n−1} + a_0x + a_1x^2 + · · · a_{n−2}x^{n−1} = x(a_0 + a_1x + · · · + a_{n−2}x^{n−2} + a_{n−1}x^{n−1}) − a_{n−1}(x^n − 1),

ągy oszthatć g(x)-el.

Polinomkćdolăs esetĆn kŤnnyen kĆsząthetĄnk szisztematikus kćdot is: ha p az Ązenetpolinom, akkor p(x)x^m-et maradĆkosan osztva g(x)-el p(x)x^m = q(x)g(x) + r(x); a kćdszć legyen p(x)x^m − r(x): a vĆgĆn a az eredeti Ązenet betŰi ăllnak. Mivel az x^m-vel valć szorzăs Ćs a maradĆkkĆpzĆs lineăris, ez lineăris kćdolăs. Az Ązenet ellenŞrzĆse is egyszerŰ: megnĆzzĄk, hogy oszthatć-e g(x)-szel.

CRC-kćdok. EgyszerŰ, csak hibajelzĆs szolgălć F_2 feletti polinomkćdok az čgynevezett CRC, vagyis Cyclic Redundancy Check, Ăciklikus ellenŞrzĆs" kćdok. A kćdolăs a fent leąrt. MegjegyezzĄk, hogy F_2 felett (sŞt, minden F_q felett, ahol q kettŞhatvăny) r(x) = −r(x). NĆhăny gyakran hasznălt CRC-generătorpolinom:

NĆv Generătorpolinom Tăvol- Maximălis săg kćdhossz CRC-1 (parităsbit) x + 1 2 − CRC-5-USB x^5 + x^2 + 1 3 2^5 − 1 CRC-8 x^8 + x^2 + x + 1 4 2^7 − 1 CRC-16-IBM x^{16} + x^{15} + x^2 + 1 4 2^{15} − 1 CRC-16-CCITT x^{16} + x^{12} + x^5 + 1 4 32767 CRC-32 (Ethernet, x^{32} + x^{26} + x^{23} + x^{22} + x^{16} + x^{12} + x^{11}

FDDI, gzip, PNG) +x^{10} + x^8 + x^7 + x^5 + x^4 + x^2 + x + 1 3 2^{32} − 1 CRC-64-ISO x^{64} + x^4 + x^3 + x + 1 3 2^64 − 1

* A CRC-kćdok hibajelzŞ kĆpessĆge. A parităsbites ellenŞrzĆssel măr foglalkoztunk. A tŤbbi CRC-polinom a fenti tăblăban mind vagy irreducibilis, vagy x + 1 = x − 1- szeresei egy irreducibilis polinomnak. A kćd sčlya legalăbb 2, mert x-hatvăny nem lehet a kćdpolinomok kŤzŤtt. A kćd sčlya mindaddig nagyobb, mint kettŞ, ameddig meg nem jelenik a kćdpolinomok kŤzŤtt egy x^{j+l} + x^j = x^j (x^ℓ − 1) alakč polinom. Mivel a konstans tag nem nulla, ez csak akkor lehet, ha g(x)|x^ℓ − 1. Ekkor viszont x^{iℓ} − 1 = (x^ℓ − 1)(x^{(i−1)ℓ} + x^{(i−2)ℓ} + · · · + 1) is, Ćs ągy x^{iℓ+j} − x^j is tŤbbszŤrŤse g-nek. Ha g egy m-ed fokč (m > 1) irreducibilis polinom, akkor a 8.3.57. tĆtel szerint g(x)|x^{2m} − xnek, azaz g(x)|x^{2m −1} − 1. Legyen ℓ a legkisebb olyan ĆrtĆk, amelyre g(x)|x^ℓ − 1. Mivel 2^m − 1 = iℓ + j esetĆn x^j − 1 = x^{2m −1} − 1 − (x^{iℓ+j} − x^j ) is oszthatć g(x)-szel, ℓ|2^m − 1. EllenŞrizve a lehetsĆges ĆrtĆkeket szămątćgĆppel, ℓ meghatărozhatć. Ha a kćdhossz nem nagyobb, mint ℓ, a kćd sčlya legalăbb 3. Ha a CRC-polinom x − 1-szer egy m-ed fokč g(x) irreducibilis polinom, akkor minden kćdszć is x−1 tŤbbszŤrŤse, ągy csak păros lehet a sčlya. a A fenti gondolatmenet itt is ĆrvĆnyes, a legkisebb ℓ kitevŞre, amelyre x^ℓ − 1 tŤbbszŤrŤse a kćdpolinomnak, ℓ|2^m − 1, aminek alapjăn ℓ meghatărozhatć. Itt a kćd sčlya legalăbb nĆgy, hiszen nagyobb, mint 2, Ćs păros. MegjegyezzĄk, hogya kćd sčlya nem lehet tčl nagy, ha n nagy. PĆldăul 32 bites CRC-polinomnăl, ha n = 84, akkor a kćd nem lehet 7-hibajavątć, mert

(_{84} 7 ) > 2^{32}, tehăt a Hamming-egyenlŞtlensĆg nem teljesĄlne, ągy tăvolsăga kisebb, mint 15; ha n = 124, akkor a kćd nem lehet 6-hibajavątć, mert

(_{124} 6 ) > 2^{32}, tehăt a Hamming-egyenlŞtlensĆg nem teljesĄlne, ągy tăvolsăga kisebb, mint 15; stb.

VĆgĄl megjegyezzĄk, hogy minden CRC-kćd jelez minden olyan hibăt, amelynĆl a hibăs bitek egyetlen olyan intervallumba, Ăhibacsomćba" esnek, amelynek hossza legfeljebb a CRC-polinom foka: ekkor ugyanis a hibapolinom e(x)x^j alakč, ahol e(x) foka kisebb, mint a CRC-polinom foka, ągy nem lehet oszthatć az utćbbival.

* Golay-kćdok. A [23, 12, 7]_2 Golay-kćdot az x^11 + x^10 + x^6 + x^5 + x^4 + x^2 + 1 polinom generălja Ćs tŤkĆletes kćd. Ezzel a kćddal vĆdik a mŰholdas mŰsorszćrăs szolgăltatăsazonosątăsăt. A [24, 12, 8]_2 Golay-kćdot ebbŞl čgy kapjuk, hogy minden kćdszćt kiegĆszątĄnk păros parităsčra. Ezt a kćdot hasznăltăk a Voyager Űrszondăk sząnes kĆpek tovăbbątăsăra. A [11, 6, 5]_3 Golay-kćdot az x^5 + x^4 + 2x^3 + x^2 + 2 polinom generălja Ćs tŤkĆletes kćd. A [12, 6, 6]_3 Golay-kćdot čgy kapjuk, hogy minden kćdszćt kiegĆszątĄnk čgy, hogy a jegyek Ťsszege modulo hărom nulla legyen. A kćdok szoros kapcsolatban ăllnak egyszerŰ csoportokkal: pĆldăul S_{23} illetve S_{24} azon permutăcići, amelyek a megfelelŞ binăris kćdot Ťnmagăba viszik, egy 10200960, illetve 244823040 elemŰ egyszerŰ csoportot alkotnak.

Vandermonde-determinăns. Ha x_1, x_2, . . . , x_m egy K test elemei, akkor az

1 1 1 . . . 1 x_1 x_2 x_3 . . . x_m x^2_1 x^2 x^2_3 . . . x^2_m . . . . . . .. . . . x^{m−1}_1 x^{m−1}_2 x^{m−1}_3 . . . x^{m−1}_m

mătrix determinănsa ∏

1≤i<j≤m

(x_j − x_i).

Bizonyątăs. Az m szerinti teljes indukcićval: vonjuk ki a măsodiktćl kezdve minden sorbćl a felette ăllć x_1-szeresĆt. □

Reed{Solomon-kćdok. Legyen most K egy tetszŞleges vĆges test, alkossăk az ăbĆcĆt ennek elemei, a K elemszămăt jelo"lje q. Legyen a K egy nem nulla α elemĆnek multiplikatąv rendje n. Ekkor az α^i, 0 ≤ i < n elemek păronkĆnt kĄlŤnbŤznek, Ćs mindegyik gyŤke a z^n −1 ∈ K[z] polinomnak, ezĆrt megadjăk ezen polinom Ťsszes gyŤkĆt. Ŋgy z^n − 1 =

∏_{n−1} i=0 (z − α^i).

Legyen 0 < k < n, m = n − k Ćs g =

∏_m i=1 (z − α^i). Ez a polinom egy K fŤlŤtti, m-edfokč fŞpolinom, Ćs nyilvăn osztćja a z^n − 1 polinomnak. A g mint generătorpolinom ăltal megadott [n, k]_q polinomkćd a g (vagy az α) ăltal generălt Reed{Solomon-kćd.

Most tekintsĄk a kćdpolinomok C halmazănak egy c elemĆt. Mivel g osztćja c-nek, g minden gyŤke gyŤke c-nek is, vagyis c(α^i) = 0, ha 1 ≤ i ≤ m. Fordątva, ha u ∈ K^n, Ćs minden 1 ≤ i ≤ m-re u(α^i) = 0, akkor valamennyi i-re z − α^i osztćja u-nak, de akkor ezek legkisebb kŤzŤs tŤbbszŤrŤse, azaz a szorzatuk, tehăt g is osztćja u-nak, vagyis ez esetben u a kćdhoz tartozik. Ez azt jelenti, hogy u ∈ K^n akkor Ćs csak akkor eleme a kćdnak, ha g valamennyi gyŤke egyben u-nak is gyŤke, vagyis ha minden 1 ≤ i ≤ m-re ∑_{n−1}

j=0 (α^i)^j u_j = 0. Ŋgy a h_{i,j} = α^{ij} (1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j < n) mătrix egy ellenŞrzŞ mătrix: a hozză tartozć H lineăris lekĆpezĆsre Hu = 0 akkor Ćs csak akkor, ha u ∈ C. A kćd sčlyănak meghatărozăsăhoz megmutatjuk, hogy H mătrixănak bărmely m oszlopa lineărisan fĄggetlen. Legyen 0 ≤ j_1 < . . . j_m < n, Ćs nĆzzĄk a mătrix j_l indexŰ oszlopait. Ezek a mătrix egy m-edrendŰ kvadratikus rĆszmătrixăt adjăk, amelynek l-edik oszlopăban az i-edik elem h_{i,jl} = (α^i)^{jl} = (α^{jl} )^i. Most nĆzzĄk ezen rĆszmătrix determinănsăt. A determinăns l-edik oszlopăban minden elembŞl kiemelhetŞ α^{jl} . Mivel a kiemelt elem nem nulla, ezĆrt az eredeti determinăns akkor Ćs csak akkor 0, ha a kiemelĆs utăn kapott determinăns ĆrtĆke 0. A kapott determinăns l-edik oszlopăban α^{jl} egymăs utăn kŤvetkezŞ hatvănyai ăllnak, a 0 kitevŞs hatvănnyal kezdve, vagyis ez egy Vandermondedeterminăns. Ŋgy az elŞzŞ ăllątăs szerint a determinăns ĆrtĆke ∏ 0≤s<t<m ( α^{js} − α^{jt} ) ≠ 0, ami azt jelenti, hogy a mătrix bărmely m oszlopa lineărisan fĄggetlen. EbbŞl a kćd d tăvolsăga nagyobb, mint m, Ćs ągy (mivel nagyobb nem lehet) d = n − k + 1, azaz a kćd MDS-kćd, tehăt elĆg nagy m esetĆn to"bb hiba is javąthatć.

A Reed{Solomon-kćd dekćdolăsa. A Reed{Solomon-kćd lineăris, tehăt a hiba javąthatć pĆldăul a szindrćmadekćdolăssal, de mutatunk egy ennĆl lĆnyegesen praktikusabb hibajavątăst.

Legyen adott egy [n, k, d]_q Reed{Solomon-kćd, m = n − k, d = n − k + 1 = m + 1, g = ∏_m

i=1 (z − α^i) a kćd generătorpolinomja, e a hibavektor, Ćs L(z) = ∏ {j:e_j ≠0}(1−α

j z) az čgynevezett hibahelypolinom. Ennek ismeretĆben a hibăk helye meghatărozhatć: megkeressĄk, hogy mely α^{−j} -k gyŤkei L(z)-nek, Ćs ezen j-k megadjăk a hibăk helyĆt. Legyen E(z) = ∑ {j:e_j ≠0} α

j e_j L_j (z) az čgynevezett hibaĆrtĆk-polinom, ahol L_j (z) = L(z)/(1 − α^j z), ha e_j ≠ 0. Ha mĆg E(z)-t is ismerjĄk, akkor a hiba javąthatć, mert rŤgzątett j esetĆn L_i(α^{−j} ) akkor Ćs csak akkor nem nulla, ha i = j, ezĆrt E(α^{−j} ) = α^j e_j L_j (α^{−j} ), ągy

e_j =

E(α^{−j} ) α^j L_j (α^{−j} ) . A kŤvetkezŞ tĆtel lehetŞvĆ teszi a kĆt polinom gyors Ćs igen kis tărigĆnyŰ kiszămątăsăt a szindrćma segątsĆgĆvel.

TĆtel. Legyen s(z) a szindrćmăhoz tartozć polinom. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel tegyĄk fel, hogy a hibahelyek szăma, azaz L(z) fokszăma legfeljebb m/2 (ami azzal ekvivalens, hogy kisebb, mint d/2, azaz hibajavątăs egyăltalăn vĆgezhetŞ). Alkalmazzuk a bŞvątett euklideszi algoritmust az a(z) = z^m Ćs b(z) = s(z) polinomokra. Az ottani jelŤlĆsekkel legyen l a legkisebb index, amelyre deg(r_l) < m/2, Ćs legyen r_l = ax_l + by_l. Ekkor y_l(0) ≠ 0 Ćs L(z) = y_l(z)/y_l(0), E(z) = r_l(z)/y_l(0).

* Bizonyątăs. ElŞszŤr megmutatjuk, hogy z^m osztja az E(z) − L(z)s(z) polinomot, ahol s(z) = s_0 + s_1z + · · · + s_{m−1}z^{m−1} a szindrćmăhoz tartozć polinom. Valćban,

E(z) − L(z)s(z) = ∑ {j:e_j ≠0}

α^j e_j L_j (z) − L(z) m−1∑ i=0 s_iz^i

= ∑ {j:e_j ≠0}

α^j e_j L_j (z) − m−1∑ i=0 L(z)

(^{n−1}∑ j=0 ( α^{i+1}

)_j e_j ) z^i

= ∑ {j:e_j ≠0}

α^j e_j L_j (z) − n−1∑ j=0 e_j L(z) m−1∑ i=0 ( α^{i+1}

)_j z^i

= ∑ {j:e_j ≠0} ( α^j e_j L_j (z) − α^j e_j L(z) m−1∑ i=0 ( α^j

)_i z^i )

= ∑ {j:e_j ≠0} ( α^j e_j L_j (z) − α^j e_j L(z)

1 − (α^j z)^m 1 − α^j z )

= ∑ {j:e_j ≠0} ( α^j e_j L_j (z) − α^j e_j L_j (z) ( 1 − (α^j z)^m ))

= z^m ∑ {j:e_j ≠0}

α^{j(m+1)}e_j L_j (z).

Ez azt jelenti, hogy alkalmas f(z) polinommal E(z) = f(z0z^m + L(z)s(z). Ŋgy z^m Ćs s(z) legnagyobb kŤzŤs osztćja osztćja E(z)-nek, Ćs fokszăma legfeljebb annyi, mint E(z) fokszăma, ami kisebb, mint m/2. Ŋgy van olyan maradĆk az euklideszi algoritmus alkalmazăsa sorăn, amelynek fokszăma kisebb, mint m/2. Az E(z) = f(z)z^m + L(z)s(z) egyenlet y_l(z)-szeresĆbŞl kivonva az

r_l(z) = a(z)x_l(z) + b(z)y_l(z) = z^mx_l(z) + s(z)y_l(z) egyenlet L(z)-szeresĆt, azt kapjuk, hogy

(1) E(z)y_l(z) − L(z)r_l(z) = ( f(z)y_l(z) − L(z)x_l(z) ) z^m.

• 200/9 : < konstanssal. Innnen E = cr_l ugyanazzal a konstanssal. Mivel L fŞpolinom, kapjuk az > konstanssal. Innnen E = cr_l ugyanazzal a konstanssal. Mivel L konstans tagja 1, kapjuk az • 204/−10 : < ha f vagy g (vagy mindkettŞ) vĆges sok indexre nincs Ćrtelmezve. Gyakran pontatlanul > ha f vagy g (vagy mindkettŞ) vĆges sok indexre nincs Ćrtelmezve. (Ugyanezt a kapcsolatot čgy is szokăs jelŤlni, hogy g ≼ f vagy f ≽ g, illetve hogy f ∈ ˙(g), azaz ˙(g) az Ťsszes olyan f fĄggvĆnyek halmaza, amelyekhez van olyan C Ćs N, hogy ha n ≥ N, akkor C | |f(n) | | ≥ | |g(n) | |. Az O(g) Ćs ˙(g) halmazok metszetĆt ^(g) jelŤli; f ∈ ^(g) helyett azt is szokăs ąrni, hogy f ≍ g.) Gyakran pontatlanul

• 211/9 . . . 10 : < mozdątsa a fejeket, Ćs melyik ăllapotba menjen ăt. Ha kell, balra lĆp egy mezŞcsoportot, majd jobbra visszafelĆ haladva a megfelelŞ helyeken ąr a szalagra, Ćs megfelelŞen moz- > mozdątsa a fejeket, Ćs melyik ăllapotba menjen ăt. Jobbra visszafelĆ haladva a megfelelŞ helyeken ąr a szalagra, Ćs megfelelŞen moz-

• 211/12 . . . 13 : < mozog, minden fejnek ĂmegelŞlegezi", hogy balra fog lĆpni, Ćs balra mozdątja el, kivĆve a bal szĆlsŞ mezŞcsoportban talălt fejeket. Ha mĆgsem balra mozdul a fej, jobbra haladva > mozog, minden fejnek ĂmegelŞlegezi", hogy balra fog lĆpni, Ćs balra mozdątja el. Ha mĆgsem balra mozdul a fej, jobbra haladva

• 211/18 : < legfeljebb mĆg egy mezŞcsoportot haladunk balra, majd visszafelĆ legfeljebb 2n+3 mezŞ- > mĆg egy mezŞcsoportot haladunk balra, majd visszafelĆ legfeljebb 2n + 3 mezŞ-

• 214/2 : < lepjĄnk rajta balra. > lĆpjĄnk rajta balra.

• 214/17 . . . 19 : < s_1: Ha a_1 = a_2, akkor a măsodik Ćs harmadik szalagon lĆpjĄnk balra, a harmadik szalagon lĆpjĄnk jobbra a bal szĆlsŞ nem Ąres mezŞre, Ćs menjĄnk a v_1 ăllapotba. Ha a_1 ≠ a_2, akkor 2-n lĆpjĄnk balra, Ćs menjĄnk a t_1 ăllapotba. > s_1: Ha a_1 = a_2, akkor a măsodik szalagon lĆpjĄnk balra, a harmadik szalagon lĆpjĄnk jobbra a bal szĆlsŞ nem Ąres mezŞre, Ćs menjĄnk a v_0 ăllapotba. Ha a_1 ≠ a_2, akkor a măsodik szalagon lĆpjĄnk balra, a harmadikon jobbra, Ćs menjĄnk a t_1 ăllapotba.

• 214/−16 . . . − 15 : < e_0: Ha a_3 ≠ , akkor ąrjuk a_3-at a măsodik szalagra, Ćs a măsodik Ćs harmadik szalagon lĆpjĄnk balra; egyĆbkĆnt menjĄnk az e_1 ăllapotba. > e_0: Ha a_3 ≠ , akkor ąrjuk a_2-t a harmadik szalagra, Ćs a măsodik Ćs harmadik szalagon lĆpjĄnk balra; egyĆbkĆnt menjĄnk az e_1 ăllapotba.

• 214/−12 . . . − 11 : < e_2: Az elsŞ szalagon lĆpjĄnk az a_2 ăltal megadott mćdon, a harmadik szalagon pedig lĆpjĄnk jobbra, Ćs menjĄnk a v_1 ăllapotba. > e_2: Az elsŞ szalagon lĆpjĄnk az a_2 ăltal megadott mćdon, a măsodik Ćs harmadik szalagon pedig lĆpjĄnk jobbra, Ćs menjĄnk a v_1 ăllapotba.

• 214/−2 . . . − 1 : < v_4: Ha a_2 ≠ , akkor a măsodik szalagon lĆpjĄnk balra, egyĆbkĆnt menjĄnk a v_6 ăllapotba. > v_4: Ha a_2 = , akkor a măsodik szalagon lĆpjĄnk balra, egyĆbkĆnt menjĄnk a v_5 ăllapotba.

• 215/2 : < harmadik szalagon is lĆpjĄnk balra, Ćs menjĄnk az s ăllapotba. > harmadik szalagon lĆpjĄnk balra, Ćs menjĄnk az s ăllapotba.

• 222/−13 : < * Markov-automatăk. Egy Markov-automata egy

Post-gĆp. Ez a gĆpmodell adattărolćkĆnt sort (˛rst in ˛rst out vagy FIFO adattărat) hasznăl. Ez egy, a gĆp vĆges, legalăbb kĆt elemŰ A ăbĆcĆjĆbŞl kĆpzett γ ∈ A^∗ szć. A gĆp kĆpes ĆrzĆkelni, ha γ = ∅, azaz γ az Ąres szć. Ha γ ∈ A^+, akkor legyen head(γ) a γ elsŞ betŰje, tail(γ) pedig a γ maradĆk rĆszĆbŞl ăllć szć; legyen tail(∅) = ∅. Az A ăbĆcĆnek itt is van egy kitĄntetett betŰje, amit most ♯ fog jelŤlni, a maradĆk ăbĆcĆ A_0 = A \ {♯}. Maga a gĆp egy vĆges irănyątott cąmkĆzett grăf, amely nĆgy kĄlŤnbŤzŞ tąpusč csčcsot tartalmaz: van pontosan egy Ăstart" cąmkĆjŰ csčcs, ennek befoka nulla, kifoka egy, innen indul a gĆp. Vannak Ăhalt" cąmkĆjŰ csčcsok, ezek kifoka nulla, ha a gĆp ilyenbe jut, akkor megăll. A gĆp bemenete, illetve kimenete γ ĆrtĆke a szămątăs kezdetĆn, illetve vĆgĆn. A Ăγ ← γa" cąmkĆjŰ csčcsok ĆrtĆkadăs ąrnak le, egy a kifokuk; ezeknĆl a az A ăbĆcĆ bărmely konkrĆt betŰje lehet. VĆgĄl a Ăγ ← tail(γ)" cąmkĆjŰ vizsgălć csčcsok kifoka ♮(A) + 1, Ćs a kimenŞ Ćlek cąmkĆje ∅, illetve az A ăbĆcĆ betŰi; ezekbŞl a csčcsokbćl a gĆp a ∅ cąmkĆjŰ Ćlen megy tovăbb, ha a γ Ąres szć volt, Ćs a head(γ) cąmkĆjŰ Ćlen egyĆbkĆnt.

TĆtel: Post-gĆp szimulălăsa Turing-gĆpen. Bărmely Post-gĆp szimulălhatć egyszalagos Turing-gĆpen ugyanazzal az ăbĆcĆvel.

Bizonyątăs. ElŞszŤr feltesszĄk, hogy a Turing-gĆp ăbĆcĆje A ∪ {}, ahol A a PostgĆp ăbĆcĆje Ćs /∈ A. A Turing-gĆp belsŞ ăllapotai alapvetŞen a Post-gĆp csčcsainak felelnek meg, a szalagra pedig a γ szć van ąrva. A Ăγ ← γa" tąpusč csčcsoknăl a TuringgĆp az γ szćtćl jobbra lĆvŞ elsŞ jelen ăll, ide az a ∈ A betŰt ąrja, Ćs ha a kŤvetkezŞ csčcs is ilyen tąpusč, akkor az annak megfelelŞ b^′ belsŞ ăllapotba megy ăt. Ha a csčcs Ăγ ← tail(γ)" tąpusč, akkor a Turing-gĆp a γ szć bal szĆlsŞ betŰjĆn ăll, azt Ąres jellel ąrja felĄl, az olvasott betŰnek megfelelŞen megy tovăbb ( olvasăsa Ąres γ szćt jelent), Ćs ha a kŤvetkezŞ csčcs is ilyen tąpusč, akkor az annak megfelelŞ b^′ belsŞ ăllapotba megy ăt. KĄlŤnbŤzŞ tąpusč csčcsok esetĆn egy b^′_< illetve b^′_> belsŞ ăllapotot iktatunk kŤzbe, amelyben a gĆp megkeresi az α szć megfelelŞ vĆgĆt. A Ăhalt" ăllapotba lĆpĆs elŞtt az α jobb szĆlsŞ betŰjĆre ăllunk. Az čj betŰ bevezetĆsĆt nyilvăn elkerĄlhetjĄk betŰpărok hasznălatăval.

TĆtel: Turing-gĆp szimulălăsa Post-gĆpen. Bărmely egyszalagos Turing-gĆp szimulălhatć Post-gĆpen ugyanazzal az ăbĆcĆvel.

Bizonyątăs. ElŞszŤr feltesszĄk, hogy a Post-gĆp ăbĆcĆje A ∪ {♯}, ahol A a TuringgĆp ăbĆcĆje a Ąres jellel Ćs ♯ /∈ A. A Turing-gĆp belsŞ ăllapotainak a Post-gĆp bizonyos Ăα ← tail(α)" tąpusč csčcsai felelnek meg, Ćs a Post-gĆp a γ ∈ A ∪ {♯} szćval dolgozik, amely β♯α alakč, ahol β a Turing gĆp feje alatt Ćs attćl jobbra ăllć betŰkbŞl ăllć szć, α pedig a fejtŞl balra ăllć betŰkbŞl ăllć szć, termĆszetesen mindkettŞ az utăna illetve elŞtte ăllć vĆgtelen -sorozat nĆlkĄl, a ♯ jel pedig a ĂtŤrĆspontot" jelzi.

Miutăn a Post-gĆp Ăelolvassa a fej alatt ăllć betŰt", ha a Turing-gĆpnek jobbra kell lĆpnie, akkor lătszćlag egyszerŰ dolga van: a szalagra ąrandć betŰt hozzăąrja γ vĆgĆhez.

Ha azonban β egyetlen betŰbŞl ăllt, akkor a kŤvetkezŞ lĆpĆsben jelet kellene olvasnia. EzĆrt mindig egyszer ĂkŤrbelĆptetjĄk" a γ szćt: elŞszŤr elolvassuk a kŤvetkezŞ betŰt: ha ez ♯, akkor elŞbb egy ♯, majd egy , aztăn mĆg egy ♯ jelet ąrunk γ vĆgĆre, ha pedig ez nem ♯, akkor egy ♯ jelet, majd az olvasott betŰt ąrjuk γ vĆgĆre, Ćs folytatjuk, amąg vĆgĄl egy ♯ jelet olvasunk Ćs ąrunk. A ĂkŤrbelĆptetĆs" befejezĆsĆhez egy čjabb ♯ jel olvasăsăig folytatjuk az olvasăs Ćs ąrăst, de ezt a ♯ jelet măr nem ąrjuk ki.

Ha az aktuălis betŰ elolvasăsa utăn a Turing-gĆpnek helyben kell maradnia, akkor az eljărăs valamivel egyszerŰbb: elŞszŤr egy ♯ jelet ąrunk γ vĆgĆre, majd az ąrandć betŰt, Ćs ĂkŤrbelĆptetjĄk" a γ szćt.

VĆgĄl ha az aktuălis betŰ elolvasăsa utăn a Turing-gĆpnek balra kell lĆpnie, akkor kĆt ĂkŤrbelĆptetĆst" alkalmazunk: ElŞszŤr egy ♯ jelet ąrunk γ vĆgĆre, majd az ąrandć betŰt, Ćs kŤrbelĆptetĄnk, de az elsŞ ♯ jel elĆrĆse utăn ĂkĆsleltetĆssel", azaz csak kĆt betŰ kiolvasăsa utăn ąrjuk vissza az elsŞt, majd egy čjabb betŰ kiolvasăsa utăn a măsodikat, stb. Mikor ♯ jelet olvasunk, akkor egy ♯ jelet viszĄnk ki, Ćs csak aztăn visszĄk ki az elŞzŞleg olvasott betŰt, ami eredetileg α utolsć betŰje volt. Azt az esetet is kezelni tudjuk, amikor α Ąres volt. Ůjabb kŤrbelĆptetĆssel elŞălląthatjuk az čj γ^′ = β^′♯α^′ szćt, Ćs a b^′ belsŞ ăllapotnak megfelelŞ csčcsba mehetĄnk.

* Markov-automatăk. Egy Markov-automata egy > • 225/−6 . . . − 5 : < egy kŤzelątĆsĆnek) de˛niălja, amelyre s(x) = x − x^3/6 + x^5/120. A λ-kalkulus văzlatos ismertetĆse magyar nyelven Penrose [67] kŤnyvĆben talălhatć meg. A λ-kalkulus is ek- > egy kŤzelątĆsĆnek) de˛niălja, amelyre s(x) = x − x^3/6 + x^5/120. A λ-kalkulus rĆszletes ismertetĆse magyar nyelven CsŤrnyei [8] kŤnyvĆben talălhatć meg. A λ-kalkulus is ek-

• 225/−1 : < rendszer is tartalmaz fĄggvĆnyabsztrakcićt mŰveletkĆnt. > rendszer is tartalmaz fĄggvĆnyabsztrakcićt mŰveletkĆnt.

Korlătozott gĆpmodellek. Egy vĆges automata lĆnyegĆben egy olyan Turing-gĆp, amely mŰkŤdĆse sorăn nem lĆphet jobbra. Hogy az outputot a szokăsos mćdon kapjuk, inkăbb azt kŤtjĄk ki, hogy ha a gĆp (bărmelyik szalagjăn) jobbra lĆp, akkor tŤbbĆ măr nem ąrhat semmelyik szalagra.

Egy m veremtăras gĆp lĆnyegĆben egy olyan Turing-gĆp k > m szalaggal, amelynek az input Ćs output szalagok kąvĄl van m darab szalagja, a vermek, amelyeken jobbra is lĆphet, de akkor tŤrŤlnie kell, amit olvasott, a tŤbbi szalagon pedig nem lĆphet jobbra. Hogy az outputot a szokăsos mćdon kapjuk, itt is inkăbb azt kŤtjĄk ki, hogy ha a gĆp (bărmelyik nem verem szalagjăn) jobbra lĆp, akkor tŤbbĆ măr nem ąrhat semmelyik szalagra. Nem nehĆz belătni, hogy m > 1 esetĆn a gĆp szimulălhat Turing-gĆpet, m = 1 esetĆn azonban megmutathatć, hogy a gĆp ĂtŤbbet tud", mint egy vĆges automata, de Ăkevesebbet tud", mint egy Turing-gĆp. A korlătozott gĆpmodellek fontos szerepet jătszanak az informatikăban, măs tărgyakbćl lesz rćluk szć.

• 233/−14 . . . − 13 : < (7) A q(n, m) Ăhănyados" fĄggvĆny rekurząv de˛nącićja: q(0, m) = 0 Ćs q(n^+, m) = q(n, m) + [ (n mod m) = m^− ] . > (7) A quo(n, m) Ăhănyados" fĄggvĆny rekurząv de˛nącićja: quo(0, m) = 0 Ćs

quo(n^+, m) = quo(n, m) + [ (n mod m) = m^− ] . • 240/14 : < [7] Csăkăny B.: Algebra. KĆzirat. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1980. > [7] Csăkăny B.: Algebra. KĆzirat. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1980.

[8] CsŤrnyei Z.: Lambda-kalkulus. A funkcionălis programozăs alapjai. TypoTEX, Budapest, 2007.