3.1. EgĆsz szămok 43

3.1.3. TĆtel. TekintsĄk N × N-en az (m, n) ∼ (m^′, n^′), ha m + n^′ = m^′ + n relăcićt Ćs az (m, n) + (m^′, n^′) = (m + m^′, n + n^′) Ťsszeadăst. A ∼ relăcić ekvivalenciarelăcić. Az ekvivalenciosztălyok halmazăt Z-vel fogjuk jelŤlni, Ćs elemeit egĆsz szămoknak nevezzĄk. Az Ťsszeadăs kompatibilis az ekvivalenciăval, ągy az egĆsz szămok kŤzŤtt Ćrtelmezve van az Ťsszeadăs Ćs Z az Ťsszeadăsra nĆzve Abel-csoport.

Bizonyątăs. A ∼ relăcić nyilvăn ekvivalenciarelăcić (az Ťsszeadăs kommutativităsăt, asszociativităsăt Ćs a termĆszetes szămok Ťsszeadăsănak egyszerŰsątĆsi szabălyăt hasznăljuk fel a bizonyątăshoz).

Megmutatjuk, hogy a părok Ťsszeadăsa kompatibilis az ekvivalenciarelăcićval. Mivel a părok Ťsszeadăsa kommutatąv, elĆg azt megmutatni, hogy ha (m, n) ∼ (m^′, n^′), akkor (m, n) + (m^{′′}, n^{′′}) ∼ (m^′, n^′) + (m^{′′}, n^{′′}). Az, hogy (m, n) ∼ (m^′, n^′), azt jelenti, hogy m + n^′ = m^′ + n. EbbŞl m + m^{′′} + n^′ + n^{′′} = n + n^{′′} + m^′ + m^{′′}, ami viszont azt jelenti, hogy

(m, n) + (m^{′′}, n^{′′}) = (m + m^{′′}, n + n^{′′}) ∼ (m^′ + m^{′′}, n^′ + n^{′′}) = (m^′, n^′) + (m^{′′}, n^{′′}).

Mivel a părok Ťsszeadăsa kommutatąv Ćs asszociatąv, az ekvivalenciosztălyokĆ is. A (0, 0) păr osztălya nullelem, ezt jelŤljĄk nullăval. Az (m, n) păr osztălyănak additąv inverze az (n, m) păr osztălya. Ŋgy Z az Ťsszeadăssal Abel-csoport.

3.1.4. TĆtel: N beăgyazăsa Z-be. Az elŞzŞ tĆtel jelŤlĆseivel, a φ : n → ~(n, 0) lekĆpezĆse N-nek Z-be kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, Ťsszeadăstartć, valamint φ(n) = nφ(1) minden n ∈ N-re. Ŋgy φ(N)-et azonosąthatjuk N-el. Ezzel az azonosątăssal N ∪ (−N) = Z Ćs N ∩ (−N) = {0}.

Bizonyątăs. Mivel megăllapodăs szerint, ha semmit sem adunk Ťssze, az Ťsszeg a nullelem, 0φ(1) = ~(0, 0) = φ(0). Ugyancsak az Ťsszeg de˛nącićja szerint 1φ(1) = ~(1, 0) = φ(1). Teljes indukcićval

φ(n^+) = nφ(1) + φ(1) = ~(n, 0) + ~(1, 0) = ~(n + 1, 0) = φ(n^+)

minden n ∈ N-re. Az ăllątăs tŤbbi rĆsze adćdik, ha belătjuk, hogy Z minden eleme, azaz minden ekvivalenciaosztăly pontosan egyet tartalmaz a (k, 0) illetve (0, k) alakč elemek kŤzĄl, ahol k ∈ N. Legyen m, n ∈ N. Ha n ≥ m, akkor van olyan k ∈ N, amelyre n = m + k; ekkor (m, n) ∼ (k, 0). Hasonlćan, ha n ≤ m, akkor van olyan k ∈ N, hogy n + k = m; ekkor (m, n) ∼ (0, k). MăsrĆszt, ha (k, 0) ∼ (k^′, 0), akkor k = k^′; ha (0, k) ∼ (0, k^′), akkor is k = k^′; vĆgĄl ha (k, 0) ∼ (0, k^′), akkor k = k^′ = 0. □

3.1.5. Az egĆsz szămok rendezĆse. Ha m, n ∈ Z, akkor legyen m ≤ n, ha van olyan k ∈ N, amelyre m + k = n. Ez persze ugyanazt jelenti, mint hogy n − m ∈ N. Ugyančgy, mint a termĆszetes szămoknăl, adćdik, hogy ągy egy rĆszbenrendezĆst kapunk. Az egĆsz szămok kŤrĆben −N elemeit az jellemzi, hogy kisebb vagy egyenlŞek, mint nulla: ha n ∈ N, akkor (−n) + n = 0, ągy −n ≤ 0, Ćs ha m ≤ 0, akkor valamely n ∈ Nre m + n = 0, azaz m = −n. Innen kŤvetkezik, hogy −N bărmely eleme kisebb vagy egyenlŞ, mint N bărmely eleme. Mivel m ≤ n esetĆn n − m ∈ N, azt kapjuk, hogy

44 3. A szămfogalom bŞvątĆse

(−n) + (n − m) = −m, azaz −N elemei is Ťsszehasoląthatćak. Ezzel belăttuk, hogy Z rendezett. Megmutatjuk, hogy ha k, m, n ∈ Z Ćs m ≤ n, akkor m + k ≤ n + k; valćban, (n + k) − (m + k) = n − m ∈ N. Ezt a tulajdonsăgot čgy hąvjuk, hogy az Ťsszeadăs monoton.

3.1.6. Az egĆsz szămok szorzăsa. Ha m, n ∈ Z, akkor az m, n ∈ N esetben legyen mn a termĆszetes szămokra de˛niălt szorzat, ha m, −n ∈ N, akkor legyen mn = nm = −m(−n), Ćs ha −m, −n ∈ N, akkor legyen mn = (−m)(−n). EsetszĆtvălasztăssal azonnal adćdik, hogy a szorzat pontosan akkor lesz nulla, ha valamelyik tĆnyezŞje nulla, ezzel a szorzăssal Z kommutatąv fĆlcsoport az 1 egysĆgelemmel, valamint ha k, m, n ∈ Z, akkor k · (m + n) = k · m + k · n, azaz a szorzăs disztributąv az Ťsszeadăsra nĆzve. (RŤvidesen belătjuk az čgynevezett elŞjelszabălyt, amelybŞl kŤvetkezik, hogy a szorzăst nem is de˛niălhattuk volna măskĆnt, ha azt akarjuk, hogy disztributąv legyen az Ťsszeadăsra nĆzve.)

3.1.7. Hatvănyozăs egĆsz kitevŞvel. Ha G egy csoport, g ∈ G, akkor az n → g^n lekĆpezĆst a g^{−n} = (g^{−1})^n, ha n ∈ N^+ de˛nącićval kiterjeszthetjĄk egy Z-n Ćrtelmezett lekĆpezĆssĆ.

Mint esetszĆtvălasztăssal nem nehĆz belătni, erre a lekĆpezĆsre g^{m+n} = g^mg^n Ćs (g^m)^n = g^{mn} minden m, n ∈ Z-re, tovăbbă ha g, h ∈ G felcserĆlhetŞ elemek, akkor (gh)^n = g^nh^n minden n ∈ Z-re.

Ha G Abel-csoport additąv ąrăsmćddal, akkor g^n helyett ng-t ąrunk. Figyelem, (n, g) → ng, g ∈ G, n ∈ Z nem mŰvelet, hanem ismĆtelt Ťsszeadăssal van de˛niălva! A fenti ŤsszefĄggĆsek ezzel a jelŤlĆssel (m + n)g = mg + ng, m(ng) = (mn)g Ćs n(g + h) = ng + nh minden m, n ∈ Z, g, h ∈ G esetĆn.

3.1.8. GyŰrŰk. Egy R halmazt egy (+, ·) binĆr mŰveletekbŞl ăllć părral gyŰrŰnek nevezĄnk, ha az Ťsszeadăssal Abel-csoport (a nullelemet 0 fogja jelŤlni), a szorzăssal fĆlcsoport, Ćs teljesĄl mindkĆt oldali disztributivităs, azaz ha x, y, z ∈ R, akkor

x · (y + z) = x · y + x · z Ćs (y + z) · x = y · x + z · x.

Ha a szorzăs kommutatąv, akkor a gyŰrŰt kommutatąv gyŰrŰnek nevezzĄk. Ha a szorzăsnak van egysĆgeleme, akkor a gyŰrŰt egysĆgelemes gyŰrŰnek nevezzĄk.

TetszŞleges gyŰrŰben x0 = x(0 + 0) = x0 + x0. MindkĆt oldalhoz hozzăadva −x0- t, kapjuk, hogy x0 = 0. Hasonlćan adćdik, hogy 0x = 0. ŘrvĆnyes az čgynevezett ĂelŞjelszabăly" is: (−x)y = x(−y) = −xy Ćs (−x)(−y) = xy minden x, y elemre. PĆldăul xy+(−x)y = ( x+(−x) ) y = 0y = 0, amibŞl az inverz egyĆrtelmŰsĆge miatt (−x)y = −xy;

a tŤbbi ŤsszefĄggĆs hasonlćan adćdik. Az is teljesĄl, hogy n(xy) = (nx)y = x(ny) minden x, y gyŰrŰbeli elemre Ćs n ∈ Z-re. (Figyelem, (n, x) → nx nem a gyŰrŰbeli szorzăs, hanem ismĆtelt Ťsszeadăssal van de˛niălva!) Ha n ∈ N, ekkor ez az ŤsszefĄggĆs teljes indukcićval adćdik, felhasznălva a disztributivităst; innen az ăltalănos esetet az elŞjelszabăly felhasznălăsăval kapjuk.

A legegyszerŰbb pĆlda a nullgyŰrŰ, amely csak egy elemet tartalmaz, ez nyilvăn a 0. Măsik triviălis pĆlda egy (additąv) Abel-csoport, amelyben bărmely kĆt elem szorzatăt nullănak ĆrtelmezzĄk; ezeket a gyŰrŰket zĆrćgyŰrŰnek nevezzĄk. Fontosabb pĆlda Z. Ezek a gyŰrŰk mind kommutatąv gyŰrŰk, a nullgyŰrŰ Ćs Z egysĆgelemesek.