
3.1. Eg�sz sz mok 433.1.3. T�tel. Tekints�k N×N-en az (m, n) ∼ (m′, n′), ha m+n′ = m′+n rel i¢t�s az (m, n)+(m′, n′) = (m+m′, n+n′) �sszead st. A ∼ rel i¢ ekvivaleniarel i¢. Azekvivalenioszt lyok halmaz t Z-vel fogjuk jel�lni, �s elemeit eg�sz sz moknak nevezz�k.Az �sszead s kompatibilis az ekvivaleni val, ¡gy az eg�sz sz mok k�z�tt �rtelmezve vanaz �sszead s �s Z az �sszead sra n�zve Abel-soport.Bizony¡t s. A ∼ rel i¢ nyilv n ekvivaleniarel i¢ (az �sszead s kommutativi-t s t, asszoiativit s t �s a term�szetes sz mok �sszead s nak egyszer�s¡t�si szab ly thaszn ljuk fel a bizony¡t shoz).Megmutatjuk, hogy a p rok �sszead sa kompatibilis az ekvivaleniarel i¢val. Mivela p rok �sszead sa kommutat¡v, el�g azt megmutatni, hogy ha (m, n) ∼ (m′, n′), akkor(m, n) + (m′′, n′′) ∼ (m′, n′) + (m′′, n′′). Az, hogy (m, n) ∼ (m′, n′), azt jelenti, hogy
m + n′ = m′ + n. Ebb�l m +m′′ + n′ + n′′ = n+ n′′ +m′ +m′′, ami viszont azt jelenti,hogy(m, n) + (m′′, n′′) = (m + m′′, n + n′′) ∼ (m′ + m′′, n′ + n′′) = (m′, n′) + (m′′, n′′).Mivel a p rok �sszead sa kommutat¡v �s asszoiat¡v, az ekvivalenioszt lyok� is. A (0, 0)p r oszt lya nullelem, ezt jel�lj�k null val. Az (m, n) p r oszt ly nak addit¡v inverze az(n, m) p r oszt lya. �gy Z az �sszead ssal Abel-soport.3.1.4. T�tel: N be gyaz sa Z-be. Az el�z� t�tel jel�l�seivel, a ϕ : n 7→ (̃n, 0)lek�pez�se N-nek Z-be k�ls�n�sen egy�rtelm�, �sszead start¢, valamint ϕ(n) = nϕ(1)minden n ∈ N-re. �gy ϕ(N)-et azonos¡thatjuk N-el. Ezzel az azonos¡t ssal N∪ (−N) = Z�s N ∩ (−N) = {0}.Bizony¡t s. Mivel meg llapod s szerint, ha semmit sem adunk �ssze, az �sszeg anullelem, 0ϕ(1) = (̃0, 0) = ϕ(0). Ugyansak az �sszeg de�n¡i¢ja szerint 1ϕ(1) = (̃1, 0) =
ϕ(1). Teljes induki¢val

ϕ(n+) = nϕ(1) + ϕ(1) = (̃n, 0) + (̃1, 0) = ˜(n + 1, 0) = ϕ(n+)minden n ∈ N-re. Az  ll¡t s t�bbi r�sze ad¢dik, ha bel tjuk, hogy Z minden eleme, azazminden ekvivaleniaoszt ly pontosan egyet tartalmaz a (k, 0) illetve (0, k) alak£ elemekk�z�l, ahol k ∈ N. Legyen m, n ∈ N. Ha n ≥ m, akkor van olyan k ∈ N, amelyre
n = m + k; ekkor (m, n) ∼ (k, 0). Hasonl¢an, ha n ≤ m, akkor van olyan k ∈ N,hogy n + k = m; ekkor (m, n) ∼ (0, k). M sr�szt, ha (k, 0) ∼ (k′, 0), akkor k = k′; ha(0, k) ∼ (0, k′), akkor is k = k′; v�g�l ha (k, 0) ∼ (0, k′), akkor k = k′ = 0. �3.1.5. Az eg�sz sz mok rendez�se. Ha m, n ∈ Z, akkor legyen m ≤ n, ha vanolyan k ∈ N, amelyre m + k = n. Ez persze ugyanazt jelenti, mint hogy n − m ∈ N.Ugyan£gy, mint a term�szetes sz mokn l, ad¢dik, hogy ¡gy egy r�szbenrendez�st kapunk.Az eg�sz sz mok k�r�ben −N elemeit az jellemzi, hogy kisebb vagy egyenl�ek, mint nulla:ha n ∈ N, akkor (−n) + n = 0, ¡gy −n ≤ 0, �s ha m ≤ 0, akkor valamely n ∈ N-re m + n = 0, azaz m = −n. Innen k�vetkezik, hogy −N b rmely eleme kisebb vagyegyenl�, mint N b rmely eleme. Mivel m ≤ n eset�n n − m ∈ N, azt kapjuk, hogy



44 3. A sz mfogalom b�v¡t�se(−n) + (n − m) = −m, azaz −N elemei is �sszehasol¡that¢ak. Ezzel bel ttuk, hogy Zrendezett. Megmutatjuk, hogy ha k, m, n ∈ Z �s m ≤ n, akkor m + k ≤ n + k; val¢ban,(n + k) − (m + k) = n − m ∈ N. Ezt a tulajdons got £gy h¡vjuk, hogy az �sszead smonoton.3.1.6. Az eg�sz sz mok szorz sa. Ha m, n ∈ Z, akkor az m, n ∈ N eset-ben legyen mn a term�szetes sz mokra de�ni lt szorzat, ha m,−n ∈ N, akkor legyen
mn = nm = −m(−n), �s ha −m,−n ∈ N, akkor legyen mn = (−m)(−n). Esetsz�t-v laszt ssal azonnal ad¢dik, hogy a szorzat pontosan akkor lesz nulla, ha valamelyikt�nyez�je nulla, ezzel a szorz ssal Z kommutat¡v f�lsoport az 1 egys�gelemmel, valamintha k, m, n ∈ Z, akkor k · (m+n) = k ·m+k ·n, azaz a szorz s disztribut¡v az �sszead sran�zve. (R�videsen bel tjuk az £gynevezett el�jelszab lyt, amelyb�l k�vetkezik, hogy aszorz st nem is de�ni lhattuk volna m sk�nt, ha azt akarjuk, hogy disztribut¡v legyenaz �sszead sra n�zve.)3.1.7. Hatv nyoz s eg�sz kitev�vel. Ha G egy soport, g ∈ G, akkor az n 7→ gnlek�pez�st a g−n = (g−1)n, ha n ∈ N+ de�n¡i¢val kiterjeszthetj�k egy Z-n �rtelmezettlek�pez�ss�.Mint esetsz�tv laszt ssal nem neh�z bel tni, erre a lek�pez�sre gm+n = gmgn �s(gm)n = gmn minden m, n ∈ Z-re, tov bb  ha g, h ∈ G felser�lhet� elemek, akkor(gh)n = gnhn minden n ∈ Z-re.Ha G Abel-soport addit¡v ¡r sm¢ddal, akkor gn helyett ng-t ¡runk. Figyelem,(n, g) 7→ ng, g ∈ G, n ∈ Z nem m�velet, hanem ism�telt �sszead ssal van de�ni- lva! A fenti �sszef�gg�sek ezzel a jel�l�ssel (m + n)g = mg + ng, m(ng) = (mn)g�s n(g + h) = ng + nh minden m, n ∈ Z, g, h ∈ G eset�n.3.1.8. Gy�r�k. Egy R halmazt egy (+, ·) bin�r m�veletekb�l  ll¢ p rral gy�r�neknevez�nk, ha az �sszead ssal Abel-soport (a nullelemet 0 fogja jel�lni), a szorz ssalf�lsoport, �s teljes�l mindk�t oldali disztributivit s, azaz ha x, y, z ∈ R, akkor

x · (y + z) = x · y + x · z �s (y + z) · x = y · x + z · x.Ha a szorz s kommutat¡v, akkor a gy�r�t kommutat¡v gy�r�nek nevezz�k. Ha a szor-z snak van egys�geleme, akkor a gy�r�t egys�gelemes gy�r�nek nevezz�k.Tetsz�leges gy�r�ben x0 = x(0 + 0) = x0 + x0. Mindk�t oldalhoz hozz adva −x0-t, kapjuk, hogy x0 = 0. Hasonl¢an ad¢dik, hogy 0x = 0. �rv�nyes az £gynevezett�el�jelszab ly" is: (−x)y = x(−y) = −xy �s (−x)(−y) = xy minden x, y elemre. P�ld ul
xy+(−x)y = (

x+(−x))y = 0y = 0, amib�l az inverz egy�rtelm�s�ge miatt (−x)y = −xy;a t�bbi �sszef�gg�s hasonl¢an ad¢dik. Az is teljes�l, hogy n(xy) = (nx)y = x(ny)minden x, y gy�r�beli elemre �s n ∈ Z-re. (Figyelem, (n, x) 7→ nx nem a gy�r�beliszorz s, hanem ism�telt �sszead ssal van de�ni lva!) Ha n ∈ N, ekkor ez az �sszef�gg�steljes induki¢val ad¢dik, felhaszn lva a disztributivit st; innen az  ltal nos esetet azel�jelszab ly felhaszn l s val kapjuk.A legegyszer�bb p�lda a nullgy�r�, amely sak egy elemet tartalmaz, ez nyilv n a 0.M sik trivi lis p�lda egy (addit¡v) Abel-soport, amelyben b rmely k�t elem szorzat tnull nak �rtelmezz�k; ezeket a gy�r�ket z�r¢gy�r�nek nevezz�k. Fontosabb p�lda Z.Ezek a gy�r�k mind kommutat¡v gy�r�k, a nullgy�r� �s Z egys�gelemesek.


