9. KŢDOLŔS

LăngnĆ-Gonda: O.K.; Gonda kiegĆszątĆs; Gonda bevmat3; Gonda kćdolăselmĆlet; Jăkć; Salomon; Ivănyi Informatikai algoritmusok1; Cormen{Leiserson{Rivest: O.K.; Rćnyai{Ivanyos{Szabć: O.K.; Demetrovics{Denev{Pavlov; Knuth TAOCP; Birkho¸{ Bartee.

Ebben a fejezetben a kćdolăs alapjaival foglalkozunk. ElsŞkĆnt megnĆzzĄk, hogy hogyan tŤrtĆnik az adatok ătvitele. Ezutăn kĆt kĆrdĆssel foglalkozunk rĆszletesebben, a gazdasăgos, valamint a hibakorlătozć kćdolăssal.

9.1. Kommunikăcić Ćs kćdolăs

LăngnĆ-Gonda: O.K.; Gonda kiegĆszątĆs; Gonda bevmat3; Gonda kćdolăselmĆlet; Jăkć; Salomon; Ivănyi Informatikai algoritmusok1; Cormen{Leiserson{Rivest: O.K.; Rćnyai{Ivanyos{Szabć: O.K.; Demetrovics{Denev{Pavlov; Knuth TAOCP; Birkho¸{ Bartee.

A kommunikăcić sorăn informăcićt hordozć adatokat viszĄnk ăt egy csatornăn keresztĄl az informăcićforrăstćl, az adćtćl az informăcić cąmzettjĆhez, a vevŞhŤz. Ezt nagy vonalakban az 9.1. ăbra mutatja.

9.1. ăbra

Az ăbra szerint az informăcić ătvitele tĆrben tŤrtĆnik. Valćjăban minden informăcićătvitel tĆrben Ćs idŞben tŤrtĆnik, Ćs egyes esetekben az egyik, mąg măs esetekben a măsik dimenzić a dominăns. Ha telefonălunk, akkor az idŞ nem lĆnyeges, ugyanakkor az informăcić lemezre valć rŤgzątĆse, Ćs egy kĆsŞbbi idŞpontban valć visszaolvasăsa esetĆn a helyvăltozăs kevĆsbĆ fontos. A tovăbbiakban ăltalăban čgy beszĆlĄnk az adatătvitelrŞl, mintha az tĆrben tŤrtĆnne, de ebbe mindig beleĆrtjĄk az idŞbeli ătvitelt is.

A modellel kapcsolatban felmerĄl nĆhăny kĆrdĆs: (1) mi az informăcić, Ćs hogyan mĆrhetŞ az informăcić; (2) hogyan tŤrtĆnik az informăcić ătvitele;

(3) milyen kapcsolat van az elkĄldŤtt Ćs a vett adat kŤzŤtt.

9.1.1. Informăcić, bit, entrćpia. Az informăcićrćl mindenkinek van valamilyen intuitąv fogalma. A nagyszămč de˛nącić kŤzĄl itt azt emlątjĄk meg, amely szerint az informăcić čj ismeret. Az informăcićt Shannon nyomăn az ăltala megszĄntetett bizonytalansăggal mĆrjĄk. TegyĄk fel, hogy egy informăcićforrăs nagy szămč, Ťsszesen n Ązenetet bocsăjt ki. Az Ťsszes tĆnylegesen elŞfordulć kĄlŤnbŤzŞ Ązenet legyen a_1, a_2, . . . , a_m (m ∈ N^+). Ha az a_i Ązenet k_i-szer fordul elŞ, akkor azt mondjuk, hogy gyakorisăga k_i, relatąv gyakorisăga pedig p_i = k_i/n. A p_1, p_2, . . . , p_m szăm-m-est az Ązenetek eloszlăsănak nevezzĄk. Nyilvăn

∑_m i=1 p_i = 1. Az a_i Ązenet egyedi informăcićtartalma I_i = − log_r p_i, ahol r egy 1-nĆl nagyobb valćs szăm. A logaritmus alapja az informăcić egysĆgĆt hatărozza meg. Amennyiben az alap 2, akkor az informăcić egysĆge a bit, Ćs ilyenkor log_r p_i helyett egyszerŰen log p_i-t ąrunk. TŤbbnyire nem az egyes Ązenetek egyedi informăcićtartalma, hanem az Ązenetforrăs ăltal kibocsătott Ązenetek H_r(p_1, . . . , p_m) = −

∑_m

i=1 p_i log_r p_i ătlagos informăcićtartalma Ćrdekes, ez a forrăs entrćpiăja, amely csak az Ązenetek eloszlăsătćl fĄgg.

Ŕltalănosabban, egy m tagč eloszlăs egy pozitąv valćs szămokbćl ăllć p_1, p_2, . . . , p_m sorozat, amelyre

∑_m i=1 p_i = 1. Az eloszlăs entrćpiăjăt a H_r(p_1, . . . , p_m) = −

∑_m i=1 p_i log_r p_i ŤsszefĄggĆssel ĆrtelmezzĄk.

∘* 9.1.2. SegĆdtĆtel. Legyen p_1, . . . , p_m egy eloszlăs. Egy I ⊂ R intervallumon szigorčan konvex f : I → R fĄggvĆnyre f (∑_m i=1 p_iq_i ) ≤ m∑ i=1 p_if(q_i), ha q_1, . . . , q_m ∈ I,

Ćs egyenlŞsĆg pontosan akkor teljesĄl, ha q_1 = q_2 = · · · = q_m.

Bizonyątăs. Ha m = 1, akkor nincs mit bizonyątani. Az m = 2 esetben az ăllątăs a szigorč konvexsĆg de˛nącićjăbćl kŤvetkezik. Indukcićval, legyen p =

∑_m i=1 p_i. Ekkor

m+1∑ i=1 p_if(q_i) = p m∑ i=1 p_i p f(q_i) + p_{m+1}f(q_{m+1})

≥ pf (∑_m i=1 p_iq_i/p ) + p_{m+1}f(q_{m+1}) ≥ f (∑_{m+1} i=1 p_iq_i ) ,

9.1. Kommunikăcić Ćs kćdolăs 161

Ćs egyenlŞsĆg pontosan akkor teljesĄl, ha q_1 = q_2 = · · · = q_m Ćs q_{m+1} =

∑_m i=1 p_iq_i/p = q_m. □

9.1.3. TĆtel. Bărmilyen eloszlăshoz tartozć entrćpiăra H_r(p_1, p_2, . . . , p_m) ≤ log_r m, Ćs egyenlŞsĆg pontosan akkor teljesĄl, ha p_1 = p_2 = · · · = p_m = 1/m.

Az ătlagos informăcićtartalom maximuma tehăt log m bit.

* Bizonyątăs. Mivel − log_r szigorčan konvex fĄggvĆny,

−H_r(p_1, . . . , p_m) = m∑ i=1 p_i log_r p_i = − m∑ i=1 p_i log_r(1/p_i)

≥ − log_r( m∑ i=1 p_i/p_i) = − log_r m. □

9.1.4. Kćdolăs. A kŤvetkezŞ kĆt kĆrdĆst egyĄtt tărgyaljuk. Ahhoz, hogy az adatot tovăbbątani tudjuk, elŞszŤr is olyan alakra kell hozni, hogy kĆpesek legyĄnk a cĆljainknak megfelelŞen manipulălni. A kćdolăs a legăltalănosabb Ćrtelemben az Ązenetek halmazănak egy măsik halmazba valć lekĆpezĆsĆt jelenti. Ha a lekĆpezĆs injektąv, akkor azt mondjuk, hogy a kćdolăs felbonthatć vagy egyĆrtelmŰen dekćdolhatć, egyĆbkĆnt vesztesĆges.

Gyakran az Ązenetet valamilyen karakterkĆszlet elemeibŞl alkotott sorozattal adjuk meg. Ez az eljărăs is egy kćdolăs. Az ąrăs pĆldăul egy kćdolăs. Kćdolăs tehăt a kąnai ąrăs, Ćs hasonlćan kćdolăs a latin betŰs ąrăs. MindkĆt esetben arrćl van szć, hogy egy kćdolandć Ązenetet meghatărozott mćdon felbontunk egymăshoz csatlakozć, elŞre rŤgzątett olyan elemi rĆszekre | nem teljesen pontosan fogalmazva az elsŞ esetben szavakra, a măsodikban hangokra | , hogy minden Ązenet elŞălljon ilyen elemi rĆszek egymăs utăn fŰzĆsĆvel, de egyetlen Ązenetet se lehessen kĆtfĆlekĆppen felbontani ezekre az elemi rĆszekre. Az ilyen rĆszeknek megadjuk a kćdjăt, Ćs a teljes Ązenetet čgy kćdoljuk, hogy az elŞbbi rĆszek kćdjăt egymăs utăn lăncoljuk. A kćdolăshoz tehăt megadjuk az elemi rĆszek kćdjăt, amelyet egy szćtăr tartalmaz, Ćs ezek segątsĆgĆvel kćdoljuk az Ązeneteket. Az ilyen kćdolăst betŰnkĆnti kćdolăsnak nevezzĄk (lĆteznek măs kćdok is). A betŰket gyakran szămokkă kćdoljuk: jelenleg elterjedt kćd az čgynevezett ASCII-kćd, amellyel 128 kĄlŤnbŤzŞ jel kćdolhatć, illetve ennek a kćdnak a kiterjesztĆsei, amelyekkel 256 vagy 65536 jelet lehet kćdolni.

A valćsăgban az egyes Ązenetek kĄlŤnbŤzŞ gyakorisăggal fordulnak elŞ. Ez a felismerĆs vezetett ahhoz a gondolathoz, hogy cĆlszerŰ a gyakrabban elŞfordulć Ązeneteket rŤvidebb kćddal megadni. Egy ilyen kćdolăs tŤmŤrątĆst vĆgez, amelynek sorăn csŤkkentjĄk az eredeti jelsorozatban meglĆvŞ redundanciăt. A redundancia, vagy măs nĆven a terjengŞssĆg azt fejezi ki, hogy a mondandćnkat lĆnyegesen hosszabban fejezzĄk ki, mint amennyire az szĄksĆges lenne. PĆldăul a nyilvănossăg szć 12 betŰbŞl ăll, holott legfeljebb Ťt betŰ az Ťsszes magyar szć kćdolăsăra elĆg lenne.

Az elsŞkĆnt emlątett kćdolăst nevezzĄk Ązenetkćdolăsnak, mąg a măsodikat gazdasăgos kćdolăsnak. A kĆt lĆpĆst egyĄttesen forrăskćdolăsnak nevezik.

9.2. ăbra

A csatornăn ăthaladć jel torzulăst szenved, ągy a vĆtel helyĆre nem pontosan az a jelsorozat Ćrkezik, mint amit a csatorna bemenetĆre betăplăltak. Amennyiben bărmilyen jelsorozat egy lehetsĆges Ązenet, akkor a mćdosulăst nem vesszĄk Ćszre, a vĆtel helyĆn semmilyen mćdon nem tudjuk eldŤnteni egy vett jelsorozatrćl, hogy az megegyezik-e az eredetileg elkĄldŤtt Ązenettel, vagy egy măsik Ązenet văltozott meg, Ćs ągy kaptuk a vett jelsorozatot. A biztonsăgosabb ătvitel ĆrdekĆben čgynevezett hibakorlătozć kćdolăst vĆgzĄnk a csatorna bemenetĆn. Ezzel a kćdolăssal szăndĆkosan viszĄnk redundanciăt a kćdolt Ązenetbe. Gondoljuk meg, hogy az ĆlŞ nyelvek redundanciăjănak kŤszŤnhetŞ, hogy zajos kŤrĄlmĆnyek kŤzŤtt is megĆrtjĄk, amit egy elŞadć mond, jćllehet az ăltalunk hallott szŤveg nem teljesen azonos azzal, ami eredetileg elhangzott. A megfelelŞ hibakorlătozć kćd kivălasztăsa fĄgg a csatornătćl is, ezĆrt ezt a kćdolăst csatornakćdolăsnak nevezik.

VĆgezetĄl a kćdolt Ązenetet tĆnylegesen, ˛zikailag is ăt kell vinni a csatornăn. Az ătvitelhez olyan alakra kell transzformălni az Ązenetet, amely forma ˛zikailag alkalmas a nagy tăvolsăgra tŤrtĆnŞ tovăbbątăsra. Ilyen pĆldăul, ha leąrjuk az Ązenetet, Ćs levĆl formăjăban kĄldjĄk el, vagy ha elektromos jellĆ alakątjuk ăt, Ćs pĆldăul telefonvonalon keresztĄl tovăbbątjuk. Ezt a berendezĆst most | kissĆ pontatlanul | modemnek fogjuk nevezni.

Băr a kŤzvetlen tĆmănkhoz nem szorosan kapcsolćdik, ăm mindenkĆppen a kommunikăcićval kapcsolatos a titkossăg Ćs a hitelessĆg kĆrdĆse, vagyis az adatătvitel sorăn, amennyiben szĄksĆges, gondoskodni kell az Ązenet titkosątăsărćl Ćs hitelesątĆsĆrŞl is. Az utćbbit pĆldăul alăąrăssal lehet megvalćsątani.

Az elŞbbiek alapjăn a kommunikăcić rĆszletesebben a 9.2. ăbra szerint valćsąthatć meg. Az ăbrăn is jelzett Ťsszevonăsok, valamint a rejtjelezĆssel kapcsolatos rĆszek elhagyăsa utăn a 9.3. ăbra szerinti egyszerŰbb modellt kapjuk.

9.3. ăbra

9.2. Forrăskćdolăs

LăngnĆ-Gonda: O.K.; Gonda kiegĆszątĆs; Gonda bevmat3; Gonda kćdolăselmĆlet; Jăkć; Salomon; Ivănyi Informatikai algoritmusok1; Cormen{Leiserson{Rivest: O.K.; Rćnyai{Ivanyos{Szabć: O.K.; Demetrovics{Denev{Pavlov; Knuth TAOCP; Birkho¸{ Bartee.

9.2.1. BetŰnkĆnti kćdolăs. Mint măr emlątettĄk, a betŰnkĆnti kćdolăs sorăn az eredeti Ązenetet meghatărozott mćdon egymăshoz ătfedĆs nĆlkĄl csatlakozć rĆszekre bontjuk, egy-egy ilyen rĆszt egy szćtăr alapjăn kćdolunk, Ćs az ągy kapott kćdokat az eredeti sorrendnek megfelelŞen egymăshoz lăncoljuk. Az ăltalănossăg csorbątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy a szćtăr alapjăn kćdolandć elemi Ązenetek egy A ăbĆcĆ (a kćdolandć ăbĆcĆ) betŰi, Ćs egy-egy ilyen betŰ kćdja egy măsik (az elŞbbitŞl nem feltĆtlenĄl kĄlŤnbŤzŞ) B ăbĆcĆ, a kćdăbĆcĆ betŰivel feląrt szć, vagyis ezen ăbĆcĆbŞl vett betŰk vĆges hosszčsăgč sorozata, a sorozat elemeit egyszerŰen egymăs mellĆ ąrva. A tovăbbiakban mindkĆt ăbĆcĆrŞl feltesszĄk, hogy nem Ąres Ćs vĆges. Ha a B ăbĆcĆ egyelemŰ, kĆtelemŰ, hăromelemŰ, stb., akkor rendre unăris, binăris, ternăris, stb., kćdrćl beszĆlĄnk. Az A ăbĆcĆ betŰivel feląrhatć Ťsszes (legalăbb egy betŰt tartalmazć) szć halmazăt A^+, mąg az egyetlen betŰt sem tartalmazć Ąres szćval, (jele: ∅ vagy λ) kibŞvątett halmazt A^∗ jelŤli. Az elŞbbiek alapjăn a betŰnkĆnti kćdolăst egy φ : A → B^∗ lekĆpezĆs hatărozza meg, amelyet čgy terjesztĄnk ki egy ψ : A^∗ → B^∗ lekĆpezĆssĆ, hogy ha a_1a_2 . . . a_n = α ∈ A^∗ (tehăt n ∈ N, Ćs a_i ∈ A, ha 1 ≤ i ≤ n), akkor α kćdja ψ(α) = φ(a_1)φ(a_2) . . . φ(a_n). Nyilvăn ha φ nem injektąv, vagy az Ąres szć benne van az ĆrtĆkkĆszletĆben, akkor a kapott ψ kćdolăs nem felbonthatć, ezĆrt betŰnkĆnti kćdolăsnăl mindig fel fogjuk tenni, hogy φ injektąv Ćs B^+-ba kĆpez.

9.2.2. PĆlda. Tipikus pĆlda betŰnkĆnti kćdolăsra a 9.1. tăblăzatban lăthatć Morsekćd.

betŰ kćd betŰ kćd betŰ kćd A ·− J ·−−− S ··· B −··· K −·− T − C −·−· L ·−·· U ··− D −·· M −− V ···− E · N −· W ·−− F ··−· O −−− X −··− G −−· P ·−−· Y −·−− H ···· Q −−·− Z −−·· I ·· R ·−· szăm kćd szăm kćd ąrăsjel kćd 0 −−−−− 5 ····· . ·−·−·− 1 ·−−−− 6 −···· , −−··−− 2 ··−−− 7 −−··· ? ··−−·· 3 ···−− 8 −−−·· : −−−··· 4 ····− 9 −−−−· - −····−

9.1. tăblăzat

Itt a kćdolandć ăbĆcĆ az angol ăbĆcĆ, mąg a kćdolć ăbĆcĆ kĆt betŰt tartalmaz, a pontot Ćs a vonăst, Ćs pĆldăul az ad szć kćdja Ă·−−··". Ezt ągy nem tudnănk dekćdolni, mert nem injektąv a megfeleltetĆs. PĆldăul az emi szć kćdja megegyezik az elŞbbi kćddal. A valćsăgban termĆszetesen az egyes jelek, tovăbbă az egyes betŰk adăsa kŤzŤtt meghatărozott szĄnetet tartanak, Ćs ągy măr a kćdolăs egyĆrtelmŰ lesz. KonkrĆtan egy vonăs hăromszor annyi ideig tart, mint egy pont, Ćs minden jel utăn egy egysĆgnyi szĄnet kŤvetkezik, majd a betŰ kćdja vĆgĆn mĆg tovăbbi kĆt egysĆgnyi szĄnet van (egy pont ătvitelĆhez szĄksĆges idŞt tekintve egysĆgnek). Ha egy egysĆgnyi hosszčsăgč jelet egy 1-es, Ćs az egysĆgnyi hosszčsăgč szĄnetet 0 jelŤli, akkor pĆldăul a B kćdja, amely az eredeti, ponttal Ćs vonăssal megadott rendszerben Ă−···", most 111010101000 lesz.

Ŋgy măr egyĆrtelmŰen dekćdolhatć a vett Ązenet, hiszen minden betŰ kćdja hărom nullăra vĆgzŞdik, Ćs nincs olyan betŰ, amelynĆl a kćd belsejĆben, vagy a kćdszć elejĆn lenne hărom nulla. EnnĆl a kćdnăl a hărom nullănak Ťnmagăban is van jelentĆse, ez a szćkŤz kćdja, vagyis ez vălasztja el egymăstćl az egymăs utăn kŤvetkezŞ szavak kćdjăt (ągy egy szć kćdjănak a vĆgĆn hat darab nulla ăll). Ekkor ad kćdja 101110001110101000000, mąg emi kćdja 10001110111000101000000, ągy a kĆt kćd jćl megkĄlŤnbŤztethetŞ Ćs a kćd egyĆrtelmŰen megfejthetŞ.

9.2.3. Pre˛x, szu‹x, in˛x. Legyen α, β Ćs γ az A ăbĆcĆvel feląrt hărom szć. Ekkor α pre˛xe (vagy elŞtagja) Ćs γ szu‹xe (vagy utćtagja) az αγ szćnak, β pedig in˛xe (vagy belsŞ tagja) αβγ-nak. Szavak egy halmaza pre˛xmentes halmaz, ha nincs benne kĆt olyan kĄlŤnbŤzŞ szć, hogy egyik a măsik pre˛xe.

Ha α egy szć, akkor az Ąres szć Ćs α mind pre˛xe, mind szu‹xe, mind pedig in˛xe α-nak. Ezek az α triviălis pre˛xei, triviălis szu‹xei Ćs ei. A pre˛x, szu‹x illetve in˛x valćdi pre˛x, valćdi szu‹x, illetve , ha nem egyezik meg α-val.

9.2.4. Kćdfa. A betŰnkĆnti kćdolăs jćl szemlĆltethetŞ irănyątott fa segątsĆgĆvel. Legyen φ : A → B^∗ egy injektąv lekĆpezĆs, ahol A a kćdolandć ăbĆcĆ Ćs B a kćdăbĆcĆ, mindkettŞ vĆges. A φ ĆrtĆkkĆszletĆben lĆvŞ kćdszavak Ťsszes pre˛xeinek halmaza rĆszbenrendezett a Ăpre˛xe" relăcićra. KĆszątsĄk el ennek a relăcićnak a Hasse-diagramjăt. Nyilvăn egy irănyątott făt kapunk, amelynek gyŤkere az Ąres szć, Ćs minden szć a hosszănak megfelelŞ szinten van. A grăf Ćleit sząnezzĄk čgy, hogy ha β = αb valamely b ∈ B-re, akkor a β-bćl α-ba vezetŞ Ćl sząne legyen b. Nyilvăn bărmely csčcs esetĆn a csčcsbćl kivezetŞ Ćlek mind kĄlŤnbŤzŞ sząnŰek. A kćdfa valamely csčcsăt, amely nem levĆl, teljes csčcsnak illetve csonka csčcsnak nevezzĄk, attćl fĄggŞen, hogy minden sząnhez tartozik-e a csčcsbćl kiindulć, az adott sząnnel sząnezett Ćl. A kćdfa csčcsait is kisząnezhetjĄk: az a ∈ A kćdjănak megfelelŞ csčcs sząne legyen a, azon csčcsok sząne, amelyek nincsenek φ ĆrtĆkkĆszletĆben, legyen Ąres. VegyĄk Ćszre, hogy minden levĆl ki van sząnezve.

Az elŞbbi konstrukcićt meg is fordąthatjuk. TekintsĄnk egy vĆges Ćlsząnezett irănyątott făt, ahol a sząnek halmaza B. TegyĄk fel, hogy az egy csčcsbćl kiindulć Ćlek mind kĄlŤnbŤzŞ sząnŰek. KĆpezzĄk le az A vĆges ăbĆcĆt a fa csčcsaira kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰen čgy, hogy minden levĆl fellĆpjen kĆpkĆnt. Az a ∈ A betŰ kćdja legyen az a szć, amelyet čgy kapunk, hogy a gyŤkĆrtŞl az a-nak megfelelŞ csčcsig haladć irănyątott čton Ťsszeolvassuk az Ćlek sząneit.

9.2.5. Pre˛x kćd, egyenletes kćd Ćs vesszŞs kćd. TegyĄk fel, hogy a φ : A → B^+ injektąv lekĆpezĆs rng(φ) ĆrtĆkkĆszlete B^+ pre˛xmentes rĆszhalmaza. A φ ăltal meghatărozott ψ : A^∗ → B^∗ betŰnkĆnti kćdolăs nyilvăn kŤnnyen dekćdolhatć, mert ha egymăs utăn Ćrkeznek a kćdăbĆcĆ betŰi, Ćs nĆzzĄk az addig beĆrkezett szimbćlumokbćl Ťsszeăllć szćt, akkor amint ez a kćdolandć ăbĆcĆ valamely betŰjĆnek kćdja, azonnal dekćdolhatć, hiszen a folytatăsăval kapott jelsorozat măr egyetlen betŰnek sem lehet a kćdja. Ezen dekćdolăsi mćdszer miatt szokăs az ilyen kćdot pre˛x kćdnak nevezni. (A pre˛xmentes kćd elnevezĆs is hasznălatos, mivel a dekćdolăs rng(φ) pre˛xmentessĆgĆn mčlik.) Pe˛x kćd nyilvăn felbonthatć.

Egy betŰnkĆnti kćd egyenletes kćd, vagy ˛x hosszčsăgč kćd, ha a betŰk kćdjainak hossza azonos. Mivel egy ilyen kćd nyilvăn pre˛x, ezĆrt felbonthatć.

Egy betŰnkĆnti kćd vesszŞs kćd, ha van olyan ϑ szć, a vesszŞ, hogy ϑ minden kćdszćnak szu‹xe, de egyetlen kćdszć sem ăll elŞ αϑβ alakban nem Ąres β szćval. Egy vesszŞs kćd pre˛x kćd, mert a vesszŞ egyĆrtelmŰen jelzi a beĆrkezett jelsorozatban egyegy kćdszć vĆgĆt, Ćs ha ezt folytatjuk, akkor măr biztosan nem kapunk kćdszćt, hiszen ebben a meghosszabbątott sorozatban a vesszŞ in˛x lenne. Ha egy betŰnkĆnti kćdban nincs vesszŞ, akkor a kćd vesszŞmentes.

A Morse-kćdnăl lăttuk, hogy az eredeti, a csak a ponttal Ćs vonăssal megadott betŰnkĆnti kćd nem felbonthatć, mąg az 1-gyel Ćs 0-val valć ătąrăs utăn kapott szabăly vesszŞs kćd, ahol a 000 jelsorozat a vesszŞ.

Egy betŰnkĆnti kćd pontosan akkor pre˛x kćd, ha a kćdfăjănak csak a levelei kćdszavak.

9.2.6. PĆldăk. Az fenti jelŤlĆsekkel legyen A = {a, b, c}, Ćs B = {0, 1}. (1) Legyen φ(a) = 10, φ(b) = 1 Ćs φ(c) = 00. Ez a kćd egyĆrtelmŰen fejthetŞ, tehăt ψ injektąv. TegyĄk ugyanis fel, hogy valameddig măr dekćdoltuk a beĆrkezett kćdolt Ązenetet, Ćs most Ćrkezik egy čjabb jel. Ha ez a jel 0, akkor utăna csak egy 0 kŤvetkezhet, Ćs ez a 00 csupăn a c kćdja lehet. Amennyiben az elŞzŞ jel 1, akkor ezt mĆg nem tudjuk dekćdolni. Amennyiben ez utăn az 1 utăn ismĆt 1 kŤvetkezik, akkor măr tudjuk, hogy az elsŞ 1 egy b kćdja, de a măsodik 1-et nem tudjuk dekćdolni. Mindaddig, amąg csak 1-ek kŤvetik egymăst, az utolsćkĆnt beĆrkezŞ 1 kivĆtelĆvel valamennyit egyĆrtelmŰen dekćdolunk b-be. Abban az esetben, ha az 1 utăn vĆge van az adăsnak, akkor ezt az utolsćkĆnt maradt 1-et szintĆn egyĆrtelmŰen b-kĆnt dekćdoljuk. Ha viszont az 1 utăn 0 kŤvetkezik, akkor mindaddig, amąg vagy egy 1 nem Ćrkezik, vagy vĆge nincs az adăsnak, nem tudunk dekćdolni. Amikor viszont vagy egy 1 Ćrkezik, vagy vĆge van az adăsnak, akkor hătulrćl visszafelĆ vĆgrehajthatć a dekćdolăs: minden kĆt-kĆt 0-t c-nek dekćdolunk, Ćs a vĆgĆn vagy egy egyedĄl ăllć 1 marad, ami a b kćdja, vagy 10 lesz a maradĆk, ami viszont az a kćdja. KŤnnyen ellenŞrizhetŞ, hogy măskĆnt az elŞbbi jelsorozat nem dekćdolhatć. Ez tehăt egy felbonthatć kćd.

(2) Legyen φ(a) = 00, φ(b) = 1 Ćs φ(c) = 01. A kćdszavak halmaza pre˛xmentes, Ćs ągy ez egy pre˛x kćd. Az elŞbbi pĆldăban nem ez volt a helyzet, mert az 1-et Ťnmagăban nem tudtuk dekćdolni. Minden pre˛x kćd egyĆrtelmŰen dekćdolhatć kćd.

(3) Legyen φ(a) = 10, φ(b) = 11 Ćs φ(c) = 01. Ez egyenletes kćd, ągy egyben pre˛x kćd.

(4) Legyen φ(a) = 0010, φ(b) = 10 Ćs φ(c) = 010. EnnĆl a kćdnăl minden kćdszć 10-ra vĆgzŞdik, vagyis 10 mindegyiknek szu‹xe, de az 10 egyetlen kćdszćnak sem valćdi pre˛xe, Ćs nem is valćdi in˛xe. Ez a kćd tehăt vesszŞs kćd, ągy pre˛x kćd.

(5) Legyen φ(a) = 10, φ(b) = 1 Ćs φ(c) = 01. Ekkor ψ(ab) = φ(a)φ(b) = 101 = φ(b)φ(c) = ψ(bc), tehăt ez a kćd nem dekćdolhatć.

A 9.4. ăbra mutatja a fenti kćdokhoz tartozć kćdfăkat. A teli kŤrŤk jelŤlik a kćdszavakat. A hărom kŤzĆpsŞ kćd mindegyike pre˛x, Ćs ezeknĆl a kćdoknăl csak a levelek kćdszavak.

9.2.7. TĆtel: McMillan-egyenlŞtlensĆg. Legyen A = {a_1, . . . , a_n} Ćs B kĆt ăbĆcĆ, B elemeinek a szăma r ≥ 2, Ćs φ : A → B^+ injektąv lekĆpezĆs. Ha a φ ăltal meghatărozott betŰnkĆnti kćdolăs felbonthatć, akkor l_i = | |φ(a_i) | | jelŤlĆssel ∑^n_{i=1} r−li ≤

9.4. ăbra

1. Fordątva, ha l_1, . . . , l_n olyan pozitąv egĆsz szămok, hogy

∑_n

i=1 r^{−li} ≤ 1, akkor van az A-nak a B elemeivel valć olyan pre˛x kćdolăsa, hogy az a_i betŰ kćdjănak hossza l_i.

A fenti tĆtelben szereplŞ egyenlŞtlensĆg a McMillan-egyenlŞtlensĆg, amely lĆnyegĆben vĆve azt fejezi ki, hogy egy felbonthatć kćdban az ătlagos szćhosszčsăg nem lehet tčlsăgosan kicsi (mert ha a szćhosszčsăg kicsi, akkor r megfelelŞ negatąv kitevŞs hatvănya nagy, viszont az Ťsszeg ĆrtĆke nem haladhatja meg az 1-et). A tĆtel măsodik rĆsze azt mutatja, hogy egy nem pre˛x, de felbonthatć kćdnak nincs nagy jelentŞsĆge, hiszen ugyanolyan hosszakkal kĆsząthetŞ pre˛x kćd is. A măsodik rĆsz bizonyątăsa konstruktąv: algoritmust ad a kćd megkonstruălăsăra.

* Bizonyątăs. TekintsĄk a φ : A → B^+ injektąv lekĆpezĆs ăltal meghatărozott felbonthatć kćdot. JelŤljĄk C-vel rng(φ) ⊂ B^+-t, M-mel a

∑_n

i=1 r^{−li} Ťsszeget. Indukcićval megmutatjuk, hogy ∑ α∈C^i r

−|α| = M i. Ha α ∈ Ci+1, akkor α megadhatć α = α

1α_2 alakban, ahol α_1 ∈ C^i Ćs α_2 ∈ C, Ćs ha a kćd felbonthatć, akkor ez a felbontăs egyĆrtelmŰ. ∑

α∈C^{i+1}

r^{−|α|} = ∑ α_1 ∈C^i ∑ α_2 ∈C

r^{−|α1 α2|} = ∑ α_1 ∈C^i ∑ α_2 ∈C

r^−

(_{|α1|+|α2|})

= ∑ α_1 ∈C^i ∑ α_2 ∈C

r^{−|α1 |}r^{−|α2 |} = ∑ α_1 ∈C^i

r^{−|α1 |} ∑ α_2 ∈C

r^{−|α2 |}

= M^iM = M^{i+1}, ahol az elsŞ egyenlŞsĆgnĆl hasznăltuk ki, hogy a kćd felbonthatć.

Ezt az Ťsszeget măskĆpp is ki tudjuk szămątani, ha az Ťsszegben szereplŞ tagokat a kitevŞkben szereplŞ hosszak nŤvekvŞ sorrendje szerint ąrjuk, Ćs az azonos kitevŞhŤz tartozć tagokat Ťsszevonjuk. Legyen w^{(i)}_k a C^i-beli k hosszčsăgč szavak szăma (a szavak hosszăt mint B^+-beli szavak hosszăt Ćrtve), Ćs L a C-beli szavak hosszănak maximuma. Ekkor a C^i-beli szavak hosszănak maximuma iL, Ćs

M^i = ∑ α∈C^i

r^{−|α|} = iL∑ k=1 w^{(i)}_k r^{−k} ≤ iL∑ k=1 r^k r^{−k} = iL,

mert r szimbćlummal maximum r^k kĄlŤnbŤzŞ k hosszčsăgč szć ąrhatć fel. A fentiek szerint minden pozitąv egĆsz i-re M^i ≤ iL, vagyis M^i/i ≤ L. Ha M > 1, akkor i ≥ 2 esetĆn

L ≥ M^i i = ( 1 + (M − 1)

)_i i = 1 i i∑ j=0 ( i j ) (M − 1)^i > 1 i ( i 2 ) (M − 1)^2 = i − 1 2 (M − 1)^2,

ami ellentmondăs.

A tĆtel măsodik ăllątăsănak bizonyątăsăhoz feltehetjĄk, hogy l_1 ≤ l_2 ≤ . . . ≤ l_n, Ćs legyen 1 ≤ k ≤ n-re c_k =

∑_{k−1}

i=1 r^{−li} . Ez a sorozat szigorčan monoton nŞ, az elsŞ eleme 0, Ćs a

∑_n i=1 r^{−li} ≤ 1 feltĆtel alapjăn minden tagja kisebb 1-nĆl. Mivel r^{lk} c_k =

∑_{k−1} i=1 r^{lk −li} < r^{lk} , Ćs a bal oldalon egy nem negatąv egĆsz szăm ăll, hiszen a hosszak rendezĆse kŤvetkeztĆben az Ťsszeg tagjainak kitevŞje nem negatąv egĆsz szăm, r^{lk} c_k feląrhatć az r alapč szămrendszerben pontosan l_k hosszban (a feląrăs kezdŞdhet nullăval is). Ez lesz az a_k kćdja, a szămjegyeket kicserĆlve B betŰire. (MăskĆnt, az 1-nĆl kisebb c_k nem negatąv valćs szăm r-alapč szămrendszerben pontosan feląrhatć tŤrtrĆszĆben l_k jeggyel, Ćs ezek a jegyek adjăk az a_k kćdjăt.) Amennyiben 1 ≤ j < k ≤ n, akkor

r^{lk} (c_k − c_j ) = k−1∑ i=1 r^{lk −li} − j−1∑ i=1 r^{lk −li} = k−1∑ i=j r^{lk −li} ≥ r^{lk −lj} ,

ezĆrt a megfelelŞ kćdok elsŞ l_j szămjegye kŤzĄl legalăbb egy kĄlŤnbŤzŞ, tehăt a megadott kćd pre˛x kćd. □

9.2.8. Ŕtlagos szćhosszčsăg, optimălis kćd. A gazdasăgos kćdolăs szempontjăbćl dŤntŞ a kćd ătlagos szćhosszčsăga. Legyen A = {a_1, . . . , a_n} a kćdolandć ăbĆcĆ, p_1, . . . , p_n a betŰk eloszlăsa egy kćdolăs sorăn, φ : A → B^+ egy betŰnkĆnti kćdolăs, l_i az a_i kćdjănak hossza. Ekkor l =

∑_n i=1 p_il_i a kćd ătlagos szćhosszčsăga. Ha egy felbonthatć betŰnkĆnti kćd ătlagos szćhosszčsăga minimălis, akkor optimălis kćdnak nevezzĄk. ElsŞ pillantăsra nem vilăgos, hogy van-e optimălis kćd, mivel valćs szămok egy rĆszhalmazăban nem feltĆtlenĄl van minimălis elem. Vălasszunk azonban egy tetszŞleges felbonthatć kćdot, Ćs legyen ennek ătlagos szćhosszčsăga l. Mivel p_il_i > l esetĆn a kćd nem lehet optimălis, elĆg azon kćdokat tekintenĄnk, amelyekre l_i ≤ l/p_i, ha i = 1, . . . , n. Ilyen kćd csak vĆges sok van, ągy van kŤztĄk minimălis ătlagos hosszčsăgč. Mint tudjuk, ez vălaszthatć pre˛x kćdnak is.

9.2.9. Shannon tĆtele zajmentes csatornăra. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, legyen B elemeinek szăma r. Ha a betŰnkĆnti kćdolăs felbonthatć, akkor H_r(p_1, . . . , p_n) ≤ l, ahol H_r az eloszlăs entrćpiăja.

* Bizonyątăs. A McMillan-egyenlŞtlensĆget, − log_r szigorč konvexsĆgĆt Ćs a 9.1.2.

segĆdtĆtelt hasznălva,

l − H_r(p_1, . . . , p_n) = n∑ i=1 p_il_i + n∑ i=1 p_i log_r p_i

= − n∑ i=1 p_i log_r r^{−li} − n∑ i=1 p_i log_r 1 p_i = − n∑ i=1 p_i log_r r^{−li} p_i

≥ − log_r

(^n∑ i=1 r^{−li} )

≥ − log_r 1 = 0. □

9.2.10. TĆtel: Shannon-kćd lĆtezĆse. Az elŞzŞ tĆtel jelŤlĆseivel, n > 1 esetĆn van olyan pre˛x kćd, amelyre l < H_r(p_1, . . . , p_n) + 1.

A bizonyątăs konstruktąv, algoritmust ad a kćd meghatărozăsăra. * Bizonyątăs. Vălasszunk olyan l_1, . . . , l_n termĆszetes szămokat, amelyekre r^{−li} ≤ p_i < r^{−li +1}, ha i = 1, . . . , n. Ekkor

∑_n

i=1 r^{−li} ≤

∑_n

i=1 p_i = 1, ągy a 9.2.7. tĆtel szerint van pre˛x kćd az adott hosszakkal. Mivel l_i < 1 − log_r p_i, erre n∑ i=1 p_il_i < n∑ i=1 p_i(1 − log_r p_i) = 1 + H_r(p_1, . . . , p_n). □

9.2.11. TĆtel: optimălis kćd konstrukcićja. Az elŞzŞ tĆtel jelŤlĆseivel legyen n > 1 Ćs a kćdszavak hosszănak maximuma L. Egy optimălis pre˛x kćdra (1) ha p_i > p_j , akkor l_i ≤ l_j ;

(2) a kćdfăban legfeljebb csak az L − 1-edik szinten van csonka csčcs; (3) a kćdfăban minden nem levĆl csčcsbćl legalăbb kĆt Ćl indul ki. Tovăbbă (4) van olyan optimălis pre˛x kćd, amelynek kćdfăjăban legfeljebb egy csonka csčcs van;

(5) ha egy optimălis pre˛x kćd kćdfăjăban nincs csonka csčcs, akkor 2 + ( (n − 2) mod (r − 1) ) = r,

ha pedig egy csonka csčcs van, akkor annak kifoka 2 + ( (n − 2) mod (r − 1) ) ; (6) ha n ≤ r, akkor egybetŰs kćdszavakat vălasztva, optimălis pre˛x kćdot kapunk;

(7) legyen β_1, . . . , β_n az r-elemŰ kćdăbĆcĆvel megadott, a p_1, . . . , p_n eloszlăshoz tartozć optimălis kćd, amelynek a kćdfăjăban nincs csonka csčcs. Ha 2 ≤ m ≤ r, a p_{n+1}, . . . , p_{n+m} valćs szămokra

∑_m i=1 p_{n+i} = p_k, Ćs

max{p_{n+1}, . . . , p_{n+m}} ≤ min{p_1, . . . , p_n},

akkor β_1, . . . , β_{k−1}, β_{k+1}, . . . , β_n, β_kb_1, . . . , β_kb_m,

ahol b_1, . . . , b_m a B kĄlŤnbŤzŞ elemei, a

p_1, . . . , p_{k−1}, p_{k+1}, . . . , p_n, p_{n+1}, . . . , p_{n+m}

eloszlăshoz tartozć optimălis kćd.

Bizonyątăs. Ha (1) nem teljesĄl, akkor

0 < (p_i − p_j )(l_i − l_j ) = (p_il_i + p_j l_j ) − (p_il_j + p_j l_i),

Ćs innen p_il_j + p_j l_i < p_il_i + p_j l_j , azaz a kĆt betŰ kćdjăt felcserĆlve csŤkken az ătlagos szćhosszčsăg.

Ha (2) nem teljesĄl, Ćs a t-edik szinten van csonka csčcs, ahol t < L − 1, akkor egy L-edik szinten lĆvŞ levelet a hozză vezetŞ Ćllel ăthelyezve erre a csonka csčcsra, Ćs esetleg az ăthelyezett Ćlt ătsząnezve, a levĆlhez tartozć betŰ kćdjănak hossza L-rŞl t+1-re văltozik, vagyis csŤkken az ătlagos szćhosszčsăg.

Ha (3) nem teljesĄl, Ćs egy csčcsot csak egy Ćl hagy el, akkor elhagyva ezt az Ćlt, Ćs az ennek az Ćlnek a măsik vĆgĆn lĆvŞ csčcsbćl kiindulć rĆszfăt ăthelyezve az elŞbbi csčcsba, az ăthelyezett rĆszfa leveleihez tartozć kćdszavak hossza eggyel csŤkken, Ćs ągy az ătlagos szćhosszčsăg is csŤkken.

Legyen egy optimălis kćd kćdfăjăban kĆt kĄlŤnbŤzŞ csonka csčcs. Az elŞbbiek szerint ezek azonos szinten vannak, ągy egyikĄkrŞl az egyik Ćlhez tartozć levelet az Ćllel egyĄtt ăthelyezve a măsik csonka csčcsra, Ćs esetleg ezt az Ćlt ătsząnezve, az ătlagos szćhosszčsăg nem văltozik. Ilyen ăthelyezĆsekkel viszont vagy a fogadć csčcs telątŞdik, tehăt a csonka csčcsok szăma csŤkken, vagy a măsik csonka csčcson legfeljebb egy Ćl maradna, ami az elŞbbi pont alapjăn optimălis kćd kćdfăjăn lehetetlen. Ezzel belăttuk (4)-et.

Hogy belăssuk (5)-Ťt, tekintsĄnk egy n levelet tartalmazć kćdfăt. TŤrŤljĄk ebben a făban az egyik csčcshoz tartozć valamennyi levelet, a csonka csčcshoz tartozć levelekkel kezdve, ha van csonka csčcs. Ha t szămč levelet tŤrŤltĄnk, akkor az čj făban t − 1-gyel kevesebb levĆl lesz. Folytassuk az eljărăst mindaddig, amąg a vĆgĆn csak a gyŤkĆr marad meg. Ha Ťsszesen s lĆpĆst hajtottunk vĆgre, akkor t − 1 + (s − 1)(r − 1) = n − 1, vagyis n − 2 = (s − 1)(r − 1) + (t − 2), Ćs 0 ≤ t − 2 < r − 1.

A (6)-ban megadott kćd nyilvăn optimălis pre˛x kćd. (7)-ben egy levĆlhez kapcsolćdć kćdszćt helyettesątĄnk m kćdszćval, amelyek szintĆn levĆlen helyezkednek el. JelŤlje a kapott kćdot φ. TegyĄk fel, hogy az ăllątăs nem igaz, Ćs legyen φ^∗ a

p_1, . . . , p_{k−1}, p_{k+1}, . . . , p_n, p_{n+1}, . . . , p_{n+m} eloszlăshoz tartozć optimălis pre˛x kćd. Ekkor φ^∗ ătlagos hossza kisebb, mint φ ătlagos hossza. Az ăltalănossăg csorbątăsa nĆlkĄl feltehetjĄk, hogy φ^∗ kćdfăjăban is legfeljebb csak egy csonka csčcs van. A φ^∗ kćd konstrukcićjăbćl, illetve (5)-bŞl mindkĆt kćdban egyszerre van csonka csčcs, Ćs ha van, akkor a kifoka ugyanannyi, m, ha pedig nincs, akkor m = r. Mivel φ^∗ optimălis kćd, ezĆrt az m darab legkisebb valćsząnŰsĆghez tartozć kćdszć a legmagasabb szinten van a kćdfăban, Ćs ugyanezen a szinten vannak azok a kćdszavak, amelyek az esetleges csonka csčcshoz tartoznak. Mivel kćdszavak cserĆje, ha azok azonos szinten vannak, nem văltoztatja meg a kćd ătlagos hosszăt, ezĆrt feltehetjĄk, hogy mindkĆt kćdban az m legkisebb valćsząnŰsĆgŰ kćdszćhoz tartozć levĆl ugyanahhoz a csčcshoz tartozik. Ezeket tŤrŤlve, mindkĆt kćd ătlagos hossza ugyanannyival văltozik. Ŋgy a φ^∗-bćl kapott kćd ătlagos hossza kisebb lesz, mint a φ-bŞl kapott kćdĆ, ami lehetetlen, hiszen feltettĄk, hogy a φ-bŞl kapott kćd optimălis kćd. □

9.2.12. Hu¸man-kćd. Optimălis kćdot ad az čgynevezett Hu¸man-kćd, amelyet az elŞzŞ tĆtel (6){(8) pontjai alapjăn tudunk megszerkeszteni. RendezzĄk a relatąv gyakorisăgok csŤkkenŞ sorrendjĆben a betŰket, majd osszuk el n − 2-t r − 1-gyel, Ćs legyen t a maradĆk plusz 2. ElsŞ lĆpĆsben helyettesątsĄk a sorozat t utolsć betŰjĆt egy čjabb betŰvel, amelyhez az elhagyott betŰk relatąv gyakorisăgainak az ŤsszegĆt rendeljĄk, Ćs az ągy kapott gyakorisăgoknak megfelelŞen helyezzĄk el az čj betŰt a sorozatban. Ezek utăn ismĆteljĄk meg az elŞzŞ redukcićt, de most măr minden lĆpĆsben r betŰvel csŤkkentve a kćdolandć halmazt, mągnem măr csak r betŰ marad (feltehetjĄk, hogy indulăskor tŤbb, mint r betŰ volt, ellenkezŞ esetben a redukcić elmarad). Most a redukălt ăbĆcĆ legfeljebb r betŰt tartalmaz, Ćs ha volt redukcić, akkor pontosan r betŰt. Ezeket a kćdolć ăbĆcĆ elemeivel kćdoljuk, majd a redukcićnak megfelelŞen visszafelĆ haladva, az ott Ťsszevont betŰk kćdjăt az ŤsszevonăskĆnt kapott betŰ măr meglĆvŞ kćdjănak a kćdolć ăbĆcĆ kĄlŤnbŤzŞ betŰivel valć kiegĆszątĆsĆvel kapjuk.

9.2.13. PĆlda. Mutatunk egy pĆldăt a Hu¸man- Ćs a Shannon-kćdra. MindkĆt esetben ugyanazon forrăst fogjuk kćdolni, ągy Ťsszehasonląthatć a kĆt kćd hatĆkonysăga.

Legyen a kćdolandć ăbĆcĆ 10-elemŰ (mondjuk az angol ăbĆcĆ elsŞ 10 betŰjĆvel jelŤlve), az egyes betŰk relatąv gyakorisăga rendre 0,17, 0,02, 0,13, 0,02, 0,01, 0,31, 0,02, 0,17, 0,06, 0,09, Ćs a kćdolć ăbĆcĆ {0, 1, 2}. Mivel 10 − 2 = 4 · (3 − 1) + 0, az elsŞ lĆpĆsben 0+2 = 2 betŰt kell Ťsszefogni, majd a tovăbbi lĆpĆsekben hărmat-hărmat (9.2. tăblăzat). Amikor măr csak 3 betŰbŞl ăll az ăbĆcĆ, akkor ezt a hărom betŰt rendre 0-val, 1-gyel Ćs 2-vel kćdoljuk, majd visszafelĆ haladva elŞăllątjuk a kąvănt kćdot (9.3. tăblăzat).

A kćd ătlagos szćhosszčsăga 1,79, mąg az entrćpia ĆrtĆke 1,73, ągy a kćd ătlagos szćhosszčsăga igen jćl megkŤzeląti az elmĆletileg elĆrhetŞ legkisebb ĆrtĆket.

Ugyanezen ăbĆcĆt fogjuk most a Shannon-kćddal kćdolni. Most is sorba kell rendezni az ăbĆcĆt a relatąv gyakorisăgok csŤkkenŞ sorrendjĆben. Meghatărozzuk a szĄksĆges szćhosszčsăgokat. Mivel 0,31, 0,17, 0,13 kisebbek mint 1/3, de nem kisebbek, mint 1/9, f, a, h Ćs c kćdhossza 2. Hasonlćan j Ćs i kćdhossza 3, mąg b, d Ćs g kćdhossza 4, vĆgĄl e kćdhossza 5. Az f kćdja 00, az a kćdja 01, a h kćdja 02, Ćs ehhez a hărmas alapč szămrendszerben 1-et adva kapjuk c kćdjăt, amely ągy 10. Ehhez 1-et adva 11-et kapunk, de j kćdjănak hossza 3, ezĆrt ezt mĆg jobbrćl ki kell egĆsząteni egy darab 0-val, tehăt j f 0,31 f 0,31 f 0,31 a 0,17 a 0,17 a 0,17 h 0,17 h 0,17 h 0,17 c 0,13 c 0,13 c 0,13 j 0,09 j 0,09 j 0,09 i 0,06 i 0,06 ( (g, e), b, d ) 0,07 b 0,02 (g, e) 0,03 i 0,06 d 0,02 b 0,02 g 0,02 d 0,02 e 0,01

f 0,31 (a, h, c) 0,47 ( j, ( (g, e), b, d ) , i ) 0,22 f 0,31

a 0,17 ( j, ( (g, e), b, d ) , i ) 0,22 h 0,17 c 0,13

9.2. tăblăzat

(a, h, c) → 0 a → 00 h → 01 c → 02 f → 1 ( j, ( (g, e), b, d ) , i ) → 2 j → 20 ( (g, e), b, d ) → 21 (g,e) → 210 g → 2100 e → 2101 b → 211 d → 212 i → 22

9.3. tăblăzat

kćdja 110. Hasonlćan haladva megkapjuk a teljes kćdot, amelyet a 9.4. tăblăzat mutat (bal oldalon a szavak nŤvekvŞ sorrendjĆben, jobbrćl a betŰk sorrendjĆben). Most a kćd ătlagos szćhosszčsăga 2,3, amely nagyobb, mint a Hu¸man-kćdnăl volt, de kisebb, mint az entrćpia plusz 1.

Az 9.5. Ćs 9.6. ăbra mutatja a kĆt kćd kćdfăjăt.

Megadjuk az Ćkezet nĆlkĄli betŰk magyar nyelvben valć elŞfordulăsănak relatąv gyakorisăgaihoz tartozć binăris Hu¸man- Ćs Shannon-kćdot (9.5. tăblăzat) (a Shannonkćdnăl a Q hosszăt az egyĆbkĆnt elŞfordulć hosszak maximumănak vettĄk). Az adott eloszlăshoz tartozć entrćpia ĆrtĆke 4,1289, mąg a Hu¸man-kćd ătlagos szćhosszčsăga 4,1528, a Shannon-kćdĆ pedig 4,5989. Ugyanakkor a Morse-kćd 0-val Ćs 1-gyel valć kćbetŰ kćd betŰ kćd f 00 a 01 a 01 b 1120 h 02 c 10 c 10 d 1121 j 110 e 12000 i 111 f 00 b 1120 g 1122 d 1121 h 02 g 1122 i 111 e 12000 j 110

9.4. tăblăzat

9.5. ăbra

9.6. ăbra

dolăsănăl az ătlagos szćhosszčsăg ugyanezekkel a gyakorisăgokkal (csak a betŰk kćdjăt ˛gyelembe vĆve) 9,299. Lăthatć, hogy mekkora javulăs ĆrhetŞ el. Ennek egyik oka, hogy a vesszŞ hatărozottan nŤveli az ătlagos szćhosszčsăgot.

9.2.14. A kćdolandć ăbĆcĆ kiterjesztĆse. EgyszerŰ mćdon el tudjuk Ćrni, hogy egy felbonthatć kćdban az egy betŰre jutć ătlagos szćhosszčsăg tetszŞlegesen megkŤzelątse az entrćpia ĆrtĆkĆt. Ehhez az eredeti ăbĆcĆbŞl elkĆszątjĄk az Ťsszes kĆtbetŰs, hărombetŰs, stb. szćt, Ćs egy-egy ilyen szćt tekintĄnk egy čj ăbĆcĆ egy-egy betŰjĆnek, ahol egy-egy ilyen čj betŰhŤz a benne szereplŞ betŰk relatąv gyakorisăgainak szorzatăt rendelve kapjuk a megfelelŞ eloszlăst. Az ągy kapott kćd az eredeti kćd kĆtszeres, hăromszoros, stb. kiterjesztĆse. Ha m betŰ egybefogăsăbćl ăll az ăbĆcĆ, akkor van olyan betŰ valćsząnŰsĆg Hu¸man-kćd Shannon-kćd A 0,1247 100 0010 B 0,0190 000011 101100 C 0,0065 01101110 10111101 D 0,0197 000010 101011 E 0,1407 001 000 F 0,0078 0110110 10111100 G 0,0326 01100 10011 H 0,0165 011010 101101 I 0,0444 1110 01111 J 0,0105 0000000 1011100 K 0,0541 1100 01110 L 0,0605 1010 01100 M 0,0352 01001 10010 N 0,0638 0111 0101 O 0,0683 0101 0100 P 0,0096 0000001 1011101 Q 0,0000 0110111111 10111110001001 R 0,0367 01000 10001 S 0,0600 1011 01101 T 0,0761 0001 0011 U 0,0226 11011 101001 V 0,0199 000001 101010 W 0,0009 011011110 10111110000 X 0,0001 0110111110 10111110001000 Y 0,0261 11010 101000 Z 0,0437 1111 10000

9.5. tăblăzat

kćd, amelynek egy betŰre jutć ătlagos szćhosszčsăga

l < − n∑ i=1 p_i log_r p_i + 1 m , ahol n az eredeti ăbĆcĆ betŰinek szăma, Ćs a p_i-k az eredeti ăbĆcĆ betŰinek relatąv gyakorisăgai. A mćdszer szĆpsĆghibăja, hogy pĆldăul a kĆtszeres kiterjesztĆsnĆl azonos szămot rendel ty-hoz Ćs yt-hez, holott a magyar nyelvben a kĆt betŰkombinăcić mĆg megkŤzelątŞleg sem azonos gyakorisăggal fordul elŞ. Ha a părok valćdi gyakorisăgait tekintjĄk, mĆg jobb kćdot kapunk.

9.2.15. Szćtărkćdok. A betŰnkĆnti kćdolăs akkor igazăn hatĆkony, ha az egymăs utăn kŤvetkezŞ betŰk egymăstćl fĄggetlenek, vagyis egy betŰ megjelenĆse fĄggetlen attćl, hogy elŞtte milyen betŰket bocsăjtott ki az adć. Egy ĆlŞ nyelven megadott szŤveg ăltalăban nem ilyen: a magyar nyelvben a t utăn sokkal gyakoribb az y, mint pĆldăul az r utăn. A korăbban emlątett kiterjesztĆs sem megoldăs erre a problĆmăra. Egy măsik problĆma, hogy amennyiben egy Ązenet nem tipikus szŤveg, vagyis benne a betŰk elŞfordulăsănak valćsząnŰsĆge eltĆr a szokăsostćl, akkor egy rŤgzątett kćdtăbla, amely a tipikus szŤvegek betŰgyakorisăga alapjăn ĆpĄl fel, nem biztosąt optimălis kćdot mĆg a Hu¸man-kćd esetĆn sem. Ha viszont egy ilyen esetben a konkrĆt szŤveg statisztikăja alapjăn hozzuk lĆtre a kćdtăblăt, akkor ezt is tovăbbątani kell, ami nŤveli a kćdolt szŤveg hosszăt.

A szćtărkćdok alapgondolata, hogy egy φ ∈ A^∗ → B^∗ szćtărat hasznălunk fel a kćdolăsra, amelynek ĆrtelmezĆsi tartomănya tartalmazza A-t, azaz a kćdolandć ăbĆcĆt. A szćtăr lehet ăllandć (statikus) vagy văltozć (dinamikus).

* 9.2.16. Futamkćdolăs. Bizonyos szŤvegăllomănyokban gyakran fordulnak elŞ ismĆtlŞdŞ karakterek (pĆldăul ismĆtlŞdŞ szćkŤzŤk). Ilyenkor cĆlszerŰ lehet čgy tŤmŤrąteni, hogy a karaktert csak egyszer adjuk meg, majd megadjuk az ismĆtlĆsek szămăt. A gondot az okozza, hogy az ilyen szămokat el kell vălasztani a szŤveg karaktereitŞl. Egyik lehetŞsĆg, hogy a legalăbb (mondjuk) hăromszor ismĆtlŞdŞ karaktert hăromszor leąrjuk, majd utăna ąrunk egy decimălis szămjegyet, hogy mĆg hănyszor ismĆtlŞdik. PĆldăul a 40 karakter hosszč

gugogogogol

sor ągy tŤmŤrątve 5gugogogogol 9 6

lesz; a 21 ismĆtlŞdĆst csak ĂkĆt rĆszletben" tudtuk leąrni, mert nincs 9-nĆl nagyobb decimălis szămjegy. (Persze, a decimălis szămjegy helyett egy egĆsz băjt is jelezhetnĆ az ismĆtlŞdĆst, de az elv nem văltozna.)

Ha van olyan betŰ az ăbĆcĆben, amely biztosan nem fordul elŞ a szŤvegben, pĆldăul a @, akkor azt hasznălhatjuk Ăescape" karakternek, jelezve, hogy az utăna kŤvetkezŞ szămjegy nem rĆsze a szŤvegnek, hanem az elŞzŞ betŰ ismĆtlŞdĆseinek szămăt kćdolja (0 szămjegy egy ismĆtlĆs, stb.). Ezzel a szŤveg

@6gugogogogol @9 @8

lesz. Ha # egy măsik Ăescape" karakter, akkor pĆldăul felhasznălhatjuk annak jelzĆsĆre, hogy utăna kĆt szămjegy ąrja le az eddig mĆg nem kćdolhatć szămč ismĆtlŞdĆseket (00 tizenegy ismĆtlĆs, stb.). Ŋgy a szŤveg

@6gugogogogol #09

lesz. Egy tovăbbi lehetŞsĆg, hogy ismert szŤveghossz esetĆn az egyik Ăescsape" azt jelzi, hogy a szŤveg vĆgĆig măr csak egy Ătriviălis" karakter | jelen esetben a szćkŤz | ismĆtlŞdik. A fenti pĆldăbćl ągy

@6gugogogogol# lesz.

Lătszćlag gondot okoz Ăescape" karakterek keresĆse. Ha azonban a futamkćdolăst egy pre˛x kćddal kombinăljuk, akkor annyi Ăescape" karaktert gyărthatunk, amennyit akarunk. SŞt, az escape karaktert Ćs az utăna kŤvetkezŞ szămot egybefoghatjuk, Ćs ezekhez a părokhoz rendelhetĄnk egy pre˛x kćdszćt, vagy akăr a betŰt, az escape karaktert Ćs az utăna kŤvetkezŞ szămot fogjuk Ťssze, Ćs ehhez a hărmashoz rendelĄnk pre˛x kćdszćt. Fax kćdolăsăra elterjedt eljărăs egy ilyen kćd. Csak fekete Ćs fehĆr kĆpelemek vannak, egy sor 1664 kĆpelem, soronkĆnt olvasunk. A futamhosszak: 0, 1, 2, . . . , 63 Ćs 64, 128, 192, 256, . . . , 2560. A kćdhosszakat a 9.7. tăblăzat tartalmazza.

fehĆr binăris fekete binăris tetszŞleges binăris futam kćd futam kćd futam kćd hossza hossza hossza hossza hossza hossza 0 8 0 10 1792 . . . 1920 11 1 6 1 3 1984 . . . 2560 12 2 . . . 7 4 2 . . . 3 2 8 . . . 10 5 4 3 12 . . . 17 6 5 . . . 6 4 18 . . . 28 7 7 5 29 . . . 63 8 8, 9 6 64 . . . 128 5 10 . . . 12 7 192 6 13 . . . 14 8 256 7 15 9 320 . . . 640 8 16 . . . 18 10 704 . . . 1600 9 19 . . . 25 11 1664 6 26 . . . 63 12 1728 9 64 10 128 . . . 448 12 512 . . . 1728 13

9.6. tăblăzat

* 9.2.17. LZ77. Ennek a szćtăr tąpusč kćdolăsnak az ŤtletĆt Lempel Ćs Ziv egy 1977- ben megjelent cikke tartalmazza. A mĆg nem kćdolt szŤvegbŞl egy l hosszčsăgč Ăablakot" ˛gyelĄnk, mąg a măr kćdolt szŤvegnek az ablak elŞtti L hosszčsăgč rĆsze a Ăszćtăr". Az ablakban elhelyezkedŞ szŤveg egy legalăbb m hosszč pre˛xĆt keressĄk a szćtărban, a szćtăr vĆgĆtŞl kezdve. Ha tŤbb pre˛xet is talălunk, a leghosszabbat vălasztjuk, Ćs ha az tŤbb helyen is elŞfordul, akkor a szćtăr vĆgĆhez legkŤzelebb ăllć elŞfordulăst. Ilyenkor az (n, d) păr kerĄl a kćdolt szŤvegbe, ahol n a talălt pre˛x hossza, m ≤ n ≤ l, a d pedig a tăvolsăg a szćtăr utolsć betŰjĆtŞl, 0 ≤ d < L. Ha nem talălunk elĆg hosszč pre˛xet, akkor az ablak elsŞ betŰje kerĄl a kćdszŤvegbe. PĆldăul ha a kćdolandć ASCII szŤveg gugogogogol, l = 8, L = 16, m = 2, akkor a kćd gugo(1, 8)l lesz. Ha n helyett n − m + 128 ĆrtĆkĆt ąrjuk a szŤvegbe, akkor a kćd hexadecimălis 6775676FF186C lesz. A kćdszŤveget ăltalăban tovăbb kćdoljuk egy pre˛x kćdolăssal.

* 9.2.18. A gzip parancs. Ez a parancs a Ăde‚ate" tŤmŤrątett adatformătumot hasznălja egyes blokkokra, de ha nem sikerĄl tŤmŤrątĆst elĆrni, a program čgy is dŤnthet, hogy egy rĆszt csak ătmăsol. A de‚ate adatformătum rĆszletes leąrăsăt lăsd: Network Working Group RFC 1951. (RFC: Request for Comment.) Sok măs hasonlć program Ćs a zlib tŤmŤrątett kŤnyvtărformătum (lăsd RFC 1950) hasznălja a de‚ate formătumot. A de‚ate formătum az LZ77 eljărăst kombinălja kĆt pre˛x kćddal.

A de‚ate elsŞ lĆpĆse egy LZ77-văltozat, amely băjtsorozaton dolgozik l = 258, L = 2^{15}, m = 3 paramĆterekkel. Az eljărăs annyiban mćdosul, hogy az ablak măsodik betŰjĆvel kezdŞdŞ in˛xre is vĆgeznek keresĆst a szćtărban, Ćs ha erre nagyobb n hosszt sikerĄl elĆrni, akkor az elsŞ băjtot egyedĄl viszik ki. (A parancs paramĆterezĆsĆvel Ălebutąthatjuk" a keresĆst, Ćs a program gyorsabb lesz, de a dekćdolăs nem văltozik.)

A măsodik lĆpĆs a pre˛x kćdolăsok alkalmazăsăbćl ăll. A kćdtăblăk lehetnek elŞre de˛niăltak vagy văltozćak. Az n hosszat az n → n − m + 257 transzformăcićval a 257 . . . 512 tartomănyba viszik ăt; 256 kimarad, az a blokk vĆgĆt jelzi. Az elŞre de˛niălt kćdtăblăkat a 9.7. tăblăzat tartalmazza. Az xx. . . x-szel jelŤlt rĆsz binăris szămlălć. Ha văltozć kćdtăblăt hasznălunk, akkor azt is ăt kell vinni. Ezt čgy oldjăk meg hatĆkonyan, hogy az xx. . . x-szel jelŤlt binăris szămlălćkat nem vonjăk be a kćdba. A kćdfa helyett csak a kćdhosszakat tăroljăk sorrendben, az elŞ nem fordulć esetekhez nulla hosszat adva meg. EbbŞl az informăcićbćl a 9.2.7. tĆtel bizonyątăsănăl megadott algoritmussal a kćdfa măr felĆpąthetŞ. A kćdhosszakat maximum 15-re korlătozzăk Ćs futamkćdoljăk, majd pre˛xkćdoljăk, Ćs csak ennek a pre˛x kćdnak a kćdhossztăblăjăt tăroljăk.

* 9.2.19. LZW-kćdok. Lempel Ćs Ziv mćdszereinek egyik tovăbbfejlesztĆse WelchtŞl szărmazik. A kćdszavak pre˛x kćdot alkotnak, pĆldăul ˛x hosszčsăgčak. Kiindulăskor a kćdtăbla csak a kćdolandć szŤveg ăbĆcĆjĆnek betŰihez tartozć kćdszavakat tartalmazza, Ćs ez bŞvĄl a kćdolăs valamint a dekćdolăs sorăn čgy, hogy bizonyos betŰsorozatok kćdjăt adjuk meg. TegyĄk fel, hogy valameddig măr kćdoltuk az eredeti szŤveget, Ćs kezdjĄk el olvasni a kćdolandć szŤveget ettŞl a ponttćl kezdve. Az elsŞ olvasott betŰ kćdjăt tartalmazza a kćdtăbla. Olvassuk ki a kŤvetkezŞ betŰt. Ha az elsŞ kĆt betŰbŞl ăllć szŤveg is szerepel a kćdtăblăban, akkor olvassuk ki a harmadik betŰt, Ćs ezt folytassuk mindaddig, amąg egy olyan betŰhŤz nem ĆrĄnk, hogy a megelŞzŞ betŰig terjedŞ szŤvegnek măr van kćdja, de az utolsć betŰvel kiegĆszątett szŤvegnek mĆg nincs. Legyen a kiolvasott szŤveg a_1 . . . a_na_{n+1}, ahol n ∈ N^+. Az elŞbbiek szerint tehăt a_1 . . . a_n-nek măr lĆtezik kćdja, de a_1 . . . a_na_{n+1}-nek nem. Ekkor elkĄldjĄk az n-hosszčsăgč szŤveg ismert kćdjăt, Ćs amennyiben a kćdtăblăban mĆg van szabad hely, akkor a soron kŤvetkezŞ kćdszćt a_1 . . . a_na_{n+1}-hez rendeljĄk, a kćdtăblăhoz pedig hosszăadjuk az a_1 . . . a_na_{n+1}- bŞl Ćs a kćdjăbćl ăllć rendezett părt. Amennyiben betelt a kćdtăbla, akkor nem bŞvątjĄk tovăbb.

A dekćdolăs hasonlćan tŤrtĆnik. Az elsŞ vett kćdszć biztosan egyetlen betŰ kćdja, amelynek a vĆtel helyĆn is ismert a megfejtĆse. IsmĆt tegyĄk fel, hogy măr valameddig eljutott az adăs, Ćs egy čjabb kćdszć Ćrkezik. Ha az elŞzŞ kćdszćnak megfelelŞ string a_1 . . . a_n, Ćs a most vett kćdszć dekćdolăsăban az elsŞ betŰ u, akkor az adćnăl a most elkĄldŤtt kćdszć elŞtt a kćdtăbla soron kŤvetkezŞ eleme az a_1 . . . a_nu betŰsorozatot fogja kćdolni, vagyis a vevŞ is ezt a jelsorozatot rendeli a kćdtăbla soron kŤbetŰ binăris binăris vagy hossz kćd tăvolsăg kćd

0 . . . 143 00110000. . . 10111111 0 . . . 3 00000. . . 00011 144 . . . 255 110010000. . . 111111111 4 . . . 5 00100x 256 . . . 264 0000000. . . 0001000 6 . . . 7 00101x 265 . . . 266 0001001x 8 . . . 11 00110xx 267 . . . 268 0001010x 12 . . . 15 00111xx 269 . . . 270 0001011x 16 . . . 23 01000xxx 271 . . . 272 0001100x 24 . . . 31 01001xxx 273 . . . 276 0001101xx 32 . . . 47 01010xxxx 277 . . . 280 0001110xx 48 . . . 63 01011xxxx 281 . . . 284 0001111xx 64 . . . 95 01100xxxxx 285 . . . 288 0010000xx 96 . . . 127 01101xxxxx 289 . . . 296 0010001xxx 128 . . . 191 01110xxxxxx 297 . . . 304 0010010xxx 192 . . . 255 01111xxxxxx 305 . . . 312 0010011xxx 256 . . . 383 10000xxxxxxx 313 . . . 320 0010100xxx 384 . . . 511 10001xxxxxxx 321 . . . 336 0010101xxxx 512 . . . 767 10010xxxxxxxx 337 . . . 352 0010110xxxx 768 . . . 1023 10011xxxxxxxx 353 . . . 368 0010111xxxx 1024 . . . 1535 10100xxxxxxxxx 369 . . . 384 11000000xxxx 1536 . . . 2047 10101xxxxxxxxx 385 . . . 416 11000001xxxxx 2048 . . . 3071 10110xxxxxxxxxx 417 . . . 448 11000010xxxxx 3072 . . . 4095 10111xxxxxxxxxx 449 . . . 480 11000011xxxxx 4096 . . . 6143 11000xxxxxxxxxxx 481 . . . 511 11000100xxxxx 6144 . . . 8191 11001xxxxxxxxxxx 512 11000101 8192 . . . 12287 11010xxxxxxxxxxxx 12288 . . . 16383 11011xxxxxxxxxxxx 16384 . . . 24575 11100xxxxxxxxxxxxx 24576 . . . 32767 11101xxxxxxxxxxxx

9.7. tăblăzat

vetkezŞ elemĆhez, Ćs ągy a tovăbbiakban măr ezt a kćdot is tudja dekćdolni. Egyetlen esetben lehet problĆma a dekćdolăsnăl. Ha a kćdolăsnăl a măr kćdolt szŤveg utăn az a_1 . . . a_na_{n+1} . . . a_{n+m} szŤveg olyan, hogy a_1 . . . a_n-nek măr van kćdja, de a_1 . . . a_na_{n+1}- nek mĆg nincs, Ćs a_{n+1} . . . a_{n+m} = a_1 . . . a_na_{n+1}, akkor az a_1 . . . a_n kćdjănak elkĄldĆse utăn az adćnăl bekerĄl a kćdtăblăba a_1 . . . a_na_{n+1} kćdja, Ćs ągy a kŤvetkezŞ kćdolandć szŤveghez, a_1 . . . a_na_{n+1}-hez măr lesz bejegyzĆs, tehăt tudjuk kćdolni (de a kŤvetkezŞ betŰvel meghosszabbątott szŤveg mĆg biztosan nem kćdolhatć, hiszen ellenkezŞ esetben az algoritmusunk alapjăn măr az elŞzŞ lĆpĆsben tudtuk volna a_1 . . . a_na_{n+1}-et kćdolni). Ugyanakkor a vĆtel helyĆn a_1 . . . a_na_{n+1} kćdjăt az elŞzŞ, a_1 . . . a_n-hez tartozć kćd dekćdolăsa, valamint a most beĆrkezett, az a_1 . . . a_na_{n+1} kćdjănak visszafejtĆsekor kapott szŤveg elsŞ betŰje alapjăn tudnănk meghatărozni, ami lehetetlen, hiszen az aktuălis dekćdolăshoz a mĆg ismeretlen, Ćppen most meghatărozandć szŤveget kellene ismerni. A dekćdolăs azonban mĆgis elvĆgezhetŞ. Ha a vett kćdszć mĆg nem szerepel a vĆtel helyĆn a kćdtăblăban, az csak azĆrt lehetsĆges, mert a kćdolandć szŤveg a fent leąrt alakč, tehăt a_{n+1} . . . a_{n+m} = a_1 . . . a_na_{n+1}, amibŞl viszont kŤvetkezik, hogy a_{n+1} = a_1, tehăt a kćdtăblăban mĆg nem talălhatć, Ćs Ćppen most beĆrkezett, dekćdolandć szŤveg a_1 . . . a_na_1, ągy el tudjuk vĆgezni a dekćdolăst, Ćs tovăbb tudjuk Ćpąteni a vevŞnĆl is a kćdtăblăt.

* 9.2.20. PĆlda az LZW-kćdra. Legyen a kćd hexadecimălis, a kćdszavak hossza 2 (ągy a kćdtăbla maximălis mĆrete 256 bejegyzĆs), Ćs az alaphelyzetben hasznăljunk ASCII-kćdot. PĆldăul c kćdja 63, ągy a kćdtăblăban az egyik bejegyzĆs a (c, 63) păr. Kćdoljuk a gugogogogol szŤveget.

Mivel g kćdja 67, ugyanakkor gu mĆg nem szerepel a kćdtăblăban, ągy elkĄldjĄk a 67-es kćdszćt, Ćs a kćdtăblăba beąrjuk (gu, 80)-at. A tovăbbiakban az ugogogogol szŤveget kell kćdolnunk. Az u kćdja ismert, de ug kćdja nem. KĄldjĄk u kćdjăt, ami 75, Ćs a kćdtăblăba beąrjuk az (ug, 81) părt. Maradt a gogogogol szŤveg. Most ismert g kćdja, de ismeretlen a go szŤveg, tehăt megy a 67-es kćdszć, Ćs a tăblăba beąrjuk a (go, 82) părt. Most az ogogogol szŤveg bal szĆlĆnĆl tartunk. Tudjuk o kćdjăt, de mĆg ismeretlen az og kćdja. A 6F-es kćd elkĄldĆsĆn kąvĄl az (og, 83) bejegyzĆssel megadjuk og kćdjăt. A gogogol szŤveg maradt. Tudjuk g Ćs go kćdjăt, de mĆg nincs kćdja a gog hărmasnak, ągy elkĄldjĄk 82-t, Ćs a tăblăba bekerĄl a (gog, 84) păr. KŤvetkezik a gogol kćdolăsa. Măr tudjuk kćdolni g-t, go-t, gog-ot, de mĆg nem talălkoztunk gogo-val, ągy el tudjuk kĄldeni a 84-es kćdszćt, Ćs felvesszĄk a kćdtăblăba (gogo, 85)-Ťt. MĆg ol van hătra. EbbŞl csak az o-t tudjuk kćdolni, az elkĄldŤtt kćd 6F, Ćs bŞvĄl a kćdtăbla, ahovă (ol, 86) kerĄl. VĆgĄl egyetlen karakter, az l maradt, amelynek a kćdja 6C. Ezt elkĄldjĄk, Ćs a tăblăba măr semmit nem kell bejegyeznĄnk.

Most nĆzzĄk a dekćdolăst. Az ĆrkezŞ kćdszavak sorozata 6775676F82846F6C. Mivel 67-bŞl g-t, 75-bŞl u-t dekćdolunk, a kćdtăblăba bejegyezzĄk a (gu, 80) părt. Az 67-bŞl ismĆt g-t dekćdolunk, a tăblăba bekerĄl az (ug, 81) păr. Mivel 6F az o kćdja, tehăt az eddig visszafejtett szŤveg gugo, Ćs a tăblăba (go, 82)-t ąrunk. KŤvetkezik a 82 dekćdolăsa. A kćdtăblăban a (go, 82) bejegyzĆs talălhatć, ągy az eddig dekćdolt teljes szŤveg gugogo. Mivel az elŞzŞ kćdszć 6F, mąg a most dekćdolt szŤveg elsŞ karaktere g volt, ezĆrt a kćdtăblăba (og, 83) kerĄl. Most 84-et kell dekćdolnunk, ăm a tăblănkban ilyen kćd nincs. EbbŞl arra kŤvetkeztetĄnk, hogy a 84 megfejtĆse az utolsć dekćdolt szŤveg, jobbrćl kiegĆszątve az elŞbb dekćdolt karaktersorozat bal szĆlsŞ karakterĆvel, vagyis a konkrĆt esetben 84 megfejtĆse gog, Ćs gyorsan beąrjuk a kćdtăblăba a (gog, 84) părt. A hătralĆvŞ kćd fejtĆse măr kŤnnyŰ, az elsŞĆ az o, Ćs a kćdtăbla bŞvĄl a (gogo, 85) beąrăssal, majd 6C megfejtĆse l, Ćs a kćdtăblăba feljegyezzĄk az (ol, 86) părt.

Az elŞbbi kćdolăst Ćs dekćdolăst mutatja a 9.8. Ćs 9.9. tăblăzat. A 9.8. tăblăzatban az 1. oszlopban a mĆg nem kćdolt szŤveg, a 2. oszlopban az adott menetben kćdolt szŤvegrĆsz talălhatć. A 3. oszlop mutatja az elkĄldŤtt kćdszćt, mąg a 4. a tăblăba kerĄlŞ bejegyzĆst.

A 9.9. tăblăzat 1. oszlopăban az Ćppen vett kćdszć lăthatć, utăna jŤn a tăbla megfelelŞ bejegyzĆse, majd a dekćdolt szŤvegrĆsz. A 4. oszlopban talălhatć a tăbla aktuălis bejegyzĆse.

gugogogogol g 67 (gu, 80) ugogogogol u 75 (ug, 81) gogogogol g 67 (go, 82) ogogogol o 6F (og, 83) gogogol go 82 (gog, 84) gogol gog 84 (gogo, 85) ol o 6F (ol, 86) l l 6C

9.8. tăblăzat

67 (g, 67) g 75 (u, 75) u (gu, 80) 67 (g, 67) g (ug, 81) 6F (o, 6F) o (go, 82) 82 (go, 82) go (og, 83) 84 (gog, 82) gog (gog, 84) 6F (o, 6F) o (gogo, 85) 6C (l, 6C) l (ol, 86)

9.9. tăblăzat

Programozăsnăl zavarć lehet, hogy a părok elsŞ koordinătăja văltozć hosszčsăgč sztring. Ezt kŤnnyen kikĄszŤbŤlhetjĄk čgy, hogy csak az utolsć betŰt tăroljuk, Ćs egy pointert a pre˛xre, ami măr a tăblăban van. Ha a kćd egyenletes kćd, a dekćdolăsnăl a φ fĄggvĆny inverzĆt tăblăzatban tărolhatjuk. A kćdolăs sorăn a φ fĄggvĆnyt mint părok halmazăt kezeljĄk. Ez hash-transzformăcićval valćsąthatć meg hatĆkonyan.

* 9.2.21. A compress parancs. LZW-tąpusč kćdot hasznăl a compress parancs. Az čjdonsăg, hogy a kćdhosszat dinamikusan văltoztatjuk. Kezdetben a kćdhossz 9 bit, Ćs a băjtok kćdjait tartalmazza. Ha betelik a szćtăr, 10 bitre nŤveljĄk a kćdhosszat. A kćdhossz maximălis ĆrtĆke paramĆterezhetŞ, de maximum 16 bit. Ha elĆrtĄk a maximălis kćdhosszat Ćs betelt a szćtăr, a program akkor is ˛gyeli, hogy mekkora tŤmŤrątĆst sikerĄlt elĆrni. Ha ez egy adott ĆrtĆk ală megy, eldobjuk a szćtărat, Ćs čj szćtăr ĆpątĆsĆbe kezdĄnk.

* 9.2.22. Digitalizălăs. Egy valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyt, analćg jelet szămątćgĆpben kŤzvetlenĄl nem tudunk reprezentălni, ezĆrt mintavĆtelezĆssel sorozattă alakątjuk, majd a kapott valćs szămokat egĆsz szămokkă alakątva kvantăljuk. A kĆt lĆpĆs egyĄtt a digitalizălăs.

Egy t → F (t) fĄggvĆnyt (amit legtŤbbszŤr az idŞ fĄggvĆnyĆnek gondolunk, băr ez nem szĄksĆgszerŰ) mintavĆtelezĆssel alakąthatunk (mindkĆt irănyba vĆgtelen) sorozattă: legyen f_k = F (τ_0 +kτ), ha k ∈ Z, ahol τ_0 ∈ R Ćs 0 < τ ∈ R rŤgzątettek. A mintavĆtelezĆs perićdusideje τ, ennek reciproka, 1/τ a mintavĆteli frekvencia. TermĆszetesen, ha a jel csak egy vĆges intervallumon van Ćrtelmezve, akkor a minta is vĆges sorozat lesz.

TekintsĄk pĆldakĆnt a t → sin ( 2π(t − τ_0)/T ) jelet, amelynek perićdusa T (azaz f(t + T ) = f(t) minden t ∈ R-re), frekvenciăja ągy 1/T . Ennek mintavĆtelezĆsĆvel az f_k = sin(2πk/T ), k ∈ Z sorozatot kapjuk. ŘszrevehetjĄk, hogy ha a jel frekvenciăja a mintavĆteli frekvencia fele, azaz ha 2/T = 1/τ, akkor f_k = sin(πk) = 0, ami megegyezik az azonosan nulla jel mintavĆtelezĆsĆvel kapott sorozattal. Ez azt mutatja, hogy a mintavĆteli frekvencia felĆnĆl nem kisebb frekvenciăjč jelŤsszetevŞk a mintavĆtelnĆl elveszhetnek. EzĆrt a mintavĆteli frekvencia az ătvinni kąvănt jel legmagasabb frekvenciăjč ŤsszetevŞje frekvenciăjănak tŤbb mint kĆtszerese kell legyen: ez Shannon mintavĆteli tŤrvĆnye.

KĆtdimenzićs (x, y) → F (x, y) jelnĆl, pĆldăul kĆpnĆl kĆtdimenzićs mintavĆtelezĆst alkalmazunk:

f_{i,j} = F (ξ_0 + iξ, η_0 + jη).

Hăromdimenzićs (x, y, t) → F (x, y, t) jelnĆl, pĆldăul mozgćkĆpnĆl a mintavĆtelezĆs is hăromdimenzićs:

f_{i,j,k} = F (ξ_0 + iξ, η_0 + jη, τ_0 + kτ).

A mintavĆtelezĆssel kapott jel mĆg nem tărolhatć a szămątćgĆpben: kerekątĆssel digitalizălni kell. Ŕltalăban egĆszre kerekątĄnk valamilyen szabăly szerint. A kerekątĆs elŞtt rendszerint egy v → q(v) kvantălăsi fĄggvĆnyt alkalmazunk a mintavĆtelezĆssel kapott ĆrtĆkekre. A kvantălăsi fĄggvĆny gyakran lineăris, q(v) = av + b alakč. MinĆl nagyobb a, annăl kisebb văltozăs elĆg v-ben, hogy măsik egĆsz szămot kapjuk a kerekątĆs utăn, tehăt annăl ˛nomabb a kvantălăs. A b konstanssal pĆldăul elĆrhetjĄk, hogy a kvantălt ĆrtĆkek nemnegatąvak legyenek, b tehăt szinteltolăst jelent.

A kvantălăs sajnos azt is jelenti, hogy Ăzajt" viszĄnk be a jelbe. A hang (egysĆgnyi felĄletre esŞ) teljesątmĆnye a hangnyomăs nĆgyzetĆvel arănyos. A mikrofon a hangnyomăssal arănyos feszĄltsĆget hoz lĆtre, a teljesątmĆny ennek a nĆgyzetĆvel arănyos. FĄlĄnk ĆrzĆkenysĆge logaritmikus jellegŰ: kĆt hang kŤzŤtt akkor ĆrzĄnk ugyanolyan hangossăgkĄlŤnbsĆget, ha teljesątmĆnyĄk arănya ugyanaz az ĆrtĆk. EzĆrt hangjel kvantălăsănăl logaritmikus jellegŰ kvantălăsi fĄggvĆnyt Ćrdemes alkalmazni, mert ekkor ugyan hangosabb jelnĆl a zaj is hangosabb lesz, de a teljesątmĆnyĄk arănya ugyanaz marad, ągy egyformăn ĆrezzĄk zajosnak a kĄlŤnbŤzŞ rĆszeket. PĆldăul a telefontărsasăgok az USAban Ćs Japănban a v → a sgn(v) log ( 1 + μ|v| ) fĄggvĆny hasznăljăk alkalmas a Ćs μ vălasztăssal. Az is lehet, hogy egy măr (lineărisan, ˛noman) kvantălt jelet kvantălunk čjra nemlineăris kvantălăssal. (PĆldăul digitălis telefonnăl a fenti fĄggvĆnnyel tulajdonkĆppen 14 bites lineărisan kvantălt ĆrtĆket kvantălnak čjra, hogy 8 bites ĆrtĆket kapjanak.) TermĆszetesen amikor a digitalizălt jelet visszaalakątjuk analćg jellĆ, a kvantălăsi fĄggvĆny inverzĆt kell alkalmaznunk.

Ŕltalăban a digitalizălăs mindkĆt lĆpĆsĆben elvĆsz az informăcić egy rĆsze, ągy ăltalăban minden digitalizălăst hasznălć kćdolăs eleve vesztesĆges.

NĆhăny tŤmŤrątŞ eljărăs vektorkvantălăst hasznăl: Ťsszetartozć mennyisĆgeket (pĆldăul egy sząnes kĆppont sząnkoordinătăit) egyĄtt vektornak tekintĄnk, Ćs egy vektorokat tartalmazć kćdtăblăbćl keressĄk ki a hozză legkŤzelebbi vektort.

* 9.2.23. DFT Ćs IDFT. TekintsĄnk egy T > 0 perićdus szerint perićdikus valćs văltozćs F fĄggvĆnyt (azaz F (t + T ) = f(t) minden t ∈ R-re), legyen a mintavĆteli frekvencia az 1/T Ăalapfrekvencia" n-szerese, ahol n > 2 egy termĆszetes szăm, azaz legyen τ = T/n, Ćs legyen τ_0 = 0. A mintavĆtelezĆssel kapott f_j , j ∈ Z sorozat n szerint periodikus, azaz f_{j+n} = f_j minden j ∈ Z-re, ągy egy Z_n-en Ćrtelmezett f fĄggvĆnynek is tekinthetŞ, vagyis az f_0, f_1, . . . , f_{n−1} ĆrtĆkek egyĆrtelmŰen jellemzik. Ezt a fĄggvĆnyt szeretnĆnk Ăeltolt szinuszos" jelek lineăris kombinăcićjakĆnt elŞăllątani. TekintsĄk a H_k(t) = cos(2πkt/T ) + i sin(2πkt/T ), k ∈ Z ugyancsak T szerint perićdikus komplex ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyeket. A H_k fĄggvĆny mintavĆtelezĆsĆvel az ω^{jk}_n , j ∈ Z sorozatot kapjuk, ahol ω_n = cos(2π/n) + i sin(2π/n) az elsŞ n-edik egysĆggyŤk. Legyen ^f_k =

∑_{n−1} j=0 f_j ω^{−jk}_n (azaz az (f_0, f_1, . . . , f_{n−1})

Ćs az ( ω^0_n, ω^k_n, . . . , ω^{(n−1)k}_n )

C^n-beli vektorok belsŞ szorzata), ha k ∈ Z. A ^f_k, k ∈ Z sorozat is n szerint periodikus, hiszen ω^n = 1, ągy

^f_{k+n} =^{n−1} ∑ j=0 f_j ω^{−j(k+n)} n = n−1∑ j=0 f_j ω^{−jk}_n = ^f_k.

Tehăt az f sorozathoz az ^f sorozatot rendelŞ lekĆpezĆs a Z_n-en Ćrtelmezett komplex ĆrtĆkŰ fĄggvĆnyek n-dimenzićs komplex vektorterĆt Ťnmagăba kĆpezi le. Ezt a lekĆpezĆst nevezzĄk diszkrĆt Fourier transzformăcićnak, DFT-nek. A diszkrĆt Fourier-transzformăcić olyan fontos lekĆpezĆs, hogy gyors vĆgrehajtăsăra integrălt ăramkŤrŤket gyărtanak, szămos mŰszaki alkalmazăssal. A DFT nyilvăn lineăris.

VegyĄk Ćszre, hogy_{n−1} ∑ j=0 (ω^k_n)^j =

(ω^k_n)^n − 1 ω^k_n − 1

0, ha ω^k_n ≠ 1, Ćs nyilvăn n, ha ω^k_n = 1. EbbŞl kŤvetkezik, hogy a H_0, H_1, . . . , H_{n−1} fĄggvĆnyek mintavĆtelezĆsĆvel kapott h_k : Z_n → C vektorok păronkĆnt ortogonălisak Ćs mindegyiknek az Ťnmagăval vett belsŞ szorzata n. Innen a t → 1 n n−1∑ k=0 ^f_kH_k(t)

fĄggvĆny a mintavĆtelezĆs t = jτ pontjaiban megegyezik az F fĄggvĆnnyel. Speciălisan, a DFT invertălhatć, Ćs Ămajdnem" sajăt maga az inverze: t = jτ helyettesątĆssel

f_j = 1 n n−1∑ k=0 ^f_kω^{jk}_n = ^f_{−j}

A DFT inverzĆt inverz diszkrĆt Fourier transzformăcićnak, IDFT-nek nevezzĄk.

Tovăbbi hasznos ĆszrevĆtel, hogy

^—f_k =^{n−1}∑ j=0 —f_j ω^{−jk}_n =^{n−1} ∑ j=0 f_j ω^{jk}_n = ^f_{−k}.

Ŋgy ha az f_j sorozat valćs, akkor ^f_k = ^—f_k = ^f_{−k}. Valćs f_j sorozat esetĆn az f_0H_0(t) tag konstans, ha pedig 0 < k < n/2, f_k = r(cos φ + i sin φ), akkor

f_kH_k(t) + f_{−k}H_{−k}(t) = r(cos φ + i sin φ) ( cos(2πkt/T ) + i sin(2πkt/T ) ) + r(cos φ − i sin φ) ( cos(2πkt/T ) − i sin(2πkt/T ) ) = 2r cos(2πkt/T + φ),

azaz egy 2r amplitčdćju koszinuszos jel φ făziseltolăssal, tehăt az eredeti jelet lĆnyegĆben harmonikus jelek ŤsszegĆre bontottuk.

VĆgĄl vegyĄk mĆg Ćszre, hogy ha az f_j sorozat păros, akkor

f_j = f_{−j} = 1 n ^f_j ,

ahonnan ^f_k = 1 n ^ f_k = ^f_{−k},

azaz ^f is păros. Ha az f_j sorozat valćs Ćs păros, akkor a ^f_k sorozat păros Ćs ^f_k = ^—f_k = ^f_{−k} = ^f_k, azaz valćs is. Hasonlćan, ha az f_j sorozat păratlan, akkor

−f_j = f_{−j} = 1 n ^f_j ,

ahonnan − ^f_k = 1 n ^ f_k = ^f_{−k},

azaz ^f is păratlan. Ha az f_j sorozat valćs Ćs păratlan, akkor a ^f_k sorozat păratlan Ćs ^f_k = ^—f_k = ^f_{−k} = − ^f_k, azaz kĆpzetes.

* 9.2.24. FFT. A gyors Fourier-transzformăcić (Fast Fourier Transform, FFT) a diszkrĆt Fourier-transzformălt gyors kiszămątăsăra szolgăl. Legyen n rŤgzątett, Ćs az egyszerŰsĆg kedvĆĆrt vezessĄk be az ω = ω_n = ω^{−1}_n jelŤlĆst. VegyĄk Ćszre, hogy az elŞzŞ pontban hasznălt jelŤlĆsekkel ^f_k nem măs, mint az f^{(0)}(x) =

∑_n j=0 f_j x^j polinom x_k = ω^k helyen felvett ĆrtĆke. Az ^f_k ĆrtĆkek gyors kiszămątăsăhoz vezetŞ trĄkk: ha n = n_1n_2, akkor y = x^{n1} jelŤlĆssel

f^{(0)}(x^{n1 j2 +j1} ) =

n_1−1∑

j_1 =0

x^{j1} f^{(1)}_{j1} (y), ahol

f^{(1)}_{j1} (y) =

n_2 −1∑

j_2 =0

f_{n1j2 +j1} y^{j2} , j_1 = 0, 1, . . . , n_1 − 1.

Ha x = ω^{j1}_n , ω^{j1+n2} , . . . , ω^{j1+(n1 −1)n2} , akkor y ugyanaz, ągy minden kiszămątott f^{(1)}_{j1} (y) ĆrtĆk tŤbbszŤr is felhasznălhatć. PĆldăul, ha n_1 = 2, akkor az f^{(0)} polinom ω^j Ćs ω^{j+n/2} helyen felvett ĆrtĆkeit egyszerre szămolhatjuk ki (azt is felhasznălva, hogy ω^{n/2} = −1) az alăbbi pillangć mŰvelettel:

f^{(0)}(ω^k) = f^{(1)}_0 (ω^{2k}) + ω^kf^{(1)}_1 (ω^{2k})

f^{(0)}(ω^{k+n/2}) = f^{(1)}_0 (ω^{2k}) − ω^kf^{(1)}_1 (ω^{2k})

PĆldăul, ha n = 8, n_1 = 2, akkor x = ω^k Ćs x = ω^{k+4} esetĆn y ĆrtĆke ω^{2k}, ągy az

f_0 + f_2y + f_4y^2 + f_6y^3 Ćs f_1 + f_3y + f_5y^2 + f_7y^3

ĆrtĆkeket kĆtszer is tudjuk hasznălni, ągy a munkăt nagyjăbćl megfeleztĄk. TermĆszetesen rekurząvan is alkalmazhatjuk ezt a trĄkkŤt. Az alăbbi, egyĄtthatćikkal adott polinomok ĆrtĆkeit kell kiszămolnunk a megadott helyeken: ( f_0, f_1, f_2, f_3, f_4, f_5, f_6, f_7 ω^0, ω^1, ω^2, ω^3, ω^4, ω^5, ω^6, ω^7 )

( f_0, f_2, f_4, f_6 ω^0, ω^2, ω^4, ω^6 )

( f_0, f_4 ω^0, ω^4 )

( f_0 ω^0 ) ( f_4 ω^0 )

( f_2, f_6 ω^0, ω^4 )

( f_2 ω^0 ) ( f_6 ω^0 )

( f_1, f_3, f_5, f_7 ω^0, ω^2, ω^4, ω^6 )

( f_1, f_5 ω^0, ω^4 )

( f_1 ω^0 ) ( f_5 ω^0 )

( f_3, f_7 ω^0, ω^4 )

( f_3 ω^0 ) ( f_7 ω^0 )

A fentiek alapjăn rekurząv programot ąrhatunk a diszkrĆt Fourier-transzformăcić elvĆgzĆsĆre. Az n = 2^m esetben cĆlszerŰbb azonban a rekurzićt ciklussă kibontani. VezessĄk be az [d_sd_{s−1} . . . d_2d_1] =

∑_s

j=1 d_j 2^{j−1} jelŤlĆst. Legyen

f^{(s)}_{j1,j2 ,... ,js} =

2^{m−s}−1 ∑ j=0 f_{[jjs js−1...j2 j1 ]}x^j , ha j_1, . . . , j_s ∈ {0, 1}.

Az f^{(m)}_{j1 ,j2,... ,jm} polinomok konstansok, ĆrtĆkĄk f_{[jmjm−1 ...j2 j1 ]}. Az

f^{(s)}_{j1 ,j2,... ,js} (ω^{k2s} ) = f^{(s+1)}_{j1,j2 ,... ,js,0}(ω^{k2s+1} ) + ω^{k2s} f^{(s+1)}_{j1 ,j2,... ,js,1}(ω^{k2s+1} ) f^{(s)}_{j1 ,j2,... ,js} (ω^{k2s+n/2}) = f^{(s+1)}_{j1,j2 ,... ,js,0}(ω^{k2s+1} ) − ω^{k2s} f^{(s+1)}_{j1 ,j2,... ,js,1}(ω^{k2s+1} )

pillangć-mŰvelet segątsĆgĆvel rendre az s = m−1, m−2, . . . , 1, 0 ĆrtĆkekre szămątjuk ki a fĄggvĆnyĆrtĆkeket. Egyetlen n elemŰ A tŤmbŤt hasznălunk, f^{(s)}_{j1,j2 ,... ,js} (ω^{2s[km−skm−s−1 ...k2 k1]}) ĆrtĆke A[k_1k_2 . . . k_{m−s}j_1j_2 . . . j_s]-be kerĄl, ahol k_1, k_2, . . . , k_{m−s}, j_1, . . . , j_s ∈ {0, 1}. Ŋgy az alăbbi algoritmust kapjuk:

* 9.2.25. FFT algoritmus. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, az algoritmus az

A[j_mj_{m−1} . . . j_2j_1] = f_{[jmjm−1 ...j2 j1 ]}, j_1, . . . , j_m ∈ {0, 1}

sorozat Fourier transzformăltjăt szămolja ki. Az eredmĆny az A tŤmbben keletkezik, de

^f_{[kmkm−1...k2 k1 ]} = A[k_1k_2 . . . k_{m−1}k_m], ha k_1, . . . , k_m ∈ {0, 1}.

A szămątăs hasznăl egy T segĆdtăblăzatot, amely az ω hatvănyait tartalmazza, alkalmas sorrendben:

T [j_{m−1} . . . j_2j_1] ← ω^{[j1 j2 ...jm−1 ]}, ha j_1, . . . , j_m ∈ {0, 1}.

(1) [Inicializălăs.] Legyen l ← 2^{m−1}. (2) [Menet kezdete.] Legyen j ← 0 Ćs t ← 0.

(3) [Pillangćsorozat kezdete.] Legyen k ← j + l Ćs w ← T [t].

(4) [Pillangć.] Legyen x ← A[j] Ćs y ← wA[j + l], majd legyen A[j] ← x + y Ćs A[j + l] ← x − y, vĆgĄl legyen j ← j + 1.

(5) [Pillangćsorozat vĆge?] Ha j < k, menjĄnk vissza (4)-re.

(6) [Menet vĆge?] Ha k + l < n, legyen j ← k + l, t ← t + 1 Ćs menjĄnk vissza (3)-ra. (7) [VĆge?] Legyen l ← ⌊l/2⌋. Ha l > 0, menjĄnk vissza (2)-re, egyĆbkĆnt az algoritmus vĆget Ćrt.

Az eredmĆny kiolvasăsăhoz, illetve a T tăbla feltŤltĆsĆhez szĄksĆges Ăbitfordątăs" eltolăsokkal tŤrtĆnhet: a szămot balra tolva, egyenkĆnt megkapjuk bitjeit, Ćs azokat jobbra tolăssal Ťsszerakjuk fordątott sorrendben. MĆg egyszerŰbb a kŤvetkezŞ szăm bitfordątottjăt az elŞzŞ bitfordątottjăbćl szămątani, a legnagyobb helyiĆrtĆkŰ bithez 1-et hozzăadva, Ćs az ătvitelt az alacsonyabb helyiĆrtĆkek (sic!) felĆ vĆgezve.

VegyĄk Ćszre, hogy ugyanaz a T tăblăzat kĄlŤnbŤzŞ m ĆrtĆkekre is megfelel, ha a maximălis m ĆrtĆkre szămoljuk ki.

* 9.2.26. IFFT algoritmus. Az elŞzŞ pontban megadott algoritmus megfordąthatć: ha a meneteket fordątott sorrendben hajtjuk vĆgre, l = 1, 2, . . . , 2^{m−1}-re, Ćs a (4) pillangć mŰveletet invertăljuk, akkor a transzformăcić inverzĆt kapjuk:

(4’) [Inverz pillangć.] Legyen x ← A[j], y ← A[j + l], majd A[j] ← (x + y)/2, A[j + l] ← (x − y)/(2w), vĆgĄl j ← j + 1.

A felhasznălt T tăblăzat ugyanaz. A kettŞvel valć osztăsokat elhagyhatjuk, ha az egĆsz algoritmus elejĆn vagy vĆgĆn az A tŤmb minden elemĆt osztjuk 2^m-mel. VegyĄk Ćszre azt is, hogy 1/w = w, ągy nincs szĄksĆg osztăsra, szorzăssal is dolgozhatunk.

* 9.2.27. Gyors szorzăs FFT-vel. Legyen f =

∑_{n−1} j=0 f_j x^j , g =

∑_{n−1}

j=0 g_j x^j , Ćs h az f Ćs g polinomok szorzata. Mivel ^f_k = f(ω^{−k}_n ), ^g_k = g(ω^{−k}_n ), azt kapjuk, hogy h(ω^{−k}_n ) = ^f_k ^g_k, vagyis ha h fokszăma kisebb, mint n, azaz h =

∑_{n−1}

j=0 h_j x^j , akkor ^h_k = ^f_k ^g_k, 0 ≤ k < n. Innen h meghatărozhatć IFFT-vel. Ŋgy gyors algoritmust kaptunk polinomszorzăsra.

A q alapč szămrendszerben feląrt f(q) =

∑_{n−1}

j=0 f_j q^j Ćs g(q) =

∑_{n−1} j=0 g_j q^j szămok szorzata h(q) =

∑_{n−1} j=0 h_j q^j , ha a megfelelŞ f Ćs g polinomok szorzata az n-nĆl alacsonyabb fokč h =

∑_{n−1} j=0 h_j x^j polinom. Ŋgy gyors algoritmust kaptunk szămok szorzăsra.

* 9.2.28. DCT Ćs IDCT. A mĆrnŤki gyakorlatban jobban szeretnek valćs szămsorozathoz valćs transzformălt sorozatot rendelni. TekintsĄnk egy valćs văltozćs valćs ĆrtĆkŰ 2T szerint periodikus păros F fĄggvĆnyt. Legyen a mintavĆteli frekvencia az 1/(2T ) Ăalapfrekvencia" 2n-szerese, ahol n > 2 egy termĆszetes szăm, azaz legyen τ = T/n, Ćs legyen τ_0 = τ/2. A mintavĆtelezĆssel kapott f_j , j ∈ Z sorozatot az f_0, f_1, . . . , f_{n−1} ĆrtĆkek egyĆrtelmŰen jellemzik, mert a sorozat 2n szerint periodikus, azaz f_{j+2n} = f_j minden j ∈ Z-re, Ćs f_{−j−1} = f_j , ha 0 ≤ j < n. A F fĄggvĆnyt szeretnĆnk Ăkoszinuszos" jelek lineăris kombinăcićjakĆnt elŞăllątani. TekintsĄk a H_k(t) = cos(πkt/T ), k ∈ Z ugyancsak 2T szerint perićdikus păros fĄggvĆnyeket. A H_k fĄggvĆny mintavĆtelezĆsĆvel a cos πk(j + 1/2) n , j ∈ Z

sorozatot kapjuk. Legyen

c_k = n−1∑ j=0 f_j cos πk(j + 1/2) n (azaz az (f_0, f_1, . . . , f_{n−1}) Ćs a ( cos πk 2n , cos 3πk 2n , . . . , cos

(2n − 1)πk 2n )

R^n-beli vektorok belsŞ szorzata), ha k ∈ Z. Az

(f_0, f_1, . . . , f_{n−1}) → (c_0, c_1, . . . , c_{n−1}) lekĆpezĆs R^n-et Ťnmagăba kĆpezi le. Ezt a lekĆpezĆst nevezzĄk diszkrĆt koszinusz transzformăcićnak, DCT-nek. A DCT nyilvăn lineăris.

VegyĄk Ćszre, hogy

2n−1∑

j=0 (ω^k_{4n})^{2j+1} = ω^k_{4n}

(ω^{2k}_{4n})^{2n} − 1 ω^{2k}_{4n} − 1

= 0,

ha −2n < k < 2n, k ≠ 0. Mivel a koszinusz păros Ćs periodikus,

n−1∑ j=0 cos πk(j + 1/2) n = 1 2 n−1∑

j=−n cos πk(j + 1/2) n = 1 2 n−1∑

j=−n cos πk(j + 1/2) n = 1 2 2n−1∑

j=0 cos πk(j + 1/2) n = 1 2 2n−1∑

j=0 cos πk(j + 1/2) n = 2n−1∑

j=0 ( ω^{k(2j+1)}

4n + ω^{−k(2j+1)} 4n ) = 0,

ha −2n < k < 2n Ćs k ≠ 0. EbbŞl kŤvetkezik, hogy a H_0, H_1, . . . , H_{n−1} fĄggvĆnyek mintavĆtelezĆsĆvel kapott h_k ∈ R^n vektorok belsŞ szorzata

⟨h_{k1} , h_{k2} ⟩ = n−1∑ j=0 cos πk_1(j + 1/2) n cos πk_2(j + 1/2) n = 1 2 n−1∑ j=0 ( cos π(k_1 + k_2)(j + 1/2) n + cos π(k_1 − k_2)(j + 1/2) n ) ,

azaz ha 0 ≤ k_1, k_2 < n, k_1 ≠ k_2, akkor 0, ha 0 = k_1 = k_2, akkor n, ha pedig 0 ≠ k_1 = k_2 < n, akkor n/2. Innen a t → c_0 n + 2 n n−1∑ k=0 c_kH_k(t)

fĄggvĆny a mintavĆtelezĆs t = τ/2 + jτ pontjaiban megegyezik az F fĄggvĆnnyel. Speciălisan, a DCT invertălhatć: t = τ/2 + jτ helyettesątĆssel

f_j = c_0 n + 2 n n−1∑ k=0 c_k cos πk(j + 1/2) n .

A DFT inverzĆt inverz diszkrĆt koszinusz transzformăcićnak, IDCT-nak nevezzĄk.

Tovăbbi hasznos ĆszrevĆtel, hogy a DCT kifejezhetŞ a DFT-vel: Legyen g_{2j+1} = f_j Ćs g_{2j} = 0, ha j ∈ Z. Ekkor a g sorozat valćs, păros, Ćs 4n szerint periodikus. A diszkrĆt

Fourier-transzformăltja ągy valćs Ćs păros, tehăt

^g_k =

^g_k + ^g_{−k} 2 = 1 2 4n−1∑

j=0 g_j (ω^{−jk}_{4n} + ω^{jk}_{4n})

= 2n−1∑

j=0 f_j ω^{−(2j+1)k}

4n + ω^{(2j+1)k} 4n 2 = 2n−1∑

j=0 f_j cos πk(j + 1/2) n = n−1∑

j=−n

f_j cos πk(j + 1/2) n = 2 n−1∑ j=0 f_j cos πk(j + 1/2) n = 2c_k.

* 9.2.29. KĆtdimenzićs DFT Ćs DCT. A kĆtdimenzićs DFT mătrixhoz mătrixot rendel. De˛nącićja:

^f_{k1 ,k2} =^{n1−1} ∑ j_1 =0 n_2 −1∑

j_2=0

ω^{−j1k1}

n_1 ω

−j_2k_2 n_2 fj1 ,j2 , ha 0 ≤ k1 < n1, 0 ≤ k2 < n2.

A de˛nącićbćl

^f_{k1,k2} =^{n1 −1} ∑ j_1 =0

ω^{−j1 k1}

n_1 n_2−1∑

j_2 =0

ω^{−j2k2}

n_2 fj1 ,j2 = n_2 −1∑

j_2 =0

ω^{−j2 k2}

n_2 n_1 −1∑

j_1 =0

ω^{−j1k1}

n_1 fj1,j2 ,

azaz a kĆtdimenzićs DFT kiszămolhatć čgy, hogy elŞbb a mătrix soraira, majd az oszlopaira (vagy fordątva) alkalmazunk egydimenzićs DFT-t.

A kĆtdimenzićs DCT de˛nącićja

c_{k1 ,k2} =

n_1 −1∑

j_1=0 n_2−1∑

j_2 =0 cos πk_1(j_1 + 1/2) n_1 cos πk_2(j_2 + 1/2) n_2 f_{j1 ,j2} ,

ha 0 ≤ k_1 < n_1, 0 ≤ k_2 < n_2.

Ez is kiszămolhatć čgy, hogy elŞbb a mătrix soraira, majd az oszlopaira (vagy fordątva) alkalmazunk egydimenzićs DCT-t.

TermĆszetesen mindkĆt transzformăcić ăltalănosąthatć magasabb dimenzićs tŤmbŤkre is.

* 9.2.30. HangtŤmŤrątĆs. A digitalizălt hangjel tŤmŤrątĆsĆre ăltalăban vesztesĆges eljărăsokat hasznălnak. Az alapgondolat diszkrĆt Fourier transzformăcić felhasznălăsa a hangjel transzformălăsăra az ĂidŞtartomănybćl" a Ăfrekvenciatartomănyba", azaz a jel felbontăsa eltolt szinuszos jelek ŤsszegĆre. Mivel egy zenei hang csak nĆhăny szinuszos jel Ťsszege, a transzformăcić utăn nagyon jćl tŤmŤrąthetŞ. Mivel a fĄlĄnk nem ĆrzĆkeny a szinuszos jelek eltolăsăra, ez az informăcić is eldobhatć. Tovăbbi tŤmŤrątĆst tesz lehetŞvĆ, hogy egy erŞs hang mellett megszćlalć kŤzeli frekvenciăjč, de gyengĆbb hangot nem ĆrzĆkelĄnk, ągy a kŤzeli frekvenciăjč hangok jćval durvăbban kvantălhatćk, mert a kvantălăsi zajt nem halljuk. Hasonlćan, rŤviddel az erŞs hang elŞtt vagy utăn megszćlalć hasonlć frekvenciăjč gyengĆbb hangot sem hallunk. Mindezek jelentŞs tŤmŤrątĆst tesznek lehetŞvĆ. Durvăn a tŤmŤrątĆst čgy kĆpzelhetjĄk, hogy a hangot DFT-vel folyamatosan analizăljuk, a kapott frekvenciaspekrumbćl kihagyjuk amit čgysem hallanănk, majd pre- ˛x kćd Ćs măs kćdolăsi eljărăsok segątsĆgĆvel a maradĆkot tŤmŤrątjĄk. Visszajătszăsnăl a dekćdolt jelet folyamatosan visszatranszformăljuk: ez nagyjăbćl annak felel meg, mintha egy nagyon jć szintetizătoron jătszanănk vissza a jelet. A văzolt eljărăs termĆszetesen korăn sem ilyen egyszerŰ a gyakorlatban. A szabvănyok ăltalăban csak a kćdot adjăk meg pontosan. A kćdolć Ćs dekćdolć szoftver illetve hardver tervezĆse nagyon nehĆz hangmĆrnŤki feladat.

A jelenlegi egyik legkorszerŰbb eljărăs az AAC (Advanced Audio Coding). Ennek kĄlŤnbŤzŞ văltozatai tŤbbek kŤzt a mozgćkĆptŤmŤrątĆsre (lăsd ott) kifejlesztett MPEG- 2 illetve MPEG-4 kćdolăs hangrĆszĆt kĆpezik. Az eljărăs az MPEG-1 Audio Layer III eljărăs (elterjedt nevĆn MP3) tovăbbfejlesztĆsĆnek tekinthetŞ. DFT helyett a DCT egy mćdosątott văltozatăt hasznălja 2048 alapponttal, vagy gyorsan văltozć hangokat tartalmazć jel (ăltalăban beszĆd) esetĆn 256 alapponttal. A mintavĆteli frekvencia 8 kHz Ćs 96 kHz kŤzŤtt mozoghat, a jel 1-48 csatornăs lehet, Ćs beălląthatć a kćdolt jelfolyam sebessĆge 2 kbit/s-tćl (beszĆd) 64 kbit/s-ig vagy feljebb csatornănkĆnt, ami măr jć minŞsĆgŰ zeneătvitelt tesz lehetŞvĆ. Ha kis sebessĆget kąvănunk, a jelvesztesĆg termĆszetesen megnŞ, a minŞsĆg romlik. A kćdolăs ăltalăban nagyon processzorigĆnyes, a dekćdolăs egyszerŰbb.

ElsŞsorban beszĆd valćs idejŰ ătvitelĆre kifejlesztett eljărăs az iLBC (Internet Low Bit Rate Codec). A mintavĆteli frekvencia 8 kHz, a kvantălăs 16 bites. A sebessĆg rŤgzątett, a kćdolăs Ćs a dekćdolăs is gyors. Az alapelv măs: az ătvitt jelfolyam lĆnyegĆben egy beszĆdszintetizător mŰkŤdtetĆsĆhez szĄksĆges jel. Az eljărăs jćl tŰri a kiesŞ csomagokat. A pontos dokumentăcić: RFC 3951. Az iLBC-t hasznălja a Googletalk.

* 9.2.31. KĆptŤmŤrątĆs. KĆptŤmŤrątĆsnĆl felhasznăljuk azt, hogy a kŤzeli kĆpelemek kŤzŤtt erŞs a fĄggŞsĆg. Ezt bărmilyen szokăsos tŤmŤrątŞ eljărăssal jobban kihasznălhatjuk, ha az egyszerŰ sorfolytonos bejărăs helyett a mĆg mindig nagyon egyszerŰ cikcakk bejărăst alkalmazzuk: lăsd a 9.7. ăbrăt.

Tovăbbi javulăs ĆrhetŞ el, ha sokkal speciălisabb bejărăs vălasztunk, pĆldăul a Hilbert-gŤrbĆn alapulć, a 9.8. ăbrăn lăthatć bejărăst.

Igazăn hatĆkony tŤmŤrątĆst azonban csak a speciălisan kĆptŤmŤrątĆsre kifejlesztett eljărăsok adnak. Hărom elterjedt kĆptŤmŤrątĆsel fogunk megismerkedni.

* 9.2.32. PNG. A PNG (ejtsd: ping; Portable Network Gra˛cs) făjlformătumot digitalizălt kĆpek vesztesĆgmentes ătvitelĆre terveztĆk. Csak a tŤmŤrątĆssel kapcsolatos rĆszletekkel foglalkozunk (a speci˛kăcić 1.0 verzićja alapjăn) de annyit megjegyzĄnk, hogy a făjl olyan, elengedhetetlenĄl szĄksĆges informăcićkon kąvĄl, mint pĆldăul a sorok Ćs oszlopok hossza Ćs a kĆp tąpusa, nagyon sok tovăbbi, az eredeti kĆppel kapcsolatos

9.7. ăbra: sorfolytonos Ćs cikcakk bejărăs.

9.8. ăbra: Hilbert-bejărăs.

informăcićt tartalmaz, pĆldăul gamma, a fehĆrpont Ćs az alapsząnek kromacităsai, ˛zikai kĆpelem (pixel) dimenzićk, stb. A tovăbbi rĆszleteket lăsd a speci˛kăcićban. Nem sząnes kĆpek esetĆn az egyes kĆpelemek kćdja 1, 2, 4, 8 vagy 16 bit lehet. Sząnes kĆpek RGB-formătumban adhatćk meg (Red, Green, Blue, azaz vŤrŤs, zŤld, kĆk alapsząnek intenzităsăt megadva), 8{8{8, illetve 16{16{16 biten. MindkĆt esetben megadhatunk egy opacităs ĆrtĆket is, ugyanannyi biten. Ha ez maximălis, a kĆp nem ătlătszć, egyĆbkĆnt ătlătszik a hăttĆr, nullănăl măr csak a hăttĆr lătszik. Az egy kĆpelemhez tartozć Ťsszes ĆrtĆk egymăs utăn jŤn. A kĆp Ăpalettăval" is megadhatć: ez egy elŞre megadott sząntăblăzat, ekkor a kĆpelemek helyĆn a tăblaindexek vannak.

A sorfolytonosan olvasott kĆp minden sorăt kĄlŤn-kĄlŤn egy Ăjćslăs" segątsĆgĆvel jobban tŤmŤrąthetŞvĆ konvertăljuk. A jćslăshoz a kĆpelem feletti kĆpelem megfelelŞ băjtjăt, valamint az elŞzŞ megfelelŞ băjtot Ćs az a feletti băjtot hasznălhatjuk. Ůgy kell tekinteni, hogy az elsŞ oszlop elŞtt Ćs az elsŞ sor felett csupa nulla van. A făjlba mindig a valćdi băjt Ćs a jćsolt băjt kĄlŤnbsĆge kerĄl. Ha a jćslăsi mćd kćdja 0, a jćsolt ĆrtĆk nulla, nincs jćslăs; ha 1, akkor a jćslăs a, az elŞzŞ megfelelŞ băjt ĆrtĆke; ha 2, akkor a kĆpelem feletti kĆpelem megfelelŞ băjtja, b a jćslăs; ha 3, akkor ⌊ (a + b)/2 ⌋ a jćslăs;

vĆgĄl, ha 4, akkor a Paeth-jćslăst hasznăljuk: legyen a kĆpelem feletti kĆpelem elŞtti megfelelŞ băjt c; a jćslăs a, b Ćs c kŤzĄl az, amelyik legkŤzelebb van a + b − c-hez. A jćslăs segątsĆgĆvel konvertălt sorokat egymăs utăn ąrjuk Ćs gzip-ben is hasznălt Ăde‚ate" tŤmŤrątĆssel tŤmŤrątjĄk.

LehetŞsĆg van ĂelŞhąvćdć" tŤmŤrątĆsre is: a kĆpet a bal felsŞ sarokbćl kiindulva (maximum) 8 × 8 kĆpelemes rĆszekre osztjuk, majd a

1 6 4 6 2 6 4 6 7 7 7 7 7 7 7 7 5 6 5 6 5 6 5 6 7 7 7 7 7 7 7 7 3 6 4 6 3 6 4 6 7 7 7 7 7 7 7 7 5 6 5 6 5 6 5 6 7 7 7 7 7 7 7 7

tăblăzattal megadott sorrend szerint olvassuk: elŞszŤr az egĆsz kĆpbŞl az 1-esek helyĆn ăllć kĆpelemeket, majd a 2-esek helyĆn ăllć kĆpelemeket, stb. Dekćdolăsnăl amikor az 1- es helyĆn ăllć kĆpelem megĆrkezik, az egĆsz (maximum) 8 × 8-as blokkot ennek megfelelŞ sząnŰre festjĄk. Amikor a 2-es helyĆn ăllć kĆpelem megĆrkezik, a blokk jobb felĆt ătfestjĄk a megfelelŞ sząnre, stb.

A PNG formătum a GIF (Graphics Interchange Format) făjl formătum tovăbbfejlesztĆsĆnek tekinthetŞ, amely csak szĄrkeărnyalatos Ćs Ăpaletta"-sząnes kĆpeket kezel, nem hasznăl jćslăst, Ćs a compress parancshoz nagyon hasonlć LZW-tąpusč tŤmŤrątĆst hasznăl.

* 9.2.33. JPEG. A Joint Photographic Experts Group ăltal kidolgozott szabvănybćl csak a digitalizălt kĆpek vesztesĆges tŤmŤrątĆsĆre kidolgozott văltozat, annak is az alapverzićja terjedt el. (A vesztesĆgmentes văltozat a PNG-hez hasonlć.) Csak az egyik (vesztesĆges) alapvăltozatot ismertetjĄk văzlatosan, a sokfĆle paramĆterezĆsi lehetŞsĆget nem. Jć minŞsĆgŰ kĆpeknĆl 10{20-szoros tŤmŤrątĆs ĆrhetŞ el.

A tŤmŤrątĆs elsŞ lĆpĆse | csak sząnes kĆpeknĆl | az RGB koordinătăk transzformăcićja egy măsik koordinătarendszerbe az

Y = 77R/256 + 150G/256 + 29B/256, C_b = −44R/256 − 87G/256 + 131B/256 + 128, C_r = 131R/256 − 110G/256 − 21B/256 + 128

transzformăcićval. Ez a koordinăta-rendszer azĆrt elŞnyŤsebb, mert az Y ˛zikai jelentĆse a kĆppont vilăgossăga, C_b illetve C_r jelentĆse pedig, hogy a sząn a fehĆrtŞl mennyire tĆr el a kĆk illetve vŤrŤs felĆ. A szemĄnk sokkal ĆrzĆkenyebb a vilăgossăg văltozăsaira, mint a sząnărnyalatok văltozăsaira, ągy az Y Ăvilăgossăg" koordinătăt nagyobb pontossăggal fogjuk ătvinni, mint a C_b Ćs C_r ĂsząnessĆg" koordinătăkat.

Măsodik lĆpĆskĆnt sząnes kĆpnĆl | csak vązszintesen vagy fĄggŞlegesen is | felĆre csŤkkentjĄk a C_b Ćs C_r kĆpek felbontăsăt. A tovăbbiakban a hărom kĆpet egymăs utăn, fĄggetlenĄl kezeljĄk. (Persze, ha a kĆp nem sząnes, csak az Y kĆp van.) Mindegyiket 8 × 8 kĆpelem mĆretŰ blokkokra bontjuk, szĄksĆg szerint az utolsć ismĆtlĆsĆvel tovăbbi oszlopokkal Ćs sorokkal egĆszątve ki.

Minden blokkra kĆtdimenzićs diszkrĆt koszinusz transzformăcićt alkalmazunk. A kapott transzformăltakat lineărisan kvantăljuk, de a kvantălăs a c_{j,k} egyĄtthatćra (nagyjăbćl) j + k nŤvekedĆsĆvel egyre durvul. A kvantălăs ˛nomsăgăt az Y kĆpre, illetve a C_b Ćs C_r kĆpekre tăblăzat adja meg. Ŕltalănossăgban azt mondhatjuk, hogy a kvantălăs ˛nomabb az Y , mint a C_b Ćs C_r kĆpre. A kvantălăs utăn az egyĄtthatćk mătrixăban ăltalăban csak nĆhăny nem nulla elem marad.

ElŞszŤr sorfolytonosan olvasva a c_{0,0} egyĄtthatćkat visszĄk ăt. Ez az egyĄtthatć az adott blokk ătlagăt reprezentălja. Mivel ăltalăban a szomszĆdos blokkok ătlaga nem nagyon tĆr el, az elsŞ blokk egyĄtthatćja utăn a tŤbbi blokkra csak az egyĄtthatć elŞzŞtŞl valć eltĆrĆsĆt visszĄk ăt. Ezutăn a tŤbbi egyĄtthatć ătvitele kŤvetkezik: az egyĄtthatćk mătrixăt cikcakkban jărjuk be, majd a kŤvetkezŞ blokkra tĆrĄnk ăt, sorfolytonosan. Az ătvitel elŞtt futamkćdolăst, majd pre˛x kćdot alkalmazunk.

A dekćdolăs a kćdolăs fordątottja. Nyilvăn alkalmazhatć ĂelŞhąvćdć" dekćdolăs: măr az Y kĆp c_{0,0} egyĄtthatći egy durva Ćs nem sząnes kĆpet adnak.

* 9.2.34. DjVu. Az AT&T termĆke a DjVu (ejtsd: dĆzsa vĄ) kĆptŤmŤrątŞ mćdszer. Igen nagy, szkennelt kĆpek esetĆben akăr 1000-szeres tŤmŤrątĆst lehet vele elĆrni. Az alapgondolat, hogy a kĆpet hărom kĆpre bontjuk fel: ĂhăttĆr", ĂelŞtĆr" Ćs Ămaszk". A hăttĆr Ćs az elŞtĆr ărnyalatos Ćs ăltalăban sząnes kĆpek, a maszk pedig egy binăris kĆp, bitjei azt mondjăk meg, hogy az adott pont a hăttĆrhez vagy az elŞtĆrhez tartozik. Mindhărom kĆp kĄlŤn-kĄlŤn jćl tŤmŤrąthetŞ: a hăttĆr Ćs az elŞtĆr felbontăsăt vązszintesen Ćs fĄggŞlegesen is ăltalăban harmadăra csŤkkenthetjĄk a minŞsĆg romlăsa nĆlkĄl, Ćs mindkettŞ nagy homogĆn terĄleteket tartalmaz, mąg a maszk binăris, ezĆrt tŤmŤrąthetŞ jćl. A hăttĆr Ćs az elŞtĆr tŤmŤrątĆsĆre măs eljărăst hasznălunk, mint a maszk tŤmŤrątĆsĆre. Az algoritmus, amely a kĆpet hăttĆrre, elŞtĆrre Ćs maszkra bontja, az alăbbi:

Kezdetben tekintsĄk az egĆsz kĆpet egy blokknak, a hăttĆr sząne legyen kezdetben fehĆr, az elŞtĆrĆ fekete, majd minden kĆppontot soroljunk be annak megfelelŞen, hogy a sząne a hăttĆrĆhez vagy az elŞtĆrĆhez ăll-e kŤzelebb, a kettŞ kŤzĄl az egyikhez: ez adja a maszkot. Az čj hăttĆr sząn a hăttĆrhez tartozć kĆppontok sząnĆnek ătlaga, mąg az elŞtĆr sząne az elŞtĆrhez tartozć kĆppontok sząnĆnek ătlaga. Addig ismĆteljĄk az eljărăst, amąg a hăttĆr, illetve az elŞtĆr sząne stabilizălćdik (azaz măr elegendŞen keveset văltozik). Ez az elsŞ lĆpĆs. Măr ez a lĆpĆs felbontja a kĆpet, ha csak kĆt sząn van, de ăltalăban nem ez a helyzet.

Osszuk fel a blokkot kisebb blokkokra, majd minden blokkra ismĆteljĄk meg a fenti eljărăst, de most a nagyobb blokk hăttĆr Ćs elŞtĆr sząnĆvel indulva, Ćs a kisebb blokk hăttĆr illetve elŞtĆr sząnĆt čgy szămolva, hogy 0,2 sčllyal a nagyobb blokk, 0,8 sčllyal pedig az oda sorolt kĆpelemek sząnĆt vesszĄk ˛gyelembe. IsmĆteljĄk ezt a lĆpĆst is, amąg a hăttĆr Ćs az elŞtĆr sząne stabilizălćdik. Ez a măsodik lĆpĆs.

Minden blokkot kisebb blokkokra osztva, ismĆteljĄk meg minden kisebb blokkra a măsodik lĆpĆst. Ezt addig folytatjuk, amąg elĆg ˛nom nem lesz a felosztăs.

Az, hogy a măsodik lĆpĆsben mindig ˛gyelembe vesszĄk a nagyobb blokk hăttĆr illetve elŞtĆr sząnĆt is, akkor vălik fontossă, ha egy kisebb blokk csak elŞtĆr, vagy csak hăttĆr pontokat tartalmaz. Ekkor a sčlyozăs nem engedi, hogy az elŞtĆr, illetve a hăttĆr sząne Ăelmăsszon".

A pontos algoritmus tovăbbi ĂszŰrŞket" tartalmaz, amelyek a fenti alapalgoritmus hibăit kĄszŤbŤlik ki. A dekćdolăs nyilvănvalć.

* 9.2.35. MozgćkĆp-tŤmŤrątĆs: MPEG. MozgćkĆp-tŤmŤrątĆsre ăltalănosan elterjedt az MPEG (Moving Pictures Experts Group) eljărăs 1-es văltozata, Ćs terjed a 2-es Ćs 4-es văltozat is. Csak az MPEG-1-ben hasznălt alapelveket ismertetjĄk văzlatosan.

Nyilvăn egy ˛lmnĆl vagy videćfelvĆtelnĆl kĆt egymăs utăni kĆp (frame) ăltalăban nagyon hasonląt egymăsra, legtŤbbszŤr csak elmozdulnak egy kicsit a kĆprĆszletek. Az elsŞ kĆpet mint ăllćkĆpet visszĄk ăt. A tovăbbi kĆpek ătvitelĆhez az elŞzŞ kĆpet hasznăljuk Ăjćslăsra": a kĆpet kis rĆszekre bontjuk, majd megkeressĄk a leginkăbb hasonlć kĆprĆszletet az elŞzŞ kĆpen, ătvisszĄk az elmozdulăsvektort, Ćs a kĆprĆszletek kĄlŤnbsĆgĆt.

Ha minden tovăbbi kĆpre ezt az eljărăst hasznălnănk, a felhalmozćdć hibăk miatt a kĆpek hamar hasznălhatatlannă vălnănak. EzĆrt nĆhăny megjćsolt (predicted, P) kĆp utăn čjra egy teljes bemenŞ (intra, I) kĆpet kell ătvinnĄnk. Tovăbbi tŤmŤrątĆs ĆrhetŞ el, ha ĆszrevesszĄk, hogy bizonyos kĆprĆszletek csak egy kĆsŞbbi kĆpbŞl jćsolhatćk, pĆldăul egy mozgć tărgy mŤgŤtt feltŰnŞ hăttĆr. Az I illetve P kĆpek kŤzĆ tehăt kĆtirănyč (bidirectional, B) kĆpeket cĆlszerŰ beiktatni, amelyek rĆszleteit egy elŞttĄk vagy mŤgŤttĄk lĆvŞ I illetve P kĆp segątsĆgĆvel jćsoljuk. TermĆszetesen ezeket csak akkor lehet kćdolni illetve dekćdolni, ha măr rendelkezĆsre ăll nemcsak az elŞttĄk, hanem a mŤgŤttĄk lĆvŞ P vagy I kĆp is. Tehăt a kĆpek sorozata pĆldăul a kŤvetkezŞ lehet: IBBBPBBBPBBBPBBBIBBBPB. . ..

KonkrĆtabban, az MPEG-1 szabvăny szerint a hang Ćs kĆp tovăbbątăsa lĆnyegĆben fĄggetlenĄl, băr szinkronizălva tŤrtĆnik. A hangătvitellel măr foglalkoztunk. A kĆpătvitel legkisebb egysĆge a makrćblokk. Ez 16×16 kĆpelem vilăgossăg adatait tartalmazza nĆgy 8 × 8-as blokkra bontva, valamint mindkĆt irănyban fele akkora felbontăssal a kĆtfĆle sząnessĆgi adatot kĆt 8 × 8-as blokkĆnt. Az I kĆpek ătvitele a JPEG-nĆl megismerthez nagyon hasonlćan tŤrtĆnik, ezt nem rĆszletezzĄk.

A P kĆpek ătvitelĆnĆl nĆhăny makrćblokk lehet I tąpusč, ezeket čgy kćdoljuk, mint az I kĆpeknĆl. A makrćblokkok nagy rĆsze azonban P tąpusč: tartozik hozză egy elmozdulăsvektor, Ćs csak az elŞzŞ I vagy P kĆp ągy megadott rĆszĆtŞl valć eltĆrĆs kćdoljuk. A kćdolăs egyĆbkĆnt hasonlć, mint az I tąpusč makrćblokknăl, de a kvantălăsi tăbla măs. Mivel az elmozdulăsvektorok nagyon hasonlćak, csak a kĄlŤnbsĆgĄket tăroljuk, azaz a jćslăs mindig az elŞzŞ makrćblokk elmozdulăsvektora: A kĆp sorfolytonosan olvasott makrćblokkjainak folyamăt szeletnek nevezett rĆszekre bontjuk. A szelet elejĆn, Ćs mĆg nĆhăny măs esetben, pĆldăul I tąpusč makrćblokk esetĆn, a jćsolt elmozdulăsvektor nullăzćdik. Mivel a makrćblokkok nagy rĆsze nulla lesz, ezĆrt minden makrćblokk tartalmaz egy Ăugrăs" kćdot, hogy utăna hăny nulla makrćblokk kŤvetkezik. MĆg a nem nulla makrćblokkoknăl is az egyes blokkok gyakran nullăk, ezĆrt a makrćblokk tartalmaz egy hat bites maszkot, amely megmondja, mely blokkok szerepelnek, a tŤbbi nulla.

A B kĆpek ătvitele nagyon hasonlć a P kĆpek ătvitelĆhez, de itt minden blokkhoz a P kĆpnĆl szereplŞ ĂelŞre" elmozdulăsvektoron kąvĄl egy Ăhătra" tąpusč elmozdulăsvektor is tartozhat. Ha csak ĂelŞre" vektor szerepel, a blokkhoz a jćslăst az elŞzŞ I vagy P kĆp adja, ha csak Ăhătra" vektor szerepel, akkor a kŤvetkezŞ I vagy P kĆp, ha mindkettŞ, akkor az elŞzŞ Ćs a kŤvetkezŞ I illetve P kĆpbŞl adćdć jćslăs szămtani kŤzepĆnek alsć egĆsz rĆsze.

Az Ťsszes fent emlątett paramĆter (elmozdulăsvektor, hat bites maszk, ugrăskćd, stb.) egyenkĆnt vagy csoportosan kĄlŤn az adott cĆlra optimalizălt pre˛x kćddal van kćdolva. A dekćdolăs elĆg gyors, a kćdolăs viszont meglehetŞsen idŞigĆnyes: az ideălis elmozdulăsvektorok keresĆse nem egyszerŰ. LĆteznek măs eljărăsok gyorsabb kćdolăssal, de kisebb teljesątmĆnnyel pĆldăul videotelefonhoz.

9.3. Hibakorlătozć kćdolăs

LăngnĆ-Gonda: O.K.; Gonda kiegĆszątĆs; Gonda bevmat3; Gonda kćdolăselmĆlet; Jăkć; Salomon; Ivănyi Informatikai algoritmusok1; Cormen{Leiserson{Rivest: O.K.; Rćnyai{Ivanyos{Szabć: O.K.; Demetrovics{Denev{Pavlov; Knuth TAOCP; Birkho¸{ Bartee.

A hibakorlătozć kćdokat kĆt csoportba sorolhatjuk: hibajelzŞ kćdok Ćs hibajavątć kćdok. MindkĆt tąpussal foglalkozunk.

9.3.1. Parităsbites kćd. A hibajelzŞ kćdok feladata, hogy a vĆtel helyĆn ĆszrevegyĄk, ha az ătvitel sorăn az adat megvăltozott. Minden hibăt termĆszetesen nem lehet felderąteni, hiszen abban az esetben, ha egy elkĄldŤtt kćdszć čgy văltozik, hogy a vĆtel helyĆre egy măsik kćdszć Ćrkezik, akkor a vevŞnek semmi joga nincs afelŞl kĆtelkedni, hogy az elkĄldŤtt kćdszć măs volt, mint ami megĆrkezett. Minden olyan esetben azonban, amikor az ĆrkezŞ jelsorozat kĄlŤnbŤzik valamennyi lehetsĆges kćdszćtćl, a vevŞ biztos lehet benne, hogy az ătvitel sorăn sĆrĄlt a jelsorozat. A legegyszerŰbb hibajelzŞ kćd a parităsbites kćd. Legyen pĆldăul az Ązenethalmaz az n-bites binăris jelsorozatok halmaza, Ćs egĆszątsĄk ki ezeket a jelsorozatokat egy n + 1-edik bittel, az čgynevezett parităsbittel: amennyiben egy Ązenetben az 1-esek szăma păratlan, akkor ąrjunk a bitsorozat vĆgĆre egy 0-t, mąg az ellenkezŞ esetben egy 1-et (vagy fordątva, de egy adott kćdban mindig ugyanazon szabăly szerint). Az ągy kiegĆszątett, n + 1-bites szavak mindegyikĆben păratlan sok 1-es van. Ha most egy ilyen kćdszćt elkĄldĄnk, Ćs a vevŞhŤz olyan szć Ćrkezik, amelyben az egyesek szăma păros, akkor biztos, hogy hiba tŤrtĆnt az ătvitel sorăn. Ha viszont az egyesek szăma păratlan, akkor feltesszĄk (de nem ălląthatjuk), hogy nem tŤrtĆnt hiba. KŤnnyen belăthatjuk, hogy az elŞbbi eset akkor kŤvetkezik be, ha az ătvitel sorăn păratlan sok helyen sĆrĄl a kćdszć, mąg az utćbbi akkor, ha păros sok helyen tŤrtĆnik văltozăs. Ez azt jelenti, hogy minden olyan esetben ĆszrevesszĄk a hibăt, ha egy hiba tŤrtĆnik, de van olyan eset, amikor kĆt hiba tŤrtĆnik, Ćs ezt nem vesszĄk Ćszre (sŞt, a konkrĆt esetben kĆt hiba esetĆn mindig ez a helyzet). Ez indokolja az alăbbi de˛nącićt.

9.3.2. HibajelzŞ kćd. Egy kćd t-hiba jelzŞ, ha minden olyan esetben jelez, amikor egy elkĄldŤtt kćdszć legfeljebb t helyen văltozik meg. A kćd pontosan t-hiba jelzŞ, ha t-hiba jelzŞ, de nem t + 1-hiba jelzŞ, azaz van olyan t + 1 hiba, amelyet a kćd nem jelez.

A hibakorlătozć kćdokkal kapcsolatban mindig feltesszĄk, hogy az egyes kćdszavak hossza azonos, Ćs az ătvitel sorăn nincs szinkronhiba, vagyis a vĆtel helyĆre ugyanannyi szimbćlum Ćrkezik meg, mint amennyit elkĄldtĄnk. Ekkor kŤnnyŰ olyan feltĆtelt adni, amely jellemzi a t-hiba jelzŞ, illetve a pontosan t-hiba jelzŞ kćdokat.

9.3.3. Kćdok tăvolsăga Ćs sčlya. A kćdăbĆcĆ kĆt egyforma hosszč szavănak, unak Ćs v-nek a Hamming-tăvolsăga, d(u, v), az azonos pozącićban lĆvŞ kĄlŤnbŤzŞ jegyek szăma, Ćs a kćd tăvolsăga, d(C), a kĄlŤnbŤzŞ kćdszćpărok tăvolsăgainak minimuma. A kćd tăvolsăga csak akkor van Ćrtelmezve, ha legalăbb kĆt kćdszć van. Ha a kćdăbĆcĆ additąv Abel-csoport, akkor a kćdăbĆcĆ egy u szavănak a w(u) Hamming-sčlya a nullătćl kĄlŤnbŤzŞ jegyeinek szăma, mąg a kćd w(C) sčlya a nem nulla kćdszavak sčlyainak minimuma (ha van nem nulla kćdszć).

A Hamming-tăvolsăg rendelkezik a tăvolsăg szokăsos tulajdonsăgaival, vagyis bărmely u, v, z-re (1) d(u, v) ≥ 0;

(2) d(u, v) = 0 akkor Ćs csak akkor, ha u = v; (3) d(u, v) = d(v, u) (szimmetria);

(4) d(u, z) ≤ d(u, v) + d(v, z) (hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg).

Azt is kŤnnyŰ belătni, hogy d(u, v) = w(u − v), Ćs w(u) = d(u, 0). Ha mĆg az is igaz, hogy a kćdszavak a koordinătănkĆnti mŰvelettel maguk is Abel-csoportot alkotnak, akkor d(C) = w(C), ahol C a kćdszavak halmaza.

A tovăbbiakban egy kćd tăvolsăgăt d Ćs a sčlyăt w jelŤli. (A megadott jelŤlĆsek kissĆ pontatlanok, hiszen ugyanaz a betŰ jelŤli a fĄggvĆnyt, mint kĆt kćdszć valamint a kćd tăvolsăgăt, Ćs hasonlć igaz a sčlyra is, de a kŤrnyezet alapjăn mindig vilăgos lesz, hogy Ćppen minek a jelŤlĆsĆrŞl van szć). Mivel kĆt kćdszć legalăbb d helyen kĄlŤnbŤzik, ągy, ha egy elkĄldŤtt kćdszć az ătvitel sorăn ennĆl kevesebb helyen sĆrĄl, akkor az ągy kapott szć biztosan nem kćdszć. Ugyanakkor van a kćdban kĆt olyan kćdszć, amelyek pontosan d helyen kĄlŤnbŤznek, Ćs ha az egyiket kĄldik, Ćs ez čgy văltozik, hogy Ćppen a măsik Ćrkezik meg, akkor d hiba tŤrtĆnt, de ezt a vĆtel helyĆn nem vesszĄk Ćszre, nem tudunk jelezni. EbbŞl kŤvetkezik, hogy a bevezetett tăvolsăgfogalommal egy kćd akkor Ćs csak akkor t-hiba jelzŞ, ha t < d, Ćs akkor Ćs csak akkor pontosan t-hiba jelzŞ, ha t = d − 1.

A parităsbites kćd esetĆn a kćd tăvolsăga 2. Az eredeti Ązenethalmaz elemei kŤzŤtti tăvolsăg ugyanis legalăbb 1, Ćs vannak olyan n-bites sorozatok, amelyek Ćppen egy helyen kĄlŤnbŤznek. Ekkor az egyik Ązenetben az 1-esek szăma păros, a măsikban păratlan, vagyis a kiegĆszątŞ bit kĄlŤnbŤzni fog a kĆt kćdszćban, Ćs ągy a kĆt kćdszć Ćppen kĆt helyen kĄlŤnbŤzik egymăstćl, a kĆt kćdszć tăvolsăga 2. Ugyanakkor azok a kiegĆszątett bitsorozatok, amelyek eredetileg legalăbb kĆt helyen tĆrtek el egymăstćl, a kiegĆszątĆs utăn is legalăbb kĆt helyen fognak kĄlŤnbŤzni, vagyis ezek tăvolsăga ismĆt minimum 2, Ćs ągy a kćd tăvolsăga valćban pontosan 2. Ez azt jelenti, hogy ez a kćd pontosan 1-hiba jelzŞ, ahogy azt fentebb măr megăllapątottuk.

A parităsbites kćddal a hibăt csak ĆrzĆkelni, jelezni tudjuk, de a hibăs jelsorozatot nem tudjuk kijavątani. A hiba javątăsăhoz tudni kellene, hogy a beĆrkezett jelsorozat melyik pozącićn sĆrĄlt, Ćs a sĆrĄlt helyen mi volt eredetileg (binăris kćd esetĆn, Ćs csak ekkor, a hiba javątăsăhoz elegendŞ a hiba helyĆt ismerni). Abbćl, hogy az egyesek szăma păros, tehăt tudjuk, hogy tŤrtĆnt hiba, mĆg nem tudjuk megăllapątani, hogy melyik bit hibăsodott meg, ugyanis bărmelyik (egyetlen, vagy păratlan szămč) bit hibăsodik meg, az ugyančgy azt eredmĆnyezi, hogy az egyesek szăma păros lesz.

9.3.4. Minimălis tăvolsăgč dekćdolăs. Csupăn a vett adatbćl nem mindig tudjuk megăllapątani, tŤrtĆnt-e hiba, hiszen bărmely elkĄldŤtt kćdszć megvăltozhat čgy az ătvitel sorăn, hogy bărmely măsik szć, pĆldăul akărmelyik kćdszć Ćrkezzen meg a vĆtel helyĆre. Mindazonăltal az megăllapąthatć, hogy egy adott jelsorozat milyen valćsząnŰsĆggel szărmazik egy adott ătviteli csatorna Ćs adott Ązenethalmaz esetĆn valamely kćdszćbćl. A hibajavątăshoz meg kell adni egy čgynevezett dŤntĆsi fĄggvĆnyt, amely bărmely lehetsĆges jelsorozathoz hozzărendel egy Ćs csak egy kćdszćt. (Az is lehetsĆges, hogy nem minden szć esetĆn akarunk dŤnteni.) Ezt a dŤntĆsi fĄggvĆnyt kell čgy meghatărozni, hogy a dŤntĆsi hiba, vagyis az a hiba, hogy egy beĆrkezett jelsorozathoz nem a tĆnylegesen elkĄldŤtt kćdot rendeljĄk, a lehetŞ legkisebb legyen. Az elŞbbi feltĆtelnek megfelelŞ legjobb fĄggvĆny nem csupăn az ătviteli csatornătćl fĄgg, ezĆrt helyette ăltalăban egy măsik dŤntĆsi fĄggvĆnyt alkalmazunk. ElĆg termĆszetesnek tŰnik (băr ez nem mindig igaz), hogy egy vett szćban elŞfordulć kevesebb hiba valćsząnŰbb, mint a tŤbb hiba, vagyis nagyobb valćsząnŰsĆggel kĄldtek egy olyan kćdszćt, amely a vett szćtćl kevesebb helyen tĆr el, mint amely tŤbb helyen kĄlŤnbŤzik. MăskĆnt szćlva, egy vett szć esetĆn arra a kćdszćra dŤntĄnk, amely tŞle a lehetŞ legkevesebb helyen tĆr el, azaz a tăvolsăga a vett szćtćl minimălis. Az ilyen dŤntĆsi fĄggvĆny ăltal meghatărozott dekćdolăst minimălis tăvolsăgč dekćdolăsnak mondjuk. Ilyenkor elŞfordulhat, hogy egy adott szćhoz egynĆl tŤbb minimălis tăvolsăgra lĆvŞ kćdszć van. Ekkor vagy kivălasztunk ezek kŤzĄl egyet, Ćs az lesz a dŤntĆs eredmĆnye (de egy adott dŤntĆsi fĄggvĆny esetĆn az ilyen vett szć esetĆn mindig ugyanarra a kivălasztott, minimălis tăvolsăgra lĆvŞ kćdszćra dŤntĄnk!), vagy az ilyen szć esetĆn nem dŤntĄnk, csupăn jelezzĄk a hibăt.

Legyen pĆldăul {0010, 0100, 1111} egy binăris kćd. Ekkor az egyes nĆgybites szavaktćl minimălis tăvolsăgra lĆvŞ kćdszavakat a 9.10. tăblăzat mutatja. Lăthatć, hogy nĆgy esetben nem egyĆrtelmŰ a helyzet. Egy lehetŞsĆg, hogy ezekben az esetekben is dekćdolunk, Ćs pĆldăul az elŞl ăllć kćdszavakra dŤntĄnk. A măsik lehetŞsĆg, hogy amennyiben a vett szć az elŞbbi nĆgy szć valamelyike, akkor nem dŤntĄnk, csak jelezzĄk a hibăt. Ha pĆldăul a hărom kćdszć hărom sząnt, mondjuk a fehĆret, feketĆt Ćs pirosat kćdolja a pĆldăban megadott sorrendben, Ćs mondjuk a kćdolt Ązenet a fekete volt, mąg a vĆtel helyĆn a 0000 szćt kell dekćdolni, akkor a tăblăzat alkalmazăsăval a fehĆrre dekćdolunk, ami adott esetben igen rossz dŤntĆs lehet. Ebben az esetben cĆlszerŰbb nem dŤnteni, hanem jelezni a hibăt, Ćs ha lehet, akkor megismĆteltetni ezt az Ązenetet, vagy valamilyen măs mćdon, pĆldăul a kŤrnyezŞ pontok sząne alapjăn dŤnteni. Azt azĆrt megismĆteljĄk, hogy a dŤntĆsi fĄggvĆnyt a rendszer tervezĆsekor rŤgzątettĄk, Ćs a tovăbbiakban mindig ugyančgy kell eljărnunk az adott rendszer keretein belĄl. A dŤntĆsi fĄggvĆny tăblăzattal valć megadăsa egyszerŰ, de rendkąvĄl helyigĆnyes.

0000 → 0010 0100 0001 → 0010 0100 0010 → 0010 0011 → 0010 0100 → 0100 0101 → 0100 0110 → 0100 0010 0111 → 1111 1000 → 0100 0010 1001 → 1111 1010 → 0010 1011 → 111 1100 → 0100 1101 → 1111 1110 → 1111 1111 → 1111

9.10. tăblăzat

9.3.5. Hibajavątć kćd. Egy kćd t-hiba javątć, ha minden olyan esetben helyesen javąt, amikor egy elkĄldŤtt kćdszć legfeljebb t helyen văltozik meg. A kćd pontosan thiba javątć, ha t-hiba javątć, de nem t + 1-hibajavątć, azaz van olyan t + 1 hiba, amelyet a kćd helytelenĄl javąt, vagy nem javąt.

Egy d tăvolsăgč kćd esetĆn minimălis tăvolsăgč dekćdolăssal t < d/2 hiba esetĆn biztosan jćl dŤntĄnk, hiszen a hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg kŤvetkeztĆben az eredetileg elkĄldŤtt kćdszćtćl kĄlŤnbŤzŞ bărmely măs kćdszć biztosan d/2-nĆl tŤbb helyen tĆr el a vett szćtćl. Viszont t ≥ d/2 esetĆn nincs olyan dŤntĆsi fĄggvĆny, amely t-hiba javątć, mert a kćdban van kĆt olyan kćdszć, mondjuk u Ćs v, amelyek pontosan d helyen kĄlŤnbŤznek. Ŋrjuk u-ban ebbŞl a d szămč pozącićbćl t helyre a v adott pozącićjăn talălhatć jegyet, Ćs jelŤljĄk az ągy kapott szćt z-vel. A z az u-tćl t helyen kĄlŤnbŤzik, mąg v-tŞl d − t ≤ d/2 ≤ t helyen. Ha a dekćdolăs t-hiba javątć lenne, akkor z-t egyrĆszt u-ra, măsrĆszt v-re kellene javątani. Tehăt egy d-tăvolsăgč kćd minimălis tăvolsăgč dekćdolăssal minden t < d/2-re t-hiba javątć, Ćs pontosan ⌊ (d − 1)/2 ⌋ -hiba javątć.

A tovăbbiakban feltesszĄk, hogy minimălis tăvolsăgč dekćdolăs esetĆn a dŤntĆsi fĄggvĆny teljes, vagyis minden vett szćhoz hozzărendel egy kćdszćt.

9.3.6. IsmĆtlĆses kćd. Legyen egy binărisan kćdolt Ązenethalmazunk, Ćs kĄldjĄk el az Ązenetet čgy, hogy minden egyes bitet meghăromszorozunk, azaz ugyanazt a bitet hăromszor egymăs utăn kĄldjĄk. A vĆtel helyĆn a hărom Ťsszetartozć bit kŤzĄl legalăbb kettŞ azonos lesz, ągy a minimălis tăvolsăgč dekćdolăs esetĆn a vett hărom bithez a tŤbbsĆgi dŤntĆs alapjăn rendelĄnk egy bitet. A dŤntĆsi hiba csŤkkenthetŞ, ha az eredeti egy bit helyett nem hărom, hanem 5, 7, 9, . . . , 2n + 1, stb., az eredeti bittel azonos jegyet kĄldĄnk. Meghatărozott feltĆtelek esetĆn igazolhatć, hogy n nŤvekedĆsĆvel a dŤntĆsi hiba valćsząnŰsĆge a 0-hoz tart. EbbŞl azonban hiba lenne arra kŤvetkeztetni, hogy megtalăltuk a szinte biztosan hibătlan adatătvitel mćdjăt. EgyrĆszt, mint emlątettĄk, az elŞbbi eredmĆny csak bizonyos feltĆtelek esetĆn teljesĄl. MăsrĆszt nĆzzĄk meg, hogy mi ennek az ăra. Az egyes bitek ătvitelĆhez adott, 0-năl hosszabb idŞre van szĄksĆg, ągy n nŤvekedĆsĆvel az Ązenet egy-egy bitjĆnek ătvitelĆhez szĄksĆges idŞ is nŞ, Ćs tart a vĆgtelenhez, vagyis az 1 valćsząnŰsĆggel hibătlan ătvitel esetĆn egyetlen bitnyi Ązenetet sem tudunk tovăbbątani. Az ătviteli idŞ nŤvekedĆse egyben az ătvitel kŤltsĆgĆt is nŤveli, az is tart a vĆgtelenhez. SzerencsĆre a helyzet nem ennyire rossz. Shannon egy tĆtele szerint bizonyos feltĆtelek teljesĄlĆse esetĆn lehet az Ązeneteket čgy kćdolni, hogy az ătvitel sebessĆge egy, csak a csatornătćl fĄggŞ ĆrtĆket, a csatornakapacităst tetszŞlegesen megkŤzelątsen, mikŤzben a dekćdolăs hibăja tetszŞlegesen kis ĆrtĆk ală szorąthatć. A tĆtel elmĆleti jelentŞsĆgŰ, ugyanis ilyen kćdot nem sikerĄlt konstruălni, Ćs, mĆg ha sikerĄlne is, akkor is hasznălhatatlan lenne a gyakorlatban, olyan nagy lenne a kćdszavak hossza, Ćs olyan nagy lenne a kćd mĆrete. A lĆnyege a tĆtelnek mĆgis ćriăsi, ugyanis azt igazolja, hogy lehetsĆges olyan kćdot konstruălni, amelynĆl mind a sebessĆg, mind a dŤntĆsi hiba kielĆgąt egy reălis elvărăst.

9.3.7. KĆtdimenzićs parităsellenŞrzĆs. A korăbban tărgyalt parităselemes kćd ismeretĆben kŤnnyen tudunk egy minimălis tăvolsăgč dekćdolăssal 1-hiba javątć kćdot konstruălni. Legyenek az Ązenetek n-bites szavak. EgĆszątsĄnk ki minden kćdszćt egy parităsbittel mondjuk păratlan parităssal, majd m ilyen kćdszćbćl alkossunk egy blokkot. Ŋrjuk egymăs ală a blokk n+1-bites kćdszavait, Ćs most az egy-egy oszlopban ăllć m-bites sorozatokat egĆszątsĄk ki egy-egy parităsbittel pĆldăul păros parităsčvă. Az ągy kapott n+1-bites szćval kiegĆszątve a blokkot kapjuk az eredeti m Ązenet kćdjăt, amelyet a 9.11. tăblăzat mutat. (A gyakorlatban az egyes szavak nyolc bitbŞl ăllć băjtok, vagyis n = 8. Ilyenkor szokăs az egyes băjtok ellenŞrzĆsĆt vĆgzŞ parităsbiteket VRC-nek nevezni, ami a Vertical Redundancy Check, keresztirănyč ellenŞrzĆs kezdŞbetŰibŞl ăllć rŤvidątĆs, mąg az ellenŞrzŞ băjt az LRC, azaz Longitudinal Redundancy Check, a hosszirănyč ellenŞrzĆs.)

b_{0,0} . . . b_{0,j} . . . b_{0,n−1} b_{0,n} . . . . . . . . b_{i,0} . . . b_{i,j} . . . b_{i,n−1} b_{i,n} . . . . . . . . b_{m−1,0} . . . b_{m−1,j} . . . b_{m−1,n−1} b_{m−1,n}

b_{m,0} . . . b_{m,j} . . . b_{m,n−1} b_{m,n}

9.11. tăblăzat

Ez a rendszer egyetlen hiba esetĆn kĆpes azt javątani. Ha ugyanis b_{i,j} Ćs csak ez a bit hibăs, akkor pontosan egy hiba van az i-edik szćban, tehăt ennek ellenŞrzĆse sorăn hibajelzĆst kapunk. Az Ťsszes tŤbbi szć ellenŞrzĆse azt adja, hogy azokban nincs hiba, Ćs hasonlćan, a j-edik Ćs csak a j-edik oszlop ellenŞrzĆsĆnĆl hibajelzĆsre kerĄl sor, vagyis a kĆt eredmĆnybŞl azt kapjuk, hogy az i-edik szć j-edik bitje Ćs csak ez a bit hibăs, amit ennek a bitnek az invertălăsăval kijavąthatunk. Minden olyan esetben azonban, amikor az i-edik Ćs csak az i-edik szćban valamint a j-edik oszlopban Ćs csak a j-edik oszlopban kapunk hibajelzĆst, azt gondoljuk, hogy ez a bit hibăsodott meg, Ćs ezt Ăjavątjuk", vagyis văltoztatjuk az ellenkezŞjĆre. Pedig kŤnnyen belăthatjuk, hogy ellenŞrzĆskor ugyanerre az eredmĆnyre jutunk akkor is, ha minden oszlopban Ćs minden szćban, kivĆve a j-edik oszlopot Ćs i-edik szćt, păros szămč hiba lĆp fel (ebbe beleĆrtve a hibătlan esetet is 0 hibăval), mąg a kitĄntetett i-edik szćban Ćs j-edik oszlopban a hibăk szăma păratlan. Ilyen pĆldăul, ha az i-edik szćban a j+1-edik bit, valamint az i+1-edik szć j-edik Ćs j+1- edik bitje hibăsodik meg, Ćs măs hiba nem tŤrtĆnik. A vĆtel helyĆn semmilyen mćdszerrel nem tudjuk eldŤnteni, hogy valćban egy hiba tŤrtĆnt-e, Ćs ągy helyesen javątunk, vagy a meg˛gyelt hibajelzĆs tŤbb hiba egyĄttes hatăsa, aminek kŤvetkeztĆben vagy egy addig helyes bitet javątunk helytelenre, vagy egy tĆnyleg hibăs bitet javątunk, de mĆg tovăbbi, felderątetlen hiba is van a vett Ązenetben. Hasonlćan elŞfordulhat, hogy volt hiba, de mi nem vesszĄk Ćszre, nevezetesen, ha minden szćban Ćs minden oszlopban a hibăk szăma păros. Ennek tipikus pĆldăja, amikor nĆgy hiba egy tĆglalap nĆgy sarkăban lĆp fel, ahol a tĆglalap kĆt Ćle egy-egy szćban van. VĆgĄl elŞfordulhat, hogy egynĆl tŤbb szćban illetve egynĆl tŤbb oszlopban kapunk hibajelzĆst, amikor biztosan tudjuk, hogy volt hiba, de a hibăk szăma egynĆl nagyobb, ągy javątăsra ebben a rendszerben nincs lehetŞsĆgĄnk. Ennek legegyszerŰbb pĆldăja, amikor pontosan kĆt hiba lĆp fel. A most ismertetett rendszert nevezhetjĄk kĆtdimenzićs parităsellenŞrzĆsnek. Ilyet hasznălnak nagy măgnesszalagos tărolćknăl (egy bizonyos rŤgzątĆsi mćd esetĆn, mert tŤbbfĆle is lĆtezik), ahol egymăs mellĆ ąrjăk ki egy kiegĆszątett băjt 9 bitjĆt, Ćs az adatokat mindig blokkosan tăroljăk. Ebben az esetben keresztirănyban păratlanra, mąg hosszirănyban părosra egĆszątenek ki.

9.3.8. Lineăris kćd. Ahhoz, hogy a kćdolăs Ćs a dekćdolăs minĆl egyszerŰbb legyen, a kćdolăshoz olyan rendszereket cĆlszerŰ alkalmazni, amelyek rendelkeznek valamilyen belsŞ struktčrăval. Jć kćdok konstruălhatćak algebrai rendszerek segątsĆgĆvel. A gyakorlatban alkalmazott kćdok jelentŞs rĆsze lineăris kćd. Ha K test, akkor a K elemeibŞl alkotott rendezett n-esek a komponensenkĆnti Ťsszeadăssal, valamint az n-es minden elemĆnek ugyanazzal az elemmel valć szorzăsăval egy K feletti n-dimenzićs lineăris teret alkotnak. Ennek a tĆrnek bărmely altere egy lineăris kćd. Ha az altĆr k-dimenzićs, a kćd tăvolsăga d, Ćs a test elemeinek szăma q, akkor az ilyen kćdot [n, k, d]_q kćdnak nevezzĄk. Ha nem lĆnyeges a megadăsa, akkor elhagyhatć a jelŤlĆsbŞl d illetve q. Lineăris kćdnăl a szavak tekinthetŞk polinomoknak is, a betŰket nullătćl indexelve.

A parităsellenŞrzŞ kćd ăltalăban nem lineăris, de ha părosra egĆszątĄnk ki, akkor măr lineăris. Tovăbbi egyszerŰ lineăris kćdok az čgynevezett CRC vagyis Cyclic Redundancy Check, ciklikus ellenŞrzĆs kćdok. A test a kĆtelemŰ test. A k bites kćdolandć szć elejĆre ąrunk m = n − k darab nullăt, majd a megfelelŞ polinomot osztjuk egy adott m-ed fokč polinommal, a kćdpolinommal. VĆgĄl a kapott maradĆkkal kicserĆljĄk a nullăkat. Mivel a kĆtelemŰ test felett minden polinom megegyezik az ellentettjĆvel, a kćdszavakat az jellemzi, hogy oszthatćk a kćdpolinommal. NĆhăny gyakran hasznălt CRC-kćdpolinom:

CRC-1 (parităsbit) x + 1 CRC-5-USB x^5 + x^2 + 1 CRC-8 x^8 + x^2 + x + 1 CRC-16-IBM x^{16} + x^{15} + x^2 + 1 CRC-16-CCITT x^{16} + x^{12} + x^5 + 1 CRC-32 (Ethernet, x^{32} + x^{26} + x^{23} + x^{22} + x^{16} + x^{12} + x^{11} FDDI, gzip, PNG) +x^{10} + x^8 + x^7 + x^5 + x^4 + x^2 + x + 1 CRC-64-ISO x^{64} + x^4 + x^3 + +x + 1

9.3.9. Generătormătrix, ellenŞrzŞ mătrix. A K vĆges test feletti [n, k] lineăris kćdnăl cĆlszerŰ a kćdolăsi eljărăst egy K^k-t C ⊂ K^n-re kĆpezŞ lineăris lekĆpezĆsnek vălasztani, ahol C a kćdszavak altere. Ezt a mătrixăval jellemezhetjĄk, ez a kćdolăs generătormătrixa. A dekćdolăsra hasznălhatć egy H : K^n → K^k szĄrjektąv lineăris lekĆpezĆs, amelynek a magja C. Egy ilyen lekĆpezĆs mătrixăt a kćd ellenŞrzŞ mătrixănak nevezzĄk. Ha v ∈ K^n, akkor az s = Hv szindrćma pontosan akkor nulla, ha v kćdszć.

9.3.10. Szindrćma-dekćdolăs. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, ha s ∈ K^{n−k}, legyen e(s) a {v : Hv = s} halmaz egy olyan vektora, amelynek sčlya minimălis. Ezt mellĆkosztălyvezetŞnek fogjuk nevezni. Ha c ∈ K^n egy kćdszć, v ∈ K^n a vett szć, e = v − c a hiba, Ćs w(e) < d/2, akkor He(s) = s = Hv = He, ągy w ( e(s) ) ≤ w(e), ahonnan w ( e − e(s) ) < d. De H ( e − e(s) ) = 0, ągy a kĄlŤnbsĆg kćdszć, tehăt e = e(s), a hiba javąthatć. A szindrćma-dekćdolăs tărigenye sokkal kisebb, mint a tăblăzattal valć dekćdolăsĆ, de mĆg mindig nagyon nagy lehet.

9.3.11. Singleton-korlăt. Ha adott egy q elemŰ ăbĆcĆ betŰibŞl ăllć n hosszč kćdszavakat tartalmazć C kćd, amelynek tăvolsăga d, akkor minden kćdszćbćl elhagyva d − 1 betŰt (ugyanarrćl a d − 1 helyrŞl) mĆg mindig kĄlŤnbŤznek a kćdszavak, de csak n − d + 1 hosszčak. Innen a kćdszavak szămăra azt kapjuk, hogy ♮(C) ≤ q^{n−d+1}, ez a Singleton-korlăt. MindkĆt oldal logaritmusăt vĆve d + log_q ♮(C) ≤ n + 1. Egy lineăris [n, k, d]_q -kćdnăl azt kapjuk, hogy d + k ≤ n + 1. Ha egyenlŞsĆg ăll, a lineăris kćdot maximălis tăvolsăgč szeparăbilis kćdnak, MDS-kćdnak nevezzĄk. A szeparăbilis (elvălaszthatć) kćd elnevezĆst az indokolja, hogy bărmely rŤgzątett d − 1 = n − k helyen ăllć betŰket elhagyva a kćdszavakbćl, q^k kĄlŤnbŤzŞ szć marad, ezĆrt a lineăris kćdolăst vălaszthatjuk čgy, hogy bărmely adott k helyen a kćdolandć szć betŰi ălljanak, ągy az ellenŞrzŞ betŰk elvălaszthatćk a kćdolandć betŰktŞl.

* 9.3.12. Hamming-kćd. Az čgynevezett Hamming-kćd egy hiba javątăsăra alkalmas lineăris kćd. Csak a binăris, azaz a kĆtelemŰ test feletti speciălis esettel foglalkozunk. Legyen r ≥ 2 egĆsz szăm, n = 2^r − 1, Ćs k = n − r. KĆszątsĄnk egy r × n mĆretŰ mătrixot, amelyben az 0 < j ≤ n indexre a j-edik oszlopban a j szăm kettes szămrendszerbeli feląrăsănak jegyei talălhatćak, vagyis a mătrix i-edik sorănak j-edik oszlopăban h_{i,j} ăll (0 ≤ i < r, 0 < j ≤ n), ahol j =

∑_{r−1} i=0 h_{i,j} 2^i. (Mivel 1 ≤ j ≤ n < 2^r, ezĆrt j biztosan feląrhatć r jeggyel a binăris szămrendszerben). Legyen pĆldăul r = 3, akkor n = 7 Ćs k = 4, tovăbbă 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 .

Mivel r > t ∈ N esetĆn 2^t kettes szămrendszerben valć feląrăsa olyan, amelyben a 0-tćl kezdŞdŞ indexelĆs mellett a t-edik Ćs csak a t-edik jegy 1, az Ťsszes tŤbbi 0, ezĆrt a mătrix r darab oszlopa, amelyek a 2^t indexhez tartoznak, egy egysĆgmătrixot adnak (az elŞbbi pĆldăban az 1., a 2. Ćs 4.), ągy a mătrix rangja r, tehăt a megfelelŞ H lineăris lekĆpezĆs szĄrjektąv. Legyen C azon n-dimenzićs binăris vektorok halmaza, amelyekre Hc = 0. Az ilyen vektorokban k komponens szabadon vălaszthatć. (Persze nem bărmelyik k, csak azok, amelyekkel a kimaradt komponensekhez tartozć indexek a mătrix regulăris rĆszmătrixăt hatărozzăk meg, pĆldăul a fenti pĆldăban nem jć vălasztăs az utolsć nĆgy komponens, mert a mătrix elsŞ hărom oszlopa lineărisan ŤsszefĄggŞ.) Legyenek ezĆrt a kćdolandć Ązenetek k bitesek, Ćs egy-egy ilyen Ązenetet egĆszątsĄnk ki r bittel čgy, hogy a kapott n-bites vektor eleme legyen a C halmaznak. TegyĄk fel, hogy egy ilyen n-bites Ązenet az ătvitel sorăn megsĆrĄl. Ez azt jelenti, hogy bizonyos bitek az ellenkezŞjĄkre văltoznak, amit čgy is megkaphatunk, ha ezekhez az eredeti bitekhez 1-et adunk modulo 2, vagyis tegyĄk fel, hogy c az eredeti n-bites vektor, e = e_1 . . . e_n a hibavektor, Ćs a vĆtel helyĆre v = c + e Ćrkezik. Ha a H mătrix j-edik oszlopăt h_j -vel jelŤljĄk, akkor

Hv = H(c + e) = Hc + He = He = ∑ e_j =1

h_j ,

hiszen e_i ĆrtĆke csak 0 Ćs 1 lehet. Ha pontosan egy hiba lĆpett fel, akkor egy Ćs csak egy indexre, mondjuk s-re lesz e_j nullătćl kĄlŤnbŤzŞ, Ćs ekkor Hv = h_s. De H konstrukcićja kŤvetkeztĆben h_s Ćppen s kettes szămrendszerbeli feląrăsa, vagyis Hv pontosan a hiba helyĆt adja.

Legyen pĆldăul az elŞbbi 3 × 7-es mătrixhoz c = 0100101, akkor ellenŞrizhetŞ, hogy Hc = 0, vagyis c kćdszć, Ćs tegyĄk fel, hogy e = 0000100, vagyis az 5. bit Ćs csak ez a bit az Ązenet ătvitele sorăn megsĆrĄl. Ekkor a vĆtel helyĆn a v = 0100001 bitsorozatot kapjuk, Ćs s = Hv = 101, ami mint binăris szăm Ćppen 5, a hiba helye. Megvăltoztatva a vett Ązenetben az 5. bitet, a 0100101 bitsorozatot kapjuk, egyezĆsben az elkĄldŤtt bitsorozattal. Amennyiben e = 0000101, akkor s = 010, Ćs Ăjavątăs" utăn a 0000000 bitsorozatot kapjuk, ami nem egyezik az eredeti sorozattal, vagyis rosszul javątottunk. A Hamming-kćd pontosan 1-hiba javątć kćd. Řrdemes megnĆzni, hogy mi a helyzet, ha a hibavektor e = 1110000.

9.3.13. Reed{Solomon-kćdok. Legyen K egy vĆges test, a test egy nem nulla α elemĆnek multiplikatąv rendje n Ćs 0 < k < n. Ekkor az α^i, 0 ≤ i < n elemek păronkĆnt kĄlŤnbŤznek, Ćs mindegyik gyŤke az x^n − 1 ∈ K[x] polinomnak, ezĆrt megadjăk ezen polinom Ťsszes gyŤkĆt. Ŋgy x^n − 1 =

∏_{n−1} i=0 (x − α^i).

Legyen m = n − k Ćs g =

∏_m

i=1 (x − α^i). Ez a polinom egy K fŤlŤtti, m-edfokč fŞpolinom, Ćs osztćja az x^n − 1 polinomnak. A C = { ag : a ∈ K[x], deg(a) < k) } halmaz a g (vagy az α) ăltal generălt Reed{Solomon-kćd, Ćs g a kćd generătorpolinomja. A C elemei n-nĆl alacsonyabb fokč polinomok. A φ : a → ag lekĆpezĆs K^k injektąv lineăris lekĆpezĆse C-re, amibŞl az is kŤvetkezik, hogy C a K^n egy k-dimenzićs altere.

Most tekintsĄk a C egy c elemĆt. Ekkor g osztćja c-nek, tehăt g minden gyŤke gyŤke c-nek, vagyis c(α^i) = 0, ha 1 ≤ i ≤ m. Fordątva, ha u ∈ K^n, Ćs minden 1 ≤ i ≤ m-re u(α^i) = 0, akkor valamennyi i-re x − α^i osztćja u-nak, de akkor ezek legkisebb kŤzŤs tŤbbszŤrŤse, azaz a szorzatuk, tehăt g is osztćja u-nak, vagyis ez esetben u a kćdhoz tartozik. Ez azt jelenti, hogy u ∈ K^n akkor Ćs csak akkor eleme a kćdnak, ha g valamennyi gyŤke egyben u-nak is gyŤke, vagyis ha minden 1 ≤ i ≤ m-re

∑_{n−1} j=0 (α^i)^j u_j = 0. Ŋgy a h_{i,j} = α^{ij} , 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j < n mătrix egy ellenŞrzŞ mătrix, a hozză tartozć H lineăris lekĆpezĆsre Hu = 0 akkor Ćs csak akkor, ha u ∈ C. Legyen 0 ≤ j_1 < . . . j_m < n, Ćs nĆzzĄk a mătrix j_l indexŰ oszlopait. Ezek a mătrix egy m-edrendŰ kvadratikus rĆszmătrixăt adjăk, amelynek l-edik oszlopăban az i-edik elem h_{i,jl} = (α^i)^{jl} = (α^{jl} )^i. Most nĆzzĄk ezen rĆszmătrix determinănsăt. A determinăns l-edik oszlopăban minden elembŞl kiemelhetŞ α^{jl} . Mivel a kiemelt elem nem nulla, ezĆrt az eredeti determinăns akkor Ćs csak akkor 0, ha a kiemelĆs utăn kapott determinăns ĆrtĆke 0. A kapott determinăns l-edik oszlopăban α^{jl} egymăs utăn kŤvetkezŞ hatvănyai ăllnak, a 0 kitevŞs hatvănnyal kezdve, vagyis ez egy čgynevezett Vandermonde-tąpusč determinăns. A mĆret szerinti indukcićval nem nehĆz lătni, hogy a determinăns ĆrtĆke ∏ 0≤s<t<m ( α^{js} − α^{jt} ) ≠ 0 (vonjuk ki minden sorbćl az felette ăllć α^{j1} -szeresĆt). Ez viszont azt jelenti, hogy a mătrix bărmely m oszlopa lineărisan fĄggetlen. EbbŞl egyrĆszt az kŤvetkezik, hogy rangja m = n − k, tehăt a kćd egy ellenŞrzŞ mătrixăt kaptuk, măsrĆszt, hogy egy legfeljebb m = n−k sčlyč e vektorra He ≠ 0, tehăt a kćd tăvolsăga d = n − k + 1, azaz a kćd maximălis tăvolsăgč. Ez mutatja, hogy megfelelŞ kćddal egynĆl tŤbb hiba is javąthatć.

9.3.14. A Reed{Solomon-kćd dekćdolăsa. A Reed{Solomon-kćd lineăris, tehăt a hiba javąthatć pĆldăul a szindrćma-dekćdolăssal, de mutatunk egy ennĆl lĆnyegesen praktikusabb hibajavątăst.

Legyen adott egy [n, k]_q Reed{Solomon-kćd, m = n−k, g =

∏_m

i=1 (x − α^i) a kćd generătorpolinomja, e a hibavektor, Ćs L = ∏ e_j ≠0(1−α

j z) az čgynevezett hibahelypolinom.

Ennek ismeretĆben a hibăk helye meghatărozhatć: megkeressĄk, hogy mely α^{−j} -k gyŤkei L-nek, Ćs a j-k megadjăk a hibăk helyĆt. Legyen E = ∑ e_j ≠0 α

j e_j L_j az čgynevezett hibaĆrtĆk-polinom, ahol L_j = L/(1 − α^j z), ha e_j ≠ 0. Ha mĆg ezt is ismerjĄk, akkor a hiba javąthatć, mert rŤgzątett j esetĆn L_i(α^{−j} ) akkor Ćs csak akkor nem nulla, ha i = j, ezĆrt

e_j =

E(α^{−j} ) α^j L_j (α^{−j} ) . A kŤvetkezŞ tĆtel lehetŞvĆ teszi a kĆt polinom meghatărozăsăt.

9.3.15. TĆtel. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel legyen s a szindrćmăhoz tartozć polinom. TegyĄk fel, hogy a hibahelyek szăma, azaz L fokszăma legfeljebb m/2. VĆgezzĄnk bŞvątett euklidĆszi algoritmust az a = z^r Ćs b = s polinomokkal. Az ottani jelŤlĆsekkel legyen l a legkisebb index, amelyre deg(r_k ) < m/2, Ćs legyen r_l = ax_l + by_l. Ekkor y_l(0) ≠ 0 Ćs L = y_l/y_l(0), E = r_l/y_l(0).

* Bizonyątăs. ElŞszŤr megmutatjuk, hogy x^m osztja az E − Ls polinomot. Valćban,

E − Ls = ∑ e_j ≠0

α^j e_j L_j − L m−1∑ i=0 s_iz^i = ∑ e_j ≠0

α^j e_j L_j − m−1∑ i=0 L (^{n−1}∑ j=0 ( α^{i+1}

)_j e_j ) z^i

= ∑ e_j ≠0

α^j e_j h_j − n−1∑ j=0 e_j L m−1∑ i=0 ( α^{i+1}

)_j

z^i = ∑ e_j ≠0 ( α^j e_j L_j − α^j e_j L m−1∑ i=0 ( α^j

)_i z^i )

= ∑ e_j ≠0 ( α^j e_j L_j − α^j e_j L

1 − (α^j z)^m 1 − α^j z )

= ∑ e_j ≠0 ( α^j e_j L_j − α^j e_j L_j ( 1 − α^j z

)1 − (α^j z)^m 1 − α^j z )

= z^m ∑ e_j ≠0

α^{j(m+1)}e_j L_j .

Ez azt jelenti, hogy alkalmas f polinommal E = fz^m + Ls. Ŋgy z^m Ćs s legnagyobb kŤzŤs osztćja osztćja E-nek, Ćs fokszăma legfeljebb annyi, mint E fokszăma, ami kisebb, mint m/2. Ŋgy van olyan maradĆk az euklidĆszi algoritmus alkalmazăsa sorăn, amelynek fokszăma kisebb, mint m/2. Az E = fz^m + Ls egyenlet y_l-szeresĆbŞl kivonva az

r_l = ax_l + by_l = z^mx_l + sy_l

egyenlet L-szeresĆt, azt kapjuk, hogy

(1) Ey_l − Lr_l = (fy_l − Lx_l)z^m.

Azt akarjuk megmutatni, hogy a zărćjelben ăllć polinom nulla.

A bŞvątett euklidĆszi algoritmus az r_0 = a, r_1 = b, x_0 = 1, x_1 = 0, y_0 = 0, y_1 = 1 kezdŞĆrtĆkkel indul. Megmutatjuk, hogy

(2) deg(y_j ) = deg(a) − deg(r_{j−1}) Ćs x_{j−1}y_j − x_j y_{j−1} = (−1)^{j−1},

ha j > 0. MindkĆt ăllątăs teljesĄl j = 1-re. Indukcićval

deg(y_{j+1}) = deg(y_{j−1} − q_j y_j ) = deg(q_j y_j ) = deg(q_j ) + deg(y_j ) = deg(r_{j−1}) − deg(r_j ) + deg(a) − deg(r_{j−1}) = deg(a) − deg(r_j ) Ćs x_j y_{j+1} − x_{j+1}y_j = x_j (y_{j−1} − q_j y_j ) − (x_{j−1} − q_j x_j )y_j = (−1)^j .

TĆrjĄnk vissza (1)-hez. Mivel l vălasztăsa Ćs (2) miatt

deg(y_l) = deg(a) − deg(r_{l−1}) ≤ m − m/2 = m/2,

deg(E) < m/2, deg(r_l) < m/2, deg(L) ≤ m/2, a bal oldal foka kisebb, mint m, ągy (1)-ben a zărćjelben csak nulla ăllhat. Innen Ey_l = Lr_l Ćs fy_l = Lx_k. Mivel de˛nącićjuk szerint E Ćs L relatąv prąmek, valamint (3) szerint x_l Ćs y_l is, innen az kŤvetkezik, hogy L osztćja y_l-nek Ćs y_l osztćja L-nek, tehăt asszociăltak, azaz L = cy_l valamely nem nulla konstanssal. Innnen E = cr_l ugyanazzal a konstanssal. Mivel L fŞpolinom, kapjuk az ăllątăst.

* 9.3.16. PĆlda. Legyen K = Z_{11}, n = 10, k = 6 tehăt m = n − k = 4. A Z_{11} test elemei helyett a legkisebb nem negatąv reprezentănsukat fogjuk ąrni hexadecimălisan. Z_{11}-ben 2^2 = 4 ≠ 1, Ćs 2^5 = (2^2)^22 = 4^22 = A ≠ 1, ezĆrt 2 rendje 10. Mivel m = n − k = 4, a kćd generătorpolinomja

∏_4

i=1 (z − 2^i) = z^4 + 3z^3 + 5z^2 + 8z + 1. A kćd elemeit čgy kapjuk, hogy a generătorpolinomot megszorozzuk a Z_{11} feletti legfeljebb ŤtŤdfokč polinomokkal. Legyen egy ilyen polinom 2z^4 + 5z + 4, ekkor a megfelelŞ kćdszć

u = 2z^8 + 6z^7 + Az^6 + Az^5 + Az^4 + 4z^3 + 5z^2 + 4z + 4,

vagyis u = 4454AAA620. A kćd tăvolsăga d = 5, tehăt a kćd kĆpes 2 hibăt helyesen javątani. Legyen pĆldăul e = 0030200000 a hibavektor, ekkor a vett szć v = 44841AA620.

Az ellenŞrzŞ mătrix most

1 2 4 8 5 A 9 7 3 6 1 4 5 9 3 1 4 5 9 3 1 8 9 6 4 A 3 2 5 7 1 5 3 4 9 1 5 3 4 9 ,

Ćs a szindrćma Hv = 0A25,

ągy az ătvitel sorăn hiba keletkezett. VĆgezzĄnk euklideszi algoritmust a z^m = z^4 valamint a szindrćmăhoz tartozć s = 5z^3+2z^2+10z polinomra addig, amąg a maradĆkpolinom foka elŞszŤr lesz kisebb, mint m/2, Ćs kŤzben szămątsuk ki sorban az y_j polinomokat, ahol y_j a kiterjesztett euklideszi algoritmusban meghatărozott egyĄtthatćja az s polinomnak, vagyis amivel r_j = z^mx_j +sy_j. Mint ismert, ha y_0 = 0 Ćs y_1 = 1, akkor y_{j+1} = y_{j−1} −q_j y_j , ahol q_j a j-edik osztăs hănyadosa.

A konkrĆt esetben

z^4 + 0z^3 + 0z^2 + 0z + 0 : 5z^3 + 2z^2 + Az + 0 = 9z + 3 3z^2 + 0z + 3

y_1 = 0 − (9z + 3) · 1 = 2z + 8

5z^3 + 2z^2 + Az + 0 : 3z^2 + 0z + 3 = 8z + 7 2z + 0 y_2 = 1 − (8z + 7)(2z + 8) = 4z^2 + 7z + 9,

vagyis r_2 = 2z Ćs y_2 = 4z^2 + 7z + 9. Szorozzuk meg y_2-t y_2(0) = 9 inverzĆvel, 5-tel: L = 9z^2 + 2z + 1. Mivel L = (1 − 4z)(1 − 5z), a hiba a vett szć 2 Ćs 4 indexŰ pozącićjăban van, ugyanis 4 = 2^2, Ćs 5 = 2^4. Meg kell mĆg hatărozni a hibăk ĆrtĆkĆt: E = 5r_2 = Az, L_2 = 1 − 5z, Ćs L_4 = 1 − 4z, ągy

e_2 =

E(4^{−1}) 2^2L_2(4^{−1}) = 8 4 · 8

= 3, Ćs e_4 =

E(5^{−1}) 2^4L_4(5^{−1}) = 2 5 · 9

= 2,

vagyis a kiszămolt hibavektor e = 0030200000.

A pĆlda răvilăgąt a matematika szĆpsĆgĆre. Egy olyan rĆgi algoritmusnak, mint az euklideszi algoritmus, egy igen fontos Ćs hasznos alkalmazăsăt lăthatjuk, amelyre akkor, amikor magăt az algoritmust megalkottăk, mĆg gondolni sem lehetett.

* 9.3.17. KćdrŤvidątĆs. NĆhăny kćd, pĆldăul a Reed{Solomon-kćd csak meghatărozott hosszakban konstruălhatć. Ilyenkor segąt a kćdrŤvidątĆs. TetszŞleges kćdra gyŰjtsĄk Ťssze mindazokat a kćdszavakat, amelyekben egy adott helyen egy adott betŰ ăll. Csak ezeket fogjuk hasznălni, Ćs a kćdolăs utăn az adott helyen ăllć adott betŰt kihagyjuk, a dekćdolăs elŞtt pedig čjra beąrjuk. Nyilvănvalć, hogy a kćdrŤvidątĆs nem csŤkkenti a tăvolsăgot (ha a rŤvidątett kćdnak egyăltalăn mĆg van tăvolsăga).

Lineăris kćdnăl azokat a kćdszavakat Ćrdemes felhasznălni a rŤvidątett kćdban, amelyekben az adott helyen nulla ăll, mert ekkor a rŤvidątett kćd is lineăris lesz. Ha egy [n, k, d]_q lineăris kćdot ągy rŤvidątĄnk, akkor azon kćdszavak C^′ altere, amelyekben az adott helyen nulla ăll, az eredeti kćdszavak C alterĆnek egy alterĆt, ągy a C Abelcsoportnak egy rĆszcsoportjăt alkotja, tovăbbă bărmely kĆt C-beli kćdszć kĄlŤnbsĆge, amelyekben az adott helyen ugyanaz a betŰ ăll, a C^′-ben van, ągy C^′ indexe C-ben legfeljebb q, ahonnan C^′-nek legalăbb q^{k−1} eleme van. Ŋgy k vagy nem văltozik, vagy eggyel csŤkken. Ha az eredeti kćd MDS-kćd volt, Ćs k > 1, akkor a rŤvidątett is az marad, mert a d = n − k + 1 egyenlŞsĆgben a bal oldalon d csak nŞhet, a jobb oldalon n eggyel csŤkken, k viszont legfeljebb eggyel csŤkkenhet, ągy a Singleton-korlăt miatt egyik oldal sem văltozhat.

* 9.3.18. Kćdok direkt szorzata. Ůgy, mint a kĆtdimenzićs parităsellenŞrzĆsnĆl, kĆt kćd felhasznălăsăval kĆsząthetĄnk egy harmadik kćdot: elŞbb keresztirănyban kćdolunk az elsŞ kćddal, majd hosszirănyban a măsodikkal, vagy fordątva. Az ągy kapott kćd a kćdok direkt szorzata. Ha az egyes kćdok tăvolsăga d_1 illetve d_2, akkor a direkt szorzatuk tăvolsăga legalăbb d_1d_2; valćban, kĆt kĄlŤnbŤzŞ kćdszć ha valamely sorban kĄlŤnbŤzik, akkor ott legalăbb d_1 helyen kĄlŤnbŤzik, Ćs legalăbb d_2 ilyen sornak kell lennie, mert egyĆbkĆnt nem lehetne olyan oszlop, amelyben a kĆt kćdszć legalăbb d_2 helyen kĄlŤnbŤzik.

PĆldăul a DVD-n az adatokat (egyebek kŤzt) egy [208, 192]_{256} Ćs egy [182, 172]_{256} rŤvidątett Reed{Solomon-kćd direkt szorzata vĆdi.

* 9.3.19. Kaszkăd kćdok. Egy tovăbbi kćdŤtvŤzŞ eljărăs a kaszkăd kćd. TegyĄk fel, hogy egy kćd betŰi megfeleltethetŞk egy măsik kćd adott hosszčsăgč szavainak. Kćdoljunk elŞszŤr az elsŞ kćddal, majd a kapott kćdszć betŰit kćdoljuk a măsodik kćddal. Ha az elsŞ kćd tăvolsăga d_1, a măsodikĆ d_2, akkor a kaszkăd kćd tăvolsăga legalăbb d_1d_2, hiszen kĆt kĄlŤnbŤzŞ kćdszć az elsŞ kćdolăs utăn legalăbb d_1 betŰben, Ćs ezek mindegyikĆnek a kćdja a măsodik kćdolăs utăn legalăbb d_2 helyen kĄlŤnbŤzik.

A legegyszerŰbb pĆlda kaszkăd kćdra, amikor egy [n, k]_{256} Reed{Solomon-kćd utăn băjtonkĆnt parităsbitet kĆpezĄnk.

* 9.3.20. AdatătszŤvĆs. Az ătvitel sorăn a hibăk gyakran hibacsomćkban, idegen szćval burst-Ťkben jelentkeznek. Băr pĆldăul a Reed{Solomon-kćdok alkalmasak rŤvidebb hibacsomćk javątăsăra is, a hosszabb hibacsomćk tčlterhelik a kćdot. Ez ellen čgy vĆdekezhetĄnk, hogy a kćdolăs utăn az egyes blokkok adatait szĆtszćrjuk: ez az adatătszŤvĆs. A legegyszerŰbb esetben valahăny adott hosszčsăgč blokkot sorfolytonosan helyezĄnk el egy mătrixban, majd az adatokat oszlopfolytonosan olvassuk ki onnan, dekćdolăs elŞtt pedig fordątva vĆgrehajtva ezt, visszaăllątjuk az eredeti sorrendet.