A szedĆs az AMS-TEX Jărai Antal Ćs Jărai Zoltăn ăltal ąrt magyar văltozatăval kĆszĄlt.

BEVEZETŘS A MATEMATIKŔBA FELADATOK

Jărai Antal

BEVEZETŘS A MATEMATIKŔBA FELADATOK

© SzerzŞ, 2007

TARTALOMJEGYZŘK

Bevezet«es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1. Halmazok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.1. Logikai alapok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.2. HalmazelmĆleti alapfogalmak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.3. Relăcićk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.4. FĄggvĆnyek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2. TermĆszetes szămok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2.1. Peano-axićmăk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2.2. MŰveletek szămokkal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 2.3. A termĆszetes szămok rendezĆse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3. A szămfogalom bŞvątĆse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 3.1. EgĆsz szămok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 3.2. Racionălis szămok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 3.3. Valćs szămok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 3.4. Komplex szămok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4. VĆges halmazok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 4.1. VĆges halmazok alaptulajdonsăgai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 4.2. Kombinatorika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 4.3. Polinomiălis tĆtel, szita formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5. VĆgtelen halmazok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 5.1. Kivălasztăsi axićma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 5.2. Megszămlălhatć halmazok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 5.3. Nem megszămlălhatć halmazok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

6. SzămelmĆlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 6.1. Oszthatćsăg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 6.2. Kongruenciăk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 6.3. SzămelmĆleti fĄggvĆnyek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 6.4. LănctŤrtek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

6 TartalomjegyzĆk

7. GrăfelmĆlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 7.1. Irănyątatlan grăfok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 7.2. Irănyątott grăfok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 8. Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 8.1. Csoportok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 8.2. GyŰrŰk Ćs testek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 8.3. Polinomok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 9. Kćdolăs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 9.1. Kommunikăcić Ćs kćdolăs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 9.2. Forrăskćdolăs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 9.3. Hibakorlătozć kćdolăs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 10. Algoritmusok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 10.1. Szămątăsi modellek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 10.2. Kiszămąthatćsăg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 10.3. IdŞ Ćs tăr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

Irodalom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

BEVEZETŘS

Ez az feladatgyĄjtemĆny azzal a cĆllal kĆszĄlt, hogy segątsĆget nyčjtson a programtervezŞ matematikus Ćs programtervezŞ informatikus hallgatćk szămăra tartott ĂBevezetĆs a matematikăba" gyakorlatokhoz. Băr szămos, a Komputer Algebra TanszĆk munkatărsai ăltal Ťsszeăllątott feladatgyŰjtemĆny ăll rendelkezĆsre (Bruder [5], [6]; Gonda [25], [26]; LăngnĆ [45], [46], [47], [48], [49]), nĆhăny terĄlet egyăltalăn nincs, vagy csak hiănyosan van lefedve, elsŞsorban az anyag văltozăsa miatt. Olyan feladatokat igyekeztem ŤsszegyŰjteni, amelyek segątenek megĆrteni az elŞadăson tanult ăltalănos fogalmakat, illetve răvilăgątanak az informatikai alkalmazăsokra. A feltĆtlenĄl megoldandćnak tartott feladatokat → jelzi. A tŤrzsanyagon kąvĄli rĆszeket^∗-gal jelŤltem. A^∘-rel megjelŤlt rĆszek olyan fogalmakat is felhasznălnak, amelyeket mĆg nem de˛niăltunk; ezek a kŤzĆpiskolai ismeretek alapjăn ăltalăban megoldhatćk. Az itt de˛niălt fogalmakat dŞlt betŰvel szedtem.

Ha az elsŞ gyakorlat elŞbb van, mint az elsŞ elŞadăs, a teljes indukcićval kapcsolatos, illetve a sąkbeli ponthalmazok felvăzolăsăval foglalkozć feladatokkal Ćrdemes kezdeni.

A feladatok nagy rĆszĆt | mint a legtŤbb feladatgyŰjtemĆnyben teszik | măshonnan vettem ăt. ValćsząnŰleg azok a feladatok, amelyeket nem ătvettem, is szerepelnek măr valahol. Mivel a feladatok eredetĆnek kinyomozăsa lehetetlen, feladatonkĆnt nem adok meg hivatkozăst, de az irodalomjegyzĆkben hivatkozom azokra a mŰvekre, amelyekbŞl sok feladat szărmazik.

Budapest, 2007. oktćber 23. A SzerzŞ

1. HALMAZOK

1.1. Logikai alapok

→ 1.1.1. Feladat [5]. Pozitąv egĆszeket tekintve, jelŤlje P (x), E(x), O(x) illetve D(x, y) rendre azt, hogy x prąm, păros, păratlan, illetve, hogy x osztćja y-nak. Fordątsuk le magyar nyelvre az alăbbi formulăkat. Tagadjuk a formulăkat, formălisan, illetve kŤznyelvileg. (1) P (7);

(2) (E(2) ∧ P (2));

(3) (∀x(D(2, x) ⇒ E(x))); (4) (∃x(E(x) ∧ D(x, 6))); (5) (∀x(¬E(x) ⇒ ¬D(2, x)));

(6) (∀x(E(x) ⇒ (∀y(D(x, y) ⇒ E(y))))); (7) (∀x(P (x) ⇒ (∃y(E(y) ∧ D(x, y))))); (8) (∀x(O(x) ⇒ (∀y(P (y) ⇒ ¬D(x, y)))));

(9) ((∃x(E(x) ∧ P (x))) ∧ (¬(∃x(E(x) ∧ P (x) ∧ (∃y( ̸x = y ∧ E(y) ∧ P (y))))))). → 1.1.2. Feladat [7]. Az embereket tekintve, jelŤlje J(x), B(x), U(x), I(x), E(x), P (x), K(x), N(x), H(x, y) illetve T (x, y) rendre azt, hogy x jogăsz, bąrć, ĄgyeskedŞ, idŞs, ĆleterŞs, politikus, kĆpviselŞ, nŞ, illetve hogy x hăzastărsa y-nak valamint hogy x tiszteli y-t. Formalizăljuk az alăbbi ăllątăsokat: (1) minden bąrć jogăsz;

(2) vannak ĄgyeskedŞ jogăszok; (3) nincs ĄgyeskedŞ bąrć;

(4) bizonyos bąrćk idŞsek, de ĆleterŞsek; (5) d bąrć sem nem idŞs, sem nem ĆleterŞs; (6) a bąrćk kivĆtelĆvel minden jogăsz ĄgyeskedŞ; (7) nĆhăny jogăsz, aki politikus, kĆpviselŞ is; (8) egyetlen kĆpviselŞ felesĆge sem idŞs; (9) minden idŞs kĆpviselŞ jogăsz;

1.1. Logikai alapok 9

(10) van olyan nŞ, aki jogăsz Ćs kĆpviselŞ; (11) minden olyan nŞ, aki jogăsz, tisztel nĆhăny bąrćt; (12) bizonyos jogăszok csak bąrćkat tisztelnek; (13) van olyan bąrć, aki tisztel nĆhăny nŞt;

(14) bizonyos ĄgyeskedŞk egyetlen jogăszt sem tisztelnek; (15) d bąrć egyetlen ĄgyeskedŞt sem tisztel;

(16) vannak jogăszok Ćs ĄgyeskedŞk is, akik tisztelik d bąrćt; (17) csak bąrćk tisztelnek bąrćkat; (18) minden bąrć csak bąrćkat tisztel; (19) minden nŞs kĆpviselŞ ĆleterŞs;

(20) azok a jogăszok, akiknek ĆleterŞs felesĆgĄk van, mind kĆpviselŞk. → 1.1.3. Feladat [4]. JelŤlje N(), E(), H(), illetve B() azt, hogy ma sĄt a nap, hogy ma esik az esŞ, hogy ma havazik, illetve, hogy tegnap borult volt az Ćg. Fordątsuk le magyar nyelvre (az Ąres zărćjeleket nem ąrtuk ki): (1) (N ⇒ ¬(E ∧ H)); (2) (B ⇐⇒ N); (3) (B ∧ (N ∨ E)); (4) ((B ⇒ E) ∨ N);

(5) (N ⇐⇒ ((E ∧ ¬H) ∨ B); (6) ((N ⇐⇒ E) ∧ (¬H ∨ B)).

→ 1.1.4. Feladat [7]. De˛niăljuk formulăval az alăbbi kapcsolatokat: x az y-nak ˛a, lănya, szĄlŞje, apja, anyja, unokăja, nagyszĄlŞje, nagyapja, nagyanyja, apai nagyapja, anyai nagyapja, apai nagyanyja, anyai nagyanyja, testvĆre, ˛vĆre, nŞvĆre, fĆltestvĆre, unokatestvĆre, nagybătyja, nagynĆnje, unokaŤccse, unokahčga.

1.1.5. Feladat [6]. Bevezetve a H(x, y) predikătumot arra, hogy x Ćs y hăzastărsak, de˛niăljuk formulăval az alăbbi kapcsolatokat: x az y-nak fĆrje, felesĆge, sćgora, sćgornŞje, apćsa, anyćsa, veje, menye.

1.1.6. Feladat [5]. Az elŞzŞ kĆt feladatban hasznălt predikătumok mellett milyen prediătumra van mĆg szĄksĆgĄnk, ha bătyja, hčga, nĆnje, stb. fogalmakat is formalizălni akarunk?

→ 1.1.7. Feladat [6]. Formalizăljuk az alăbbi ăllątăsokat: (1) Mărta nem szŞke;

(2) nem igaz, hogy Mătyăs nem elĆg virtućz;

(3) esik az esŞ, de meleg van, băr a nap is elbčjt, Ćs az idŞ is kĆsŞre jăr; (4) Řva vagy Pisti ott volt;

(5) ha a hegy nem megy Mohamedhez, Mohamed megy a hegyhez;

(6) elmegyĄnk kirăndulni, ha nem esik az esŞ, Ćs a szĆl sem fčj; (7) kizărt, hogy se matekbćl, se ˛zikăbćl ne menjek ăt elsŞre;

(8) ha a szemtanč megbązhatć, Ćs az ujjlenyomatok a tettestŞl szărmaznak, akkor tĆved az ąrăsszakĆrtŞ;

(9) szivărvăny csak akkor van, ha esik az esŞ, a Nap is sĄt, de nincs dĆl; (10) minden ajtćn van kilincs;

(11) nem mind molnăr, ki szekercĆt fog hćna ală; (12) ki nem szćlt csak bĆgetett, az kapott dącsĆretet; (13) mindig făzom, ha fčj a szĆl.

1.1.8. Feladat [5]. Formalizăljuk az alăbbi tĆrgeometriai axićmăkat: (1) ha egy egyenes kĆt pontja benne van egy sąkban, akkor minden pontja benne van; (2) van nĆgy nem egy sąkban fekvŞ pont; (3) părhuzamossăgi axićma.

→ 1.1.9. Feladat [0]. TegyĄk fel, hogy a kŤvetkezŞ hărom ăllątăs igaz: Ha Řva angolul tud, akkor tud nĆmetĄl vagy franciăul is. Řva nem tud nĆmetĄl. Řva valamelyiken beszĆl a hărom nyelvbŞl. KŤvetkezik-e ezekbŞl, hogy Řva tud franciăul? → 1.1.10. Feladat [6]. Egy tăncmulatsăgon ˛čk Ćs lănyok tăncolnak. JelŤlje T (L, F ), hogy az L lăny tăncolt az F ˛čval. Formalizăljunk pontosan az alăbbi Ăgyorsąrăssal" feląrt formulăkat. DŤntsĄk el, hogy melyik kŤvetkezik a măsikbćl. (Egy formulăbćl kŤvetkezik egy măsik formula, ha valahănyszor az egyik igaz, a măsik is.) (1) ∃L∀F T (L, F ), ∀F ∃L T (L, F ), ∃F ∀L T (L, F ),

∀L∃F T (L, F ), ∀L∀F T (L, F ), ∃L∃F T (L, F ); (2) ¬∃L∃F T (L, F ), ∀F ∃L ¬T (L, F ), ∀L∃F ¬T (L, F ), ∀L∀F ¬T (L, F ).

1.2. HalmazelmĆleti alapfogalmak 11

1.2. HalmazelmĆleti alapfogalmak

→ 1.2.1. Feladat [5]. Legyenek x = {alma, kŤrte} Ćs y = {kutya, macska} halmazok. Az alăbbi halmazok kŤzĄl melyekre igaz, hogy x eleme, x rĆszhalmaza, illetve x se nem eleme, se nem rĆszhalmaza: � {x}, y � , x, ∅ ∩ x, {x} \ � {x} � , {x} ∪ x, {x} ∪ {∅}.

1.2.2. Feladat. EgĆszątsĄk ki az elŞzŞ pont bizonyątăsăt.1.2.13.

1.2.3. Feladat. EgĆszątsĄk ki az elŞzŞ pont bizonyątăsăt.1.2.15.

1.2.4. Feladat. EgĆszątsĄk ki az elŞzŞ pont bizonyątăsăt.1.2.16.

→ 1.2.5. Feladat [0]. Legyen A = � {a, b, c}, {a, d, e}, {a, f} � . Mi lesz ∪A Ćs ∩A?

→^∘ 1.2.6. Feladat [5]. Hatărozzuk meg a � {x ∈ R : |x| < y} : y ∈ R, y > 0 � halmazrendszer unićjăt Ćs metszetĆt.

∘ 1.2.7. Feladat [5]. Hatărozzuk meg a � {x ∈ R : |x − y| < r} : y, r ∈ R, |y| ≤ 1, 1 < r < 5 � halmazrendszer unićjăt Ćs metszetĆt.

∘ 1.2.8. Feladat [5]. Hatărozzuk meg azon nyąlt kŤrlapok rendszerĆnek unićjăt, illetve metszetĆt, amelyek sugarăra 2 < r < 3, kŤzĆppontjuk koordinătăira pedig 0 ≤ x, y ≤ 1.

→ 1.2.9. Feladat [1]. Adjunk meg olyan halmazrendszert, amely diszjunkt, de nem păronkĆnt diszjunkt. Van-e olyan halmazrendszer, amely păronkĆnt diszjunkt, de nem diszjunkt?

→ 1.2.10. Feladat [5]. Ha X egy halmaz, legyen X^+ = X ∪{X}. Ŋrjuk fel a ∅^+, ∅^{++}, ∅^{+++} halmazokat. Igaz-e, hogy ∅^+ ∈ ∅^{++}, hogy ∅^+ ⊂ ∅^{++}, hogy ∅^+ ∩ ∅^{++} = ∅, hogy ∅^+ ∪ ∅^{++} = ∅^{++}, illetve hogy (∅ ∩ ∅^{++}) ∈ ∅^+?

1.2.11. Feladat. EgĆszątsĄk ki az elŞzŞ pont bizonyątăsăt.1.2.18.

→ 1.2.12. Feladat [0]. Bizonyątsuk be, hogy (A ∪ B) \ (A ∩ B) = A △ B.

→ 1.2.13. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy tetszŞleges A, B, C halmazokra A △ ∅ = A, A △ A = ∅, (A △ B) △ C = A △ (B △ C), Ćs A ∩ (B △ C) = (A ∩ B) △ (A ∩ C).

→ 1.2.14. Feladat [3]. Legyen A, B, C, D ⊂ X, Ćs jelŤlje^′ az X alaphalmazra vonatkozć komplementert. EgyszerŰsątsĄk, amennyire lehet: (1) � A ∪ � B ∩ (C ∪ D^′) �′ ; (2) � (A^′ ∪ B) ∩ (A ∪ B^′)

�_′ ; (3) (A ∩ B ∩ C) ∪ (A^′ ∩ B ∩ C) ∪ (A ∩ B^′ ∩ C) ∪ (A ∩ B ∩ C^′) ∪ (A ∩ B^′ ∩ C^′) ∪ (A^′ ∩ B ∩ C^′) ∪ (A^′ ∩ B^′ ∩ C).

1.2.15. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy tetszŞleges A, B halmazokra A = ∅ pontosan akkor, ha B = A △ B.

1.2.16. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy tetszŞleges A, B, C halmazokra A△B ⊂ (A △ C) ∪ (C △ B), Ćs a tartalmazăs lehet valćdi.

∘ 1.2.17. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy ha A_1, . . . , A_n halmazok, akkor x pontosan akkor eleme az A △ A_2 △ . . . △ A_n halmaznak, ha x az A_1, . . . , A_n halmazok kŤzĄl păratlan soknak eleme.

→ 1.2.18. Feladat [4]. Ŕllapątsuk meg, hogy az alăbbi ăllątăsok kŤzĄl melyek igazak tetszŞleges A, B, C halmazokra Ćs melyek nem: (1) (A ∪ B) \ A = B;

(2) (A ∪ B) \ C = A ∪ (B \ C);

(3) (A \ B) ∩ C = (A ∩ C) \ B = (A ∩ C) \ (B ∩ C); (4) A \ B = A \ (A ∩ B).

→ 1.2.19. Feladat. Ŋrjuk fel a hatvănyhalmazt egy-egy 0, 1, 2, illetve 3 elemŰ halmazra.

→ 1.2.20. Feladat [5]. Ŋrjuk fel a ℘ � ℘ � ℘(∅) � halmazt.

1.2.21. Feladat [6]. Bizonyątsuk be, hogy tetszŞleges A, B halmazokra (1) ha A ⊂ B, akkor ℘(A) ⊂ ℘(B); (2) A = B pontosan akkor, ha ℘(A) = ℘(B); (3) ℘(A) ∩ ℘(B) = ℘(A ∩ B); (4) ℘(A) ∪ ℘(B) ⊂ ℘(A ∪ B). Mikor teljesĄl egyenlŞsĆg (4)-ben?

1.2.22. Tovăbbi feladatok. RĆszletes megoldăssal: [6], 1{23; [3]: I.1{I.13; [31]: 1.6, 1.8, 1.11, 1.14{1.34; [48]: 1.0-1.{ 2.0-30; [51]: I.1.1{I.1.18, I.1.20, I.1.24-I.1.28, I.1.30{ I.1.33; [73]: II.8.2{II.8.5; [74]: 1.1.{1.12, 1.14{1.16, 1.27, 1.28, 1.30.

1.3. Relăcićk

→ 1.3.1. Feladat [1]. Mutassuk meg, hogy X × Y = ∅ pontosan akkor, ha X = ∅ vagy Y = ∅.

→ 1.3.2. Feladat [2]. Milyen X, Y halmazokra igaz, hogy X × Y = Y × X?

1.3.3. Feladat [3]. A ℘ � ℘ � {1, 2} � halmaz elemeibŞl melyek a rendezett părok?

1.3.4. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha X Ćs Y halmazok, x ∈ X, y ∈ Y , akkor (x, y) ∈ ℘ � ℘(X ∪ Y ) � . 1.3.5. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha X^′ × Y^′ ≠ ∅, akkor X^′ × Y^′ ⊂ X × Y pontosan akkor teljesĄl, ha X^′ ⊂ X Ćs Y^′ ⊂ Y .

1.3.6. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy (X × Y ) ∪ (X^′ × Y ) = (X ∪ X^′) × Y Ćs (X × Y ) ∪ (X × Y^′) = X × (Y ∪ Y^′).

→ 1.3.7. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy egy R relăcićra R = ∅, dmn(R) = ∅ Ćs rng(R) = ∅ ekvivalensek.

→ 1.3.8. Feladat [0]. Ha R binĆr relăcić, mi lesz R(∅), R^{−1}(∅), R � dmn(R) � Ćs R^{−1} � rng(R) � ? ∘ 1.3.9. Feladat [3]. Hatărozzuk meg az R ∩ S relăcićt, ha R az m osztćja n-nek relăcić N^+-on, S pedig az n = m + 6 relăcić Z-n.

→^∘ 1.3.10. Feladat [9]. Hatărozzuk meg az alăbbi relăcićk ĆrtelmezĆsi tartomănyăt, ĆrtĆkkĆszletĆt, dŤntsĄk el, hogy fĄggvĆny-e, Ćs hogy az inverze fĄggvĆny-e. (1) � (x, y) ∈ R^2 : a < x < b, x < y < 2x � , ahol a, b ∈ R adott szămok; (1) � (x, y) ∈ R^2 : y(1 − x^2) = x − 1 � ; (2) � (x, y) ∈ R^2 : y = (x − 1)/(1 − x^2) � ; (3) � (x, y) ∈ R^2 : |x| + |y| ≤ 1 � ; (4) � (x, y) ∈ R^2 : x^2 = 1 + y^2, y > 0 � ; (5) � (x, y) ∈ R^2 : x^2 + y^2 − 2y < 0 � ; (6) � (x, y) ∈ R^2 : |x| = |y| � ; (7) � (x, y) ∈ R^2 : y � ⌊x⌋ − 2 � = 1 � ; (8) � (x, y) ∈ R^2 : y = x − ⌊x⌋ � ; (9) � (x, y) ∈ R^2 : y = ⌊x⌋^2 � ; (10) � (x, y) ∈ R^2 : y = x^2 � ; (11) � (x, y) ∈ R^2 : y = x^4, 0 < x < 2 � ; (12) � (x, y) ∈ R^2 : y = x^2, ha x ∈ N � ; (13) � (x, y) ∈ R^2 : y = x, ha x ∈ Q, egyĆbkĆnt y = 1 − x � . ∘ 1.3.11. Feladat [10]. Ŕbrăzoljuk azon (x, y) valćs szămpărok sąkbeli halmazăt, amelyek eleget tesznek a megadott ŤsszefĄggĆsnek:

(1) y = x^n, n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, −1, −2, −3, −4; (2) y^m = x, m = 2, 3, 4, 5;

(3) y^m = x^n, (m, n) = (2, 1), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 4), (4, 2), (4, 3);

(4) xy = 1 + x^2 (hiperbola);

(5) xy = 1 + x^3 (Newton-fĆle hăromăgč szigony); (6) yx^2 = 1 + x^3;

(7) y(1 + x^2) = 1 (Agnesi-gŤrbe);

(8) y(1 + x^2) = 2x (Newton-fĆle szerpentin);

(9) y(1 − x^2) = 1; (10) y(1 − x^2) = x;

(11) y^2 = −x − 2 (parabola); (12) y^2 = x^3 (Neil-fĆle parabola); (13) 4y^2 + x^2 = 100 (ellipszis); (14) y^2 = x^2 − 1 (hiperbola); (15) y^2(1 + x) = 1 − x; (16) y^2 = x^2(100 − x^2); (17) y^2(10 − x) = x^3 (cisszois);

(18) |x|^n + |y|^n = 1, n = 1, 2, 3, 4, 5, 1/2, 1/3, 1/4; (19) max � |x|, |y| � = 1;

(20) xy = ⌊x⌋.

∘ 1.3.12. Feladat [9]. Ŕbrăzoljuk a megadott valćs szămpărok sąkbeli halmazăt: (1) � (1 − t, 1 − t^2) : t ∈ R � ; (2) � (t + 1/t, t + 1/t^2) : t ∈ R � ; (3) � (10 cos t, sin t) : t ∈ R � (ellipszis); (4) � (5 cos^2 t, 3 sin^2 t) : t ∈ R � ; (5) � 2(t − sint), 2(1 − cos t) � : t ∈ R � (ciklois);

∘ 1.3.13. Feladat [9]. ParamĆterezĆst bevezetve, ăbrăzoljuk azon (x, y) valćs szămpărok sąkbeli halmazăt, amelyek eleget tesznek a megadott ŤsszefĄggĆsnek: (1) x^3 + y^3 = 3xy (Descartes-fĆle levĆl); (2) x^2 + y^2 = x^4 + y^4; (3) x^2y^2 = x^3 − y^3;

(4) x^{2/3} + y^{2/3} = 1 (astroid); (5) x^y = y^x, x, y > 0.

∘ 1.3.14. Feladat [8]. Polăr koordinătăra ăttĆrve, ăbrăzoljuk azon (x, y) valćs szămpărok sąkbeli halmazăt, amelyek eleget tesznek a megadott ŤsszefĄggĆsnek: (1) (x^2 + y^2)^2 = x^2 − y^2 (Bernoulli lemniszkătăja); (2) x^4 + y^4 = 2xy;

(3) (x^2 + y^2 − 6x)^2 = x^2 + y^2; (4) (x^2 + y^2 − 4x)^2 = 16(x^2 + y^2); (5) x^4 + y^4 = 8xy^2; (6) x^4 + y^4 = x^2 + y^2; (7) (x^2 + y^2)^2 = 27x^2y^2; (8) (x^2 + y^2)^2 = xy.

∘ 1.3.15. Feladat [8]. Ŕbrăzoljuk az alăbbi, (r, φ) polărkoordinătăkban megadott sąkbeli halmazokat:

(1) r = φ (arkhimĆdĆszi spirălis); (2) r = π/φ (hiperbolikus spirălis); (3) r = φ/(1 + φ);

(4) r = 2^{φ/(2π)} (logaritmikus spirălis); (5) r = 2(1 + cos φ) (kardioid); (6) r = sin 3φ (hăromlevelŰ rozetta); (7) r^2 = cos 2φ (Bernoulli lemniszkătăja).

→^∘ 1.3.16. Feladat [5]. Az R = � (x, y) ∈ R×R : y^2 = 2−x−x^2 � relăcićra hatărozzuk meg a {0} halmaz kĆpĆt Ćs teljes inverz kĆpĆt. Mely A ⊂ R halmazokra lesz R(A) illetve R^{−1}(A) egyelemŰ?

→^∘ 1.3.17. Feladat [3]. Ŋrjuk fel intervallumokkal az x → |x| lekĆpezĆsnĆl az alăbbi halmazok teljes inverz kĆpĆt: [−1, 2], ]1, 4[, [−1, 2[.

→ 1.3.18. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy bărmely R relăcićra Ćs A halmazra A ⊂ R^{−1} � R(A) � pontosan akkor, ha A ⊂ dmn(R).

→^∘ 1.3.19. Feladat [7]. Hatărozzuk meg az S ∘ R Ćs R ∘ S szorzatot, ha (1) R = � (x, y) ∈ R × R : y^2 = x � Ćs S = � (x, y) ∈ R × R : y = 2x � ; (2) R = � (x, y) ∈ R^+ × R : y^3 = x � Ćs S = � (x, y) ∈ R × R : y = tan x � ; (3) R = � (x, y) ∈ [−π, π] × R : y = sin x � Ćs S = � (x, y) ∈ R × R : y + 1/y = x � ; (4) R = S = � (x, y) ∈ R × R : x < y � ; (5) R = S = � (x, y) ∈ Z × Z : x < y � ; (6) R = S = � (x, y) ∈ N^+ × N^+ : x osztćja y, de x ≠ y � ; (7) A tetszŞleges halmaz, R = � (x, y) ∈ ℘(A) × ℘(A) : x ∩ y = ∅ � Ćs S = � (x, y) ∈ ℘(A) × ℘(A) : x ⊂ y � ; (8) K Ćs L kĆt kŤrlap az S sąkban Ćs R = � (x, y) ∈ S × S : x = y vagy x, y ∈ K � Ćs S = � (x, y) ∈ S × S : x = y vagy x, y ∈ L � . → 1.3.20. Feladat [5]. Legyen X kĆtelemŰ halmaz. Hatărozzuk meg az Ťsszes X-beli binĆr relăcićt. KeressĄnk pĆldăt a tanult relăcićtulajdonsăgok (tranzitąv, stb.) mindegyikĆnek teljesĄlĆsĆre Ćs nem teljesĄlĆsĆre is.

∘ 1.3.21. Feladat [4]. Milyen tulajdonsăgokkal rendelkezik a sąk egyenesei kŤzŤtti părhuzamossăg illetve merŞlegessĆg?

→ 1.3.22. Feladat [6]. Az emberek halmazăn tekintve, milyen tulajdonsăgokkal rendelkeznek az apja, szĄlŞje, anyja, testvĆre, fĆltestvĆre, egyenesăgi leszărmazottja, egyenesăgi rokona, gyermeke, nagyszĄlŞje, unokăja, nagyapja, nagyanyja, anyai nagyszĄlŞje relăcićk?

1.3.23. Feladat [6]. Az emberek halmazăn fejezzĄk ki az elŞzŞ feladatban szereplŞ Ťsszes relăcićt az apja Ćs a szĄlŞje relăcićk segątsĆgĆvel.

1.3.24. Feladat [6]. Bizonyątsuk be, hogy egy X-beli R binĆr relăcićra (1) R pontosan akkor tranzitąv, ha R ∘ R ⊂ R; (2) R pontosan akkor intranzitąv, ha (R ∘ R) ∩ R = ∅; (3) R pontosan akkor szimmetrikus, ha R^{−1} = R; (4) R pontosan akkor antiszimmetrikus, ha R ∩ R^{−1} ⊂ I_X ; (5) R pontosan akkor szigorčan antiszimmetrikus, ha R ∩ R^{−1} = ∅; (6) R pontosan akkor re‚exąv, ha I_X ⊂ R; (7) R pontosan akkor irre‚exąv, ha I_X ∩ R = ∅;

(8) R pontosan akkor trichotom, ha R, R^{−1} Ćs I_X păronkĆnt diszjunktak Ćs egyesątĆsĄk X × X;

(9) R pontosan akkor dichotom, ha R ∪ R^{−1} = X.

→ 1.3.25. Feladat [0]. Mi a hiba a kŤvetkezŞ okoskodăsban? Szimmetrikus Ćs tranzitąv R relăcić re‚exąv is, mert ha xRy akkor yRx is, Ćs a tranzitivităs miatt ebbŞl xRx.

→ 1.3.26. Feladat []. Adjunk pĆldăt olyan binĆr relăcićra, amely (1) re‚exąv Ćs szimmetrikus, de nem tranzitąv; (2) re‚exąv Ćs tranzitąv, de nem szimmetrikus; (3) tranzitąv Ćs szimmetrikus, de nem re‚exąv.

→ 1.3.27. Feladat [6]. Hăny kĄlŤnbŤzŞ osztălyozăsa van egy 0, 1, 2, 3, illetve 4 elemŰ halmaznak?

→ 1.3.28. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha P egy osztălyozăs, akkor a megfelelŞ ekvivalencia-relăcić ∪{C × C : C ∈ P}.

→ 1.3.29. Feladat [1]. Lehet-e ∅ ekvivalencia relăcić, parciălis rendezĆs, rendezĆs, szigorč parciălis rendezĆs, illetve szigorč rendezĆs?

→ 1.3.30. Feladat [2]. Bizonyątsuk be, hogy egy rĆszben rendezett halmaz bărmely nem Ąres rĆszhalmazănak bărmely alsć korlătja kisebb vagy egyenlŞ bărmely felsŞ korlătjănăl.

→ 1.3.31. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy egy rĆszben rendezĆs inverze is rĆszben rendezĆs. Mi a kapcsolat a kĆt Hasse-diagramm kŤzŤtt?

→^∘ 1.3.32. Feladat [5]. TekintsĄk az {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} halmazon az osztćja rĆszbenrendezĆst. A megfelelŞ szigorč relăcićt ąrjuk fel părok halmazakĆnt. KeressĄnk intervalllumokat, rĆszhalmazokra alsć Ćs felsŞ korlătokat, in˛mumot Ćs szuprĆmumot.

∘ 1.3.33. Feladat [5]. Mely n ∈ N^+ szămokra alkotnak az n-nek az N^+-beli osztći rendezett halmazt?

→^∘ 1.3.34. Feladat [5]. Legyen H ⊂ R. A H halmaz milyen tulajdonsăgăt fejezik ki az alăbbi formulăk? A kvantorok, x Ćs y valamint R Ćs H cserĆlgetĆsĆvel keresĄnk tovăbbi formulăkat Ćs fejtsĄk meg jelentĆsĄket. (1) ∀x ∈ R ∃y ∈ H (x < y); (2) ∃x ∈ R ∀y ∈ H (x < y); (3) ∀x ∈ H ∃y ∈ R (x < y); (4) ∀x ∈ H ∃y ∈ H (x < y).

1.3.35. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha egy rendezett halmaz minden nem Ąres Ćs felĄlrŞl korlătos halmazănak van pontos felsŞ korlătja, akkor minden nem Ąres alulrćl korlătos rĆszhalmazănak van pontos alsć korlătja.

→^∘ 1.3.36. Feladat [5]. Hatărozzuk meg az {1, 2, 3, 4, 5, 6} halmazon az Ăosztćja" relăcić egy olyan kiterjesztĆsĆt, amely rendezĆs.

→ 1.3.37. Feladat [13]. Az alăbbiakban egy, az IBM Cell processzorra ąrt assembly programrĆszlet van megadva. Minden utasątăs az eredmĆnyt az elsŞkĆnt megadott cĆlregiszterbe teszi, az operandusokat pedig a tŤbbi regiszterbŞl veszi, kivĆve az x-re vĆgzŞdŞ bgx Ćs sfx utasątăsokat, ezeknĆl a cĆlregiszter is operandus. Minden utasątăsnăl megadtuk, hogy e vagy o tąpusč, Ćs hogy a vĆgrehajtăsa hăny ćrajelig tart. A processzor kĆt utasątăst bąr elkezdeni minden ćrajelben, de csak ha az elsŞ e, a măsodik pedig o tąpusč, egyĆbkĆnt csak egyet, Ćs csak akkor, ha az operandusai elkĆszĄltek. (A programrĆszlet elejĆn minden operandus amit megvăltoztatăs elŞtt hasznălunk, kĆsz van Ćs nem ĂszemĆt".) Optimalizăljuk a programrĆszletet: adjuk meg a sorok egy olyan rĆszbenrendezĆsĆt, amelynek rendezĆssĆ tŤrtĆnŞ kiterjesztĆsei kŤzŤtt csupa olyan sorrend szerepel, amelyre igaz, hogy ugyanezt az eredmĆnyt adja minden regiszterben, Ćs programmal keressĄk meg a minimălis futăsidejŰ sorrendet. Az utolsć, ugrć utasątăsnak utolsćnak kell maradnia!

bg $65,$43,$55 #e2 bg $64,$42,$54 #e2 bg $63,$41,$53 #e2 bg $62,$40,$52 #e2 sf $43,$43,$55 #e2 sf $42,$42,$54 #e2 sf $41,$41,$53 #e2 sf $40,$40,$52 #e2 shlqbyi $60,$56,0 #e2 shufb $56,$18,$65,$24 #o4 shufb $66,$18,$65,$24 #o4 shufb $55,$65,$64,$24 #o4 shufb $65,$65,$64,$24 #o4 shufb $54,$64,$63,$24 #o4 shufb $64,$64,$63,$24 #o4 shufb $53,$63,$62,$24 #o4 shufb $63,$63,$62,$24 #o4 shufb $52,$62,$18,$24 #o4 shufb $62,$62,$18,$24 #o4 bgx $66,$20,$60 #e2 bgx $65,$20,$43 #e2 bgx $64,$20,$42 #e2 bgx $63,$20,$41 #e2 bgx $62,$20,$40 #e2 sfx $56,$20,$60 #e2 sfx $55,$20,$43 #e2 sfx $54,$20,$42 #e2 sfx $53,$20,$41 #e2 sfx $52,$20,$40 #e2 and $61,$66,$65 #e2 and $61,$61,$64 #e2 and $61,$61,$63 #e2 and $61,$61,$62 #e2 xor $60,$61,$18 #e2 gb $60,$60 #o4 brnz $60,subkarasqrb #o

→ 1.3.38. Feladat [1]. Jćlrendezett-e N a szokăsos rendezĆs inverzĆvel?

→ 1.3.39. Feladat [1]. Jćlrendezett-e a {1 − 1/n : n ∈ N^+} halmaz a szokăsos rendezĆssel?

→ 1.3.40. Feladat [1]. Ki lehet-e vălasztani jćlrendezett halmazban elemek vĆgtelen szigorčan csŤkkenŞ sorozatăt?

→ 1.3.41. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy jćlrendezett halmaz bărmely rĆszhalmaza is jćlrendezett.

→ 1.3.42. Feladat [2]. EgĆszątsĄk ki az elŞzŞ pont bizonyątăsăt.1.3.25.

1.3.43. Feladat [5]. Tanulmănyozzuk N × N-en a lexikogra˛kus rendezĆst. Adjunk pĆldăt olyan vĆgtelen jćlrendezett halmazra, amelyben van legnagyobb elem.

→ 1.3.44. Feladat [4]. Bizonyątsuk be, hogy egy jćlrendezett halmazban (kivĆve esetleg a legnagyobb elemet, ha van olyan) minden elemnek van kŤzvetlen răkŤvetkezŞje.

∘ 1.3.45. Feladat [6]. Tanulmănyozzuk R × R-en a jegyzet 1.3.25. pĆldăjăban megadott kĆt rendezĆst. Van-e minden felĄlrŞl korlătos halmaznak pontos felsŞ korlătja a lexikogra˛kus rendezĆsnĆl?

∘ 1.3.46. Feladat [6]. Ha A rĆszben rendezett halmaz, de˛niăljuk a lexikogra˛kus rendezĆst az A^∗ halmazon. Ha A rendezett, illetve jćlrendezett volt, rendezett, illetve jćlrendezett lesz-e A^∗?

→ 1.3.47. Feladat [12]. TervezzĄnk egy Mini Tanulmănyi Rendszert. A szĄksĆges relăcićkat prćbăljuk meg binĆr relăcićkra felbontani. Egy oktatćnk megbetegedett, egy adott napon nem tud ćrăkat tartani. KĄldjĄnk e-mail-t mindenkinek, akit ez Ćrint. Milyen relăcićmŰveletek segątsĆgĆvel tudjuk a szĄksĆges adatokat kinyerni?

1.3.48. Tovăbbi feladatok. RĆszletes megoldăssal: [5], 1{19; [3]: I.17{I.24; [48], 2.0-1.{ 2.0-9; [51]: I.2.1{I.2.3, I.2.5, I.2.7{I.2.11, I.2.13, I.2.18, I.3.1{I.3.24, I.3.26{I.3.44, I.3.46{I.3.72; [31]: 2.1{2.12, 3.1, 3.2, 3.7, 3.8, 3.11{3.15, 3.17, 3.21, 3.23, 3.26{3.35, 9.1{ 9.8, 9.10{9.13, 11.1, 11.4, 11.5, 11.7; [73]: II.8.7{II.8.9, III.5.1{III.5.15, III.5.17; [74]: 4.1{4.3, 4.6, 4.7, 4.42{4.44, 4.53, 4.54, 4.77, 4.91, 4.92, 4.95.

1.4. FĄggvĆnyek

→ 1.4.1. Feladat [1]. Milyen X Ćs Y halmazok esetĆn lesz X × Y fĄggvĆny? → 1.4.2. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy Y^X = ∅ pontosan akkor teljesĄl, ha Y = ∅ Ćs X ≠ ∅.

→ 1.4.3. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy ha X, Y halmazok, c ∈ Y , akkor az X × {c} konstans lekĆpezĆs fĄggvĆny.

→ 1.4.4. Feladat [5]. Hatărozzuk meg az X^Y Ťsszes elemĆt, ha X-nek illetve Y -nak nulla, egy, kĆt illetve hărom eleme van. Melyek lesznek invertălhatćak? →^∘ 1.4.5. Feladat [4]. Adjunk pĆldăt olyan fĄggvĆnyre, amely (1) N-et N valćdi rĆszĆre kĆpezi le, de nem injektąv; (2) N-et N valćdi rĆszĆre kĆpezi le Ćs injektąv; (3) Z-t Z valćdi rĆszĆre kĆpezi le, de nem injektąv; (4) Z-t Z valćdi rĆszĆre kĆpezi le Ćs injektąv; (5) R-et N-be kĆpezi le;

(6) R-et N-be kĆpezi le, de egyetlen elem kĆpe sem sajăt maga.

→ 1.4.6. Feladat [7]. Legyen R ⊂ X × Y egy relăcić. Vizsgăljuk meg, hogy tetszŞleges A, B ⊂ X esetĆn milyen kapcsolat ăll fenn az alăbbi halmazpărok kŤzŤtt (egyenlŞsĆg, egyik vagy măsik irănyč tartalmazăs). Ha talăltunk ŤsszefĄggĆst, bizonyątsuk be, egyĆbkĆnt adjunk ellenpĆldăt. Mi a helyzet, ha R : X → Y fĄggvĆny? Mi a helyzet, ha R egy f : Y → X fĄggvĆny inverze? (1) R(A ∪ B) Ćs R(A) ∪ R(B); (2) R(A ∩ B) Ćs R(A) ∩ R(B); (3) dmn(R) \ A Ćs rng(R) \ R(A); (4) R(A \ B) Ćs R(A) \ R(B); (5) R(A △ B) Ćs R(A) △ R(B).

1.4.7. Feladat [5]. Abbćl, hogy az f : X → Y Ćs g : Y → Z fĄggvĆnyekre g ∘ f inverze fĄggvĆny, kŤvetkezik-e, hogy f Ćs g inverze is fĄggvĆny?

→ 1.4.8. Feladat [6]. KĆt rĆszben rendezett halmazt hasonlćnak nevezĄnk, ha lĆtezik kŤzŤttĄk bijekcić, amely monoton nŤvekedŞ Ćs az inverze is monoton nŤvekedŞ. Mi a kapcsolat hasonlć halmazok Hasse-diagrammja kŤzŤtt?

→ 1.4.9. Feladat [6]. Hăny olyan rĆszbenrendezĆs van egy 0, 1, 2, 3, 4, illetve 5 elemŰ halmaznak, amelyek nem hasonlćak? Hăny van ezek kŤzŤtt, amely rendezĆs? Minden esetben keressĄk meg a minimălis, maximălis, legkisebb Ćs legnagyobb elemeket Ćs a lăncokat.

→ 1.4.10. Feladat [3]. Ha f, g ∈ X → Y fĄggvĆnyek, fĄggvĆny lesz-e f ∪ g, f ∩ g, f \ g, illetve f △ g?

1.4.11. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha R relăcić az X Ćs Y halmazok kŤzŤtt, akkor az alăbbi feltĆtelek ekvivalensek: (1) R fĄggvĆny;

(2) bărmely B ⊂ Y -ra R � R^{−1}(B) � ⊂ B;

(3) bărmely A, B ⊂ Y -ra R^{−1}(A ∩ B) = R^{−1}(A) ∩ R^{−1}(B); (4) ha A, B ⊂ Y diszjunktak, akkor R^{−1}(A) ∩ R^{−1}(B) = ∅.

1.4.12. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha R relăcić az X Ćs Y halmazok kŤzŤtt, S pedig relăcić az Y Ćs X halmazok kŤzŤtt, tovăbbă S ∘ R = I_X Ćs R ∘ S = I_Y , akkor R Ćs S bijektąv lekĆpezĆsek Ćs S = R^{−1}.

1.4.13. Feladat [5]. Legyenek A, B, C Ćs D halmazok, f : A → B, g : B → C Ćs h : C → D lekĆpezĆsek. Mutassuk meg, hogy ha g ∘ f Ćs h ∘ g bijektąvek, akkor f, g Ćs h bijektąv.

1.4.14. Feladat [6]. Legyenek A, B, Ćs C halmazok, f : A → B, g : B → C Ćs h : C → A lekĆpezĆsek. Mutassuk meg, hogy ha a h ∘ g ∘ f, g ∘ f ∘ h Ćs f ∘ h ∘ g lekĆpezĆsek kŤzĄl kettŞ szurjektąv, a harmadik pedig injektąv, vagy kettŞ injektąv, a harmadik pedig szĄrjektąv, akkor bijektąvek, akkor f, g Ćs h bijektąv.

1.4.15. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy bărmely f fĄggvĆnyre Ćs B halmazra f � f^{−1}(B) � = B ∩ rng(f). Mutassuk meg, hogy az ăllątăs nem marad ĆrvĆnyben, ha f csak relăcić.

1.4.16. Feladat [5]. Legyen f : X → Y fĄggvĆny. Mutassuk meg, hogy az alăbbi feltĆtelek ekvivalensek: (1) f injektąv;

(2) minden A ⊂ X halmazra f^{−1} � f(A) � = A;

(3) bărmely A, B ⊂ X halmazokra f(A ∩ B) = f(A) ∩ f(B); (4) bărmely diszjunkt A, B ⊂ X halmazokra f(A) ∩ f(B) = ∅; (5) ha A ⊂ B ⊂ X, akkor f(A \ B) = f(A) \ f(B).

1.4.17. Feladat [4]. Bizonyątsuk be, hogy bărmely R relăcićra Ćs A_i, i ∈ I halmazcsalădra R(∪_{i∈I} A_i) = ∪_{i∈I} R(A_i).

→ 1.4.18. Feladat [5]. Legyen X_0 = {A}, X_1 = {a, b}, X_2 = {α, β, γ}, Ćs I = {0, 1, 2}, J = {1, 2}. Adjuk meg ∪_{i∈I} X_i-t Ćs ×_{i∈I} X_i-t. Adjuk meg X_1 × X_2-t Ćs ×_{i∈J} X_it. Adjunk meg ×_{i∈I} X_i projekcićjăt ×_{i∈J} X_i-be. Mi a helyzet, ha X_0 = ∅?

→^∘ 1.4.19. Feladat [5]. Ha r ∈ R, legyen K_r = {x ∈ R : |x| < r}. Mi lesz ∪_{i∈I} K_i Ćs ∩_{i∈I} K_i, ha I = R^+?

∘ 1.4.20. Feladat [6]. Legyenek f, g : R → R fĄggvĆnyek, Ćs

H_r = {x ∈ R : f(x) > r} ∩ {x ∈ R : g(x) < r}, ha r ∈ R.

Mutassuk meg, hogy {x ∈ R : f(x) > g(x)} = ∪_{r∈Q}H_r.

1.4.21. Feladat [6]. Legyenek A_i, B_i, i ∈ I nem Ąres halmazcsalădok. Mutassuk meg, hogy (∪_{i∈I} A_i) △ (∪_{i∈I} A_i) ⊂ ∪_{i∈I} (A_i △ B_i).

Mutassuk meg, hogy a tartalmazăs lehet valćdi. Mi a helyzet, ha unić helyett metszet van?

1.4.22. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha X^Y = Y^X , akkor X = Y .

→ 1.4.23. Feladat [5]. Egy szemĆlyi tŤrzsadattărbćl, amely a văllalat dolgozćnak adatait tartalmazza, Ćs minden rekordja 7 mezŞt tartalmaz, egy listăt kĆszątĄnk, amely az Ťsszes dolgozćra a nevĆt Ćs a beosztăsăt tartalmazza. Mi kŤze ennek a Descartesszorzatok projekcićjăhoz?

∘* 1.4.24. Feladat [8]. Legyen f : R → R egy fĄggvĆny Ćs a, ε, δ ∈ R. Milyen tulajdonsăgăt fejezik ki a fĄggvĆnynek az alăbbi formulăk? Adjunk meg olyan fĄggvĆny, amely rendelkezik a megfelelŞ tulajdonsăggal.

(1) ∀ε > 0 ∀δ > 0 ∀x � |x − a| < δ ⇒ � �f(x) − f(a) � � < ε � ; (2) ∃ε > 0 ∀δ > 0 ∀x � |x − a| < δ ⇒ � �f(x) − f(a) � � < ε � ; (3) ∃ε > 0 ∃δ > 0 ∀x � |x − a| < δ ⇒ � �f(x) − f(a) � � < ε � ; (4) ∀δ > 0 ∃ε > 0 ∀x � |x − a| < δ ⇒ � �f(x) − f(a) � � < ε � ; (5) ∃δ > 0 ∀ε > 0 ∀x � |x − a| < δ ⇒ � �f(x) − f(a) � � < ε � ; (6) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x � |x − a| < δ ⇒ � �f(x) − f(a) � � < ε � . →^∘ 1.4.25. Feladat [0]. MŰvelet-e a valćs szămokon a kivonăs, illetve az osztăs?

→ 1.4.26. Feladat [3]. Hăny nullĆr, unĆr illetve binĆr mŰvelet de˛niălhatć egy 0, 1, 2, illetve 3 elemŰ halmazon?

→ 1.4.27. Feladat [7]. KeressĄk meg az Ťsszes binĆr logikai mŰveletet (azaz az Ťsszes mŰveletet az {↑, ↓} halmazon). FejezzĄk ki mindet a tanult logikai mŰveletekkel, minĆl kevesebbel. KeressĄnk olyan binĆr mŰveletet, amellyel minden măs binĆr logikai mŰvelet kifejezhetŞ.

∘ 1.4.28. Feladat [7]. Milyen logikai mŰveletek talălhatćk pĆldăul az MMIX vagy az IBM Cell processzor utasątăskĆszletĆben? Vajon miĆrt pontosan ezek?

→^∘ 1.4.29. Feladat [5]. Mi kŤze a kilences, illetve a tizenegyes-prćbănak a mŰvelettartć lekĆpezĆsekhez?

1.4.30. Tovăbbi feladatok. [3]: I.25{I.52, I.54{I.90; [31]: 4.2{4.6, 4.10, 4.12{4.14, 4.18{4.20, 4.22{4.30, 5.2{5.6, 5.9{5.11; 6.1{6.9, 9.9, 12.3{12.22; [48]: 2.0-10.{ 2.0-19; [51]: I.1.22, I.1.29, I.1.36{39, I.2.4, I.2.6, I.2.12, I.2.15, I.2.16, I.2.19, I.2.20, I.2.21, I.2.25, I.2.28, I.2.30-I.2.43, I.2.46{49, I.2.51; [73]: II.8.10{II.8.25, II.8.33; [tota]: 1.13, 1.17, 1.32{ 1.36.

2. TERMŘSZETES SZŔMOK

2.1. Peano-axićmăk

→^∘ 2.1.1. Feladat [5]. Teljes indukcićval bizonyątsuk be az alăbbi ŤsszefĄggĆseket: (1) 1 + 2 + 3 + · · · + n = n(n + 1) 2 ; (2) 1^2 + 2^2 + 3^2 · · · + n^2 = n(n + 1)(2n + 1) 6 ; (3) 1 · 2 + 2 · 3 + · · · + n(n + 1) = n(n + 1)(n + 2) 3 ; (4) 1 · 2 · · · m + 2 · 3 · · · (m + 1) + · · · + n(n + 1) · · · (n + m − 1) = n(n + 1) · · · (n + m) m + 1 ; (5) 1^3 + 2^3 + · · · + n^3 = (1 + 2 + · · · + n)^2; (6) 1 1 · 2 + 1 2 · 3

+ · · · + 1 (n − 1)n = n − 1 n ; (7) 2^0 + 2^1 + 2^2 + · · · + 2^n = 2^{n+1} − 1.

2.1.2. Feladat [8]. Bizonyątsuk be Nikomakhosz tĆtelĆt: 1^3 = 1, 2^3 = 3 + 5, 3^3 = 7 + 9 + 11, 4^3 = 13 + 15 + 17 + 19, stb. VezessĄk le ebbŞl az elŞzŞ feladat (5) ŤsszefĄggĆsĆt.

→^∘ 2.1.3. Feladat [1]. Hol a hiba a kŤvetkezŞ okoskodăsban? Bebizonyątjuk, hogy minden egĆsz szăm egyenlŞ. Azt lătjuk be, hogy bărmely egĆsz szăm megegyezik a răkŤvetkezŞjĆvel, azaz n = n + 1. TegyĄk fel, hogy ez igaz n-re. Ekkor n + 1-re is, mert n = n + 1-bŞl n + 1 = (n + 1) + 1.

→^∘ 2.1.4. Feladat [4]. Hol a hiba a kŤvetkezŞ okoskodăsban? Bebizonyątjuk, hogy a sąk Ťsszes pontja egy egyenesen van. Megmutatjuk, hogy akărhogy veszĄnk vĆges sok pontot, azok egy egyenesen vannak. Egy es‘ kĆt pontra ez igaz. TegyĄk fel, hogy bărmely n pont egy egyenesen van. VegyĄnk n + 1 pontot. Az elsŞ n pont egy egyenesen van. VegyĄnk el ezek kŤzĄl egyet, Ćs adjuk hozză az n + 1-edik pontot. Ez az n pont egy egyenesen van, tehăt az n + 1 pont egy egyenesen van.

→^∘ 2.1.5. Feladat [4]. Hol a hiba a kŤvetkezŞ okoskodăsban? Bebizonyątjuk, hogy adott a pozitąv valćs szămra Ćs bărmely n ∈ N^+ termĆszetes szămra a^{n−1} = 1. Az ăllątăs igaz, ha n = 1. Ha igaz bărmely n + 1-nĆl kisebb szămra, akkor

a^{(n+1)−1} = a^n = a^{n−1} · a^{n−1} a^{(n−1)−1} = 1 · 1 1 = 1.

→^∘ 2.1.6. Feladat [4]. Hol a hiba a kŤvetkezŞ okoskodăsban? Bebizonyątjuk, hogy 1 1 · 2 + 1 2 · 3

+ · · · + 1 (n − 1)n = 3 2 − 1 n . Ha n = 1, akkor 3/2 − 1/n = 1/(1 · 2), Ćs ha n-re igaz, akkor 1 1 · 2 + 1 2 · 3

+ · · · + 1 (n − 1)n + 1 n(n + 1) = 3 2 − 1 n + 1 n − 1 n + 1 = 3 2 − 1 n + 1 . ∘ 2.1.7. Feladat [5]. Teljes indukcićval bizonyątsuk be az alăbbi ŤsszefĄggĆseket: (1) 1 − 1 2 + 1 3 − · · · − 1 2n = 1 n + 1

+ · · · + 1 2n ; (2) 1^2 + 3^2 + 5^2 + · · · + (2n − 1)^2 = n(4n^2 − 1) 3 ; (3) 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · · + n · n! = (n + 1)! − 1. (4) 0 · 1^2 + 1 · 2^2 + 2 · 3^2 + · · · + (n − 1)n^2 = n(n^2 − 1)(3n + 2) 12 ; (5) � 1 − 1 4 � 1 − 1 9 � 1 − 1 16 � · · · � 1 − 1 (n + 1)^2 � = n + 2 2n + 2 . →^∘ 2.1.8. Feladat [6]. FejezzĄk ki egyszerŰbb alakban az alăbbi Ťsszegeket:

(1) 1 + 3 + 5 + · · · + (2n − 1); (2) 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + · · · + n(n + 1)(n + 2); (3) 1^2 − 2^2 + 3^2 − · · · + (−1)^{n−1}n^2.

∘ 2.1.9. Feladat [9]. FejezzĄk ki egyszerŰbb alakban az alăbbi Ťsszegeket: (1) 1 1 · 5 + 1 2 · 6 + 1 3 · 7

+ · · · + 1 (4n − 3)(4n + 1) ; (2) 1 1 · 2 · 3 + 1 2 · 3 · 4

+ · · · + 1 n(n + 1)(n + 2) ; (3) 1^4 + 2^4 + · · · + n^4.

∘ 2.1.10. Feladat [11]. FejezzĄk ki egyszerŰbb alakban az alăbbi Ťsszegeket: (1) 1^3 1^4 + 4 − 3^3 3^4 + 4 + 5^3 5^4 + 4

+ · · · +

(−1)^n(2n + 1)^3 (2n + 1)^4 + 4 ; (2) 1 · 2^1 + 2 · 2^2 + 3 · 2^3 + · · · + n2^n; (3) 1x^1 + 2x^2 + 3x^3 + · · · + nx^n, ha x ∈ R, x ≠ 1.

∘ 2.1.11. Feladat [5]. Bizonyątsuk be a Bernoulli-egyenlŞtlensĆget:

(1 + x_1)(1 + x_2) · · · (1 + x_n) ≥ 1 + x_1 + x_2 + · · · + x_n,

ahol x_1, . . . x_n azonos elŞjelŰ Ćs −1-nĆl nagyobb valćs szămok.

∘ 2.1.12. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy x > −1, n ∈ N^+ esetĆn fennăll az (1 + x)^n ≥ 1 + nx egyenlŞtlensĆg Ćs egyenlŞsĆg csak n = 1 vagy x = 0 esetĆn teljesĄl. →^∘ 2.1.13. Feladat [6]. Bizonyątsuk be, hogy minden n ∈ N^+-ra (1) √ n ≤ 1 + 1 √ 2 + 1 √ 3 + · · · + 1 √ n < 2 √ n; (2) n 2 ≤ 1 + 1 2 + 1 3 + · · · + 1 2^n − 1

≤ n.

∘ 2.1.14. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy

(1) √ n ≤ 1 + 1 2 √ 2 + 1 3 √ 3 + · · · + 1 n √ n ≤ 3 − 2 √ n , ha n ∈ N^+; (2) √ n ≤ 1 + 1 √ 2 + 1 √ 3 + · · · + 1 √ n < 2 √ n, ha n ∈ N^+; (3) (n + 1)^n

n^n

> 2, ha n ∈ N, n > 1; (4) 1 n + 1 + 1 n + 2

+ · · · + 1 2n > 13 24 , ha n ∈ N, n > 1; (5) 1 2 √ n < 1 2 · 3 4 · 5 6 · · ·

2n − 1 2n < 1 √ 3n + 1

, ha n ∈ N, n > 1; (6) n^{6/7} ≤ 1 7√ 1 + 1 7√ 2 + 1 7√ 3 + · · · + 1 7√ n ≤ 7 6 n^{6/7}, ha n ∈ N^+; (7) 2^n > 1 + n √ 2^{n−1}, ha n ∈ N, n > 1; (8) 2^n > n^2, ha n ∈ N, n > 4; (9) 3^n > n^3, ha n ∈ N, n > 3;

(10) 2^n > n^3, ha n ∈ N, n > 9;

(11) 3^n > 2^n + 7n, ha n ∈ N, n > 3;

(12) n^{n+1} > (n + 1)^n, ha n ∈ N, n > 2;

∘ 2.1.15. Feladat [7]. Hăny rĆszre osztja a sąkot n egyenes, ha kŤzĄlĄk semelyik kettŞ nem părhuzamos Ćs semelyik hărom nem megy ăt egy ponton?

∘ 2.1.16. Feladat [9]. Bizonyątandć, hogy vĆges sok egyenes (vagy kŤr) a sąkot olyan tartomănyokra bontja, amelyek kisząnezhetŞk kĆt sząnnel čgy, hogy azonos sząnŰ tartomănyoknak nincs kŤzŤs hatărvonaluk.

∘* 2.1.17. Feladat[9]. Ŋrjunk a . . . ε > 0 . . . N . . . n ≥ N � |a_n − A| < ε � kifejezĆsbe, amelyben a : N → R egy sorozat, A, ε ∈ R Ćs n, N ∈ N, a kipontozott rĆszek helyĆre kvantorokat az Ťsszes lehetsĆges mćdon. Milyen tulajdonsăgăt fejezik ki a sorozatnak a kapott formulăk? Adjunk meg olyan sorozatot, amely rendelkezik a megfelelŞ tulajdonsăggal.

∘* 2.1.18. Feladat[8]. Az elŞzŞ feladat jelŤlĆseivel, milyen tulajdonsăgăt fejezik ki az a : N → R egy sorozatnak az alăbbi formulăk? Adjunk meg olyan sorozatot, amely rendelkezik a megfelelŞ tulajdonsăggal.

(1) ∃N ∀ε > 0 ∀n ≥ N � |a_n − A| < ε � ; (2) ∃N ∀ε > 0 ∃n ≥ N � |a_n − A| < ε � ; (3) ∀N ∃ε > 0 ∀n ≥ N � |a_n − A| < ε � ; (4) ∀N ∃ε > 0 ∃n ≥ N � |a_n − A| < ε � . ∘* 2.1.19. Feladat [10]. Ŋrjunk a . . . A . . . N . . . n ≥ N (a_n > A) kifejezĆsbe, amelyben a : N → R egy sorozat, A ∈ R Ćs n, N ∈ N, ąrjunk a kipontozott rĆszek helyĆre kvantorokat az Ťsszes lehetsĆges mćdon, illetve permutăljuk a kvantoros rĆszeket. Milyen tulajdonsăgăt fejezik ki a sorozatnak a kapott formulăk? Adjunk meg olyan sorozatot, amely rendelkezik a megfelelŞ tulajdonsăggal.

→^∘ 2.1.20. Feladat [3]. Ha Y Ćs Z az X alaphalmaz rĆszhalmazai, fejezzĄk ki az X \ Y , Y ∩ Z, Y ∪ Z, Y \ Z Ćs Y △ Z halmazok karakterisztikus fĄggvĆnyeit χ_Y Ćs χ_Z segątsĆgĆvel.

→^∘ 2.1.21. Feladat [3]. Az informatikăban elterjedt az Iverson-konvencić: ha Y = � x ∈ X : F(x) �

az X rĆszhalmaza, akkor karakterisztikus fĄggvĆnyĆt � F(x) � jelŤli. Adjuk meg măskĆnt az x → [x ≠ 0]/ � x + [x = 0] � , x ∈ R fĄggvĆnyt.

2.1.22. Tovăbbi feladatok. [51]: I.2.44, I.2.45; [74]: 1.37.

2.2. MŰveletek termĆszetes szămokkal

→ 2.2.1. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy termĆszetes szămokra (1) m + n = 0 esetĆn m = 0 Ćs n = 0; (2) mn = 0 esetĆn m = 0 vagy n = 0; (3) m + n = 1 esetĆn m = 1 vagy n = 1; (4) mn = 1 esetĆn m = 1 Ćs n = 1.

→^∘ 2.2.2. Feladat [6]. Az alăbbi, kĆplettel megadott sorozatokat de˛niăljuk rekurzićval. (Hasonlć rekurzićkat hasznălt Babbage elsŞ szămątćgĆpe polinomok ĆrtĆkeinek kiszămątăsăra, Ćs ezăltal trigonometrikus fĄggvĆnyek ĆrtĆkeinek kŤzelątĆsĆre.) (1) a_n = (−1)^n; (2) a_n = n^2;

(3) a_n = (2n + 3)^2; (4) a_n = n^3;

(5) a_n = n^3 − n^2 − 2n + 3;

(6) a_n = n, ha n păros, Ćs a_n = 1, ha n păratlan.

→ 2.2.3. Feladat [3]. EgĆszątsĄk ki az elŞzŞ pont bizonyątăsăt.2.2.8 → 2.2.4. Feladat [3]. De˛niăljuk a termĆszetes szămok hatvănyozăsăt termĆszetes szăm kitevŞre. Vizsgăljuk meg a tulajdonsăgait.

→ 2.2.5. Feladat [3]. Hăny kommutatąv binĆr mŰvelet de˛niălhatć egy 0, 1, 2, illetve 3 elemŰ halmazon?

→ 2.2.6. Feladat [5]. Adjunk pĆldăt semleges elemes grupoidra, amelyben egy elemnek tŤbb inverze is van.

→ 2.2.7. Feladat [5]. Hăny olyan binĆr mŰvelet van a {uparrow, ↓} halmazon, amellyel semleges elemes fĆlcsoport?

→ 2.2.8. Feladat [5]. Hăny olyan binĆr mŰvelet van a {uparrow, ↓} halmazon, amellyel fĆlcsoport, amelyben nincs semleges elem, de van jobb illetve bal oldali semleges elem? → 2.2.9. Feladat [6]. Hăny olyan binĆr mŰvelet van a {uparrow, ↓} halmazon, amellyel fĆlcsoport? A mŰveleteket fejezzĄk ki ¬, ∧, ∨, ⇒ Ćs ⇐⇒ segątsĆgĆvel. → 2.2.10. Feladat [8]. HănyfĆlekĆppen tudunk mŰveletet de˛niălni egy hăromelemŰ halmazon čgy, hogy azzal egysĆgelemes fĆlcsoport legyen?

→ 2.2.11. Feladat [8]. HănyfĆlekĆppen tudunk mŰveletet de˛niălni egy 0, 1, 2, 3 illetve 4 elemŰ halmazon čgy, hogy azzal Abel-csoport legyen?

→ 2.2.12. Feladat [9]. HănyfĆlekĆppen tudunk mŰveletet de˛niălni egy 0, 1, 2, 3 illetve 4 elemŰ halmazon čgy, hogy azzal csoport legyen?

∘ 2.2.13. Feladat [6]. Vizsgăljuk meg, teljesĄl-e az asszociativităs, kommmutativităs, egysĆgelem lĆtezĆse, illetve inverz elem lĆtezĆse az alăbbi esetekben: (1) (N^+, ⋆), ahol x ⋆ y = xy − x + y; (2) (N^+, ⋆), ahol x ⋆ y = xy + x + y; (3) (N, ⋆), ahol x ⋆ y = xy + x + y; (4) (Z, ⋆), ahol x ⋆ y = x;

(5) (R, ⋆), ahol x ⋆ y = ax + by, a, b ∈ R rŤgzątett;

(6) (A × B, ⋆), ahol (x, x^′) ⋆ (y, y^′) = (x, y^′), A, B nem Ąres halmazok.

2.2.14. Feladat [6]. Az alăbbi ăllątăsok mikor igazak minden csoportban, minden a, b, x, y elemre? Az ĆrvĆnyeseket bizonyątsuk be, a tŤbbire adjunk ellenpĆldăt: (1) ha axb = ayb, akkor x = y; (2) ha x^{−1} = y^{−1}, akkor x = y; (3) ha xa = ay, akkor x = y; (4) ha xy = 1, akkor y = x^−1; (5) ha abx = 1, akkor x = a^{−1}b^{−1}; (6) ha (xy)^2 = x^2y^2, akkor xy = yx.

2.2.15. Feladat [8]. Legyen G kommutatąv fĆlcsoport, amelyben x^2 = x minden x ∈ G-re. Mutassuk meg, hogy � (x, y) ∈ G × G : xy = x � olyan rĆszben rendezĆs, amelyre minden {x, y} ⊂ G halmaznak van szuprĆmuma. Megfordątva, mutassuk meg, hogy ha adott egy olyan rĆszben rendezĆs a G halmazon, amelyre minden {x, y} ⊂ G halmaznak van szuprĆmuma, akkor az (x, y) → sup{x, y} mŰvelettel G kommutatąv fĆlcsoport, amelyben x^2 = x minden x ∈ G-re.

2.2.16. Feladat [10]. EgĆszątsĄk ki az elŞzŞ pont bizonyątăsăt.2.2.7

2.3. A termĆszetes szămok rendezĆse

→ 2.3.1. Feladat [5]. Adott A_0, A_1, . . . halmazsorozathoz adjunk meg olyan, păronkĆnt diszjunkt halmazokbćl ăllć B_0, B_1, . . . halmazsorozatot, amelyre ∪^n_{i=0}A_i = ∪^n_{i=0}B_i minden n ∈ N-re. Mutassuk meg, hogy ∪^∞_{i=0}A_i = ∪^∞_{i=0}B_i.

→ 2.3.2. Feladat [3]. Mikor lesz a jegyzet 2.3.6. pĆldăjăban szereplŞ fĆlcsoport kommutatąv? Hogy hąvjăk az elemeit a programozăsi nyelvekben? Hogy hąvjăk a mŰveletet a programozăsi nyelvekben?

→^∘ 2.3.3. Feladat [5]. Az alăbbi, ăltalănos rekurzićval megadott sorozatokat hozzuk zărt alakra:

(1) a_0 = −1, a_1 = 2, a_n = (a_{n−1} + a_{n−2})/2; (2) a_0 = 1, a_1 = 3, a_n =^n √ a_1a_2 · · · a_n.

∘ 2.3.4. Feladat [9]. Az alăbbi sorozatokat adjuk meg ăltalănos rekurzićval: (1) a_n az n-edik prąmszăm; (2) a_n a √ 2 tizedes kifejtĆsĆnek n-edik jegye.

→^∘ 2.3.5. Feladat [7]. Bizonyątsuk be, hogy az n-edik Fibonacci-szămra

F_n = 1 √ 5 � 1 + √ 5 2 �_n − 1 √ 5 � 1 − √ 5 2 �_n .

∘ 2.3.6. Feladat [2]. Hatărozzuk meg az F_{1000} Fibonacci-szăm kŤzelątŞ ĆrtĆkĆt. ∘ 2.3.7. Feladat [4]. Mennyi cos 36^∘? SzerkesszĄnk szabălyos ŤtszŤget. ∘ 2.3.8. Feladat [5]. FejezzĄk ki az alăbbi, rekurzićval adott sorozatokat a Fibonacciszămok segątsĆgĆvel, (r, s, c ∈ R tetszŞleges): (1) a_0 = r, a_1 = s, a_{n+2} = a_{n+1} + a_n, ha n ∈ N; (2) b_0 = r, b_1 = s, b_{n+2} = b_{n+1} + b_n + c, ha n ∈ N.

2.3.9. Feladat [5]. JelŤlje F_n az n-edik Fibonacci-szămot. Bizonyątsuk be az alăbbi azonossăgokat:

(1) F_{n+1}F_{n−1} − F^2_n = (−1)^n, ha n ∈ N^+; (2) F^2_0 + F^2_1 + F^2_2 + · · · + F^2_n = F_nF_{n+1}, ha n ∈ N.

∘ 2.3.10. Feladat [7]. JelŤlje F_n az n-edik Fibonacci-szămot. FejezzĄk ki egyszerŰbb alakban az alăbbi Ťsszegeket: (1) F_0 + F_2 + F_4 + · · · + F_{2n}; (2) F_1 + F_3 + F_5 + · · · + F_{2n+1}; (3) F_0 + F_3 + F_6 + · · · + F_{3n};

(4) F_1F_2 + F_2F_3 + F_3F_4 + · · · F_{2n−1}F_{2n}.

∘ 2.3.11. Feladat [6]. JelŤlje F_n az n-edik Fibonacci-szămot. Bizonyątsuk be az alăbbi azonossăgokat:

(1) F_mF_{n−1} + F_{m−1}F_n = F_{n+m}, ha n ∈ N, m ∈ N^+;

(2) F_{n+k}F_{m−k} − F_nF_m = (−1)^nF_{m−n−k}F_k, ha k, m, n ∈ N, m ≥ n + k.

∘ 2.3.12. Feladat [2]. KeressĄk meg az Ťsszes olyan F_n Fibonacci-szămot, amelyre F_n = n, illetve F_n = n^2.

∘ 2.3.13. Feladat [9]. JelŤlje F_n az n-edik Fibonacci-szămot. FejezzĄk ki a Fibonacciszămok segątsĆgĆvel az alăbbi Ťsszegeket: (1)_n � k=0 � n − k k � , k, n ∈ N;

(2)_n � k=0 F_k;

(3)_n � k=0 � n k � F_{m+k}, k, m, n ∈ N;

(4)_n � k=0 � n k � F^k_{r+1}F^{n−k}_r F_{m+k}, k, m, n, r ∈ N.

→^∘ 2.3.14. Feladat [5]. Legyen p(x) = x^k −c_1x^{k−1} −c_2x^{k−2} −· · ·−c_k, tegyĄk fel, hogy λ_1, . . . , λ_m gyŤkei a p polinomnak, α_1, . . . , α_m pedig tetszŞleges szămok. Mutassuk meg, hogy az a_n = α_1λ^n_1 + · · · α_mλ^n_m sorozat eleget tesz az a_n = c_1a_{n−1} + c_2a_{n−2} + · · · + c_{n−k} rekurzićnak minden n ≥ k-ra.

→^∘ 2.3.15. Feladat [5]. Adjunk zărt formulăt az alăbbi, ăltalănos rekurzićval de˛niălt sorozatok n-edik tagjăra:

(1) a_0 = 0, a_1 = 1, a_n = a_{n−1} + a_{n−2}, ha n > 1; (2) a_0 = 0, a_1 = 1, a_n = a_{n−1} + 2a_{n−2}, ha n > 1; (3) a_0 = 0, a_1 = 1, a_n = 2a_{n−1} + a_{n−2}, ha n > 1; (4) a_1 = 1, a_2 = 3, a_n = 4a_{n−1} − 3a_{n−2}, ha n > 2.

∘* 2.3.16. Feladat [6]. Legyen p(x) = x^k − c_1x^{k−1} − c_2x^{k−2} − · · · − c_k, tegyĄk fel, hogy λ a p polinomnak kĆtszeres gyŤke, azaz p feląrhatć p(x) = (x − λ)^2q(x) alakban valamely q polinommal. Mutassuk meg, hogy az a_n = nλ^n sorozat eleget tesz az a_n = c_1a_{n−1} + c_2a_{n−2} + · · · + c_{n−k} rekurzićnak minden n ≥ k-ra.

∘ 2.3.17. Feladat [5]. Adjunk zărt formulăt az a_0 = 0, a_1 = 0, a_2 = 1, a_n = a_{n−1} + a_{n−2} + a_{n−3}, ha n ≥ 3 ăltalănos rekurzićval de˛niălt sorozat n-edik tagjăra.

∘ 2.3.18. Feladat [5]. Adjunk zărt formulăt az u_1 = a, u_2 = b, u_n = 2u_{n−1} − u_{n−2}, ha n > 2 ăltalănos rekurzićval de˛niălt sorozat n-edik tagjăra.

∘ 2.3.19. Feladat [5]. Adjunk zărt formulăt az u_1 = a, u_2 = b, u_n = −(2u_{n−1} + u_{n−2}), ha n > 2 ăltalănos rekurzićval de˛niălt sorozat n-edik tagjăra. KĄlŤn vizsgăljuk meg az a = 1, b = −1 Ćs a = 1, b = −2 speciălis eseteket.

∘ 2.3.20. Feladat [5]. Adjunk zărt formulăt az u_1 = a, u_2 = b, u_n = 2u_{n−1} +3u_{n−2}), ha n > 2 ăltalănos rekurzićval de˛niălt sorozat n-edik tagjăra.

2.3.21. Feladat: Catalan-szămok [11]. Egy kărtyacsomag n kĄlŤnbŤzŞ lapot tartalmaz. Minden idŞpontban kĆt dolog kŤzŤtt vălaszthatunk: vagy leveszĄnk a csomagbćl egy lapot (ha mĆg van), Ćs egy Ăveremre" tesszĄk, vagy a verem tetejĆn levŞ lapot kiadjuk (ha a verem nem Ąres). JelŤlje a lehetsĆges lĆpĆssorozatok szămăt C_n. Mutassuk meg, hogy

C_n = C_0C_{n−1} + C_1C_{n−2} + · · · + C_{n−1}C_0.

(A C_n Catalan-szămok sok helyen elŞkerĄlnek, pĆldăul irănyątott făk leszămlălăsănăl.)

∘* 2.3.22. Feladat: Catalan-szămok [12]. Az elŞzŞ feladat jelŤlĆseivel bizonyątsuk be, hogy

C_n = 1 n + 1 � 2n n � . * 2.3.23. Feladat [13]. Adjunk hasznălhatć algoritmust tetszŞleges pontossăgč termĆszetes szămok maradĆkos osztăsăra binăris szămątćgĆpen.

→ 2.3.24. Feladat [4]. Adjunk hasznălhatć algoritmust tetszŞleges pontossăgč termĆszetes szămok decimălis ăbrăzolăsrćl binărisra valć konverzićjăra binăris szămątćgĆpen.

→ 2.3.25. Feladat [4]. Adjunk hasznălhatć algoritmust tetszŞleges pontossăgč termĆszetes szămok binăris ăbrăzolăsrćl decimălisra valć konverzićjăra binăris szămątćgĆpen.

2.3.26. Feladat [8]. Adjunk gyors algoritmust tetszŞleges pontossăgč termĆszetes szămok decimălis ăbrăzolăsrćl binărisra valć konverzićjăra binăris szămątćgĆpen, ha a szorzăsra van olyan algoritmusunk, amelynek futăsideje Ămajdnem arănyos" a szăm hosszăval.

2.3.27. Feladat [8]. Adjunk gyors algoritmust tetszŞleges pontossăgč termĆszetes szămok binăris ăbrăzolăsrćl decimălisra valć konverzićjăra binăris szămątćgĆpen, ha a szorzăsra Ćs a maradĆkos osztăsra van olyan algoritmusunk, amelynek futăsideje Ămajdnem arănyos" a szăm hosszăval.

∘ 2.3.28. Feladat [9]. JelŤlje F_n az n-edik Fibonacci-szămot. Mutassuk meg, hogy bărmely n ∈ N^+ egyĆrtelmŰen feląrhatć n = F_{k1} +F_{k2} +· · ·+F_{km} alakban, ahol m ∈ N^+ Ćs a 0, k_1, k_2, . . . , k_m sorozat szigorčan monoton nŤvekedŞ Ćs nem tartalmaz egymăs melletti szămokat.

2.3.29. Tovăbbi feladatok. [31]: 8.9, 8.11{8.15, 12.1, 12.2; [51]: I.1.34, I.1.35, I.1.40, I.1.41; [59]: 4.5.1{4.1.13; [74]: 1.38{1.44.

3. A SZŔMFOGALOM BŃVŊTŘSE

3.1. EgĆsz szămok

→ 3.1.1. Feladat [4]. Soroljuk egy osztălyba N^+ azon elemeit, amelyekre az a legnagyobb n ∈ N^+ kitevŞ, amelyre 5^n osztja a szămot, ugyanannyi. Mutassuk meg, hogy ez az osztălyozăs kompatibilis a szorzăssal. Mi a helyzet, ha 5 helyett 6-ot veszĄnk?

→ 3.1.2. Feladat [6]. EgĆszątsĄk ki az elŞzŞ pont bizonyątăsăt.3.1.7.

→^∘ 3.1.3. Feladat [6]. A jegyzet 3.1.8. pontjăban megadott gyŰrŰk kŤzŤtt keresĄnk olyat, amelyik egysĆgelemes, amelyik nem egysĆgelemes, amelyik kommutatąv, amelyik nem kommutatąv, amelyik nullosztćmentes, Ćs amelyikben vannak nullosztćk.

→ 3.1.4. Feladat [6]. HănyfĆlekĆppen ĆrtelmezhetĄnk olyan Ťsszeadăst Ćs szorzăst a {0, a, b} halmazon, amelyekkel gyŰrŰ? Minden esetben hatărozzuk meg az elemek tŤbbszŤrŤseit Ćs hatvănyait.

→ 3.1.5. Feladat [6]. HănyfĆlekĆppen ĆrtelmezhetĄnk olyan Ťsszeadăst Ćs szorzăst a {0, 1, a, b} halmazon, amelyekkel egysĆgelemes gyŰrŰ? Minden esetben hatărozzuk meg az elemek tŤbbszŤrŤseit Ćs hatvănyait.

→ 3.1.6. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy egy rendezett integrităsi tartomănyban ha x < y Ćs y ≤ z, akkor x < z.

→ 3.1.7. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy a {m + n √ 5 : m, n ∈ Z} halmaz rendezett integrităsi tartomăny a szokăsos Ťsszeadăssal, szorzăssal Ćs rendezĆssel.

→ 3.1.8. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy a {m/3^n : m ∈ Z, n ∈ N^+} halmaz rendezett integrităsi tartomăny a szokăsos Ťsszeadăssal, szorzăssal Ćs rendezĆssel. Mely elemeknek van (multiplikatąv) inverze?

3.2. Racionălis szămok

→ 3.2.1. Feladat [6]. Adjunk meg olyan Ťsszeadăst Ćs szorzăst a {0, 1, a, b} halmazon, amelyekkel test.

→ 3.2.2. Feladat [6]. Bizonyątsuk be, hogy vĆges test nem tehetŞ rendezett testtĆ.

→ 3.2.3. Feladat [7]. EllenŞrizzĄk, hogy a racionălis szămok halmaza Abel-csoport az (a, b) → a + b + 1 mŰvelettel. Mi lesz a nullelem? Adjunk meg olyan szorzăst, amellyel testet kapunk. Igaz-e hasonlć ăllątăs minden testre, illetve egysĆgelemes gyŰrŰre?

3.2.4. Feladat [9]. Legyen K a racionălis szămok egy olyan rĆszhalmaza amelynek legalăbb hărom eleme van Ćs tartalmazza az 1-et. TegyĄk fel, hogy ha a, b ∈ K Ćs a ≠ 0, akkor (1/a) − b ∈ K. Mutassuk meg, hogy K test.

3.3. Valćs szămok

→ 3.3.1. Feladat [4]. Bizonyątsuk be, hogy ha x ∈ R racionălis, y ∈ R pedig irracionălis, akkor x + y irracionălis. Igaz-e, hogy irracionălisok Ťsszege irracionălis?

→ 3.3.2. Feladat [4]. Bizonyątsuk be, hogy ha 0 ≠ x ∈ R racionălis, y ∈ R pedig irracionălis, akkor xy irracionălis. Igaz-e, hogy irracionălisok szorzata irracionălis?

3.3.3. Feladat [6]. Bizonyątsuk be, hogy ha n ∈ N, akkor √ n vagy egĆsz, vagy irracionălis.

3.3.4. Feladat [6]. Bizonyątsuk be, hogy √ 2 + √ 3 irracionălis.

3.3.5. Feladat [7]. Bizonyątsuk be, hogy ha n, k ∈ N^+, akkor^k √ n vagy egĆsz, vagy irracionălis.

3.3.6. Feladat [6]. Bizonyątsuk be, hogy {p + q √ 2 : p, q ∈ Q} test a valćs szămok szokăsos mŰveleteivel.

3.3.7. Feladat [6]. Bizonyątsuk be, hogy^3 √ 2 /∈ {p + q √ 2 : p, q ∈ Q}.

3.3.8. Feladat [8]. Bizonyątsuk be, hogy {p + q √ 2 + r √ 3 + s √ 6 : p, q, r, s ∈ Q} test a valćs szămok szokăsos mŰveleteivel.

3.3.9. Feladat [8]. Bizonyątsuk be, hogy ha a, b pozitąv racionălis szămok, akkor {p + q √ a + r √ b + s √ ab : p, q, r, s ∈ Q} test a valćs szămok szokăsos mŰveleteivel.

Ŕltalănosątsuk az ăllątăst akărhăny pozitąv racionălis szămra.

→ 3.3.10. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy ha a, b ∈ R, akkor

max{a, b} =

|a − b| + a + b 2 , min{a, b} =

−|a − b| + a + b 2 . → 3.3.11. Feladat [0]. Hatărozzuk meg az alăbbi maradĆkok ĆrtĆkĆt:

(1) 100 mod 3; (2) 100 mod 7; (3) −100 mod 7; (4) −100 mod 0; (5) 5 mod −3; (6) 18 mod −3; (7) −2 mod −3; (8) 1,1 mod 1; (9) 0,11 mod 0,1; (10) 0,11 mod −0,1.

→ 3.3.12. Feladat [1]. Bizonyątsuk be, hogy ha x ∈ R, n ∈ Z, akkor (1) ⌊x⌋ < n pontosan akkor, ha x < n; (2) n ≤ ⌊x⌋ pontosan akkor, ha n ≤ x; (3) ⌈x⌉ ≤ n pontosan akkor, ha x ≤ n; (4) n < ⌈x⌉ pontosan akkor, ha n < x; (5) ⌊x⌋ = n pontosan akkor, ha x − 1 < n ≤ x; (6) ⌊x⌋ = n pontosan akkor, ha n ≤ x < n + 1; (7) ⌈x⌉ = n pontosan akkor, ha x ≤ n < x + 1; (8) ⌈x⌉ = n pontosan akkor, ha n − 1 < x ≤ n.

→ 3.3.13. Feladat [3]. A modern processzorokban nĆgyfĆle egĆszre kerekątĆsi mćd ălląthatć be (az IEEE 754 szabvăny szerint): +∞ felĆ, −∞ felĆ, 0 felĆ, Ćs a legkŤzelebbi egĆszre, ha kĆt ilyen van, akkor a părosra. Ŋrjuk fel mindegyiknek az eredmĆnyĆt a tanult jelŤlĆsekkel.

→ 3.3.14. Feladat [4]. Mely ŤsszefĄggĆsek teljesĄlnek az alăbbiak kŤzĄl bărmely x ∈ R^+-ra: (1) � ⌊x⌋ � = ⌊ √ x⌋; (2) � ⌈x⌉ � = ⌈ √ x⌉; (3) � ⌊x⌋ � = ⌈ √ x⌉. 3.3.15. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy minden x, y ∈ R-re ⌊x⌋ + ⌊y⌋ ≤ ⌊x + y⌋ Ćs egyenlŞsĆg pontosan akkor teljesĄl, ha x mod 1 + y mod 1 < 1. TeljesĄl-e hasonlć ŤsszefĄggĆs a felsŞ egĆsz rĆszre?

3.3.16. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha az m ∈ N^+ szămot q alapč szămrendszerben ąrjuk fel, ahol q ∈ N, q > 1, akkor q^j egyĄtthatćja ⌊m/q^j ⌋ − q⌊m/q^{j+1}⌋, ha j ∈ N.

3.3.17. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy (1) minden n ∈ N^+-ra ⌊ √ n + √ n + 1⌋ = ⌊ √ n + √ n + 2⌋;

(2) van olyan n ∈ N^+, amelyre ⌊^3 √ n +^3 √ n + 1⌋ ≠= ⌊^3 √ n +^3 √ n + 2⌋.

3.3.18. Feladat: ŤrŤknaptăr [8]. Mutassuk meg, hogy ha d, m Ćs y rendre a nap, hćnap Ćs Ćv, akkor az 1582. Ćvet kŤvetŞ idŞpontokra (azćta hasznălatos a Gergely-naptăr) (1) h = [ymod4 = 0] − [ymod100 = 0] + [ymod400 = 0] szŤkŞĆv esetĆn 1, egyĆbkĆnt nulla;

(2) x = � d+⌊2,6n−0,2⌋+r+⌊r/4⌋+⌊h/4⌋−2h−(1+s)⌊n/11⌋ � mod 7 vasărnap 0, hĆtfŞn 1, stb., szombaton 6; itt h = ⌊y/100⌋ az Ćv ĂĆvszăzad-rĆsze, r = y mod 100 pedig a maradĆk rĆsze, n = 1 + � (m − 3) mod 12 � pedig a hćnap Ămćdosątott sorszăma", mărciust vĆve elsŞnek (mert februăr a szŤkŞhćnap).

→ 3.3.19. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy {r + s √ 2 : r, s ∈ Q} test a szokăsos Ťsszeadăssal Ćs szorzăssal.

3.3.20. Feladat [4]. Hatărozzuk meg az alăbbi feltĆtelt kielĆgątŞ valćs szămok halmazăt:

(1) |x + 1| < 1/4; (2) |x − 2| > 5; (3) |x| > |x − 1|; (4) |2x − 1| < |x − 1|; (5) |x + 2| + |x − 2| ≤ 12; (6) |x + 2| − |x| > 1; (7) � �|x + 1| − |x − 1| � � < 1; (8) � �x(1 − x) � � < 3.

→ 3.3.21. Feladat [4]. Hatărozzuk meg az alăbbi valćs szămhalmazok felsŞ Ćs alsć hatărăt, minimumăt Ćs maximumăt, ha lĆtezik: (1) {1/n : n ∈ N^+}; (2) {x ∈ Q : −1 < x < 1};

(3) {x ∈ R : − √ 2 ≤ x ≤ √ 2}; (4) {(−1)^n/n : n ∈ N^+}; (5) {(−1)^n + 1/n : n ∈ N^+}; (6) {1/2^n + 1/2^m : n, m ∈ N^+}.

→ 3.3.22. Feladat [4]. Bizonyątsuk be, hogy egy rendezett test pontosan akkor felsŞ hatăr tulajdonsăgč, ha alsć hatăr tulajdonsăgč, azaz ha minden nem Ąres alulrćl korlătos rĆszhalmazănak van legnagyobb eleme, tovăbbă A pontosan akkor felĄlrŞl korlătos, ha −A alulrćl korlătos, Ćs ekkor inf(−A) = − sup A.

3.3.23. Feladat [4]. Legyen X nem Ąres halmaz, f, g : X → R fĄggvĆnyek. Mutassuk meg, hogy ha f(X) Ćs g(X) felĄlrŞl korlătosak, akkor f +g ĆrtĆkkĆszlete is felĄlrŞl korlătos, Ćs sup f(X) + sup g(X) = sup(f + g)(X), valamint ha g(X) mĆg alulrćl is korlătos, akkor Ćs g(X) felĄlrŞl korlătosak, akkor f + g ĆrtĆkkĆszlete is felĄlrŞl korlătos, Ćs sup f(X) + sup g(X) = sup(f + g)(X).

3.3.24. Feladat [4]. Legyen X nem Ąres halmaz, f, g : X → R^+ fĄggvĆnyek. Mutassuk meg, hogy inf f(X) inf g(X) = inf(fg)(X), valamint ha f(X) Ćs g(X) felĄlrŞl korlătosak, akkor fg ĆrtĆkkĆszlete is felĄlrŞl korlătos, Ćs sup f(X) sup g(X) = sup(fg)(X).

3.3.25. Feladat [6]. Legyen X nem Ąres halmaz, f, g : X → R fĄggvĆnyek. Mit tudunk mondani inf f(X), inf g(X), sup f(X) Ćs sup g(X) valamint inf(fg)(X), sup(fg)(X), inf(1/g)(X) Ćs sup(1/g)(X) kapcsolatărćl?

3.3.26. Feladat [4]. Legyen A_i, i ∈ I az R felĄlrŞl korlătos, nem Ąres rĆszhalmazainak egy nem Ąres csalădja. Mutassuk meg, hogy ∪_{i∈I} A_i pontosan akkor felĄlrŞl korlătos, ha a B = {sup A_i : i ∈ I halmaz felĄlrŞl korlătos, Ćs ekkor sup A = sup B.

3.3.27. Feladat [7]. EllenŞrizzĄk, hogy a pozitąv valćs szămok halmaza Abelcsoport az (a, b) → a · b mŰvelettel. Mi lesz a semleges elem? Adjunk meg ehhez az ĂŤsszeadăshoz" olyan szorzăst, amellyel testet kapunk.

3.3.28. Feladat [9]. EllenŞrizzĄk, hogy a pozitąv racionălis szămok halmaza Abelcsoport az (a, b) → a · b mŰvelettel. Mi lesz a semleges elem? Bizonyątsuk be, hogy ehhez az ĂŤsszeadăshoz" nincs olyan szorzăs, amellyel testet kapunk.

3.3.29. Feladat [6]. Bizonyątsuk be az intervallumskatulyăzăsi axićmăt.

3.3.30. Feladat [6]. Az intervallumskatulyăzăsi axićmăban megkŤveteljĄk, hogy az egymăsba skatulyăzott intervallumok zărtak, korlătosăk Ćs nem Ąresek. EllenŞrizzĄk, hogy az ăllątăs nem marad igaz, ha bărmelyik feltĆtel elhagyjuk.

∘* 3.3.31. Feladat [12]. TekintsĄk Q(x)-et azzal a rendezĆssel, amelyben r > s, ha r − s szămlălćja Ćs nevezŞje azonos elŞjelŰ. EllenŞrizzĄk, hogy Q(x) rendezett test. Mutassuk meg, hogy nem archimĆdeszien rendezett. Mutassuk meg, hogy nem teljesĄl az intervallumskatulyăzăsi tulajdonsăg.

3.3.32. Tovăbbi feladatok. [59]: 4.1.3, 4.1.4, 4.1.6{4.1.8, 4.1.10, 4.1.15, 4.1.16, 4.1.18, 4.1.22, 4.1.24;

3.4. Komplex szămok

→ 3.4.1. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy tetszŞleges z_1, z_2, . . . , z_n komplex szămokra |z_1 + z_2 + · · · + z_n| ≤ |z_1| + |z_2| + · · · |z_n|.

→ 3.4.2. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy tetszŞleges z, w komplex szămokra fennăll a paralelogramma-azonossăg: |z + w|^2 + |z − w|^2 = 2|z|^2 + 2|w|^2. → 3.4.3. Feladat [6]. Legyen w = u + iv, u, v ∈ R. Mutassuk meg, hogy ha x = � |w| + u 2 , y = � |w| − u 2 , akkor z = x + iy-ra v ≥ 0 esetĆn z^2 = w, ha pedig v ≤ 0, akkor z^2 = w. → 3.4.4. Feladat [6]. Hozzuk algebrai alakra: 2 (1 − i)(3 + i) , 1 (3 + 4i)^2 , 2 + i i(−3 + 4i) , √ 3 + i (1 − i)( √ 3 − i) , 1 i(3 − 2i)(1 + i) , i (1 − i)(1 − 2i)(1 + 2i) . → 3.4.5. Feladat [6]. Ha z = 1 − 5i Ćs w = 3 + 4i, akkor mennyi z/w, z/w, z/w, z/w, z/|w|, |z/w|?

3.4.6. Feladat [6]. Ha z = 1 + i Ćs w = 1 − 2i, akkor mennyi z − z/w, (z − 1)/w, z^2 − iz/w, z/(iw), z/|w|?

3.4.7. Feladat [6]. Legyen z_1 = 2 + i, z_2 = 3 − 2i Ćs z_3 = −1/2 + √ 3i/2. Mennyi |3z_1 − 4z_2| + z_3z_3, z^3_1 = 3z^2_1 + 4z_1 − 8, � �(2z_2 + z_1 − 5 − i)/(2z_1 − z_2 + 3 − i)|?

→ 3.4.8. Feladat [2]. Ŕllątsuk elŞ trigonometrikus alakban az 1 + i, 1 + i √ 3 Ćs √ 3 − i komplex szămokat.

→ 3.4.9. Feladat. Hatărozzzuk meg i Ćs −1 + i Ťsszes harmadik gyŤkĆt, valamint 64 Ćs −64 Ťsszes hatodik gyŤkĆt.

3.4.10. Feladat. Szămątsuk ki az √ i, √ 3 + 4i Ćs √ −7 + 24i komplex szămokat.

3.4.11. Feladat. Mi annak a szĄksĆges Ćs elĆgsĆges feltĆtele, hogy kĆt komplex szăm szorzata valćs legyen?

3.4.12. Feladat. Adjuk meg az alăbbi komplex szămokat algebrai alakban: (1) (1 + 2i)^2 − (1 − i)^3 (3 + 2i)^3 − (2 + i)^2 ; (2) (1 − i)^5 − 1 (1 + i)^5 + 1 ;

3.4. Komplex szămok 39 (3) (1 + i)^9 (1 − i)^7 ; (4) (1 + i)^{52}; (5) �1 + i√3 1 − i

�_{20} . 3.4.13. Feladat. Szămątsuk ki az alăbbi kifejezĆseket, ha a, b, c ∈ R Ćs ω = −1/2 + i √ 3/2:

(1) (aω + bω^2)(aω^2 + bω);

(2) (a + b + c)(a + bω + cω^2)(a + bω^2 + cω); (3) (a + bω + cω^2)^3 + (a + bω^2 + cω)^3.

→ 3.4.14. Feladat [4]. Hatărozzuk meg azokat a komplex szămokat, amelyekre (1) z = z^2; (2) z = z^3.

→ 3.4.15. Feladat [4]. Ŕbrăzoljuk a komplex szămsąkon az alăbbi feltĆtel kielĆgątŞ komplex szămok halmazăt: (1) |z − i| < 1; (2) 2 < |z| ≤ 3;

(3) |z − 2 − i| < |z| < |z|; (4) |z − 1| < 1 Ćs ℜ(z) > 0; (5) |z + i| > 2 Ćs ℑ(z) < 2; (6) |z − 1| = 2|z − 2 + i|.

→ 3.4.16. Feladat [8]. Hatărozzuk meg az alăbbi relăcićk ĆrtelmezĆsi tartomănyăt, ĆrtĆkkĆszletĆt, dŤntsĄk el, hogy fĄggvĆny-e, Ćs hogy az inverze fĄggvĆny-e. (1) � (z, w) ∈ C^2 : |z − 1| = |w| � ; (2) � (z, w) ∈ C^2 : z^2 = w � ; (3) � (z, w) ∈ C^2 : z = w^2 � ; (4) � (z, y) ∈ C × R : ℜ(z) = y � ; (5) � (z, y) ∈ C × R : |z| + y = 0 � ; (6) � (z, w) ∈ C^2 : ℜ(z) = ℑ(w) � ; (7) � (z, w) ∈ C^2 : w(z^2 − 1) = z � ; (8) � (z, w) ∈ C^2 : w = |z| � ; (9) � (z, w) ∈ C^2 : w(z − 1) = z � .

→ 3.4.17. Feladat [5]. Hatărozzuk meg az f ∘ g fĄggvĆnyt, ha (1) g(z) = sgn(z), ha z ∈ C Ćs f(x) = 1/(x^2 − 1), ha x ∈ R; (2) g(z) = z^2, ha z ∈ C Ćs f(x) = 1/(x + 1), ha x ∈ R; (3) g(z) = ℜ(z), ha z ∈ C Ćs f(x) = x/(x^2 − 1), ha x ∈ R; (4) g(x) = |x|, ha x ∈ R Ćs f(z) = iz, ha z ∈ C.

3.4.18. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy R × R a koordinătănkĆnti o"sszeadăssal Ćs szorzăssal kommutatąv egysĆgelemes gyŰrŰ, de nem test.

→ 3.4.19. Feladat [4]. Ha p = 1 + i + j + k Ćs q = k kvaternićk, hatărozzuk meg a p, p^2, 1/p, q(1/p) Ćs (1/p)q kvaternićkat.

→ 3.4.20. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha q tetszŞleges kvaternić, akkor q − iqi − jqj − kqk = 4ℜ(q).

3.4.21. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha az f, g : C → C lekĆpezĆsek mindegyike forgatăs (valamely pont kŤrĄl) vagy eltolăs, akkor az ŤsszetĆtelĄk is forgatăs vagy eltolăs.

3.4.22. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy ha az f, g : R^3 → R^3 lekĆpezĆsek forgatăsok metszŞ egyenesek kŤrĄl, akkor az ŤsszetĆtelĄk is forgatăs.

3.4.23. Tovăbbi feladatok. Megoldăsokkal: [45]; [15]: 1{72, 81{126; [17]: 1{48; [73]: VI.4.1{VI.4.25.

4. VŘGES HALMAZOK

4.1. VĆges halmazok alaptulajdonsăgai

→ 4.1.1. Feladat [6]. EgĆszątsĄk ki az elŞzŞ pont bizonyątăsăt.4.1.3. → 4.1.2. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy ha A \ B ∼ B \ A, akkor A ∼ B. → 4.1.3. Feladat [1]. Adjunk meg kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ megfeleltetĆs a 0, 1 szămokbćl Ćs a 0, 1, 2, 3 szămokbćl kĆpezhetŞ sorozatok kŤzŤtt.

→ 4.1.4. Feladat [2]. Adjunk meg kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ megfeleltetĆs az alăbbi halmazok kŤzŤtt: (1) Z Ćs N; (2) R Ćs R^+;

(3) {x ∈ R : 0 < x ≤ 1} Ćs {x ∈ R : x ≥ 1}.

→ 4.1.5. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha A, B, C halmazok, akkor (1) A × B ∼ B × A;

(2) (A × B) × C ∼ A × (B × C);

(3) (A ∪ B) × C ∼ (A × C) ∪ (B × C), ha A ∩ B = ∅; (4) A^{B∪C} ∼ A^B × A^C , ha B ∩ C = ∅; (5) (A^B )^C ∼ A^{B×C} ; (6) (A × B)^C ∼ A^C × B^C .

4.1.6. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy egy X halmaz pontosan akkor vĆgtelen, ha minden f : X → X lekĆpezĆshez van olyan Y valćdi rĆszhalmaza X-nek, hogy f(Y ) ⊂ Y .

4.1.7. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy Z, Q, R Ćs C vĆgtelen halmazok. →^∘ 4.1.8. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy a π, 2π, 3π, . . . , 100π szămok kŤzŤtt van olyan, amelyik nincs messzebb a legkŤzelebbi egĆsztŞl, mint 1/101. → 4.1.9. Feladat [8]. Bizonyątsuk be, hogy bărmely m ∈ N^+-hoz van olyan n ∈ N^+, hogy tązes szămrendszerben mn minden jegye 1 vagy 0.

→^∘ 4.1.10. Feladat [6]. Bizonyątsuk be, hogy minden păratlan n-hez van olyan m egĆsz, amelyre n osztćja 2^m − 1-nek.

→^∘ 4.1.11. Feladat [6]. Legyen a_1, a_2, . . . , a_{100} egĆsz szămok egy sorozata. Bizonyątsuk be, hogy egy alkalmas rĆszsorozatra a_{j1} + a_{j2} + · · · a_{jn} oszthatć 100-zal.

→^∘ 4.1.12. Feladat [3]. Legyenek a_1, a_2, . . . , a_{51} egĆsz szămok az [1, 100] intervallumbćl. Bizonyątsuk be, hogy van kettŞ kŤzŤttĄk, amely relatąv prąm.

→^∘ 4.1.13. Feladat [8]. Legyenek a_1, a_2, . . . , a_{51} egĆsz szămok az [1, 100] intervallumbćl. Bizonyątsuk be, hogy alkalmas i ≠ j-re a_i osztćja a_j -nek.

4.1.14. Feladat [10]. Pozitąv termĆszetes szămok egy szigorčan monoton nŤvekedŞ k_1, k_2, . . . , k_m sorozatăt Sidon-sorozatnak nevezzĄk n-ig, ha a k_i + k_j , 1 ≤ i ≤ j ≤ m szămok mind kĄlŤnbŤzŞek, Ćs k_m ≤ n. Melyik a leghosszabb Sidon-sorozat 100-ig? Megkaphatjuk-e ezt a mohć algoritmussal, azaz čgy, hogy mindig az elsŞ olyan szămot, amely ĆrvĆnyben hagyja a Sidon-tulajdonsăgot, hozzăvesszĄk a sorozathoz? Adjunk felsŞ korlătot a Sidon-sorozatok hosszăra n-ig.

∘* 4.1.15. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy egy α irracionălis szămhoz vĆgtelen sok olyan m/n racionălis szăm van, amelyre |α − m/n| < 1/n^2.

∘* 4.1.16. Feladat [11]. Mutassuk meg, hogy ha α_1, α_2, . . . , α_n irracionălis szămok, akkor vĆgtelen sok olyan racionălis szămokbćl ăllć (p_1/q, p_2/q, . . . , p_n/q) sorozat lĆtezik, amelyre |α_i − p_i/q| < 1/q^{1+1/n}, ha 1 ≤ i ≤ n.

∘ 4.1.17. Feladat [12]. Bizonyątsuk be, hogy valamely n > 0-ra az F_n Fibonacciszăm oszthatć 1000-rel.

4.1.18. Tovăbbi feladatok. [31]: 4.7, 4.21, 5.7, 5.8, 5.12.

4.2. Kombinatorika

→ 4.2.1. Feladat [4]. Az

�_n m � ĆrtĆkei n, m ∈ N, 0 ≤ m ≤ n esetĆn alkotjăk a PascalhăromszŤget. Foglaljuk tăblăzatba az n ≤ 8-hoz tartozć rĆszt.

→ 4.2.2. Feladat [0]. Hăny szćtărra van szĄksĆgĄnk az EU-ban, hogy bărmely hivatalos nyelvrŞl bărmely hivatalos nyelvre kŤzvetlenĄl fordąthassunk?

→ 4.2.3. Feladat [0]. Hăny rendezĆse van egy n elemŰ halmaznak?

→ 4.2.4. Feladat [0]. Egy n văltozćs, m ĆrtĆkŰ Boole-fĄggvĆnyen egy f : {↑, dto}^n → {↑, dto}^m fĄggvĆnyt ĆrtĄnk. Hăny ilyen fĄggvĆmy van?

→ 4.2.5. Feladat [1]. HănyfĆlekĆppen ĄltethetĄnk le n embert egy kerek asztal mellĆ? KĆt ĄltetĆst megegyezŞnek tekintĄnk, ha forgatăssal ătvihetŞk egymăsba.

→ 4.2.6. Feladat [1]. Egy postahivatalban 10 kĄlŤnbŤzŞ kĆpeslapot ărulnak. HănyfĆlekĆppen văsărolhatunk 12 kĆpeslapot?

→ 4.2.7. Feladat [1]. HănyfĆlekĆppen helyezkedhet el 12 ember hărom szobăban, ha az elsŞben 2, a măsodikban 6, a harmadikban pedig 4 fĆr el?

→ 4.2.8. Feladat [5]. Tizennyolc szăzforintos osztunk szĆt Ťt gyerek kŤzŤtt. HănyfĆlekĆppen lehetsĆges ez? Mi a helyzet, ha mindenki legalăbb szăz forintot kap? Mi a helyzet, ha mindenki legalăbb kĆtszăz forintot kap?

→ 4.2.9. Feladat [0]. Egy esemĆny esĆlyĆn a bekŤvetkezĆst eredmĆnyezŞ esetek szămănak Ćs az Ťsszes esetek szămănak hănyadosăt fogjuk Ćrteni. Lottćban mennyi az 5, 4, 3, 2, 1 illetve 0 talălat esĆlye?

→ 4.2.10. Feladat [0]. Egy n elemŰ halmazon hăny binĆr relăcić van? EzekbŞl hăny re‚exąv, hăny szimmetrikus Ćs hăny re‚exąv Ćs szimmetrikus?

→ 4.2.11. Feladat [0]. HănyfĆlekĆppen vălaszthatunk ki hărom kĄlŤnbŤzŞ szămot az {1, 2, . . . , 100} halmazbćl čgy, hogy az ŤsszegĄk păros legyen?

∘ 4.2.12. Feladat [0]. Hăny k hosszč in˛xe van egy n hosszč szćnak? Azonos, de kĄlŤnbŤzŞ helyen lĆvŞ in˛xeket kĄlŤnbŤzŞnek tekintĄnk.

→ 4.2.13. Feladat [5]. Bridzsben hăny leosztăs van? Mennyi az esĆlye, hogy mindenkinĆl van ăsz? Hăny lehetsĆges kĆz van? Mennyi az esĆlye, hogy egy adott kĆzben van minden ăsz? Mennyi az esĆlye, hogy egy adott kĆzben egy sząnbŞl nyolc lap van? Mennyi az esĆlye, hogy egy adott kĆz 4-4-4-1 elosztăsč?

→ 4.2.14. Feladat [5]. Mennyi az esĆlye hogy pćkerben osztăs utăn a kezĄnkben royal‚Ťs, pćker, full, ‚Ťs, sor, drill, kĆt păr, egy păr, illetve Ąres lap van? Mi a helyzet, ha magyar kărtyăval jătszunk?

→ 4.2.15. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy ha m, n ∈ N, m ≤ n, akkor � n m � = � n n − m � . Mutassuk meg, hogy akkor kapunk maximumot, ha m = ⌊n/2⌋ vagy m = ⌈n/2⌉.

→ 4.2.16. Feladat [8]. Bizonyątsuk be, hogy ha z, w, v ∈ C Ćs k, m, n ∈ N, akkor (1) (z + 1) � z k � = (k + 1) � z + 1 k + 1 � ; (2) z � z − 1 k � = (z − k) � z k � ; (3) � −z k � = (−1)^k � z + k − 1 k � ;

(4) � z m + k � m + k k � = � z k � z − k m � ; (5) � z k � + � z k + 1 � = � z + 1 k + 1 � ; (6)_n � k=0 � z − k m � = � z + 1 m + 1 � + � z − n m + 1 � ; (7)_n � k=0 � z + k k � = � z + n + 1 n � ; (8)_n � k=0 (−1)^k � z k � = (−1)^n � z − 1 n � ; (9)_n � k=0 � z k � w n − k � = � z + w n � (ŤsszegzĆsi tĆtel);

(10)_n � k=0 � z + n − k − 1 k � w + k − 1 n − k � = � z + w + n − 1 n � ; (11)_n � 0≤k+m≤n � z k � w m � v n − k − m � = � z + w + v n � . →^∘ 4.2.17. Feladat [3]. Az analązisben bebizonyątjăk a Stirling-formulăt: ha n ∈ N^+, akkor n! = √ 2π n^{n+1/2} e^n e^{112n −cn} , ahol 0 ≤ c_n ≤ 1 180n^3 . Itt e = 2,71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 . . . Ćs π = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 . . .

Hasznăljuk fel a formulăt n! becslĆsĆre c_n = 0 vălasztăssal, ha n = 1, 2, . . . , 10, Ćs minden esetben szămoljuk ki (kŤzelątŞleg) a relatąv hibăt, azaz a kŤzelątĆs Ćs a pontos ĆrtĆk eltĆrĆsĆnek Ćs a pontos ĆrtĆknek a hănyadosăt. MegjegyezzĄk, hogy nagy n esetĆn a tčlcsordulăs elkerĄlĆsĆre n! helyett cĆlszerŰbb lehet annak e alapč logaritmusăt szămolni, amelyet termĆszetes alapč logaritmusnak (logaritmus naturalis) neveznek, Ćs ln-nel jelŤlnek. (A kŤvetkezŞ feladat szerint ha n > 8, akkor a relatąv hiba kisebb, mint 0,0008%.) MegjegyezzĄk, hogy mivel a faktoriălisok nagyok, nĆha kĆnyelmesebb az e alapč, čgynevezett termĆszetes logaritmusukkal szămolni, amelyet ln-el szokăs jelŤlni. ∘* 4.2.18. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy az elŞzŞ feladatban szereplŞ Stirlingformulăt hasznălva n! becslĆsĆre c_n = 0 vălasztăssal, ha n > 8, akkor a relatąv hiba kisebb, mint 0,0008%.)

∘* 4.2.19. Feladat [7]. Meg tudjuk-e a Stirling-formula segątsĆgĆvel pontosan hatărozni, hogy 1000! hăny jegyŰ? Mi az elsŞ nĆhăny jegy? Mi az utolsć jegy?

4.2.20. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy � 2n n � < 4^{n−1}, ha n ∈ N, n > 4.

∘* 4.2.21. Feladat [4]. Adjunk becslĆst

�_{2n} n � ĆrtĆkĆre a Stirling-formulăval.

4.2.22. Feladat [5]. Hăny olyan rĆszhalmaza van a H = {1, 2, . . . , n} halmaznak, amelyre teljesĄl hogy ha j ∈ H, akkor j + 1 /∈ H?

4.2.23. Feladat [6]. Hăny olyan rĆszhalmaza van a H = {1, 2, . . . , n} halmaznak, amelyre teljesĄl hogy ha j, j + 1 ∈ H, akkor j + 2 ∈ H?

4.2.24. Feladat [11]. TervezzĄnk programot, amely valamilyen sorrendben megadja az {1, 2, . . . , n} halmaz Ťsszes permutăcićjăt, k-ad osztălyč varăcićjăt, k-ad osztălyč kombinăcićjăt, k-ad osztălyč ismĆtlĆses variăcićjăt, k-ad osztălyč ismĆtlĆses kombinăcićjăt, illetve i_1, i_2, . . . , i_n ismĆtlŞdĆsŰ ismĆtlĆses permutăcićjăt.

4.2.25. Feladat [6]. Ha m, n ∈ N Ćs m ≤ n, akkor az elsŞfajč Stirling-szămokat a � n m � = � 0<k_1 <k_2 <...<k_{n−m}<n

k_1k_2 · · · k_{n−m}

formulăval, a măsodfajč Stirling-szămokat pedig a � n m � = � 1≤k_1≤k_2 ≤...≤k_{n−m}≤m

k_1k_2 · · · k_{n−m}

formulăval de˛niăljuk. Mutassuk meg, hogy ha m > 0, akkor � n + 1 m � = n � n m � + � n m − 1 � Ćs � n + 1 m � = m � n m � = � n m − 1 � . Ezen ŤsszefĄggĆsek alapjăn foglaljuk tăblăzatba

�_n m � illetve

�_n m � ĆrtĆkeit, ha 0 ≤ m ≤ n ≤ 8.

4.2.26. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy bărmely z ∈ C-re Ćs n ∈ N-re

n! � z n � = n� m=0 (−1)^{n−m} � n m � z^m.

4.2.27. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy bărmely z ∈ C-re Ćs n ∈ N-re

z^n = n� m=0 m! � n m � z m � .

4.2.28. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy egy n elemŰ halmaz m elemŰ osztălyozăsainak szăma

�_n m � . 4.2.29. Feladat [7]. Legyen X egy n elemŰ halmaz. Ha f az X egy permutăcićja, egy x ∈ X elem pălyăjăt az x, f(x), f � f(x) � , . . . elemek alkotjăk. Mutassuk meg, hogy a pălyăk X egy osztălyozăsăt adjăk. Mutassuk meg, hogy olyan permutăcićja X-nek, amelyre a pălyăk m elemŰ osztălyozăst adnak,

�_n m � van.

4.2.30. Tovăbbi feladatok. Feladatok megoldăsokkal: [48], 1.3-4{1.3-16, 1.3-18{ 1.4-25, 1.4-27{1.5-36; [22]: VIII.1.2{VIII.1.7, VIII.1.9{VIII.1.12, VIII.1.14{VIII.1.18, VIII.1.20{VIII.1.23, VIII.1.25; [38]: 1.2.6.1{1.2.6.2, 1.2.6.4, 1.2.6.6{1.2.6.9, 1.2.6.12, 1.2.6.18, 1.2.6.19{1.2.6.24, 1.2.6.31{1.2.6.32, 1.2.6.38{1.2.6.39, 1.2.6.47{1.2.6.48, 1.2.6.50{1.2.6.56, 1.2.6.59, 1.2.6.61{1.2.6.63, 1.2.6.66{1.2.6.68; [51]: I.3.25, I.3.45; [55]: 1.§1{1.§8, 1.§16{ 1.§18, 1.§26{1.§27, 1.§30{1.§33, 1.§35{1.§38, 1.§42{1.§43; [72]: IV.5.2{IV.5.4, IV.5.7, IV.5.9{IV.5.11, IV.5.13{IV.5.15, IV.5.17, IV.5.22, IV.5.24{IV.5.30, IV.5.32; [74]: 1.24{ 1.26.

4.3. Polinomiălis tĆtel, szita formula

→ 4.3.1. Feladat [0]. Mi kŤze a Pascal-hăromszŤgnek ahhoz, hogy 11^4 = 14641?

→ 4.3.2. Feladat [3]. Hăny nullăra vĆgzŞdik a 11^{100} − 1 szăm?

→ 4.3.3. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy ha k, n ∈ N, akkor n� k=0 � n k � n n − k � = n� k=0 � n k �_2 = � 2n n � .

→ 4.3.4. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy ha k, m, n ∈ N Ćs m ≤ n, akkor n� k=m � k m � = � n + 1 m + 1 � .

4.3. Polinomiălis tĆtel, szita formula 47

→^∘ 4.3.5. Feladat [6]. Bizonyątsuk be a Moivre-tĆtelt: ha n ∈ N, φ ∈ R, akkor

cos nφ =

⌊n/2⌋�

k=0 (−1)^k cos^{n−2k} φ sin^{2k} φ Ćs sin nφ =

⌊(n−1)/2⌋ � k=0 (−1)^k cos^{n−2k−1} φ sin^{2k+1} φ.

→ 4.3.6. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy

⌊n/2⌋�

k=0 � n 2k � = ⌊(n−1)/2⌋ � k=0 � n 2k + 1 � = 2^{n−1}, ha n ∈ N^+.

→ 4.3.7. Feladat [5]. HănyfĆlekĆppen vălaszthatunk ki n tărgy kŤzĄl păratlan szămč tărgyat?

4.3.8. Feladat [6]. Legyen k, n ∈ N. Bizonyątsuk be, hogy (1)_n � k=1 k � n k � = n2^{n−1};

(2)_n � k=2 k(k − 1) � n k � = n(n − 1)2^{n−2};

(3)_n � k=0 (2k + 1) � n k � = (n + 1)2^n;

(4)_n � k=0 1 k + 1 � n k � = 1 n + 1

(2^{n+1} − 1);

(5)_n � k=0 (−1)^k k + 1 � n k � = 1 n + 1 ; (6)_n � k=0 (2n)!

(k!)^2 � (n − k)!

�_2 = � 2n n �_2 . 4.3.9. Feladat [7]. Figyelembe vĆve, hogy

k^4 = 24 � k 4 � + 36 � k 3 � + 14 � k 2 � + � k 1 � , szămoljuk ki a

�_n k=0 k^4 Ťsszeget.

→ 4.3.10. Feladat [3]. Az a Ćs b betŰkbŞl hăny olyan n tagč sorozat kĆsząthetŞ, amelyben legfeljebb m szămč a szerepel? (Nincs jć zărt formula az Ťsszegre: lăsd [38], 1.2.6.)

4.3.11. Feladat [3]. Egy m elemŰ vĆges ăbĆcĆ betŰibŞl hăny olyan n hosszčsăgč szć kĆsząthetŞ, amelyben (1) egy rŤgzą‘tett betŰ legalăbb kĆtszer elŞfordul; (2) egy rŤgzą‘tett betŰ legalăbb hăromszor elŞfordul; (3) kĆt rŤgzą‘tett betŰ legalăbb egyszer elŞfordul.

→ 4.3.12. Feladat [2]. Egy tărsasutazăs rĆsztvevŞi mindannyian beszĆlnek angolul, nĆmetĄl vagy franciăul. Hatan tudnak nĆmetĄl, ugyanennyien angolul, heten franciăul. nĆgyen beszĆlnek angolul Ćs nĆmetĄl, hărman nĆmetĄl Ćs franciăul, ketten franciăul Ćs angolul. Egyvalaki mindhărom nyelven beszĆl. Hăny rĆsztvevŞje van a tărsasutazăsnak? Hănyan beszĆlnek csak angolul, illetve csak franciăul?

→ 4.3.13. Feladat [6]. Ŋrjuk fel a 120-năl nem nagyobb prąmek szămăt az ⌊ ⌋ fĄggvĆny segątsĆgĆvel.

→ 4.3.14. Feladat [3]. A logikai szita formulănăl hasznălt jelŤlĆsekkel, mutassuk meg, hogy ha X = ∪^k_{i=1}X_i, akkor S = S_1 − S_2 + · · · + (−1)^{k−1}S_k.

4.3.15. Feladat [7]. Egy n hăzaspărbćl ăllć tărsasăg tăncol. Hăny olyan eset van, amikor senki sem tăncol a sajăt felesĆgĆvel?

4.3.16. Feladat [7]. A szita-formulăval hatărozzuk meg, hogy hăny szĄrjektąv lekĆpezĆse van egy n elemŰ halmaznak egy k elemŰ halmazra. Mi kŤze ennek a Stirlingszămokhoz?

4.3.17. Feladat [7]. HănyfĆlekĆppen ĄltethetŞ le n hăzaspăr egy kerek asztal kŤrĆ čgy, hogy nŞk ne kerĄljenek egymăs mellĆ, hogy hăzaspărok ne kerĄljenek egymăs mellĆ, illetve hogy mindkĆt feltĆtel teljesĄljŤn?

4.3.18. Feladat [9]. Legyen X_i, i = 1, 2, . . . , n egy halmazcsalăd. Ha

H ⊂ {1, 2, . . . , n},

legyen P_H = ∪_{i∈H} X_i Ćs Q_H = ∩_{i∈H} X_i. JelŤlje F_k az {1, 2, , . . . , n} halmaz Ťsszes k elemŰ rĆszhalmazainak rendszerĆt. Mutassuk meg, hogy

∪_{H∈Fk} Q_H ⊃ ∩_{H∈Fk} P_H , ha 2k ≤ n + 1 Ćs ∪_{H∈Fk} Q_H ⊂ ∩_{H∈Fk} P_H , ha 2k ≥ n + 1.

4.3.19. Tovăbbi feladatok. [48]: 4.6-37{4.6-39, 4.6-42, 4.8-44{4.8-47; az elŞzŞ feladatok megoldăsokkal: [49], 1.6-37{1.6-39, 1.6-42, 1.8-44{1.8-47; [55]: 2.§1{2.§4; [22]: VIII.2.1{VIII.2.7; [3]: I.13{I.16; [72]: IV.5.8, IV.5.18{IV.5.21; [74]: 1.21, 1.23.

5. VŘGTELEN HALMAZOK

5.1. Kivălasztăsi axićma

5.1.1. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a kivălasztăsi axićma ekvivalens azzal, hogy nem Ąres păronkĆnt diszjunkt halmazok bărmely csalădjăhoz lĆtezik kivălasztăsi fĄggvĆny.

5.1.2. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a kivălasztăsi axićma ekvivalens a Zermeloaxićmăval, mely szerint nem Ąres păronkĆnt diszjunkt halmazok bărmely rendszerĆhez van olyan halmaz, amely a halmazrendszer minden halmazăval pontosan egy kŤzŤs elemet tartalmaz.

5.1.3. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a kivălasztăsi axićma ekvivalens azzal, hogy minden f : X → Y szĄrjektąv lekĆpezĆsnek van olyan megszorątăsa, amely bijektąv.

→ 5.1.4. Feladat [1]. Mutassuk meg, hogy ha C ⊂ A Ćs B ⊂ D, de C ∪D ∼ C, akkor A ∪ B ∼ A.

5.1.5. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha A_i, i ∈ I tetszŞleges halmazcsalăd, akkor lĆtezik olyan, păronkĆnt diszjunkt halmazokbćl ăllć B_i, i ∈ I halmazcsalăd, amelyre ∪_{i∈I} A_i = ∪_{i∈I} B_i.

5.1.6. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha lĆtezik A-t B-re kĆpezŞ fĄggvĆny, akkor B ≾ A.

5.1.7. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha lĆtezik A-t B-re kĆpezŞ fĄggvĆny Ćs lĆtezik B-t A-ra kĆpezŞ fĄggvĆny, akkor A ∼ B.

5.1.8. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy tetszŞleges A, B, C halmazokra (1) ha A ≾ B, akkor A × C ≾ B × C; (2) ha A ≾ B, akkor A^C ≾ B^C ; (3) ha A ≾ B, akkor C^A ≾ C^B .

5.1.9. Feladat [8]. Legyen A egy nĆgyzet, B pedig egy kŤrlap. Mutassuk meg, hogy lĆteznek olyan A = A_1 ∪ A_2 Ćs B = B_1 ∪ B_2 diszjunkt felbontăsok, hogy A_1 hasonlć B_1-hez Ćs A_2 hasonlć B_2-hŤz.

* 5.1.10. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy R egy korlătos rĆszhalmaza nem lehet egybevăgć egy valćdi rĆszhalmazăval.

* 5.1.11. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy egy H ⊂ R halmazhoz legfeljebb egy olyan x ∈ H lĆtezik, amelyre H egybevăgć H \ {x}-el.

* 5.1.12. Feladat [12]. Adjunk meg C-ben olyan korlătos halmazt, amely egybevăgć egy valćdi rĆszhalmazăval.

* 5.1.13. Feladat [12]. Mutassuk meg, hogy ha C egy korlătos rĆszhalmaza egybevăgć egy valćdi rĆszhalmazăval, akkor az egybevăgćsăg forgatăs.

5.1.14. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy minden rĆszben rendezĆs kiterjeszthetŞ rendezĆssĆ.

∘ 5.1.15. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy A az F test feletti X vektortĆr egy lineărisan fĄggetlen rĆszhalmaza, S pedig a vektortĆr egy olyan rĆszhalmaza, hogy X minden eleme elŞăll S-beli elemek vĆges lineăris kombinăcićjakĆnt, Ćs A ⊂ S, akkor a vektortĆrnek lĆtezik olyan B maximălis lineărisan fĄggetlen rĆszhalmaza (băzisa), amelyre A ⊂ B ⊂ S; speciălisan minden vektortĆrnek lĆtezik băzisa. Mutassuk meg, hogy egy adott băzis esetĆn a vektortĆr minden eleme egyĆrtelmŰen ălląthatć elŞ a băziselemek lineăris kombinăcićjakĆnt.

∘ 5.1.16. Feladat [10]. Az elŞzŞ feladat folytatăsakĆnt, mutassuk meg, hogy az X tĆr bărmely kĆt băzisa, mint halmaz, ekvivalens.

5.1.17. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy minden X rendezett halmaznak van olyan jćlrendezett W rĆszhalmaza, hogy minden x ∈ X-hez van olyan y ∈ W , hogy x ≤ y,

5.1.18. Tovăbbi feladatok. [31]: 10.1{10.7; [74]: 1.18, 2.2, 2.5{2.9, 2.11{2.14, 16, 8.1{8.20.

5.2. Megszămlălhatć halmazok

→ 5.2.1. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy az egĆsz szămokbćl kĆpezhetŞ vĆges sorozatok halmaza megszămlălhatć.

→ 5.2.2. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy a vĆges hosszčsăgč magyar nyelvŰ szŤvegek halmaza megszămlălhatć.

→ 5.2.3. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy a matematikai tĆtelek halmaza megszămlălhatć.

5.2.4. Feladat [6]. Bizonyątsuk be, hogy R nem Ąres nyąlt intervallumainak bărmely păronkĆnt diszjunkt rendszere megszămlălhatć.

5.2.5. Feladat [7]. Bizonyątsuk be, hogy a sąkbeli nem Ąres nyąlt kŤrlapok bărmely păronkĆnt diszjunkt rendszere megszămlălhatć.

∘ 5.2.6. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy az algebrai szămok halmaza, azaz azon z ∈ C komplex szămok halmaza, amelyekhez van olyan egĆsz egyĄtthatćs nem azonosan nulla polinom, amelynek z gyŤke, megszămlălhatć.

5.2.7. Feladat [6]. Bizonyątsuk be, hogy egy halmaz pontosan akkor vĆges, ha rĆszhalmazai bărmely nem Ąres rendszerĆben van maximălis elem.

* 5.2.8. Feladat [8]. Legyen X ⊂ R megszămlălhatć halmaz a kŤvetkezŞ tulajdonsăggal: ha x, y ∈ X, x < y, akkor lĆteznek olyan u, v, w ∈ X, hogy u < x < v < y < w. Bizonyątsuk be, hogy X Ćs Q rendezĆse hasonlć.

∘* 5.2.9. Feladat [11]. A sąkon măszik egy hangya, minden egĆsz măsodpercben egy răcspontban van, a kŤvetkezŞ măsodpercben pedig egy szomszĆdos răcspontban; irănyt nem văltoztat. A sąkon ugrăl egy vak bolha, minden egĆsz măsodpercben egy răcspontbćl ătugrik egy tetszŞleges măsik răcspontba. Nem tudja, a hangya honnan indult Ćs merre tart. Adjunk szămăra stratĆgiăt, amellyel elŞbb-utćbb letapossa a hangyăt. Mi a helyzet, ha a hangyăt egy vĆges automata vezĆrli, Ćs minden măsodpercben az az ăltal megadott szomszĆdos răcspontba măszik tovăbb, a bolhăt pedig egy Turing-gĆp?

∘* 5.2.10. Feladat [13]. Bizonyątsuk be, hogy a sąkon elhelyezett, păronkĆnt diszjunkt T betŰk halmaza megszămlălhatć.

5.2.11. Tovăbbi feladatok. [51]: I.4.1{I.4.23; [74]: 3.14, 3.16{3.18, 3.24{3.29, 3.32, 3.46.

5.3. Nem megszămlălhatć halmazok

→ 5.3.1. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy minden fĆlegyenes kontinuum szămossăgč.

→ 5.3.2. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy egy kŤr kerĄlete kontinuum szămossăgč.

→ 5.3.3. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy ha A Ćs B kontinuum szămossăgč halmazok, akkor A ∪ B is kontinuum szămossăgč.

→ 5.3.4. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy ha C egy rĆszhalmaza tartalmaz egy pozitąv hosszčsăgč szakaszt, akkor kontinuum szămossăgč.

5.3.5. Feladat [6]. Bizonyątsuk be, hogy N×R, N^N, R^N Ćs N Ťsszes permutăcićinak halmaza kontinuum szămossăgč.

5.3.6. Feladat [6]. Bizonyątsuk be, hogy megszămlălhatć sok legalăbb kĆtelemŰ megszămlălhatć halmaz Descartes-szorzata kontinuum szămossăgč.

5.3.7. Feladat [7]. Bizonyątsuk be, hogy ℘(R) ∼ N^R ∼ R^R.

5.3.8. Feladat [10]. Adjunk meg olyan fĄggvĆny, amely ]0, 1]-et kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰen răkĆpezi a pozitąv termĆszetes szămokbćl ăllć sorozatok halmazăra.

→ 5.3.9. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy az irracionălis valćs szămok halmaza kontinuum szămossăgč.

→^∘ 5.3.10. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy a nem algebrai valćs szămok halmaza kontinuum szămossăgč.

∘ 5.3.11. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy R vĆges rĆszhalmazainak halmaza kontinuum szămossăgč.

∘ 5.3.12. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy R felbonthatć kontinuum sok kontinuum szămossăgč halmazra.

∘ 5.3.13. Feladat [8]. Bizonyątsuk be, hogy R^R folyonos fĄggvĆnyeinek halmaza kontinuum szămossăgč.

∘ 5.3.14. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy van olyan f : R^2 → R fĄggvĆny, hogy minden egyvăltozćs p : R → R polinomfĄggvĆnyhez van olyan y ∈ R, hogy p(x) = f(x, y) minden x ∈ R-re. Vălaszthatć-e f polinomfĄggvĆnynek?

∘ 5.3.15. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy van olyan f : R^2 → R fĄggvĆny, hogy minden egyvăltozćs g : R → R folytonos fĄggvĆnyhez van olyan y ∈ R, hogy g(x) = f(x, y) minden x ∈ R-re. Vălaszthatć-e f folytonos fĄggvĆnynek?

∘ 5.3.16. Feladat [8]. Bizonyątsuk be, hogy R^R monoton fĄggvĆnyeinek halmaza kontinuum szămossăgč.

∘* 5.3.17. Feladat [13]. Ŕllątsuk elŞ R^3-at păronkent diszjunkt, pozitąv sugarč kŤrvonalak egyesątĆsekĆnt. Lehetnek-e a kŤrvonalak egyenlŞ sugarčak?

5.3.18. Feladat [11]. Mutassuk meg, hogy ha A vĆgtelen halmaz, akkor A × {0, 1} ∼ A.

5.3.19. Feladat [5]. Az elŞzŞ feladatot felhasznălva, mutassuk meg, hogy ha A vĆgtelen halmaz Ćs B ≾ A, akkor A ∪ B ∼ A.

5.3.20. Feladat [11]. Mutassuk meg, hogy ha A vĆgtelen halmaz, akkor A×A ∼ A.

5.3.21. Feladat [5]. Az elŞzŞ feladatot felhasznălva, mutassuk meg, hogy ha A vĆgtelen halmaz Ćs ∅ ≠ B ≾ A, akkor A × B ∼ A.

5.3.22. Feladat [7]. Legyen A ⊂ R legalăbb kĆtelemŰ. Mutassuk meg, hogy A^N ∼ R Ćs A^R ∼ ℘(R).

5.3.23. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy bărmely A vĆgtelen halmaz vĆges rĆszhalmazainak rendszere hasonlć A-hoz.

5.3.24. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy bărmely A ⊂ R vĆgtelen halmaz megszămlălhatć rĆszhalmazainak rendszere hasonlć R-hez.

5.3.25. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha egy halmaz az R Ćs az R^{−1} relăcićval is jćlrendezett, akkor vĆges.

5.3.26. Feladat [12]. Bizonyątsuk be a KŞnig-egyenlŞtlensĆget: Ha I nem Ąres indexhalmaz, Ćs A_i ≺ B_i minden i ∈ I-re, akkor ∪_{i∈I} A_i ≺ � i∈I B_i.

5.3.27. Feladat [7]. Legyen A olyan vĆgtelen rendezett halmaz, amely egyetlen vĆgtelen rĆszhalmazănak sincs legnagyobb eleme. Mutassuk meg, A hasonlćan rendezett N-hez.

5.3.28. Feladat [7]. Legyen A olyan vĆgtelen halmaz. Mutassuk meg, hogy Anak van olyan jćlrendezĆse, amelyre nincs legnagyobb elem, Ćs olyan is, amelyre van legnagyobb elem.

5.3.29. Feladat [9]. Legyen X legalăbb kĆtelemŰ.

(1) Mutassuk meg, hogy X-nek van olyan p permutăcićja, amelyre p(x) ≠ x minden x ∈ X-re.

(2) Mikor van olyan p permutăcićja X-nek, amelyre p ∘ p = I_X ?

(3) Mutassuk meg, hogy van X-nek van olyan p permutăcićja, amelyre p∘p∘p∘p∘p∘p = I_X .

5.3.30. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha X vĆgtelen halmaz, akkor X permutăcioinak halmaza ekvivalens wp(X)-el.

∘ 5.3.31. Feladat [13]. Mutassuk meg, hogy egy vektortĆr bărmely kĆt băzisa ekvivalens, mint halmaz.

∘ 5.3.32. Feladat [7]. Legyen X vektortĆr az F test felett, B pedig egy băzisa X-nek. Mutassuk meg, hogy ha B vĆgtelen, akkor X ekvivalens F Ćs B kŤzĄl a nagyobbikkal.

∘ 5.3.33. Feladat [5]. Legyen B băzisa R-nek, mint Q feletti vektortĆrnek. Mutassuk meg, hogy B kontinuum szămossăgč.

5.3.34. Feladat [9]. Legyen X legalăbb kĆtelemŰ.

(1) Mutassuk meg, hogy X-nek van olyan p permutăcićja, amelyre p(x) ≠ x minden x ∈ X-re.

(2) Mikor van olyan p permutăcićja X-nek, amelyre p ∘ p = I_X ?

(3) Mutassuk meg, hogy van X-nek van olyan p permutăcićja, amelyre p∘p∘p∘p∘p∘p = I_X .

* 5.3.35. Feladat [4]. A ZF axićmarendszerhez hozză szokăs venni a regularităsi axićmăt: minden nem Ąres halmaznak van tŞle diszjunkt eleme. Ennek az axićmănak a segątsĆgĆvel bizonyątsuk be:

(1) nincs olyan x halmaz, amelyre x ∈ x; (2) bărmely x, y halmazokra x /∈ y vagy y /∈ x.

5.3.36. Tovăbbi feladatok. [31]: 8.26{8.28, 14.31; [51]: I.4.24{I.4.46; [74]: 3.37, 3.38, 3.43, 3.47, 3.48, 3.52, 3.53.

6. SZŔMELMŘLET

6.1. Oszthatćsăg

→ 6.1.1. Feladat [0]. Jătszunk osztć jătĆkot! Egy megadott n > 1 termĆszetes szămnak kĆt jătĆkos felvăltva nevezi meg az osztćit. Măr megnevezett osztćt vagy annak tŤbbszŤrŤsĆt nem lehet megnevezni. Az vesząt, aki az 1-et mondja.

* 6.1.2. Feladat [10]. Bizonyątsuk be, hogy az osztć jătĆkban minden lĆpĆsben valamelyik jătĆkosnak van nyerŞ stratĆgiăja. Mutassuk meg, hogy az elsŞ lĆpĆsben az elsŞ jătĆkosnak van nyerŞ stratĆgiăja.

6.1.3. Feladat [0]. NĆha szĄksĆgĄnk van arra, hogy egy tizes szămrendszerben feląrt hosszabb szămrćl megăllapątsuk, hogy oszthatć-e valamely rŤvidebb szămmal, amely relatąv prąm 10-hez, pĆldăul 31-gyel. A szămbćl levonva (vagy hozzăadva) 31 valamely tŤbbszŤrŤsĆt, olyan szămot kaphatunk, amelynek utolsć jegye 0. Ezxt elhagyhatjuk, ągy a szăm rŤvidebb lesz. Ŕllapątsuk meg ezzel a mćdszerrel, hogy igaz-e, hogy (1) 31|23754; (2) 19|20513; (3) 7|8638.

→ 6.1.4. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy bărmely 3-năl nagyobb păratlan prąm kĆt szomszĆdjănak a szorzata oszthatć 24-el.

6.1.5. Feladat [2]. Bizonyątsuk be, hogy Ťt egymăs melletti termĆszetes szăm szorzata mindig oszthatć 120-szal.

6.1.6. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy ha Ťt egymăs melletti termĆszetes szămbćl a kŤzĆpsŞ nĆggyel nem oszthatć păros szăm, akkor a szorzatuk oszthatć 960-al.

→ 6.1.7. Feladat [2]. Bizonyątsuk be, hogy ha a tązes szămrendszerben ăbrăzolt bărmelyik hăromjegyŰ termĆszetes szămot kĆtszer egymăs mellĆ ąrjuk, akkor a kapott hatjegyŰ szăm oszthatć 7-el, 11-el Ćs 13-mal.

6.1.8. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy az n > 1 păratlan szăm akkor Ćs csak akkor prąm, ha nem ălląthatć elŞ hărom vagy hăromnăl tŤbb egymăst ko’vetŞ pozitąv egĆsz ŤsszegekĆnt.

6.1. Oszthatćsăg 55

6.1.9. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy az n > 1 termĆszetes szăm akkor Ćs csak akkor prąm, ha az � n k �

binomiălis egyĄtthatćk az elsŞ Ćs az utolsć kivĆtelĆvel mind oszthatćk n-el.

6.1.10. Feladat [5]. Adjuk meg mindazokat az n termĆszetes szămokat, amelyekre n^2 + 1 oszthatć n + 1-el.

6.1.11. Feladat [5]. Adjuk meg mindazokat az n egĆsz szămokat, amelyekre n^3 −3 oszthatć n − 3-mal.

6.1.12. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy az 5^n, n ∈ N^+ szămok utolsć nĆgy szămjegyĆbŞl kĆpzett sorozat tagjai szakaszosan ismĆtlŞdnek, adjuk meg a szakaszt, Ćs ăllapątsuk meg, hogy honnan kezdŞdik az ismĆtlŞdĆs.

6.1.13. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy bărmely s ∈ N^+-hoz Ćs elŞre megadott s jegyŰ tizes szămrendszerbeli szămhoz van olyan nĆgyzetszăm, amelynek elsŞ s jegye az elŞre megadott szăm.

6.1.14. Feladat [4]. Adjuk meg mindazokat az n termĆszetes szămokat, amelyekre (n − 1)! + 1 = n^2.

6.1.15. Feladat [7]. Bizonyątsuk be, hogy 13|2^{70} + 3^{70}.

→ 6.1.16. Feladat [6]. Ŋrjunk szita-programot, hatărozzuk meg az x-nĆl nem nagyobb prąmek szămăt, ha x = 10^n, n = 1, 2, . . . ameddig tudjuk, Ćs vessĄk Ťssze x/ ln(x) ĆrtĆkĆvel.

6.1.17. Feladat [12]. Ŋrjunk olyan programot prćbaosztăsra, amely minden 2^{64}- nĆl kisebb pozitąv termĆszetes szămra mŰkŤdik. A 2-vel Ćs 3-mal valć prćbaosztăs utăn vălasszuk a prćbaosztćk sorozatăt a d_0 = 5, d_k = d_{k−1} + 3 + (−1)^k, ha k > 0 sorozatnak. MĆrjĄk a futăsidŞt.

→ 6.1.18. Feladat [5]. Oszthatć-e 1599-el

�_{3400}

1700 � ? → 6.1.19. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy minden 4k − 1 (k ∈ N^+) alakč szămnak van ugyanilyen alakč osztćja.

→ 6.1.20. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy vĆgtelen sok 4k − 1 (k ∈ N^+) alakč prąmszăm van.

6.1.21. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy vĆgtelen sok 6k − 1 (k ∈ N^+) alakč prąmszăm van.

6.1.22. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy az M_n = 2^n − 1, n ∈ N^+ čgynevezett Mersenne-szămokra lnko(M_m, M_n) = M_{lnko(m,n)}. KeressĄnk kŤzŤttĄk prąmeket Ćs Ťsszetetteket.

6.1.23. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy az F_n = 2^{2n} + 1, n ∈ N čgynevezett Fermat-szămok păronkĆnt relatąv prąmek. KeressĄk meg az elsŞ olyat, amely nem prąm.

6.1.24. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha n > 1, akkor az F_n = 2^{2n} + 1 Fermatszăm nem ălląthatć elŞ kĆt prąmszăm ŤsszegekĆnt.

6.1.25. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha n > 1, akkor az F_n = 2^{2n} + 1 Fermatszăm utolsć tizedesjegye 7.

6.1.26. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha egy Fermat-szăm prąmhatvăny, akkor a kitevŞ 1.

6.1.27. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy a 2^{2n} +3, n ∈ N szămok kŤzŤtt vĆgtelen sok Ťsszetett van.

6.1.28. Feladat [7]. Hatărozzuk meg azokat a 10^{12}-nĆl kisebb prąmeket, amelyek n^n + 1 alakčak, ahol n ∈ N.

6.1.29. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy 2^j + 1 Ťsszetett, ha j > 1 Ćs j nem kettŞhatvăny.

→ 6.1.30. Feladat [4]. Alkalmazzuk a bŞvątett euklidĆszi algoritmust az alăbbi szămpărokra:

(1) 368, 161; (2) 12661, 1279; (3) 367651, 36802.

6.1.31. Feladat: LamĆ tĆtele [9]. Bizonyątsuk be, hogy ha a > b ≥ 0 bemenettel az euklidĆszi algoritmus n osztăst vĆgez, akkor a ≥ F_{n+1} Ćs b ≥ F_n, ahol az F_n szămok a Fibonacci-szămok.

6.1.32. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a = F_{n+1} Ćs b = F_n bemenettel, ahol az F_n szămok a Fibonacci-szămok, az euklidĆszi algoritmus n osztăst vĆgez.

6.1.33. Feladat: binăris lnko [8]. Az lnko(a, b) = lnko � |a|, |b| � , lnko(2a, 2b) = lnko(a, b), lnko(a, b) = lnko(a − b, b), ha a, b ∈ Z tovăbbă az lnko(2a, b) = lnko(a, b), ha a, b ∈ Z Ćs b păratlan ĆszrevĆtelek felhasznălva adjunk binăris szămątćgĆpre alkalmas hatĆkony algoritmust a legnagyobb kŤzŤs osztć kiszămątăsăra.

6.1.34. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy a

H_n = 1 + 1 2 + 1 3 + · · · + 1 n čgynevezett harmonikus szămok n > 1 esetĆn nem egĆszek.

6.1.35. Feladat [8]. Bizonyątsuk be, hogy ha n, k ∈ N^+, akkor a

�_{n+k} j=n 1/j Ťsszeg sohasem egĆsz.

6.1.36. Feladat [7]. Bizonyątsuk be, hogy az

�_n k � , 0 < k < n binomiălis egyĄtthatćk legnagyobb kŤzŤs osztćja p, ha n a p prąmszăm hatvănya, minden măs n > 1-re pedig 1.

6.1.37. Feladat [7]. Bizonyątsuk be, hogy ha n, k ∈ N^+ Ćs n, k relatąv prąmek, akkor n osztćja az

�_n k � binomiălis egyĄtthatćnak.

6.1.38. Feladat [7]. Bizonyątsuk be, hogy bărmely tąz egymăs utăni pozitąv termĆszetes szăm kŤzŤtt van olyan, amelyik relatąv prąm a tŤbbi kilenc szorzatăhoz. KeressĄk meg a legkisebb olyan n-et, amelyre ez nem igaz tąz helyett n szămra. → 6.1.39. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy egy integrităsi tartomănyban a|b pontosan akkor teljesĄl, ha a-nak Ćs b-nek lĆtezik d legnagyobb kŤzŤs osztćja Ćs d az a asszociăltja.

→ 6.1.40. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy egy integrităsi tartomănyban ha az a Ćs b elemeknek lĆtezik d legnagyobb kŤzŤs osztćja Ćs a = da^′, b = db^′, akkor a^′ Ćs b^′ relatąv prąmek.

→ 6.1.41. Feladat [6]. Hatărozzuk meg R = {a/b : a, b ∈ Z, 2 ∤ b}-ben az egysĆgeket Ćs az irreducibilis elemeket.

→ 6.1.42. Feladat [6]. Adjunk meg R = {a + b √ 5 : a, b ∈ Z}-ben 1-tŞl Ćs −1-tŞl kĄlŤnbŤzŞ egysĆgeket.

6.1.43. Feladat [6]. Bizonyątsuk be, hogy ha egy integrităsi tartomăny bărmely kĆt elemĆnek van legnagyobb kŤzŤs osztćja, akkor benne minden irreducibilis elem prąmelem.

6.1.44. Tovăbbi feladatok. [48]: 5.1-4{5.1-9, 5.3-4{5.3-5, 5.4-1{5.4-6; [46]: (megoldăsokkal az elŞzŞ feladatok Ćs mĆg) 3.1-1{3.1-2, 3.1-4, 3.1-6{3.1-27, 3.3-1{3.3-8, 3.4-1{ 3.4-14; [22]: VIII.1.8; [38]: 1.2.5.11{12, 1.2.5.14, 1.2.6.11; [59]: 1.2.1{1.2.36, 1.3.1{1.3.48, 2.6.1{2.6.3, 4.1.1, 4.1.2, 4.1.5, 4.1.9, 4.1.11{4.1.14, 4.1.17, 4.1.19, 4.1.21, 4.1.25{4.1.27; [70]: 3{5, 7{116, 159{168, 173{175, 199{200.

6.2. Kongruenciăk

→ 6.2.1. Feladat [1]. Ŕllapątsuk meg, milyen maradĆkot adnak a termĆszetes szămok nĆgyzetei 3-mal, 5-tel illetve 7-tel osztva.

→ 6.2.2. Feladat [2]. Szămoljuk ki Z_{17}-ben: ~5^{−1}, ~9·~11, (~15+~10)(~3+~5)^{−1}, ~1·~2·~3 · · · ~16.

6.2.3. Feladat [5]. Legyen n ∈ N^+. Legalăbb hăny elemet tartalmaz egy olyan maradĆkrendszer modulo n, amely nem Ąres rĆszhalmazainak ŤsszegekĆnt minden maradĆkosztălyt megkapunk.

→ 6.2.4. Feladat [5]. Oldjuk meg az alăbbi kongruenciăkat: (1) 3x ≡ 5 (mod 7); (2) 14x ≡ 84 (mod 21); (3) 104x ≡ 74 (mod 60); (4) 26x ≡ 16 (mod 34); (5) 30x ≡ 48 (mod 58); (6) 40x ≡ 28 (mod 62); (7) 202x ≡ 157 (mod 203); (8) 309x ≡ 451 (mod 617).

→ 6.2.5. Feladat [5]. Oldjuk meg az alăbbi egyenleteket az egĆsz szămok kŤrĆben: (1) 47x + 72y = 4; (2) 21x + 56y = 72; (3) 117x − 63y = 36;

(4) 182524x + 4567y = 1092; (5) 18x + 28y = 10; (6) 17x + 11y = 22.

6.2.6. Feladat [5]. Egy n egĆsz szămra n^{100} mod 73 = 57 Ćs n^{101} mod 73 = 11. Mennyi n mod 73?

→ 6.2.7. Feladat [7]. Oldjuk meg az alăbbi kongruencia-rendszereket: (1) 3x ≡ 2 (mod 4), 2x ≡ 3 (mod 5); (2) 5x ≡ 3 (mod 7), 4x ≡ 5 (mod 10); (3) 5x ≡ 1 (mod 6), 7x ≡ 9 (mod 10);

(4) 3x ≡ 1 (mod 4), 5x ≡ 2 (mod 7), 7x ≡ 8 (mod 9); (5) 3x ≡ 1 (mod 4), 2x ≡ 3 (mod 5), 5x ≡ 2 (mod 7), 7x ≡ 8 (mod 9); (6) 5x ≡ 6 (mod 7), 7x ≡ 8 (mod 9), 9x ≡ 10 (mod 11), 11x ≡ 12 (mod 13); (7) 3x ≡ 12 (mod 5), 10x ≡ −2 (mod 14), 5x ≡ 5 (mod 15), 6x ≡ 6 (mod 22).

6.2.8. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy minden termĆszetes szămokbćl ăllć m, n szămpărhoz van olyan ax + by = c lineăris egyenlet (ahol a, b, c ∈ Z), amelynek csak x = m, y = n a termĆszetes szămok kŤrĆben az egyetlen megoldăsa.

6.2.9. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy minden n termĆszetes szămhoz van olyan ax + by = c lineăris egyenlet (ahol a, b, c ∈ Z), amelynek pontosan n megoldăsa van a termĆszetes szămok kŤrĆben.

6.2.10. Feladat [7]. EgĆsz egyĄtthatćs lineăris egyenletekbŞl ăllć diophantikus egyenletrendszer megoldăsăra, azaz az egyenletremdszer egĆsz megoldăsainak megkeresĆsĆre hasznălhatć az alăbbi algoritmus:

(1) Ha valamelyik egyenletben nincs ismeretlen, azaz az egyik oldal nulla, akkor ha a măsik oldal is nulla, az egyenletet tŤrŤlhetjĄk, egyĆbkĆnt nincs megoldăs.

(2) Ha valamelyik egyenletben egy ismeretlen van, azt megoldhatjuk. Ha a megoldăs egĆsz, visszahelyettesątjĄk a tŤbbibe, egyĆbkĆnt nincs megoldăs.

(3) Ha valamelyik egyenletben valamelyik ismeretlen egyĄtthatćja ±1, fejezzĄk ki az egyenletbŞl, Ćs helyettesątsĄk be a tŤbbibe. Minden ilyen lĆpĆssel az egyenletek Ćs az ismeretlenek szăma legalăbb eggyel csŤkken. Ha elfogytak az egyenletek (egy sem maradt), a maradĆk văltozćk Ăszabad văltozćk": ezeknek tetszŞleges egĆsz ĆrtĆket adva, megkapjuk a megoldăsokat.

(4) Ha az elŞzŞ lepĆsekkel nem tudunk măr văltozćkat illetve egyenleteket kikĄszŤbŤlni, akkor vălasszuk ki azt az egyenletet Ćs azt a văltozćt, amely egyĄtthatćjănak legkisebb az abszolčt ĆrtĆke. Ha ez mondjuk cx + c_1x_1 + c_2x_2 + · · · + c_kx_k = d alakč, ahol c abszolčt ĆrtĆke a legkisebb, akkor vezessĄnk be egy čj t văltozćt a t = x + ⌊c_1/c⌋x_1 + ⌊c_2/c⌋x_2 + · · · + ⌊c_k/c⌋x_k čj egyenlettel. Levonva az čj egyenlet c-szeresĆt az eredeti egyenletbŞl, a ct + (c_1 mod c)x_1 + (c_2 mod c)x_2 + · · · + (c_k mod c)x_k = d egyenletet kapjuk, amelyben | egyet kivĆve | minden egyĄtthatć kisebb abszolčt ĆrtĆkŰ, mint c. A tŤbbi egyenletbŞl is kĄszŤbŤljĄk ki x-et, majd ismĆteljĄk a fenti lĆpĆseket.

Ennek a mćdszernek a segątsĆgĆvel oldjuk meg az alăbbi egyenletrendszert: 3x + 3y + 8z + 10w = 1, −7x − 5z + 6w = 2.

* 6.2.11. Feladat [9]. Bizonyątsuk be, hogy az elŞzŞ feladatban leąrt algoritmus helyes, azaz mindig megadja az Ťsszes megoldăst.

6.2.12. Feladat [2]. Hatărozzuk meg azt a legkisebb termĆszetes szămot, amelyet a 2,3,4,5,6 szămokkal osztva a maradĆk rendre 1,2,3,4,5. → 6.2.13. Feladat [5]. Mennyi 42^{600} mod 13?

→ 6.2.14. Feladat [3]. Melyek azok az n pozitąv termĆszetes szămok, amelyekre φ(n) = 1, illetve φ(n) păratlan?

→ 6.2.15. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy ha n ∈ N^+ păratlan, akkor 2^{φ(n)−1} mod n = (n + 1)/2.

→ 6.2.16. Feladat [5]. Hogyan szămolhatjuk ki hatĆkonyan n^{p−2} mod p ĆrtĆkĆt, ha n ∈ Z Ćs p prąmszăm?

6.2.17. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy ha p prąmszăm Ćs x_1, x_2, . . . , x_n ∈ Z, akkor (x_1 + x_2 + · · · + x_n)^p ≡ x^p_1 + x^p_2 + · · · + x^p_n (mod p).

6.2.18. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy az n^2 + 1, n ∈ N^+ alakč szămok minden prąmosztćja 4k + 1, k ∈ N alakč.

6.2.19. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy vĆgtelen sok 4k + 1, k ∈ N alakč prąm van.

6.2.20. Feladat: ălprąmek [8]. Azokat az n ∈ N Ťsszetett szămokat, amelyekre a^{n−1} ≡ 1 (mod n) egy adott a ∈ Z alapra, a alapč ălprąmeknek nevezzĄk. KeressĄnk szămątćgĆppel 2 alapč ălprąmeket.

6.2.21. Feladat: Carmichel-szămok [9]. Azokat az n ∈ N Ťsszetett szămokat, amelyek ălprąmek minden olyan a alapra, amely relatąv prąm n-hez, Carmichel-szămoknak nevezzĄk. KeressĄnk szămątćgĆppel Carmichel-szămokat. (Ismeretes, hogy vĆgtelen sok van; a legkisebb 561.)

6.2.22. Feladat: pitagoraszi szămhărmasok [10]. Az x^2 + y^2 = z^2 egyenlet egĆsz megoldăsait keressĄk:

(1) mutassuk meg, hogy a megoldăsokat megkaphatjuk, ha ismerjĄk a pozitąv egĆszekbŞl ăllć megoldăsokat;

(2) mutassuk meg, hogy ha r, s ∈ N^+ Ćs r > s, akkor x = r^2 − s^2, y = 2rs Ćs z = r^2 + s^2 pozitąv egĆszekbŞl ăllć megoldăs;

(3) mutassuk meg, hogy nem minden pozitąv egĆszekbŞl ăllć megoldăs ăll elŞ ilyen alakban, mĆg azok se mind, amelyekre y păros;

(4) mutassuk meg, hogy minden pozitąv egĆszekbŞl ăllć megoldăs megkaphatć az čgynevezett primitąv megoldăsokbćl: ezek olyan pozitąv egĆszekbŞl ăllć megoldăsok, amelyekre lnko(x, y, z) = 1;

(5) mutassuk meg, hogy egy primičiv megoldăsra x, y Ćs z păronkĆnt relatąv prąmek, Ćs x, y kŤzĄl az egyik păros, a măsik păratlan;

(6) mutassuk meg, hogy egy primičiv megoldăsra, ha x păratlan y pedig păros, akkor (z − x)/2 Ćs (z + x)/2 relatąv prąmek, szorzatuk (y/2)^2, ągy mindegyik nĆgyzetszăm;

(7) mutassuk meg, hogy minden primičiv megoldăs, amelyre x păratlan y pedig păros, elŞăll x = r^2 − s^2, y = 2rs, z = r^2 + s^2 alakban, ahol r, s ∈ N^+, r > s, Ćs az egyik păros, a măsik păratlan.

6.2.23. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy ha n ∈ N, akkor az

x^2 + y^2 + 2xy − nx − ny + x + y − n + 1 = 0

egyenletnek pontosan n megoldăsa van a termĆszetes szămok kŤrĆben.

6.2.24. Feladat [4]. Adjuk meg 2x^3 + xy − 7 = 0 egyenlet Ťsszes egĆsz megoldăsăt Ćs mutassuk meg, hogy vĆgtelen sok racionălis megoldăsa van.

6.2.25. Feladat [9]. Bizonyątsuk be, hogy ha a k pozitąv egĆsz szăm feląrhatć k = x^2 − 2y^2 alakban, ahol x, y ∈ N^+, akkor ebben az alakban vĆgtelen sokfĆlekĆppen ąrhatć fel.

6.2.26. Feladat [4]. Bizonyątsuk be, hogy egyetlen 8k + 3 vagy 8k + 5 alakč egĆsz szăm sem ąrhatć fel k = x^2 − 2y^2 alakban, ahol x, y ∈ Z.

6.3. SzămelmĆleti fĄggvĆnyek 61

6.2.27. Tovăbbi feladatok. [48]: 5.5-1{5.5-4, 5.7-8, 5.7-13{5.7-14, 5.7-16, 8-1{5.8- 13, 5.9-1{5.9-8; [46]: (megoldăsokkal az elŞzŞ feladatok Ćs mĆg) 3.5-1{3.5-6, 3.7-3{3.7-9, 3.7-12{3.7-15, 3.8-1{3.8-15, 3.9-1{3.9-9; [38]: 1.2.6.10; [59]: 2.1.1{2.1.50, 2.3.1.{2.3.16, 2.4.23, 5.2.1{5.2.10, 5.3.1{5.3.10, 5.4.1; [70]: 117{121, 123{154, 158, 178{189, 191; [73]: VIII.3.4, VIII.3.12.

6.3. SzămelmĆleti fĄggvĆnyek

→ 6.3.1. Feladat [2]. Adjuk meg az Ťsszes, harmincnăl nem nagyobb n pozitąv termĆszetes szămot, amelyre φ(n) = τ(n). → 6.3.2. Feladat [6]. Mennyi (1) 109^{355} mod 14; (2) 439^{291} mod 60;

(3) 1993^{1993192} mod 1456.

→ 6.3.3. Feladat [6]. Hatărozzuk meg az alăbbi szămok utolsć kĆt szămjegyĆt tizes szămrendszerben: (1) 39^{39390} ; (2) 63^{493640} ; (3) 19^{9392} ; (4) 39^{3939} .

→ 6.3.4. Feladat [6]. Mennyi (1) 18^{39} mod 91; (2) 26^{143} mod 73; (3) 5^{193} mod 84; (4) 14285^{203} mod 84.

6.3.5. Feladat [3]. Igazoljuk, hogy minden n ∈ N^+-ra φ(n) + σ(n) ≥ n. 6.3.6. Feladat [6]. Bizonyątsuk be a τ(n) < 2 √ n egyenlŞtlensĆget.

6.3.7. Feladat [7]. Adjuk meg az Ťsszes olyan n ∈ N^+ szămot, amelyre φ(n)|n. 6.3.8. Feladat [3]. Legyen k, n ∈ N^+, legyen τ_k(n) az n = x_1x_2 · · · x_k, x_1, . . . , x_k ∈ N^+ egyenlet megoldăsainak szăma (sorrend is szămąt). Mutassuk meg, hogy τ_1(n) = 1 minden n-re Ćs τ_2 = τ. Mutassuk meg, hogy a τ_k fĄggvĆnyek multiplikatąvak, Ćs τ_{k+1} a τ_k ŤsszegzĆsi fĄggvĆnye, ha k ∈ N^+.

* 6.3.9. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy τ^2 ∗ μ = τ ∗ μ^2, ahol a nĆgyzetreemelĆs a sorozatok tagonkĆnti nĆgyzetreemelĆse.

6.3.10. Tovăbbi feladatok. [48]: 5.2-1{5.2-5, 5.6-1, 5.6-4{5.6-6, 5.7-10, 5.7-12; [46]: (megoldăsokkal az elŞzŞ feladatok Ćs mĆg) 3.2-1{3.2-6, 3.7-10{3.7-11, 3.6-1{3.6- 18; [59]: 2.4.1{2.4.22, 4.2.1{4.2.23, 4.3.1{4.3.15, 4.4.1{4.4.10; [70]: 196; [73]: VIII.3.9{ VIII.3.11, VIII.3.13{VIII.3.15.

6.4. LănctŤrtek

→ 6.4.1. Feladat [1]. Hatărozzuk meg 139/102, 17/3, 3/17 Ćs 8/1 lănctŤrt kŤzelątĆseit.

→ 6.4.2. Feladat [3]. Alakątsuk ăt a //2, 1, 4//, // − 3, 2, 12// Ćs //0, 1, 1, 100// lănctŤrteket tŤrtekkĆ.

→ 6.4.3. Feladat [2]. Hatărozzuk meg √ 2, √ 2 − 1, √ 2/2, √ 3 Ćs 1/sqrt3 lănctŤrt kŤzelątĆseit.

→ 6.4.4. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy az //1, 1, . . . , 1, √ 2// szămok mind irracionălisak.

∘ 6.4.5. Feladat [6]. Hatărozzuk meg az alăbbi vĆgtelen lănctŤrtek ĆrtĆkĆt: (1) //1, 1, 1, . . . //; (2) //2, 1, 1, 1, . . . //; (3) //2, 3, 1, 1, 1 . . .//; (4) //2, 2, 2, . . . //;

(5) //1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .//; (6) //2, 1, 2, 1, 2, 1, . . .//; (6) //1, 3, 1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .//.

→ 6.4.6. Feladat [3]. Legyenek a_0, a_1, . . . , a_n Ćs c pozitąv valćs szămok. Mutassuk meg, hogy //a_0, a_1, . . . , a_n// > //a_0, a_1, . . . , a_n + c// teljesĄl, ha n păratlan, de nem teljesĄl, ha n păros.

→ 6.4.7. Feladat [6]. Legyenek a_0, a_1, . . . , a_n Ćs b_0, b_1, . . . b_{n+1} pozitąv egĆsz szămok. Mi a feltĆtele annak, hogy //a_0, a_1, . . . , a_n// > //b_0, b_1, . . . , b_{n+1}// fennălljon?

6.4.8. Feladat [6]. KeressĄnk kĆt olyan p/q racionălis szămot, amely kielĆgąti a |sqrt2 − p/q| < 1/( √ 5q^2) egyenlŞtlensĆget.

6.4.9. Feladat [6]. KeressĄnk kĆt olyan p/q racionălis szămot, amely kielĆgąti a |π − p/q| < 1/( √ 5q^2) egyenlŞtlensĆget.

6.4.10. Feladat [7]. Bizonyątsuk be, hogy a kŤvetkezŞ ăllątăs tetszŞleges c > 2 konstansra hamis: tetszŞleges ξ irracionălis szămhoz vĆgtelen sok olyan p/q racionălis szăm lĆtezik, amelyre |ξ − p/q| < 1/q^c.

6.4. LănctŤrtek 63

∘ 6.4.11. Feladat [7]. Legyen c tetszŞleges konstans. Bizonyątsuk be, hogy lĆtezik olyan ξ irracionălis szăm, amelyre vĆgtelen sok olyan p/q racionălis szămra |ξ − p/q| < 1/q^c.

6.4.12. Feladat [10]. Bizonyątsuk be, hogy bărmely ξ irracionălis szăm kĆt egymăs utăni P_n/Q_n lănctŤrt kŤzelątĆse kŤzĄl legalăbb az egyik kielĆgąti a |ξ −P_n/Q_n| < 1/(2Q^2_n) egyenlŞtlensĆget.

6.4.13. Feladat [11]. Adjuk meg a √ D szăm lănctŤrtbe fejtĆsĆt, ha D = � (4m^2 + 1)n + m

�_2 + 4mn + 1,

ahol m, n ∈ N^+.

∘ 6.4.14. Feladat [6]. Adjunk mćdszert numerikusan adott alapra Ćs szămra a szăm logaritmusa binăris alakja alsć Ćs felsŞ kŤzelątĆsĆnek meghatărozăsăra csak nĆgyzetreemelĆssel Ćs osztăssal. Hatărozzuk meg ln(2) alsć Ćs felsŞ kŤzelątĆsĆt.

6.4.15. Feladat [4]. Bizonyątsuk be, hogy a 3!!! szăm tizes szămrendszerben tŤbb, mint 1000 jegyŰ, Ćs ăllapątsuk meg, hogy hăny nullăra vĆgzŞdik.

∘ 6.4.16. Feladat [4]. Bizonyątsuk be, hogy az F_{1945} = 2^{21945} + 1 Fermat-szăm tŤbb, mint 10^{582} szămjegybŞl ăll tizes szămrendszerben, Ćs hatărozzuk meg, hăny jegyŰ az 5 · 2^{1947} + 1 szăm, amely az F_{1945} szăm legkisebb prąmosztćja.

∘ 6.4.17. Feladat [4]. Hatărozzuk meg, hogy a jelenleg ismert legnagyobb prąmszăm, 2^{32582657} − 1 tizes szămrendszerben hăny jegyŰ.

∘ 6.4.18. Feladat [4]. Hatărozzuk meg, hogy a jelenleg ismert legnagyobb tŤkĆletes szăm (azaz olyan n termĆszetes szăm, amelyre d(n) = 2n), a 2^{32582657}(2^{32582657} −1) szăm tizes szămrendszerben hăny jegyŰ.

6.4.19. Tovăbbi feladatok. [48]: 5.10-4; [46]: (megoldăsokkal az elŞzŞ feladatok Ćs mĆg) 3.10-1{3.10-12; [59]: 7.1.2, 7.1.4, 7.4.2{7.4.6, 7.5.1{7.5.6, 7.7.1, 7.8.1{7.8.4.

7. GRŔFELMŘLET

7.1. Irănyątatlan grăfok

→ 7.1.1. Feladat [5]. Hatărozzuk meg Ťt csčcsig az Ťsszes păronkĆnt nem izomorf egyszerŰ grăfot. hăny ŤsszefĄggŞ, illetve regulăris van kŤztĄk? → 7.1.2. Feladat [4]. Hăny olyan, păronkĆnt nem izomorf grăf van, amelyben (1) kĆt-kĆt măsod-, harmad- Ćs negyedfokč csčcs van, măs fokszăm nem fordul elŞ; (2) hărom-hărom măsod-, harmad- Ćs negyedfokč csčcs van, măs fokszăm nem fordul elŞ.

→ 7.1.3. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy tetszŞleges, legalăbb kĆt csčcsot tartalmazć grăfban van kĆt egyenlŞ fokč csčcs.

→ 7.1.4. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy egy vĆges (φ, E, V^′, V^{′′}) păros grăfra � v∈V^′ d(v) = � v∈V^{′′} d(v) = ♮(E).

→ 7.1.5. Feladat [4]. Mely C_n grăfok rĆszgrăfjai a Petersen-grăfnak?

7.1.6. Feladat [5]. Adott E Ćs V vĆges halmazokra hăny (φ, E, V ) egyszerŰ grăf van?

7.1.7. Feladat [5]. Adott E Ćs V vĆges halmazokra hăny (φ, E, V ) grăf van? 7.1.8. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha a k_0, k_1, . . . , k_n termĆszetes szămok Ťsszege 2m, m ∈ N, akkor van olyan m ĆlŰ grăf, amelyben pontosan k_i darab i-ed fokč csčcs van, i = 0, 1, . . . , n.

→ 7.1.9. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy tetszŞleges păratlan hosszčsăgč zărt sĆta tartalmaz kŤrt. Igaz-e ez păros hosszčsăgčra?

→ 7.1.10. Feladat [0]. Ha egy ŤsszefĄggŞ grăfbćl elhagyunk egy d fokč csčcsot, legfeljebb hăny komponensre esik szĆt?

→ 7.1.11. Feladat [2]. Igazoljuk, hogy egy vĆges grăfban a komponensek szămănak Ćs az Ćlek szămănak Ťsszege nem kisebb, mint a csčcsok szăma.

7.1.12. Feladat [7]. Hăny para‹n van 8 szĆnatommal?

7.1. Irănyątatlan grăfok 65

7.1.13. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy ha az n csčcsč egyszerŰ grăfban a minimălis fokszăm nem kisebb, mint (n − 1)/2, akkor ŤsszefĄggŞ. Ŋrhatjuk-e (n − 1)/2 helyett az alsć egĆsz rĆszĆt?

→ 7.1.14. Feladat [0]. Adott n pont. Ketten felvăltva hčznak be Ćleket. Az vesząt, aki olyan Ćlt rajzol be, amely utăn lesz kŤr. Kinek van nyerŞ stratĆgiăja?

→ 7.1.15. Feladat [0]. Van-e olyan egyszerŰ grăf, amelyben van zărt Euler-vonal, păros szămč pontja Ćs păratlan szămč Ćle van?

→ 7.1.16. Feladat [1]. Igazoljuk, hogy bărmely ŤsszefĄggŞ grăfban van olyan sĆta, amely a grăf minden ĆlĆt pontosan kĆtszer tartalmazza.

→ 7.1.17. Feladat [2]. Igazoljuk, hogy bărmely legalăbb kĆt csčcsč făban legalăbb kĆt elvăgć csčcs van.

→ 7.1.18. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy ha egy păros grăfban van Hamilton-kŤr, akkor a grăf kĆt pontosztălya egyforma elemszămč.

→ 7.1.19. Feladat [1]. Bejărhatć-e egy 9 × 9-es sakktăbla lćugrăssal čgy, hogy a kiindulăsi mezŞre ĆrjĄnk vissza?

7.1.20. Feladat [8]. Ŋrjunk programot, amely megmutatja, hogy a 8 × 8-as sakktăbla lćugrăssal bejărhatć čgy, hogy a kiindulăsi mezŞre ĆrjĄnk vissza.

→ 7.1.21. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy egy dominćcsomagbćl kirakhatć kŤr.

→ 7.1.22. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy a Petersen-grăfban nincs Hamilton-kŤr, de a belŞle egyetlen csčcs elhagyăsăval kapott grăfban măr van Hamilton-kŤr.

→ 7.1.23. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha egy grăfban van Hamilton-kŤr, akkor akărhogy hagyunk el belŞle egy Ćlt vagy egy csčcsot, a maradĆk grăf ŤsszefĄggŞ.

→ 7.1.24. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy minden 6 szŤgpontč egyszerŰ grăfra vagy Ş vagy a komplementere tartalmaz 3 szŤgpontč teljes rĆszgrăfot.

→ 7.1.25. Feladat [6]. Hăny olyan 5 szŤgpontč egyszerŰ grăf van, amely izomorf a komplementerĆvel?

→ 7.1.26. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha egy egyszerŰ grăf nem ŤsszefĄggŞ, akkor a komplementere ŤsszefĄggŞ.

7.1.27. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy ha egy grăfban talălhatć n ∈ N^+ csčcs čgy, hogy ezek elhagyăsăval a grăf n + 1 komponensre esik szĆt, akkor nincs Hamilton-kŤre.

7.1.28. Feladat [5]. Legyen n ∈ N^+. Ŋrhatunk-e 0-kat Ćs 1-eket egy kŤr mellĆ čgy, hogy adott irănyban kŤrbemenve minden lehetsĆges mćdon leolvasva az n egymăs utăni szămjegyet, minden n hosszč 0{1-sorozatot pontosan egyszer kapjunk meg? Ezekkel a sorozatokkal kćdolva a 0, 1, . . . , 2^n − 1 szămokat, a kapott kćdot Gray-kćdnak nevezzĄk.

7.1.29. Feladat: minimălis feszątŞfa fanŤvesztĆssel [10]. Mutassuk meg, hogy egy vĆges ŤsszefĄggŞ Ćlsčlyozott grăfban az egyik minimălis sčlyč Ćllel, mint egyĆlŰ făval indulva, ehhez minden lĆpĆsben a fa csčcsainak S halmazăbćl kivezetŞ E(S) Ćlek kŤzĄl az egyik minimălis sčlyčt hozzăvĆve, egy minimălis sčlyč feszątŞfăt kapunk. (Az algoritmust Prim algoritmusa nĆven szokăs emlegetni, băr Jarnąk măr jćval korăbban kŤzŤlte.)

7.1.30. Feladat: piros-kĆk algoritmus [10]. Mutassuk meg, hogy egy vĆges ŤsszefĄggŞ Ćlsčlyozott grăfban, amelynek kezdetben minden Ćle szintelen, az alăbbi kĆt lĆpĆs tetszŞleges sorrendben valć ismĆtlĆse kĆkre szinezi egy minimălis feszątŞ fa Ćleit, a tŤbbi Ćlt pedig pirosra:

(1) [KĆk lĆpĆs.] Egy ∅ ≠ S ⊊ V halmazra, amelyben E(S) nem tartalmaz kĆk Ćlt, az egyik minimălis sčlyč E(S)-beli Ćlt fessĄk be kĆkre.

(2) [Piros lĆpes lĆpĆs.] Egy kŤrben, amiben nincs piros Ćl, az egyik maximălis sčlyč Ćlt fessĄk be pirosra.

7.1.31. Feladat [10]. Ŋrjunk programot az Ťsszes n-csčcsč păronkĆnt nem izomorf grăf meghatărozăsăra. Ezek kŤzŤtt hăny lesz ŤsszefĄggŞ, kŤrmentes, fa, regulăris, hănyban lesz Euler-vonal, zărt Euler-vonal, Hamilton-čt, Hamilton-kŤr?

* 7.1.32. Feladat: Dirac tĆtele [13]. Mutassuk meg, hogy ha egy n szŤgpontč (n > 2) egyszerŰ grăfban minden csčcs foka legalăbb n/2, akkor van Hamilton-kŤre.

* 7.1.33. Feladat [13]. Egy tăncmulatsăgon azonos szămč fĆr˛ Ćs nŞ van jelen. Mutassuk meg, hogy ha minden nŞ ismeri a fĆr˛ak tŤbb, mint felĆt, Ćs minden fĆr˛ ismeri a nŞk tŤbb, mint felĆt (az ismeretsĆg szimmetrikus), akkor az egĆsz tărsasăg kŤrtăncot jărhat čgy, hogy fĆr˛ak Ćs nŞk felvăltva vannak a kŤrben, Ćs mindenki ismeri mindkĆt szomszĆdjăt. Fogalmazzuk meg az ăllątăsnak megfelelŞ grăfelmĆleti tĆtelt.

* 7.1.34. Feladat: Cayley tĆtele [15]. Igazoljuk, hogy n > 1 csčccsal n^{n−2} fa van, ha az Ćlek elnevezĆsĆtŞl eltekintĄnk.

* 7.1.35. Feladat: a kąnai postăs-problĆma [12]. Ŋrjunk programot vĆges, ŤsszefĄggŞ, pozitąv valćs sčlyokkal Ćlsčlyozott grăfban minimălis Ťsszsčlyč, minden Ćlt legalăbb egyszer tartalmazć zărt sĆta megtalălăsăra.

* 7.1.36. Feladat: az utazć ĄgynŤk problĆmăja [12]. Ŋrjunk programot az utazć ĄgynŤk problĆmăjănak megoldăsăra.

7.1.37. Tovăbbi feladatok. [22]: IV.1.7{IV.1.28, IV.1.33{IV.1.44, IV.4.3{IV.4.13; [29]: 1.2.6{1.2.8, 1.3.14{1.3.28, 1.5.9{1.5.18, 1.6.8{1.6.15, 1.8.6, 1.10.8, 1.10.9, 1.10.11- 1.10.24, 2.1.8{2.1.11, 2.3.20{2.3.29, 8.1.1{8.1.3; [55]: 5¶1, 5¶2, 5¶7, 5¶12, 5¶13; [73]: XV.7.5{XV.7.6, XV.7.9, XV.7.11{XV.7.12, XV.7.14, XV.7.18.

7.2. Irănyątott grăfok 67

7.2. Irănyątott grăfok

→ 7.2.1. Feladat [0]. Igazoljuk, hogy minden olyan grăf, amelyben van zărt Eulervonal, irănyąthatć čgy, hogy minden pont befoka egyenlŞ a kifokăval. → 7.2.2. Feladat [0]. Igazoljuk, hogy ha az Ťt szŤgpontč teljes grăfbćl elhagyunk egy Ćlt, a maradĆk grăf sąkba rajzolhatć.

→ 7.2.3. Feladat [0]. Igazoljuk, hogy ha a Ăhărom hăz, hărom kčt" grăfbćl elhagyunk egy Ćlt, a maradĆk grăf sąkba rajzolhatć.

7.2.4. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy egy grăf csčcsai pontosan akkor oszthatćk fel čgy V^′, V^{′′} diszjunkt rĆszhalmazokra, hogy păros grăfot kapjunk, ha kĆt szinnel jćlszinezhetŞ.

7.2.5. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy egy grăf pontosan akkor jćlszinezhetŞ kĆt szinnel, ha nem tartalmaz păratlan hosszč kŤrt, Ćs ekkor a komponensek kĆt szinnel valć jćlszinezĆse lĆnyegĆben egyĆrtelmŰ.

7.2.6. Feladat [5]. Legalăbb hăny Ćlt kell elhagyni a nĆgydimenzićs kockăbćl, hogy a maradĆk grăf sąkba rajzolhatć legyen? Legalăbb hăny csčcsot kell elhagyni a nĆgydimenzićs kockăbćl, hogy a maradĆk grăf sąkba rajzolhatć legyen?

→ 7.2.7. Feladat [4]. JellemezzĄk vĆges halmazokon az ekvivalencia-relăcićk grăfjait. → 7.2.8. Feladat [4]. Bizonyątsuk be, hogy bărmely vĆges, hurokĆlmentes grăf irănyąthatć čgy, hogy a kapott grăf nem tartalmaz irănyątott kŤrt.

7.2.9. Feladat [5]. Adott E Ćs V vĆges halmazokra hăny (φ, E, V ) egyszerŰ irănyątott grăf van?

7.2.10. Feladat [5]. Adott E Ćs V vĆges halmazokra hăny (φ, E, V ) irănyątott grăf van?

→ 7.2.11. Feladat [2]. Mennyi egy legalăbb kĆtcsčcsč fa kromatikus szăma?

7.2.12. Feladat [4]. Mennyi a kromatikus szăma (1) a Petersen-grăfnak;

(2) az Ťt szŤgpontč teljes grăfnak; (3) a Ăhărom hăz, hărom kčt" grăfnak; (4) a 4-dimenzićs kockănak?

7.2.13. Feladat [5]. Mennyi a kromatikus szăma (1) a K_n grăfnak; (2) a K_{n,n} grăfnak;

(3) az n-dimenzićs kockănak?

7.2.14. Feladat [6]. Bizonyątsuk be, hogy egy teljes grăf tetszŞleges irănyątăsănăl van olyan csčcs, ahonnan minden măs csčcsba vezet irănyątott čt.

∘ 7.2.15. Feladat [7]. Igazoljuk, hogy Ťt szabălyos konvex test van.

* 7.2.16. Feladat: Warshall{Floyd-algoritmus [10]. Igazoljuk, hogy egy (ψ, E, V, w) vĆges Ćlsčlyozott grăfra, amelynek csčcsai {1, 2, . . . , n}, Ćs nem tartalmaz negatąv Ťsszsčlyč irănyątott kŤrt, a (c_{i,j} )^n_{i=1}^n_{j=1} mătrixszal indulva, amelyben c_{i,j} ĆrtĆke az i kezdŞpontč, j vĆgpontč Ćlek sčlyănak minimuma, Ćs +∞, ha nincs ilyen Ćl, az Ťsszes (i, j, k) ∈ {1, . . . , n}^3 hărmasra lexikogra˛kus sorrendben vĆgrehajtva a c_{i,j} ← min{c_{i,j} , c_{i,k} + c_{k,j} } ĆrtĆkadăst, c_{i,j} az i-bŞl j-be vezetŞ minimălis Ťsszsčlyč čt sčlya lesz.

* 7.2.17. Feladat [5]. Mćdosątsuk az elŞzŞ algoritmust čgy, hogy a minimălis Ťsszsčlyč utakat is feljegyezze.

* 7.2.18. Feladat [5]. Mćdosątsuk a PERT-nĆl tanult algoritmust čgy, hogy az az s-bŞl kiindulć minimălis Ťsszsčlyč utakat talălja meg tetszŞleges irănyątott kŤrt nem tartalmazć Ćlsčlyozott grăfban.

* 7.2.19. Feladat: erŞs komponensek meghatărozăsa [10]. Igazoljuk, hogy egy irănyątott grăfot bejărva mĆlysĆgi bejărăssal, majd a megfordątăsăt čjra bejărva mĆlysĆgi bejărăssal, de mindig az a csčcsot vălasztva čj gyŤkĆrnek, amelyik a legnagyobb befejezĆsĆ szămot kapta az elsŞ bejărăsnăl, a kapott făk az erŞs komponensek.

7.2.20. Feladat [10]. Ŋrjunk programot az Ťsszes n-csčcsč păronkĆnt nem izomorf irănyątott grăf meghatărozăsăra. Ezek kŤzŤtt hăny lesz erŞsen ŤsszefĄggŞ, hăny lesz irănyątott fa, hăny tartalmaz irănyątott kŤrt, hănyban lesz irănyątott Euler-vonal, irănyątott zărt Euler-vonal, irănyątott Hamilton-čt, irănyątott Hamilton-kŤr?

* 7.2.21. Feladat [8]. TegyĄk fel, hogy a folyamproblĆmăban a kapacităsok egĆszek. Mutassuk meg, hogy lĆtezik csak egĆsz ĆrtĆkeket felvevŞ maximălis folyam.

* 7.2.22. Feladat: ăltalănosątott folyamproblĆma [9]. Ŕltalănosątsuk a folyamok elmĆletĆt arra az esetre amelyben minden csčcsnak is van (pozitąv valćs) kapacităsa.

* 7.2.23. Feladat: Menger tĆtele elvăgć Ćlhalmazra [7]. Bizonyątsuk be, hogy egy G vĆges grăfban az s ≠ t csčcsokat elvăgć Ćlhalmazok elemszămănak minimuma megegyezik az s-bŞl t-be vezetŞ Ćldiszjunkt utak maximălis szămăval.

* 7.2.24. Feladat: Menger tĆtele elvăgć csčcshalmazra [7]. Bizonyątsuk be, hogy egy G vĆges grăfban az s ≠ t csčcsokat elvăgć csčcshalmazok elemszămănak minimuma megegyezik az s-bŞl t-be vezetŞ csčcsdiszjunkt utak maximălis szămăval.

* 7.2.25. Feladat: KŞnig tĆtele [9]. Egy grăf lefogć csčcshalmaza egy olyan csčcshalmaz, amelyben minden Ćlnek van vĆgpontja. Egy grăf egy părosątăsa egy păronkĆnt nem szomszĆdos ĆlekbŞl ăllć Ćlhalmaz. Bizonyątsuk be, hogy egy vĆges păros grăfban a părosątăsok Ćlhalmazainak maximălis elemszăma megegyezik a lefogć csčcshalmazok elemszămănak minimumăval.

7.2.26. Tovăbbi feladatok. [22]: IV.1.29{IV.1.31, IV.2.1{IV.2.3, IV.2.5{IV.2.26, IV.2.28{IV.2.51, IV.3.1{IV.3.21, IV.3.29{IV.3.31, IV.4.15{IV.4.27; [29]: 1.7.14, 1.7.15, 1.10.10, 2.1.12; [73]: III.5.27, XV.7.1, XV.7.13, XV.7.22, XV.7.24{XV.7.25, XV.7.27.

8. ALGEBRA

8.1. Csoportok

→ 8.1.1. Feladat [4]. Melyik csoport az alăbbiak kŤzĄl: (1) păros szămok az Ťsszeadăssal; (2) păratlan szămok az Ťsszeadăssal; (3) egĆszek a kivonăssal; (4) păros szămok az szorzăssal; (5) 7 tŤbbszŤrŤsei az Ťsszeadăssal; (6) racionălis szămok az Ťsszeadăssal; (7) racionălis szămok a szorzăssal; (8) nem nulla racionălis szămok a szorzăssal; (9) � m/n : m ∈ Z, n ∈ {1, 2} � az Ťsszeadăssal;

(10) � m/n : m ∈ Z, n ∈ {1, 2, m} � az Ťsszeadăssal.

→ 8.1.2. Feladat [5]. Az alăbbi lekĆpezĆsek kŤzĄl melyik homomor˛zmus, monomor- ˛zmus, epimor˛zmus, izomor˛zmus, endomor˛zmus illetve automor˛zmus? (1) (Z, +) → (Z, +), n → −n; (2) (Z, −) → (R, +), n → 3n; (3) (N, ·) → (Z, ·), n → n^2; (4) (Z, ·) → (Z, ·), n → sgn(n);

(5) (Q, +) → (R, +), x → 1/x, ha x ≠ 0, egyĆbkĆnt 0; (6) (Z, ⋆) → (Z, ⋆), x → 1 − x, ahol x ⋆ y = 1 − x − y + xy.

→ 8.1.3. Feladat [5]. Ŋrjuk le izomor˛ătćl eltekintve az Ťsszes kĆtelemŰ fĆlcsoportot, illetve az Ťsszes egysĆgelemes hăromelemŰ fĆlcsoportot.

→ 8.1.4. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy egy egysĆgelemes fĆlcsoportban azok az elemek, amelyeknek van jobbinverzĄk, rĆszfĆlcsoportot alkotnak.

→ 8.1.5. Feladat [2]. Bizonyątsuk be, hogy bărmely S nem egysĆgelemes fĆlcsoport rĆszfĆlcsoportja egy olyan T egysĆgelemes fĆlcsoportnak, amelynek csak az egysĆgeleme nem tartozik bele S-be.

8.1.6. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy minden fĆlcsoport izomorf valamely halmaz Ťnmagăba valć lekĆpezĆsei fĆlcsoportjănak egy rĆszfĆlcsoportjăval.

→ 8.1.7. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy az egĆsz szămok additąv csoportja nem izomorf a racionălis szămok additąv csoportjăval.

→ 8.1.8. Feladat [5]. EgĆsz szămok kŤrĆben de˛niăljuk az m ⋆ n = m + n − mn mŰveletet. Mutassuk meg, hogy egysĆgelemes fĆlcsoportot kapunk. Mely elemeknek van inverze?

→ 8.1.9. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy Q, R, illetve C nem nulla elemei szorzăssal vett fĆlcsoportjănak a pozitąv racionălis szămok rĆszcsoportjăt alkotjăk. Mennyi a rĆszcsoport indexe az egyes esetekben?

→ 8.1.10. Feladat [5]. A csoportokra adott pĆldăk kŤzĄl azoknăl, amelyek a nem nulla komplex szămok multiplikatąv csoportjănak rĆszcsoportjai, hatărozzuk meg, hogy melyik melyiknek rĆszcsoportja, Ćs mennyi az indexe a măsikban.

→ 8.1.11. Feladat [4]. A D_5 diĆdercsoport minden rĆszhalmazăra hatărozzuk meg az ăltala generălt rĆszcsoportot.

→ 8.1.12. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha A Ćs B egy csoport rĆszcsoportjai, akkor AB pontosan akkor csoport, ha AB = BA.

→ 8.1.13. Feladat [1]. Mik a Z additąv csoport generătorai?

→ 8.1.14. Feladat [1]. Bizonyątsuk be, hogy az m-edik egysĆggyŤkŤk multiplikatąv csoportja izomorf Z_m additąv csoportjăval.

→ 8.1.15. Feladat [2]. Bizonyątsuk be, hogy a Klein-fĆle csoport nem izomorf Z_4-gyel, de izomorf Z_2 Ťnmagăval vett Descartes-szorzatăval.

→ 8.1.16. Feladat [2]. Bizonyątsuk be, hogy Z_5 nem nulla elemei a szorzăsra negyedrendŰ ciklikus csoportot alkotnak.

→ 8.1.17. Feladat [2]. Bizonyątsuk be, hogy Z_8 a szorzăsra invertălhatć elemei a szorzăssal negyedrendŰ ciklikus csoportot alkotnak.

→ 8.1.18. Feladat [4]. Melyik az a legkisebb termĆszetes szăm, amelyre Z_m a szorzăsra invertălhatć elemei a szorzăssal nem ciklikus csoportot alkotnak?

→ 8.1.19. Feladat [2]. Bizonyątsuk be, hogy Z_9 a szorzăsra invertălhatć elemei a szorzăssal hatodrendŰ ciklikus csoportot alkotnak.

→ 8.1.20. Feladat [2]. Bizonyątsuk be, hogy kĆt negyedrendŰ nem izomorf csoport van.

→ 8.1.21. Feladat [1]. Mutassuk meg, hogy ha egy csoportban minden egysĆgelemtŞl kĄlŤnbŤzŞ elem rendje 2, akkor a csoport kommutatąv.

8.1. Csoportok 71

8.1.22. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy Z^N_2 vĆgtelen csoport, de minden elem rendje vĆges.

8.1.23. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy ha egy csoportban minden egysĆgelemtŞl kĄlŤnbŤzŞ elem rendje vĆges Ćs ugyanaz, akkor prąmszăm.

8.1.24. Feladat [5]. Hatărozzuk meg a nem izomorf hatodrendŰ csoportokat.

* 8.1.25. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy R Ćs C additąv csoportkĆnt izomorfak.

8.1.26. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy egy csoport bărmely kommutatąv rĆszcsoportjăhoz lĆtezik a csoportnak azt tartalmazć maximălis kommutatąv rĆszcsoportja.

→ 8.1.27. Feladat [2]. Legyen g a G csoport m-med rendŰ (m ∈ N^+) eleme. Bizonyątsuk be, hogy g^n pontosan akkor az egysĆgelem, ha m|n.

8.1.28. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy ha A, B diszjunkt halmazok, akkor � ℘(A ∪ B), △) izomorf � ℘(A), △ � Ćs � ℘(B), △ � Descartes-szorzatăval.

→ 8.1.29. Feladat [7]. TekintsĄk a kŤvetkezŞ permutăcićkat: α = � 1 2 3 4 2 3 4 1 � , β = � 1 2 3 4 1 3 2 4 � , γ = � 1 2 3 4 2 1 4 3 � ,

δ = � 1 2 3 4 4 3 2 1 � , ε = � 1 2 3 4 3 1 2 4 � . (1) Bontsuk fel Şket idegen ciklusok szorzatăra.

(2) Szămątsuk ki az αβ, α^{−1}β, α^2β, (αβ)^2, αβα^3, ε^{−1}δγ^{−1}, γδ^2ε, ε^3, δ^3ε^3, (δε)^3 permutăcićkat.

→ 8.1.30. Feladat [5]. Hatărozzuk meg a � 1 2 3 4 5 6 7 8 8 3 4 2 7 5 6 1

�_{1111}

permutăcićt.

8.1.31. Feladat [7]. Oldjuk meg σ-ra az alăbbi egyenleteket: (1) (1 3 2)σ(3 4 1) = (2 3 4); (2) (5 1 3)^{10}(2 3 4 6)^{10}σ^{−1} � (1 2 3)(3 6 7) � = ();

(3) σ^2 = (1 2 3); (4) σ^3 = (1 2 3); (5) σ^4 = () az S_4-ben.

→ 8.1.32. Feladat [0]. Soroljuk fel a 2, 3, 8, 6, 1 sorozat Ťt inverzićjăt.

→ 8.1.33. Feladat [0]. Legkevesebb hăny transzpozącićval kaphatjuk meg az ALGO- RITMUS szćbćl a LOGARITMUS szćt?

→ 8.1.34. Feladat [2]. Az {1, 2, . . . , n} halmaz mely permutăcićjăra lesz az inverzićk szăma maximălis? Mennyi ekkor az inverzićk szăma?

* 8.1.35. Feladat [12]. Adjunk algoritmust, amely a legrosszabb esetben is O(n lg n) Ťsszehasonlątăssal meghatărozza az {1, 2, . . . , n} halmaz egy permutăcićjăban az inverzićk szămăt.

→ 8.1.36. Feladat [4]. Adjunk meg a D_4 diĆdercsoporttal izomorf permutăcićcsoportot. Legalăbb hăny elemŰnek kell lennie a halmaznak, amelynek a permutăcićit tekintjĄk?

8.1.37. Feladat [6]. Adjunk meg a kvaternićcsoporttal izomorf permutăcićcsoportot. IgyekezzĄnk minĆl kevesebb elemŰ halmazt vălasztani.

8.1.38. Feladat [3]. DŤntsĄk el, hogy az alăbbi csoportok kŤzĄl melyik ciklikus: (1) S_3;

(2) a modulo 7 nem nulla maradĆkosztălyok multiplikatąv csoportja; (3) a komplex n-edik egysĆggyŤkŤk multiplikatąv csoportja; (4) (℘(X), △), ahol X tetszŞleges halmaz.

8.1.39. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy az S_n csoportban nem Ąres ciklusok rendje megegyezik a hosszukkal, Ćs bărmely permutăcić rendje megegyezik a nem Ąres idegen ciklusokra valć felbontăsănăl fellĆpŞ tĆnyezŞk hosszănak a legkisebb to’bbszŤro’sĆvel.

8.1.40. Feladat [3]. Igazoljuk, hogy bărmely csoport tetszŞleges x, y elemeire (1) x rendje megegyezik y^{−1}xy rendjĆvel; (2) xy rendje megegyezik yx rendjĆvel;

(3) ha x Ćs y felcserĆlhetŞek, akkor xy rendje osztja x rendjĆnek Ćs y rendjĆnek a legkisebb kŤzŤs tŤbbszŤrŤsĆt.

8.1.41. Feladat [3]. Legyenek G Ćs H csoportok, g ∈ G, h ∈ H. A g Ćs h elemek rendjĆnek ismeretĆben hogyan adhato meg a (g, h) elem G × H-beli rendje?

8.1.42. Feladat [3]. Mutassuk meg hogy egy m rendŰ Ćs egy n rendŰ ciklikus csoport direkt szorzata pontosan akkor ciklikus, ha m Ćs n relatąv prąmek. → 8.1.43. Feladat [4]. Hăny automor˛zmusa van az egĆsz szămok additąv csoportjănak?

→ 8.1.44. Feladat [6]. KeresĄk meg egy 12 rendŰ ciklikus csoport illetve S_3 Ťsszes rĆszcsoportjăt, az azok szerinti mellĆkosztălyokat, Ťsszes normălosztćjăt, Ćs az azok szerinti faktorcsoportokat.

8.1.45. Feladat [3]. Bizonyątsuk be, hogy ha egy csoport H Ćs K vĆges rĆszcsoportjainak rendje relatąv prąm, akkor a kĆt rĆszcsoport metszete csak az egysĆgelemet tartalmazza.

8.2. GyŰrŰk Ćs testek 73

8.1.46. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha a G csoport rendje n, az m relatąv prąm n-hez, akkor bărmely g ∈ G-re az x^m = g egyenletnek pontosan egy megoldăsa van G-ben.

8.1.47. Feladat [4]. Bizonyątsuk be, hogy � (), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), , (1 4)(2 3) �

normălosztć S_4-ben Ćs a szerinte vett faktorcsoport izomorf S_3-mal.

8.1.48. Feladat [4]. Igazoljuk, hogy a (1, 1, 1) elem normălosztćt generăl az (additąv) Z_2 × Z_2 × Z_2 csoportban. Mivel lesz izomorf a faktorcsoport?

8.1.49. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy az alăbbi lekĆpezĆsek csoporthomomor˛zmust de˛niălnak, hatărozzuk meg mindegyiknek a magjăt Ćs a mag szerinti faktorcsoportot: (1) (Z, +) → S_3, n → (1 2 3)^n;

(2) g^n → h^{3n}, ahol g egy 15 elemŰ, h pedig egy 9 elemŰ ciklikus csoport generătora; (3) G × H → H, (g, h) → h, ahol G Ćs H tetszŞleges csoportok.

8.1.50. Tovăbbi feladatok. [3]: II.2{II.6, II.34, II.76, III.1{III.6, IV.1{IV.226; [15]: 129{137; [31]: 4.35{4.37; [73]: II.8.27{II.8.29, II.8.32, III.5.16, X.5.2, XII.6.1{ XII.6.3, XII.6.7, XII.6.18{XII.6.21.

8.2. GyŰrŰk Ćs testek

→ 8.2.1. Feladat [0]. Ŋrjuk fel a modulo 5 maradĆkok testĆre vonatkozć Ťsszeadăsi Ćs szorzăsi tăblăzatot.

→ 8.2.2. Feladat [0]. legyenek I Ćs J az R gyŰrŰ ideăljai. Bizonyątsuk be, hogy I + J az I ∪ J ăltal generălt ideăl.

→ 8.2.3. Feladat [0]. Bizonyątsuk be, hogy 2Z a Z-nek rĆszgyŰrŰje. Ideăl-e? → 8.2.4. Feladat [0]. Bizonyątsuk be, hogy 4Z a 2Z-nek rĆszgyŰrŰje. Ideăl-e? → 8.2.5. Feladat [0]. Bizonyątsuk be, hogy 4Z a 2Z-nek rĆszgyŰrŰje. Ideăl-e? → 8.2.6. Feladat [2]. DŤntsĄk el, hogy a Gauss-egĆszek gyŰrŰjĆben a megadott halmazok ideălt alkotnak-e, Ćs ha igen, hatărozzuk meg a faktorgyŰrŰt: (1) Z;

(2) 2Z + i2Z; (3) 4Z + i6Z.

→ 8.2.7. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy Z + Zi + Zj + Zk ⊂ H egysĆgelemes nullosztćmentes nem kommutatąv gyŰrŰ.

* 8.2.8. Feladat [2]. Legyen R a 30 termĆszetes szăm osztćinak halmaza, x △ y := lkkt(x, y)/ lnko(x, y) Ćs x ⋆ y := lnko(x, y). (1) Mutassuk meg, hogy � R, (△, ⋆) � Boole-gyŰrŰ. Hatărozzunk meg egy vele izomorf halmazgyŰrŰt.

(2) Ŕltalănosątsuk a feladatot 30 helyett teszŞleges nĆgyzetmentes pozitąv termĆszetes szămra.

(3) Ŕltalănosątsuk a feladatot arra az esetre, amikor R az Ťsszes nĆgyzetmentes pozitąv termĆszetes szămok halmaza. Ŕllhat-e az izomorf halmazgyŰrŰ most valamely halmaz Ťsszes rĆszhalmazaibćl?

8.2.9. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy bărmely R gyŰrŰre R × Z egysĆgelemes gyŰrŰ az (r, m)+(s, n) = (r+s, m+n) Ťsszeadăssal Ćs az (r, m)·(s, n) = (rs+ms+nr, mn) szorzăssal, Ćs R × {0} izomorf R-el. Mutassuk meg, hogy ha R egysĆgelemes volt, akkor R × Z nem lesz nullosztćmentes.

8.2.10. Feladat [5]. Bizonyątsuk be, hogy minden gyŰrŰ izomorf egy Abel-csoport endomor˛zmusgyŰrŰjĆnek valamely rĆszgyŰrŰjĆvel.

→ 8.2.11. Feladat [0]. Homomor˛zmusok-e az alăbbi lekĆpezĆsek? Ha igen, adjuk meg a magjukat:

(1) C → R, x + iy → x;

(2) R × R^′ → R × R, (r, r^′) → (r, r), ahol R, R^′ tetszŞleges gyŰrŰk; (3) Z_n → Z_{2n}, ~m → ~m, ha 0 ≤ m < n;

(4) Z_{2n} → Z_n, ~m → ~m, ha 0 ≤ m < n Ćs ~m → ~m − n, ha n ≤ m < 2n.

→ 8.2.12. Feladat [2]. Bizonyątsuk be, hogy Z_{12}-nek 0, 3, 6, 9 osztălyai egy rĆszgyŰrŰjĆt alkotjăk. Ideăl-e? Ha ideăl, a faktorgyŰrŰ test-e?

→ 8.2.13. Feladat [5]. Adjunk meg a {m+n √ 5 : m, n ∈ Z} integrităsi tartomănyban a ±1 elemektŞl kĄlŤnbŤzŞ egysĆgeket.

→ 8.2.14. Feladat [7]. Az R = {m/n : m, n ∈ Z, 2∤n} integrităsi tartomănyra (1) mutassuk meg, hogy Gauss-gyŰrŰ;

(2) adjunk meg olyan fĄggvĆnyt, amellyel euklideszi gyŰrŰ.

→ 8.2.15. Feladat [5]. Legyen x Ćs y egy Gauss-gyŰrŰ kĆt, egymăshoz relatąv prąm eleme. Mutassuk meg, hogy ha az xy szorzat egy elem nĆgyzetĆnek az assziciăltja, akkor x Ćs y is.

8.2.16. Feladat [7]. Egy testet prąmtestnek nevezĄnk, ha nincs valćdi rĆszteste. Mutassuk meg, hogy bărmely test Ťsszes rĆsztesteinek a metszete prąmtest. Hatărozzuk meg az Ťsszes prąmtestet.

8.2.17. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy a {p + q √ 2 : p, q ∈ Q} gyŰrŰnek kĆt automor˛zmusa van: az identităs Ćs a φ(p + q √ 2) = p − q √ 2 lekĆpezĆs.

8.2.18. Feladat [7]. Hatărozzuk meg a {p + q^3 √ 2 + r^3 √ 4 : p, q, r ∈ Q} gyŰrŰ automor˛zmusait.

→ 8.2.19. Feladat [3]. Hatărozzuk meg a mZ hănyadostestĆt, ha 0 ≠ m ∈ Z.

8.2.20. Tovăbbi feladatok. [3]: II.10, II.11, V.1{V.3, V.5{V.7, V.9{V.44, V.47, V.52, V.54{V.74, V.76{V.78, V.80{V.108, V.111-V.119, V.121-V.124, V.128{V.140, V.145, V.151{V.153, V.155-V.157, V.162, V.164, V.166{V.170, V.172{V.180, V.184{V.189, V.193{ V.195, V.197{V.203, VI.1; [49]: 1.1-1.{1.1-4; [59]: 2.11.13{2.11.26; [73]: VII.5.5, VII.5.8, VII.5.18, XIII.3.3.

8.3. Polinomok

→ 8.3.1. Feladat [0]. Adjuk meg Z_{72} fŤlŤtt 8x^2 + 12 Ćs 18x + 36 szorzatăt. → 8.3.2. Feladat [2]. Hatărozzuk meg H felett az f = (3+2i−j +5k)x^2 −(2−3i+k) Ćs g = 2ix − (4 − 5k) polinomokra fg − gf-et.

→ 8.3.3. Feladat [2]. Hatărozzuk meg a Z feletti 3x^8 + 5x^6 − 11x^3 + 7x^2 − 15x + 8 Ćs 16x^7 − 13x^6 + 6x^3 − 13x + 21 polinomok szorzatăban a 0-ad, 9-ed, 14-ed, 15-Ťd Ćs 20-ad fokč tag egyĄtthatćjăt!

→ 8.3.4. Feladat [2]. Oldjuk meg az elŞzŞ feladatot Z_{24} felett. Mennyi a szorzatpolinom fokszăma?

→ 8.3.5. Feladat [3]. Ossza el az elsŞ polinomot maradĆkosan Q, Z_7 Ćs Z_6 felett, ha lehet:

(1) 42x^4 − 7x^3 + 13x^2 + 43x − 12, x^2 − x + 1; (2) x^3 − 3x^2 − x − 1, 3x^2 − 2x + 1; (3) 5x^4 + 2x − 3, 2x^2 − 3x + 4; (4) x^3, 2x + 3;

(5) x^2 + 3x − 2, 6x^4 + 5x^2 − 3x + 2; (6) x^3 + x^2 + 3x + 2, 2x^2 + 4.

→ 8.3.6. Feladat [4]. Az x−c-vel valć maradĆkos osztăs segątsĆgĆvel hatărozzuk meg az alăbbi C[x]-beli polinomok helyettesątĆsi ĆrtĆkĆt a megadott helyen: (1) x^4 − 3x^3 + 6x^2 − 10x + 16, c = 4; (2) x^5 + (1 + 2i)x^4 − (1 + 3i)x^2 + 7, c = −2 − i; (3) x^4 − 3ix^3 − 4x^2 + 5ix − 1, c = 1 + 2i.

→ 8.3.7. Feladat [4]. Az x − c-vel valć ismĆtel maradĆkos osztăs segątsĆgĆvel ąrjuk fel az alăbbi C[x]-beli polinomokat x − c hatvănyai segątsĆgĆvel: (1) x^4 + 2x^3 − 3x^2 − 4x + 1, c = −1; (2) x^5, c = 1.

→ 8.3.8. Feladat [0]. Felbonthatć-e Z, Q, R illetve C felett a 6x + 10 polinom? → 8.3.9. Feladat [4]. Adjuk meg azt az R[x]-beli interpolăcićs polinomot, amely az adott helyeken az adott ĆrtĆkeket veszi fel: (1) a 0, 1, 2, 3, 4 helyen 1, 2, 3, 4, 6; (2) a −1, 0, 1, 2, 3 helyen 6, 5, 0, 3, 2.

→ 8.3.10. Feladat [6]. Adjuk meg az alăbbi polinomok irreducibilis felbontăsăt C illetve R felett: (1) x^6 − 27; (2) x^6 + 27; (3) x^8 − 16; (4) x^8 + 16;

(5) x^{10} − x^5 + 1; (6) x^{22} + x^{11} − 6; (7) x^4 + 4x^3 + 4x^2 + 1; (8) x^{2n} − 2x^n + 2; (9) x^{2n} + x^n + 1; (10) x^{2n} − 2x^n − 3.

→ 8.3.11. Feladat [6]. Hatărozzuk meg az alăbbi polinomok legnagyobb kŤzŤs osztćjăt:

(1) (x − 1)^3(x + 2)^2(x − 3)(x − 4) Ćs (x − 1)^5(x + 2)(x + 5); (2) x^m − 1 Ćs x^n − 1; (3) x^m + 1 Ćs x^n + 1.

→ 8.3.12. Feladat [5]. KeressĄk meg az alăbbi egĆsz egyĄtthatćs polinomok racionălis gyŤkeit:

(1) x^4 − 2x^3 − 8x^2 + 13x − 24; (2) x^4 + 4x^3 − 2x^2 − 12x + 9; (3) 10x^4 − 13x^3 + 15x^2 − 18x − 24; (4) 6x^4 + 19x^3 − 7x^2 − 26x + 12.

→ 8.3.13. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy az alăbbi polinomok irreducibilisek Z[x]-ben: (1) x^4 − 8x^3 + 12x^2 − 6x + 2; (2) x^5 − 12x^3 + 36x − 12; (3) x^4 − x^3 + 2x + 1.

→ 8.3.14. Feladat [5]. Hatărozzuk meg a 6x^4 + 17x^3 + 13x^2 − 9x − 6 polinom irreducibilis felbontăsăt Z[x]-ben.

→ 8.3.15. Feladat [2]. Hănyszoros gyŤke 2 az x^5−5x^4+7x^3−2x^2+4x−8 polinomnak?

→ 8.3.16. Feladat [3]. Adjunk meg minimălis fokszămč olyan valćs egyĄtthatćs polinomot, amelynek (1) az 1 kĆtszeres, a 2, 3 Ćs 1 + i pedig egyszeres gyŤke; (2) az i hăromszoros, a −1 − i egyszeres gyŤke.

→ 8.3.17. Feladat [3]. Hatărozzuk meg az a egyĄtthatćt čgy, hogy −1 legalăbb kĆtszeres gyŤke legyen az x^5 − ax^2 − ax + 1 polinomnak.

→ 8.3.18. Feladat [3]. Hatărozzuk meg a 4x^6 − 8x^5 − 3x^4 − 11x^3 + 18x^2 + 28x + 8 polinom racionălis tŤbbszŤrŤs gyŤkeit, Ćs adjuk meg mindegyiknek a multiplicităsăt. → 8.3.19. Feladat [3]. KeressĄk meg az alăbbi polinomok tŤbbszŤrŤs gyŤkeit: (1) x^6 − 6x^4 − 4x^3 + 9x^2 + 12x + 4; (2) x^5 − 10x^3 − 20x^2 − 15x − 4.

→ 8.3.20. Feladat [3]. Az alăbbi polinomokat bontsuk fel irreducibilis polinomok szorzatăra Z Ćs Q felett:

(1) 3x^5 + 2x^3 − 12x^2 − 10x + 14; (2) 20x^4 + 26x^3 + 65x^2 + 91.

→ 8.3.21. Feladat [3]. Adjunk meg az alăbbi polinomokhoz olyan polinomot, amelynek ugyanazok a gyŤkei, de mindegyik egyszeres: (1) x^6 − 15x^4 + 8x^3 + 51x^2 − 72x + 27; (2) x^5 − 6x^4 + 16x^3 − 24x^2 + 20x − 8.

→ 8.3.22. Feladat [3]. Konstruăljunk nĆgyelemŰ testet, Ćs ąrjuk fel a mŰveleti tăblăkat.

8.3.23. Feladat [3]. Konstruăljunk nyolcelemŰ testet az x^3 +x^2+1 ∈ Z_2[x] polinom segątsĆgĆvel.

8.3.24. Feladat [4]. KeressĄk meg Z_3 felett az Ťsszes măsodfokč irreducibilis fŞpolinomot. Mindegyikkel konstruăljunk vĆges testet.

8.3.25. Feladat [4]. KeressĄk meg Z_2 felett az Ťsszes negyedfokč irreducibilis fŞpolinomot. Mindegyikkel konstruăljunk vĆges testet.

8.3.26. Feladat [4]. Hăny k-adik hatvăny, illetve egy k-adik hatvănynak hăny kadik gyŤke van egy q elemŰ testben, ha (1) q = 49, k = 15; (2) q = 125, k = 24; (3) q = 4096, k = 1024.

8.3.27. Feladat [4]. Felbonthatć-e Z_3 felett a x^7 + 2x^4 + x^2 + 2x + 2 polinom? 8.3.28. Feladat [4]. Bontsa fel az x^8 + x^6 + x^5 + x^3 + x^2 + x + 1 ∈ Z_2[x] polinomot irreducibilis polinomok szorzatăra.

8.3.29. Feladat [4]. Hăny măsodfokč irreducibilis fŞpolinom van a q elemŰ test felett?

8.3.30. Feladat [4]. Hăny măsodfokč reducibilis fŞpolinom van a 7 elemŰ test felett?

→ 8.3.31. Feladat [3]. Hatărozzuk meg a-t Ćs b-t čgy, hogy x^4 +3x^2 +ax+b oszthatć legyen x^2 − 2ax + 2-vel Z, Q, R, illetve C felett.

→ 8.3.32. Feladat [3]. A 3x^4−5x^3+3x^2+4x−2 polinom egyik gyŤke 1+i. Hatărozzuk meg a tŤbbi gyŤkĆt.

→ 8.3.33. Feladat [5]. A Z_2 gyŰrŰ felett (1) ăllapątsuk meg, hogy irreducibilisek-e az x^4 + 1, x^3 + x^2 + 1, illetve x^4 + x + 1 polinomok;

(2) adjuk meg az Ťsszes, legfeljebb harmadfokč irreducibilis polinomot; (3) bontsuk irreducibilis polinomok szorzatăra az x^7 + 1 polinomot. → 8.3.34. Feladat [4]. Szămątsuk ki az alăbbi polinomok legnagyobb kŤzŤs osztćjăt C, R, Q, Z Ćs Z_3 felett. Van-e kŤzŤs gyŤkĄk az egyes esetekben? (1) x^4 + x^3 − 3x^2 − 4x − 1 Ćs x^3 + x^2 − x − 1; (2) x^5 + x^4 − x^3 − 2x − 1 Ćs 3x^4 + 2x^3 + x^2 + 2x − 2; (3) 7x^4 − 28x^3 + 7 Ćs 11x^3 − 33x^2 + 11;

(4) x^6 + 2x^4 − 4x^3 − 3x^2 + 8x − 5 Ćs x^5 + x^2 − x + 1.

→ 8.3.35. Feladat [5]. Oldjuk meg az u, v ismeretlen polinomokra nĆzve R[x]-ben az alăbbi egyenleteket:

(1) (3x^3 − 2x^2 + x + 2)u + (x^2 − x + 1)v = 1; (2) (x^4 − x^3 − 4x^2 + 4x + 1)u + (x^2 − x − 1)v = x.

→ 8.3.36. Feladat [5]. Oldjuk meg az u, v ismeretlen polinomokra nĆzve Z_2[x]-ben az alăbbi egyenleteket:

(1) (x^5 + x^2 + 1)u + (x^4 + x^2 + x)v = 1; (2) (x^4 + 1)u + (x^3 + x^2 + x + 1)v = x^3 + x + 1.

→ 8.3.37. Feladat [6]. Hatărozzuk meg a legalacsonyabb fokč olyan h ∈ K[x] polinomot, amely az f-fel osztva u, a g-vel osztva pedig v maradĆkot ad, ha (1) f = x^3 + 1, g = x^3 + x^2 − 2, u = −x^2, v = x^2 − 2x + 2, K = Q; (2) f = x^2 − 2x + 1, g = x^3 − 3x^2 + 2, u = x, v = x^2 + x + 1, K = R; (3) f = x^3 + x^2 + 1, g = x^3 + x + 1, u = x + 1, v = x^2 + x + 1, K = Z_2.

8.3.38. Feladat [6]. Bizonyątandćk a kŤvetkezŞ azonossăgok:

(1) x^{2n} − 1 = (x^2 − 1) n−1� k=1 � x^2 − 2x cos(kπ/2) + 1 � ; (2) x^{2n+1} − 1 = (x − 1) n� k=1 � x^2 − 2x cos � 2kπ/(2n + 1) � +1 � ; (3) x^{2n+1} + 1 = (x + 1) n� k=1 � x^2 + 2x cos � 2kπ/(2n + 1) � +1 � ; (4) x^{2n} + 1 = (x + 1) n−1� k=0 � x^2 − 2x cos � (2k + 1)π/(2n) � +1 � . → 8.3.39. Feladat [6]. Bontsuk parciălis tŤrtekre az alăbbi racionălis tŤrtfĄggvĆnyeket R illetve C felett: (1) x^2 + 1 x(x^2 − 1) , 2 (x − 1)(x − 2)(x − 3) x^5 − x^3 − x^2 x^2 − 1 ; (2) x^2 (x − 1)^2(x + 1) , 4 (x^2 − 1)^2 x^6 − x^2 + 1 (x − 1)^3 ; (3) x^2 + 1 (x^2 + x + 1^2 , x^4 + 1 x^3(x^2 + 1) 2 x^4 + 2x^3 + 2x^2 + 2x + 1 ; (4) 8 x^4 + 4 , 2x^4 x^4 + x^2 + 1 , 1 − x^2 1 − 2x cos φ + x^2 ; (5) 3x^3 + 15x + 6 x^4 + x^3 + 3x^2 + 2x + 2 , 2x^3 + 4x x^4 + x^2 + 4 , 3x^2 − 3 x^3 − 3x + 1 . * 8.3.40. Feladat: testbŞvątĆsek [11]. Legyen K az F test bŞvątĆse.

(1) Mutassuk meg, hogy ha [K : F ] vĆges Ćs V vĆges dimenzićs vektortĆr K felett, akkor F felett is, Ćs V dimenzićja F felett a V tĆr K feletti dimenzićjănak Ćs [K : F ]-nek a szorzata.

(2) Mutassuk meg, hogy α ∈ K pontosan akkor algebrai F felett, ha F egy L ⊂ K vĆges bŞvątĆsĆnek az eleme Ćs hogy α foka osztja L fokăt.

(3) Mutassuk meg, hogy α ∈ K-ra Ćs n ∈ N^+-ra α^n algebrai F felett, akkor α is. (4) Mutassuk meg, hogy K-nak az F felett algebrai elemei testet alkotnak.

* 8.3.41. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy √ 2 + √ 3 algebrai, Ćs foka 4.

* 8.3.42. Feladat [0]. Mi a kapcsolat a Q( √ 2), Q(1 + √ 2) Ćs a Q( √ 8) testek kŤzŤtt?

→ 8.3.43. Feladat [3]. Irreducibilis-e a z x^5 + 5 polinom Z, Q, C, Z_2, Z_3, illetve Z_5 felett?

* 8.3.44. Feladat [3]. Hăny măsodfokč irreducibilis polinom van egy q elemŰ vĆges test felett?

* 8.3.45. Feladat [3]. Legyen α ∈ C a Q felett irreducibilis x^3 −6x^2 +9x+3 polinom gyŤke. FejezzĄk ki a Q(α) test Q feletti 1, α, α^2 băzisăban az alăbbi elemeket: (1) 3α^5 − 2α; (2) 1/(α + 1).

* 8.3.46. Feladat [5]. Hatărozzuk meg � 2 −^3 √ 2 minimălpolinomjăt Q felett.

* 8.3.47. Feladat [6]. A kŤvetkezŞ testbŞvątĆsek kŤzĄl melyik algebrai (itt A az Ťsszes algebrai szămok teste): (1) R ⊂ C; (2) Q ⊂ Q( √ 5); (3) Q ⊂ A; (4) Q( √ 5) ⊂ A;

(5) Q(π) ⊂ R.

* 8.3.48. Feladat [6]. Hatărozzuk meg Q alăbbi algebrai bŞvątĆseinek fokăt: (1) Q( √ 7); (2) Q(i √ 5); (3) Q(1 + i √ 3); (4) Q(i + √ 5); (5) Q(r + i √ s), ahol r, s ∈ Q, √ s /∈ Q.

8.3.49. Feladat [6]. DŤntsĄk el, hogy az alăbbi szămhalmazok kŤzĄl melyek alkotnak testet a valćs szămok szokăsos mŰveleteivel: (1) {p + q √ 2 + r √ 3 : p, q, r ∈ Q};

(2) {p + q √ 2 + r √ 3 + s √ 6 : p, q, r, s ∈ Q};

(3) {p + q^3 √ 2 : p, q ∈ Q};

(4) {p + q^3 √ 2 + r^3 √ 4 : p, q, r ∈ Q}.

* 8.3.50. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha α ∈ C algebrai Ćs foka n, akkor √ α is algebrai, Ćs foka osztćja 2n-nek. Igaz-e, hogy √ α foka mindig pontosan 2n?

* 8.3.51. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha α ∈ C algebrai Ćs foka n, akkor α^2 is algebrai, Ćs foka osztćja n-nek. Igaz-e, hogy α^2 foka mindig pontosan n?

* 8.3.52. Feladat: szerkeszthetŞsĆg [12]. (Laczkovich [41] kŤnyve nyomăn.) Legyen adott a sąkban kĆt kĄlŤnbŤzŞ pont, A Ćs B. RŤgzątsĄnk egy koordinătarendszert, amelyben az A koordinătăi (0, 0), a B koordinătăi pedig (1, 0). Azt mondjuk, hogy a d valćs szăm szerkeszthetŞ, ha az adott pontokat felhasznălva, kŤrzŞvel Ćs vonalzćval meg tudunk szerkeszteni kĆt olyan pontot, amelyek tăvolsăga |d|. (1) Mutassuk meg, hogy a racionălis szămok szerkeszthetŞk.

(2) Mutassuk meg, hogy egy pont pontosan akkor szerkeszthetŞ, ha a koordinătăi szerkeszthetŞk.

(3) Mutassuk meg, hogy ha a > 0 szerkeszthetŞ, akkor √ a is szerkeszthetŞ.

(4) Mutassuk meg, hogy egy valćs szăm pontosan akkor szerkeszthetŞ, ha megkaphatć a racionălis szămokbćl az Ťsszeadăs, kivonăs, szorzăs, osztăs Ćs a nĆgyzetgyŤkvonăs vĆges sokszori alkalmazăsăval.

(5) Mutassuk meg, hogy a szerkeszthetŞ valćs szămok foka Q felett kettŞhatvăny. (6) Mutassuk meg, hogy cos 20^∘ nem szerkeszthetŞ, ągy a szŤgharmadolăs megoldhatatlan.

(7) Mutassuk meg, hogy^3 √ 2 nem szerkeszthetŞ, ągy a kockakettŞzĆs megoldhatatlan.

(8) Legyenek t Ćs ε olyan komplex szămok, amelyekre t = ε + ε^{−1}. Mutassuk meg, hogy ha t egy n-ed fokč algebrai szăm, akkor ε szintĆn algebrai, Ćs foka osztćja 2n-nek.

(9) Mutassuk meg, hogy ha p păratlan prąm, Ćs a szabălyos p-szŤg szerkeszthetŞ, akkor p Fermat-prąm. (Hasznăljuk az elŞzŞ pontot t = 2 cos(2π/p)-re.)

(10) Mutassuk meg, hogy ha p păratlan prąm, akkor a szabălyos p^2-szŤg nem szerkeszthetŞ.

(11) Mutassuk meg, hogy ha a szabălyos n-szŤg szerkeszthetŞ, akkor n = 2^kp_1p_2 · · · p_m, ahol p_1, p_2, . . . , p_m kĄlŤnbŤzŞ Fermat-prąmek. (Gauss az ăllątăst Ćs megfordątăsăt is bebizonyątotta.)

* 8.3.53. Feladat [3]. Bizonyątandć, hogy cos α pontosan akkor szerkeszthetŞ, ha cos(α/2) szerkeszthetŞ.

* 8.3.54. Feladat [3]. Bizonyątandć, hogy ha cos α Ćs cos β szerkeszthetŞk, akkor cos(α + β) Ćs cos(α − β) is.

* 8.3.55. Feladat [4]. Hatărozzuk meg azokat a k egĆszeket, amelyekre cos k^∘ = cos(kπ/180) szerkeszthetŞ.

8.3.56. Feladat [7]. FejezzĄk ki kĆplettel a (1) cos 12^∘ = cos(π/15) szămot; (2) cos 3^∘ = cos(π/60) szămot.

8.3.57. Feladat [10]. FejezzĄk ki kĆplettel a cos 1^∘ = cos(π/180) szămot. 8.3.58. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy (1) R[x]/(x^2 + 1) izomorf C-vel;

(2) Z[x]/(x^2 + 1) izomorf a Gauss-egĆszekkel; (3) F [x]/(x + 1) izomorf F -el tetszŞleges testre.

8.3.59. Feladat [3]. Adjuk meg Q[x]/(x^6 − 3x − 3) testben (1) az (x^3 + 1)(x^5 − 1) polinom osztălyănak legalacsonyabb fokč reprezentănsăt; (2) az (x^3 + 3x^2 − 5) polinom osztălya inverzĆnek a legalacsonyabb fokč reprezentănsăt. → 8.3.60. Feladat [2]. DŤntsĄk el, hogy Z[x]-ben a megadott halmazok ideălt alkotnak-e, Ćs ha igen, hatărozzuk meg a faktorgyŰrŰt: (1) polinomok, amelyek konstans tagja păros;

(2) polinomok, amelyek elsŞfokč tagjănak egyĄtthatćja păros. → 8.3.61. Feladat [2]. Igazoljuk, hogy Z_n/(d) izomorf Z_{n/d}-vel, ha d|n.

8.3.62. Feladat [4]. Oldjuk meg az alăbbi kongruenciăkat: (1) x^3 + 2x − 3 ≡ 0 (mod 9); (2) x^3 + 2x − 3 ≡ 0 (mod 5); (3) x^3 + 2x − 3 ≡ 0 (mod 45); (4) x^3 + 4x + 8 ≡ 0 (mod 15); (5) x^3 − 9x^2 + 23x − 15 ≡ 0 (mod 503); (6) x^3 − 9x^2 + 23x − 15 ≡ 0 (mod 143).

* 8.3.63. Feladat [4]. Oldjuk meg az alăbbi kongruenciăkat: (1) x^5 + x^4 + 1 ≡ 0 (mod 3^4); (2) x^3 + x + 57 ≡ 0 (mod 5^3); (3) x^2 + 5x + 24 ≡ 0 (mod 36); (4) x^3 + 10x^2 + x + 3 ≡ 0 (mod 3^2); (5) x^3 + x^2 − 4 ≡ 0 (mod 7^3); (6) x^3 + x^2 − 5 ≡ 0 (mod 7^3).

8.3.64. Feladat [4]. Oldjuk meg az alăbbi kongruenciăkat: (1) x^{11} + x^8 + 5 ≡ 0 (mod 7); (2) x^{20} + x^{13} + x^7 + x ≡ 0 (mod 7); (3) x^{15} − x^{10} + 4x − 3 ≡ 0 (mod 7); (4) 2x^3 + 5x^2 + 6x + 1 ≡ 0 (mod 13); (5) x^{14} + 12x^2 ≡ 0 (mod 13).

8.3.65. Feladat [4]. Oldjuk meg az

x^{79} + 3x^{78} + 2x^{77} + 539x^7 + 537x^6 + 538x^5 + x^2 + 447x ≡ 0 (mod 540)

kongruenciăt.

* 8.3.66. Feladat [4]. Hatărozzuk meg a d paramĆter ĆrtĆkĆt, ha 2x^3 − x^2 − 7x + d kĆt gyŤkĆnek Ťsszege 1.

* 8.3.67. Feladat [4]. Szămtani sorozatot alkotnak-e 8x^3 − 12x^2 − 2x + 3 gyŤkei?

→ 8.3.68. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy minden f : {↑, ↓}^n → {↑, ↓} logikai fĄggvĆny valamely, az � {↑, ↓}, (⊕, ∧) � gyŰrŰ feletti n hatărozatlanč polinomhoz tartozć polinomfĄggvĆny. (Ez a logikai fĄggvĆny Zsegalkin-polinomja.)

* 8.3.69. Feladat [4]. A Newton-formulăk felhasznălăsăval szămątsuk ki az alăbbi polinomok gyŤkeinek nĆgyzetŤsszegĆt: (1) x^3 + 2x − 3;

(2) x^5 − 5x^3 + 5x − 2.

* 8.3.70. Feladat [5]. Hatărozzuk meg (x − 1)(x − 3)(x + 4) transzformăltjăt az y = x^2 − x − 1 helyettesątĆsnĆl.

* 8.3.71. Feladat [7]. Transzformăljuk a megadott polinomokat a megadott helyettesątĆssel:

(1) x^3 − 3x − 4, y = x^2 + x + 1; (2) x^3 + 2x^2 + 2, y = x^2 + 1; (3) x^4 − x − 2, y = x^3 − 2;

(4) x^4 − x^3 − x^2 + 1, y = x^3 + x^2 + x + 1.

8.3.72. Tovăbbi feladatok. Feladatok [25] Ćs megoldăsok [26]: 1.1{1.3, 1.6, 1.9{ 1.14, 1.16{1.27, 1.29{1.31, 1.33{1.37, 1.39{1.169, 2.6{2.15, 2.17{2.41, 2.38, 2.44{2.122, 3.1{3.16, 1.3.25{3.46, 3.62{3.64; [3]: V.4, V.8, V.45, V.48{V.51, V.53, 1.V.75, V.79, V.109, V.110, V.120, V.125{V.127, V.190{V.192, V.106, 1.VI.2{VI.4, VI.6{VI.26, VI.53{ V.87; [15]: 75{80, 538{569, 1.582{660, 663{685, 755{817, 856{867; [49]: 1.2-5{1.6-29, 1.1.6-32{1.6-37, 2.0-1{2.0-2, 2.0-4{2.0-5, 2.0-10{2.0-15, 2.0-18, 1.2.0-28, 2.0-30, 2.0-32, 3.1-1{3.2-9; [59]: 2.2.1{2.2.4, 1.2.6.4{2.6.5, 2.8.1, 2.9.1{2.9.19, 9.1.1{9.1.4; [73]: 1.IX.4.6{ IX.4.9, IX.4.16{IX.4.22, IX.4.26, XIII.3.8.

9. KŢDOLŔS

9.1. Kommunikăcić Ćs kćdolăs

→ 9.1.1. Feladat [1]. Az adott eloszlăsnak hatărozzuk meg az entrćpiăjăt, Ćs hogy hanyad rĆsze az entrćpia felsŞ korlătjănak: (1) 0,34, 0,18, 0,17, 0,16, 0,15; (2) 0,6, 0,1, 0,09, 0,08, 0,07, 0,06; (3) 0,4, 0,4, 0,1, 0,03, 0,03, 0,02, 0,02; (4) 0,3, 0,2, 0,2, 0,1, 0,1, 0,05, 0,05.

9.1.2. Feladat [1]. Az adott eloszlăsra hatărozzuk meg a H_3 Ćs H_4 entrćpia ĆrtĆkĆt, Ćs hogy hanyad rĆsze az entrćpia felsŞ korlătjănak: (1) 0,03, 0,12, 0,13, 0,02, 0,08, 0,3, 0,21, 0,01, 0,05, 0,01, 0,04; (2) 0,11, 0,03, 0,21, 0,01, 0,08, 0,27, 0,14, 0,13, 0,02; (3) 0,9, 0,1; (4) 0,57, 0,43;

9.1.3. Feladat [1]. Hatărozzuk meg a H_4 entrćpia ĆrtĆkĆt, Ćs hogy hanyad rĆsze az entrćpia felsŞ korlătjănak, ha a gyakorisăgok 84, 118, 100, 31, 52, 213, 71, 60, 17, 84, 138, 32.

9.2. Forrăskćdolăs 85

9.2. Forrăskćdolăs

→ 9.2.1. Feladat [5]. Az adott kćdokrćl dŤntsĄk el, hogy melyik felbonthatć, pre˛x, vesszŞs, illetve egyenletes. Rajzoljuk fel a kćdfăt is. (1) {0, 10, 110, 1110, 1011, 1101}; (2) {1, 011, 010, 001, 000, 110}; (3) {0, 10, 110, 1110, 11110, 111110}; (4) {111, 110, 101, 100, 011, 010}; (5) {1, 01, 0011, 0010, 0001, 0000}; (6) {1, 01, 011, 0111, 01111, 011111}.

→ 9.2.2. Feladat [5]. Az adott ternăris kćdrćl mutassuk meg, hogy felbonthatć, Ćs konstruăljunk olyan hozză olyan ternăris pre˛x kćdot, amelynek kćdhosszai ugyanazok:

{011, 0011, 110, 111, 2020, 20201, 220, 2212}.

→ 9.2.3. Feladat [5]. Az adott kćdokrćl dŤntsĄk el, hogy melyik felbonthatć. (1) {1021, 121, 2021, 021, 221, 1121, 0121, 0221}; (2) {01, 02, 10, 11, 12, 20}, 21}, 22}.

9.2.4. Feladat [4]. Az adott, egyĆrtelmŰen dekćdolhatć binăris kćdhoz konstruăljunk olyan binăris pre˛x kćdot, amelynek kćdhosszai ugyanazok: (1) {01, 10, 100, 111, 011}; (2) {1, 10, 00, 0100}; (3) {10, 101, 111, 1011}.

→ 9.2.5. Feladat [3]. Van-e ternăris illetve quadrălis pre˛x kćd, ha az egybetŰs szavak szăma 0, a kĆtbetŰsŤkĆ 2, a hărom betŰsŤkĆ 18, a nĆgy betŰsŤkĆ 100 Ćs az Ťt betŰsŤkĆ 75? → 9.2.6. Feladat [3]. Lehet-e felbonthatć egy ternăris kćd, ha a 0, 1, 2, 3, 4 illetve 5 betŰs szavak szăma rendre 2, 3, 0, 0, 4, 1.

9.2.7. Feladat [3]. Adja meg a kćdăbĆcĆ minimălis elemszămăt, ha a 0, 1, 2, 3, 4 illetve 5 betŰs szavak szăma rendre (1) 0, 0, 3, 0, 2, 2; (2) 2, 3, 0, 0, 4, 1.

→ 9.2.8. Feladat [1]. Az adott eloszlăsokhoz hatărozzuk meg a binăris illetve ternăris Hu¸man-kćdot. Hasonlątsuk Ťssze az ătlagos kćdhosszat az entrćpiăval. (1) 0,34, 0,18, 0,17, 0,16, 0,15; (2) 0,6, 0,1, 0,09, 0,08, 0,07, 0,06; (3) 0,4, 0,4, 0,1, 0,03, 0,03, 0,02, 0,02; (4) 0,3, 0,2, 0,2, 0,1, 0,1, 0,05, 0,05.

* 9.2.9. Feladat [1]. Az elŞzŞ feladat eloszlăsaihoz hatărozzuk meg a binăris illetve ternăris Shannon{kćdot. Hasonlątsuk Ťssze az ătlagos kćdhosszat a Hu¸man-kćd ătlagos kćdhosszăval Ćs az entrćpiăval.

9.2.10. Feladat [1]. Az adott eloszlăsokhoz hatărozzuk meg a ternăris illetve quadrălis Hu¸man-kćdot. Hasonlątsuk Ťssze az ătlagos kćdhosszat az entrćpiăval. (1) 0,03, 0,12, 0,13, 0,02, 0,08, 0,3, 0,21, 0,01, 0,05, 0,01, 0,04; (2) 0,11, 0,03, 0,21, 0,01, 0,08, 0,27, 0,14, 0,13, 0,02.

* 9.2.11. Feladat [1]. Az elŞzŞ feladat eloszlăsaihoz hatărozzuk meg a ternăris illetve quadrălis Shannon{kćdot. Hasonlątsuk Ťssze az ătlagos kćdhosszat a Hu¸man-kćd ătlagos kćdhosszăval Ćs az entrćpiăval.

→ 9.2.12. Feladat [1]. Az adott eloszlăsokhoz hatărozzuk meg a ternăris illetve quadrălis Hu¸man-kćdot. Hasonlątsuk Ťssze az ătlagos kćdhosszat az entrćpiăval. Ugyanezt vĆgezzĄk el a kĆtszeres, hăromszoros Ćs nĆgyszeres kiterjesztĆsre is, feltĆtelezve, hogy az egyes ismĆtlĆses variăcićk relatąv gyakorisăga a megfelelŞ relatąv gyakorisăgok szorzata. (1) 0,9, 0,1; (2) 0,57, 0,43,

* 9.2.13. Feladat [1]. Az elŞzŞ feladat eloszlăsaihoz hatărozzuk meg a ternăris illetve quadrălis Shannon{kćdot. Hasonlątsuk Ťssze az ătlagos kćdhosszat a Hu¸man-kćd ătlagos kćdhosszăval Ćs az entrćpiăval.

9.2.14. Feladat [1]. Hatărozzuk meg a quadrălis Hu¸man-kćdot, ha a gyakorisăgok 84, 118, 100, 31, 52, 213, 71, 60, 17, 84, 138, 32.

* 9.2.15. Feladat [1]. Az elŞzŞ feladat gyakorisăgaival hatărozzuk meg a quadrălis Shannon{kćdot. Hasonlątsuk Ťssze az ătlagos kćdhosszat a Hu¸man-kćd ătlagos kćdhosszăval Ćs az entrćpiăval.

9.2.16. Feladat [1]. Az adott eloszlăsokhoz hatărozzuk meg a quadrălis Hu¸mankćdot. Hasonlątsuk Ťssze az ătlagos kćdhosszat az entrćpiăval. (1) 0,2, 0,2, 0,19, 0,12, 0,11, 0,09, 0,09; (2) 0,4, 0,2, 0,2, 0,1, 0,1; (3) 0,34, 0,18, 0,17, 0,16, 0,15; (4) 0,6, 0,1, 0,09, 0,08, 0,07, 0,06.

* 9.2.17. Feladat [1]. Az elŞzŞ feladat eloszlăsaihoz hatărozzuk meg a quadrălis Shannon{kćdot. Hasonlątsuk Ťssze az ătlagos kćdhosszat a Hu¸man-kćd ătlagos kćdhosszăval Ćs az entrćpiăval.

9.2.18. Feladat [2]. TetszŞleges, r betŰs kćdăbĆcĆt hasznălć kćd minden kćdszavănak elejĆre hozzăąrjuk ugyanazt az r + 1-edik szimbćlumot. Felbonthatć-e az čj kćd? Pre˛x-e az čj kćd?

9.2.19. Tovăbbi feladatok. Feladatok [25] Ćs megoldăsok [26]: 4.4{4.8, 4.10, 4.12{ 4.13, 4.34{4.42, 4.44{4.59; [22]: V.3.1{V.3.5, V.3.7{V.3.11, V.3.13{V.3.31.

9.3. Hibakorlătozć kćdolăs

→ 9.3.1. Feladat [1]. Igaz-e, hogy egy t hibăt javątć kćd (1) legalăbb 2t + 1 hibăt jelez; (2) legalăbb 2t hibăt jelez; (3) legfeljebb 2t hibăt jelez.

→ 9.3.2. Feladat [5]. TekintsĄk az alăbbi binăris kćdolăst:

00 → 00000, 01 → 01110, 10 → 10101, 11 → 11011.

(1) Mekkora a 01110 Ćs az 10101 kćdszavak tăvolsăga? (2) Mekkora a kćd tăvolsăga?

(3) Mutassuk meg, hogy a kćd csoportkćd Z^5_2-ben. (4) Mennyi az 11011 kćdszć sčlya? (5) Mennyi a kćd sčlya?

(6) Adjuk meg a 00000 kćdszćhoz legfeljebb 1 tăvolsăgra lĆvŞ Z^5_2-beli szavak halmazăt. (7) A 01000 szćt mire dekćdoljuk minimălis tăvolsăgč dekćdolăssal? → 9.3.3. Feladat [5]. Binăris blokk-kćdot kĆszątĄnk 3 hosszč Ązenetekhez. Legalăbb mekkora legyen a kćdszavak hossza, ha azt akarjuk, hogy a kćd pontosan 1-hiba javątć legyen?

→ 9.3.4. Feladat [5]. Az alăbbi F_2 feletti kćdok esetĆn ăllapątsuk meg a kćd tăvolsăgăt, hibajelzŞ Ćs hibajavątć kĆpessĆgĆt, hogy lineăris-e, Ćs a lineărisaknăl adjuk meg a szokăsos băzisban a generătormătrixot Ćs egy ellenŞrzŞ mătrixot: (1) (b_1, b_2, b_3) → (b_1, b_2, b_3, b_1 + b_2 + b_3 + 1); (2) (b_1, b_2, b_3) → (b_1, b_2, b_3, b_1, b_2 + b_3); (3) (b_1, b_2, b_3) → (b_1, b_2, b_3, b_1, 1 − b_2b_3).

→ 9.3.5. Feladat [6]. Egy [n, k] lineăris kćd generătormătrixa a szokăsos băzisban

(1) � E_k P �

blokkmătrix alakč, ahol E_k a k × k-as egysĆgmătrix. Mutassuk meg, hogy a (−P E_{n−k}) blokkmătrix (a szokăsos băzisban) egy ellenŞrzŞ mătrixa a kćdnak, ahol E_{n−k} az (n − k) × (n − k) mĆretŰ egysĆgmătrix. Megfordątva, ha (−P E_{n−k}) blokkmătrix egy ellen- ŞrzŞ mătrixa a kćdnak, akkor mutassuk meg, hogy az (1) blokkmătrix egy lehetsĆges generătormătrix.

→ 9.3.6. Feladat [4]. Legyen egy F_2 feletti lineăris kćd generătormătrixa � � � � � � �

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 1 0

� � � � � � � .

Adja meg a kćd egy ellenŞrzŞ mătrixăt. Mennyi a kćdtăvolsăg? → 9.3.7. Feladat [4]. Legyen egy F_2 feletti lineăris kćd generătormătrixa � � � � � �

1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1

� � � � � � .

Adjon meg egy olyan generătormătrixot, amelyhez ugyanez a kćdtĆr tartozik, de a mărixănak elsŞ hărom sora egysĆgmătrix. Adja meg a kćd egy ellenŞrzŞ mătrixăt. Milyen kćdszć felel meg az 110 Ązenetnek?

9.3.8. Feladat [4]. Legyen egy binăris kćd generătormătrixa � � � � 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0

� � � � .

Mennyi a kćd elemeinek szăma Ćs a kćdtăvolsăg? → 9.3.9. Feladat [4]. Egy binăris kćd ellenŞrzŞ mătrixa � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

.

Adja meg a kćd egy generătormătrixăt. Mi lesz az 10100011011 Ązenet kćdja? Mi volt a kćdolt Ązenet, ha a vett szć 111010010000011, Ćs az ătvitel sorăn egy hiba lĆpett fel? Mi volt az eredeti Ązenet, ha az adott generătormătrixszal tŤrtĆnt a kćdolăs? → 9.3.10. Feladat [6]. Konstruăljon egy [15, 6]_{16} Reed{Solomon-kćdot. * 9.3.11. Feladat [3]. Adja meg az 10010000101 binăris Ązenet Hamming-kćdjăt. * 9.3.12. Feladat [4]. Az elŞzŞ feladat kćdszavăban meghibăsodik a megadott bit.

VĆgezze el mindegyik esetben a hibajavątăst Ćs a dekćdolăst. (1) a 3. bit; (2) a 4. bit;

(3) a 3. Ćs 7. bit; (4) a 3., 5,. Ćs 6. bit; (5) a 4., 6. Ćs 8. bit.

9.3.13. Tovăbbi feladatok. Feladatok [25] Ćs megoldăsok [26]: 4.14{4.23, 4.26, 4.28{4.30, 4.60, 4.62{4.72, 4.75, 4.78{4.80, 4.82{4.86, 4.88{4.106; [22]: V.1.3{V.1.28, V.2.1{V.2.25; [49]: 4.0-5{4.0-6, 4.0-8, 0-16{4.0-18, 4.0-21, 4.0-25, 4.0-28.

10. ALGORITMUSOK

10.1. Szămątăsi modellek

→ 10.1.1. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy egy bărmely szămątăsi eljărăshoz vĆgtelen sok olyan szămątăsi eljărăs lĆtezik, amely Şt szimulălni kĆpes.

→ 10.1.2. Feladat [6]. Adjunk meg szămątăsi eljărăst a valćs szămokon vĆgzett nĆgy alapmŰvelet Ćs Ťsszehasonlątăs segątsĆgĆvel az alăbbi fĄggvĆnyek ĆrtĆkĆnek 2^{−n}-nĆl (n ∈ N rŤgzątett) kisebb hibăval valć kiszămątăsăra: (1) x → √ x; (2) (m, x) →^m √ x, ahol m ∈ N^+;

(3) x → log x; (4) x → 2^x.

∘ 10.1.3. Feladat [6]. Adjunk meg szămątăsi eljărăst az alăbbi valćs konstansok ĆrtĆkĆnek 2^{−n}-nĆl (n ∈ N rŤgzątett) kisebb hibăval valć kiszămątăsăra: (1) e; (2) π.

→ 10.1.4. Feladat [3]. Melyek azok a fĄggvĆnyek, amelyek kĆtelemŰ ăbĆcĆvel, kĆt belsŞ ăllapottal Turing-gĆpen kiszămąthatćak?

→ 10.1.5. Feladat [6]. Konstruăljunk az alăbbi f ∈ N → N, illetve f ∈ N × N → N fĄggvĆnyeket kiszămątć Turing-gĆpet: (1) f(n) = sgn(n); (2) f(n) = ⌊1/n⌋; (3) f(n) = ⌊n/2⌋;

(4) f(m, n) = max{0, m − n}; (5) f(m, n) = m − n; (6) f(m, n) = m/n; (7) f(m, n) = (4 − m)/n^2.

10.1. Szămątăsi modellek 91

→ 10.1.6. Feladat [7]. Konstruăljunk az alăbbi f ∈ N → N, illetve f ∈ N × N → N fĄggvĆnyeket kiszămątć Turing-gĆpet: (1) f(n) = max{0, n − 1}; (2) f(n) = 1 − sgn(n); (3) f(n) = 1/(n − 2); (4) f(m, n) = m + n;

(5) f vĆges sok helyen de˛niălt fĄggvĆny; (6) f(m, n) = m/(2 − n).

10.1.7. Feladat [6]. Konstruăljunk az alăbbi f ∈ N → N, illetve f ∈ N × N → N fĄggvĆnyeket kiszămątć egyszalagos Turing-gĆpet čgy, hogy a megadott k szămč mezŞt fogjuk Ťssze egy mezŞvĆ: (1) f(n) = ⌊n/2⌋, k = 4; (2) f(m, n) = sgn(m)/n, k = 3; (3) f(m, n) = m + n, k = 3.

10.1.8. Feladat [7]. Konstruăljunk az alăbbi f ∈ N → N, illetve f ∈ N × N → N fĄggvĆnyeket kiszămątć Turing-gĆpet: (1) f(m, n) = |m − n|; (2) f(m, n) = max{m, n}; (3) f(m, n) = min{m, n}; (4) f(m, n) = max{0, m − n}; (5) f(m, n) = m^n; (6) f(n) = n!.

10.1.9. Feladat [9]. Konstruăljunk az alăbbi f ∈ N → N, illetve f ∈ N × N → N fĄggvĆnyeket kiszămątć Turing-gĆpet: (1) f(m, n) = ⌊m/n⌋; (2) f(m, n) = m mod n;

(3) f(n) az n-edik Fibonacci-szăm; (4) f(n) az n osztćinak szăma; (5) f(n) az n osztćinak Ťsszege; (6) f(n) az n prąmosztćinak szăma; (7) f(n) az n-nĆl nem nagyobb prąmek szăma; (8) f(m, n) az m Ćs n legnagyobb kŤzŤs osztćja; (9) f(m, n) az m Ćs n legkisebb kŤzŤs to’bbszŤrŤse; (10) f(n) az n-edik prąmszăm; (11) f(n) az n legnagyobb prąmosztćja;

(12) f(m, n) az m-edik prąmszăm kitevŞje Ćs n prąmtĆnyezŞs felbontăsăban;

(13) f(n) = ⌊n √ 2⌋; (14) f(m, n) = ⌊^m √ n⌋; (15) f(m, n) =^m √ n; (16) f(m, n) =

�_n m � . ∘ 10.1.10. Feladat [9]. Konstruăljunk az alăbbi f ∈ N → N fĄggvĆnyeket kiszămątć Turing-gĆpet: (1) f(n) = ⌊en⌋; (2) f(n) = ⌊e^n⌋. (3) f(n) a √ 2 tizedestŤrt elŞăllątăsăban az n-edik jegy;

(4) f(n) az e tizedestŤrt elŞăllątăsăban az n-edik jegy; (5) f(n) a π tizedestŤrt elŞăllątăsăban az n-edik jegy.

10.1.11. Feladat [7]. Legyen A = {a_1, a_2, . . . , a_n} egy legalăbb kĆt betŰbŞl ăllć ăbĆcĆ. Kćdoljuk A betŰit a {, I} ăbĆce betŰivel čgy, hogy a_i kćdja egy i hosszč sorozat, amely elŞtt Ćs utăn egy-egy I ăll. szimulăjunk egy A szalgăbĆcĆvel mŰkŤdŞ egyszalagos Turing-gĆpet ezzel a kćdolăssal.

10.1.12. Feladat [7]. Egy szalagos, hărom elemŰ szalagăbĆcĆvel rendelkezŞ TuringgĆpek szimulălăsăt vĆgzŞ hărom szalagos Turing-gĆp măsodik Ćs harmadik szalagjăra legfeljebb nĆgy betŰs programot ąrunk. Vizsgăljuk meg, hogy az egyes programok esetĆn milyen gĆpet szimulăl az univerzălis gĆp.

→ 10.1.13. Feladat [9]. Hogyan ąrhatunk bărhonnan hąvhatć Ăszubrutint" TuringgĆpre, RAM-gĆpre, illetve tărolt programč gĆpre?

10.1.14. Tovăbbi feladatok. [22]: VII.1.1{VII.1.6, VII.1.9{VII.1.13, VII.1.17, VII.1.19, VII.1.24{VII.1.26; [51]: III.2.1{III.2.25.

10.2. Kiszămąthatćsăg

→ 10.2.1. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon ăbĆcĆ feletti L_1 Ćs ‘cL_2 nyelvek eldŤnthetŞek, akkor L_1 ∩ L_2 Ćs L_1 ∪ L_2 is.

→ 10.2.2. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon ăbĆcĆ feletti L_1 Ćs ‘cL_2 nyelvek felsorolhatćak, akkor L_1 ∩ L_2 Ćs L_1 ∪ L_2 is.

10.2.3. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon ăbĆcĆ feletti A, B Ćs C nyelvekre A Ćs B felsorolhatćak Ćs diszjunktak, C pedig eldŤnthetŞ, valamint A ⊂ C ⊂ A ∪ B, akkor A is eldŤnthetŞ.

→ 10.2.4. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon ăbĆcĆ feletti A Ćs B nyelvekre felsorolhatćak, akkor lĆteznek olyan diszjunkt felsorolhatć A_1 Ćs B_1 nyelvek, amelyekre A_1 ⊂ A, B_1 ⊂ B, Ćs A_1 ∪ B_1 = A ∪ B.

10.2. Kiszămąthatćsăg 93

→ 10.2.5. Feladat [5]. Alkalmazzuk a rekurzić operăcićjăt a megadott f Ćs g fĄggvĆnyekre, Ćs hatărozzuk meg, hogy milyen h fĄggvĆnyt kapunk: (1) f(x_1) = x_1, g(x_1, x_2, x_3) = x_1 + x_3; (2) f(x_1) = x_1, g(x_1, x_2, x_3) = x_1 + x_2; (3) f(x_1) = 2^x_1 , g(x_1, x_2, x_3) = x^{x1}_3 ; (4) f(x_1) = 1, g(x_1, x_2, x_3) = x_3 � 1 + sgn |x − 1 + 2 − 2x_3| � ; (5) f(x_1) = 1, g(x_1, x_2, x_3) = (x_3 + 1) sgn(1 + x_3/3).

→ 10.2.6. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy a megadott h fĄggvĆnyek primitąv rekurząvak:

(1) h(x_1, x_2) = x_1 .− x^2; (2) h(x_1) = 3^x_1 ;

(3) h(x_1, x_2, x_3) = x^2_1x_2 + x_3 mod 2.

→ 10.2.7. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy az f(n) = n^2, ha n păros Ćs f(n) = n+1, ha n păratlan ŤsszefĄggĆssel de˛niălt fĄggvĆny primitąv rekurząv. → 10.2.8. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a t(0) = 0, Ćs t(n) az n osztćinak szăma egyĆbkĆnt ŤsszefĄggĆssel de˛niălt fĄggvĆny primitąv rekurząv.

→ 10.2.9. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a prąmszămok halmazănak karakterisztikus fĄggvĆnye primitąv rekurząv.

→ 10.2.10. Feladat [3]. Alkalmazzuk a minimalizăcić operăcićjăt a megadott văltozćkra a megadott sorrendben: (1) f(x_1) = 3, i = 1; (2) f(x_1) = x_1/2, i = 1;

(3) f(x_1, x_2) = p^{(2)}_1 (x_1, x_2), i = 2; (4) f(x_1, x_2) = x_1 .− x_2, i = 1, 2; (5) f(x_1, x_2) = x_1 − 1/x_2, i = 1, 2; (6) f(x_1, x_2) = 2^x_1 (2x_2 + 1), i = 1, 2.

→ 10.2.11. Feladat [3]. az alăbbi fĄggvĆnyekrŞl mutassuk meg, hogy parciălisan rekurząvak:

(1) f(x_1) = 2 − x_1; (2) f(x_1) = x_1/2;

(3) f(x_1, x_2) = x_1 − 2x_2; (4) f(x_1, x_2) = x_1/(1 − x_1x_2).

10.2.12. Tovăbbi feladatok. [22]: VII.2.3{VII.2.6, VII.2.9{VII.2.29; [51]: III.1.1{ III.1.44; III.3.1{III.3.9, III.3.15{III.3.48, III.4.1{III.4.43.

10.3. IdŞ Ćs tăr

→ 10.3.1. Feladat [5]. Vizsgăljuk meg a 10.1.8. feladatban konstruălt (tŤbbszalagos, binăris) Turing-gĆpek futăsidŞ Ćs tărigĆnyĆt.

→ 10.3.2. Feladat [8]. Vizsgăljuk meg a 10.1.9. feladatban konstruălt (tŤbbszalagos, binăris) Turing-gĆpek futăsidŞ Ćs tărigĆnyĆt.

→ 10.3.3. Feladat [8]. Az elŞzŞ feladatban megvizsgălt (tŤbbszalagos, binăris) TuringgĆpekre, ahol a futăsidŞ nem polinomiălis, prćbăljunk polinomiălis mĆretŰ tančt talălni.

10.3.4. Feladat [10]. Adjunk polinomiălis mĆretŰ Ćs futăsidejŰ tančt egy termĆszetes szăm prąmfelbontăsăra.

10.3.5. Tovăbbi feladatok. [22]: VII.3.16{VII.3.22.

IRODALOM

[1] Aho, A. V.{Hopcroft, J. E.{Ullman, J. D.: SzămątćgĆp-algoritmusok tervezĆse Ćs analązise.

MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1982.

[2] Alexandrov, P. Sz.: BevezetĆs a halmazok Ćs fĄggvĆnyek ăltalănos elmĆletĆbe. AkadĆmiai Kiadć, Budapest, 1952.

[3] BălintnĆ Sz. M.{CzĆdli G.{Szendrei Ŕ.: Absztrakt algebrai feladatok. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1988.

[4] Birkho¸, G.{Bartee, T. C.: A modern algebra a szămątćgĆp-tudomănyban. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1974.

[5] Bruder Gy.: Feladatok relăcićkra. http://compalg.inf.elte.hu./z̃slang/Bruder, ELTE IK, Budapest, 2005. oktćber 19.

[6] Bruder Gy.: Feladatok halmazokra. http://compalg.inf.elte.hu./∼zslang/Bruder, ELTE IK, Budapest, 2006. szeptember 1.

[7] Busacker, R. G.{Saaty, T. L.: VĆges grăfok Ćs hălćzatok. BevezetĆs alkalmazăsokkal. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1969.

[8] Cormen, T. H.{Leiserson, C. E.{Rivest, R. L.: Algoritmusok. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1999.

[9] Csăkăny B.: Algebra. KĆzirat. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1980.

[10] Demetrovics J.{Denev, J.{Pavlov, R.: A szămątăstudomăny matematikai alapjai. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1989.

[11] DŤr‚er, W.{MĄhlbacher, J.: Graphentheorie fĄr Informatiker. Walter de Gruyter, Berlin { New York, 1973.

[12] Dringć L.{Kătai I.: BevezetĆs a matematikăba. EgysĆges jegyzet. Nemzeti TankŤnyvkiadć, Budapest, 1996.

[13] DrommernĆ Takăcs V. (szerk.): Sejtautomatăk. Gondolat Kiadć, Budapest, 1978. [14] EukleidĆsz: Elemek, Szabć Ŕrpăd elŞszavăval. Gondolat, Budapest, 1983. [15] Fagyejev, D. K.{Szominszkij, I. Sz.: FelsŞfokč algebrai feladatok. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1973.

[16] Fried E.: Ŕltalănos algebra. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1981. [17] Fried E.: Algebra I.{II. Nemzeti TankŤnyvkiadć, Budapest, 2000. [18] Fuchs L.: Algebra. KĆzirat. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1970.

[19] Fuchs L.: BevezetĆs az algebrăba Ćs a szămelmĆletbe. KĆzirat. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1977.

[20] Găcs P.{Lovăsz L.: Algoritmusok. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1987. [21] Gathen, v. z., J.{Gerhard, J.: Modern computer algebra. Cambridge University Press, 1999.

[22] Gavrilov, G. P.{Szapozsenko, A. A.: DiszkrĆt matematikai feladatgyŰjtemĆny. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1981.

[23] Gonda J.: BevezetŞ fejezetek a matematikăba. KiegĆszątĆs. Egyetemi jegyzet. ELTE TTK, Budapest, 1998.

[24] Gonda J.: BevezetŞ fejezetek a matematikăba III. Egyetemi jegyzet. ELTE TTK, Budapest, 2000.

[25] Gonda J.: Gyakorlatok Ćs feladatok a bevezetŞ fejezetek a matematikăba cąmŰ tărgy hoz.

Polinomok, vĆges testek, kongruenciăk, kćdolăs. Egyetemi jegyzet. ELTE TTK, Budapest, 2001.

[26] Gonda J.: Gyakorlatok Ćs feladatok a bevezetŞ fejezetek a matematikăba cąmŰ tărgy hoz.

Polinomok, vĆges testek, kongruenciăk, kćdolăs. Megoldăsok. Egyetemi jegyzet. ELTE TTK, Budapest, 2001.

[27] Hajnal A.{Hamburger P.: HalmazelmĆlet. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1983. [28] Hajnal P.: GrăfelmĆlet. Poligon, Szeged, 1997.

[29] Hajćs GyŤrgy: A geometria alapjai. Nemzeti TankŤnyvkiadć, Budapest, 1999. [30] Hall, G. G.: Alkalmazott csoportelmĆlet. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1975. [31] Halmos P. R.: VĆges dimenzićs vektorterek. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1984. [32] Halmos P. R.: Elemi halmazelmĆlet. Sigler, L. E.: HalmazelmĆleti feladatok. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1981.

[33] Hewitt, E.{ Stromberg, K. R.: Real and abstract analysis. Springer-Verlag, Berlin{ GŤttingen{Heidelberg, 1965.

[34] Jăkć P.: Digitălis hangtechnika. Kossuth Kiadć, Budapest, 2002.

[35] Kalmăr L.: A matematika alapjai, I./I., I./II., II./I., II./II. KĆzirat. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1978, 1969, 1969, 1971.

[36] Kaluzsnyin, L. A.: BevezetĆs az absztrakt algebrăba. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1979. [37] Kelley, J. L.: General topology. D. Van Nostrand Company Inc., Princeton, New Jersey, 1955.

[38] Knuth, D. E.: The art of computer programming. Vol. 1, 2, 3. Third edition. Addison{ Wesley, 1998.

[39] Knuth, D. E.: The Stanford GraphBase. Addison{Wesley, 1993. [40] Kuros, A. G.: FelsŞbb algebra. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1967. [41] Laczkovich M.: SejtĆs Ćs Bizonyątăs. TypoTEX, Budapest, 1998. [42] Laczkovich M. | T. Sćs Vera: Analązis I. Nemzeti TankŤnyvkiadć, Budapest, 2005. [43] Landau, E.: Grundlagen der Analysis. Chelsea Publishing Company Inc., New York, 1948. [44] Lăng CsabănĆ: BevezetŞ fejezetek a matematikăba I.{II. Egyetemi jegyzet. ELTE, Budapest, 2000.

[45] Lăng CsabănĆ: PĆldăk Ćs feladatok I. Komplex szămok. Egyetemi jegyzet. ELTE, Budapest, 2003.

[46] Lăng CsabănĆ: SzămelmĆlet. PĆldăk Ćs feladatok. ELTE EŤtvŤs kiadć, Budapest, 2005. [47] Lăng CsabănĆ: Kombinatorika. PĆldăk Ćs megoldăsok. ELTE IK, Budapest, 2006. szeptember 7, http://compalg.inf.elte.hu./∼zslang.

[48] Lăng CsabănĆ: Feladatok a bevezetŞ fejezetek a matematikăba tărgy I. fĆlĆvĆhez. ELTE IK, Budapest, 2007. jčlius 25, http://compalg.inf.elte.hu./∼zslang.

[49] Lăng CsabănĆ: Feladatok a bevezetŞ fejezetek a matematikăba tărgy III. fĆlĆvĆhez. ELTE IK, Budapest, 2007. http://compalg.inf.elte.hu./∼zslang.

[50] Lăng CsabănĆ | Gonda J.: BevezetĆs a matematikăba II. Egyetemi jegyzet. ELTE, Budapest, 1995.

[51] Lavrov, I. A.{Makszimova, L. L.: HalmazelmĆleti, matematikai logikai Ćs algoritmuselmĆleti feladatok. MŰszaki KŤnyvkiadć, 1987.

[52] Leindler L.{Schipp F. : Analązis I. EgysĆges jegyzet. KĆzirat. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1978.

[53] van Leeuwen, J. (Ed.): Algorithms and complexity Vol. A, B. Elsevier, Amsterdam, 1990. [54] Lovăsz L.: Algoritmusok bonyolultsăga. KĆzirat. ELTE TTK TankŤnyvkiadć, Budapest, 1991.

[55] Lovăsz L.: Kombinatorikai problĆmăk Ćs feladatok. TypoTEX, Budapest, 2000. [56] Manna, Z.: ProgramozăselmĆlet. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1981. [57] Manyin, J. I.: BevezetĆs a kiszămąthatćsăg matematikai elmĆletĆbe. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1986.

[58] Mendelson, E.: Introduction to mathematical logic. D. Van Nostrand Company Inc., Princeton, New Jersey, 1964.

[59] Niven, I.{Zuckerman, H. S.: BevezetĆs a szămelmĆletbe. MŰszaki KŤnyvkiadć, 1978. [60] Penrose, R.: A csăszăr čj elmĆje. SzămątćgĆpek, gondolkodăs Ćs a ˛zika tŤrvĆnyei. AkadĆmiai Kiadć, Budapest, 1993.

[61] Quine, W. V. O.: A logika mćdszerei. AkadĆmiai Kiadć, Budapest, 1968.

[62] Recski A.: Matroid theory and its applications in electric network theory and in statics.

AkadĆmiai Kiadć, Budapest, 1989.

[63] RĆvĆsz Gy.: BevezetĆs a formălis nyelvek elmĆletĆbe. AkadĆmiai Kiadć, Budapest, 1979. [64] Rćnyai L., Ivanyos G., Szabć R.: Algoritmusok. TypoTEX, Budapest, 1999. [65] Rudin, W.: A matematikai analązis alapjai. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1978. [66] Safarevics, I. R.: Algebra. Typotex Kiadć, Budapest, 2000. [67] Salomon, D.: Data compression. Springer Verlag, New York, 2000. [68] SărkŤzy A.: SzămelmĆlet Ćs alkalmazăsai. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1978. [69] SărkŤzy A.{Surănyi J.: SzămelmĆlet | feladatgyŰjtemĆny. KĆzirat. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1964.

[70] Sierpi«nski, W.: 200 feladat az elemi szămelmĆlet kŤrĆbŞl. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1964. [71] SzĆkelyhidi Lăszlć: ErdŞs JenŞ vălogatott elŞadăsai. Debreceni Egyetem matematikai IntĆzet, 2004.

[72] Szele T.: BevezetĆs az algebrăba. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1977. [73] Szendrei Ŕ.: DiszkrĆt matematika; logika, algebra, kombinatorika. Poligon, Szeged, 2000. [74] Totik V.: HalmazelmĆleti feladatok Ćs tĆtelek. Poligon jegyzettăr, Szeged, 1997. [75] Trahtenbrot, B. A.: Algoritmusok Ćs absztrakt automatăk. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1978.

[76] Vinogradov, I. M.: A szămelmĆlet alapjai. TankŤnyvkiadć, Budapest, 1968. [77] Vollmar, R.: Sejtautomata algoritmusok. MŰszaki KŤnyvkiadć, Budapest, 1982. [78] van der Waerden, B. L.: Moderne Algebra I.{II. Springer-Verlag, Berlin{GŤttingen{Heidelberg, 1959.