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BEVEZET�S
Ez az feladatgy�jtem�ny azzal a �llal k�sz�lt, hogy seg¡ts�get ny£jtson a program-tervez� matematikus �s programtervez� informatikus hallgat¢k sz m ra tartott �Beveze-t�s a matematik ba" gyakorlatokhoz. B r sz mos, a Komputer Algebra Tansz�k munka-t rsai  ltal �ssze ll¡tott feladatgy�jtem�ny  ll rendelkez�sre (Bruder [5℄, [6℄; Gonda [25℄,[26℄; L ngn� [45℄, [46℄, [47℄, [48℄, [49℄), n�h ny ter�let egy ltal n nins, vagy sak hi -nyosan van lefedve, els�sorban az anyag v ltoz sa miatt. Olyan feladatokat igyekeztem�sszegy�jteni, amelyek seg¡tenek meg�rteni az el�ad son tanult  ltal nos fogalmakat, il-letve r vil g¡tanak az informatikai alkalmaz sokra. A felt�tlen�l megoldand¢nak tartottfeladatokat → jelzi. A t�rzsanyagon k¡v�li r�szeket ∗-gal jel�ltem. A ◦-rel megjel�ltr�szek olyan fogalmakat is felhaszn lnak, amelyeket m�g nem de�ni ltunk; ezek a k�z�p-iskolai ismeretek alapj n  ltal ban megoldhat¢k. Az itt de�ni lt fogalmakat d�lt bet�velszedtem.Ha az els� gyakorlat el�bb van, mint az els� el�ad s, a teljes induki¢val kapsolatos,illetve a s¡kbeli ponthalmazok felv zol s val foglalkoz¢ feladatokkal �rdemes kezdeni.A feladatok nagy r�sz�t | mint a legt�bb feladatgy�jtem�nyben teszik | m shon-nan vettem  t. Val¢sz¡n�leg azok a feladatok, amelyeket nem  tvettem, is szerepelnekm r valahol. Mivel a feladatok eredet�nek kinyomoz sa lehetetlen, feladatonk�nt nemadok meg hivatkoz st, de az irodalomjegyz�kben hivatkozom azokra a m�vekre, ame-lyekb�l sok feladat sz rmazik.Budapest, 2007. okt¢ber 23. A Szerz�



1. HALMAZOK
1.1. Logikai alapok

→ 1.1.1. Feladat [5℄. Pozit¡v eg�szeket tekintve, jel�lje P (x), E(x), O(x) illetve
D(x, y) rendre azt, hogy x pr¡m, p ros, p ratlan, illetve, hogy x oszt¢ja y-nak. Ford¡t-suk le magyar nyelvre az al bbi formul kat. Tagadjuk a formul kat, form lisan, illetvek�znyelvileg.(1) P (7);(2) (E(2) ∧ P (2));(3) (∀x(D(2, x)⇒ E(x)));(4) (∃x(E(x) ∧D(x, 6)));(5) (∀x(¬E(x) ⇒ ¬D(2, x)));(6) (∀x(E(x) ⇒ (∀y(D(x, y)⇒ E(y)))));(7) (∀x(P (x) ⇒ (∃y(E(y) ∧D(x, y)))));(8) (∀x(O(x) ⇒ (∀y(P (y)⇒ ¬D(x, y)))));(9) ((∃x(E(x) ∧ P (x))) ∧ (¬(∃x(E(x) ∧ P (x) ∧ (∃y( 6 x = y ∧ E(y) ∧ P (y))))))).
→ 1.1.2. Feladat [7℄. Az embereket tekintve, jel�lje J(x), B(x), U(x), I(x), E(x),
P (x), K(x), N(x), H(x, y) illetve T (x, y) rendre azt, hogy x jog sz, b¡r¢, �gyesked�,id�s, �leter�s, politikus, k�pvisel�, n�, illetve hogy x h zast rsa y-nak valamint hogy xtiszteli y-t. Formaliz ljuk az al bbi  ll¡t sokat:(1) minden b¡r¢ jog sz;(2) vannak �gyesked� jog szok;(3) nins �gyesked� b¡r¢;(4) bizonyos b¡r¢k id�sek, de �leter�sek;(5) d b¡r¢ sem nem id�s, sem nem �leter�s;(6) a b¡r¢k kiv�tel�vel minden jog sz �gyesked�;(7) n�h ny jog sz, aki politikus, k�pvisel� is;(8) egyetlen k�pvisel� feles�ge sem id�s;(9) minden id�s k�pvisel� jog sz;



1.1. Logikai alapok 9(10) van olyan n�, aki jog sz �s k�pvisel�;(11) minden olyan n�, aki jog sz, tisztel n�h ny b¡r¢t;(12) bizonyos jog szok sak b¡r¢kat tisztelnek;(13) van olyan b¡r¢, aki tisztel n�h ny n�t;(14) bizonyos �gyesked�k egyetlen jog szt sem tisztelnek;(15) d b¡r¢ egyetlen �gyesked�t sem tisztel;(16) vannak jog szok �s �gyesked�k is, akik tisztelik d b¡r¢t;(17) sak b¡r¢k tisztelnek b¡r¢kat;(18) minden b¡r¢ sak b¡r¢kat tisztel;(19) minden n�s k�pvisel� �leter�s;(20) azok a jog szok, akiknek �leter�s feles�g�k van, mind k�pvisel�k.
→ 1.1.3. Feladat [4℄. Jel�lje N(), E(), H(), illetve B() azt, hogy ma s�t a nap, hogyma esik az es�, hogy ma havazik, illetve, hogy tegnap borult volt az �g. Ford¡tsuk lemagyar nyelvre (az �res z r¢jeleket nem ¡rtuk ki):(1) (N ⇒ ¬(E ∧H));(2) (B ⇐⇒ N);(3) (B ∧ (N ∨E));(4) ((B ⇒ E) ∨N);(5) (N ⇐⇒ ((E ∧ ¬H) ∨B);(6) ((N ⇐⇒ E) ∧ (¬H ∨B)).
→ 1.1.4. Feladat [7℄. De�ni ljuk formul val az al bbi kapsolatokat: x az y-nak �a,l nya, sz�l�je, apja, anyja, unok ja, nagysz�l�je, nagyapja, nagyanyja, apai nagyapja,anyai nagyapja, apai nagyanyja, anyai nagyanyja, testv�re, �v�re, n�v�re, f�ltestv�re,unokatestv�re, nagyb tyja, nagyn�nje, unoka�se, unokah£ga.1.1.5. Feladat [6℄. Bevezetve a H(x, y) predik tumot arra, hogy x �s y h zast r-sak, de�ni ljuk formul val az al bbi kapsolatokat: x az y-nak f�rje, feles�ge, s¢gora,s¢gorn�je, ap¢sa, any¢sa, veje, menye.1.1.6. Feladat [5℄. Az el�z� k�t feladatban haszn lt predik tumok mellett milyenpredi tumra van m�g sz�ks�g�nk, ha b tyja, h£ga, n�nje, stb. fogalmakat is formaliz lniakarunk?
→ 1.1.7. Feladat [6℄. Formaliz ljuk az al bbi  ll¡t sokat:(1) M rta nem sz�ke;(2) nem igaz, hogy M ty s nem el�g virtu¢z;(3) esik az es�, de meleg van, b r a nap is elb£jt, �s az id� is k�s�re j r;(4) �va vagy Pisti ott volt;(5) ha a hegy nem megy Mohamedhez, Mohamed megy a hegyhez;



10 1. Halmazok(6) elmegy�nk kir ndulni, ha nem esik az es�, �s a sz�l sem f£j;(7) kiz rt, hogy se matekb¢l, se �zik b¢l ne menjek  t els�re;(8) ha a szemtan£ megb¡zhat¢, �s az ujjlenyomatok a tettest�l sz rmaznak, akkor t�vedaz ¡r sszak�rt�;(9) sziv rv ny sak akkor van, ha esik az es�, a Nap is s�t, de nins d�l;(10) minden ajt¢n van kilins;(11) nem mind moln r, ki szeker�t fog h¢na al ;(12) ki nem sz¢lt sak b�getett, az kapott d¡s�retet;(13) mindig f zom, ha f£j a sz�l.1.1.8. Feladat [5℄. Formaliz ljuk az al bbi t�rgeometriai axi¢m kat:(1) ha egy egyenes k�t pontja benne van egy s¡kban, akkor minden pontja benne van;(2) van n�gy nem egy s¡kban fekv� pont;(3) p rhuzamoss gi axi¢ma.
→ 1.1.9. Feladat [0℄. Tegy�k fel, hogy a k�vetkez� h rom  ll¡t s igaz: Ha �va angolultud, akkor tud n�met�l vagy frani ul is. �va nem tud n�met�l. �va valamelyiken besz�la h rom nyelvb�l. K�vetkezik-e ezekb�l, hogy �va tud frani ul?
→ 1.1.10. Feladat [6℄. Egy t nmulats gon �£k �s l nyok t nolnak. Jel�lje T (L,F ),hogy az L l ny t nolt az F �£val. Formaliz ljunk pontosan az al bbi �gyors¡r ssal" fel¡rtformul kat. D�nts�k el, hogy melyik k�vetkezik a m sikb¢l. (Egy formul b¢l k�vetkezikegy m sik formula, ha valah nyszor az egyik igaz, a m sik is.)(1)

∃L∀F T (L,F ), ∀F∃L T (L,F ), ∃F∀L T (L,F ),
∀L∃F T (L,F ), ∀L∀F T (L,F ), ∃L∃F T (L,F );(2)

¬∃L∃F T (L,F ), ∀F∃L ¬T (L,F ), ∀L∃F ¬T (L,F ), ∀L∀F ¬T (L,F ).



1.2. Halmazelm�leti alapfogalmak 111.2. Halmazelm�leti alapfogalmak
→ 1.2.1. Feladat [5℄. Legyenek x = {alma, k�rte} �s y = {kutya,maska} halmazok.Az al bbi halmazok k�z�l melyekre igaz, hogy x eleme, x r�szhalmaza, illetve x se nemeleme, se nem r�szhalmaza: {{x}, y}, x, ∅ ∩ x, {x} \ {{x}}, {x} ∪ x, {x} ∪ {∅}.1.2.2. Feladat. Eg�sz¡ts�k ki az el�z� pont bizony¡t s t.1.2.13.1.2.3. Feladat. Eg�sz¡ts�k ki az el�z� pont bizony¡t s t.1.2.15.1.2.4. Feladat. Eg�sz¡ts�k ki az el�z� pont bizony¡t s t.1.2.16.
→ 1.2.5. Feladat [0℄. Legyen A = {{a, b, c}, {a, d, e}, {a, f}}. Mi lesz ∪A �s ∩A?
→◦ 1.2.6. Feladat [5℄. Hat rozzuk meg a {{x ∈ R : |x| < y} : y ∈ R, y > 0} halmaz-rendszer uni¢j t �s metszet�t.

◦ 1.2.7. Feladat [5℄. Hat rozzuk meg a
{
{x ∈ R : |x− y| < r} : y, r ∈ R, |y| ≤ 1, 1 < r < 5}halmazrendszer uni¢j t �s metszet�t.

◦ 1.2.8. Feladat [5℄. Hat rozzuk meg azon ny¡lt k�rlapok rendszer�nek uni¢j t, il-letve metszet�t, amelyek sugar ra 2 < r < 3, k�z�ppontjuk koordin t ira pedig 0 ≤
x, y ≤ 1.
→ 1.2.9. Feladat [1℄. Adjunk meg olyan halmazrendszert, amely diszjunkt, de nemp ronk�nt diszjunkt. Van-e olyan halmazrendszer, amely p ronk�nt diszjunkt, de nemdiszjunkt?
→ 1.2.10. Feladat [5℄. Ha X egy halmaz, legyen X+ = X∪{X}. �rjuk fel a ∅+, ∅++,
∅+++ halmazokat. Igaz-e, hogy ∅+ ∈ ∅++, hogy ∅+ ⊂ ∅++, hogy ∅+ ∩ ∅++ = ∅, hogy
∅+ ∪ ∅++ = ∅++, illetve hogy (∅ ∩ ∅++) ∈ ∅+?1.2.11. Feladat. Eg�sz¡ts�k ki az el�z� pont bizony¡t s t.1.2.18.
→ 1.2.12. Feladat [0℄. Bizony¡tsuk be, hogy (A ∪B) \ (A ∩B) = A△B.
→ 1.2.13. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy tetsz�leges A, B, C halmazokra A△∅ =
A, A△A = ∅, (A△B)△ C = A△ (B △ C), �s A ∩ (B △ C) = (A ∩B)△ (A ∩ C).
→ 1.2.14. Feladat [3℄. Legyen A,B,C,D ⊂ X , �s jel�lje ′ az X alaphalmazra vonat-koz¢ komplementert. Egyszer�s¡ts�k, amennyire lehet:(1) (A ∪ (B ∩ (C ∪D′)))′;(2) ((A′ ∪B) ∩ (A ∪B′))′;(3) (A ∩B ∩C) ∪ (A′ ∩B ∩ C) ∪ (A ∩B′ ∩ C) ∪ (A ∩B ∩ C′)

∪ (A ∩B′ ∩ C′) ∪ (A′ ∩B ∩C′) ∪ (A′ ∩B′ ∩C).1.2.15. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy tetsz�leges A, B halmazokra A = ∅pontosan akkor, ha B = A△B.



12 1. Halmazok1.2.16. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy tetsz�leges A, B, C halmazokra A△B ⊂(A△ C) ∪ (C △B), �s a tartalmaz s lehet val¢di.
◦ 1.2.17. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha A1, . . . , An halmazok, akkor x pon-tosan akkor eleme az A△A2△ . . .△An halmaznak, ha x az A1, . . . , An halmazok k�z�lp ratlan soknak eleme.
→ 1.2.18. Feladat [4℄. Ǒllap¡tsuk meg, hogy az al bbi  ll¡t sok k�z�l melyek igazaktetsz�leges A, B, C halmazokra �s melyek nem:(1) (A ∪B) \A = B;(2) (A ∪B) \ C = A ∪ (B \ C);(3) (A \B) ∩ C = (A ∩ C) \B = (A ∩ C) \ (B ∩ C);(4) A \B = A \ (A ∩B).
→ 1.2.19. Feladat. �rjuk fel a hatv nyhalmazt egy-egy 0, 1, 2, illetve 3 elem� hal-mazra.
→ 1.2.20. Feladat [5℄. �rjuk fel a ℘(℘(℘(∅))) halmazt.1.2.21. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be, hogy tetsz�leges A, B halmazokra(1) ha A ⊂ B, akkor ℘(A) ⊂ ℘(B);(2) A = B pontosan akkor, ha ℘(A) = ℘(B);(3) ℘(A) ∩ ℘(B) = ℘(A ∩B);(4) ℘(A) ∪ ℘(B) ⊂ ℘(A ∪B).Mikor teljes�l egyenl�s�g (4)-ben?1.2.22. Tov bbi feladatok. R�szletes megold ssal: [6℄, 1{23; [3℄: I.1{I.13; [31℄:1.6, 1.8, 1.11, 1.14{1.34; [48℄: 1.0-1.{ 2.0-30; [51℄: I.1.1{I.1.18, I.1.20, I.1.24-I.1.28, I.1.30{I.1.33; [73℄: II.8.2{II.8.5; [74℄: 1.1.{1.12, 1.14{1.16, 1.27, 1.28, 1.30.1.3. Rel i¢k
→ 1.3.1. Feladat [1℄. Mutassuk meg, hogy X × Y = ∅ pontosan akkor, ha X = ∅vagy Y = ∅.
→ 1.3.2. Feladat [2℄. Milyen X , Y halmazokra igaz, hogy X × Y = Y ×X?1.3.3. Feladat [3℄. A ℘

(
℘
(
{1, 2})) halmaz elemeib�l melyek a rendezett p rok?1.3.4. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy ha X �s Y halmazok, x ∈ X , y ∈ Y , akkor(x, y) ∈ ℘(℘(X ∪ Y )).1.3.5. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy ha X ′ × Y ′ 6= ∅, akkor X ′ × Y ′ ⊂ X × Ypontosan akkor teljes�l, ha X ′ ⊂ X �s Y ′ ⊂ Y .



1.3. Rel i¢k 131.3.6. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy (X × Y ) ∪ (X ′ × Y ) = (X ∪X ′) × Y �s(X × Y ) ∪ (X × Y ′) = X × (Y ∪ Y ′).
→ 1.3.7. Feladat [0℄. Mutassuk meg, hogy egy R rel i¢ra R = ∅, dmn(R) = ∅ �srng(R) = ∅ ekvivalensek.
→ 1.3.8. Feladat [0℄. Ha R bin�r rel i¢, mi lesz R(∅), R−1(∅), R(dmn(R)) �s
R−1(rng(R))?

◦ 1.3.9. Feladat [3℄. Hat rozzuk meg az R ∩ S rel i¢t, ha R az m oszt¢ja n-nekrel i¢ N+-on, S pedig az n = m+ 6 rel i¢ Z-n.
→◦ 1.3.10. Feladat [9℄. Hat rozzuk meg az al bbi rel i¢k �rtelmez�si tartom ny t,�rt�kk�szlet�t, d�nts�k el, hogy f�ggv�ny-e, �s hogy az inverze f�ggv�ny-e.(1) {(x, y) ∈ R2 : a < x < b, x < y < 2x}, ahol a, b ∈ R adott sz mok;(1) {(x, y) ∈ R2 : y(1− x2) = x− 1};(2) {(x, y) ∈ R2 : y = (x− 1)/(1− x2)};(3) {(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 1};(4) {(x, y) ∈ R2 : x2 = 1 + y2, y > 0};(5) {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 − 2y < 0};(6) {(x, y) ∈ R2 : |x| = |y|};(7) {(x, y) ∈ R2 : y(⌊x⌋ − 2)= 1};(8) {(x, y) ∈ R2 : y = x− ⌊x⌋

};(9) {(x, y) ∈ R2 : y = ⌊x⌋2};(10) {(x, y) ∈ R2 : y = x2};(11) {(x, y) ∈ R2 : y = x4, 0 < x < 2};(12) {(x, y) ∈ R2 : y = x2, ha x ∈ N
};(13) {(x, y) ∈ R2 : y = x, ha x ∈ Q, egy�bk�nt y = 1− x}.

◦ 1.3.11. Feladat [10℄. Ǒbr zoljuk azon (x, y) val¢s sz mp rok s¡kbeli halmaz t,amelyek eleget tesznek a megadott �sszef�gg�snek:(1) y = xn, n = 1, 2, 3, 4, 5, 6,−1,−2,−3,−4;(2) ym = x, m = 2, 3, 4, 5;(3) ym = xn, (m,n) = (2, 1), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 4), (4, 2), (4, 3);(4) xy = 1 + x2 (hiperbola);(5) xy = 1 + x3 (Newton-f�le h rom g£ szigony);(6) yx2 = 1 + x3;(7) y(1 + x2) = 1 (Agnesi-g�rbe);(8) y(1 + x2) = 2x (Newton-f�le szerpentin);



14 1. Halmazok(9) y(1− x2) = 1;(10) y(1− x2) = x;(11) y2 = −x− 2 (parabola);(12) y2 = x3 (Neil-f�le parabola);(13) 4y2 + x2 = 100 (ellipszis);(14) y2 = x2 − 1 (hiperbola);(15) y2(1 + x) = 1− x;(16) y2 = x2(100− x2);(17) y2(10− x) = x3 (isszois);(18) |x|n + |y|n = 1, n = 1, 2, 3, 4, 5, 1/2, 1/3, 1/4;(19) max{|x|, |y|} = 1;(20) xy = ⌊x⌋.
◦ 1.3.12. Feladat [9℄. Ǒbr zoljuk a megadott val¢s sz mp rok s¡kbeli halmaz t:(1) {(1− t, 1− t2) : t ∈ R

};(2) {(t+ 1/t, t+ 1/t2) : t ∈ R
};(3) {(10 os t, sin t) : t ∈ R

} (ellipszis);(4) {(5 os2 t, 3 sin2 t) : t ∈ R
};(5) {(2(t− sint), 2(1− os t)) : t ∈ R

} (iklois);
◦ 1.3.13. Feladat [9℄. Param�terez�st bevezetve,  br zoljuk azon (x, y) val¢s sz m-p rok s¡kbeli halmaz t, amelyek eleget tesznek a megadott �sszef�gg�snek:(1) x3 + y3 = 3xy (Desartes-f�le lev�l);(2) x2 + y2 = x4 + y4;(3) x2y2 = x3 − y3;(4) x2/3 + y2/3 = 1 (astroid);(5) xy = yx, x, y > 0.
◦ 1.3.14. Feladat [8℄. Pol r koordin t ra  tt�rve,  br zoljuk azon (x, y) val¢s sz m-p rok s¡kbeli halmaz t, amelyek eleget tesznek a megadott �sszef�gg�snek:(1) (x2 + y2)2 = x2 − y2 (Bernoulli lemniszk t ja);(2) x4 + y4 = 2xy;(3) (x2 + y2 − 6x)2 = x2 + y2;(4) (x2 + y2 − 4x)2 = 16(x2 + y2);(5) x4 + y4 = 8xy2;(6) x4 + y4 = x2 + y2;(7) (x2 + y2)2 = 27x2y2;(8) (x2 + y2)2 = xy.
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◦ 1.3.15. Feladat [8℄. Ǒbr zoljuk az al bbi, (r, ϕ) pol rkoordin t kban megadotts¡kbeli halmazokat:(1) r = ϕ (arkhim�d�szi spir lis);(2) r = π/ϕ (hiperbolikus spir lis);(3) r = ϕ/(1 + ϕ);(4) r = 2ϕ/(2π) (logaritmikus spir lis);(5) r = 2(1 + osϕ) (kardioid);(6) r = sin 3ϕ (h romlevel� rozetta);(7) r2 = os 2ϕ (Bernoulli lemniszk t ja).
→◦ 1.3.16. Feladat [5℄. Az R = {(x, y) ∈ R×R : y2 = 2−x−x2} rel i¢ra hat rozzukmeg a {0} halmaz k�p�t �s teljes inverz k�p�t. Mely A ⊂ R halmazokra lesz R(A) illetve
R−1(A) egyelem�?
→◦ 1.3.17. Feladat [3℄. �rjuk fel intervallumokkal az x 7→ |x| lek�pez�sn�l az al bbihalmazok teljes inverz k�p�t: [−1, 2℄, ℄1, 4[, [−1, 2[.
→ 1.3.18. Feladat [2℄. Mutassuk meg, hogy b rmely R rel i¢ra �s A halmazra A ⊂
R−1(R(A)) pontosan akkor, ha A ⊂ dmn(R).
→◦ 1.3.19. Feladat [7℄. Hat rozzuk meg az S ◦R �s R ◦ S szorzatot, ha(1) R = {(x, y) ∈ R× R : y2 = x

} �s S = {(x, y) ∈ R× R : y = 2x};(2) R = {(x, y) ∈ R+ × R : y3 = x
} �s S = {(x, y) ∈ R× R : y = tanx};(3) R = {(x, y) ∈ [−π, π℄× R : y = sinx} �s S = {(x, y) ∈ R× R : y + 1/y = x

};(4) R = S = {(x, y) ∈ R× R : x < y
};(5) R = S = {(x, y) ∈ Z× Z : x < y
};(6) R = S = {(x, y) ∈ N+ × N+ : x oszt¢ja y, de x 6= y

};(7) A tetsz�leges halmaz, R = {(x, y) ∈ ℘(A) × ℘(A) : x ∩ y = ∅} �s S = {(x, y) ∈
℘(A)× ℘(A) : x ⊂ y};(8) K �s L k�t k�rlap az S s¡kban �s R = {(x, y) ∈ S × S : x = y vagy x, y ∈ K} �s
S = {(x, y) ∈ S × S : x = y vagy x, y ∈ L}.

→ 1.3.20. Feladat [5℄. Legyen X k�telem� halmaz. Hat rozzuk meg az �sszes X-belibin�r rel i¢t. Keress�nk p�ld t a tanult rel i¢tulajdons gok (tranzit¡v, stb.) minde-gyik�nek teljes�l�s�re �s nem teljes�l�s�re is.
◦ 1.3.21. Feladat [4℄. Milyen tulajdons gokkal rendelkezik a s¡k egyenesei k�z�ttip rhuzamoss g illetve mer�legess�g?
→ 1.3.22. Feladat [6℄. Az emberek halmaz n tekintve, milyen tulajdons gokkal ren-delkeznek az apja, sz�l�je, anyja, testv�re, f�ltestv�re, egyenes gi lesz rmazottja, egye-nes gi rokona, gyermeke, nagysz�l�je, unok ja, nagyapja, nagyanyja, anyai nagysz�l�jerel i¢k?



16 1. Halmazok1.3.23. Feladat [6℄. Az emberek halmaz n fejezz�k ki az el�z� feladatban szerepl��sszes rel i¢t az apja �s a sz�l�je rel i¢k seg¡ts�g�vel.1.3.24. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be, hogy egy X-beli R bin�r rel i¢ra(1) R pontosan akkor tranzit¡v, ha R ◦R ⊂ R;(2) R pontosan akkor intranzit¡v, ha (R ◦R) ∩R = ∅;(3) R pontosan akkor szimmetrikus, ha R−1 = R;(4) R pontosan akkor antiszimmetrikus, ha R ∩R−1 ⊂ IX ;(5) R pontosan akkor szigor£an antiszimmetrikus, ha R ∩R−1 = ∅;(6) R pontosan akkor reex¡v, ha IX ⊂ R;(7) R pontosan akkor irreex¡v, ha IX ∩R = ∅;(8) R pontosan akkor trihotom, ha R, R−1 �s IX p ronk�nt diszjunktak �s egyes¡t�s�k
X ×X ;(9) R pontosan akkor dihotom, ha R ∪R−1 = X .

→ 1.3.25. Feladat [0℄. Mi a hiba a k�vetkez� okoskod sban? Szimmetrikus �s tran-zit¡v R rel i¢ reex¡v is, mert ha xRy akkor yRx is, �s a tranzitivit s miatt ebb�l
xRx.
→ 1.3.26. Feladat [℄. Adjunk p�ld t olyan bin�r rel i¢ra, amely(1) reex¡v �s szimmetrikus, de nem tranzit¡v;(2) reex¡v �s tranzit¡v, de nem szimmetrikus;(3) tranzit¡v �s szimmetrikus, de nem reex¡v.
→ 1.3.27. Feladat [6℄. H ny k�l�nb�z� oszt lyoz sa van egy 0, 1, 2, 3, illetve 4 elem�halmaznak?
→ 1.3.28. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy ha P egy oszt lyoz s, akkor a megfelel�ekvivalenia-rel i¢ ∪{C × C : C ∈ P}.
→ 1.3.29. Feladat [1℄. Lehet-e ∅ ekvivalenia rel i¢, pari lis rendez�s, rendez�s,szigor£ pari lis rendez�s, illetve szigor£ rendez�s?
→ 1.3.30. Feladat [2℄. Bizony¡tsuk be, hogy egy r�szben rendezett halmaz b rmelynem �res r�szhalmaz nak b rmely als¢ korl tja kisebb vagy egyenl� b rmely fels� kor-l tj n l.
→ 1.3.31. Feladat [2℄. Mutassuk meg, hogy egy r�szben rendez�s inverze is r�szbenrendez�s. Mi a kapsolat a k�t Hasse-diagramm k�z�tt?
→◦ 1.3.32. Feladat [5℄. Tekints�k az {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} halmazon az oszt¢ja r�szben-rendez�st. A megfelel� szigor£ rel i¢t ¡rjuk fel p rok halmazak�nt. Keress�nk intervall-lumokat, r�szhalmazokra als¢ �s fels� korl tokat, in�mumot �s szupr�mumot.

◦ 1.3.33. Feladat [5℄. Mely n ∈ N+ sz mokra alkotnak az n-nek az N+-beli oszt¢irendezett halmazt?
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→◦ 1.3.34. Feladat [5℄. Legyen H ⊂ R. A H halmaz milyen tulajdons g t fejezikki az al bbi formul k? A kvantorok, x �s y valamint R �s H ser�lget�s�vel keres�nktov bbi formul kat �s fejts�k meg jelent�s�ket.(1) ∀x ∈ R ∃y ∈ H (x < y);(2) ∃x ∈ R ∀y ∈ H (x < y);(3) ∀x ∈ H ∃y ∈ R (x < y);(4) ∀x ∈ H ∃y ∈ H (x < y).1.3.35. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy ha egy rendezett halmaz minden nem�res �s fel�lr�l korl tos halmaz nak van pontos fels� korl tja, akkor minden nem �resalulr¢l korl tos r�szhalmaz nak van pontos als¢ korl tja.
→◦ 1.3.36. Feladat [5℄. Hat rozzuk meg az {1, 2, 3, 4, 5, 6} halmazon az �oszt¢ja" re-l i¢ egy olyan kiterjeszt�s�t, amely rendez�s.
→ 1.3.37. Feladat [13℄. Az al bbiakban egy, az IBM Cell proesszorra ¡rt assemblyprogramr�szlet van megadva. Minden utas¡t s az eredm�nyt az els�k�nt megadott �lre-giszterbe teszi, az operandusokat pedig a t�bbi regiszterb�l veszi, kiv�ve az x-re v�gz�d�bgx �s sfx utas¡t sokat, ezekn�l a �lregiszter is operandus. Minden utas¡t sn l meg-adtuk, hogy e vagy o t¡pus£, �s hogy a v�grehajt sa h ny ¢rajelig tart. A proesszork�t utas¡t st b¡r elkezdeni minden ¢rajelben, de sak ha az els� e, a m sodik pedig ot¡pus£, egy�bk�nt sak egyet, �s sak akkor, ha az operandusai elk�sz�ltek. (A program-r�szlet elej�n minden operandus amit megv ltoztat s el�tt haszn lunk, k�sz van �s nem�szem�t".) Optimaliz ljuk a programr�szletet: adjuk meg a sorok egy olyan r�szbenren-dez�s�t, amelynek rendez�ss� t�rt�n� kiterjeszt�sei k�z�tt supa olyan sorrend szerepel,amelyre igaz, hogy ugyanezt az eredm�nyt adja minden regiszterben, �s programmal ke-ress�k meg a minim lis fut sidej� sorrendet. Az utols¢, ugr¢ utas¡t snak utols¢nak kellmaradnia!bg $65,$43,$55 #e2bg $64,$42,$54 #e2bg $63,$41,$53 #e2bg $62,$40,$52 #e2sf $43,$43,$55 #e2sf $42,$42,$54 #e2sf $41,$41,$53 #e2sf $40,$40,$52 #e2shlqbyi $60,$56,0 #e2shufb $56,$18,$65,$24 #o4shufb $66,$18,$65,$24 #o4shufb $55,$65,$64,$24 #o4shufb $65,$65,$64,$24 #o4shufb $54,$64,$63,$24 #o4shufb $64,$64,$63,$24 #o4shufb $53,$63,$62,$24 #o4



18 1. Halmazokshufb $63,$63,$62,$24 #o4shufb $52,$62,$18,$24 #o4shufb $62,$62,$18,$24 #o4bgx $66,$20,$60 #e2bgx $65,$20,$43 #e2bgx $64,$20,$42 #e2bgx $63,$20,$41 #e2bgx $62,$20,$40 #e2sfx $56,$20,$60 #e2sfx $55,$20,$43 #e2sfx $54,$20,$42 #e2sfx $53,$20,$41 #e2sfx $52,$20,$40 #e2and $61,$66,$65 #e2and $61,$61,$64 #e2and $61,$61,$63 #e2and $61,$61,$62 #e2xor $60,$61,$18 #e2gb $60,$60 #o4brnz $60,subkarasqrb #o
→ 1.3.38. Feladat [1℄. J¢lrendezett-e N a szok sos rendez�s inverz�vel?
→ 1.3.39. Feladat [1℄. J¢lrendezett-e a {1− 1/n : n ∈ N+} halmaz a szok sos rende-z�ssel?
→ 1.3.40. Feladat [1℄. Ki lehet-e v lasztani j¢lrendezett halmazban elemek v�gtelenszigor£an s�kken� sorozat t?
→ 1.3.41. Feladat [0℄.Mutassuk meg, hogy j¢lrendezett halmaz b rmely r�szhalmazais j¢lrendezett.
→ 1.3.42. Feladat [2℄. Eg�sz¡ts�k ki az el�z� pont bizony¡t s t.1.3.25.1.3.43. Feladat [5℄. Tanulm nyozzuk N×N-en a lexikogra�kus rendez�st. Adjunkp�ld t olyan v�gtelen j¢lrendezett halmazra, amelyben van legnagyobb elem.
→ 1.3.44. Feladat [4℄. Bizony¡tsuk be, hogy egy j¢lrendezett halmazban (kiv�ve eset-leg a legnagyobb elemet, ha van olyan) minden elemnek van k�zvetlen r k�vetkez�je.
◦ 1.3.45. Feladat [6℄. Tanulm nyozzuk R×R-en a jegyzet 1.3.25. p�ld j ban meg-adott k�t rendez�st. Van-e minden fel�lr�l korl tos halmaznak pontos fels� korl tja alexikogra�kus rendez�sn�l?
◦ 1.3.46. Feladat [6℄. Ha A r�szben rendezett halmaz, de�ni ljuk a lexikogra�kusrendez�st az A∗ halmazon. Ha A rendezett, illetve j¢lrendezett volt, rendezett, illetvej¢lrendezett lesz-e A∗?
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→ 1.3.47. Feladat [12℄. Tervezz�nk egy Mini Tanulm nyi Rendszert. A sz�ks�gesrel i¢kat pr¢b ljuk meg bin�r rel i¢kra felbontani. Egy oktat¢nk megbetegedett, egyadott napon nem tud ¢r kat tartani. K�ldj�nk e-mail-t mindenkinek, akit ez �rint.Milyen rel i¢m�veletek seg¡ts�g�vel tudjuk a sz�ks�ges adatokat kinyerni?1.3.48. Tov bbi feladatok. R�szletes megold ssal: [5℄, 1{19; [3℄: I.17{I.24; [48℄,2.0-1.{ 2.0-9; [51℄: I.2.1{I.2.3, I.2.5, I.2.7{I.2.11, I.2.13, I.2.18, I.3.1{I.3.24, I.3.26{I.3.44,I.3.46{I.3.72; [31℄: 2.1{2.12, 3.1, 3.2, 3.7, 3.8, 3.11{3.15, 3.17, 3.21, 3.23, 3.26{3.35, 9.1{9.8, 9.10{9.13, 11.1, 11.4, 11.5, 11.7; [73℄: II.8.7{II.8.9, III.5.1{III.5.15, III.5.17; [74℄:4.1{4.3, 4.6, 4.7, 4.42{4.44, 4.53, 4.54, 4.77, 4.91, 4.92, 4.95.1.4. F�ggv�nyek
→ 1.4.1. Feladat [1℄. Milyen X �s Y halmazok eset�n lesz X × Y f�ggv�ny?
→ 1.4.2. Feladat [0℄. Mutassuk meg, hogy Y X = ∅ pontosan akkor teljes�l, ha Y = ∅�s X 6= ∅.
→ 1.4.3. Feladat [0℄. Mutassuk meg, hogy ha X , Y halmazok, c ∈ Y , akkor az
X × {c} konstans lek�pez�s f�ggv�ny.
→ 1.4.4. Feladat [5℄. Hat rozzuk meg az XY �sszes elem�t, ha X-nek illetve Y -naknulla, egy, k�t illetve h rom eleme van. Melyek lesznek invert lhat¢ak?
→◦ 1.4.5. Feladat [4℄. Adjunk p�ld t olyan f�ggv�nyre, amely(1) N-et N val¢di r�sz�re k�pezi le, de nem injekt¡v;(2) N-et N val¢di r�sz�re k�pezi le �s injekt¡v;(3) Z-t Z val¢di r�sz�re k�pezi le, de nem injekt¡v;(4) Z-t Z val¢di r�sz�re k�pezi le �s injekt¡v;(5) R-et N-be k�pezi le;(6) R-et N-be k�pezi le, de egyetlen elem k�pe sem saj t maga.
→ 1.4.6. Feladat [7℄. Legyen R ⊂ X × Y egy rel i¢. Vizsg ljuk meg, hogy tetsz�le-ges A,B ⊂ X eset�n milyen kapsolat  ll fenn az al bbi halmazp rok k�z�tt (egyenl�s�g,egyik vagy m sik ir ny£ tartalmaz s). Ha tal ltunk �sszef�gg�st, bizony¡tsuk be, egy�b-k�nt adjunk ellenp�ld t. Mi a helyzet, ha R : X → Y f�ggv�ny? Mi a helyzet, ha R egy
f : Y → X f�ggv�ny inverze?(1) R(A ∪B) �s R(A) ∪R(B);(2) R(A ∩B) �s R(A) ∩R(B);(3) dmn(R) \A �s rng(R) \R(A);(4) R(A \B) �s R(A) \R(B);(5) R(A△B) �s R(A)△R(B).



20 1. Halmazok1.4.7. Feladat [5℄. Abb¢l, hogy az f : X → Y �s g : Y → Z f�ggv�nyekre g ◦ finverze f�ggv�ny, k�vetkezik-e, hogy f �s g inverze is f�ggv�ny?
→ 1.4.8. Feladat [6℄. K�t r�szben rendezett halmazt hasonl¢nak nevez�nk, ha l�tezikk�z�tt�k bijeki¢, amely monoton n�veked� �s az inverze is monoton n�veked�. Mi akapsolat hasonl¢ halmazok Hasse-diagrammja k�z�tt?
→ 1.4.9. Feladat [6℄. H ny olyan r�szbenrendez�s van egy 0, 1, 2, 3, 4, illetve 5 elem�halmaznak, amelyek nem hasonl¢ak? H ny van ezek k�z�tt, amely rendez�s? Mindenesetben keress�k meg a minim lis, maxim lis, legkisebb �s legnagyobb elemeket �s al nokat.
→ 1.4.10. Feladat [3℄. Ha f, g ∈ X → Y f�ggv�nyek, f�ggv�ny lesz-e f ∪ g, f ∩ g,
f \ g, illetve f △ g?1.4.11. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy ha R rel i¢ az X �s Y halmazok k�z�tt,akkor az al bbi felt�telek ekvivalensek:(1) R f�ggv�ny;(2) b rmely B ⊂ Y -ra R(R−1(B)) ⊂ B;(3) b rmely A,B ⊂ Y -ra R−1(A ∩B) = R−1(A) ∩R−1(B);(4) ha A,B ⊂ Y diszjunktak, akkor R−1(A) ∩R−1(B) = ∅.1.4.12. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy ha R rel i¢ az X �s Y halmazok k�z�tt,
S pedig rel i¢ az Y �s X halmazok k�z�tt, tov bb  S ◦R = IX �s R ◦ S = IY , akkor R�s S bijekt¡v lek�pez�sek �s S = R−1.1.4.13. Feladat [5℄. Legyenek A, B, C �s D halmazok, f : A → B, g : B → C �s
h : C → D lek�pez�sek. Mutassuk meg, hogy ha g ◦ f �s h ◦ g bijekt¡vek, akkor f , g �s hbijekt¡v.1.4.14. Feladat [6℄. Legyenek A, B, �s C halmazok, f : A → B, g : B → C �s
h : C → A lek�pez�sek. Mutassuk meg, hogy ha a h◦g ◦f , g ◦f ◦h �s f ◦h◦g lek�pez�sekk�z�l kett� szurjekt¡v, a harmadik pedig injekt¡v, vagy kett� injekt¡v, a harmadik pedigsz�rjekt¡v, akkor bijekt¡vek, akkor f , g �s h bijekt¡v.1.4.15. Feladat [4℄. Mutassuk meg, hogy b rmely f f�ggv�nyre �s B halmazra
f
(
f−1(B)) = B ∩ rng(f). Mutassuk meg, hogy az  ll¡t s nem marad �rv�nyben, ha fsak rel i¢.1.4.16. Feladat [5℄. Legyen f : X → Y f�ggv�ny. Mutassuk meg, hogy az al bbifelt�telek ekvivalensek:(1) f injekt¡v;(2) minden A ⊂ X halmazra f−1(f(A)) = A;(3) b rmely A,B ⊂ X halmazokra f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B);(4) b rmely diszjunkt A,B ⊂ X halmazokra f(A) ∩ f(B) = ∅;(5) ha A ⊂ B ⊂ X , akkor f(A \B) = f(A) \ f(B).



1.4. F�ggv�nyek 211.4.17. Feladat [4℄. Bizony¡tsuk be, hogy b rmely R rel i¢ra �s Ai, i ∈ I hal-mazsal dra R(∪i∈IAi) = ∪i∈IR(Ai).
→ 1.4.18. Feladat [5℄. Legyen X0 = {A}, X1 = {a, b}, X2 = {α, β, γ}, �s I =
{0, 1, 2}, J = {1, 2}. Adjuk meg ∪i∈IXi-t �s ×i∈IXi-t. Adjuk meg X1×X2-t �s ×i∈JXi-t. Adjunk meg ×i∈IXi projeki¢j t ×i∈JXi-be. Mi a helyzet, ha X0 = ∅?
→◦ 1.4.19. Feladat [5℄. Ha r ∈ R, legyen Kr = {x ∈ R : |x| < r}. Mi lesz ∪i∈IKi �s
∩i∈IKi, ha I = R+?

◦ 1.4.20. Feladat [6℄. Legyenek f, g : R→ R f�ggv�nyek, �s
Hr = {x ∈ R : f(x) > r} ∩ {x ∈ R : g(x) < r}, ha r ∈ R.Mutassuk meg, hogy {x ∈ R : f(x) > g(x)} = ∪r∈QHr.1.4.21. Feladat [6℄. Legyenek Ai, Bi, i ∈ I nem �res halmazsal dok. Mutassukmeg, hogy (∪i∈IAi)△ (∪i∈IAi) ⊂ ∪i∈I(Ai △Bi).Mutassuk meg, hogy a tartalmaz s lehet val¢di. Mi a helyzet, ha uni¢ helyett metszetvan?1.4.22. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy ha XY = Y X , akkor X = Y .

→ 1.4.23. Feladat [5℄. Egy szem�lyi t�rzsadatt rb¢l, amely a v llalat dolgoz¢nakadatait tartalmazza, �s minden rekordja 7 mez�t tartalmaz, egy list t k�sz¡t�nk, amelyaz �sszes dolgoz¢ra a nev�t �s a beoszt s t tartalmazza. Mi k�ze ennek a Desartes-szorzatok projeki¢j hoz?
◦* 1.4.24. Feladat [8℄. Legyen f : R → R egy f�ggv�ny �s a, ε, δ ∈ R. Milyentulajdons g t fejezik ki a f�ggv�nynek az al bbi formul k? Adjunk meg olyan f�ggv�ny,amely rendelkezik a megfelel� tulajdons ggal.(1) ∀ε > 0 ∀δ > 0 ∀x (|x− a| < δ ⇒

∣∣f(x)− f(a)∣∣ < ε
);(2) ∃ε > 0 ∀δ > 0 ∀x (|x− a| < δ ⇒

∣∣f(x)− f(a)∣∣ < ε
);(3) ∃ε > 0 ∃δ > 0 ∀x (|x− a| < δ ⇒

∣∣f(x)− f(a)∣∣ < ε
);(4) ∀δ > 0 ∃ε > 0 ∀x (|x− a| < δ ⇒

∣∣f(x)− f(a)∣∣ < ε
);(5) ∃δ > 0 ∀ε > 0 ∀x (|x− a| < δ ⇒

∣∣f(x)− f(a)∣∣ < ε
);(6) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x (|x− a| < δ ⇒

∣∣f(x)− f(a)∣∣ < ε
).

→◦ 1.4.25. Feladat [0℄. M�velet-e a val¢s sz mokon a kivon s, illetve az oszt s?
→ 1.4.26. Feladat [3℄. H ny null�r, un�r illetve bin�r m�velet de�ni lhat¢ egy 0, 1,2, illetve 3 elem� halmazon?
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→ 1.4.27. Feladat [7℄. Keress�k meg az �sszes bin�r logikai m�veletet (azaz az �sszesm�veletet az {↑, ↓} halmazon). Fejezz�k ki mindet a tanult logikai m�veletekkel, min�lkevesebbel. Keress�nk olyan bin�r m�veletet, amellyel minden m s bin�r logikai m�veletkifejezhet�.
◦ 1.4.28. Feladat [7℄. Milyen logikai m�veletek tal lhat¢k p�ld ul az MMIX vagyaz IBM Cell proesszor utas¡t sk�szlet�ben? Vajon mi�rt pontosan ezek?
→◦ 1.4.29. Feladat [5℄. Mi k�ze a kilenes, illetve a tizenegyes-pr¢b nak a m�velet-tart¢ lek�pez�sekhez?1.4.30. Tov bbi feladatok. [3℄: I.25{I.52, I.54{I.90; [31℄: 4.2{4.6, 4.10, 4.12{4.14,4.18{4.20, 4.22{4.30, 5.2{5.6, 5.9{5.11; 6.1{6.9, 9.9, 12.3{12.22; [48℄: 2.0-10.{ 2.0-19;[51℄: I.1.22, I.1.29, I.1.36{39, I.2.4, I.2.6, I.2.12, I.2.15, I.2.16, I.2.19, I.2.20, I.2.21, I.2.25,I.2.28, I.2.30-I.2.43, I.2.46{49, I.2.51; [73℄: II.8.10{II.8.25, II.8.33; [tota℄: 1.13, 1.17, 1.32{1.36.



2. TERM�SZETES SZǑMOK
2.1. Peano-axi¢m k

→◦ 2.1.1. Feladat [5℄. Teljes induki¢val bizony¡tsuk be az al bbi �sszef�gg�seket:(1) 1 + 2 + 3 + · · ·+ n = n(n+ 1)2 ;(2) 12 + 22 + 32 · · ·+ n2 = n(n+ 1)(2n+ 1)6 ;(3) 1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ n(n+ 1) = n(n+ 1)(n+ 2)3 ;(4) 1 · 2 · · ·m+ 2 · 3 · · · (m+ 1) + · · ·+ n(n+ 1) · · · (n+m− 1) = n(n+ 1) · · · (n+m)
m+ 1 ;(5) 13 + 23 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2;(6) 11 · 2 + 12 · 3 + · · ·+ 1(n− 1)n = n− 1

n
;(7) 20 + 21 + 22 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 1.2.1.2. Feladat [8℄. Bizony¡tsuk be Nikomakhosz t�tel�t: 13 = 1, 23 = 3 + 5,33 = 7 + 9 + 11, 43 = 13 + 15 + 17 + 19, stb. Vezess�k le ebb�l az el�z� feladat (5)�sszef�gg�s�t.

→◦ 2.1.3. Feladat [1℄. Hol a hiba a k�vetkez� okoskod sban? Bebizony¡tjuk, hogyminden eg�sz sz m egyenl�. Azt l tjuk be, hogy b rmely eg�sz sz m megegyezik ar k�vetkez�j�vel, azaz n = n+ 1. Tegy�k fel, hogy ez igaz n-re. Ekkor n+ 1-re is, mert
n = n+ 1-b�l n+ 1 = (n+ 1) + 1.
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→◦ 2.1.4. Feladat [4℄. Hol a hiba a k�vetkez� okoskod sban? Bebizony¡tjuk, hogya s¡k �sszes pontja egy egyenesen van. Megmutatjuk, hogy ak rhogy vesz�nk v�ges sokpontot, azok egy egyenesen vannak. Egy es` k�t pontra ez igaz. Tegy�k fel, hogy b rmely
n pont egy egyenesen van. Vegy�nk n + 1 pontot. Az els� n pont egy egyenesen van.Vegy�nk el ezek k�z�l egyet, �s adjuk hozz  az n + 1-edik pontot. Ez az n pont egyegyenesen van, teh t az n+ 1 pont egy egyenesen van.
→◦ 2.1.5. Feladat [4℄. Hol a hiba a k�vetkez� okoskod sban? Bebizony¡tjuk, hogyadott a pozit¡v val¢s sz mra �s b rmely n ∈ N+ term�szetes sz mra an−1 = 1. Az  ll¡t sigaz, ha n = 1. Ha igaz b rmely n+ 1-n�l kisebb sz mra, akkor

a(n+1)−1 = an = an−1 · an−1
a(n−1)−1 = 1 · 11 = 1.

→◦ 2.1.6. Feladat [4℄. Hol a hiba a k�vetkez� okoskod sban? Bebizony¡tjuk, hogy11 · 2 + 12 · 3 + · · ·+ 1(n− 1)n = 32 − 1
n
.Ha n = 1, akkor 3/2− 1/n = 1/(1 · 2), �s ha n-re igaz, akkor11 · 2 + 12 · 3 + · · ·+ 1(n− 1)n + 1

n(n+ 1) = 32 − 1
n
+ 1
n
− 1
n+ 1 = 32 − 1

n+ 1 .
◦ 2.1.7. Feladat [5℄. Teljes induki¢val bizony¡tsuk be az al bbi �sszef�gg�seket:(1) 1− 12 + 13 − · · · − 12n = 1

n+ 1 + · · ·+ 12n ;(2) 12 + 32 + 52 + · · ·+ (2n− 1)2 = n(4n2 − 1)3 ;(3) 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · ·+ n · n! = (n+ 1)!− 1.(4) 0 · 12 + 1 · 22 + 2 · 32 + · · ·+ (n− 1)n2 = n(n2 − 1)(3n+ 2)12 ;(5) (1− 14)(1− 19)(1− 116) · · ·(1− 1(n+ 1)2) = n+ 22n+ 2 .
→◦ 2.1.8. Feladat [6℄. Fejezz�k ki egyszer�bb alakban az al bbi �sszegeket:



2.1. Peano-axi¢m k 25(1) 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1);(2) 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + · · ·+ n(n+ 1)(n+ 2);(3) 12 − 22 + 32 − · · ·+ (−1)n−1n2.
◦ 2.1.9. Feladat [9℄. Fejezz�k ki egyszer�bb alakban az al bbi �sszegeket:(1) 11 · 5 + 12 · 6 + 13 · 7 + · · ·+ 1(4n− 3)(4n+ 1) ;(2) 11 · 2 · 3 + 12 · 3 · 4 + · · ·+ 1

n(n+ 1)(n+ 2) ;(3) 14 + 24 + · · ·+ n4.
◦ 2.1.10. Feladat [11℄. Fejezz�k ki egyszer�bb alakban az al bbi �sszegeket:(1) 1314 + 4 − 3334 + 4 + 5354 + 4 + · · ·+ (−1)n(2n+ 1)3(2n+ 1)4 + 4 ;(2) 1 · 21 + 2 · 22 + 3 · 23 + · · ·+ n2n;(3) 1x1 + 2x2 + 3x3 + · · ·+ nxn, ha x ∈ R, x 6= 1.
◦ 2.1.11. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be a Bernoulli-egyenl�tlens�get:(1 + x1)(1 + x2) · · · (1 + xn) ≥ 1 + x1 + x2 + · · ·+ xn,ahol x1, . . . xn azonos el�jel� �s −1-n�l nagyobb val¢s sz mok.
◦ 2.1.12. Feladat [5℄. Igazoljuk, hogy x > −1, n ∈ N+ eset�n fenn ll az (1 + x)n ≥1 + nx egyenl�tlens�g �s egyenl�s�g sak n = 1 vagy x = 0 eset�n teljes�l.
→◦ 2.1.13. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be, hogy minden n ∈ N+-ra(1)

√
n ≤ 1 + 1√2 + 1√3 + · · ·+ 1√

n
< 2√n;(2)

n2 ≤ 1 + 12 + 13 + · · ·+ 12n − 1 ≤ n.
◦ 2.1.14. Feladat [6℄. Igazoljuk, hogy
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√
n ≤ 1 + 12√2 + 13√3 + · · ·+ 1

n
√
n
≤ 3− 2√

n
, ha n ∈ N+;(2)

√
n ≤ 1 + 1√2 + 1√3 + · · ·+ 1√

n
< 2√n, ha n ∈ N+;(3) (n+ 1)n

nn
> 2, ha n ∈ N, n > 1;(4) 1

n+ 1 + 1
n+ 2 + · · ·+ 12n >

1324 , ha n ∈ N, n > 1;(5) 12√n <
12 · 34 · 56 · · · 2n− 12n <

1√3n+ 1 , ha n ∈ N, n > 1;(6)
n6/7 ≤ 17√1 + 17√2 + 17√3 + · · ·+ 17√n ≤ 76n6/7, ha n ∈ N+;(7) 2n > 1 + n

√2n−1, ha n ∈ N, n > 1;(8) 2n > n2, ha n ∈ N, n > 4;(9) 3n > n3, ha n ∈ N, n > 3;(10) 2n > n3, ha n ∈ N, n > 9;(11) 3n > 2n + 7n, ha n ∈ N, n > 3;(12)
nn+1 > (n+ 1)n, ha n ∈ N, n > 2;

◦ 2.1.15. Feladat [7℄. H ny r�szre osztja a s¡kot n egyenes, ha k�z�l�k semelyikkett� nem p rhuzamos �s semelyik h rom nem megy  t egy ponton?
◦ 2.1.16. Feladat [9℄. Bizony¡tand¢, hogy v�ges sok egyenes (vagy k�r) a s¡kot olyantartom nyokra bontja, amelyek kisz¡nezhet�k k�t sz¡nnel £gy, hogy azonos sz¡n� tarto-m nyoknak nins k�z�s hat rvonaluk.
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◦* 2.1.17. Feladat[9℄. �rjunk a . . . ε > 0 . . . N . . . n ≥ N

(
|an −A| < ε

) kifejez�sbe,amelyben a : N→ R egy sorozat, A, ε ∈ R �s n,N ∈ N, a kipontozott r�szek hely�re kvan-torokat az �sszes lehets�ges m¢don. Milyen tulajdons g t fejezik ki a sorozatnak a kapottformul k? Adjunk meg olyan sorozatot, amely rendelkezik a megfelel� tulajdons ggal.
◦* 2.1.18. Feladat[8℄. Az el�z� feladat jel�l�seivel, milyen tulajdons g t fejezik ki az
a : N → R egy sorozatnak az al bbi formul k? Adjunk meg olyan sorozatot, amelyrendelkezik a megfelel� tulajdons ggal.(1) ∃N ∀ε > 0 ∀n ≥ N (

|an −A| < ε
);(2) ∃N ∀ε > 0 ∃n ≥ N (

|an −A| < ε
);(3) ∀N ∃ε > 0 ∀n ≥ N (

|an −A| < ε
);(4) ∀N ∃ε > 0 ∃n ≥ N (

|an −A| < ε
).

◦* 2.1.19. Feladat [10℄. �rjunk a . . . A . . .N . . . n ≥ N (an > A) kifejez�sbe, amely-ben a : N → R egy sorozat, A ∈ R �s n,N ∈ N, ¡rjunk a kipontozott r�szek hely�rekvantorokat az �sszes lehets�ges m¢don, illetve permut ljuk a kvantoros r�szeket. Milyentulajdons g t fejezik ki a sorozatnak a kapott formul k? Adjunk meg olyan sorozatot,amely rendelkezik a megfelel� tulajdons ggal.
→◦ 2.1.20. Feladat [3℄. Ha Y �s Z az X alaphalmaz r�szhalmazai, fejezz�k ki az
X \ Y , Y ∩ Z, Y ∪ Z, Y \ Z �s Y △ Z halmazok karakterisztikus f�ggv�nyeit χY �s χZseg¡ts�g�vel.
→◦ 2.1.21. Feladat [3℄. Az informatik ban elterjedt az Iverson-konveni¢: ha

Y = {x ∈ X : F(x)}az X r�szhalmaza, akkor karakterisztikus f�ggv�ny�t [F(x)] jel�li. Adjuk meg m sk�ntaz x 7→ [x 6= 0℄/(x+ [x = 0℄), x ∈ R f�ggv�nyt.2.1.22. Tov bbi feladatok. [51℄: I.2.44, I.2.45; [74℄: 1.37.



28 2. Term�szetes sz mok2.2. M�veletek term�szetes sz mokkal
→ 2.2.1. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy term�szetes sz mokra(1) m+ n = 0 eset�n m = 0 �s n = 0;(2) mn = 0 eset�n m = 0 vagy n = 0;(3) m+ n = 1 eset�n m = 1 vagy n = 1;(4) mn = 1 eset�n m = 1 �s n = 1.
→◦ 2.2.2. Feladat [6℄. Az al bbi, k�plettel megadott sorozatokat de�ni ljuk rekur-zi¢val. (Hasonl¢ rekurzi¢kat haszn lt Babbage els� sz m¡t¢g�pe polinomok �rt�keinekkisz m¡t s ra, �s ez ltal trigonometrikus f�ggv�nyek �rt�keinek k�zel¡t�s�re.)(1) an = (−1)n;(2) an = n2;(3) an = (2n+ 3)2;(4) an = n3;(5) an = n3 − n2 − 2n+ 3;(6) an = n, ha n p ros, �s an = 1, ha n p ratlan.
→ 2.2.3. Feladat [3℄. Eg�sz¡ts�k ki az el�z� pont bizony¡t s t.2.2.8
→ 2.2.4. Feladat [3℄. De�ni ljuk a term�szetes sz mok hatv nyoz s t term�szetessz m kitev�re. Vizsg ljuk meg a tulajdons gait.
→ 2.2.5. Feladat [3℄. H ny kommutat¡v bin�r m�velet de�ni lhat¢ egy 0, 1, 2, illetve3 elem� halmazon?
→ 2.2.6. Feladat [5℄. Adjunk p�ld t semleges elemes grupoidra, amelyben egy elem-nek t�bb inverze is van.
→ 2.2.7. Feladat [5℄. H ny olyan bin�r m�velet van a {uparrow, ↓} halmazon, amellyelsemleges elemes f�lsoport?
→ 2.2.8. Feladat [5℄. H ny olyan bin�r m�velet van a {uparrow, ↓} halmazon, amellyelf�lsoport, amelyben nins semleges elem, de van jobb illetve bal oldali semleges elem?
→ 2.2.9. Feladat [6℄. H ny olyan bin�r m�velet van a {uparrow, ↓} halmazon, amellyelf�lsoport? A m�veleteket fejezz�k ki ¬, ∧, ∨, ⇒ �s ⇐⇒ seg¡ts�g�vel.
→ 2.2.10. Feladat [8℄. H nyf�lek�ppen tudunk m�veletet de�ni lni egy h romelem�halmazon £gy, hogy azzal egys�gelemes f�lsoport legyen?
→ 2.2.11. Feladat [8℄. H nyf�lek�ppen tudunk m�veletet de�ni lni egy 0, 1, 2, 3illetve 4 elem� halmazon £gy, hogy azzal Abel-soport legyen?
→ 2.2.12. Feladat [9℄. H nyf�lek�ppen tudunk m�veletet de�ni lni egy 0, 1, 2, 3illetve 4 elem� halmazon £gy, hogy azzal soport legyen?
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◦ 2.2.13. Feladat [6℄. Vizsg ljuk meg, teljes�l-e az asszoiativit s, kommmutativi-t s, egys�gelem l�tez�se, illetve inverz elem l�tez�se az al bbi esetekben:(1) (N+, ⋆), ahol x ⋆ y = xy − x+ y;(2) (N+, ⋆), ahol x ⋆ y = xy + x+ y;(3) (N, ⋆), ahol x ⋆ y = xy + x+ y;(4) (Z, ⋆), ahol x ⋆ y = x;(5) (R, ⋆), ahol x ⋆ y = ax+ by, a, b ∈ R r�gz¡tett;(6) (A×B, ⋆), ahol (x, x′) ⋆ (y, y′) = (x, y′), A, B nem �res halmazok.2.2.14. Feladat [6℄. Az al bbi  ll¡t sok mikor igazak minden soportban, minden

a, b, x, y elemre? Az �rv�nyeseket bizony¡tsuk be, a t�bbire adjunk ellenp�ld t:(1) ha axb = ayb, akkor x = y;(2) ha x−1 = y−1, akkor x = y;(3) ha xa = ay, akkor x = y;(4) ha xy = 1, akkor y = x−1;(5) ha abx = 1, akkor x = a−1b−1;(6) ha (xy)2 = x2y2, akkor xy = yx.2.2.15. Feladat [8℄. Legyen G kommutat¡v f�lsoport, amelyben x2 = x minden
x ∈ G-re. Mutassuk meg, hogy {(x, y) ∈ G × G : xy = x

} olyan r�szben rendez�s,amelyre minden {x, y} ⊂ G halmaznak van szupr�muma. Megford¡tva, mutassuk meg,hogy ha adott egy olyan r�szben rendez�s a G halmazon, amelyre minden {x, y} ⊂ Ghalmaznak van szupr�muma, akkor az (x, y) 7→ sup{x, y} m�velettel G kommutat¡vf�lsoport, amelyben x2 = x minden x ∈ G-re.2.2.16. Feladat [10℄. Eg�sz¡ts�k ki az el�z� pont bizony¡t s t.2.2.72.3. A term�szetes sz mok rendez�se
→ 2.3.1. Feladat [5℄. Adott A0, A1, . . . halmazsorozathoz adjunk meg olyan, p ron-k�nt diszjunkt halmazokb¢l  ll¢ B0, B1, . . . halmazsorozatot, amelyre ∪n

i=0Ai = ∪n
i=0Biminden n ∈ N-re. Mutassuk meg, hogy ∪∞i=0Ai = ∪∞i=0Bi.

→ 2.3.2. Feladat [3℄. Mikor lesz a jegyzet 2.3.6. p�ld j ban szerepl� f�lsoport kom-mutat¡v? Hogy h¡vj k az elemeit a programoz si nyelvekben? Hogy h¡vj k a m�veleteta programoz si nyelvekben?
→◦ 2.3.3. Feladat [5℄. Az al bbi,  ltal nos rekurzi¢val megadott sorozatokat hozzukz rt alakra:(1) a0 = −1, a1 = 2, an = (an−1 + an−2)/2;(2) a0 = 1, a1 = 3, an = n

√
a1a2 · · · an.
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◦ 2.3.4. Feladat [9℄. Az al bbi sorozatokat adjuk meg  ltal nos rekurzi¢val:(1) an az n-edik pr¡msz m;(2) an a √2 tizedes kifejt�s�nek n-edik jegye.
→◦ 2.3.5. Feladat [7℄. Bizony¡tsuk be, hogy az n-edik Fibonai-sz mra

Fn = 1√5 (1 +√52 )n

− 1√5 (1−√52 )n

.

◦ 2.3.6. Feladat [2℄. Hat rozzuk meg az F1000 Fibonai-sz m k�zel¡t� �rt�k�t.
◦ 2.3.7. Feladat [4℄. Mennyi os 36◦? Szerkessz�nk szab lyos �tsz�get.
◦ 2.3.8. Feladat [5℄. Fejezz�k ki az al bbi, rekurzi¢val adott sorozatokat a Fibonai-sz mok seg¡ts�g�vel, (r, s, c ∈ R tetsz�leges):(1) a0 = r, a1 = s, an+2 = an+1 + an, ha n ∈ N;(2) b0 = r, b1 = s, bn+2 = bn+1 + bn + c, ha n ∈ N.2.3.9. Feladat [5℄. Jel�lje Fn az n-edik Fibonai-sz mot. Bizony¡tsuk be az al bbiazonoss gokat:(1) Fn+1Fn−1 − F 2

n = (−1)n, ha n ∈ N+;(2) F 20 + F 21 + F 22 + · · ·+ F 2
n = FnFn+1, ha n ∈ N.

◦ 2.3.10. Feladat [7℄. Jel�lje Fn az n-edik Fibonai-sz mot. Fejezz�k ki egyszer�bbalakban az al bbi �sszegeket:(1) F0 + F2 + F4 + · · ·+ F2n;(2) F1 + F3 + F5 + · · ·+ F2n+1;(3) F0 + F3 + F6 + · · ·+ F3n;(4) F1F2 + F2F3 + F3F4 + · · ·F2n−1F2n.
◦ 2.3.11. Feladat [6℄. Jel�lje Fn az n-edik Fibonai-sz mot. Bizony¡tsuk be azal bbi azonoss gokat:(1) FmFn−1 + Fm−1Fn = Fn+m, ha n ∈ N, m ∈ N+;(2) Fn+kFm−k − FnFm = (−1)nFm−n−kFk, ha k,m, n ∈ N, m ≥ n+ k.
◦ 2.3.12. Feladat [2℄. Keress�k meg az �sszes olyan Fn Fibonai-sz mot, amelyre

Fn = n, illetve Fn = n2.
◦ 2.3.13. Feladat [9℄. Jel�lje Fn az n-edik Fibonai-sz mot. Fejezz�k ki a Fibonai-sz mok seg¡ts�g�vel az al bbi �sszegeket:(1)

n∑

k=0(n− kk )
, k, n ∈ N;



2.3. A term�szetes sz mok rendez�se 31(2)
n∑

k=0Fk;(3)
n∑

k=0(nk)Fm+k, k,m, n ∈ N;(4)
n∑

k=0(nk)F k
r+1Fn−k

r Fm+k, k,m, n, r ∈ N.

→◦ 2.3.14. Feladat [5℄. Legyen p(x) = xk−c1xk−1−c2xk−2−· · ·−ck, tegy�k fel, hogy
λ1, . . . , λm gy�kei a p polinomnak, α1, . . . , αm pedig tetsz�leges sz mok. Mutassuk meg,hogy az an = α1λn1 + · · ·αmλ

n
m sorozat eleget tesz az an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ cn−krekurzi¢nak minden n ≥ k-ra.

→◦ 2.3.15. Feladat [5℄. Adjunk z rt formul t az al bbi,  ltal nos rekurzi¢val de�ni ltsorozatok n-edik tagj ra:(1) a0 = 0, a1 = 1, an = an−1 + an−2, ha n > 1;(2) a0 = 0, a1 = 1, an = an−1 + 2an−2, ha n > 1;(3) a0 = 0, a1 = 1, an = 2an−1 + an−2, ha n > 1;(4) a1 = 1, a2 = 3, an = 4an−1 − 3an−2, ha n > 2.
◦* 2.3.16. Feladat [6℄. Legyen p(x) = xk − c1xk−1 − c2xk−2 − · · · − ck, tegy�k fel,hogy λ a p polinomnak k�tszeres gy�ke, azaz p fel¡rhat¢ p(x) = (x − λ)2q(x) alakbanvalamely q polinommal. Mutassuk meg, hogy az an = nλn sorozat eleget tesz az an =
c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ cn−k rekurzi¢nak minden n ≥ k-ra.

◦ 2.3.17. Feladat [5℄. Adjunk z rt formul t az a0 = 0, a1 = 0, a2 = 1, an =
an−1 + an−2 + an−3, ha n ≥ 3  ltal nos rekurzi¢val de�ni lt sorozat n-edik tagj ra.

◦ 2.3.18. Feladat [5℄. Adjunk z rt formul t az u1 = a, u2 = b, un = 2un−1 − un−2,ha n > 2  ltal nos rekurzi¢val de�ni lt sorozat n-edik tagj ra.
◦ 2.3.19. Feladat [5℄. Adjunk z rt formul t az u1 = a, u2 = b, un = −(2un−1 +

un−2), ha n > 2  ltal nos rekurzi¢val de�ni lt sorozat n-edik tagj ra. K�l�n vizsg ljukmeg az a = 1, b = −1 �s a = 1, b = −2 spei lis eseteket.
◦ 2.3.20. Feladat [5℄. Adjunk z rt formul t az u1 = a, u2 = b, un = 2un−1+3un−2),ha n > 2  ltal nos rekurzi¢val de�ni lt sorozat n-edik tagj ra.2.3.21. Feladat: Catalan-sz mok [11℄. Egy k rtyasomag n k�l�nb�z� lapottartalmaz. Minden id�pontban k�t dolog k�z�tt v laszthatunk: vagy levesz�nk a so-magb¢l egy lapot (ha m�g van), �s egy �veremre" tessz�k, vagy a verem tetej�n lev�



32 2. Term�szetes sz moklapot kiadjuk (ha a verem nem �res). Jel�lje a lehets�ges l�p�ssorozatok sz m t Cn.Mutassuk meg, hogy
Cn = C0Cn−1 + C1Cn−2 + · · ·+ Cn−1C0.(A Cn Catalan-sz mok sok helyen el�ker�lnek, p�ld ul ir ny¡tott f k lesz ml l s n l.)

◦* 2.3.22. Feladat: Catalan-sz mok [12℄. Az el�z� feladat jel�l�seivel bizony¡tsukbe, hogy
Cn = 1

n+ 1(2nn ).* 2.3.23. Feladat [13℄. Adjunk haszn lhat¢ algoritmust tetsz�leges pontoss g£ ter-m�szetes sz mok marad�kos oszt s ra bin ris sz m¡t¢g�pen.
→ 2.3.24. Feladat [4℄. Adjunk haszn lhat¢ algoritmust tetsz�leges pontoss g£ term�-szetes sz mok deim lis  br zol sr¢l bin risra val¢ konverzi¢j ra bin ris sz m¡t¢g�pen.
→ 2.3.25. Feladat [4℄. Adjunk haszn lhat¢ algoritmust tetsz�leges pontoss g£ term�-szetes sz mok bin ris  br zol sr¢l deim lisra val¢ konverzi¢j ra bin ris sz m¡t¢g�pen.2.3.26. Feladat [8℄. Adjunk gyors algoritmust tetsz�leges pontoss g£ term�sze-tes sz mok deim lis  br zol sr¢l bin risra val¢ konverzi¢j ra bin ris sz m¡t¢g�pen, haa szorz sra van olyan algoritmusunk, amelynek fut sideje �majdnem ar nyos" a sz mhossz val.2.3.27. Feladat [8℄. Adjunk gyors algoritmust tetsz�leges pontoss g£ term�szetessz mok bin ris  br zol sr¢l deim lisra val¢ konverzi¢j ra bin ris sz m¡t¢g�pen, ha aszorz sra �s a marad�kos oszt sra van olyan algoritmusunk, amelynek fut sideje �majd-nem ar nyos" a sz m hossz val.
◦ 2.3.28. Feladat [9℄. Jel�lje Fn az n-edik Fibonai-sz mot. Mutassuk meg, hogyb rmely n ∈ N+ egy�rtelm�en fel¡rhat¢ n = Fk1+Fk2+· · ·+Fkm

alakban, aholm ∈ N+ �sa 0, k1, k2, . . . , km sorozat szigor£an monoton n�veked� �s nem tartalmaz egym s mellettisz mokat.2.3.29. Tov bbi feladatok. [31℄: 8.9, 8.11{8.15, 12.1, 12.2; [51℄: I.1.34, I.1.35,I.1.40, I.1.41; [59℄: 4.5.1{4.1.13; [74℄: 1.38{1.44.



3. A SZǑMFOGALOM B�V�T�SE
3.1. Eg�sz sz mok

→ 3.1.1. Feladat [4℄. Soroljuk egy oszt lyba N+ azon elemeit, amelyekre az a legna-gyobb n ∈ N+ kitev�, amelyre 5n osztja a sz mot, ugyanannyi. Mutassuk meg, hogy ezaz oszt lyoz s kompatibilis a szorz ssal. Mi a helyzet, ha 5 helyett 6-ot vesz�nk?
→ 3.1.2. Feladat [6℄. Eg�sz¡ts�k ki az el�z� pont bizony¡t s t.3.1.7.
→◦ 3.1.3. Feladat [6℄. A jegyzet 3.1.8. pontj ban megadott gy�r�k k�z�tt keres�nkolyat, amelyik egys�gelemes, amelyik nem egys�gelemes, amelyik kommutat¡v, amelyiknem kommutat¡v, amelyik nulloszt¢mentes, �s amelyikben vannak nulloszt¢k.
→ 3.1.4. Feladat [6℄. H nyf�lek�ppen �rtelmezhet�nk olyan �sszead st �s szorz sta {0, a, b} halmazon, amelyekkel gy�r�? Minden esetben hat rozzuk meg az elemekt�bbsz�r�seit �s hatv nyait.
→ 3.1.5. Feladat [6℄. H nyf�lek�ppen �rtelmezhet�nk olyan �sszead st �s szorz st a
{0, 1, a, b} halmazon, amelyekkel egys�gelemes gy�r�? Minden esetben hat rozzuk megaz elemek t�bbsz�r�seit �s hatv nyait.
→ 3.1.6. Feladat [0℄. Mutassuk meg, hogy egy rendezett integrit si tartom nybanha x < y �s y ≤ z, akkor x < z.
→ 3.1.7. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy a {m+n√5 : m,n ∈ Z} halmaz rendezettintegrit si tartom ny a szok sos �sszead ssal, szorz ssal �s rendez�ssel.
→ 3.1.8. Feladat [4℄. Mutassuk meg, hogy a {m/3n : m ∈ Z, n ∈ N+} halmazrendezett integrit si tartom ny a szok sos �sszead ssal, szorz ssal �s rendez�ssel. Melyelemeknek van (multiplikat¡v) inverze?



34 3. A sz mfogalom b�v¡t�se3.2. Raion lis sz mok
→ 3.2.1. Feladat [6℄. Adjunk meg olyan �sszead st �s szorz st a {0, 1, a, b} halmazon,amelyekkel test.
→ 3.2.2. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be, hogy v�ges test nem tehet� rendezett testt�.
→ 3.2.3. Feladat [7℄. Ellen�rizz�k, hogy a raion lis sz mok halmaza Abel-soportaz (a, b)→ a+b+1 m�velettel. Mi lesz a nullelem? Adjunk meg olyan szorz st, amellyeltestet kapunk. Igaz-e hasonl¢  ll¡t s minden testre, illetve egys�gelemes gy�r�re?3.2.4. Feladat [9℄. Legyen K a raion lis sz mok egy olyan r�szhalmaza amelyneklegal bb h rom eleme van �s tartalmazza az 1-et. Tegy�k fel, hogy ha a, b ∈ K �s a 6= 0,akkor (1/a)− b ∈ K. Mutassuk meg, hogy K test.3.3. Val¢s sz mok
→ 3.3.1. Feladat [4℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha x ∈ R raion lis, y ∈ R pedig irraio-n lis, akkor x+ y irraion lis. Igaz-e, hogy irraion lisok �sszege irraion lis?
→ 3.3.2. Feladat [4℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha 0 6= x ∈ R raion lis, y ∈ R pedigirraion lis, akkor xy irraion lis. Igaz-e, hogy irraion lisok szorzata irraion lis?3.3.3. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha n ∈ N, akkor √n vagy eg�sz, vagyirraion lis.3.3.4. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be, hogy √2 +√3 irraion lis.3.3.5. Feladat [7℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha n, k ∈ N+, akkor k

√
n vagy eg�sz, vagyirraion lis.3.3.6. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be, hogy {p+ q

√2 : p, q ∈ Q} test a val¢s sz mokszok sos m�veleteivel.3.3.7. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be, hogy 3√2 /∈ {p+ q
√2 : p, q ∈ Q}.3.3.8. Feladat [8℄. Bizony¡tsuk be, hogy {p + q

√2 + r
√3 + s

√6 : p, q, r, s ∈ Q}test a val¢s sz mok szok sos m�veleteivel.3.3.9. Feladat [8℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha a, b pozit¡v raion lis sz mok, akkor
{p + q

√
a + r

√
b + s

√
ab : p, q, r, s ∈ Q} test a val¢s sz mok szok sos m�veleteivel.Ǒltal nos¡tsuk az  ll¡t st ak rh ny pozit¡v raion lis sz mra.

→ 3.3.10. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha a, b ∈ R, akkormax{a, b} = |a− b|+ a+ b2 , min{a, b} = −|a− b|+ a+ b2 .

→ 3.3.11. Feladat [0℄. Hat rozzuk meg az al bbi marad�kok �rt�k�t:



3.3. Val¢s sz mok 35(1) 100 mod 3;(2) 100 mod 7;(3) −100 mod 7;(4) −100 mod 0;(5) 5 mod −3;(6) 18 mod −3;(7) −2 mod −3;(8) 1,1 mod 1;(9) 0,11 mod 0,1;(10) 0,11 mod −0,1.
→ 3.3.12. Feladat [1℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha x ∈ R, n ∈ Z, akkor(1) ⌊x⌋ < n pontosan akkor, ha x < n;(2) n ≤ ⌊x⌋ pontosan akkor, ha n ≤ x;(3) ⌈x⌉ ≤ n pontosan akkor, ha x ≤ n;(4) n < ⌈x⌉ pontosan akkor, ha n < x;(5) ⌊x⌋ = n pontosan akkor, ha x− 1 < n ≤ x;(6) ⌊x⌋ = n pontosan akkor, ha n ≤ x < n+ 1;(7) ⌈x⌉ = n pontosan akkor, ha x ≤ n < x+ 1;(8) ⌈x⌉ = n pontosan akkor, ha n− 1 < x ≤ n.
→ 3.3.13. Feladat [3℄. A modern proesszorokban n�gyf�le eg�szre kerek¡t�si m¢d ll¡that¢ be (az IEEE 754 szabv ny szerint): +∞ fel�, −∞ fel�, 0 fel�, �s a legk�zelebbieg�szre, ha k�t ilyen van, akkor a p rosra. �rjuk fel mindegyiknek az eredm�ny�t a tanultjel�l�sekkel.
→ 3.3.14. Feladat [4℄. Mely �sszef�gg�sek teljes�lnek az al bbiak k�z�l b rmely x ∈

R+-ra:(1) ⌊√⌊x⌋⌋ = ⌊√x⌋;(2) ⌈√⌈x⌉⌉ = ⌈√x⌉;(3) ⌈√⌊x⌋⌉ = ⌈√x⌉.3.3.15. Feladat [4℄. Mutassuk meg, hogy minden x, y ∈ R-re ⌊x⌋+ ⌊y⌋ ≤ ⌊x+ y⌋�s egyenl�s�g pontosan akkor teljes�l, ha x mod 1 + y mod 1 < 1. Teljes�l-e hasonl¢�sszef�gg�s a fels� eg�sz r�szre?3.3.16. Feladat [4℄. Mutassuk meg, hogy ha az m ∈ N+ sz mot q alap£ sz m-rendszerben ¡rjuk fel, ahol q ∈ N, q > 1, akkor qj egy�tthat¢ja ⌊m/qj⌋ − q⌊m/qj+1⌋, ha
j ∈ N.



36 3. A sz mfogalom b�v¡t�se3.3.17. Feladat [9℄. Mutassuk meg, hogy(1) minden n ∈ N+-ra ⌊√n+√n+ 1⌋ = ⌊√n+√n+ 2⌋;(2) van olyan n ∈ N+, amelyre ⌊ 3√n+ 3√n+ 1⌋ 6== ⌊ 3√n+ 3√n+ 2⌋.3.3.18. Feladat: �r�knapt r [8℄. Mutassuk meg, hogy ha d, m �s y rendre a nap,h¢nap �s �v, akkor az 1582. �vet k�vet� id�pontokra (az¢ta haszn latos a Gergely-napt r)(1) h = [ymod4 = 0℄ − [ymod100 = 0℄ + [ymod400 = 0℄ sz�k��v eset�n 1, egy�bk�ntnulla;(2) x =(d+⌊2,6n−0,2⌋+r+⌊r/4⌋+⌊h/4⌋−2h−(1+s)⌊n/11⌋)mod 7 vas rnap 0, h�tf�n1, stb., szombaton 6; itt h = ⌊y/100⌋ az �v ��vsz zad-r�sze, r = y mod 100 pediga marad�k r�sze, n = 1 + ((m− 3) mod 12) pedig a h¢nap �m¢dos¡tott sorsz ma",m riust v�ve els�nek (mert febru r a sz�k�h¢nap).
→ 3.3.19. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy {r + s

√2 : r, s ∈ Q} test a szok sos�sszead ssal �s szorz ssal.3.3.20. Feladat [4℄. Hat rozzuk meg az al bbi felt�telt kiel�g¡t� val¢s sz mokhalmaz t:(1) |x+ 1| < 1/4;(2) |x− 2| > 5;(3) |x| > |x− 1|;(4) |2x− 1| < |x− 1|;(5) |x+ 2|+ |x− 2| ≤ 12;(6) |x+ 2| − |x| > 1;(7) ∣∣|x+ 1| − |x− 1|∣∣ < 1;(8) ∣∣x(1− x)∣∣ < 3.
→ 3.3.21. Feladat [4℄. Hat rozzuk meg az al bbi val¢s sz mhalmazok fels� �s als¢hat r t, minimum t �s maximum t, ha l�tezik:(1) {1/n : n ∈ N+};(2) {x ∈ Q : −1 < x < 1};(3) {x ∈ R : −√2 ≤ x ≤ √2};(4) {(−1)n/n : n ∈ N+};(5) {(−1)n + 1/n : n ∈ N+};(6) {1/2n + 1/2m : n,m ∈ N+}.
→ 3.3.22. Feladat [4℄. Bizony¡tsuk be, hogy egy rendezett test pontosan akkor fels�hat r tulajdons g£, ha als¢ hat r tulajdons g£, azaz ha minden nem �res alulr¢l korl tosr�szhalmaz nak van legnagyobb eleme, tov bb  A pontosan akkor fel�lr�l korl tos, ha
−A alulr¢l korl tos, �s ekkor inf(−A) = − supA.



3.3. Val¢s sz mok 373.3.23. Feladat [4℄. Legyen X nem �res halmaz, f, g : X → R f�ggv�nyek. Mu-tassuk meg, hogy ha f(X) �s g(X) fel�lr�l korl tosak, akkor f+g �rt�kk�szlete is fel�lr�lkorl tos, �s sup f(X) + sup g(X) = sup(f + g)(X), valamint ha g(X) m�g alulr¢l is kor-l tos, akkor �s g(X) fel�lr�l korl tosak, akkor f + g �rt�kk�szlete is fel�lr�l korl tos, �ssup f(X) + sup g(X) = sup(f + g)(X).3.3.24. Feladat [4℄. Legyen X nem �res halmaz, f, g : X → R+ f�ggv�nyek. Mu-tassuk meg, hogy inf f(X) inf g(X) = inf(fg)(X), valamint ha f(X) �s g(X) fel�lr�l kor-l tosak, akkor fg �rt�kk�szlete is fel�lr�l korl tos, �s sup f(X) sup g(X) = sup(fg)(X).3.3.25. Feladat [6℄. Legyen X nem �res halmaz, f, g : X → R f�ggv�nyek.Mit tudunk mondani inf f(X), inf g(X), sup f(X) �s sup g(X) valamint inf(fg)(X),sup(fg)(X), inf(1/g)(X) �s sup(1/g)(X) kapsolat r¢l?3.3.26. Feladat [4℄. Legyen Ai, i ∈ I az R fel�lr�l korl tos, nem �res r�szhal-mazainak egy nem �res sal dja. Mutassuk meg, hogy ∪i∈IAi pontosan akkor fel�lr�lkorl tos, ha a B = {supAi : i ∈ I halmaz fel�lr�l korl tos, �s ekkor supA = supB.3.3.27. Feladat [7℄. Ellen�rizz�k, hogy a pozit¡v val¢s sz mok halmaza Abel-soport az (a, b) → a · b m�velettel. Mi lesz a semleges elem? Adjunk meg ehhez az��sszead shoz" olyan szorz st, amellyel testet kapunk.3.3.28. Feladat [9℄. Ellen�rizz�k, hogy a pozit¡v raion lis sz mok halmaza Abel-soport az (a, b)→ a · b m�velettel. Mi lesz a semleges elem? Bizony¡tsuk be, hogy ehhezaz ��sszead shoz" nins olyan szorz s, amellyel testet kapunk.3.3.29. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be az intervallumskatuly z si axi¢m t.3.3.30. Feladat [6℄. Az intervallumskatuly z si axi¢m ban megk�vetelj�k, hogyaz egym sba skatuly zott intervallumok z rtak, korl tos k �s nem �resek. Ellen�rizz�k,hogy az  ll¡t s nem marad igaz, ha b rmelyik felt�tel elhagyjuk.
◦* 3.3.31. Feladat [12℄. Tekints�k Q(x)-et azzal a rendez�ssel, amelyben r > s, ha
r − s sz ml l¢ja �s nevez�je azonos el�jel�. Ellen�rizz�k, hogy Q(x) rendezett test.Mutassuk meg, hogy nem arhim�deszien rendezett. Mutassuk meg, hogy nem teljes�laz intervallumskatuly z si tulajdons g.3.3.32. Tov bbi feladatok. [59℄: 4.1.3, 4.1.4, 4.1.6{4.1.8, 4.1.10, 4.1.15, 4.1.16,4.1.18, 4.1.22, 4.1.24;



38 3. A sz mfogalom b�v¡t�se3.4. Komplex sz mok
→ 3.4.1. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy tetsz�leges z1, z2, . . . , zn komplex sz -mokra |z1 + z2 + · · ·+ zn| ≤ |z1|+ |z2|+ · · · |zn|.
→ 3.4.2. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy tetsz�leges z, w komplex sz mokra fenn lla paralelogramma-azonoss g: |z + w|2 + |z − w|2 = 2|z|2 + 2|w|2.
→ 3.4.3. Feladat [6℄. Legyen w = u+ iv, u, v ∈ R. Mutassuk meg, hogy ha

x =√ |w|+ u2 , y =√ |w| − u2 ,akkor z = x+ iy-ra v ≥ 0 eset�n z2 = w, ha pedig v ≤ 0, akkor z2 = w.
→ 3.4.4. Feladat [6℄. Hozzuk algebrai alakra:2(1− i)(3 + i) , 1(3 + 4i)2 , 2 + i

i(−3 + 4i) ,
√3 + i(1− i)(√3− i) , 1

i(3− 2i)(1 + i) , i(1− i)(1− 2i)(1 + 2i) .
→ 3.4.5. Feladat [6℄. Ha z = 1 − 5i �s w = 3 + 4i, akkor mennyi z/w, z/w, z/w,
z/w, z/|w|, |z/w|?3.4.6. Feladat [6℄. Ha z = 1 + i �s w = 1− 2i, akkor mennyi z − z/w, (z − 1)/w,
z2 − iz/w, z/(iw), z/|w|?3.4.7. Feladat [6℄. Legyen z1 = 2 + i, z2 = 3− 2i �s z3 = −1/2 +√3i/2. Mennyi
|3z1 − 4z2|+ z3z3, z31 = 3z21 + 4z1 − 8, ∣∣(2z2 + z1 − 5− i)/(2z1 − z2 + 3− i)|?
→ 3.4.8. Feladat [2℄. Ǒll¡tsuk el� trigonometrikus alakban az 1+ i, 1+ i√3 �s √3− ikomplex sz mokat.
→ 3.4.9. Feladat. Hat rozzzuk meg i �s −1+ i �sszes harmadik gy�k�t, valamint 64�s −64 �sszes hatodik gy�k�t.3.4.10. Feladat. Sz m¡tsuk ki az √i, √3 + 4i �s √−7 + 24i komplex sz mokat.3.4.11. Feladat. Mi annak a sz�ks�ges �s el�gs�ges felt�tele, hogy k�t komplexsz m szorzata val¢s legyen?3.4.12. Feladat. Adjuk meg az al bbi komplex sz mokat algebrai alakban:(1) (1 + 2i)2 − (1− i)3(3 + 2i)3 − (2 + i)2 ;(2) (1− i)5 − 1(1 + i)5 + 1;



3.4. Komplex sz mok 39(3) (1 + i)9(1− i)7 ;(4) (1 + i)52;(5)
(1 + i

√31− i )20.3.4.13. Feladat. Sz m¡tsuk ki az al bbi kifejez�seket, ha a, b, c ∈ R �s ω = −1/2+
i
√3/2:(1) (aω + bω2)(aω2 + bω);(2) (a+ b+ c)(a+ bω + cω2)(a+ bω2 + cω);(3) (a+ bω + cω2)3 + (a+ bω2 + cω)3.
→ 3.4.14. Feladat [4℄. Hat rozzuk meg azokat a komplex sz mokat, amelyekre(1) z = z2;(2) z = z3.
→ 3.4.15. Feladat [4℄. Ǒbr zoljuk a komplex sz ms¡kon az al bbi felt�tel kiel�g¡t�komplex sz mok halmaz t:(1) |z − i| < 1;(2) 2 < |z| ≤ 3;(3) |z − 2− i| < |z| < |z|;(4) |z − 1| < 1 �s ℜ(z) > 0;(5) |z + i| > 2 �s ℑ(z) < 2;(6) |z − 1| = 2|z − 2 + i|.
→ 3.4.16. Feladat [8℄. Hat rozzuk meg az al bbi rel i¢k �rtelmez�si tartom ny t,�rt�kk�szlet�t, d�nts�k el, hogy f�ggv�ny-e, �s hogy az inverze f�ggv�ny-e.(1) {(z, w) ∈ C2 : |z − 1| = |w|};(2) {(z, w) ∈ C2 : z2 = w

};(3) {(z, w) ∈ C2 : z = w2};(4) {(z, y) ∈ C× R : ℜ(z) = y
};(5) {(z, y) ∈ C× R : |z|+ y = 0};(6) {(z, w) ∈ C2 : ℜ(z) = ℑ(w)};(7) {(z, w) ∈ C2 : w(z2 − 1) = z
};(8) {(z, w) ∈ C2 : w = |z|};(9) {(z, w) ∈ C2 : w(z − 1) = z
}.



40 3. A sz mfogalom b�v¡t�se
→ 3.4.17. Feladat [5℄. Hat rozzuk meg az f ◦ g f�ggv�nyt, ha(1) g(z) = sgn(z), ha z ∈ C �s f(x) = 1/(x2 − 1), ha x ∈ R;(2) g(z) = z2, ha z ∈ C �s f(x) = 1/(x+ 1), ha x ∈ R;(3) g(z) = ℜ(z), ha z ∈ C �s f(x) = x/(x2 − 1), ha x ∈ R;(4) g(x) = |x|, ha x ∈ R �s f(z) = iz, ha z ∈ C.3.4.18. Feladat [4℄. Mutassuk meg, hogy R×R a koordin t nk�nti o"sszead ssal�s szorz ssal kommutat¡v egys�gelemes gy�r�, de nem test.
→ 3.4.19. Feladat [4℄. Ha p = 1 + i+ j + k �s q = k kvaterni¢k, hat rozzuk meg a
p, p2, 1/p, q(1/p) �s (1/p)q kvaterni¢kat.
→ 3.4.20. Feladat [4℄. Mutassuk meg, hogy ha q tetsz�leges kvaterni¢, akkor q −
iqi− jqj − kqk = 4ℜ(q).3.4.21. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy ha az f, g : C → C lek�pez�sek minde-gyike forgat s (valamely pont k�r�l) vagy eltol s, akkor az �sszet�tel�k is forgat s vagyeltol s.3.4.22. Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy ha az f, g : R3 → R3 lek�pez�sekforgat sok metsz� egyenesek k�r�l, akkor az �sszet�tel�k is forgat s.3.4.23. Tov bbi feladatok. Megold sokkal: [45℄; [15℄: 1{72, 81{126; [17℄: 1{48;[73℄: VI.4.1{VI.4.25.



4. V�GES HALMAZOK
4.1. V�ges halmazok alaptulajdons gai

→ 4.1.1. Feladat [6℄. Eg�sz¡ts�k ki az el�z� pont bizony¡t s t.4.1.3.
→ 4.1.2. Feladat [0℄. Mutassuk meg, hogy ha A \B ∼ B \A, akkor A ∼ B.
→ 4.1.3. Feladat [1℄. Adjunk meg k�ls�n�sen egy�rtelm� megfeleltet�s a 0, 1 sz -mokb¢l �s a 0, 1, 2, 3 sz mokb¢l k�pezhet� sorozatok k�z�tt.
→ 4.1.4. Feladat [2℄. Adjunk meg k�ls�n�sen egy�rtelm� megfeleltet�s az al bbihalmazok k�z�tt:(1) Z �s N;(2) R �s R+;(3) {x ∈ R : 0 < x ≤ 1} �s {x ∈ R : x ≥ 1}.
→ 4.1.5. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy ha A, B, C halmazok, akkor(1) A×B ∼ B ×A;(2) (A×B)× C ∼ A× (B × C);(3) (A ∪B)× C ∼ (A× C) ∪ (B × C), ha A ∩B = ∅;(4) AB∪C ∼ AB ×AC , ha B ∩C = ∅;(5) (AB)C ∼ AB×C ;(6) (A×B)C ∼ AC ×BC .4.1.6. Feladat [6℄.Mutassuk meg, hogy egyX halmaz pontosan akkor v�gtelen, haminden f : X → X lek�pez�shez van olyan Y val¢di r�szhalmazaX-nek, hogy f(Y ) ⊂ Y .4.1.7. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy Z, Q, R �s C v�gtelen halmazok.
→◦ 4.1.8. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy a π, 2π, 3π, . . . , 100π sz mok k�z�tt vanolyan, amelyik nins messzebb a legk�zelebbi eg�szt�l, mint 1/101.
→ 4.1.9. Feladat [8℄. Bizony¡tsuk be, hogy b rmely m ∈ N+-hoz van olyan n ∈ N+,hogy t¡zes sz mrendszerben mn minden jegye 1 vagy 0.
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→◦ 4.1.10. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be, hogy minden p ratlan n-hez van olyan meg�sz, amelyre n oszt¢ja 2m − 1-nek.
→◦ 4.1.11. Feladat [6℄. Legyen a1, a2, . . . , a100 eg�sz sz mok egy sorozata. Bizony¡t-suk be, hogy egy alkalmas r�szsorozatra aj1 + aj2 + · · · ajn

oszthat¢ 100-zal.
→◦ 4.1.12. Feladat [3℄. Legyenek a1, a2, . . . , a51 eg�sz sz mok az [1, 100℄ intervallum-b¢l. Bizony¡tsuk be, hogy van kett� k�z�tt�k, amely relat¡v pr¡m.
→◦ 4.1.13. Feladat [8℄. Legyenek a1, a2, . . . , a51 eg�sz sz mok az [1, 100℄ intervallum-b¢l. Bizony¡tsuk be, hogy alkalmas i 6= j-re ai oszt¢ja aj-nek.4.1.14. Feladat [10℄. Pozit¡v term�szetes sz mok egy szigor£an monoton n�veked�
k1, k2, . . . , km sorozat t Sidon-sorozatnak nevezz�k n-ig, ha a ki + kj , 1 ≤ i ≤ j ≤ msz mok mind k�l�nb�z�ek, �s km ≤ n. Melyik a leghosszabb Sidon-sorozat 100-ig?Megkaphatjuk-e ezt a moh¢ algoritmussal, azaz £gy, hogy mindig az els� olyan sz mot,amely �rv�nyben hagyja a Sidon-tulajdons got, hozz vessz�k a sorozathoz? Adjunk fels�korl tot a Sidon-sorozatok hossz ra n-ig.
◦* 4.1.15. Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy egy α irraion lis sz mhoz v�gtelen sokolyan m/n raion lis sz m van, amelyre |α−m/n| < 1/n2.
◦* 4.1.16. Feladat [11℄. Mutassuk meg, hogy ha α1, α2, . . . , αn irraion lis sz mok,akkor v�gtelen sok olyan raion lis sz mokb¢l  ll¢ (p1/q, p2/q, . . . , pn/q) sorozat l�tezik,amelyre |αi − pi/q| < 1/q1+1/n, ha 1 ≤ i ≤ n.
◦ 4.1.17. Feladat [12℄. Bizony¡tsuk be, hogy valamely n > 0-ra az Fn Fibonai-sz m oszthat¢ 1000-rel.4.1.18. Tov bbi feladatok. [31℄: 4.7, 4.21, 5.7, 5.8, 5.12.4.2. Kombinatorika
→ 4.2.1. Feladat [4℄. Az (n

m

) �rt�kei n,m ∈ N, 0 ≤ m ≤ n eset�n alkotj k a Pasal-h romsz�get. Foglaljuk t bl zatba az n ≤ 8-hoz tartoz¢ r�szt.
→ 4.2.2. Feladat [0℄. H ny sz¢t rra van sz�ks�g�nk az EU-ban, hogy b rmely hiva-talos nyelvr�l b rmely hivatalos nyelvre k�zvetlen�l ford¡thassunk?
→ 4.2.3. Feladat [0℄. H ny rendez�se van egy n elem� halmaznak?
→ 4.2.4. Feladat [0℄. Egy n v ltoz¢s, m �rt�k� Boole-f�ggv�nyen egy f : {↑, dto}n →
{↑, dto}m f�ggv�nyt �rt�nk. H ny ilyen f�ggv�my van?
→ 4.2.5. Feladat [1℄. H nyf�lek�ppen �ltethet�nk le n embert egy kerek asztal mell�?K�t �ltet�st megegyez�nek tekint�nk, ha forgat ssal  tvihet�k egym sba.
→ 4.2.6. Feladat [1℄. Egy postahivatalban 10 k�l�nb�z� k�peslapot  rulnak. H ny-f�lek�ppen v s rolhatunk 12 k�peslapot?



4.2. Kombinatorika 43
→ 4.2.7. Feladat [1℄. H nyf�lek�ppen helyezkedhet el 12 ember h rom szob ban, haaz els�ben 2, a m sodikban 6, a harmadikban pedig 4 f�r el?
→ 4.2.8. Feladat [5℄. Tizennyol sz zforintos osztunk sz�t �t gyerek k�z�tt. H ny-f�lek�ppen lehets�ges ez? Mi a helyzet, ha mindenki legal bb sz z forintot kap? Mi ahelyzet, ha mindenki legal bb k�tsz z forintot kap?
→ 4.2.9. Feladat [0℄. Egy esem�ny es�ly�n a bek�vetkez�st eredm�nyez� esetek sz -m nak �s az �sszes esetek sz m nak h nyados t fogjuk �rteni. Lott¢ban mennyi az 5, 4,3, 2, 1 illetve 0 tal lat es�lye?
→ 4.2.10. Feladat [0℄. Egy n elem� halmazon h ny bin�r rel i¢ van? Ezekb�l h nyreex¡v, h ny szimmetrikus �s h ny reex¡v �s szimmetrikus?
→ 4.2.11. Feladat [0℄. H nyf�lek�ppen v laszthatunk ki h rom k�l�nb�z� sz mot az
{1, 2, . . . , 100} halmazb¢l £gy, hogy az �sszeg�k p ros legyen?

◦ 4.2.12. Feladat [0℄. H ny k hossz£ in�xe van egy n hossz£ sz¢nak? Azonos, dek�l�nb�z� helyen l�v� in�xeket k�l�nb�z�nek tekint�nk.
→ 4.2.13. Feladat [5℄. Bridzsben h ny leoszt s van? Mennyi az es�lye, hogy min-denkin�l van  sz? H ny lehets�ges k�z van? Mennyi az es�lye, hogy egy adott k�zbenvan minden  sz? Mennyi az es�lye, hogy egy adott k�zben egy sz¡nb�l nyol lap van?Mennyi az es�lye, hogy egy adott k�z 4-4-4-1 eloszt s£?
→ 4.2.14. Feladat [5℄. Mennyi az es�lye hogy p¢kerben oszt s ut n a kez�nkbenroyal�s, p¢ker, full, �s, sor, drill, k�t p r, egy p r, illetve �res lap van? Mi a helyzet,ha magyar k rty val j tszunk?
→ 4.2.15. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha m,n ∈ N, m ≤ n, akkor

(
n

m

) = ( n

n−m

)
.Mutassuk meg, hogy akkor kapunk maximumot, ha m = ⌊n/2⌋ vagy m = ⌈n/2⌉.

→ 4.2.16. Feladat [8℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha z, w, v ∈ C �s k,m, n ∈ N, akkor(1) (z + 1)(z
k

) = (k + 1)(z + 1
k + 1);(2)

z

(
z − 1
k

) = (z − k)(z
k

);(3) (−z
k

) = (−1)k(z + k − 1
k

);
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z

m+ k

)(
m+ k

k

) = (z
k

)(
z − k
m

);(5) (
z

k

)+( z

k + 1) = (z + 1
k + 1);(6)

n∑

k=0(z − km

) = ( z + 1
m+ 1)+(z − n

m+ 1);(7)
n∑

k=0(z + k

k

) = (z + n+ 1
n

);(8)
n∑

k=0(−1)k(zk) = (−1)n(z − 1
n

);(9)
n∑

k=0(zk)( w

n− k

) = (z + w

n

) (�sszegz�si t�tel);(10)
n∑

k=0(z + n− k − 1
k

)(
w + k − 1
n− k

) = (z + w + n− 1
n

);(11)
n∑0≤k+m≤n

(
z

k

)(
w

m

)(
v

n− k −m

) = (z + w + v

n

)
.

→◦ 4.2.17. Feladat [3℄. Az anal¡zisben bebizony¡tj k a Stirling-formul t: ha n ∈ N+,akkor
n! = √2πnn+1/2

en
e

112n
−cn , ahol 0 ≤ cn ≤ 1180n3 .Itt

e = 2,71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 . . .�s
π = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 . . .Haszn ljuk fel a formul t n! besl�s�re cn = 0 v laszt ssal, ha n = 1, 2, . . . , 10, �s min-den esetben sz moljuk ki (k�zel¡t�leg) a relat¡v hib t, azaz a k�zel¡t�s �s a pontos �rt�k



4.2. Kombinatorika 45elt�r�s�nek �s a pontos �rt�knek a h nyados t. Megjegyezz�k, hogy nagy n eset�n a t£l-sordul s elker�l�s�re n! helyett �lszer�bb lehet annak e alap£ logaritmus t sz molni,amelyet term�szetes alap£ logaritmusnak (logaritmus naturalis) neveznek, �s ln-nel jel�l-nek. (A k�vetkez� feladat szerint ha n > 8, akkor a relat¡v hiba kisebb, mint 0,0008%.)Megjegyezz�k, hogy mivel a faktori lisok nagyok, n�ha k�nyelmesebb az e alap£, £gyne-vezett term�szetes logaritmusukkal sz molni, amelyet ln-el szok s jel�lni.
◦* 4.2.18. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy az el�z� feladatban szerepl� Stirling-formul t haszn lva n! besl�s�re cn = 0 v laszt ssal, ha n > 8, akkor a relat¡v hibakisebb, mint 0,0008%.)
◦* 4.2.19. Feladat [7℄. Meg tudjuk-e a Stirling-formula seg¡ts�g�vel pontosan hat -rozni, hogy 1000! h ny jegy�? Mi az els� n�h ny jegy? Mi az utols¢ jegy?4.2.20. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy

(2n
n

)
< 4n−1, ha n ∈ N, n > 4.

◦* 4.2.21. Feladat [4℄. Adjunk besl�st (2n
n

) �rt�k�re a Stirling-formul val.4.2.22. Feladat [5℄. H ny olyan r�szhalmaza van a H = {1, 2, . . . , n} halmaznak,amelyre teljes�l hogy ha j ∈ H , akkor j + 1 /∈ H?4.2.23. Feladat [6℄. H ny olyan r�szhalmaza van a H = {1, 2, . . . , n} halmaznak,amelyre teljes�l hogy ha j, j + 1 ∈ H , akkor j + 2 ∈ H?4.2.24. Feladat [11℄. Tervezz�nk programot, amely valamilyen sorrendben meg-adja az {1, 2, . . . , n} halmaz �sszes permut i¢j t, k-ad oszt ly£ var i¢j t, k-ad oszt ly£kombin i¢j t, k-ad oszt ly£ ism�tl�ses vari i¢j t, k-ad oszt ly£ ism�tl�ses kombin i-¢j t, illetve i1, i2, . . . , in ism�tl�d�s� ism�tl�ses permut i¢j t.4.2.25. Feladat [6℄. Ha m,n ∈ N �s m ≤ n, akkor az els�faj£ Stirling-sz mokat a
[
n

m

] = ∑0<k1<k2<...<kn−m<n

k1k2 · · · kn−mformul val, a m sodfaj£ Stirling-sz mokat pedig a
{
n

m

} = ∑1≤k1≤k2≤...≤kn−m≤m

k1k2 · · · kn−mformul val de�ni ljuk. Mutassuk meg, hogy ha m > 0, akkor
[
n+ 1
m

] = n

[
n

m

]+ [ n

m− 1] �s {
n+ 1
m

} = m

{
n

m

} = { n

m− 1}.Ezen �sszef�gg�sek alapj n foglaljuk t bl zatba [n
m

] illetve {n
m

} �rt�keit, ha 0 ≤ m ≤
n ≤ 8.



46 4. V�ges halmazok4.2.26. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy b rmely z ∈ C-re �s n ∈ N-re
n!(z

n

) = n∑

m=0(−1)n−m

[
n

m

]
zm.4.2.27. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy b rmely z ∈ C-re �s n ∈ N-re

zn = n∑

m=0m!{n
m

}(
z

m

)
.4.2.28. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy egy n elem� halmaz m elem� oszt lyo-z sainak sz ma {n

m

}.4.2.29. Feladat [7℄. Legyen X egy n elem� halmaz. Ha f az X egy permut i¢ja,egy x ∈ X elem p ly j t az x, f(x), f(f(x)), . . . elemek alkotj k. Mutassuk meg, hogya p ly k X egy oszt lyoz s t adj k. Mutassuk meg, hogy olyan permut i¢ja X-nek,amelyre a p ly k m elem� oszt lyoz st adnak, [n
m

] van.4.2.30. Tov bbi feladatok. Feladatok megold sokkal: [48℄, 1.3-4{1.3-16, 1.3-18{1.4-25, 1.4-27{1.5-36; [22℄: VIII.1.2{VIII.1.7, VIII.1.9{VIII.1.12, VIII.1.14{VIII.1.18,VIII.1.20{VIII.1.23, VIII.1.25; [38℄: 1.2.6.1{1.2.6.2, 1.2.6.4, 1.2.6.6{1.2.6.9, 1.2.6.12, 1.2.6.18,1.2.6.19{1.2.6.24, 1.2.6.31{1.2.6.32, 1.2.6.38{1.2.6.39, 1.2.6.47{1.2.6.48, 1.2.6.50{1.2.6.56,1.2.6.59, 1.2.6.61{1.2.6.63, 1.2.6.66{1.2.6.68; [51℄: I.3.25, I.3.45; [55℄: 1.§1{1.§8, 1.§16{1.§18, 1.§26{1.§27, 1.§30{1.§33, 1.§35{1.§38, 1.§42{1.§43; [72℄: IV.5.2{IV.5.4, IV.5.7,IV.5.9{IV.5.11, IV.5.13{IV.5.15, IV.5.17, IV.5.22, IV.5.24{IV.5.30, IV.5.32; [74℄: 1.24{1.26. 4.3. Polinomi lis t�tel, szita formula
→ 4.3.1. Feladat [0℄. Mi k�ze a Pasal-h romsz�gnek ahhoz, hogy 114 = 14641?
→ 4.3.2. Feladat [3℄. H ny null ra v�gz�dik a 11100 − 1 sz m?
→ 4.3.3. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha k, n ∈ N, akkor

n∑

k=0(nk)( n

n− k

) = n∑

k=0(nk)2 = (2n
n

)
.

→ 4.3.4. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha k,m, n ∈ N �s m ≤ n, akkor
n∑

k=m

(
k

m

) = (n+ 1
m+ 1).
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→◦ 4.3.5. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be a Moivre-t�telt: ha n ∈ N, ϕ ∈ R, akkorosnϕ = ⌊n/2⌋∑

k=0 (−1)k osn−2k ϕ sin2k ϕ�s sinnϕ = ⌊(n−1)/2⌋∑

k=0 (−1)k osn−2k−1 ϕ sin2k+1 ϕ.
→ 4.3.6. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy

⌊n/2⌋∑

k=0 ( n2k) = ⌊(n−1)/2⌋∑

k=0 (
n2k + 1) = 2n−1, ha n ∈ N+.

→ 4.3.7. Feladat [5℄. H nyf�lek�ppen v laszthatunk ki n t rgy k�z�l p ratlan sz m£t rgyat?4.3.8. Feladat [6℄. Legyen k, n ∈ N. Bizony¡tsuk be, hogy(1)
n∑

k=1 k(nk) = n2n−1;(2)
n∑

k=2 k(k − 1)(n
k

) = n(n− 1)2n−2;(3)
n∑

k=0(2k + 1)(n
k

) = (n+ 1)2n;(4)
n∑

k=0 1
k + 1(nk) = 1

n+ 1(2n+1 − 1);(5)
n∑

k=0 (−1)kk + 1 (nk) = 1
n+ 1;(6)

n∑

k=0 (2n)!(k!)2((n− k)!)2 = (2n
n

)2
.4.3.9. Feladat [7℄. Figyelembe v�ve, hogy

k4 = 24(k4)+ 36(k3)+ 14(k2)+(k1),sz moljuk ki a ∑n
k=0 k4 �sszeget.
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→ 4.3.10. Feladat [3℄. Az a �s b bet�kb�l h ny olyan n tag£ sorozat k�sz¡thet�,amelyben legfeljebb m sz m£ a szerepel? (Nins j¢ z rt formula az �sszegre: l sd [38℄,1.2.6.)4.3.11. Feladat [3℄. Egy m elem� v�ges  b�� bet�ib�l h ny olyan n hossz£s g£sz¢ k�sz¡thet�, amelyben(1) egy r�gz¡`tett bet� legal bb k�tszer el�fordul;(2) egy r�gz¡`tett bet� legal bb h romszor el�fordul;(3) k�t r�gz¡`tett bet� legal bb egyszer el�fordul.
→ 4.3.12. Feladat [2℄. Egy t rsasutaz s r�sztvev�i mindannyian besz�lnek angolul,n�met�l vagy frani ul. Hatan tudnak n�met�l, ugyanennyien angolul, heten frani ul.n�gyen besz�lnek angolul �s n�met�l, h rman n�met�l �s frani ul, ketten frani ul �sangolul. Egyvalaki mindh rom nyelven besz�l. H ny r�sztvev�je van a t rsasutaz snak?H nyan besz�lnek sak angolul, illetve sak frani ul?
→ 4.3.13. Feladat [6℄. �rjuk fel a 120-n l nem nagyobb pr¡mek sz m t az ⌊ ⌋ f�ggv�nyseg¡ts�g�vel.
→ 4.3.14. Feladat [3℄. A logikai szita formul n l haszn lt jel�l�sekkel, mutassuk meg,hogy ha X = ∪k

i=1Xi, akkor S = S1 − S2 + · · ·+ (−1)k−1Sk.4.3.15. Feladat [7℄. Egy n h zasp rb¢l  ll¢ t rsas g t nol. H ny olyan eset van,amikor senki sem t nol a saj t feles�g�vel?4.3.16. Feladat [7℄. A szita-formul val hat rozzuk meg, hogy h ny sz�rjekt¡v le-k�pez�se van egy n elem� halmaznak egy k elem� halmazra. Mi k�ze ennek a Stirling-sz mokhoz?4.3.17. Feladat [7℄. H nyf�lek�ppen �ltethet� le n h zasp r egy kerek asztal k�r�£gy, hogy n�k ne ker�ljenek egym s mell�, hogy h zasp rok ne ker�ljenek egym s mell�,illetve hogy mindk�t felt�tel teljes�lj�n?4.3.18. Feladat [9℄. Legyen Xi, i = 1, 2, . . . , n egy halmazsal d. Ha
H ⊂ {1, 2, . . . , n},legyen PH = ∪i∈HXi �s QH = ∩i∈HXi. Jel�lje Fk az {1, 2, , . . . , n} halmaz �sszes kelem� r�szhalmazainak rendszer�t. Mutassuk meg, hogy

∪H∈Fk
QH ⊃ ∩H∈Fk

PH , ha 2k ≤ n+ 1�s
∪H∈Fk

QH ⊂ ∩H∈Fk
PH , ha 2k ≥ n+ 1.4.3.19. Tov bbi feladatok. [48℄: 4.6-37{4.6-39, 4.6-42, 4.8-44{4.8-47; az el�z�feladatok megold sokkal: [49℄, 1.6-37{1.6-39, 1.6-42, 1.8-44{1.8-47; [55℄: 2.§1{2.§4; [22℄:VIII.2.1{VIII.2.7; [3℄: I.13{I.16; [72℄: IV.5.8, IV.5.18{IV.5.21; [74℄: 1.21, 1.23.



5. V�GTELEN HALMAZOK
5.1. Kiv laszt si axi¢ma5.1.1. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy a kiv laszt si axi¢ma ekvivalens azzal,hogy nem �res p ronk�nt diszjunkt halmazok b rmely sal dj hoz l�tezik kiv laszt sif�ggv�ny.5.1.2. Feladat [5℄.Mutassuk meg, hogy a kiv laszt si axi¢ma ekvivalens a Zermelo-axi¢m val, mely szerint nem �res p ronk�nt diszjunkt halmazok b rmely rendszer�hezvan olyan halmaz, amely a halmazrendszer minden halmaz val pontosan egy k�z�s elemettartalmaz.5.1.3. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy a kiv laszt si axi¢ma ekvivalens azzal,hogy minden f : X → Y sz�rjekt¡v lek�pez�snek van olyan megszor¡t sa, amely bijekt¡v.

→ 5.1.4. Feladat [1℄. Mutassuk meg, hogy ha C ⊂ A �s B ⊂ D, de C∪D ∼ C, akkor
A ∪B ∼ A.5.1.5. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy ha Ai, i ∈ I tetsz�leges halmazsal d, ak-kor l�tezik olyan, p ronk�nt diszjunkt halmazokb¢l  ll¢ Bi, i ∈ I halmazsal d, amelyre
∪i∈IAi = ∪i∈IBi.5.1.6. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy ha l�tezik A-t B-re k�pez� f�ggv�ny, akkor
B - A.5.1.7. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy ha l�tezik A-t B-re k�pez� f�ggv�ny �sl�tezik B-t A-ra k�pez� f�ggv�ny, akkor A ∼ B.5.1.8. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy tetsz�leges A, B, C halmazokra(1) ha A - B, akkor A× C - B × C;(2) ha A - B, akkor AC - BC ;(3) ha A - B, akkor CA - CB .5.1.9. Feladat [8℄. Legyen A egy n�gyzet, B pedig egy k�rlap. Mutassuk meg,hogy l�teznek olyan A = A1∪A2 �s B = B1∪B2 diszjunkt felbont sok, hogy A1 hasonl¢
B1-hez �s A2 hasonl¢ B2-h�z.



50 5. V�gtelen halmazok* 5.1.10. Feladat [8℄. Mutassuk meg, hogy R egy korl tos r�szhalmaza nem lehetegybev g¢ egy val¢di r�szhalmaz val.* 5.1.11. Feladat [8℄. Mutassuk meg, hogy egy H ⊂ R halmazhoz legfeljebb egyolyan x ∈ H l�tezik, amelyre H egybev g¢ H \ {x}-el.* 5.1.12. Feladat [12℄. Adjunk meg C-ben olyan korl tos halmazt, amely egybev g¢egy val¢di r�szhalmaz val.* 5.1.13. Feladat [12℄. Mutassuk meg, hogy ha C egy korl tos r�szhalmaza egybe-v g¢ egy val¢di r�szhalmaz val, akkor az egybev g¢s g forgat s.5.1.14. Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy minden r�szben rendez�s kiterjeszthet�rendez�ss�.
◦ 5.1.15. Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy A az F test feletti X vektort�r egyline risan f�ggetlen r�szhalmaza, S pedig a vektort�r egy olyan r�szhalmaza, hogy Xminden eleme el� ll S-beli elemek v�ges line ris kombin i¢jak�nt, �s A ⊂ S, akkor a vek-tort�rnek l�tezik olyan B maxim lis line risan f�ggetlen r�szhalmaza (b zisa), amelyre

A ⊂ B ⊂ S; spei lisan minden vektort�rnek l�tezik b zisa. Mutassuk meg, hogy egyadott b zis eset�n a vektort�r minden eleme egy�rtelm�en  ll¡that¢ el� a b ziselemekline ris kombin i¢jak�nt.
◦ 5.1.16. Feladat [10℄. Az el�z� feladat folytat sak�nt, mutassuk meg, hogy az Xt�r b rmely k�t b zisa, mint halmaz, ekvivalens.5.1.17. Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy minden X rendezett halmaznak vanolyan j¢lrendezett W r�szhalmaza, hogy minden x ∈ X-hez van olyan y ∈ W , hogy

x ≤ y,5.1.18. Tov bbi feladatok. [31℄: 10.1{10.7; [74℄: 1.18, 2.2, 2.5{2.9, 2.11{2.14, 16,8.1{8.20. 5.2. Megsz ml lhat¢ halmazok
→ 5.2.1. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy az eg�sz sz mokb¢l k�pezhet� v�ges so-rozatok halmaza megsz ml lhat¢.
→ 5.2.2. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy a v�ges hossz£s g£ magyar nyelv� sz�ve-gek halmaza megsz ml lhat¢.
→ 5.2.3. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy a matematikai t�telek halmaza megsz m-l lhat¢.5.2.4. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be, hogy R nem �res ny¡lt intervallumainak b r-mely p ronk�nt diszjunkt rendszere megsz ml lhat¢.5.2.5. Feladat [7℄. Bizony¡tsuk be, hogy a s¡kbeli nem �res ny¡lt k�rlapok b rmelyp ronk�nt diszjunkt rendszere megsz ml lhat¢.
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◦ 5.2.6. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy az algebrai sz mok halmaza, azaz azon

z ∈ C komplex sz mok halmaza, amelyekhez van olyan eg�sz egy�tthat¢s nem azonosannulla polinom, amelynek z gy�ke, megsz ml lhat¢.5.2.7. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be, hogy egy halmaz pontosan akkor v�ges, har�szhalmazai b rmely nem �res rendszer�ben van maxim lis elem.* 5.2.8. Feladat [8℄. Legyen X ⊂ R megsz ml lhat¢ halmaz a k�vetkez� tulajdon-s ggal: ha x, y ∈ X , x < y, akkor l�teznek olyan u, v, w ∈ X , hogy u < x < v < y < w.Bizony¡tsuk be, hogy X �s Q rendez�se hasonl¢.
◦* 5.2.9. Feladat [11℄. A s¡kon m szik egy hangya, minden eg�sz m sodperben egyr spontban van, a k�vetkez� m sodperben pedig egy szomsz�dos r spontban; ir nytnem v ltoztat. A s¡kon ugr l egy vak bolha, minden eg�sz m sodperben egy r spontb¢l tugrik egy tetsz�leges m sik r spontba. Nem tudja, a hangya honnan indult �s merretart. Adjunk sz m ra strat�gi t, amellyel el�bb-ut¢bb letapossa a hangy t. Mi a helyzet,ha a hangy t egy v�ges automata vez�rli, �s minden m sodperben az az  ltal megadottszomsz�dos r spontba m szik tov bb, a bolh t pedig egy Turing-g�p?
◦* 5.2.10. Feladat [13℄. Bizony¡tsuk be, hogy a s¡kon elhelyezett, p ronk�nt diszjunktT bet�k halmaza megsz ml lhat¢.5.2.11. Tov bbi feladatok. [51℄: I.4.1{I.4.23; [74℄: 3.14, 3.16{3.18, 3.24{3.29,3.32, 3.46. 5.3. Nem megsz ml lhat¢ halmazok
→ 5.3.1. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy minden f�legyenes kontinuum sz moss g£.
→ 5.3.2. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy egy k�r ker�lete kontinuum sz moss g£.
→ 5.3.3. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha A �s B kontinuum sz moss g£ halma-zok, akkor A ∪B is kontinuum sz moss g£.
→ 5.3.4. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha C egy r�szhalmaza tartalmaz egypozit¡v hossz£s g£ szakaszt, akkor kontinuum sz moss g£.5.3.5. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be, hogy N×R, NN, RN �s N �sszes permut i¢inakhalmaza kontinuum sz moss g£.5.3.6. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be, hogy megsz ml lhat¢ sok legal bb k�telem�megsz ml lhat¢ halmaz Desartes-szorzata kontinuum sz moss g£.5.3.7. Feladat [7℄. Bizony¡tsuk be, hogy ℘(R) ∼ NR ∼ RR.5.3.8. Feladat [10℄. Adjunk meg olyan f�ggv�ny, amely ℄0, 1℄-et k�ls�n�sen egy�r-telm�en r k�pezi a pozit¡v term�szetes sz mokb¢l  ll¢ sorozatok halmaz ra.
→ 5.3.9. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy az irraion lis val¢s sz mok halmaza kon-tinuum sz moss g£.
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→◦ 5.3.10. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy a nem algebrai val¢s sz mok halmazakontinuum sz moss g£.

◦ 5.3.11. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy R v�ges r�szhalmazainak halmaza kon-tinuum sz moss g£.
◦ 5.3.12. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy R felbonthat¢ kontinuum sok kontinuumsz moss g£ halmazra.
◦ 5.3.13. Feladat [8℄. Bizony¡tsuk be, hogy RR folyonos f�ggv�nyeinek halmaza kon-tinuum sz moss g£.
◦ 5.3.14. Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy van olyan f : R2 → R f�ggv�ny, hogyminden egyv ltoz¢s p : R→ R polinomf�ggv�nyhez van olyan y ∈ R, hogy p(x) = f(x, y)minden x ∈ R-re. V laszthat¢-e f polinomf�ggv�nynek?
◦ 5.3.15. Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy van olyan f : R2 → R f�ggv�ny, hogyminden egyv ltoz¢s g : R → R folytonos f�ggv�nyhez van olyan y ∈ R, hogy g(x) =

f(x, y) minden x ∈ R-re. V laszthat¢-e f folytonos f�ggv�nynek?
◦ 5.3.16. Feladat [8℄. Bizony¡tsuk be, hogy RR monoton f�ggv�nyeinek halmazakontinuum sz moss g£.

◦* 5.3.17. Feladat [13℄. Ǒll¡tsuk el� R3-at p ronkent diszjunkt, pozit¡v sugar£ k�r-vonalak egyes¡t�sek�nt. Lehetnek-e a k�rvonalak egyenl� sugar£ak?5.3.18. Feladat [11℄. Mutassuk meg, hogy ha A v�gtelen halmaz, akkor A ×
{0, 1} ∼ A.5.3.19. Feladat [5℄. Az el�z� feladatot felhaszn lva, mutassuk meg, hogy ha Av�gtelen halmaz �s B - A, akkor A ∪B ∼ A.5.3.20. Feladat [11℄.Mutassuk meg, hogy ha A v�gtelen halmaz, akkorA×A ∼ A.5.3.21. Feladat [5℄. Az el�z� feladatot felhaszn lva, mutassuk meg, hogy ha Av�gtelen halmaz �s ∅ 6= B - A, akkor A×B ∼ A.5.3.22. Feladat [7℄. Legyen A ⊂ R legal bb k�telem�. Mutassuk meg, hogy AN ∼
R �s AR ∼ ℘(R).5.3.23. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy b rmely A v�gtelen halmaz v�ges r�sz-halmazainak rendszere hasonl¢ A-hoz.5.3.24. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy b rmely A ⊂ R v�gtelen halmaz meg-sz ml lhat¢ r�szhalmazainak rendszere hasonl¢ R-hez.5.3.25. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy ha egy halmaz az R �s az R−1 rel i¢valis j¢lrendezett, akkor v�ges.5.3.26. Feladat [12℄. Bizony¡tsuk be a K�nig-egyenl�tlens�get: Ha I nem �resindexhalmaz, �s Ai ≺ Bi minden i ∈ I-re, akkor ∪i∈IAi ≺

∏
i∈I Bi.



5.3. Nem megsz ml lhat¢ halmazok 535.3.27. Feladat [7℄. Legyen A olyan v�gtelen rendezett halmaz, amely egyetlenv�gtelen r�szhalmaz nak sins legnagyobb eleme. Mutassuk meg, A hasonl¢an rendezett
N-hez.5.3.28. Feladat [7℄. Legyen A olyan v�gtelen halmaz. Mutassuk meg, hogy A-nak van olyan j¢lrendez�se, amelyre nins legnagyobb elem, �s olyan is, amelyre vanlegnagyobb elem.5.3.29. Feladat [9℄. Legyen X legal bb k�telem�.(1) Mutassuk meg, hogy X-nek van olyan p permut i¢ja, amelyre p(x) 6= x minden

x ∈ X-re.(2) Mikor van olyan p permut i¢ja X-nek, amelyre p ◦ p = IX?(3) Mutassuk meg, hogy van X-nek van olyan p permut i¢ja, amelyre p◦p◦p◦p◦p◦p =
IX .5.3.30. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy ha X v�gtelen halmaz, akkor X permu-t ioinak halmaza ekvivalens wp(X)-el.

◦ 5.3.31. Feladat [13℄. Mutassuk meg, hogy egy vektort�r b rmely k�t b zisa ekvi-valens, mint halmaz.
◦ 5.3.32. Feladat [7℄. LegyenX vektort�r az F test felett, B pedig egy b zisaX-nek.Mutassuk meg, hogy ha B v�gtelen, akkor X ekvivalens F �s B k�z�l a nagyobbikkal.
◦ 5.3.33. Feladat [5℄. LegyenB b zisa R-nek, mint Q feletti vektort�rnek. Mutassukmeg, hogy B kontinuum sz moss g£.5.3.34. Feladat [9℄. Legyen X legal bb k�telem�.(1) Mutassuk meg, hogy X-nek van olyan p permut i¢ja, amelyre p(x) 6= x minden
x ∈ X-re.(2) Mikor van olyan p permut i¢ja X-nek, amelyre p ◦ p = IX?(3) Mutassuk meg, hogy van X-nek van olyan p permut i¢ja, amelyre p◦p◦p◦p◦p◦p =
IX .* 5.3.35. Feladat [4℄. A ZF axi¢marendszerhez hozz  szok s venni a regularit siaxi¢m t: minden nem �res halmaznak van t�le diszjunkt eleme. Ennek az axi¢m nak aseg¡ts�g�vel bizony¡tsuk be:(1) nins olyan x halmaz, amelyre x ∈ x;(2) b rmely x, y halmazokra x /∈ y vagy y /∈ x.5.3.36. Tov bbi feladatok. [31℄: 8.26{8.28, 14.31; [51℄: I.4.24{I.4.46; [74℄: 3.37,3.38, 3.43, 3.47, 3.48, 3.52, 3.53.



6. SZǑMELM�LET
6.1. Oszthat¢s g

→ 6.1.1. Feladat [0℄. J tszunk oszt¢ j t�kot! Egy megadott n > 1 term�szetes sz m-nak k�t j t�kos felv ltva nevezi meg az oszt¢it. M r megnevezett oszt¢t vagy annakt�bbsz�r�s�t nem lehet megnevezni. Az vesz¡t, aki az 1-et mondja.* 6.1.2. Feladat [10℄. Bizony¡tsuk be, hogy az oszt¢ j t�kban minden l�p�sben va-lamelyik j t�kosnak van nyer� strat�gi ja. Mutassuk meg, hogy az els� l�p�sben az els�j t�kosnak van nyer� strat�gi ja.6.1.3. Feladat [0℄. N�ha sz�ks�g�nk van arra, hogy egy tizes sz mrendszerben fel-¡rt hosszabb sz mr¢l meg llap¡tsuk, hogy oszthat¢-e valamely r�videbb sz mmal, amelyrelat¡v pr¡m 10-hez, p�ld ul 31-gyel. A sz mb¢l levonva (vagy hozz adva) 31 valamelyt�bbsz�r�s�t, olyan sz mot kaphatunk, amelynek utols¢ jegye 0. Ezxt elhagyhatjuk, ¡gya sz m r�videbb lesz. Ǒllap¡tsuk meg ezzel a m¢dszerrel, hogy igaz-e, hogy(1) 31|23754;(2) 19|20513;(3) 7|8638.
→ 6.1.4. Feladat [2℄. Mutassuk meg, hogy b rmely 3-n l nagyobb p ratlan pr¡m k�tszomsz�dj nak a szorzata oszthat¢ 24-el.6.1.5. Feladat [2℄. Bizony¡tsuk be, hogy �t egym s melletti term�szetes sz m szor-zata mindig oszthat¢ 120-szal.6.1.6. Feladat [2℄.Mutassuk meg, hogy ha �t egym s melletti term�szetes sz mb¢la k�z�ps� n�ggyel nem oszthat¢ p ros sz m, akkor a szorzatuk oszthat¢ 960-al.
→ 6.1.7. Feladat [2℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha a t¡zes sz mrendszerben  br zolt b r-melyik h romjegy� term�szetes sz mot k�tszer egym s mell� ¡rjuk, akkor a kapott hat-jegy� sz m oszthat¢ 7-el, 11-el �s 13-mal.6.1.8. Feladat [5℄. Igazoljuk, hogy az n > 1 p ratlan sz m akkor �s sak akkorpr¡m, ha nem  ll¡that¢ el� h rom vagy h romn l t�bb egym st ko'vet� pozit¡v eg�sz�sszegek�nt.



6.1. Oszthat¢s g 556.1.9. Feladat [5℄. Igazoljuk, hogy az n > 1 term�szetes sz m akkor �s sak akkorpr¡m, ha az (
n

k

)binomi lis egy�tthat¢k az els� �s az utols¢ kiv�tel�vel mind oszthat¢k n-el.6.1.10. Feladat [5℄. Adjuk meg mindazokat az n term�szetes sz mokat, amelyekre
n2 + 1 oszthat¢ n+ 1-el.6.1.11. Feladat [5℄. Adjuk meg mindazokat az n eg�sz sz mokat, amelyekre n3−3oszthat¢ n− 3-mal.6.1.12. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy az 5n, n ∈ N+ sz mok utols¢ n�gysz mjegy�b�l k�pzett sorozat tagjai szakaszosan ism�tl�dnek, adjuk meg a szakaszt, �s llap¡tsuk meg, hogy honnan kezd�dik az ism�tl�d�s.6.1.13. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy b rmely s ∈ N+-hoz �s el�re megadott
s jegy� tizes sz mrendszerbeli sz mhoz van olyan n�gyzetsz m, amelynek els� s jegye azel�re megadott sz m.6.1.14. Feladat [4℄. Adjuk meg mindazokat az n term�szetes sz mokat, amelyekre(n− 1)! + 1 = n2.6.1.15. Feladat [7℄. Bizony¡tsuk be, hogy 13|270 + 370.
→ 6.1.16. Feladat [6℄. �rjunk szita-programot, hat rozzuk meg az x-n�l nem nagyobbpr¡mek sz m t, ha x = 10n, n = 1, 2, . . . ameddig tudjuk, �s vess�k �ssze x/ ln(x)�rt�k�vel.6.1.17. Feladat [12℄. �rjunk olyan programot pr¢baoszt sra, amely minden 264-n�l kisebb pozit¡v term�szetes sz mra m�k�dik. A 2-vel �s 3-mal val¢ pr¢baoszt s ut nv lasszuk a pr¢baoszt¢k sorozat t a d0 = 5, dk = dk−1+3+(−1)k, ha k > 0 sorozatnak.M�rj�k a fut sid�t.
→ 6.1.18. Feladat [5℄. Oszthat¢-e 1599-el (34001700)?
→ 6.1.19. Feladat [2℄. Mutassuk meg, hogy minden 4k− 1 (k ∈ N+) alak£ sz mnakvan ugyanilyen alak£ oszt¢ja.
→ 6.1.20. Feladat [4℄. Mutassuk meg, hogy v�gtelen sok 4k − 1 (k ∈ N+) alak£pr¡msz m van.6.1.21. Feladat [4℄. Mutassuk meg, hogy v�gtelen sok 6k − 1 (k ∈ N+) alak£pr¡msz m van.6.1.22. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy az Mn = 2n − 1, n ∈ N+ £gyneve-zett Mersenne-sz mokra lnko(Mm,Mn) = Mlnko(m,n). Keress�nk k�z�tt�k pr¡meket �s�sszetetteket.6.1.23. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy az Fn = 22n + 1, n ∈ N £gynevezettFermat-sz mok p ronk�nt relat¡v pr¡mek. Keress�k meg az els� olyat, amely nem pr¡m.



56 6. Sz melm�let6.1.24. Feladat [4℄. Mutassuk meg, hogy ha n > 1, akkor az Fn = 22n +1 Fermat-sz m nem  ll¡that¢ el� k�t pr¡msz m �sszegek�nt.6.1.25. Feladat [4℄. Mutassuk meg, hogy ha n > 1, akkor az Fn = 22n +1 Fermat-sz m utols¢ tizedesjegye 7.6.1.26. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy ha egy Fermat-sz m pr¡mhatv ny, akkora kitev� 1.6.1.27. Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy a 22n+3, n ∈ N sz mok k�z�tt v�gtelensok �sszetett van.6.1.28. Feladat [7℄. Hat rozzuk meg azokat a 1012-n�l kisebb pr¡meket, amelyek
nn + 1 alak£ak, ahol n ∈ N.6.1.29. Feladat [8℄. Mutassuk meg, hogy 2j + 1 �sszetett, ha j > 1 �s j nemkett�hatv ny.
→ 6.1.30. Feladat [4℄. Alkalmazzuk a b�v¡tett euklid�szi algoritmust az al bbi sz m-p rokra:(1) 368, 161;(2) 12661, 1279;(3) 367651, 36802.6.1.31. Feladat: Lam� t�tele [9℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha a > b ≥ 0 bemenettelaz euklid�szi algoritmus n oszt st v�gez, akkor a ≥ Fn+1 �s b ≥ Fn, ahol az Fn sz moka Fibonai-sz mok.6.1.32. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy a = Fn+1 �s b = Fn bemenettel, ahol az
Fn sz mok a Fibonai-sz mok, az euklid�szi algoritmus n oszt st v�gez.6.1.33. Feladat: bin ris lnko [8℄. Az lnko(a, b) = lnko(|a|, |b|), lnko(2a, 2b) =lnko(a, b), lnko(a, b) = lnko(a − b, b), ha a, b ∈ Z tov bb  az lnko(2a, b) = lnko(a, b),ha a, b ∈ Z �s b p ratlan �szrev�telek felhaszn lva adjunk bin ris sz m¡t¢g�pre alkalmashat�kony algoritmust a legnagyobb k�z�s oszt¢ kisz m¡t s ra.6.1.34. Feladat [8℄. Mutassuk meg, hogy a

Hn = 1 + 12 + 13 + · · ·+ 1
n£gynevezett harmonikus sz mok n > 1 eset�n nem eg�szek.6.1.35. Feladat [8℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha n, k ∈ N+, akkor a ∑n+k

j=n 1/j �sszegsohasem eg�sz.6.1.36. Feladat [7℄. Bizony¡tsuk be, hogy az (nk), 0 < k < n binomi lis egy�tthat¢klegnagyobb k�z�s oszt¢ja p, ha n a p pr¡msz m hatv nya, minden m s n > 1-re pedig 1.6.1.37. Feladat [7℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha n, k ∈ N+ �s n, k relat¡v pr¡mek,akkor n oszt¢ja az (nk) binomi lis egy�tthat¢nak.



6.2. Kongrueni k 576.1.38. Feladat [7℄. Bizony¡tsuk be, hogy b rmely t¡z egym s ut ni pozit¡v term�-szetes sz m k�z�tt van olyan, amelyik relat¡v pr¡m a t�bbi kilen szorzat hoz. Keress�kmeg a legkisebb olyan n-et, amelyre ez nem igaz t¡z helyett n sz mra.
→ 6.1.39. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy egy integrit si tartom nyban a|b pon-tosan akkor teljes�l, ha a-nak �s b-nek l�tezik d legnagyobb k�z�s oszt¢ja �s d az aasszoi ltja.
→ 6.1.40. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy egy integrit si tartom nyban ha az a �s
b elemeknek l�tezik d legnagyobb k�z�s oszt¢ja �s a = da′, b = db′, akkor a′ �s b′ relat¡vpr¡mek.
→ 6.1.41. Feladat [6℄. Hat rozzuk meg R = {a/b : a, b ∈ Z, 2 ∤ b}-ben az egys�geket�s az irreduibilis elemeket.
→ 6.1.42. Feladat [6℄. Adjunk meg R = {a + b

√5 : a, b ∈ Z}-ben 1-t�l �s −1-t�lk�l�nb�z� egys�geket.6.1.43. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha egy integrit si tartom ny b rmely k�telem�nek van legnagyobb k�z�s oszt¢ja, akkor benne minden irreduibilis elem pr¡melem.6.1.44. Tov bbi feladatok. [48℄: 5.1-4{5.1-9, 5.3-4{5.3-5, 5.4-1{5.4-6; [46℄: (meg-old sokkal az el�z� feladatok �s m�g) 3.1-1{3.1-2, 3.1-4, 3.1-6{3.1-27, 3.3-1{3.3-8, 3.4-1{3.4-14; [22℄: VIII.1.8; [38℄: 1.2.5.11{12, 1.2.5.14, 1.2.6.11; [59℄: 1.2.1{1.2.36, 1.3.1{1.3.48,2.6.1{2.6.3, 4.1.1, 4.1.2, 4.1.5, 4.1.9, 4.1.11{4.1.14, 4.1.17, 4.1.19, 4.1.21, 4.1.25{4.1.27;[70℄: 3{5, 7{116, 159{168, 173{175, 199{200.6.2. Kongrueni k
→ 6.2.1. Feladat [1℄. Ǒllap¡tsuk meg, milyen marad�kot adnak a term�szetes sz mokn�gyzetei 3-mal, 5-tel illetve 7-tel osztva.
→ 6.2.2. Feladat [2℄. Sz moljuk ki Z17-ben: ~5−1, ~9·1̃1, (1̃5+1̃0)(~3+~5)−1, ~1·~2·~3 · · · 1̃6.6.2.3. Feladat [5℄. Legyen n ∈ N+. Legal bb h ny elemet tartalmaz egy olyanmarad�krendszer modulo n, amely nem �res r�szhalmazainak �sszegek�nt minden mara-d�koszt lyt megkapunk.
→ 6.2.4. Feladat [5℄. Oldjuk meg az al bbi kongrueni kat:(1) 3x ≡ 5 (mod 7);(2) 14x ≡ 84 (mod 21);(3) 104x ≡ 74 (mod 60);(4) 26x ≡ 16 (mod 34);(5) 30x ≡ 48 (mod 58);(6) 40x ≡ 28 (mod 62);(7) 202x ≡ 157 (mod 203);(8) 309x ≡ 451 (mod 617).



58 6. Sz melm�let
→ 6.2.5. Feladat [5℄. Oldjuk meg az al bbi egyenleteket az eg�sz sz mok k�r�ben:(1) 47x+ 72y = 4;(2) 21x+ 56y = 72;(3) 117x− 63y = 36;(4) 182524x+ 4567y = 1092;(5) 18x+ 28y = 10;(6) 17x+ 11y = 22.6.2.6. Feladat [5℄. Egy n eg�sz sz mra n100 mod 73 = 57 �s n101 mod 73 = 11.Mennyi n mod 73?
→ 6.2.7. Feladat [7℄. Oldjuk meg az al bbi kongruenia-rendszereket:(1) 3x ≡ 2 (mod 4), 2x ≡ 3 (mod 5);(2) 5x ≡ 3 (mod 7), 4x ≡ 5 (mod 10);(3) 5x ≡ 1 (mod 6), 7x ≡ 9 (mod 10);(4) 3x ≡ 1 (mod 4), 5x ≡ 2 (mod 7), 7x ≡ 8 (mod 9);(5) 3x ≡ 1 (mod 4), 2x ≡ 3 (mod 5), 5x ≡ 2 (mod 7), 7x ≡ 8 (mod 9);(6) 5x ≡ 6 (mod 7), 7x ≡ 8 (mod 9), 9x ≡ 10 (mod 11), 11x ≡ 12 (mod 13);(7) 3x ≡ 12 (mod 5), 10x ≡ −2 (mod 14), 5x ≡ 5 (mod 15), 6x ≡ 6 (mod 22).6.2.8. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy minden term�szetes sz mokb¢l  ll¢ m,nsz mp rhoz van olyan ax + by = c line ris egyenlet (ahol a, b, c ∈ Z), amelynek sak
x = m, y = n a term�szetes sz mok k�r�ben az egyetlen megold sa.6.2.9. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy minden n term�szetes sz mhoz van olyan
ax + by = c line ris egyenlet (ahol a, b, c ∈ Z), amelynek pontosan n megold sa van aterm�szetes sz mok k�r�ben.6.2.10. Feladat [7℄. Eg�sz egy�tthat¢s line ris egyenletekb�l  ll¢ diophantikusegyenletrendszer megold s ra, azaz az egyenletremdszer eg�sz megold sainak megkere-s�s�re haszn lhat¢ az al bbi algoritmus:(1) Ha valamelyik egyenletben nins ismeretlen, azaz az egyik oldal nulla, akkor ha am sik oldal is nulla, az egyenletet t�r�lhetj�k, egy�bk�nt nins megold s.(2) Ha valamelyik egyenletben egy ismeretlen van, azt megoldhatjuk. Ha a megold seg�sz, visszahelyettes¡tj�k a t�bbibe, egy�bk�nt nins megold s.(3) Ha valamelyik egyenletben valamelyik ismeretlen egy�tthat¢ja ±1, fejezz�k ki azegyenletb�l, �s helyettes¡ts�k be a t�bbibe. Minden ilyen l�p�ssel az egyenletek �saz ismeretlenek sz ma legal bb eggyel s�kken. Ha elfogytak az egyenletek (egy semmaradt), a marad�k v ltoz¢k �szabad v ltoz¢k": ezeknek tetsz�leges eg�sz �rt�ketadva, megkapjuk a megold sokat.



6.2. Kongrueni k 59(4) Ha az el�z� lep�sekkel nem tudunk m r v ltoz¢kat illetve egyenleteket kik�sz�b�lni,akkor v lasszuk ki azt az egyenletet �s azt a v ltoz¢t, amely egy�tthat¢j nak legki-sebb az abszol£t �rt�ke. Ha ez mondjuk
cx+ c1x1 + c2x2 + · · ·+ ckxk = dalak£, ahol c abszol£t �rt�ke a legkisebb, akkor vezess�nk be egy £j t v ltoz¢t a

t = x+ ⌊c1/c⌋x1 + ⌊c2/c⌋x2 + · · ·+ ⌊ck/c⌋xk£j egyenlettel. Levonva az £j egyenlet c-szeres�t az eredeti egyenletb�l, a
ct+ (c1 mod c)x1 + (c2 mod c)x2 + · · ·+ (ck mod c)xk = degyenletet kapjuk, amelyben | egyet kiv�ve | minden egy�tthat¢ kisebb abszol£t�rt�k�, mint c. A t�bbi egyenletb�l is k�sz�b�lj�k ki x-et, majd ism�telj�k a fentil�p�seket.Ennek a m¢dszernek a seg¡ts�g�vel oldjuk meg az al bbi egyenletrendszert:3x+ 3y + 8z + 10w = 1, −7x− 5z + 6w = 2.* 6.2.11. Feladat [9℄. Bizony¡tsuk be, hogy az el�z� feladatban le¡rt algoritmus he-lyes, azaz mindig megadja az �sszes megold st.6.2.12. Feladat [2℄. Hat rozzuk meg azt a legkisebb term�szetes sz mot, amelyeta 2,3,4,5,6 sz mokkal osztva a marad�k rendre 1,2,3,4,5.

→ 6.2.13. Feladat [5℄. Mennyi 42600 mod 13?
→ 6.2.14. Feladat [3℄. Melyek azok az n pozit¡v term�szetes sz mok, amelyekre
ϕ(n) = 1, illetve ϕ(n) p ratlan?
→ 6.2.15. Feladat [5℄. Igazoljuk, hogy ha n ∈ N+ p ratlan, akkor 2ϕ(n)−1 mod n =(n+ 1)/2.
→ 6.2.16. Feladat [5℄. Hogyan sz molhatjuk ki hat�konyan np−2 mod p �rt�k�t, ha
n ∈ Z �s p pr¡msz m?6.2.17. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha p pr¡msz m �s x1, x2, . . . , xn ∈ Z,akkor (x1 + x2 + · · ·+ xn)p ≡ xp1 + xp2 + · · ·+ xp

n (mod p).6.2.18. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy az n2+1, n ∈ N+ alak£ sz mok mindenpr¡moszt¢ja 4k + 1, k ∈ N alak£.6.2.19. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy v�gtelen sok 4k + 1, k ∈ N alak£ pr¡mvan.



60 6. Sz melm�let6.2.20. Feladat:  lpr¡mek [8℄. Azokat az n ∈ N �sszetett sz mokat, amelyekre
an−1 ≡ 1 (mod n) egy adott a ∈ Z alapra, a alap£  lpr¡meknek nevezz�k. Keress�nksz m¡t¢g�ppel 2 alap£  lpr¡meket.6.2.21. Feladat: Carmihel-sz mok [9℄. Azokat az n ∈ N �sszetett sz mokat,amelyek  lpr¡mek minden olyan a alapra, amely relat¡v pr¡m n-hez, Carmihel-sz moknaknevezz�k. Keress�nk sz m¡t¢g�ppel Carmihel-sz mokat. (Ismeretes, hogy v�gtelen sokvan; a legkisebb 561.)6.2.22. Feladat: pitagoraszi sz mh rmasok [10℄. Az x2 + y2 = z2 egyenleteg�sz megold sait keress�k:(1) mutassuk meg, hogy a megold sokat megkaphatjuk, ha ismerj�k a pozit¡v eg�szekb�l ll¢ megold sokat;(2) mutassuk meg, hogy ha r, s ∈ N+ �s r > s, akkor x = r2− s2, y = 2rs �s z = r2+ s2pozit¡v eg�szekb�l  ll¢ megold s;(3) mutassuk meg, hogy nem minden pozit¡v eg�szekb�l  ll¢ megold s  ll el� ilyen alak-ban, m�g azok se mind, amelyekre y p ros;(4) mutassuk meg, hogy minden pozit¡v eg�szekb�l  ll¢ megold s megkaphat¢ az £gy-nevezett primit¡v megold sokb¢l: ezek olyan pozit¡v eg�szekb�l  ll¢ megold sok,amelyekre lnko(x, y, z) = 1;(5) mutassuk meg, hogy egy primi£iv megold sra x, y �s z p ronk�nt relat¡v pr¡mek, �s

x, y k�z�l az egyik p ros, a m sik p ratlan;(6) mutassuk meg, hogy egy primi£iv megold sra, ha x p ratlan y pedig p ros, akkor(z− x)/2 �s (z+x)/2 relat¡v pr¡mek, szorzatuk (y/2)2, ¡gy mindegyik n�gyzetsz m;(7) mutassuk meg, hogy minden primi£iv megold s, amelyre x p ratlan y pedig p ros,el� ll x = r2 − s2, y = 2rs, z = r2 + s2 alakban, ahol r, s ∈ N+, r > s, �s az egyikp ros, a m sik p ratlan.6.2.23. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha n ∈ N, akkor az
x2 + y2 + 2xy − nx− ny + x+ y − n+ 1 = 0egyenletnek pontosan n megold sa van a term�szetes sz mok k�r�ben.6.2.24. Feladat [4℄. Adjuk meg 2x3+xy− 7 = 0 egyenlet �sszes eg�sz megold s t�s mutassuk meg, hogy v�gtelen sok raion lis megold sa van.6.2.25. Feladat [9℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha a k pozit¡v eg�sz sz m fel¡rhat¢

k = x2 − 2y2 alakban, ahol x, y ∈ N+, akkor ebben az alakban v�gtelen sokf�lek�ppen¡rhat¢ fel.6.2.26. Feladat [4℄. Bizony¡tsuk be, hogy egyetlen 8k+3 vagy 8k+5 alak£ eg�szsz m sem ¡rhat¢ fel k = x2 − 2y2 alakban, ahol x, y ∈ Z.



6.3. Sz melm�leti f�ggv�nyek 616.2.27. Tov bbi feladatok. [48℄: 5.5-1{5.5-4, 5.7-8, 5.7-13{5.7-14, 5.7-16, 8-1{5.8-13, 5.9-1{5.9-8; [46℄: (megold sokkal az el�z� feladatok �s m�g) 3.5-1{3.5-6, 3.7-3{3.7-9,3.7-12{3.7-15, 3.8-1{3.8-15, 3.9-1{3.9-9; [38℄: 1.2.6.10; [59℄: 2.1.1{2.1.50, 2.3.1.{2.3.16,2.4.23, 5.2.1{5.2.10, 5.3.1{5.3.10, 5.4.1; [70℄: 117{121, 123{154, 158, 178{189, 191; [73℄:VIII.3.4, VIII.3.12.6.3. Sz melm�leti f�ggv�nyek
→ 6.3.1. Feladat [2℄. Adjuk meg az �sszes, harminn l nem nagyobb n pozit¡v ter-m�szetes sz mot, amelyre ϕ(n) = τ(n).
→ 6.3.2. Feladat [6℄. Mennyi(1) 109355 mod 14;(2) 439291 mod 60;(3) 19931993192 mod 1456.
→ 6.3.3. Feladat [6℄. Hat rozzuk meg az al bbi sz mok utols¢ k�t sz mjegy�t tizessz mrendszerben:(1) 3939390 ;(2) 63493640 ;(3) 199392 ;(4) 393939 .
→ 6.3.4. Feladat [6℄. Mennyi(1) 1839 mod 91;(2) 26143 mod 73;(3) 5193 mod 84;(4) 14285203 mod 84.6.3.5. Feladat [3℄. Igazoljuk, hogy minden n ∈ N+-ra ϕ(n) + σ(n) ≥ n.6.3.6. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be a τ(n) < 2√n egyenl�tlens�get.6.3.7. Feladat [7℄. Adjuk meg az �sszes olyan n ∈ N+ sz mot, amelyre ϕ(n)|n.6.3.8. Feladat [3℄. Legyen k, n ∈ N+, legyen τk(n) az n = x1x2 · · ·xk, x1, . . . , xk ∈

N+ egyenlet megold sainak sz ma (sorrend is sz m¡t). Mutassuk meg, hogy τ1(n) = 1minden n-re �s τ2 = τ . Mutassuk meg, hogy a τk f�ggv�nyek multiplikat¡vak, �s τk+1 a
τk �sszegz�si f�ggv�nye, ha k ∈ N+.* 6.3.9. Feladat [8℄. Mutassuk meg, hogy τ2 ∗ µ = τ ∗ µ2, ahol a n�gyzetreemel�s asorozatok tagonk�nti n�gyzetreemel�se.



62 6. Sz melm�let6.3.10. Tov bbi feladatok. [48℄: 5.2-1{5.2-5, 5.6-1, 5.6-4{5.6-6, 5.7-10, 5.7-12;[46℄: (megold sokkal az el�z� feladatok �s m�g) 3.2-1{3.2-6, 3.7-10{3.7-11, 3.6-1{3.6-18; [59℄: 2.4.1{2.4.22, 4.2.1{4.2.23, 4.3.1{4.3.15, 4.4.1{4.4.10; [70℄: 196; [73℄: VIII.3.9{VIII.3.11, VIII.3.13{VIII.3.15. 6.4. L nt�rtek
→ 6.4.1. Feladat [1℄. Hat rozzuk meg 139/102, 17/3, 3/17 �s 8/1 l nt�rt k�zel¡t�-seit.
→ 6.4.2. Feladat [3℄. Alak¡tsuk  t a //2, 1, 4//, // − 3, 2, 12// �s //0, 1, 1, 100// l n-t�rteket t�rtekk�.
→ 6.4.3. Feladat [2℄. Hat rozzuk meg √2, √2 − 1, √2/2, √3 �s 1/sqrt3 l nt�rtk�zel¡t�seit.
→ 6.4.4. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy az //1, 1, . . . , 1,√2// sz mok mind irrai-on lisak.
◦ 6.4.5. Feladat [6℄. Hat rozzuk meg az al bbi v�gtelen l nt�rtek �rt�k�t:(1) //1, 1, 1, . . . //;(2) //2, 1, 1, 1, . . . //;(3) //2, 3, 1, 1, 1 . . .//;(4) //2, 2, 2, . . . //;(5) //1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .//;(6) //2, 1, 2, 1, 2, 1, . . .//;(6) //1, 3, 1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .//.
→ 6.4.6. Feladat [3℄. Legyenek a0, a1, . . . , an �s c pozit¡v val¢s sz mok. Mutassukmeg, hogy //a0, a1, . . . , an// > //a0, a1, . . . , an + c// teljes�l, ha n p ratlan, de nemteljes�l, ha n p ros.
→ 6.4.7. Feladat [6℄. Legyenek a0, a1, . . . , an �s b0, b1, . . . bn+1 pozit¡v eg�sz sz mok.Mi a felt�tele annak, hogy //a0, a1, . . . , an// > //b0, b1, . . . , bn+1// fenn lljon?6.4.8. Feladat [6℄. Keress�nk k�t olyan p/q raion lis sz mot, amely kiel�g¡ti a
|sqrt2− p/q| < 1/(√5q2) egyenl�tlens�get.6.4.9. Feladat [6℄. Keress�nk k�t olyan p/q raion lis sz mot, amely kiel�g¡ti a
|π − p/q| < 1/(√5q2) egyenl�tlens�get.6.4.10. Feladat [7℄. Bizony¡tsuk be, hogy a k�vetkez�  ll¡t s tetsz�leges c > 2konstansra hamis: tetsz�leges ξ irraion lis sz mhoz v�gtelen sok olyan p/q raion lissz m l�tezik, amelyre |ξ − p/q| < 1/qc.
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◦ 6.4.11. Feladat [7℄. Legyen c tetsz�leges konstans. Bizony¡tsuk be, hogy l�tezikolyan ξ irraion lis sz m, amelyre v�gtelen sok olyan p/q raion lis sz mra |ξ − p/q| <1/qc.6.4.12. Feladat [10℄. Bizony¡tsuk be, hogy b rmely ξ irraion lis sz m k�t egym sut ni Pn/Qn l nt�rt k�zel¡t�se k�z�l legal bb az egyik kiel�g¡ti a |ξ−Pn/Qn| < 1/(2Q2

n)egyenl�tlens�get.6.4.13. Feladat [11℄. Adjuk meg a √D sz m l nt�rtbe fejt�s�t, ha
D = ((4m2 + 1)n+m

)2 + 4mn+ 1,ahol m,n ∈ N+.
◦ 6.4.14. Feladat [6℄. Adjunk m¢dszert numerikusan adott alapra �s sz mra a sz mlogaritmusa bin ris alakja als¢ �s fels� k�zel¡t�s�nek meghat roz s ra sak n�gyzetree-mel�ssel �s oszt ssal. Hat rozzuk meg ln(2) als¢ �s fels� k�zel¡t�s�t.6.4.15. Feladat [4℄. Bizony¡tsuk be, hogy a 3!!! sz m tizes sz mrendszerben t�bb,mint 1000 jegy�, �s  llap¡tsuk meg, hogy h ny null ra v�gz�dik.
◦ 6.4.16. Feladat [4℄. Bizony¡tsuk be, hogy az F1945 = 221945 +1 Fermat-sz m t�bb,mint 10582 sz mjegyb�l  ll tizes sz mrendszerben, �s hat rozzuk meg, h ny jegy� az5 · 21947 + 1 sz m, amely az F1945 sz m legkisebb pr¡moszt¢ja.
◦ 6.4.17. Feladat [4℄. Hat rozzuk meg, hogy a jelenleg ismert legnagyobb pr¡msz m,232582657 − 1 tizes sz mrendszerben h ny jegy�.
◦ 6.4.18. Feladat [4℄. Hat rozzuk meg, hogy a jelenleg ismert legnagyobb t�k�letessz m (azaz olyan n term�szetes sz m, amelyre d(n) = 2n), a 232582657(232582657−1) sz mtizes sz mrendszerben h ny jegy�.6.4.19. Tov bbi feladatok. [48℄: 5.10-4; [46℄: (megold sokkal az el�z� feladatok�s m�g) 3.10-1{3.10-12; [59℄: 7.1.2, 7.1.4, 7.4.2{7.4.6, 7.5.1{7.5.6, 7.7.1, 7.8.1{7.8.4.



7. GRǑFELM�LET
7.1. Ir ny¡tatlan gr fok

→ 7.1.1. Feladat [5℄. Hat rozzuk meg �t s£sig az �sszes p ronk�nt nem izomorfegyszer� gr fot. h ny �sszef�gg�, illetve regul ris van k�zt�k?
→ 7.1.2. Feladat [4℄. H ny olyan, p ronk�nt nem izomorf gr f van, amelyben(1) k�t-k�t m sod-, harmad- �s negyedfok£ s£s van, m s foksz m nem fordul el�;(2) h rom-h rom m sod-, harmad- �s negyedfok£ s£s van, m s foksz m nem fordulel�.
→ 7.1.3. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy tetsz�leges, legal bb k�t s£sot tartal-maz¢ gr fban van k�t egyenl� fok£ s£s.
→ 7.1.4. Feladat [0℄. Mutassuk meg, hogy egy v�ges (ϕ,E, V ′, V ′′) p ros gr fra∑

v∈V ′ d(v) =∑v∈V ′′ d(v) = ♮(E).
→ 7.1.5. Feladat [4℄. Mely Cn gr fok r�szgr fjai a Petersen-gr fnak?7.1.6. Feladat [5℄. Adott E �s V v�ges halmazokra h ny (ϕ,E, V ) egyszer� gr fvan?7.1.7. Feladat [5℄. Adott E �s V v�ges halmazokra h ny (ϕ,E, V ) gr f van?7.1.8. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy ha a k0, k1, . . . , kn term�szetes sz mok�sszege 2m, m ∈ N, akkor van olyan m �l� gr f, amelyben pontosan ki darab i-ed fok£s£s van, i = 0, 1, . . . , n.
→ 7.1.9. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy tetsz�leges p ratlan hossz£s g£ z rt s�tatartalmaz k�rt. Igaz-e ez p ros hossz£s g£ra?
→ 7.1.10. Feladat [0℄. Ha egy �sszef�gg� gr fb¢l elhagyunk egy d fok£ s£sot, leg-feljebb h ny komponensre esik sz�t?
→ 7.1.11. Feladat [2℄. Igazoljuk, hogy egy v�ges gr fban a komponensek sz m nak�s az �lek sz m nak �sszege nem kisebb, mint a s£sok sz ma.7.1.12. Feladat [7℄. H ny paraÆn van 8 sz�natommal?



7.1. Ir ny¡tatlan gr fok 657.1.13. Feladat [5℄. Igazoljuk, hogy ha az n s£s£ egyszer� gr fban a minim lisfoksz m nem kisebb, mint (n − 1)/2, akkor �sszef�gg�. �rhatjuk-e (n − 1)/2 helyett azals¢ eg�sz r�sz�t?
→ 7.1.14. Feladat [0℄. Adott n pont. Ketten felv ltva h£znak be �leket. Az vesz¡t,aki olyan �lt rajzol be, amely ut n lesz k�r. Kinek van nyer� strat�gi ja?
→ 7.1.15. Feladat [0℄. Van-e olyan egyszer� gr f, amelyben van z rt Euler-vonal,p ros sz m£ pontja �s p ratlan sz m£ �le van?
→ 7.1.16. Feladat [1℄. Igazoljuk, hogy b rmely �sszef�gg� gr fban van olyan s�ta,amely a gr f minden �l�t pontosan k�tszer tartalmazza.
→ 7.1.17. Feladat [2℄. Igazoljuk, hogy b rmely legal bb k�t s£s£ f ban legal bbk�t elv g¢ s£s van.
→ 7.1.18. Feladat [0℄. Mutassuk meg, hogy ha egy p ros gr fban van Hamilton-k�r,akkor a gr f k�t pontoszt lya egyforma elemsz m£.
→ 7.1.19. Feladat [1℄. Bej rhat¢-e egy 9 × 9-es sakkt bla l¢ugr ssal £gy, hogy akiindul si mez�re �rj�nk vissza?7.1.20. Feladat [8℄. �rjunk programot, amely megmutatja, hogy a 8 × 8-as sakk-t bla l¢ugr ssal bej rhat¢ £gy, hogy a kiindul si mez�re �rj�nk vissza.
→ 7.1.21. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy egy domin¢somagb¢l kirakhat¢ k�r.
→ 7.1.22. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy a Petersen-gr fban nins Hamilton-k�r,de a bel�le egyetlen s£s elhagy s val kapott gr fban m r van Hamilton-k�r.
→ 7.1.23. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy ha egy gr fban van Hamilton-k�r, akkorak rhogy hagyunk el bel�le egy �lt vagy egy s£sot, a marad�k gr f �sszef�gg�.
→ 7.1.24. Feladat [3℄.Mutassuk meg, hogy minden 6 sz�gpont£ egyszer� gr fra vagy� vagy a komplementere tartalmaz 3 sz�gpont£ teljes r�szgr fot.
→ 7.1.25. Feladat [6℄. H ny olyan 5 sz�gpont£ egyszer� gr f van, amely izomorf akomplementer�vel?
→ 7.1.26. Feladat [4℄. Mutassuk meg, hogy ha egy egyszer� gr f nem �sszef�gg�,akkor a komplementere �sszef�gg�.7.1.27. Feladat [5℄. Igazoljuk, hogy ha egy gr fban tal lhat¢ n ∈ N+ s£s £gy,hogy ezek elhagy s val a gr f n+ 1 komponensre esik sz�t, akkor nins Hamilton-k�re.7.1.28. Feladat [5℄. Legyen n ∈ N+. �rhatunk-e 0-kat �s 1-eket egy k�r mell� £gy,hogy adott ir nyban k�rbemenve minden lehets�ges m¢don leolvasva az n egym s ut nisz mjegyet, minden n hossz£ 0{1-sorozatot pontosan egyszer kapjunk meg? Ezekkel asorozatokkal k¢dolva a 0, 1, . . . , 2n− 1 sz mokat, a kapott k¢dot Gray-k¢dnak nevezz�k.



66 7. Gr felm�let7.1.29. Feladat: minim lis fesz¡t�fa fan�veszt�ssel [10℄. Mutassuk meg, hogyegy v�ges �sszef�gg� �ls£lyozott gr fban az egyik minim lis s£ly£ �llel, mint egy�l� f valindulva, ehhez minden l�p�sben a fa s£sainak S halmaz b¢l kivezet� E(S) �lek k�z�l azegyik minim lis s£ly£t hozz v�ve, egy minim lis s£ly£ fesz¡t�f t kapunk. (Az algoritmustPrim algoritmusa n�ven szok s emlegetni, b r Jarn¡k m r j¢val kor bban k�z�lte.)7.1.30. Feladat: piros-k�k algoritmus [10℄. Mutassuk meg, hogy egy v�ges�sszef�gg� �ls£lyozott gr fban, amelynek kezdetben minden �le szintelen, az al bbi k�tl�p�s tetsz�leges sorrendben val¢ ism�tl�se k�kre szinezi egy minim lis fesz¡t� fa �leit, at�bbi �lt pedig pirosra:(1) [K�k l�p�s.℄ Egy ∅ 6= S ( V halmazra, amelyben E(S) nem tartalmaz k�k �lt, azegyik minim lis s£ly£ E(S)-beli �lt fess�k be k�kre.(2) [Piros l�pes l�p�s.℄ Egy k�rben, amiben nins piros �l, az egyik maxim lis s£ly£ �ltfess�k be pirosra.7.1.31. Feladat [10℄. �rjunk programot az �sszes n-s£s£ p ronk�nt nem izomorfgr f meghat roz s ra. Ezek k�z�tt h ny lesz �sszef�gg�, k�rmentes, fa, regul ris, h ny-ban lesz Euler-vonal, z rt Euler-vonal, Hamilton-£t, Hamilton-k�r?* 7.1.32. Feladat: Dira t�tele [13℄. Mutassuk meg, hogy ha egy n sz�gpont£(n > 2) egyszer� gr fban minden s£s foka legal bb n/2, akkor van Hamilton-k�re.* 7.1.33. Feladat [13℄. Egy t nmulats gon azonos sz m£ f�r� �s n� van jelen. Mu-tassuk meg, hogy ha minden n� ismeri a f�r�ak t�bb, mint fel�t, �s minden f�r� ismeria n�k t�bb, mint fel�t (az ismerets�g szimmetrikus), akkor az eg�sz t rsas g k�rt notj rhat £gy, hogy f�r�ak �s n�k felv ltva vannak a k�rben, �s mindenki ismeri mindk�tszomsz�dj t. Fogalmazzuk meg az  ll¡t snak megfelel� gr felm�leti t�telt.* 7.1.34. Feladat: Cayley t�tele [15℄. Igazoljuk, hogy n > 1 s£sal nn−2 fa van,ha az �lek elnevez�s�t�l eltekint�nk.* 7.1.35. Feladat: a k¡nai post s-probl�ma [12℄. �rjunk programot v�ges, �ssze-f�gg�, pozit¡v val¢s s£lyokkal �ls£lyozott gr fban minim lis �sszs£ly£, minden �lt lega-l bb egyszer tartalmaz¢ z rt s�ta megtal l s ra.* 7.1.36. Feladat: az utaz¢ �gyn�k probl�m ja [12℄. �rjunk programot az utaz¢�gyn�k probl�m j nak megold s ra.7.1.37. Tov bbi feladatok. [22℄: IV.1.7{IV.1.28, IV.1.33{IV.1.44, IV.4.3{IV.4.13;[29℄: 1.2.6{1.2.8, 1.3.14{1.3.28, 1.5.9{1.5.18, 1.6.8{1.6.15, 1.8.6, 1.10.8, 1.10.9, 1.10.11-1.10.24, 2.1.8{2.1.11, 2.3.20{2.3.29, 8.1.1{8.1.3; [55℄: 5¶1, 5¶2, 5¶7, 5¶12, 5¶13; [73℄:XV.7.5{XV.7.6, XV.7.9, XV.7.11{XV.7.12, XV.7.14, XV.7.18.



7.2. Ir ny¡tott gr fok 677.2. Ir ny¡tott gr fok
→ 7.2.1. Feladat [0℄. Igazoljuk, hogy minden olyan gr f, amelyben van z rt Euler-vonal, ir ny¡that¢ £gy, hogy minden pont befoka egyenl� a kifok val.
→ 7.2.2. Feladat [0℄. Igazoljuk, hogy ha az �t sz�gpont£ teljes gr fb¢l elhagyunk egy�lt, a marad�k gr f s¡kba rajzolhat¢.
→ 7.2.3. Feladat [0℄. Igazoljuk, hogy ha a �h rom h z, h rom k£t" gr fb¢l elhagyunkegy �lt, a marad�k gr f s¡kba rajzolhat¢.7.2.4. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy egy gr f s£sai pontosan akkor oszthat¢kfel £gy V ′, V ′′ diszjunkt r�szhalmazokra, hogy p ros gr fot kapjunk, ha k�t szinnelj¢lszinezhet�.7.2.5. Feladat [9℄. Mutassuk meg, hogy egy gr f pontosan akkor j¢lszinezhet� k�tszinnel, ha nem tartalmaz p ratlan hossz£ k�rt, �s ekkor a komponensek k�t szinnel val¢j¢lszinez�se l�nyeg�ben egy�rtelm�.7.2.6. Feladat [5℄. Legal bb h ny �lt kell elhagyni a n�gydimenzi¢s kok b¢l, hogya marad�k gr f s¡kba rajzolhat¢ legyen? Legal bb h ny s£sot kell elhagyni a n�gydi-menzi¢s kok b¢l, hogy a marad�k gr f s¡kba rajzolhat¢ legyen?
→ 7.2.7. Feladat [4℄. Jellemezz�k v�ges halmazokon az ekvivalenia-rel i¢k gr fjait.
→ 7.2.8. Feladat [4℄. Bizony¡tsuk be, hogy b rmely v�ges, hurok�lmentes gr f ir -ny¡that¢ £gy, hogy a kapott gr f nem tartalmaz ir ny¡tott k�rt.7.2.9. Feladat [5℄. Adott E �s V v�ges halmazokra h ny (ϕ,E, V ) egyszer� ir -ny¡tott gr f van?7.2.10. Feladat [5℄. Adott E �s V v�ges halmazokra h ny (ϕ,E, V ) ir ny¡tott gr fvan?
→ 7.2.11. Feladat [2℄. Mennyi egy legal bb k�ts£s£ fa kromatikus sz ma?7.2.12. Feladat [4℄. Mennyi a kromatikus sz ma(1) a Petersen-gr fnak;(2) az �t sz�gpont£ teljes gr fnak;(3) a �h rom h z, h rom k£t" gr fnak;(4) a 4-dimenzi¢s kok nak?7.2.13. Feladat [5℄. Mennyi a kromatikus sz ma(1) a Kn gr fnak;(2) a Kn,n gr fnak;(3) az n-dimenzi¢s kok nak?7.2.14. Feladat [6℄. Bizony¡tsuk be, hogy egy teljes gr f tetsz�leges ir ny¡t s n lvan olyan s£s, ahonnan minden m s s£sba vezet ir ny¡tott £t.
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◦ 7.2.15. Feladat [7℄. Igazoljuk, hogy �t szab lyos konvex test van.* 7.2.16. Feladat: Warshall{Floyd-algoritmus [10℄. Igazoljuk, hogy egy (ψ,E, V, w)v�ges �ls£lyozott gr fra, amelynek s£sai {1, 2, . . . , n}, �s nem tartalmaz negat¡v �ssz-s£ly£ ir ny¡tott k�rt, a (ci,j)ni=1n

j=1 m trixszal indulva, amelyben ci,j �rt�ke az i kezd�-pont£, j v�gpont£ �lek s£ly nak minimuma, �s +∞, ha nins ilyen �l, az �sszes (i, j, k) ∈
{1, . . . , n}3 h rmasra lexikogra�kus sorrendben v�grehajtva a ci,j ← min{ci,j , ci,k+ck,j}�rt�kad st, ci,j az i-b�l j-be vezet� minim lis �sszs£ly£ £t s£lya lesz.* 7.2.17. Feladat [5℄. M¢dos¡tsuk az el�z� algoritmust £gy, hogy a minim lis �ssz-s£ly£ utakat is feljegyezze.* 7.2.18. Feladat [5℄. M¢dos¡tsuk a PERT-n�l tanult algoritmust £gy, hogy az az
s-b�l kiindul¢ minim lis �sszs£ly£ utakat tal lja meg tetsz�leges ir ny¡tott k�rt nemtartalmaz¢ �ls£lyozott gr fban.* 7.2.19. Feladat: er�s komponensek meghat roz sa [10℄. Igazoljuk, hogy egyir ny¡tott gr fot bej rva m�lys�gi bej r ssal, majd a megford¡t s t £jra bej rva m�lys�gibej r ssal, de mindig az a s£sot v lasztva £j gy�k�rnek, amelyik a legnagyobb befejez�s�sz mot kapta az els� bej r sn l, a kapott f k az er�s komponensek.7.2.20. Feladat [10℄. �rjunk programot az �sszes n-s£s£ p ronk�nt nem izomorfir ny¡tott gr f meghat roz s ra. Ezek k�z�tt h ny lesz er�sen �sszef�gg�, h ny lesz ir -ny¡tott fa, h ny tartalmaz ir ny¡tott k�rt, h nyban lesz ir ny¡tott Euler-vonal, ir ny¡tottz rt Euler-vonal, ir ny¡tott Hamilton-£t, ir ny¡tott Hamilton-k�r?* 7.2.21. Feladat [8℄. Tegy�k fel, hogy a folyamprobl�m ban a kapait sok eg�szek.Mutassuk meg, hogy l�tezik sak eg�sz �rt�keket felvev� maxim lis folyam.* 7.2.22. Feladat:  ltal nos¡tott folyamprobl�ma [9℄. Ǒltal nos¡tsuk a folya-mok elm�let�t arra az esetre amelyben minden s£snak is van (pozit¡v val¢s) kapait sa.* 7.2.23. Feladat: Menger t�tele elv g¢ �lhalmazra [7℄. Bizony¡tsuk be, hogyegy G v�ges gr fban az s 6= t s£sokat elv g¢ �lhalmazok elemsz m nak minimumamegegyezik az s-b�l t-be vezet� �ldiszjunkt utak maxim lis sz m val.* 7.2.24. Feladat: Menger t�tele elv g¢ s£shalmazra [7℄. Bizony¡tsuk be,hogy egy G v�ges gr fban az s 6= t s£sokat elv g¢ s£shalmazok elemsz m nak mini-muma megegyezik az s-b�l t-be vezet� s£sdiszjunkt utak maxim lis sz m val.* 7.2.25. Feladat: K�nig t�tele [9℄. Egy gr f lefog¢ s£shalmaza egy olyan s£s-halmaz, amelyben minden �lnek van v�gpontja. Egy gr f egy p ros¡t sa egy p ronk�ntnem szomsz�dos �lekb�l  ll¢ �lhalmaz. Bizony¡tsuk be, hogy egy v�ges p ros gr fbana p ros¡t sok �lhalmazainak maxim lis elemsz ma megegyezik a lefog¢ s£shalmazokelemsz m nak minimum val.7.2.26. Tov bbi feladatok. [22℄: IV.1.29{IV.1.31, IV.2.1{IV.2.3, IV.2.5{IV.2.26,IV.2.28{IV.2.51, IV.3.1{IV.3.21, IV.3.29{IV.3.31, IV.4.15{IV.4.27; [29℄: 1.7.14, 1.7.15,1.10.10, 2.1.12; [73℄: III.5.27, XV.7.1, XV.7.13, XV.7.22, XV.7.24{XV.7.25, XV.7.27.



8. ALGEBRA
8.1. Csoportok

→ 8.1.1. Feladat [4℄. Melyik soport az al bbiak k�z�l:(1) p ros sz mok az �sszead ssal;(2) p ratlan sz mok az �sszead ssal;(3) eg�szek a kivon ssal;(4) p ros sz mok az szorz ssal;(5) 7 t�bbsz�r�sei az �sszead ssal;(6) raion lis sz mok az �sszead ssal;(7) raion lis sz mok a szorz ssal;(8) nem nulla raion lis sz mok a szorz ssal;(9) {m/n : m ∈ Z, n ∈ {1, 2}} az �sszead ssal;(10) {m/n : m ∈ Z, n ∈ {1, 2,m}} az �sszead ssal.
→ 8.1.2. Feladat [5℄. Az al bbi lek�pez�sek k�z�l melyik homomor�zmus, monomor-�zmus, epimor�zmus, izomor�zmus, endomor�zmus illetve automor�zmus?(1) (Z,+)→ (Z,+), n 7→ −n;(2) (Z,−)→ (R,+), n 7→ 3n;(3) (N, ·)→ (Z, ·), n 7→ n2;(4) (Z, ·)→ (Z, ·), n 7→ sgn(n);(5) (Q,+)→ (R,+), x 7→ 1/x, ha x 6= 0, egy�bk�nt 0;(6) (Z, ⋆)→ (Z, ⋆), x 7→ 1− x, ahol x ⋆ y = 1− x− y + xy.
→ 8.1.3. Feladat [5℄. �rjuk le izomor� t¢l eltekintve az �sszes k�telem� f�lsoportot,illetve az �sszes egys�gelemes h romelem� f�lsoportot.
→ 8.1.4. Feladat [2℄. Mutassuk meg, hogy egy egys�gelemes f�lsoportban azok azelemek, amelyeknek van jobbinverz�k, r�szf�lsoportot alkotnak.
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→ 8.1.5. Feladat [2℄. Bizony¡tsuk be, hogy b rmely S nem egys�gelemes f�lsoportr�szf�lsoportja egy olyan T egys�gelemes f�lsoportnak, amelynek sak az egys�gelemenem tartozik bele S-be.8.1.6. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy minden f�lsoport izomorf valamely hal-maz �nmag ba val¢ lek�pez�sei f�lsoportj nak egy r�szf�lsoportj val.
→ 8.1.7. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy az eg�sz sz mok addit¡v soportja nemizomorf a raion lis sz mok addit¡v soportj val.
→ 8.1.8. Feladat [5℄. Eg�sz sz mok k�r�ben de�ni ljuk az m ⋆ n = m + n − mnm�veletet. Mutassuk meg, hogy egys�gelemes f�lsoportot kapunk. Mely elemeknek vaninverze?
→ 8.1.9. Feladat [2℄. Mutassuk meg, hogy Q, R, illetve C nem nulla elemei szorz s-sal vett f�lsoportj nak a pozit¡v raion lis sz mok r�szsoportj t alkotj k. Mennyi ar�szsoport indexe az egyes esetekben?
→ 8.1.10. Feladat [5℄. A soportokra adott p�ld k k�z�l azokn l, amelyek a nemnulla komplex sz mok multiplikat¡v soportj nak r�szsoportjai, hat rozzuk meg, hogymelyik melyiknek r�szsoportja, �s mennyi az indexe a m sikban.
→ 8.1.11. Feladat [4℄. A D5 di�dersoport minden r�szhalmaz ra hat rozzuk megaz  ltala gener lt r�szsoportot.
→ 8.1.12. Feladat [4℄. Mutassuk meg, hogy ha A �s B egy soport r�szsoportjai,akkor AB pontosan akkor soport, ha AB = BA.
→ 8.1.13. Feladat [1℄. Mik a Z addit¡v soport gener torai?
→ 8.1.14. Feladat [1℄. Bizony¡tsuk be, hogy az m-edik egys�ggy�k�k multiplikat¡vsoportja izomorf Zm addit¡v soportj val.
→ 8.1.15. Feladat [2℄. Bizony¡tsuk be, hogy a Klein-f�le soport nem izomorf Z4-gyel,de izomorf Z2 �nmag val vett Desartes-szorzat val.
→ 8.1.16. Feladat [2℄. Bizony¡tsuk be, hogy Z5 nem nulla elemei a szorz sra negyed-rend� iklikus soportot alkotnak.
→ 8.1.17. Feladat [2℄. Bizony¡tsuk be, hogy Z8 a szorz sra invert lhat¢ elemei aszorz ssal negyedrend� iklikus soportot alkotnak.
→ 8.1.18. Feladat [4℄. Melyik az a legkisebb term�szetes sz m, amelyre Zm a szor-z sra invert lhat¢ elemei a szorz ssal nem iklikus soportot alkotnak?
→ 8.1.19. Feladat [2℄. Bizony¡tsuk be, hogy Z9 a szorz sra invert lhat¢ elemei aszorz ssal hatodrend� iklikus soportot alkotnak.
→ 8.1.20. Feladat [2℄. Bizony¡tsuk be, hogy k�t negyedrend� nem izomorf soportvan.
→ 8.1.21. Feladat [1℄. Mutassuk meg, hogy ha egy soportban minden egys�gelemt�lk�l�nb�z� elem rendje 2, akkor a soport kommutat¡v.



8.1. Csoportok 718.1.22. Feladat [2℄. Mutassuk meg, hogy ZN2 v�gtelen soport, de minden elemrendje v�ges.8.1.23. Feladat [2℄. Mutassuk meg, hogy ha egy soportban minden egys�gelemt�lk�l�nb�z� elem rendje v�ges �s ugyanaz, akkor pr¡msz m.8.1.24. Feladat [5℄. Hat rozzuk meg a nem izomorf hatodrend� soportokat.* 8.1.25. Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy R �s C addit¡v soportk�nt izomorfak.8.1.26. Feladat [9℄. Mutassuk meg, hogy egy soport b rmely kommutat¡v r�sz-soportj hoz l�tezik a soportnak azt tartalmaz¢ maxim lis kommutat¡v r�szsoportja.
→ 8.1.27. Feladat [2℄. Legyen g a G soport m-med rend� (m ∈ N+) eleme. Bizo-ny¡tsuk be, hogy gn pontosan akkor az egys�gelem, ha m|n.8.1.28. Feladat [2℄. Mutassuk meg, hogy ha A, B diszjunkt halmazok, akkor(
℘(A ∪B),△) izomorf (℘(A),△) �s (℘(B),△) Desartes-szorzat val.
→ 8.1.29. Feladat [7℄. Tekints�k a k�vetkez� permut i¢kat:

α = ( 1 2 3 42 3 4 1) , β = ( 1 2 3 41 3 2 4) , γ = ( 1 2 3 42 1 4 3) ,
δ = ( 1 2 3 44 3 2 1) , ε = ( 1 2 3 43 1 2 4) .(1) Bontsuk fel �ket idegen iklusok szorzat ra.(2) Sz m¡tsuk ki az αβ, α−1β, α2β, (αβ)2, αβα3, ε−1δγ−1, γδ2ε, ε3, δ3ε3, (δε)3 per-mut i¢kat.

→ 8.1.30. Feladat [5℄. Hat rozzuk meg a
( 1 2 3 4 5 6 7 88 3 4 2 7 5 6 1)1111permut i¢t.8.1.31. Feladat [7℄. Oldjuk meg σ-ra az al bbi egyenleteket:(1) (1 3 2)σ(3 4 1) = (2 3 4);(2) (5 1 3)10(2 3 4 6)10σ−1((1 2 3)(3 6 7)) = ();(3) σ2 = (1 2 3);(4) σ3 = (1 2 3);(5) σ4 = () az S4-ben.

→ 8.1.32. Feladat [0℄. Soroljuk fel a 2, 3, 8, 6, 1 sorozat �t inverzi¢j t.
→ 8.1.33. Feladat [0℄. Legkevesebb h ny transzpoz¡i¢val kaphatjuk meg az ALGO-RITMUS sz¢b¢l a LOGARITMUS sz¢t?
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→ 8.1.34. Feladat [2℄. Az {1, 2, . . . , n} halmaz mely permut i¢j ra lesz az inverzi¢ksz ma maxim lis? Mennyi ekkor az inverzi¢k sz ma?* 8.1.35. Feladat [12℄. Adjunk algoritmust, amely a legrosszabb esetben is O(n lg n)�sszehasonl¡t ssal meghat rozza az {1, 2, . . . , n} halmaz egy permut i¢j ban az inver-zi¢k sz m t.
→ 8.1.36. Feladat [4℄. Adjunk meg a D4 di�dersoporttal izomorf permut i¢sopor-tot. Legal bb h ny elem�nek kell lennie a halmaznak, amelynek a permut i¢it tekint-j�k?8.1.37. Feladat [6℄. Adjunk meg a kvaterni¢soporttal izomorf permut i¢sopor-tot. Igyekezz�nk min�l kevesebb elem� halmazt v lasztani.8.1.38. Feladat [3℄. D�nts�k el, hogy az al bbi soportok k�z�l melyik iklikus:(1) S3;(2) a modulo 7 nem nulla marad�koszt lyok multiplikat¡v soportja;(3) a komplex n-edik egys�ggy�k�k multiplikat¡v soportja;(4) (℘(X),△), ahol X tetsz�leges halmaz.8.1.39. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy az Sn soportban nem �res iklusokrendje megegyezik a hosszukkal, �s b rmely permut i¢ rendje megegyezik a nem �res ide-gen iklusokra val¢ felbont s n l fell�p� t�nyez�k hossz nak a legkisebb to'bbsz�ro's�vel.8.1.40. Feladat [3℄. Igazoljuk, hogy b rmely soport tetsz�leges x, y elemeire(1) x rendje megegyezik y−1xy rendj�vel;(2) xy rendje megegyezik yx rendj�vel;(3) ha x �s y felser�lhet�ek, akkor xy rendje osztja x rendj�nek �s y rendj�nek a legki-sebb k�z�s t�bbsz�r�s�t.8.1.41. Feladat [3℄. Legyenek G �s H soportok, g ∈ G, h ∈ H . A g �s h elemekrendj�nek ismeret�ben hogyan adhato meg a (g, h) elem G×H-beli rendje?8.1.42. Feladat [3℄. Mutassuk meg hogy egy m rend� �s egy n rend� iklikussoport direkt szorzata pontosan akkor iklikus, ha m �s n relat¡v pr¡mek.
→ 8.1.43. Feladat [4℄. H ny automor�zmusa van az eg�sz sz mok addit¡v soportj -nak?
→ 8.1.44. Feladat [6℄. Keres�k meg egy 12 rend� iklikus soport illetve S3 �sszesr�szsoportj t, az azok szerinti mell�koszt lyokat, �sszes norm loszt¢j t, �s az azok sze-rinti faktorsoportokat.8.1.45. Feladat [3℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha egy soport H �s K v�ges r�szso-portjainak rendje relat¡v pr¡m, akkor a k�t r�szsoport metszete sak az egys�gelemettartalmazza.



8.2. Gy�r�k �s testek 738.1.46. Feladat [4℄. Mutassuk meg, hogy ha a G soport rendje n, az m relat¡vpr¡m n-hez, akkor b rmely g ∈ G-re az xm = g egyenletnek pontosan egy megold sa van
G-ben.8.1.47. Feladat [4℄. Bizony¡tsuk be, hogy

{(), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), , (1 4)(2 3)}norm loszt¢ S4-ben �s a szerinte vett faktorsoport izomorf S3-mal.8.1.48. Feladat [4℄. Igazoljuk, hogy a (1, 1, 1) elem norm loszt¢t gener l az (ad-dit¡v) Z2 × Z2 × Z2 soportban. Mivel lesz izomorf a faktorsoport?8.1.49. Feladat [5℄. Igazoljuk, hogy az al bbi lek�pez�sek soporthomomor�zmustde�ni lnak, hat rozzuk meg mindegyiknek a magj t �s a mag szerinti faktorsoportot:(1) (Z,+)→ S3, n 7→ (1 2 3)n;(2) gn → h3n, ahol g egy 15 elem�, h pedig egy 9 elem� iklikus soport gener tora;(3) G×H → H , (g, h) 7→ h, ahol G �s H tetsz�leges soportok.8.1.50. Tov bbi feladatok. [3℄: II.2{II.6, II.34, II.76, III.1{III.6, IV.1{IV.226;[15℄: 129{137; [31℄: 4.35{4.37; [73℄: II.8.27{II.8.29, II.8.32, III.5.16, X.5.2, XII.6.1{XII.6.3, XII.6.7, XII.6.18{XII.6.21.8.2. Gy�r�k �s testek
→ 8.2.1. Feladat [0℄. �rjuk fel a modulo 5 marad�kok test�re vonatkoz¢ �sszead si�s szorz si t bl zatot.
→ 8.2.2. Feladat [0℄. legyenek I �s J az R gy�r� ide ljai. Bizony¡tsuk be, hogy I+Jaz I ∪ J  ltal gener lt ide l.
→ 8.2.3. Feladat [0℄. Bizony¡tsuk be, hogy 2Z a Z-nek r�szgy�r�je. Ide l-e?
→ 8.2.4. Feladat [0℄. Bizony¡tsuk be, hogy 4Z a 2Z-nek r�szgy�r�je. Ide l-e?
→ 8.2.5. Feladat [0℄. Bizony¡tsuk be, hogy 4Z a 2Z-nek r�szgy�r�je. Ide l-e?
→ 8.2.6. Feladat [2℄. D�nts�k el, hogy a Gauss-eg�szek gy�r�j�ben a megadott hal-mazok ide lt alkotnak-e, �s ha igen, hat rozzuk meg a faktorgy�r�t:(1) Z;(2) 2Z + i2Z;(3) 4Z + i6Z.
→ 8.2.7. Feladat [2℄. Mutassuk meg, hogy Z + Zi + Zj + Zk ⊂ H egys�gelemesnulloszt¢mentes nem kommutat¡v gy�r�.



74 8. Algebra* 8.2.8. Feladat [2℄. Legyen R a 30 term�szetes sz m oszt¢inak halmaza, x△ y :=lkkt(x, y)/ lnko(x, y) �s x ⋆ y := lnko(x, y).(1) Mutassuk meg, hogy (R, (△, ⋆)) Boole-gy�r�. Hat rozzunk meg egy vele izomorfhalmazgy�r�t.(2) Ǒltal nos¡tsuk a feladatot 30 helyett tesz�leges n�gyzetmentes pozit¡v term�szetessz mra.(3) Ǒltal nos¡tsuk a feladatot arra az esetre, amikor R az �sszes n�gyzetmentes pozi-t¡v term�szetes sz mok halmaza. Ǒllhat-e az izomorf halmazgy�r� most valamelyhalmaz �sszes r�szhalmazaib¢l?8.2.9. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy b rmely R gy�r�re R × Z egys�gelemesgy�r� az (r,m)+(s, n) = (r+s,m+n) �sszead ssal �s az (r,m)·(s, n) = (rs+ms+nr,mn)szorz ssal, �s R× {0} izomorf R-el. Mutassuk meg, hogy ha R egys�gelemes volt, akkor
R × Z nem lesz nulloszt¢mentes.8.2.10. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy minden gy�r� izomorf egy Abel-soportendomor�zmusgy�r�j�nek valamely r�szgy�r�j�vel.
→ 8.2.11. Feladat [0℄. Homomor�zmusok-e az al bbi lek�pez�sek? Ha igen, adjukmeg a magjukat:(1) C→ R, x+ iy 7→ x;(2) R×R′ → R×R, (r, r′) 7→ (r, r), ahol R, R′ tetsz�leges gy�r�k;(3) Zn → Z2n, ~m 7→ ~m, ha 0 ≤ m < n;(4) Z2n → Zn, ~m 7→ ~m, ha 0 ≤ m < n �s ~m 7→ m̃− n, ha n ≤ m < 2n.
→ 8.2.12. Feladat [2℄. Bizony¡tsuk be, hogy Z12-nek 0, 3, 6, 9 oszt lyai egy r�szgy�-r�j�t alkotj k. Ide l-e? Ha ide l, a faktorgy�r� test-e?
→ 8.2.13. Feladat [5℄. Adjunk meg a {m+n√5 : m,n ∈ Z} integrit si tartom nybana ±1 elemekt�l k�l�nb�z� egys�geket.
→ 8.2.14. Feladat [7℄. Az R = {m/n : m,n ∈ Z, 2 ∤n} integrit si tartom nyra(1) mutassuk meg, hogy Gauss-gy�r�;(2) adjunk meg olyan f�ggv�nyt, amellyel euklideszi gy�r�.
→ 8.2.15. Feladat [5℄. Legyen x �s y egy Gauss-gy�r� k�t, egym shoz relat¡v pr¡meleme. Mutassuk meg, hogy ha az xy szorzat egy elem n�gyzet�nek az asszii ltja, akkor
x �s y is.8.2.16. Feladat [7℄. Egy testet pr¡mtestnek nevez�nk, ha nins val¢di r�szteste.Mutassuk meg, hogy b rmely test �sszes r�sztesteinek a metszete pr¡mtest. Hat rozzukmeg az �sszes pr¡mtestet.8.2.17. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy a {p + q

√2 : p, q ∈ Q} gy�r�nek k�tautomor�zmusa van: az identit s �s a ϕ(p+ q
√2) = p− q

√2 lek�pez�s.



8.3. Polinomok 758.2.18. Feladat [7℄. Hat rozzuk meg a {p + q 3√2 + r 3√4 : p, q, r ∈ Q} gy�r�automor�zmusait.
→ 8.2.19. Feladat [3℄. Hat rozzuk meg a mZ h nyadostest�t, ha 0 6= m ∈ Z.8.2.20. Tov bbi feladatok. [3℄: II.10, II.11, V.1{V.3, V.5{V.7, V.9{V.44, V.47,V.52, V.54{V.74, V.76{V.78, V.80{V.108, V.111-V.119, V.121-V.124, V.128{V.140, V.145,V.151{V.153, V.155-V.157, V.162, V.164, V.166{V.170, V.172{V.180, V.184{V.189, V.193{V.195, V.197{V.203, VI.1; [49℄: 1.1-1.{1.1-4; [59℄: 2.11.13{2.11.26; [73℄: VII.5.5, VII.5.8,VII.5.18, XIII.3.3. 8.3. Polinomok
→ 8.3.1. Feladat [0℄. Adjuk meg Z72 f�l�tt 8x2 + 12 �s 18x+ 36 szorzat t.
→ 8.3.2. Feladat [2℄. Hat rozzuk meg H felett az f = (3+2i−j+5k)x2−(2−3i+k)�s g = 2ix− (4− 5k) polinomokra fg − gf -et.
→ 8.3.3. Feladat [2℄. Hat rozzuk meg a Z feletti 3x8+5x6− 11x3+7x2− 15x+8 �s16x7 − 13x6+6x3 − 13x+21 polinomok szorzat ban a 0-ad, 9-ed, 14-ed, 15-�d �s 20-adfok£ tag egy�tthat¢j t!
→ 8.3.4. Feladat [2℄. Oldjuk meg az el�z� feladatot Z24 felett. Mennyi a szorzatpo-linom foksz ma?
→ 8.3.5. Feladat [3℄. Ossza el az els� polinomot marad�kosan Q, Z7 �s Z6 felett, halehet:(1) 42x4 − 7x3 + 13x2 + 43x− 12, x2 − x+ 1;(2) x3 − 3x2 − x− 1, 3x2 − 2x+ 1;(3) 5x4 + 2x− 3, 2x2 − 3x+ 4;(4) x3, 2x+ 3;(5) x2 + 3x− 2, 6x4 + 5x2 − 3x+ 2;(6) x3 + x2 + 3x+ 2, 2x2 + 4.
→ 8.3.6. Feladat [4℄. Az x−c-vel val¢ marad�kos oszt s seg¡ts�g�vel hat rozzuk megaz al bbi C[x℄-beli polinomok helyettes¡t�si �rt�k�t a megadott helyen:(1) x4 − 3x3 + 6x2 − 10x+ 16, c = 4;(2) x5 + (1 + 2i)x4 − (1 + 3i)x2 + 7, c = −2− i;(3) x4 − 3ix3 − 4x2 + 5ix− 1, c = 1+ 2i.
→ 8.3.7. Feladat [4℄. Az x− c-vel val¢ ism�tel marad�kos oszt s seg¡ts�g�vel ¡rjuk felaz al bbi C[x℄-beli polinomokat x− c hatv nyai seg¡ts�g�vel:(1) x4 + 2x3 − 3x2 − 4x+ 1, c = −1;(2) x5, c = 1.
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→ 8.3.8. Feladat [0℄. Felbonthat¢-e Z, Q, R illetve C felett a 6x+ 10 polinom?
→ 8.3.9. Feladat [4℄. Adjuk meg azt az R[x℄-beli interpol i¢s polinomot, amely azadott helyeken az adott �rt�keket veszi fel:(1) a 0, 1, 2, 3, 4 helyen 1, 2, 3, 4, 6;(2) a −1, 0, 1, 2, 3 helyen 6, 5, 0, 3, 2.
→ 8.3.10. Feladat [6℄. Adjuk meg az al bbi polinomok irreduibilis felbont s t Cilletve R felett:(1) x6 − 27;(2) x6 + 27;(3) x8 − 16;(4) x8 + 16;(5) x10 − x5 + 1;(6) x22 + x11 − 6;(7) x4 + 4x3 + 4x2 + 1;(8) x2n − 2xn + 2;(9) x2n + xn + 1;(10) x2n − 2xn − 3.
→ 8.3.11. Feladat [6℄. Hat rozzuk meg az al bbi polinomok legnagyobb k�z�s osz-t¢j t:(1) (x− 1)3(x+ 2)2(x− 3)(x− 4) �s (x− 1)5(x+ 2)(x+ 5);(2) xm − 1 �s xn − 1;(3) xm + 1 �s xn + 1.
→ 8.3.12. Feladat [5℄. Keress�k meg az al bbi eg�sz egy�tthat¢s polinomok raio-n lis gy�keit:(1) x4 − 2x3 − 8x2 + 13x− 24;(2) x4 + 4x3 − 2x2 − 12x+ 9;(3) 10x4 − 13x3 + 15x2 − 18x− 24;(4) 6x4 + 19x3 − 7x2 − 26x+ 12.
→ 8.3.13. Feladat [5℄. Igazoljuk, hogy az al bbi polinomok irreduibilisek Z[x℄-ben:(1) x4 − 8x3 + 12x2 − 6x+ 2;(2) x5 − 12x3 + 36x− 12;(3) x4 − x3 + 2x+ 1.
→ 8.3.14. Feladat [5℄. Hat rozzuk meg a 6x4 + 17x3 + 13x2 − 9x− 6 polinom irre-duibilis felbont s t Z[x℄-ben.
→ 8.3.15. Feladat [2℄. H nyszoros gy�ke 2 az x5−5x4+7x3−2x2+4x−8 polinomnak?



8.3. Polinomok 77
→ 8.3.16. Feladat [3℄. Adjunk meg minim lis foksz m£ olyan val¢s egy�tthat¢s po-linomot, amelynek(1) az 1 k�tszeres, a 2, 3 �s 1 + i pedig egyszeres gy�ke;(2) az i h romszoros, a −1− i egyszeres gy�ke.
→ 8.3.17. Feladat [3℄. Hat rozzuk meg az a egy�tthat¢t £gy, hogy −1 legal bb k�t-szeres gy�ke legyen az x5 − ax2 − ax+ 1 polinomnak.
→ 8.3.18. Feladat [3℄. Hat rozzuk meg a 4x6 − 8x5 − 3x4 − 11x3 + 18x2 + 28x + 8polinom raion lis t�bbsz�r�s gy�keit, �s adjuk meg mindegyiknek a multipliit s t.
→ 8.3.19. Feladat [3℄. Keress�k meg az al bbi polinomok t�bbsz�r�s gy�keit:(1) x6 − 6x4 − 4x3 + 9x2 + 12x+ 4;(2) x5 − 10x3 − 20x2 − 15x− 4.
→ 8.3.20. Feladat [3℄. Az al bbi polinomokat bontsuk fel irreduibilis polinomokszorzat ra Z �s Q felett:(1) 3x5 + 2x3 − 12x2 − 10x+ 14;(2) 20x4 + 26x3 + 65x2 + 91.
→ 8.3.21. Feladat [3℄. Adjunk meg az al bbi polinomokhoz olyan polinomot, amely-nek ugyanazok a gy�kei, de mindegyik egyszeres:(1) x6 − 15x4 + 8x3 + 51x2 − 72x+ 27;(2) x5 − 6x4 + 16x3 − 24x2 + 20x− 8.
→ 8.3.22. Feladat [3℄. Konstru ljunk n�gyelem� testet, �s ¡rjuk fel a m�veleti t bl -kat. 8.3.23. Feladat [3℄. Konstru ljunk nyolelem� testet az x3+x2+1 ∈ Z2[x℄ polinomseg¡ts�g�vel.8.3.24. Feladat [4℄. Keress�k meg Z3 felett az �sszes m sodfok£ irreduibilis f�-polinomot. Mindegyikkel konstru ljunk v�ges testet.8.3.25. Feladat [4℄. Keress�k meg Z2 felett az �sszes negyedfok£ irreduibilis f�-polinomot. Mindegyikkel konstru ljunk v�ges testet.8.3.26. Feladat [4℄. H ny k-adik hatv ny, illetve egy k-adik hatv nynak h ny k-adik gy�ke van egy q elem� testben, ha(1) q = 49, k = 15;(2) q = 125, k = 24;(3) q = 4096, k = 1024.8.3.27. Feladat [4℄. Felbonthat¢-e Z3 felett a x7 + 2x4 + x2 + 2x+ 2 polinom?8.3.28. Feladat [4℄. Bontsa fel az x8+x6+x5+x3+x2+x+1 ∈ Z2[x℄ polinomotirreduibilis polinomok szorzat ra.



78 8. Algebra8.3.29. Feladat [4℄. H ny m sodfok£ irreduibilis f�polinom van a q elem� testfelett?8.3.30. Feladat [4℄. H ny m sodfok£ reduibilis f�polinom van a 7 elem� testfelett?
→ 8.3.31. Feladat [3℄. Hat rozzuk meg a-t �s b-t £gy, hogy x4+3x2+ax+b oszthat¢legyen x2 − 2ax+ 2-vel Z, Q, R, illetve C felett.
→ 8.3.32. Feladat [3℄. A 3x4−5x3+3x2+4x−2 polinom egyik gy�ke 1+i. Hat rozzukmeg a t�bbi gy�k�t.
→ 8.3.33. Feladat [5℄. A Z2 gy�r� felett(1)  llap¡tsuk meg, hogy irreduibilisek-e az x4 + 1, x3 + x2 + 1, illetve x4 + x + 1polinomok;(2) adjuk meg az �sszes, legfeljebb harmadfok£ irreduibilis polinomot;(3) bontsuk irreduibilis polinomok szorzat ra az x7 + 1 polinomot.
→ 8.3.34. Feladat [4℄. Sz m¡tsuk ki az al bbi polinomok legnagyobb k�z�s oszt¢j t

C, R, Q, Z �s Z3 felett. Van-e k�z�s gy�k�k az egyes esetekben?(1) x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1 �s x3 + x2 − x− 1;(2) x5 + x4 − x3 − 2x− 1 �s 3x4 + 2x3 + x2 + 2x− 2;(3) 7x4 − 28x3 + 7 �s 11x3 − 33x2 + 11;(4) x6 + 2x4 − 4x3 − 3x2 + 8x− 5 �s x5 + x2 − x+ 1.
→ 8.3.35. Feladat [5℄. Oldjuk meg az u, v ismeretlen polinomokra n�zve R[x℄-ben azal bbi egyenleteket:(1) (3x3 − 2x2 + x+ 2)u+ (x2 − x+ 1)v = 1;(2) (x4 − x3 − 4x2 + 4x+ 1)u+ (x2 − x− 1)v = x.
→ 8.3.36. Feladat [5℄. Oldjuk meg az u, v ismeretlen polinomokra n�zve Z2[x℄-benaz al bbi egyenleteket:(1) (x5 + x2 + 1)u+ (x4 + x2 + x)v = 1;(2) (x4 + 1)u+ (x3 + x2 + x+ 1)v = x3 + x+ 1.
→ 8.3.37. Feladat [6℄. Hat rozzuk meg a legalasonyabb fok£ olyan h ∈ K[x℄ poli-nomot, amely az f -fel osztva u, a g-vel osztva pedig v marad�kot ad, ha(1) f = x3 + 1, g = x3 + x2 − 2, u = −x2, v = x2 − 2x+ 2, K = Q;(2) f = x2 − 2x+ 1, g = x3 − 3x2 + 2, u = x, v = x2 + x+ 1, K = R;(3) f = x3 + x2 + 1, g = x3 + x+ 1, u = x+ 1, v = x2 + x+ 1, K = Z2.8.3.38. Feladat [6℄. Bizony¡tand¢k a k�vetkez� azonoss gok:



8.3. Polinomok 79(1)
x2n − 1 = (x2 − 1) n−1∏

k=1(x2 − 2x os(kπ/2) + 1);(2)
x2n+1 − 1 = (x− 1) n∏

k=1(x2 − 2x os(2kπ/(2n+ 1))+1);(3)
x2n+1 + 1 = (x+ 1) n∏

k=1(x2 + 2x os(2kπ/(2n+ 1))+1);(4)
x2n + 1 = (x+ 1) n−1∏

k=0(x2 − 2x os((2k + 1)π/(2n))+1).
→ 8.3.39. Feladat [6℄. Bontsuk pari lis t�rtekre az al bbi raion lis t�rtf�ggv�nye-ket R illetve C felett:(1)

x2 + 1
x(x2 − 1) , 2(x− 1)(x− 2)(x− 3) x5 − x3 − x2

x2 − 1 ;(2)
x2(x− 1)2(x+ 1) , 4(x2 − 1)2 x6 − x2 + 1(x− 1)3 ;(3)

x2 + 1(x2 + x+ 12 , x4 + 1
x3(x2 + 1) 2

x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 1;(4) 8
x4 + 4 , 2x4

x4 + x2 + 1 , 1− x21− 2x osϕ+ x2 ;(5) 3x3 + 15x+ 6
x4 + x3 + 3x2 + 2x+ 2 , 2x3 + 4x

x4 + x2 + 4 , 3x2 − 3
x3 − 3x+ 1 .* 8.3.40. Feladat: testb�v¡t�sek [11℄. Legyen K az F test b�v¡t�se.(1) Mutassuk meg, hogy ha [K : F ℄ v�ges �s V v�ges dimenzi¢s vektort�rK felett, akkor

F felett is, �s V dimenzi¢ja F felett a V t�r K feletti dimenzi¢j nak �s [K : F ℄-neka szorzata.(2) Mutassuk meg, hogy α ∈ K pontosan akkor algebrai F felett, ha F egy L ⊂ K v�gesb�v¡t�s�nek az eleme �s hogy α foka osztja L fok t.(3) Mutassuk meg, hogy α ∈ K-ra �s n ∈ N+-ra αn algebrai F felett, akkor α is.(4) Mutassuk meg, hogy K-nak az F felett algebrai elemei testet alkotnak.



80 8. Algebra* 8.3.41. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy √2 +√3 algebrai, �s foka 4.* 8.3.42. Feladat [0℄. Mi a kapsolat a Q(√2), Q(1+√2) �s a Q(√8) testek k�z�tt?
→ 8.3.43. Feladat [3℄. Irreduibilis-e a z x5 + 5 polinom Z, Q, C, Z2, Z3, illetve Z5felett?* 8.3.44. Feladat [3℄. H ny m sodfok£ irreduibilis polinom van egy q elem� v�gestest felett?* 8.3.45. Feladat [3℄. Legyen α ∈ C a Q felett irreduibilis x3−6x2+9x+3 polinomgy�ke. Fejezz�k ki a Q(α) test Q feletti 1, α, α2 b zis ban az al bbi elemeket:(1) 3α5 − 2α;(2) 1/(α+ 1).* 8.3.46. Feladat [5℄. Hat rozzuk meg √2− 3√2 minim lpolinomj t Q felett.* 8.3.47. Feladat [6℄. A k�vetkez� testb�v¡t�sek k�z�l melyik algebrai (itt A az�sszes algebrai sz mok teste):(1) R ⊂ C;(2) Q ⊂ Q(√5);(3) Q ⊂ A;(4) Q(√5) ⊂ A;(5) Q(π) ⊂ R.* 8.3.48. Feladat [6℄. Hat rozzuk meg Q al bbi algebrai b�v¡t�seinek fok t:(1) Q(√7);(2) Q(i√5);(3) Q(1 + i

√3);(4) Q(i+√5);(5) Q(r + i
√
s), ahol r, s ∈ Q, √s /∈ Q.8.3.49. Feladat [6℄. D�nts�k el, hogy az al bbi sz mhalmazok k�z�l melyek alkot-nak testet a val¢s sz mok szok sos m�veleteivel:(1) {p+ q

√2 + r
√3 : p, q, r ∈ Q};(2) {p+ q

√2 + r
√3 + s

√6 : p, q, r, s ∈ Q};(3) {p+ q 3√2 : p, q ∈ Q};(4) {p+ q 3√2 + r 3√4 : p, q, r ∈ Q}.* 8.3.50. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy ha α ∈ C algebrai �s foka n, akkor √αis algebrai, �s foka oszt¢ja 2n-nek. Igaz-e, hogy √α foka mindig pontosan 2n?* 8.3.51. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy ha α ∈ C algebrai �s foka n, akkor α2 isalgebrai, �s foka oszt¢ja n-nek. Igaz-e, hogy α2 foka mindig pontosan n?



8.3. Polinomok 81* 8.3.52. Feladat: szerkeszthet�s�g [12℄. (Lazkovih [41℄ k�nyve nyom n.) Le-gyen adott a s¡kban k�t k�l�nb�z� pont, A �s B. R�gz¡ts�nk egy koordin tarendszert,amelyben az A koordin t i (0, 0), a B koordin t i pedig (1, 0). Azt mondjuk, hogy a dval¢s sz m szerkeszthet�, ha az adott pontokat felhaszn lva, k�rz�vel �s vonalz¢val megtudunk szerkeszteni k�t olyan pontot, amelyek t vols ga |d|.(1) Mutassuk meg, hogy a raion lis sz mok szerkeszthet�k.(2) Mutassuk meg, hogy egy pont pontosan akkor szerkeszthet�, ha a koordin t i szer-keszthet�k.(3) Mutassuk meg, hogy ha a > 0 szerkeszthet�, akkor √a is szerkeszthet�.(4) Mutassuk meg, hogy egy val¢s sz m pontosan akkor szerkeszthet�, ha megkaphat¢a raion lis sz mokb¢l az �sszead s, kivon s, szorz s, oszt s �s a n�gyzetgy�kvon sv�ges sokszori alkalmaz s val.(5) Mutassuk meg, hogy a szerkeszthet� val¢s sz mok foka Q felett kett�hatv ny.(6) Mutassuk meg, hogy os 20◦ nem szerkeszthet�, ¡gy a sz�gharmadol s megoldhatat-lan.(7) Mutassuk meg, hogy 3√2 nem szerkeszthet�, ¡gy a kokakett�z�s megoldhatatlan.(8) Legyenek t �s ε olyan komplex sz mok, amelyekre t = ε+ ε−1. Mutassuk meg, hogyha t egy n-ed fok£ algebrai sz m, akkor ε szint�n algebrai, �s foka oszt¢ja 2n-nek.(9) Mutassuk meg, hogy ha p p ratlan pr¡m, �s a szab lyos p-sz�g szerkeszthet�, akkor
p Fermat-pr¡m. (Haszn ljuk az el�z� pontot t = 2 os(2π/p)-re.)(10) Mutassuk meg, hogy ha p p ratlan pr¡m, akkor a szab lyos p2-sz�g nem szerkeszt-het�.(11) Mutassuk meg, hogy ha a szab lyos n-sz�g szerkeszthet�, akkor n = 2kp1p2 · · · pm,ahol p1, p2, . . . , pm k�l�nb�z� Fermat-pr¡mek. (Gauss az  ll¡t st �s megford¡t s t isbebizony¡totta.)* 8.3.53. Feladat [3℄. Bizony¡tand¢, hogy osα pontosan akkor szerkeszthet�, haos(α/2) szerkeszthet�.* 8.3.54. Feladat [3℄. Bizony¡tand¢, hogy ha osα �s osβ szerkeszthet�k, akkoros(α+ β) �s os(α− β) is.* 8.3.55. Feladat [4℄. Hat rozzuk meg azokat a k eg�szeket, amelyekre os k◦ =os(kπ/180) szerkeszthet�.8.3.56. Feladat [7℄. Fejezz�k ki k�plettel a(1) os 12◦ = os(π/15) sz mot;(2) os 3◦ = os(π/60) sz mot.8.3.57. Feladat [10℄. Fejezz�k ki k�plettel a os 1◦ = os(π/180) sz mot.8.3.58. Feladat [2℄. Mutassuk meg, hogy(1) R[x℄/(x2 + 1) izomorf C-vel;



82 8. Algebra(2) Z[x℄/(x2 + 1) izomorf a Gauss-eg�szekkel;(3) F [x℄/(x+ 1) izomorf F -el tetsz�leges testre.8.3.59. Feladat [3℄. Adjuk meg Q[x℄/(x6 − 3x− 3) testben(1) az (x3 + 1)(x5 − 1) polinom oszt ly nak legalasonyabb fok£ reprezent ns t;(2) az (x3+3x2− 5) polinom oszt lya inverz�nek a legalasonyabb fok£ reprezent ns t.
→ 8.3.60. Feladat [2℄. D�nts�k el, hogy Z[x℄-ben a megadott halmazok ide lt alkot-nak-e, �s ha igen, hat rozzuk meg a faktorgy�r�t:(1) polinomok, amelyek konstans tagja p ros;(2) polinomok, amelyek els�fok£ tagj nak egy�tthat¢ja p ros.
→ 8.3.61. Feladat [2℄. Igazoljuk, hogy Zn/(d) izomorf Zn/d-vel, ha d|n.8.3.62. Feladat [4℄. Oldjuk meg az al bbi kongrueni kat:(1) x3 + 2x− 3 ≡ 0 (mod 9);(2) x3 + 2x− 3 ≡ 0 (mod 5);(3) x3 + 2x− 3 ≡ 0 (mod 45);(4) x3 + 4x+ 8 ≡ 0 (mod 15);(5) x3 − 9x2 + 23x− 15 ≡ 0 (mod 503);(6) x3 − 9x2 + 23x− 15 ≡ 0 (mod 143).* 8.3.63. Feladat [4℄. Oldjuk meg az al bbi kongrueni kat:(1) x5 + x4 + 1 ≡ 0 (mod 34);(2) x3 + x+ 57 ≡ 0 (mod 53);(3) x2 + 5x+ 24 ≡ 0 (mod 36);(4) x3 + 10x2 + x+ 3 ≡ 0 (mod 32);(5) x3 + x2 − 4 ≡ 0 (mod 73);(6) x3 + x2 − 5 ≡ 0 (mod 73).8.3.64. Feladat [4℄. Oldjuk meg az al bbi kongrueni kat:(1) x11 + x8 + 5 ≡ 0 (mod 7);(2) x20 + x13 + x7 + x ≡ 0 (mod 7);(3) x15 − x10 + 4x− 3 ≡ 0 (mod 7);(4) 2x3 + 5x2 + 6x+ 1 ≡ 0 (mod 13);(5) x14 + 12x2 ≡ 0 (mod 13).8.3.65. Feladat [4℄. Oldjuk meg az

x79 + 3x78 + 2x77 + 539x7 + 537x6 + 538x5 + x2 + 447x ≡ 0 (mod 540)kongrueni t.



8.3. Polinomok 83* 8.3.66. Feladat [4℄. Hat rozzuk meg a d param�ter �rt�k�t, ha 2x3 − x2 − 7x+ dk�t gy�k�nek �sszege 1.* 8.3.67. Feladat [4℄. Sz mtani sorozatot alkotnak-e 8x3 − 12x2 − 2x+ 3 gy�kei?
→ 8.3.68. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy minden f : {↑, ↓}n → {↑, ↓} logikaif�ggv�ny valamely, az ({↑, ↓}, (⊕,∧)) gy�r� feletti n hat rozatlan£ polinomhoz tartoz¢polinomf�ggv�ny. (Ez a logikai f�ggv�ny Zsegalkin-polinomja.)* 8.3.69. Feladat [4℄. A Newton-formul k felhaszn l s val sz m¡tsuk ki az al bbipolinomok gy�keinek n�gyzet�sszeg�t:(1) x3 + 2x− 3;(2) x5 − 5x3 + 5x− 2.* 8.3.70. Feladat [5℄. Hat rozzuk meg (x − 1)(x − 3)(x + 4) transzform ltj t az
y = x2 − x− 1 helyettes¡t�sn�l.* 8.3.71. Feladat [7℄. Transzform ljuk a megadott polinomokat a megadott helyet-tes¡t�ssel:(1) x3 − 3x− 4, y = x2 + x+ 1;(2) x3 + 2x2 + 2, y = x2 + 1;(3) x4 − x− 2, y = x3 − 2;(4) x4 − x3 − x2 + 1, y = x3 + x2 + x+ 1.8.3.72. Tov bbi feladatok. Feladatok [25℄ �s megold sok [26℄: 1.1{1.3, 1.6, 1.9{1.14, 1.16{1.27, 1.29{1.31, 1.33{1.37, 1.39{1.169, 2.6{2.15, 2.17{2.41, 2.38, 2.44{2.122,3.1{3.16, 1.3.25{3.46, 3.62{3.64; [3℄: V.4, V.8, V.45, V.48{V.51, V.53, 1.V.75, V.79,V.109, V.110, V.120, V.125{V.127, V.190{V.192, V.106, 1.VI.2{VI.4, VI.6{VI.26, VI.53{V.87; [15℄: 75{80, 538{569, 1.582{660, 663{685, 755{817, 856{867; [49℄: 1.2-5{1.6-29,1.1.6-32{1.6-37, 2.0-1{2.0-2, 2.0-4{2.0-5, 2.0-10{2.0-15, 2.0-18, 1.2.0-28, 2.0-30, 2.0-32,3.1-1{3.2-9; [59℄: 2.2.1{2.2.4, 1.2.6.4{2.6.5, 2.8.1, 2.9.1{2.9.19, 9.1.1{9.1.4; [73℄: 1.IX.4.6{IX.4.9, IX.4.16{IX.4.22, IX.4.26, XIII.3.8.



9. K�DOLǑS
9.1. Kommunik i¢ �s k¢dol s

→ 9.1.1. Feladat [1℄. Az adott eloszl snak hat rozzuk meg az entr¢pi j t, �s hogyhanyad r�sze az entr¢pia fels� korl tj nak:(1) 0,34, 0,18, 0,17, 0,16, 0,15;(2) 0,6, 0,1, 0,09, 0,08, 0,07, 0,06;(3) 0,4, 0,4, 0,1, 0,03, 0,03, 0,02, 0,02;(4) 0,3, 0,2, 0,2, 0,1, 0,1, 0,05, 0,05.9.1.2. Feladat [1℄. Az adott eloszl sra hat rozzuk meg aH3 �sH4 entr¢pia �rt�k�t,�s hogy hanyad r�sze az entr¢pia fels� korl tj nak:(1) 0,03, 0,12, 0,13, 0,02, 0,08, 0,3, 0,21, 0,01, 0,05, 0,01, 0,04;(2) 0,11, 0,03, 0,21, 0,01, 0,08, 0,27, 0,14, 0,13, 0,02;(3) 0,9, 0,1;(4) 0,57, 0,43;9.1.3. Feladat [1℄. Hat rozzuk meg a H4 entr¢pia �rt�k�t, �s hogy hanyad r�szeaz entr¢pia fels� korl tj nak, ha a gyakoris gok 84, 118, 100, 31, 52, 213, 71, 60, 17, 84,138, 32.



9.2. Forr sk¢dol s 859.2. Forr sk¢dol s
→ 9.2.1. Feladat [5℄. Az adott k¢dokr¢l d�nts�k el, hogy melyik felbonthat¢, pre�x,vessz�s, illetve egyenletes. Rajzoljuk fel a k¢df t is.(1) {0, 10, 110, 1110, 1011, 1101};(2) {1, 011, 010, 001, 000, 110};(3) {0, 10, 110, 1110, 11110, 111110};(4) {111, 110, 101, 100, 011, 010};(5) {1, 01, 0011, 0010, 0001, 0000};(6) {1, 01, 011, 0111, 01111, 011111}.
→ 9.2.2. Feladat [5℄. Az adott tern ris k¢dr¢l mutassuk meg, hogy felbonthat¢, �skonstru ljunk olyan hozz  olyan tern ris pre�x k¢dot, amelynek k¢dhosszai ugyanazok:

{011, 0011, 110, 111, 2020, 20201, 220, 2212}.
→ 9.2.3. Feladat [5℄. Az adott k¢dokr¢l d�nts�k el, hogy melyik felbonthat¢.(1) {1021, 121, 2021, 021, 221, 1121, 0121, 0221};(2) {01, 02, 10, 11, 12, 20}, 21}, 22}.9.2.4. Feladat [4℄. Az adott, egy�rtelm�en dek¢dolhat¢ bin ris k¢dhoz konstru l-junk olyan bin ris pre�x k¢dot, amelynek k¢dhosszai ugyanazok:(1) {01, 10, 100, 111, 011};(2) {1, 10, 00, 0100};(3) {10, 101, 111, 1011}.
→ 9.2.5. Feladat [3℄. Van-e tern ris illetve quadr lis pre�x k¢d, ha az egybet�s sza-vak sz ma 0, a k�tbet�s�k� 2, a h rom bet�s�k� 18, a n�gy bet�s�k� 100 �s az �t bet�s�k�75?
→ 9.2.6. Feladat [3℄. Lehet-e felbonthat¢ egy tern ris k¢d, ha a 0, 1, 2, 3, 4 illetve 5bet�s szavak sz ma rendre 2, 3, 0, 0, 4, 1.9.2.7. Feladat [3℄. Adja meg a k¢d b�� minim lis elemsz m t, ha a 0, 1, 2, 3, 4illetve 5 bet�s szavak sz ma rendre(1) 0, 0, 3, 0, 2, 2;(2) 2, 3, 0, 0, 4, 1.
→ 9.2.8. Feladat [1℄. Az adott eloszl sokhoz hat rozzuk meg a bin ris illetve tern risHu�man-k¢dot. Hasonl¡tsuk �ssze az  tlagos k¢dhosszat az entr¢pi val.(1) 0,34, 0,18, 0,17, 0,16, 0,15;(2) 0,6, 0,1, 0,09, 0,08, 0,07, 0,06;(3) 0,4, 0,4, 0,1, 0,03, 0,03, 0,02, 0,02;(4) 0,3, 0,2, 0,2, 0,1, 0,1, 0,05, 0,05.



86 9. K¢dol s* 9.2.9. Feladat [1℄. Az el�z� feladat eloszl saihoz hat rozzuk meg a bin ris illetvetern ris Shannon{k¢dot. Hasonl¡tsuk �ssze az  tlagos k¢dhosszat a Hu�man-k¢d  tlagosk¢dhossz val �s az entr¢pi val.9.2.10. Feladat [1℄. Az adott eloszl sokhoz hat rozzuk meg a tern ris illetve qu-adr lis Hu�man-k¢dot. Hasonl¡tsuk �ssze az  tlagos k¢dhosszat az entr¢pi val.(1) 0,03, 0,12, 0,13, 0,02, 0,08, 0,3, 0,21, 0,01, 0,05, 0,01, 0,04;(2) 0,11, 0,03, 0,21, 0,01, 0,08, 0,27, 0,14, 0,13, 0,02.* 9.2.11. Feladat [1℄. Az el�z� feladat eloszl saihoz hat rozzuk meg a tern ris il-letve quadr lis Shannon{k¢dot. Hasonl¡tsuk �ssze az  tlagos k¢dhosszat a Hu�man-k¢d tlagos k¢dhossz val �s az entr¢pi val.
→ 9.2.12. Feladat [1℄. Az adott eloszl sokhoz hat rozzuk meg a tern ris illetve quad-r lis Hu�man-k¢dot. Hasonl¡tsuk �ssze az  tlagos k¢dhosszat az entr¢pi val. Ugyaneztv�gezz�k el a k�tszeres, h romszoros �s n�gyszeres kiterjeszt�sre is, felt�telezve, hogy azegyes ism�tl�ses vari i¢k relat¡v gyakoris ga a megfelel� relat¡v gyakoris gok szorzata.(1) 0,9, 0,1;(2) 0,57, 0,43,* 9.2.13. Feladat [1℄. Az el�z� feladat eloszl saihoz hat rozzuk meg a tern ris il-letve quadr lis Shannon{k¢dot. Hasonl¡tsuk �ssze az  tlagos k¢dhosszat a Hu�man-k¢d tlagos k¢dhossz val �s az entr¢pi val.9.2.14. Feladat [1℄. Hat rozzuk meg a quadr lis Hu�man-k¢dot, ha a gyakoris gok84, 118, 100, 31, 52, 213, 71, 60, 17, 84, 138, 32.* 9.2.15. Feladat [1℄. Az el�z� feladat gyakoris gaival hat rozzuk meg a quadr lisShannon{k¢dot. Hasonl¡tsuk �ssze az  tlagos k¢dhosszat a Hu�man-k¢d  tlagos k¢d-hossz val �s az entr¢pi val.9.2.16. Feladat [1℄. Az adott eloszl sokhoz hat rozzuk meg a quadr lis Hu�man-k¢dot. Hasonl¡tsuk �ssze az  tlagos k¢dhosszat az entr¢pi val.(1) 0,2, 0,2, 0,19, 0,12, 0,11, 0,09, 0,09;(2) 0,4, 0,2, 0,2, 0,1, 0,1;(3) 0,34, 0,18, 0,17, 0,16, 0,15;(4) 0,6, 0,1, 0,09, 0,08, 0,07, 0,06.* 9.2.17. Feladat [1℄. Az el�z� feladat eloszl saihoz hat rozzuk meg a quadr lisShannon{k¢dot. Hasonl¡tsuk �ssze az  tlagos k¢dhosszat a Hu�man-k¢d  tlagos k¢d-hossz val �s az entr¢pi val.9.2.18. Feladat [2℄. Tetsz�leges, r bet�s k¢d b��t haszn l¢ k¢d minden k¢dsza-v nak elej�re hozz ¡rjuk ugyanazt az r + 1-edik szimb¢lumot. Felbonthat¢-e az £j k¢d?Pre�x-e az £j k¢d?9.2.19. Tov bbi feladatok. Feladatok [25℄ �s megold sok [26℄: 4.4{4.8, 4.10, 4.12{4.13, 4.34{4.42, 4.44{4.59; [22℄: V.3.1{V.3.5, V.3.7{V.3.11, V.3.13{V.3.31.



9.3. Hibakorl toz¢ k¢dol s 879.3. Hibakorl toz¢ k¢dol s
→ 9.3.1. Feladat [1℄. Igaz-e, hogy egy t hib t jav¡t¢ k¢d(1) legal bb 2t+ 1 hib t jelez;(2) legal bb 2t hib t jelez;(3) legfeljebb 2t hib t jelez.
→ 9.3.2. Feladat [5℄. Tekints�k az al bbi bin ris k¢dol st:00 7→ 00000, 01 7→ 01110, 10 7→ 10101, 11 7→ 11011.(1) Mekkora a 01110 �s az 10101 k¢dszavak t vols ga?(2) Mekkora a k¢d t vols ga?(3) Mutassuk meg, hogy a k¢d soportk¢d Z52-ben.(4) Mennyi az 11011 k¢dsz¢ s£lya?(5) Mennyi a k¢d s£lya?(6) Adjuk meg a 00000 k¢dsz¢hoz legfeljebb 1 t vols gra l�v� Z52-beli szavak halmaz t.(7) A 01000 sz¢t mire dek¢doljuk minim lis t vols g£ dek¢dol ssal?
→ 9.3.3. Feladat [5℄. Bin ris blokk-k¢dot k�sz¡t�nk 3 hossz£ �zenetekhez. Legal bbmekkora legyen a k¢dszavak hossza, ha azt akarjuk, hogy a k¢d pontosan 1-hiba jav¡t¢legyen?
→ 9.3.4. Feladat [5℄. Az al bbi F2 feletti k¢dok eset�n  llap¡tsuk meg a k¢d t vol-s g t, hibajelz� �s hibajav¡t¢ k�pess�g�t, hogy line ris-e, �s a line risakn l adjuk meg aszok sos b zisban a gener torm trixot �s egy ellen�rz� m trixot:(1) (b1, b2, b3) 7→ (b1, b2, b3, b1 + b2 + b3 + 1);(2) (b1, b2, b3) 7→ (b1, b2, b3, b1, b2 + b3);(3) (b1, b2, b3) 7→ (b1, b2, b3, b1, 1− b2b3).
→ 9.3.5. Feladat [6℄. Egy [n, k℄ line ris k¢d gener torm trixa a szok sos b zisban(1) (

Ek

P

)blokkm trix alak£, ahol Ek a k× k-as egys�gm trix. Mutassuk meg, hogy a (−P En−k)blokkm trix (a szok sos b zisban) egy ellen�rz� m trixa a k¢dnak, ahol En−k az (n −
k) × (n − k) m�ret� egys�gm trix. Megford¡tva, ha (−P En−k) blokkm trix egy ellen-�rz� m trixa a k¢dnak, akkor mutassuk meg, hogy az (1) blokkm trix egy lehets�gesgener torm trix.
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→ 9.3.6. Feladat [4℄. Legyen egy F2 feletti line ris k¢d gener torm trixa




1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 11 1 0 01 0 0 11 1 1 0



.Adja meg a k¢d egy ellen�rz� m trix t. Mennyi a k¢dt vols g?
→ 9.3.7. Feladat [4℄. Legyen egy F2 feletti line ris k¢d gener torm trixa




1 0 00 1 01 1 00 1 11 1 11 0 1


.Adjon meg egy olyan gener torm trixot, amelyhez ugyanez a k¢dt�r tartozik, de a m -rix nak els� h rom sora egys�gm trix. Adja meg a k¢d egy ellen�rz� m trix t. Milyenk¢dsz¢ felel meg az 110 �zenetnek?9.3.8. Feladat [4℄. Legyen egy bin ris k¢d gener torm trixa




1 1 10 1 10 0 11 0 01 1 0 .Mennyi a k¢d elemeinek sz ma �s a k¢dt vols g?
→ 9.3.9. Feladat [4℄. Egy bin ris k¢d ellen�rz� m trixa




0 0 1 01 0 0 10 1 0 01 0 1 01 1 1 10 0 0 11 0 0 01 0 1 10 1 1 00 1 0 11 1 1 01 1 0 00 1 1 10 0 1 11 1 0 1




.



9.3. Hibakorl toz¢ k¢dol s 89Adja meg a k¢d egy gener torm trix t. Mi lesz az 10100011011 �zenet k¢dja? Mi volta k¢dolt �zenet, ha a vett sz¢ 111010010000011, �s az  tvitel sor n egy hiba l�pett fel?Mi volt az eredeti �zenet, ha az adott gener torm trixszal t�rt�nt a k¢dol s?
→ 9.3.10. Feladat [6℄. Konstru ljon egy [15, 6℄16 Reed{Solomon-k¢dot.* 9.3.11. Feladat [3℄. Adja meg az 10010000101 bin ris �zenet Hamming-k¢dj t.* 9.3.12. Feladat [4℄. Az el�z� feladat k¢dszav ban meghib sodik a megadott bit.V�gezze el mindegyik esetben a hibajav¡t st �s a dek¢dol st.(1) a 3. bit;(2) a 4. bit;(3) a 3. �s 7. bit;(4) a 3., 5,. �s 6. bit;(5) a 4., 6. �s 8. bit.9.3.13. Tov bbi feladatok. Feladatok [25℄ �s megold sok [26℄: 4.14{4.23, 4.26,4.28{4.30, 4.60, 4.62{4.72, 4.75, 4.78{4.80, 4.82{4.86, 4.88{4.106; [22℄: V.1.3{V.1.28,V.2.1{V.2.25; [49℄: 4.0-5{4.0-6, 4.0-8, 0-16{4.0-18, 4.0-21, 4.0-25, 4.0-28.



10. ALGORITMUSOK
10.1. Sz m¡t si modellek

→ 10.1.1. Feladat [3℄.Mutassuk meg, hogy egy b rmely sz m¡t si elj r shoz v�gtelensok olyan sz m¡t si elj r s l�tezik, amely �t szimul lni k�pes.
→ 10.1.2. Feladat [6℄. Adjunk meg sz m¡t si elj r st a val¢s sz mokon v�gzett n�gyalapm�velet �s �sszehasonl¡t s seg¡ts�g�vel az al bbi f�ggv�nyek �rt�k�nek 2−n-n�l (n ∈ Nr�gz¡tett) kisebb hib val val¢ kisz m¡t s ra:(1) x 7→ √x;(2) (m,x) 7→ m

√
x, ahol m ∈ N+;(3) x 7→ logx;(4) x 7→ 2x.

◦ 10.1.3. Feladat [6℄. Adjunk meg sz m¡t si elj r st az al bbi val¢s konstansok�rt�k�nek 2−n-n�l (n ∈ N r�gz¡tett) kisebb hib val val¢ kisz m¡t s ra:(1) e;(2) π.
→ 10.1.4. Feladat [3℄. Melyek azok a f�ggv�nyek, amelyek k�telem�  b��vel, k�tbels�  llapottal Turing-g�pen kisz m¡that¢ak?
→ 10.1.5. Feladat [6℄. Konstru ljunk az al bbi f ∈ N → N, illetve f ∈ N × N → Nf�ggv�nyeket kisz m¡t¢ Turing-g�pet:(1) f(n) = sgn(n);(2) f(n) = ⌊1/n⌋;(3) f(n) = ⌊n/2⌋;(4) f(m,n) = max{0,m− n};(5) f(m,n) = m− n;(6) f(m,n) = m/n;(7) f(m,n) = (4−m)/n2.
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→ 10.1.6. Feladat [7℄. Konstru ljunk az al bbi f ∈ N → N, illetve f ∈ N × N → Nf�ggv�nyeket kisz m¡t¢ Turing-g�pet:(1) f(n) = max{0, n− 1};(2) f(n) = 1− sgn(n);(3) f(n) = 1/(n− 2);(4) f(m,n) = m+ n;(5) f v�ges sok helyen de�ni lt f�ggv�ny;(6) f(m,n) = m/(2− n).10.1.7. Feladat [6℄. Konstru ljunk az al bbi f ∈ N → N, illetve f ∈ N × N → Nf�ggv�nyeket kisz m¡t¢ egyszalagos Turing-g�pet £gy, hogy a megadott k sz m£ mez�tfogjuk �ssze egy mez�v�:(1) f(n) = ⌊n/2⌋, k = 4;(2) f(m,n) = sgn(m)/n, k = 3;(3) f(m,n) = m+ n, k = 3.10.1.8. Feladat [7℄. Konstru ljunk az al bbi f ∈ N → N, illetve f ∈ N × N → Nf�ggv�nyeket kisz m¡t¢ Turing-g�pet:(1) f(m,n) = |m− n|;(2) f(m,n) = max{m,n};(3) f(m,n) = min{m,n};(4) f(m,n) = max{0,m− n};(5) f(m,n) = mn;(6) f(n) = n!.10.1.9. Feladat [9℄. Konstru ljunk az al bbi f ∈ N → N, illetve f ∈ N × N → Nf�ggv�nyeket kisz m¡t¢ Turing-g�pet:(1) f(m,n) = ⌊m/n⌋;(2) f(m,n) = m mod n;(3) f(n) az n-edik Fibonai-sz m;(4) f(n) az n oszt¢inak sz ma;(5) f(n) az n oszt¢inak �sszege;(6) f(n) az n pr¡moszt¢inak sz ma;(7) f(n) az n-n�l nem nagyobb pr¡mek sz ma;(8) f(m,n) az m �s n legnagyobb k�z�s oszt¢ja;(9) f(m,n) az m �s n legkisebb k�z�s to'bbsz�r�se;(10) f(n) az n-edik pr¡msz m;(11) f(n) az n legnagyobb pr¡moszt¢ja;(12) f(m,n) az m-edik pr¡msz m kitev�je �s n pr¡mt�nyez�s felbont s ban;



92 10. Algoritmusok(13) f(n) = ⌊n√2⌋;(14) f(m,n) = ⌊ m
√
n⌋;(15) f(m,n) = m

√
n;(16) f(m,n) = (n

m

).
◦ 10.1.10. Feladat [9℄. Konstru ljunk az al bbi f ∈ N→ N f�ggv�nyeket kisz m¡t¢Turing-g�pet:(1) f(n) = ⌊en⌋;(2) f(n) = ⌊en⌋.(3) f(n) a √2 tizedest�rt el� ll¡t s ban az n-edik jegy;(4) f(n) az e tizedest�rt el� ll¡t s ban az n-edik jegy;(5) f(n) a π tizedest�rt el� ll¡t s ban az n-edik jegy.10.1.11. Feladat [7℄. Legyen A = {a1, a2, . . . , an} egy legal bb k�t bet�b�l  ll¢ b��. K¢doljuk A bet�it a { , I}  b�e bet�ivel £gy, hogy ai k¢dja egy i hossz£  sorozat, amely el�tt �s ut n egy-egy I  ll. szimul junk egy A szalg b��vel m�k�d�egyszalagos Turing-g�pet ezzel a k¢dol ssal.10.1.12. Feladat [7℄. Egy szalagos, h rom elem� szalag b��vel rendelkez� Turing-g�pek szimul l s t v�gz� h rom szalagos Turing-g�p m sodik �s harmadik szalagj ralegfeljebb n�gy bet�s programot ¡runk. Vizsg ljuk meg, hogy az egyes programok eset�nmilyen g�pet szimul l az univerz lis g�p.
→ 10.1.13. Feladat [9℄. Hogyan ¡rhatunk b rhonnan h¡vhat¢ �szubrutint" Turing-g�pre, RAM-g�pre, illetve t rolt program£ g�pre?10.1.14. Tov bbi feladatok. [22℄: VII.1.1{VII.1.6, VII.1.9{VII.1.13, VII.1.17,VII.1.19, VII.1.24{VII.1.26; [51℄: III.2.1{III.2.25.10.2. Kisz m¡that¢s g
→ 10.2.1. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon  b�� feletti L1 �s `cL2nyelvek eld�nthet�ek, akkor L1 ∩ L2 �s L1 ∪ L2 is.
→ 10.2.2. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon  b�� feletti L1 �s `cL2nyelvek felsorolhat¢ak, akkor L1 ∩ L2 �s L1 ∪ L2 is.10.2.3. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon  b�� feletti A, B �s Cnyelvekre A �s B felsorolhat¢ak �s diszjunktak, C pedig eld�nthet�, valamint A ⊂ C ⊂
A ∪ B, akkor A is eld�nthet�.
→ 10.2.4. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon  b�� feletti A �s Bnyelvekre felsorolhat¢ak, akkor l�teznek olyan diszjunkt felsorolhat¢ A1 �s B1 nyelvek,amelyekre A1 ⊂ A, B1 ⊂ B, �s A1 ∪ B1 = A∪ B.
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→ 10.2.5. Feladat [5℄. Alkalmazzuk a rekurzi¢ oper i¢j t a megadott f �s g f�gg-v�nyekre, �s hat rozzuk meg, hogy milyen h f�ggv�nyt kapunk:(1) f(x1) = x1, g(x1, x2, x3) = x1 + x3;(2) f(x1) = x1, g(x1, x2, x3) = x1 + x2;(3) f(x1) = 2x1 , g(x1, x2, x3) = xx13 ;(4) f(x1) = 1, g(x1, x2, x3) = x3(1 + sgn |x− 1 + 2− 2x3|);(5) f(x1) = 1, g(x1, x2, x3) = (x3 + 1) sgn(1 + x3/3).
→ 10.2.6. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy a megadott h f�ggv�nyek primit¡v re-kurz¡vak:(1) h(x1, x2) = x1 .− x22;(2) h(x1) = 3x1 ;(3) h(x1, x2, x3) = x21x2 + x3 mod 2.
→ 10.2.7. Feladat [3℄. Mutassuk meg, hogy az f(n) = n2, ha n p ros �s f(n) = n+1,ha n p ratlan �sszef�gg�ssel de�ni lt f�ggv�ny primit¡v rekurz¡v.
→ 10.2.8. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy a t(0) = 0, �s t(n) az n oszt¢inak sz maegy�bk�nt �sszef�gg�ssel de�ni lt f�ggv�ny primit¡v rekurz¡v.
→ 10.2.9. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy a pr¡msz mok halmaz nak karakterisz-tikus f�ggv�nye primit¡v rekurz¡v.
→ 10.2.10. Feladat [3℄. Alkalmazzuk a minimaliz i¢ oper i¢j t a megadott v lto-z¢kra a megadott sorrendben:(1) f(x1) = 3, i = 1;(2) f(x1) = x1/2, i = 1;(3) f(x1, x2) = p

(2)1 (x1, x2), i = 2;(4) f(x1, x2) = x1 .− x2, i = 1, 2;(5) f(x1, x2) = x1 − 1/x2, i = 1, 2;(6) f(x1, x2) = 2x1(2x2 + 1), i = 1, 2.
→ 10.2.11. Feladat [3℄. az al bbi f�ggv�nyekr�l mutassuk meg, hogy pari lisan re-kurz¡vak:(1) f(x1) = 2− x1;(2) f(x1) = x1/2;(3) f(x1, x2) = x1 − 2x2;(4) f(x1, x2) = x1/(1− x1x2).10.2.12. Tov bbi feladatok. [22℄: VII.2.3{VII.2.6, VII.2.9{VII.2.29; [51℄: III.1.1{III.1.44; III.3.1{III.3.9, III.3.15{III.3.48, III.4.1{III.4.43.
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→ 10.3.1. Feladat [5℄. Vizsg ljuk meg a 10.1.8. feladatban konstru lt (t�bbszalagos,bin ris) Turing-g�pek fut sid� �s t rig�ny�t.
→ 10.3.2. Feladat [8℄. Vizsg ljuk meg a 10.1.9. feladatban konstru lt (t�bbszalagos,bin ris) Turing-g�pek fut sid� �s t rig�ny�t.
→ 10.3.3. Feladat [8℄. Az el�z� feladatban megvizsg lt (t�bbszalagos, bin ris) Turing-g�pekre, ahol a fut sid� nem polinomi lis, pr¢b ljunk polinomi lis m�ret� tan£t tal lni.10.3.4. Feladat [10℄. Adjunk polinomi lis m�ret� �s fut sidej� tan£t egy term�-szetes sz m pr¡mfelbont s ra.10.3.5. Tov bbi feladatok. [22℄: VII.3.16{VII.3.22.
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