egyszerŰ grăfok esetĆn: ha G Ćs G^′ egyszerŰ grăfok, Ćs van olyan, a V -t V^′-re kĆpezŞ g kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ lekĆpezĆs, amelyre v, w ∈ V pontosan akkor szomszĆdosak, ha g(v) Ćs g(w) szomszĆdosak, akkor G Ćs G^′ nyilvăn izomorfak.

7.1.3. Teljes grăfok. Ha egy egyszerŰ grăfban bărmely kĆt kĄlŤnbŤzŞ csčcsot Ćl kŤt Ťssze, akkor a grăfot teljes grăf nak nevezzĄk. Teljes grăfok esetĆn, ha a csčcsok halmazai kŤzŤtt lĆtezik kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ lekĆpezĆs, akkor a kĆt teljes grăf izomorf, azaz teljes grăfok a csčcsok Ćs Ćlek elnevezĆsĆtŞl eltekintve megegyeznek. Ebben az Ćrtelemben beszĆlĄnk bărmely n ∈ N esetĆn n szŤgpontč teljes grăf rćl. Az n szŤgpontč teljes grăfnak n(n − 1)/2 Ćle van.

7.1.4. Păros grăfok. Egy păros grăf (vagy kĆtrĆszes grăf ) egy olyan grăf, amelynĆl adott a csčcsok V halmazănak egy V^′, V^{′′} diszjunkt halmazokra valć felbontăsa čgy, hogy minden Ćl egyik vĆgpontja az egyik, măsik vĆgpontja a măsik halmazba esik. Egy păros grăfot tehăt egy (φ, E, V^′, V^{′′}) nĆgyeskĆnt adhatunk meg. A legismertebb pĆlda a Ăhărom hăz, hărom kčt" grăf, amelynĆl V^′ hărom hăzbćl, V^{′′} hărom kčtbćl ăll, Ćs bărmely hăz Ćs bărmely kčt kŤzŤtt van egy Ćl, de tŤbb Ćl nincs. A 7.2. ăbrăn balra lăthatć K_5 az Ťt szŤgpontč teljes grăf, mąg jobbra K_{3,3} (Ăhărom hăz, hărom kčt" grăf) păros grăf.

7.2. ăbra

7.1.5. RĆszgrăf. A G^′ = (φ^′, E^′, V^′) grăfot a G = (φ, E, V ) grăf rĆszgrăf jănak nevezzĄk, ha E^′ ⊂ E, V^′ ⊂ V Ćs φ^′ ⊂ φ. NĆha azt mondjuk, hogy G a G^′ szupergrăf ja. Ha a G^′ rĆszgrăf mindazokat az Ćleket tartalmazza, amelyek vĆgpontjai V^′-ben vannak, akkor G^′-t a V^′ ăltal meghatărozott feszątett rĆszgrăf nak vagy telątett rĆszgrăf nak nevezzĄk. Ha G^′ = (φ^′, E^′, V^′) rĆszgrăfja a G = (φ, E, V ) grăfnak, akkor a G^′-nek G-re vonatkozć komplementerĆn a (φ|_{E\E}′ , E \ E^′, V ) grăfot ĆrtjĄk. Ha G^′ egyszerŰ grăf, Ćs kĄlŤn nem mondjuk meg, hogy mely grăfra vonatkozć komplementerrŞl van szć, akkor a V^′-beli csčcspontokkal rendelkezŞ olyan egyszerŰ grăfra gondolunk, amelyben pontosan azok a csčcsok szomszĆdosak, amelyek G^′-ben nem; ez lĆnyegĆben a V^′-beli csčcspontokkal rendelkezŞ teljes grăfra vonatkozć komplementer. (Az ilyen grăfok az Ćlek elne-

7.3. ăbra

vezĆsĆtŞl eltekintve azonosak, azaz izomorfak.) A 7.3. ăbrăn szaggatott vonal mutatja a komplementer grăfot, (v_1, v_2, v_4, e_1, e_4, e_6) telątett, (v_1, v_2, v_4, e_1, e_6) nem telątett rĆszgrăf.

Ha G = (φ, E, V ) egy grăf Ćs E^′ ⊂ E, akkor a G-bŞl az E^′ Ćlhalmaz tŤrlĆsĆvel kapott grăf on a G^′ = (φ|_{E\E}′ , E \E^′, V ) rĆszgrăfot ĆrtjĄk. Ha G = (φ, E, V ) egy grăf Ćs V^′ ⊂ V , akkor legyen E^′ az Ťsszes olyan Ćlek halmaza, amelyek illeszkednek valamely V^′-beli csčcsra. A G-bŞl a V^′ csčcshalmaz tŤrlĆsĆvel kapott grăf on a G^′ = (φ|_{E\E}′ , E\E^′, V \V^′) rĆszgrăfot ĆrtjĄk.

7.1.6. SĆtăk, vonalak, utak Ćs kŤrŤk. Legyen G = (φ, E, V ) egy grăf. Egy G-beli n hosszč sĆta v-bŞl v^′-be egy olyan

v_0, e_1, v_1, e_2, v_2, . . . , v_{n−1}, e_n, v_n,

n ≥ 0 vĆges sorozat, amelyre e_i a v_{i−1} Ćs v_i csčcsokra illeszkedŞ Ćl, ha 1 ≤ i ≤ n Ćs v_0 = v, v_n = v^′. Ha v = v^′, a sĆtăt zărt sĆtănak nevezĄnk, egyĆbkĆnt nyąlt sĆtănak. (Az čt Ćs az Ćlsorozat elnevezĆs is elterjedt a sĆta helyett.) Ha a sĆtăban szereplŞ Ćlek mind kĄlŤnbŤzŞek, akkor vonalnak nevezzĄk. Ha egy vonal zărt sĆta, akkor zărt vonalnak nevezzĄk, egyĆbkĆnt nyąlt vonalnak. Egy sĆtăt čtnak fogunk nevezni, ha a v_0, v_1, . . . , v_n csčcsok mind kĄlŤnbŤzŞk. (Akik a sĆtăt čtnak nevezik, ilyenkor az egyszerŰ čt kifejezĆst hasznăljăk.) A nulla hosszč sĆtăk mind utak Ćs egyetlen csčcsbćl ăllnak. Az egy hosszč sĆtăk utak, ha a bennĄk szereplŞ egyetlen Ćl nem hurokĆl. Egy čt nem tartalmazhat sem hurokĆlt, sem părhuzamos Ćleket, sem ugyanazt az Ćlt kĆtszer. Speciălisan, egy čt mindig vonal. Egy legalăbb egy hosszč zărt vonalat kŤrnek nevezĄnk, ha a kezdŞ- Ćs a vĆgpont megegyeznek, de egyĆbkĆnt a vonal bărmely măs pontja ezektŞl Ćs egymăstćl kĄlŤnbŤzik. Az egy hosszč kŤrŤk egyetlen hurokĆlt tartalmaznak. A kettŞ hosszč kŤrŤk kĆt kĄlŤnbŤzŞ de părhuzamos Ćlt tartalmaznak. Ha egy kŤr 3, 4, . . . hosszč, akkor nĆha hăromszŤgnek, nĆgyszŤgnek, . . . nevezzĄk. A 7.4. ăbrăn v_1, . . . , v_9 sĆta, de nem čt Ćs nem vonal. v_1, . . . , v_8 vonal, de nem čt, v_1, . . . , v_3 čt is vonal is. v_3, . . . , v_7, v_3 kŤr.

7.1.7. Ŕllątăs. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, bărmely G grăfban a kĄlŤnbŤzŞ v Ćs v^′ csčcsokat ŤsszekŤtŞ sĆtăbćl alkalmasan tŤrŤlve e_i, v_i părokat, a v-t v^′vel ŤsszekŤtŞ utat kaphatunk.

7.4. ăbra

Bizonyątăs. Ha v_i = v_j , i < j, tŤrŤljĄk az e_{i+1}, v_{i+1}, e_{i+2}, v_{i+2}, . . . , e_j , v_j rĆszt, Ćs ismĆteljĄk ezt, amąg minden csčcs kĄlŤnbŤzŞ lesz. Mivel a sĆta hossza minden lĆpĆsben csŤkken, az eljărăs vĆges sok lĆpĆsben vĆget Ćr. □

7.1.8. Ŕllątăs. Bărmely G grăfban egy legalăbb egy hosszčsăgč zărt vonal vĆges sok păronkĆnt Ćldiszjunkt kŤr egyesątĆse.

Bizonyątăs. Ha nincs ismĆtlŞdŞ csčcs, kivĆve, hogy az elsŞ Ćs utolsć megegyezik, a vonal măr kŤr, Ćs kĆszen vagyunk. EgyĆbkĆnt az ismĆtlŞdŞ csčcs elsŞ elŞfordulăsătćl a măsodikig haladva, egy rŤvidebb zărt vonalat kapunk, Ćs ezt kihagyva, az eredeti vonalbćl is egy rŤvidebb zărt vonal marad. Ezek kŤzĄl azokkal, amelyek nem kŤrŤk, megismĆteljĄk az eljărăst. Minden lĆpĆsben, ha van mĆg olyan zărt vonal, amely nem kŤr, abbćl kĆt rŤvidebb vonalat kapunk. VĆgĄl csupa kŤr marad. □

7.1.9. ŹsszefĄggŞsĆg. Egy grăfot ŤsszefĄggŞnek nevezĄnk, ha bărmely kĆt csčcsa ŤsszekŤthetŞ sĆtăval. Ez nyilvăn azzal ekvivalens, hogy bărmely kĆt csčcsa ŤsszekŤthetŞ čttal. Nyilvăn egy adott grăf csčcsaira az a relăcić, hogy kĆt csčcs ŤsszekŤthetŞ čttal, ekvivalenciarelăcić a csčcsok halmazăn, ągy meghatăroz egy osztălyozăst. A csčcsok egy adott osztălya ăltal meghatărozott telątett rĆszgrăf a grăf egy komponense. VegyĄk Ćszre, hogy kĆt kĄlŤnbŤzŞ osztălyba tartozć csčcs nem lehet szomszĆdos, ągy a grăf minden Ćle hozzătartozik egy komponenshez. Nyilvăn egy grăf akkor Ćs csak akkor ŤsszefĄggŞ, ha minden csčcs ugyanabba az osztălyba tartozik, azaz ha csak egyetlen komponense van.

7.1.10. Făk. Egy grăfot fănak nevezĄnk, ha ŤsszefĄggŞ Ćs nincs kŤre.

7.1.11. TĆtel. Egy G egyszerŰ grăfra a kŤvetkezŞ feltĆtelek ekvivalensek: (1) G fa;

(2) G ŤsszefĄggŞ, de bărmely Ćl tŤrlĆsĆvel a kapott rĆszgrăf măr nem ŤsszefĄggŞ; (3) ha v Ćs v^′ a G kĄlŤnbŤzŞ csčcsai, akkor pontosan egy čt van v-bŞl v^′-be; (4) G-nek nincs kŤre, de bărmilyen čj Ćl hozzăvĆtelĆvel kapott grăf măr tartalmaz kŤrt.

Bizonyątăs. Ha egy, mondjuk v, v^′ vĆgpontč Ćlt tŤrŤlve, a grăf ŤsszefĄggŞ maradna, akkor lĆtezne čt v-bŞl v^′-be, amit kiegĆszątve a tŤrŤlt Ćllel, egy kŤrt kapnănk, ągy (1)-bŞl kŤvetkezik (2). Ha most kĆt kĄlŤnbŤzŞ čt lenne v-bŞl v^′-be, akkor az egyiken szereplŞ csčcsokat v, v_1, v_2, . . . -vel, a măsikban szereplŞket v, v^′_1, v^′_2, . . . -vel jelŤlve, legyen k a legkisebb olyan index, amelyre v_k ≠ v^′_k. TŤrŤlve a v_{k−1}, v_k vĆgpontč Ćlt, a grăf ŤsszefĄggŞ maradna, mivel bărmely sĆtăban, amelyben ez az Ćl szerepel, helyettesąthetjĄk a v_{k−1}, v^′_k, v^′_{k+1}, . . . , v^′, . . . , v_{k+1}, v_k csčcsokon ăt haladć sĆtăval. Ezzel belăttuk, hogy (2)-bŞl kŤvetkezik (3). Ha a grăfban van egy v, v^′, . . . , v kŤr, akkor nyilvăn kĆt čt vezet v-bŞl v^′-be, ągy (3)-bćl kŤvetkezik (1).

VĆgĄl, ha a grăf fa, akkor kŤrmentes. Ha egy čj hurokĆlt veszĄnk hozză, akkor măr tartalmaz kŤrt, ha pedig az čj Ćl vĆgpontjai v ≠ v^′, akkor a v-bŞl v^′-be vezetŞ utat ezzel kiegĆszątve, kŤrt kapunk. Megfordątva, ha (4) teljesĄl, akkor azt kell megmutatni, hogy bărmely v ≠ v^′-re vezet sĆta v-bŞl v^′-be. VegyĄnk hozză egy čj Ćlt a grăfhoz, amelynek vĆgpontjai v Ćs v^′. Az čj grăfban van kŤr. Ebben az čj Ćl kell, hogy szerepeljen. TŤrŤlve a kŤrbŞl az čj Ćlt, egy utat kapunk v-bŞl v^′-be. □

7.1.12. TĆtel. Ha egy G vĆges grăfban nincs kŤr, de van Ćl, akkor van legalăbb kĆt elsŞfokč csčcs.

Bizonyątăs. A G-beli utak kŤzŤtt van maximălis hosszčsăgč. Vălasszunk egy ilyet, ennek hossza legalăbb 1. Vezessen v-bŞl v^′-be. Megmutatjuk, hogy v Ćs v^′ is elsŞfokčak. Ha valamelyik nem lenne elsŞfokč, akkor belŞle mĆg vezetne valahova Ćl. Ha egy olyan csčcsba, amely nincs az adott čton, akkor az čt hossza nem maximălis. Ha egy olyan csčcsba, amely az čton van, akkor a grăfban van kŤr. □

7.1.13. TĆtel. Egy G egyszerŰ vĆges grăfra n csčccsal a kŤvetkezŞ feltĆtelek ekvivalensek: (1) G fa;

(2) G-ben nincs kŤr Ćs n − 1 Ćle van; (3) G ŤsszefĄggŞ Ćs n − 1 Ćle van.

Bizonyątăs. Ha n = 1, az ăllątăs triviălis. TegyĄk fel, hogy G fa, n > 1, Ćs legyen v_n egy olyan csčcsa G-nek, amelynek csak egy szomszĆdja van, v_{n−1}. TŤrŤljĄk a v_n csčcsot: a maradĆk G^′ grăf fa, mivel bărmely čtnak v_n csak a kezdŞpontja vagy a vĆgpontja lehet. Ŋgy n szerinti indukcićval kapjuk (1)-bŞl (2)-t. Hasonlćan kapjuk (2)-bŞl (3)-at: a fenti jelŤlĆsekkel G ŤsszefĄggŞ, mivel v_n-bŞl vezet čt v_{n−1}-be Ćs (teljes indukcićval) v_{n−1}-bŞl vezet čt G^′-ben minden măs csčcsba. VĆgĄl tegyĄk fel, hogy (3) teljesĄl. Ha G-nek van kŤre, akkor a kŤr bărmely ĆlĆt tŤrŤlve, egy olyan grăfot kapunk, amely mĆg mindig ŤsszefĄggŞ. Folytassuk az Ćlek tŤrlĆsĆt addig, amąg vĆgĄl măr nem marad kŤr a grăfban. Ha k lĆpĆst tettĄnk, akkor egy n csčcsč făt kapunk n − k − 1 Ćllel. De mivel (1)-bŞl kŤvetkezik (2), csak k = 0 lehetsĆges. □

7.1.14. FeszątŞfa. Egy G grăf egy feszątŞfăja egy olyan F rĆszgrăfja G-nek, amely fa Ćs a csčcsainak halmaza megegyezik G csčcsainak halmazăval. (Persze, csak ŤsszefĄggŞ grăfnak lĆtezhet feszątŞfăja.) Az 7.5. ăbrăn kĆt izomorf, de nem identikus grăf lăthatć, v_1, e_1, v_2, e_2, v_3, e_3 feszątŞfa a baloldali grăfban.

7.5. ăbra

7.1.15. Ŕllątăs. Minden vĆges ŤsszefĄggŞ grăfnak lĆtezik feszątŞfăja.

Bizonyątăs. A bizonyątăs konstruktąv. Amąg van a grăfban kŤr, hagyjuk el annak egyik ĆlĆt. A maradĆk grăf ŤsszefĄggŞ marad. VĆges sok lĆpĆsben az eljărăs megakad: ekkor a kapott grăf ŤsszefĄggŞ Ćs kŤrmentes. □

7.1.16. Ŕllątăs. Egy G = (φ, E, V ) vĆges ŤsszefĄggŞ grăfban lĆtezik legalăbb ♮(E) − ♮(V ) + 1 kŤr, amelyek Ćlhalmaza kĄlŤnbŤzŞ.

Bizonyątăs. Legyen F egy feszątŞfăja G-nek. Ennek ♮(V ) − 1 Ćle van. Legyen E^′ a G azon Ćleinek halmaza, amelyek nem szerepelnek F -ben. Ha e ∈ E^′, akkor ezt az Ćlt hozzăadva F -hez, a kapott grăf tartalmaz legalăbb egy K_e kŤrt. TermĆszetesen az eredeti grăf is tartalmazza K_e-t. A kapott K_e kŤr tartalmazza e-t, de ha e ≠ e^′ ∈ E^′, akkor K_e′ nem tartalmazza e-t, ągy a K_e, e ∈ E^′ kŤrŤk Ćlhalmazai mind kĄlŤnbŤzŞek. □

7.1.17. MegjegyzĆs. Az elŞzŞ bizonyątăsban szereplŞ K_e kŤr Ćlhalmazăt az e ∈ E^′ Ćl egyĆrtelmŰen meghatărozza. Ha ugyanis az F feszątŞfăhoz hozzăadva az e Ćlt, a kapott grăfban kĆt kĄlŤnbŤzŞ Ćlhalmazč kŤr lenne, mivel mindkettŞ tartalmazza e-t, az e egyik vĆgpontjătćl a măsikig kĆt kĄlŤnbŤzŞ čton is el lehetne jutni F -ben, ągy F nem lenne fa. A tĆtelben szereplŞ szăm alsć korlăt, hiszen a 7.6. ăbrăn lăthatć 3-regulăris grăfban tŤbb kŤr van, mint ♮(E) − ♮(V ) + 1.

7.6. ăbra

8.1. Csoportok 123

8.1.38. Homomor˛zmustĆtel. Egy G csoport egy φ homomor˛zmusănăl a homomor˛zmus magja normălosztć, Ćs a G/ ker φ faktorcsoport izomorf G^′ = φ(G)-vel. A G bărmely N normălosztćja magja valamely homomor˛zmusnak: G-nek G/N-re valć kanonikus lekĆpezĆse homomor˛zmus, amelynek magja N.

Bizonyątăs. A φ^{−1}(a^′), a^′ ∈ G^′ halmazrendszer a G egy osztălyozăsa. Megmutatjuk, hogy kompatibilis a szorzăssal. Valćban, bărmely a ∈ φ^{−1}(a^′)-re Ćs b ∈ φ^{−1}(b^′)-re φ(ab) = φ(a)φ(b) = a^′b^′, azaz ab ∈ φ^{−1}(a^′b^′), fĄggetlenĄl az a Ćs b vălasztăsătćl. Ŋgy e osztălya, ami ker φ, normălosztć, Ćs a szerinte vett osztălyozăs Ćppen a megadott osztălyozăs. Az a^′ → φ^{−1}(a^′) lekĆpezĆs G^′ izomor˛zmusa G/ ker φ-re.

A tĆtel măsodik fele az elŞzŞ tĆtel kŤvetkezmĆnyĆnek bizonyątăsa alapjăn nyilvănvalć. □

A homomor˛zmustĆtel a 8.3. ăbrăn tanulmănyozhatć egy konkrĆt pĆlda segątsĆgĆvel. G az egĆsz szămok halmaza a + mŰvelettel, φ fĄggvĆny minden egĆszre ĆrtelemszerŰen a păros vagy păratlan szćt adja, ągy ker φ = 2Z. ν a kanonikus lekĆpezĆs G Ćs G/ ker φ kŤzŤtt.

8.3. ăbra

8.1.39. Direkt szorzat. Legyen G_i, i ∈ I egy-egy binĆr mŰvelettel ellătott halmazok egy csalădja. Az egyszerŰsĆg kedvĆĆrt mindegyik halmazon a mŰveletet jelŤljĄk szorzăssal. Ekkor a G = ×_{i∈I} G_i Descartes-szorzatot ellătva az (ab)_i = a_ib_i, ha i ∈ I ŤsszefĄggĆssel de˛niălt mŰvelettel, a G-t a G_i, i ∈ I csalăd direkt szorzatănak nevezzĄk.

128 8. Algebra

8.4. ăbra

8.2.4. GyŰrŰ karakterisztikăja. Ůgy a gyŰrŰknĆl, mint a testeknĆl is fontos jellemzŞ az elemek additąv rendje, amely bizonyos feltĆtelek teljesĄlĆse esetĆn minden nem nulla elemnĆl megegyezik.

8.2.5. TĆtel. Egy nullosztćmentes R gyŰrŰben a nemnulla elemek additąv rendje megegyezik, ami vagy vĆgtelen, vagy prąmszăm.

Bizonyątăs. Ha egy nullosztćmentes R gyŰrŰben egy nem nulla a elem additąv rendje n ∈ N^+ , Ćs b tetszŞleges nem nulla elem, akkor n(ab) = (na)b = 0b = 0, măsrĆszt pedig n(ab) = a(nb), ągy nb = 0 kell legyen, azaz b rendje is vĆges, Ćs legfeljebb annyi, mint a rendje. Mivel a Ćs b szerepe felcserĆlhetŞ, minden nem nulla elemnek ugyanannyi az additąv rendje. Megmutatjuk, hogy ha a kŤzŤs rend nem nulla, akkor csak prąmszăm lehet. Ugyanis ha n a nem nulla a elem additąv rendje, akkor n > 1 Ćs ha n = km, akkor 0 = na = k(ma). Ha m < n, akkor ma ≠ 0, tehăt k = n, mert egyĆbkĆnt ma additąv rendje kisebb lenne, mint n. □

146 8. Algebra

8.6. ăbra

(2) NĆha az irreducibilităs bizonyątăsăhoz a SchŤnemann{Eisenstein tĆtel nem alkalmazhatć kŤzvetlenĄl, csak nĆmi kerĄlŞvel. PĆldăul a n−1∑ j=0 x^j = x^n − 1 x − 1 ∈ Z[x] čgynevezett kŤrosztăsi polinomok nem irreducibilisek, ha n Ťsszetett szăm, mert ha n = km, akkor_{n−1} ∑ j=0 x^j = (_{k−1}∑ j=0 x^{mj} )(_{m−1}∑ j=0 x^j ) .

9. KŢDOLŔS

Ebben a fejezetben a kćdolăs alapjaival foglalkozunk. ElsŞkĆnt megnĆzzĄk, hogy hogyan tŤrtĆnik az adatok ătvitele.

9.1. Kommunikăcić Ćs kćdolăs

A kommunikăcić sorăn informăcićt hordozć adatokat viszĄnk ăt egy csatornăn keresztĄl az informăcićforrăstćl, az adćtćl az informăcić cąmzettjĆhez, a vevŞhŤz. Ezt nagy vonalakban az 9.1. ăbra mutatja.

9.1. ăbra

Az ăbra szerint az informăcić ătvitele tĆrben tŤrtĆnik. Valćjăban minden informăcićătvitel tĆrben Ćs idŞben tŤrtĆnik, Ćs egyes esetekben az egyik, mąg măs esetekben a măsik dimenzić a dominăns. Ha BudapestrŞl PĆcsre telefonălunk, akkor az idŞ nem lĆnyeges, ugyanakkor az informăcić lemezre valć rŤgzątĆse, Ćs egy kĆsŞbbi idŞpontban valć visszaolvasăsa esetĆn a helyvăltozăs kevĆsbĆ fontos. A tovăbbiakban ăltalăban čgy beszĆlĄnk az adatătvitelrŞl, mintha az tĆrben tŤrtĆnne, de ebbe mindig beleĆrtjĄk az idŞbeli ătvitelt is.

A modellel kapcsolatban felmerĄl nĆhăny kĆrdĆs: (1) mi az informăcić, Ćs hogyan mĆrhetŞ az informăcić; (2) hogyan tŤrtĆnik az informăcić ătvitele;

(3) milyen kapcsolat van az elkĄldŤtt Ćs a vett adat kŤzŤtt.

9.2. ăbra

betŰ kćd betŰ kćd betŰ kćd A ·− J ·−−− S ··· B −··· K −·− T − C −·−· L ·−·· U ··− D −·· M −− V ···− E · N −· W ·−− F ··−· O −−− X −··− G −−· P ·−−· Y −·−− H ···· Q −−·− Z −−·· I ·· R ·−· szăm kćd szăm kćd ąrăsjel kćd 0 −−−−− 5 ····· . ·−·−·− 1 ·−−−− 6 −···· , −−··−− 2 ··−−− 7 −−··· ? ··−−·· 3 ···−− 8 −−−·· : −−−··· 4 ····− 9 −−−−· - −····− 9.1. tăblăzat

Itt a kćdolandć ăbĆcĆ az angol ăbĆcĆ, mąg a kćdolć ăbĆcĆ kĆt betŰt tartalmaz, a pontot Ćs a vonăst, Ćs pĆldăul az ad szć kćdja Ă·−−··". Ezt ągy nem tudnănk dekćdolni,

9.2. Gazdasăgos kćdolăs 159

9.3. ăbra

ugyanis ez a betŰnkĆnti kćdolăs az eredeti de˛nącić ĆrtelmĆben nem kćdolăs, mert nem injektąv a megfeleltetĆs. PĆldăul az emi szć kćdja megegyezik az elŞbbi kćddal. A valćsăgban termĆszetesen az egyes jelek, tovăbbă az egyes betŰk adăsa kŤzŤtt meghatărozott szĄnetet tartanak, Ćs ągy măr a kćdolăs egyĆrtelmŰ lesz. KonkrĆtan egy vonăs hăromszor annyi ideig tart, mint egy pont, Ćs minden jel utăn egy egysĆgnyi szĄnet kŤvetkezik, majd a betŰ kćdja vĆgĆn mĆg tovăbbi kĆt egysĆgnyi szĄnet van (egy pont ătvitelĆhez szĄksĆges idŞt tekintve egysĆgnek). Ha egy egysĆgnyi hosszčsăgč jelet egy 1-es, Ćs az egysĆgnyi hosszčsăgč szĄnetet 0 jelŤli, akkor pĆldăul a B kćdja, amely az eredeti, ponttal Ćs vonăssal megadott rendszerben Ă−···", most 111010101000 lesz.

Ŋgy măr egyĆrtelmŰen dekćdolhatć a vett Ązenet, hiszen minden betŰ kćdja hărom 0-ra vĆgzŞdik, Ćs nincs olyan betŰ, amelynĆl a kćd belsejĆben, vagy a kćdszć elejĆn lenne hărom 0. EnnĆl a kćdnăl a hărom nullănak Ťnmagăban is van jelentĆse, ez a szćkŤz kćdja, vagyis ez vălasztja el egymăstćl az egymăs utăn kŤvetkezŞ szavak kćdjăt (ągy egy szć kćdjănak a vĆgĆn hat darab 0 ăll). Ekkor ad kćdja 101110001110101000000, mąg emi kćdja 10001110111000101000000, ągy a kĆt kćd jćl megkĄlŤnbŤztethetŞ Ćs egyĆrtelmŰen megfejthetŞ.

9.2.1. Pre˛x, szu‹x, in˛x; pre˛xmentes halmaz. Legyen α, β Ćs γ az A ăbĆcĆvel feląrt hărom szć. Ekkor

164 9. Kćdolăs

9.4. ăbra

elŞfordulăsănak valćsząnŰsĆge. Ekkor L = ∑_n i=1 p_il_i a kćd ătlagos szćhosszčsăga, ahol l_i az a_i kćdjănak hossza. Most megnĆzzĄk, hogy mekkora lehet adott valćsząnŰsĆgek mellett egy felbonthatć kćd ătlagos szćhosszčsăga. Ehhez elŞszŤr kŤzelebbrŞl megvizsgăljuk a felbonthatć kćdokat.

9.2.9. TĆtel. Legyen A = {a_1, . . . , a_n} Ćs B kĆt ăbĆcĆ, B elemeinek a szăma r ≥ 2, Ćs φ : A → B^+ injektąv lekĆpezĆs. Ha a φ ăltal meghatărozott betŰnkĆnti kćdolăs felbonthatć, akkor ∑_n i=1 r^{−|φ(ai)|} ≤ 1. Fordątva, ha l_1, . . . , l_n olyan pozitąv egĆsz szămok, hogy ∑_n i=1 r^{−li} ≤ 1, akkor van az A-nak a B elemeivel valć olyan pre˛x kćdolăsa, hogy az a_i betŰ kćdjănak hossza l_i.

A fenti tĆtelben szereplŞ egyenlŞtlensĆg a McMillan-egyenlŞtlensĆg, amely lĆnyegĆben vĆve azt fejezi ki, hogy egy felbonthatć kćdban az ătlagos szćhosszčsăg nem lehet tčlsăgosan kicsi (mert ha a szćhosszčsăg kicsi, akkor r megfelelŞ negatąv kitevŞs hatvănya nagy, viszont az Ťsszeg ĆrtĆke nem haladhatja meg az 1-et). A tĆtel măsodik rĆsze azt mutatja, hogy egy nem pre˛x, de felbonthatć kćdnak nincs nagy jelentŞsĆge, hiszen ugyanolyan hosszakkal kĆsząthetŞ pre˛x kćd is.

Bizonyątăs.

(1) TekintsĄk a φ : A → B^+ injektąv lekĆpezĆs ăltal meghatărozott felbonthatć kćdot. JelŤljĄk C-vel rng(φ)-t, M-mel a tĆtelben megadott ∑_n i=1 r^{−|φ(ai)|} ≤ 1 Ťsszeget, Ćs M^{(i)}- vel a ∑ α∈C^i r −|α| Ťsszeget, ahol i ∈ N+ . Ha α ∈ Ci+1, akkor α megadhatć α = α

1α_2 alakban, ahol α_1 ∈ C^i Ćs α_2 ∈ C, Ćs ha a kćd felbonthatć, akkor ez a felbontăs egyĆrtelmŰ. A megadott jelŤlĆsek alapjăn M^{(1)} = M = M^1. TegyĄk fel, hogy egy pozitąv egĆsz n-re M^{(n)} = M^n. Ekkor

M^{(n+1)} = ∑ α∈C^{n+1} r^{−|α|} = ∑ α_1 ∈C^n ∑ α_2 ∈C r^{−|α1 α2|} = ∑ α_1∈C^n ∑ α_2 ∈C r^− (_{|α1|+|α2|})

= ∑ α_1 ∈C^n ∑ α_2∈C r^{−|α1 |}r^{−|α2 |} = ∑ α_1∈C^n r^{−|α1 |} ∑ α_2 ∈C r^{−|α2 |} = M^{(n)}M = M^nM = M^{n+1},

ahol a măsodik egyenlŞsĆgnĆl hasznăltuk ki, hogy a kćd felbonthatć.

172 9. Kćdolăs

hossza 3, ezĆrt ezt mĆg jobbrćl ki kell egĆsząteni egy darab 0-val, tehăt j kćdja 110. Hasonlćan haladva megkapjuk a teljes kćdot, amelyet az 9.5. tăblăzat mutat. Most a kćd ătlagos szćhosszčsăga L = 2, 3, amely nagyobb, mint a Hu¸man-kćdnăl volt, de kisebb, mint az entrćpia plusz 1.

betŰ kćd betŰ kćd f φ(f) = 00 a φ(a) = 01 a φ(a) = 01 b φ(b) = 1120 h φ(h) = 02 c φ(c) = 10 c φ(c) = 10 d φ(d) = 1121 j φ(j) = 110 e φ(e) = 12000 i φ(i) = 111 f φ(f) = 00 b φ(b) = 1120 g φ(g) = 1122 d φ(d) = 1121 h φ(h) = 02 g φ(g) = 1122 i φ(i) = 111 e φ(e) = 12000 j φ(j) = 110

9.5. tăblăzat

Az 9.5. Ćs 9.6. ăbra mutatja a kĆt kćd kćdfăjăt.

9.5. ăbra

9.6. ăbra