• 94/8 : < jelŤlĆseket. > jelŤlĆseket.

Az R^n-beli U_1(0), B_1(0) Ćs S_1(0) gŤmbŤket olyan gyakran hasznaljuk, hogy ezekre kĄlŤn jelŤlĆst vezetĄnk be: U_n, B^n Ćs S_{n−1}.

• 116/−16 : < ra, a T_i(x) = x ˛xpont problĆmăval. Melyik T_i alkalmas iterăcićra? > a T_i(x) = x ˛xpont problĆmăval. Melyik T_i alkalmas iterăcićra?

Feladat [9]. TekintsĄk az F (x_1, x_2) = (x^2_1 + x^2 − 1, 2x_1 + x_2 − 1) fĄggvĆny. Legyen

T_1(x_1, x_2) = ( (1 − x_2)/2, √ 1 − x^2_1 ) , T_2(x_1, x_2) = ( (1 − x_2)/2, √ 1 − x^2_1 ) . Mutassuk meg, hogy a (−0,9, 0,9) pontbćl indątva T_1 az F (x) = 0 egyenlet egyik, a (0,9, 0,9) pontbćl indątva T_2 a măsik megoldăsăhoz konvergăl. Magyarăzzuk meg a konvergenciăk sebessĆge kŤzŤtti kĄlŤnbsĆget.

• 116/−1 : < a legkisebb Lipschitz-konstans? > a legkisebb Lipschitz-konstans?

* Fixpont tulajdonsăg. Az X metrikus teret ˛xpont tulajdonsăgčnak nevezzĄk, ha X bărmely Ťnmagăba valć folytonos lekĆpezĆsĆnek van ˛xpontja. A ˛xponttulajdonsăg nyilvăn topolćgiai tulajdonsăg.

* Retraktum. Egy X metrikus tĆr egy Y rĆszhalmazăra azt mondjuk, hogy az X retraktuma, ha van olyan folytonos lekĆpezĆse X-nek Y -ra, amely Y -on az identităs. Az hogy Y retraktuma X-nek, nyilvăn topolćgiai tulajdonsăg. PĆldăul egy Hilbert-tĆr bărmely nem Ąres zărt konvex rĆszhalmaza bărmely năla bŞvebb halmaznak retraktuma: a retrakcićt čgy kapjuk, hogy minden ponthoz a hozză legkŤzelebbi Y -beli pontot rendeljĄk.

* TĆtel. Ha az X metrikus tĆr ˛xpont tulajdonsăgč Ćs Y retraktuma X-nek, akkor Y is ˛xpont-tulajdonsăgč.

Bizonyątăs. Legyen r : X → Y egy retrakcić. Ha T folyonos lekĆpezĆse Y -nak Ťnmagăba, akkor T ∘ r folytonos lekĆpezĆse X-nek Y -ba. Mivel X ˛xpont tulajdonsăgč, Ćs Y ⊂ X, van x ˛xpont, amelyre T ( r(x) ) = x. Nyilvăn x ∈ Y , Ćs ągy r(x) = x, amibŞl T (x) = x.

Typeset by AMS-TEX

* Źsszehčzhatćsăg. Az X metrikus teret (az X egy x_0 pontjăra) Ťsszehčzhatćnak nevezzĄk, ha van olyan f : X × [0, 1] → X folytonos fĄggvĆny, amelyre f(x, 0) = x Ćs f(x, 1) = x_0 minden x ∈ X-re. Az Ťsszehčzhatćsăg nyilvăn topolćgiai tulajdonsăg.

* TĆtel. Ha n ∈ N, akkor S^n nem Ťsszehčzhatć.

Bizonyątăs. Azt az elemi geometriai tĆnyt fogjuk felhasznălni, hogy . . .

* TĆtel. Ha n ∈ N^+, akkor S^{n−1} nem retraktuma B^n-nek.

Bizonyątăs. VegyĄk Ćszre, hogy ha X Ťsszehčzhatć, akkor X bărmely Y retraktuma is Ťsszehčzhatć: valćban, ha r a retrakcićja X-nek Y -ra, Ćs f Ťsszehčzza X-et x_0-ra, akkor r ∘ f Ťsszehčzza Y -t r(x_0)-ra. Mivel B^n nyilvăn Ťsszehčzhatć, S^{n−1} pedig nem, S^{n−1} nem lehet B^n retraktuma.

* Brouwer-fĆle ˛xponttĆtel. Az R^n bărmely nem Ąres X kompakt konvex rĆszhalmaza ˛xpont tulajdonsăgč.

Bizonyątăs. ElŞszŤr B^n-re bizonyątjuk be az ăllątăst. Ha lĆtezne olyan T : B^n → B^n lekĆpezĆs, amelynek nincs ˛xpontja, akkor tudnănk konstruălni B^n-nek egy retrakcićjăt S^{n−1}-re: minden x ∈ B^n-re hosszabbątsuk meg a T (x)-bŞl x-be vezetŞ szakaszt amąg metszi S^{n−1}-et. JelŤljĄk ezt a pontot r(x)-el. Az r egy retrakcićja B^n-nek S^{n−1}-re.

Ha most R elĆg nagy, akkor az R sugarč, origć kŤzĆppontč gŤmb tartalmazza X-et. Mivel X retraktuma R · B^n-nek, X is ˛xpont tulajdonsăgč.

* MegjegyzĆs. A Brouwer-fĆle ˛xponttĆtelnek szămos alkalmazăsa van: egyrĆszt măs ˛xponttĆtelek bizonyąthatćk belŞle, măsrĆszt olyan egyenlŞtlensĆgek, amelyeknek fontos jătĆkelmĆleti (pĆldăul a Nash-fĆle egyensčlypont lĆtezĆse, Neumann minimax tĆtele) Ćs kŤzgazdasăgi alkalmazăsaik vannak (a matematikai kŤzgazdasăgtan fŞ tĆtele), de az is belăthatć segątsĆgĆvel, hogy R^m Ćs R^n nem homeomorfak, ha m ≠ n. Lăsd [145], 77. fejezet.

• 117/3 : < oldăsăra. Az alăbbiakban văzoljuk az alapgondolatot. A kĄlŤnbŤzŞ ˛xpont- > olhatćsăgănak bizonyątăsăra, Ćs elsŞsorban a Banach-fĆle ˛xponttĆtel az egyenletek megoldăsăra is. Az alăbbiakban văzoljuk az alapgondolatot. A kĄlŤnbŤzŞ ˛xpont-

• 117/14 : < ra, akkor a mćdosątott Newton-mćdszert kapjuk. Ha elŞbb az x = x azonos- > ra, akkor a mćdosątott Newton-mćdszert kapjuk. Ha G az x-tŞl is fĄgg, G(x)(y) = F^′(x)^{−1}(y), akkor a Newton-mćdszert kapjuk. Ha elŞbb az x = x azonos-

• 117/−6 : < kŤzelątĆsekbŞl a ´ = ´_1 di¸erenciaoperătorral

´x_n ≈ cq^n(q − 1), ´^2x_n ≈ cq^n(q − 1)^2,

ągy (´x_n)^2/´^2x_n ≈ cq^n, amibŞl

x ≈ x_n −

(´x_n)^2 ´^2x_n , > kŤzelątĆsekbŞl a ´ = ´_1 di¸erenciaoperătorral

´x_n ≈ cq^n(q − 1), ´x_{n+1} ≈ cq^{n+1}(q − 1), ´^2x_n ≈ cq^n(q − 1)^2,

ągy ´x_{n+1}/´x_n ≈ q, tovăbbă (´x_n)^2/´^2x_n ≈ cq^n, amibŞl

x ≈ x_n −

(´x_n)^2 ´^2x_n , • 151/−19 : < Bizonyątăs. Legyen f(αx) = α‖x‖, ha α ∈ K, Ćs alkalmazzuk a tĆtelt.

* Măsodik konjugălt tĆr. Bărmely X normălt tĆrre X^∗ Banach-tĆr. KĆpezhetjĄk a tovăbbi konjugălt tereket is: X^{∗∗} = (X^∗)^∗, X^{∗∗∗} = (X^{∗∗})^∗, stb. Az X Ćs X^{∗∗} kŤzŤtt fontos kapcsolat van: ha x ∈ X rŤgzątett, legyen F_x(f) = f(x), ha f ∈ X^∗. A de˛nącićbćl azonnal adćdik, hogy F_x lineăris funkcionăl X^∗-on. F_x korlătos is, mert | |F_x(f) | | = | |f(x) | | ≤ ‖f‖‖x‖, amibŞl kŤvetkezik, hogy ‖F_x‖ ≤ ‖x‖. Tovăbbă a Hahn{Banach-tĆtel kŤvetkezmĆnye miatt van olyan f ∈ X^∗, amelyre ‖f‖ = 1, Ćs f(x) = ‖x‖. Erre az f-re | |F_x(f) | | = ‖x‖, ągy ‖F ‖ = ‖x‖. Ŋgy az x → F_x lekĆpezĆse X-nek X^{∗∗}-ba normatartć, tehăt izometria. Ezt a lekĆpezĆst az X normălt tĆr X^{∗∗}- ba valć termĆszetes lekĆpezĆsĆnek nevezzĄk. A de˛nącić alapjăn azonnal kŤvetkezik, hogy a termĆszetes lekĆpezĆs lineăris. Ha a termĆszetes lekĆpezĆs X^{∗∗}-ra kĆpez, akkor X-et re‚exąvnek nevezzĄk. TermĆszetesen ekkor X Banach-tĆr kell legyen.

* Gyenge konvergencia: Ha X tetszŞleges halmaz, Y metrikus tĆr, (vagy ăltalănosabban, ha topologikus tĆr), az Y^X fĄggvĆnytĆrben Ćs ennek altereiben Ćrtelmezve van a fĄggvĆnysorozatok pontonkĆnti konvergenciăja. (Ez a konvergencia szărmazik a szorzattopolćgiăbćl.) Ha Y = K Ćs X normălt tĆr K felett (ăltalănosabban, ha topologikus vektortĆr), akkor a folytonos lineăris funkcionălok terĆn ezt a konvergenciăt gyenge* konvergenciănak (egyes szerzŞk gyenge konvergenciănak) szoktăk nevezni, a topolćgiăt, amibŞl szărmazik, pedig gyenge* topolćgiănak. JelentŞsĆgĆt az adja, hogy egy X normălt tĆr X^∗ konjugălt terĆnek egysĆggŤmbjĆt ebben a topolćgiăban tekintve az kompakt, Ćs ha X szeparăbilis volt, akkor metrizălhatć is. Ezt a konvergenciăt hasznălva a normăbćl szărmazć konvergencia helyett, elkerĄlhetŞ azoknak a nehĆzsĆgeknek egy rĆsze, amelyek a variăcićszămątăsban Ćs a parciălis di¸erenciălegyenleteknĆl az egysĆggŤmb kompaktsăgănak hiănya okoz. EzĆrt vezette be Hilbert ezt a konvergenciăt.

Ha X Hilbert-tĆr, akkor a Riesz-fĆle reprezentăcićs tĆtel alapjăn X^∗ elemeit X elemeivel azonosąthatjuk, Ćs ągy a gyenge* topolćgiăt ătmăsolhatjuk X-re. Ŕltalănosabban, ha X normălt tĆr, a kŤvetkezŞkĆppen jărhatunk el. Minden x ∈ X-hez hozzărendelĄnk egy F_x ∈ X^{∗∗} lineăris funkcionălt az F_x(f) = f(x), ha f ∈ X^∗ ŤsszefĄggĆssel. A Hahn{Banach-tĆtel kŤvetkezmĆnye szerint az x → F_x lekĆpezĆs lineăris izometrikus beăgyazăsa X-nek X^{∗∗}-ba. Ŋgy X minden eleme egy X^∗-on Ćrtelmezett funkcionălnak tekinthetŞ, Ćs X^{∗∗} elemeinek pontonkĆnti konvergenciăja (Ćs a topolćgia, amibŞl szărmazik) ătmăsolhatć X-re. Ezt a konvergenciăt gyenge konvergenciănak, a topolćgiăt, amibŞl szărmazik, gyenge topolćgiănak szokăs nevezni. Ha az x → F_x lekĆpezĆs az X^{∗∗}-ra kĆpez le, akkor X-et re‚exąvnek nevezzĄk, Ćs X-et X^{∗∗}-gal azonosąthatjuk. Re‚exąv terek esetĆn (speciălisan Hilbert-tereknĆl) a gyenge Ćs gyenge* topolćgia megegyezik.

A gyenge Ćs gyenge* topolćgiăk vizsgălatăval a topologikus vektorterek elmĆlete foglalkozik. A legegyszerŰbb tĆnyeket illetŞen lăsd Losonczi [82] jegyzetĆt. RĆszletes hivatkozăsok talălhatćk Zeidler [145] kŤnyvĆben. MegjegyezzĄk, hogy a lineăris operătorok terĆben is fontos a pontonkĆnti konvergencia, amelyet nĆha erŞs konvergenciănak szokăs nevezni. > Bizonyątăs. Legyen f(αx) = α‖x‖, ha α ∈ K, Ćs alkalmazzuk a tĆtelt.

• 153/−9 : < hogy x = tx_0 + a-ra t > 0 esetĆn f(x) > d, holott |t| < ε esetĆn x ∈ A + U_ε(0). > hogy x = tx_0 + a-ra t > 0 esetĆn f(x) > d, holott |t| < ε esetĆn x ∈ A + U_ε(0).

* De˛nącić: Ha X normălt tĆr, akkor Y ⊂ X annullătora az

⊥Y = { f ∈ X^∗ : f(y) = 0 minden x ∈ Y -ra }

halmaz, ami nyilvăn zărt lineăris altĆr. Ha Y ⊂ X^∗, akkor Y annullăltja az

Y^⊥ = { x ∈ X : f(x) = 0 minden f ∈ Y -ra }

halmaz, ami nyilvăn zărt lineăris altĆr.

* TĆtel: Ha X normălt tĆr, Y ⊂ X, akkor^⊥(X^⊥) az Y lineăris burkănak a lezărtja.

Bizonyątăs. Minden f ∈ X^⊥ nulltere zărt Ćs tartalmazza Y -t, tehăt Y lineăris burkănak a lezărtja rĆsze a metszetĄknek. Ŋgy csak azt kell ĆszrevennĄnk, hogy ha x nincs az Y lineăris burkănak Z lezărtjăban, akkor a Hahn{Banach-tĆtel elvălasztăsi alakja szerint van olyan c ∈ R Ćs f valćs lineăris folytonos funkcionăl, hogy f(Z) ≤ c < f(x); mivel f(Z) az R altere, f(Z) = {0} Ćs 0 < f(x) ≠ 0, ągy x /∈^⊥(Y^⊥). Ha X komplex tĆr, tekintsĄk az f(x) − if(ix) funkcionălt.

* TĆtel: Ha X normălt tĆr Ćs X^∗ szeparăbilis, akkor X is.

Bizonyątăs. Legyen f_n ∈ X^∗ egy megszămlălhatć sŰrŰ halmaz, Ćs vălasszunk minden n-re egy x_n ∈ X, ‖x_n‖ = 1 elemet, amelyre |f_n(x_n)| > ‖f_n‖/2. Megmutatjuk, hogy az x_n-ek lineăris burka sŰrŰ X-ben. Az elŞzŞ tĆtel szerint elĆg azt megmutatnunk, hogy ha egy f ∈ X^∗ lineăris funkcionăl nulla minden x_n-en, akkor nulla mindenĄtt. TegyĄk fel, hogy nem, Ćs van olyan f ∈ X^∗, amelyre f(x_n) = 0 minden n-re, de ‖f‖ = 1. Mivel az f_n-ek sŰrŰ halmazt alkotnak, van olyan f_n, amelyre ‖f − f_n‖ < 1/3. De ekkor 1/3 > | |(f − f_n)(x_n) | | = | |(f_n(x_n) | | > 1/2.

* Măsodik konjugălt tĆr. Bărmely X normălt tĆrre X^∗ Banach-tĆr. KĆpezhetjĄk a tovăbbi konjugălt tereket is: X^{∗∗} = (X^∗)^∗, X^{∗∗∗} = (X^{∗∗})^∗, stb. Az X Ćs X^{∗∗} kŤzŤtt fontos kapcsolat van: ha x ∈ X rŤgzątett, legyen F_x(f) = f(x), ha f ∈ X^∗. A de˛nącićbćl azonnal adćdik, hogy F_x lineăris funkcionăl X^∗-on. F_x korlătos is, mert | |F_x(f) | | = | |f(x) | | ≤ ‖f‖‖x‖, amibŞl kŤvetkezik, hogy ‖F_x‖ ≤ ‖x‖. Tovăbbă a Hahn{Banach-tĆtel kŤvetkezmĆnye miatt van olyan f ∈ X^∗, amelyre ‖f‖ = 1, Ćs f(x) = ‖x‖. Erre az f-re | |F_x(f) | | = ‖x‖, ągy ‖F_x‖ = ‖x‖. Ŋgy az F : x → F_x lekĆpezĆse X-nek X^{∗∗}-ba normatartć, tehăt izometria. Ezt az F lekĆpezĆst az X normălt tĆr X^{∗∗}-ba valć termĆszetes lekĆpezĆsĆnek nevezzĄk. A de˛nącić alapjăn azonnal kŤvetkezik, hogy a termĆszetes lekĆpezĆs lineăris. Ha a termĆszetes lekĆpezĆs X^{∗∗}- ra kĆpez, akkor X-et re‚exąvnek nevezzĄk. TermĆszetesen ekkor X Banach-tĆr kell legyen. Egy re‚exąv tĆr konjugălt tere is re‚exąv: ha G : f → G_f az X^∗ termĆszetes lekĆpezĆse X^{∗∗∗}-ba, akkor tetszŞleges g ∈ X^{∗∗∗} az ĆrtĆkkĆszletben van, mert az f(x) = g(F_x) funkcionălra G_f (F_x) = F_x(f) = f(x). Nyilvănvalć pĆldăk re‚exąv terekre a Hilbert-terek. FeladatkĆnt szerepelt az is, hogy az L^p-terek re‚exąvek 1 < p < ∞ esetĆn, konjugălt terĄk L^q , ahol 1/p + 1/q = 1. PĆlda nem re‚exąv tĆrre C[0, 1]: minden x ∈ [0, 1]-re az f → f(x) funkcionălok a konjugălt tĆrben vannak, Ćs tăvolsăguk păronkĆnt 2, ągy a konjugălt tĆr nem szeparăbilis, tehăt az elŞzŞ tĆtel szerint a tĆr nem lehet re‚exąv. Az l^1 tĆr sem re‚exąv, mert konjugălt tere l^∞, ami nem szeparăbilis. Ugyancsak nem re‚exąvek a c_0 Ćs c terek, mert konjugălt terĄk l^1, amint az nemsokăra belătjuk.

* TĆtel: Ha Y az X re‚exąv Banach-tĆr zărt lineăris altere, akkor Y is re‚exąv.

Bizonyątăs. Az f → f|_Y lekĆpezĆs a Hahn{Banach-tĆtel szerint X^∗-ot Y^∗-ra kĆpezi. TetszŞleges α ∈ Y^{∗∗}-ra legyen β(f) = α(f|_Y ). Mivel X re‚exąv, ez az eleme X^{∗∗}-nak elŞăll F_x alakban valamely x ∈ X-re, ahol F a termĆszetes lekĆpezĆse Xnek X^{∗∗}-ra, azaz β(f) = f(x). Megmutatjuk, hogy x ∈ Y . Mivel minden f ∈ Y^⊥-re f(x) = 0, azt kapjuk, hogy x az Y lineăris burkănak a lezărtjăban van.

• 155/5 : < amibŞl kŤvetkezik az ăllątăs.

* TĆtel. Ha az y = (y_1, y_2, . . . ) szămsorozatra bărmely x = (x_1, x_2, . . . ) konvergens sorozat esetĆn a

∑_∞

k=1 x_ky_k sor konvergens, akkor y ∈ l^1, azaz

∑_∞

k=1 |y_k| < ∞,

Ćs f(x) =

∑_∞ k=1 x_ky_k korlătos lineăris funkcionăl a konvergens sorozatok terĆn, amelynek normăja ‖f‖ = ‖y‖_1. > amibŞl kŤvetkezik az ăllątăs.

* Gyenge Ćs gyenge* topolćgia. Ha X tetszŞleges halmaz, Y metrikus tĆr, (vagy ăltalănosabban, ha topologikus tĆr), az Y^X fĄggvĆnytĆrben Ćs ennek altereiben Ćrtelmezve van a fĄggvĆnysorozatok pontonkĆnti konvergenciăja. (Ez a konvergencia szărmazik a szorzattopolćgiăbćl.) Ha Y = K Ćs X normălt tĆr K felett (ăltalănosabban, ha topologikus vektortĆr), akkor a folytonos lineăris funkcionălok terĆn ezt a konvergenciăt | tehăt a pontonkĆnti konvergenciăt | gyenge* konvergenciănak (egyes szerzŞk gyenge konvergenciănak) szoktăk nevezni. A szorzattopolćgia megszorątăsa X^∗-ra čgy is megadhatć, mint az Ťsszes olyan topolćgiăk metszete, amelyekre minden f → f(x), x ∈ X fĄggvĆny folytonos; ezt gyenge* topolćgiănak nevezzĄk. EbbŞl a topolćgiăbćl a gyenge* konvergencia szărmazik. JelentŞsĆgĆt a Banach{ Alaoglu-tĆtel adja: egy X Banach-tĆr X^∗ konjugălt terĆnek egysĆggŤmbjĆt ebben a topolćgiăban tekintve az kompakt (megmutathatć, hogy ha X szeparăbilis volt, akkor metrizălhatć is). Ezt a konvergenciăt hasznălva a normăbćl szărmazć konvergencia helyett, elkerĄlhetŞ azoknak a nehĆzsĆgeknek egy rĆsze, amelyek a variăcićszămątăsban Ćs a parciălis di¸erenciălegyenleteknĆl az egysĆggŤmb kompaktsăgănak hiănya okoz. EzĆrt vezette be Hilbert ezt a konvergenciăt.

Ha X Hilbert-tĆr, akkor a Riesz-fĆle reprezentăcićs tĆtel alapjăn X^∗ elemeit X elemeivel azonosąthatjuk, Ćs ągy a gyenge* topolćgiăt ătmăsolhatjuk X-re. Ŕltalănosabban, ha X normălt tĆr, akkor X-nek X^{∗∗}-ba valć F termĆszetes lekĆpezĆse izometria, amely minden x ∈ X-hez hozzărendel egy F_x ∈ X^{∗∗} lineăris funkcionălt az F_x(f) = f(x), ha f ∈ X^∗ ŤsszefĄggĆssel. Ŋgy X minden eleme egy X^∗-on Ćrtelmezett funkcionălnak tekinthetŞ, Ćs X^{∗∗} elemeinek pontonkĆnti konvergenciăja (Ćs a topolćgia, amibŞl szărmazik) ătmăsolhatć X-re. Ezt a konvergenciăt gyenge konvergenciănak, a topolćgiăt, amibŞl szărmazik, gyenge topolćgiănak szokăs nevezni. Nyilvăn re‚exąv terek esetĆn (speciălisan Hilbert-tereknĆl) a gyenge Ćs gyenge* topolćgia megegyezik.

A gyenge Ćs gyenge* topolćgiăk vizsgălatăval a topologikus vektorterek elmĆlete foglalkozik. A legegyszerŰbb tĆnyeket illetŞen lăsd Losonczi [82] jegyzetĆt. RĆszletes hivatkozăsok talălhatćk Zeidler [145] kŤnyvĆben. MegjegyezzĄk, hogy a lineăris operătorok terĆben is fontos a pontonkĆnti konvergencia, amelyet nĆha erŞs konvergenciănak szokăs nevezni.

* Feladat [9]: Bizonyątsuk be a Banach{Alaoglu-tĆtelt: egy X normălt tĆr X^∗ konjugălt terĆnek egysĆggŤmbje a gyenge* topolćgiăban kompakt.

* Feladat [9]: Mutassuk meg, hogy egy X szeparăbilis normălt tĆrre X^∗ egysĆggŤmbjĆn a gyenge* topolćgia metrizălhatć.

* Gyenge Ćs gyenge* konvergencia. Ha X normălt tĆr K felett, akkor a gyenge Ćs gyenge* topolćgiărćl mondottak szerint egy x_n ∈ X sorozat gyengĆn konvergăl x ∈ X-hez, jelŤlĆsben x_n ⇀ x (n → ∞), ha f(x_n) → f(x) minden f ∈ X^∗-ra, Ćs egy f_n ∈ X^∗ sorozat gyenge* konvergăl f ∈ X^∗-hoz, jelŤlĆsben f_n ∗⇀f, ha f_n(x) → f(x) minden x ∈ X-re. Egy pĆlda: Hilbert-tĆrben egy vĆgtelen ortonormălt sorozat gyengĆn konvergăl nullăhoz. A gyenge Ćs gyenge* konvergencia jelentŞsĆgĆt a kivălasztăsi tĆtelek adjăk.

* Feladat: kivălasztăsi tĆtel gyenge* konvergenciăra [9]: Bizonyątsuk be, hogy ha X szeparăbilis normălt tĆr, akkor minden korlătos f_n ∈ X^∗ sorozatnak van gyenge* konvergens rĆszsorozata.

* Kivălasztăsi tĆtel gyenge konvergenciăra: Ha x_n egy korlătos sorozat egy X re‚exąv Banach-tĆrben, akkor van olyan rĆszsorozata, amely gyengĆn konvergăl.

Ez a tulajdonsăg jellemzi is a re‚exąv Banach-tereket, ez Eberlein (1947) Ćs »Smuljam (1940) tĆtele; lăsd Yosida [142], V. fejezet.

Bizonyątăs. Legyen Y az x_n-ek lineăris burkănak a lezărtja. Mivel X re‚exąv, Y is, Ćs mivel Y szeparăbilis, Y^∗ is. Legyen f_n az Y^∗ egy megszămlălhatć sŰrŰ rĆszhalmaza. A diagonălis eljărăssal kivălaszthatć olyan z_n = x_{jn} rĆszsorozata az x_n sorozatnak, amelyre minden k-ra f_k(z_n) konvergăl valamely α_k ∈ K-hoz, ha n → ∞. Innen bărmely f ∈ Y^∗-ra f(z_n) − f(z_m) kicsi, ha n, m elĆg nagyok, azaz f(z_n) Cauchy-sorozat, tehăt konvergăl valamely α(f) ∈ K-hoz. Az α funkcionăl nyilvăn lineăris Ćs | |α(f) | | ≤ ‖f‖ sup_n ‖x_n‖. Mivel Y re‚exąv, van olyan x ∈ Y , hogy α(f) = f(x) minden f ∈ Y^∗-ra, azaz f(x_n) → f(x). Mivel minden f ∈ X^∗ megszorątăsa Y -ra az Y^∗ egy eleme, ez minden f ∈ X^∗-ra is teljesĄl.

* Egyenletes konvexsĆg: Az X normălt teret lokălisan egyenletesen konvexnek nevezzĄk, ha minden x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1 elemĆhez Ćs minden ε > 0-hoz lĆtezik olyan δ > 0, hogy bărmely y ∈ X-re, amelyre ‖y‖ ≤ 1 Ćs ‖x + y‖ ≥ 2 − δ, teljesĄl, hogy ‖x − y‖ ≤ ε. Ha δ az x-tŞl fĄggetlennek vălaszthatć, akkor azt mondjuk, hogy a tĆr egyenletesen konvex. A Hilbert-terek nyilvăn egyenletesen konvexek a paralelogramma-azonossăg miatt. Megmutathatć, hogy 1 < p < ∞ esetĆn az L^p tĆr is egyenletesen konvex. A lokălisan egyenletes konvexsĆgbŞl kŤvetkezik a szigorč konvexsĆg. Megmutathatć, hogy egy re‚exąv Banach-tĆrben mindig bevezethetŞ egy, az eredeti normăval ekvivalens norma, amelyre X Ćs X^∗ măr lokălisan egyenletesen konvexek. (Kadec (1959) Ćs Troyanski (1971) tĆtele.)

* A gyenge konvergencia alaptulajdonsăgai: Legyen X Banach-tĆr, x_n ∈ X. Ekkor (1) ha x_n → x, akkor x_n ⇀ x;

(2) ha X vĆges dimenzićs Ćs x_n ⇀ x, akkor x_n → x; (3) ha x_n ⇀ x, akkor x_n korlătos Ćs ‖x‖ ≤ lim inf_{n→∞} x_n;

(4) ha X lokălisan egyenletesen konvex, x_n ⇀ x Ćs ‖x_n‖ → ‖x‖, akkor x_n → x (Radon{Riesz-tulajdonsăg);

(5) ha x_n ⇀ x, akkor a {x_n} halmaz zărt konvex burkăban van olyan y_n sorozat, hogy y_n → x (Mazur tĆtele);

(6) ha x_n ⇀ x, akkor x a {x_n} halmaz zărt konvex burkăban van; (7) ha x_n korlătos Ćs van olyan D ⊂ X^∗ sŰrŰ halmaz, hogy f(x_n) → f(x) minden f ∈ D-re, akkor x_n ⇀ x;

(8) ha X re‚exąv Ćs f(x_n) konvergăl minden f ∈ X^∗-ra, akkor van olyan x, hogy x_n ⇀ x;

(9) ha x_n minden rĆszsorozatăbćl kivălaszthatć olyan rĆszsorozat, amely egy adott x-hez konvergăl gyengĆn, akkor x_n ⇀ x;

(10) ha x_n ⇀ x Ćs f_n → f az X^∗-ban, akkor f_n(x_n) → f(x); (11) ha X re‚exąv, x_n → x Ćs f_n ⇀ f az X^∗-ban, akkor f_n(x_n) → f(x).

Bizonyątăs. (1) Ćs (2) triviălisak, (3) az egyenletes korătossăg tĆtele kŤvetkezmĆnyĆnek speciălis esete. (4) Nyilvănvalć, ha x = 0. Ha x ≠ 0, akkor legyen y = x/‖x‖ Ćs y_n = y_n/‖y_n‖ valahonnan kezdve. Ekkor ‖y‖ = ‖y_n‖ = 1, y_n ⇀ y, Ćs (3) szerint, mivel y_n + y ⇀ 2y,

2 = ‖2y‖ ≤ lim inf_{n→∞} ‖y_n + y‖ ≤ lim sup_{n→∞} ‖y_n + y‖ ≤ 2,

ągy ‖y_n + y‖ → 2, ahonnan kŤvetkezik az ăllątăs. (5)-hŤz legyen C az x_n-ek zărt konvex burka. TegyĄk fel indirekt, hogy d(x, C) > 0. Ekkor a Hahn{BanachtĆtel elvălasztăsi alakja szerint van olyan f valćs folytonos lineăris funkcionăl Ćs c ∈ R, hogy f(C) ≤ c < f(x), ami ellentmondăs; a komplex esetben hasznăljuk az f(x) − if(ix) funkcionălt. (6) nyilvăn kŤvetkezik (5)-bŞl. (7) kŤvetkezik a Banach{ Steinhaus-tĆtelbŞl. (8)-hoz legyen α(f) = lim_{n→∞} f(x_n), ha f ∈ X^∗; α nyilvăn lineăris Ćs az egyenletes korlătossăg tĆtelĆnek kŤvetkezmĆnye szerint korlătos is, azaz α ∈ X^{∗∗}. Mivel X re‚exąv, α(f) = f(x) valamely x ∈ X-re, Ćs x_n ⇀ x. (9)-et indirekt bizonyątjuk: ha nem lenne igaz, akkor lĆtezne olyan f ∈ X^∗ Ćs ε > 0, amelyre | |f(x_{nk} ) − f(x) | | ≥ ε teljesĄlne valamely rĆszsorozatra. (10) Ćs (11) nyilvănvalćak, mivel a gyenge konvergenciăbćl kŤvetkezik a korlătossăg.

* Feladat [6]: Bizonyątsuk be, hogy re‚exąv Banach-tĆren zărt konvex halmaztćl valć tăvolsăg felvĆtetik.

* A gyenge* konvergencia alaptulajdonsăgai: Legyen X Banach-tĆr, f_n ∈ X^∗. Ekkor (1) ha f_n → f, akkor f_n ∗⇀f;

(2) ha f_n ∗⇀f, akkor f_n korlătos Ćs ‖f‖ ≤ lim inf_{n→∞} f_n;

(3) ha f_n korlătos Ćs van olyan D ⊂ X sŰrŰ halmaz, hogy f_n(x) → f(x) minden x ∈ D-re, akkor f_n ∗⇀f;

(4) ha minden x ∈ X-re f_n(x) konvergăl minden, akkor van olyan f, hogy f_n ∗⇀f;

(5) ha x_n ⇀ x az X-ben Ćs f_n ∗⇀f, akkor f_n(x_n) → f(x).

Bizonyątăs. Minden čgy bizonyąthatć, mint a gyenge konvergencia esetĆben.

* TĆtel. Ha az y = (y_1, y_2, . . . ) szămsorozatra bărmely x = (x_1, x_2, . . . ) nullsorozat esetĆn a

∑_∞

k=1 x_ky_k sor konvergens, akkor y ∈ l^1, azaz

∑_∞ k=1 |y_k| < ∞, Ćs f(x) =

∑_∞ k=1 x_ky_k korlătos lineăris funkcionăl a c_0, c Ćs l^∞ tereken, amelynek normăja ‖f‖ = ‖y‖_1.

• 223/−6 : < Ůgy is tekinthetŞ, mint a relaxăcić egy esete. A rĆszleteket illetŞen lăsd > Ůgy is tekinthetŞ, mint a relaxăcić egy esete. A rĆszleteket illetŞen lăsd a

• 236/−1 : < teleinek? > teleinek?

* Lemma. Legyen X egy metrikus tĆr, T pedig X egy zărt rĆszhalmazănak folytonos lekĆpezĆse X egy kompakt rĆszhalmazăba. TegyĄk fel, hogy minden ε > 0- hoz van olyan x_ε, hogy

(1) d ( T (x_ε), x_ε ) < ε.

Ekkor T -nek van ˛xpontja.

Az (1) feltĆtelnek eleget tĆvŞ x_ε pontokat a T lekĆpezĆs ε-˛xpontjainak nevezzĄk.

Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy T az F zărt rĆszhalmazt a K kompakt halmazba kĆpezi le. Mivel T (x_ε) ∈ K, feltehetjĄk, hogy valamely ε_n → 0 sorozatra T (x_{εn} ) → x ∈ K. Az (1) feltĆtel szerint x_{εn} → x, ągy x ∈ F . Tehăt T (x) de˛niălva van, Ćs T (x) = T (lim_{n→∞} x_{εn} ) = lim_{n→∞} T (x_{εn} ) = x.

* Lemma: Schauder-projekcić. Ha K az X normălt tĆr kompakt rĆszhalmaza Ćs ε > 0, akkor van olyan Y vĆges reszhalmaza K-nak Ćs P folytonos lekĆpezĆse Knak Y konvex burkăba, hogy ‖ ‖P (x) − x ‖ ‖ < ε minden x ∈ K-ra.

Bizonyątăs. Vălasszunk egy {y_1, . . . , y_n} = Y vĆges ε-hălćt K-ban. Legyen

f_i(x) = max { 0, ε − ‖x − y_i‖ } , i = 1, 2, . . . , n.

Nyilvăn f_i(x) ≠ 0 pontosan akkor, ha ‖x − y_i‖ < ε. Ŋgy minden x ∈ K-ra valamelyik f_i(x) nem nulla. Legyen

P (x) = n∑ i=1 f_i(x)y_i ∑_n j=1 f_j (x)

, ha x ∈ K.

Nyilvăn P folytonos, Ćs mivel P (x) az x-hez ε-năl kŤzelebb lĆvŞ pontok konvex kombinăcićja, ‖ ‖P (x) − x ‖ ‖ < ε.

* Schauder măsodik ˛xponttĆtele. Legyen C az X normălt tĆr egy nem Ąres konvex rĆszhalmaza. Legyen T a C egy folytonos lekĆpezĆse egy K ⊂ C kompakt halmazba. Ekkor T -nek van ˛xpontja.

Bizonyątăs. TekintsĄk n = 1, 2, . . . -re a P_n ∘ T lekĆpezĆst, ahol P_n az elŞzŞ lemma szerint ε = 1/n-hez tartozć lekĆpezĆs. Mivel Y ⊂ K ⊂ C, az Y halmaz konvex burka is rĆsze C-nek. Mivel Y konvex burka vĆges dimenzićs kompakt konvex halmaz Ćs P_n ∘ T ezt folytonosan kĆpezi le Ťnmagăba, a Brouwer-fĆle ˛xponttĆtel szerint lĆtezik egy x_n ˛xpontja. A P_n ( T (x_n) ) = x_n ŤsszefĄggĆsbŞl ‖ ‖T (x_n) − x_n ‖ ‖ < 1/n. Ŋgy T -nek van ˛xpontja.

* KŤvetkezmĆny: Schauder elsŞ ˛xponttĆtele. Egy normălt tĆr bărmely nem Ąres kompakt konvex rĆszhalmaza ˛xpont-tulajdonsăgč.

* Feladat [9]. Bizonyątsuk be Peano tĆtelĆt Schauder măsodik ˛xponttĆtele segątsĆgĆvel.

• 412/−15 : < ŤsszeggŤrbĄlete nulla. > ŤsszeggŤrbĄlete nulla.

* TĆrkĆp, atlasz, sokasăg. Egy m-dimenzićs tĆrkĆp vagy koordinătarendszer egy X metrikus tĆr egy nyąlt rĆszhalmazăt R^m egy nyąlt rĆszhalmazăra kĆpezŞ φ homeomor˛zmus. A φ Ćs ψ m-dimenzićs tĆrkĆpek C^r-ŤsszefĆrhetŞek (0 ≤ r ≤ ∞), ha φ∘ψ^{−1} Ćs ψ∘φ^{−1} is C^r-lekĆpezĆsek (ezek a φ Ćs ψ ĆrtelmezĆsi tartomănya metszetĆnek φ Ćs ψ ăltali kĆpeit kĆpezik le egymăsra). Egy m-dimenzićs C^r-atlasz az X mdimenzićs tĆrkĆpeinek egy C^r-ŤsszefĆrhetŞ φ_i, i ∈ I csalădja čgy, hogy a φ_i tĆrkĆpek ĆrtelmezĆsi tartomănyai lefedik X-et. Egy m-dimenzićs C^r-sokasăg egy M szeparăbilis metrikus tĆr amelyen meg van adva egy m-dimenzićs C^r-atlasz. A C^r-atlaszhoz M akărhăny tovăbbi m-dimenzićs tĆrkĆpĆt hozzăvehetjĄk, ha azok C^r-ŤsszefĆrhetŞek az eredeti atlasz tĆrkĆpeivel, mert ekkor egymăssal is C^r-ŤsszefĆrhetŞek lesznek. Gyakran Ćrdemes technikai okokbćl egy atlaszhoz hozzăvenni az Ťsszes vele C^r- ŤsszefĆrhetŞ tĆrkĆpet; az ągy kapott atlaszt az adott atlaszhoz tartozć telątett atlasznak nevezzĄk. A C^∞-sokasăgokat sima sokasăgoknak is nevezzĄk.

* PĆlda. Bărmely nyąlt rĆszhalmaza R^m-nek az identikus lekĆpezĆs ăltal megadott egyetlen tĆrkĆpbŞl ăllć atlasszal egy sima sokasăg. Ha măst nem mondunk, R^m nyąlt rĆszhalmazain mindig erre a sokasăg-struktčrăra gondolunk.

* PĆlda. Az identikus lekĆpezĆs ăltal megadott tĆrkĆp valamint a φ(x) = sin(x) lekĆpezĆs ăltal megadott tĆrkĆp C^∞-ŤsszefĆrhetŞek ] − π/2, π/2[-n.

* PĆlda. Az identikus lekĆpezĆs R-en, az φ(x) = x, ha x ≤ 0 Ćs φ(x) = 2x, ha x > 0, valamint a ψ(x) = x^3, ha x ∈ R lekĆpezĆsek ăltal megadott tĆrkĆpek păronkĆnt nem ŤsszefĆrhetŞek, băr kĄlŤn-kĄlŤn mindegyik egy-egy sima sokasăg struktčrăt de˛niăl R-en.

* Feladat [7]. TekintsĄk az R^2 \ {0} halmazba kĆpezŞ

(r, φ) → (r cos φ, r sin φ), 0 < r < ∞, −π < φ < π Ćs (r, φ) → (r cos φ, r sin φ), 0 < r < ∞, 0 < φ < 2π

fĄggvĆnyek (polăr koordinătăk) inverzeit. Mutassuk meg, hogy az eredeti atlasszal C^∞-ŤsszefĆrhetŞ atlaszt alkotnak.

* Feladat [7]. Milyen tĆrkĆpeket kapunk R^3-ban a henger, illetve gŤmbi koordinătăkbćl?

* PĆlda. Legyen R^{m+1} szokăsos ortonormălt băzisa e_0, e_1, . . . , e_m. TekintsĄk az S_m = { x ∈ R^{m+1} : ‖x‖ = 1 } gŤmbfelĄletet. Az e_1, . . . , e_m ăltal kifeszątett alteret R^m-mel azonosątva, ha x ∈ S_m koordinătai ξ^0, ξ^1, . . . , ξ^m, legyen y = φ_1(x) = (x − ξ^0e_0)/(1 − ξ^0), ha x ≠ e_0 (sztereogra˛kus projekcić e_0-bćl). A lekĆpezĆs inverze x = ‖y‖^2 − 1 ‖y‖^2 + 1 e_0 + 2y ‖y‖^2 + 1 . Hasonlćan, legyen φ_2(x) = (x+ξ^0e_0)/(1+ξ^0), ha x ≠ −e_0 (sztereogra˛kus projekcić −e_0-bćl). Ekkor (φ_2 ∘φ^{−1}_1 )(y) = y/‖y‖^2 egy C^∞-lekĆpezĆs, Ćs az inverze is, ągy φ_1, φ_2 egy sima sokasăg struktčrăt de˛niăl S_m-en.

* PĆldăk. Henger, tćrusz, MŤbius-szalag, Klein-fĆle kancsć, gŤmb fogantyčkkal Ćs MŤbius-szalagokkal, stb.

* Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy S_m nem homeomorf R^n egy nyąlt rĆszhalmazăval semmilyen n-re sem.

* Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy R^{m+1} Ćs

{x = (x_0, x_1, . . . , x_m) ∈ R^{m+1} : x_0 ≥ 0}

nem homeomorfak.

* Feladat [8]. Adjunk meg kĆt tĆrkĆpbŞl ăllć atlaszt a

(φ, z) → (cos(2πφ), sin(2πφ), z),

0 ≤ φ ≤ 1, 0 < z < 1 lekĆpezĆs ĆrtĆkkĆszletĆn, egy hengerfelĄleten.

* Feladat [9]. Adjunk meg kĆt tĆrkĆpbŞl ăllć atlaszt a

(φ, r) → (( 1 + r cos(πφ) ) cos(2πφ), ( 1 + r cos(πφ) ) sin(2πφ), r sin(πφ) ) , 0 ≤ φ ≤ 1, −1/2 < r < 1/2 lekĆpezĆs ĆrtĆkkĆszletĆn, egy MŤbius-szalagon.

* Feladat [10]. Adjunk meg hărom tĆrkĆpbŞl ăllć atlaszt a

(φ, ϑ) → (( 2 + cos(2πϑ) ) cos(2πφ), ( 2 + cos(2πϑ) ) sin(2πφ), sin(2πϑ) ) , 0 ≤ φ ≤ 1, 0 < ϑ < 1 lekĆpezĆs ĆrtĆkkĆszletĆn, egy tćruszon.

* Feladat [11]. Adjunk meg hărom tĆrkĆpbŞl ăllć atlaszt a Klein-fĆle kancsćn.

* Sima lekĆpezĆsek. Legyenek M Ćs N sima sokasăgok. Egy f : M → N lekĆpezĆst C^r-lekĆpezĆsnek (0 ≤ r ≤ ∞) nevezĄnk, ha az M atlaszănak bărmely φ Ćs az N atlaszănak bărmely ψ tĆrkĆpĆre ψ ∘ f ∘ φ^{−1} egy C^r-lekĆpezĆs. Az ilyen lekĆpezĆsek osztălyăt C^r(M; N) jelŤli. A C^∞-lekĆpezĆseket sima lekĆpezĆseknek is nevezzĄk. Ha măst nem mondunk, C^r-fĄggvĆny, illetve sima fĄggvĆny alatt C^r(M; R) illetve C^∞(M; R) elemeit ĆrtjĄk. Az M Ćs N sima sokasăgok di¸eomorf ak, ha lĆtezik olyan f : M → N kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ lekĆpezĆse M-nek N-re, amelyre f Ćs f^{−1} is sima; egy ilyen f-et di¸eomor˛zmusnak nevezĄnk.

* TĆtel. Ha K, M, N sima sokasăgok Ćs f : K → M valamint g : M → N is C^r-lekĆpezĆsek, akkor g ∘ f : K → N is C^r-lekĆpezĆs.

* Bizonyątăs. Bărmely φ, ψ tĆrkĆpekre K-ban illetve N-ben, ha x a ψ∘g∘f ∘φ^{−1} lekĆpezĆs ĆrtelmezĆsi tartomănyănak tetszŞleges pontja Ćs χ az M atlaszănak egy olyan tĆrkĆpe, amelynek ĆrtelmezĆsi tartomănya tartalmazza y = f(x)-et, a ψ∘g∘f ∘ φ^{−1} lekĆpezĆs a φ(x) pont valamely kŤrnyezetĆben megegyezik a ψ∘g∘χ^{−1}∘χ∘f ∘φ^{−1} lekĆpezĆssel, ągy C^r-lekĆpezĆs. Mivel ez ψ ∘ g ∘ f ∘ φ^{−1} ĆrtelmezĆsi tartomănyănak bărmely pontjăra teljesĄl, ψ ∘ g ∘ f ∘ φ^{−1} egy C^r-lekĆpezĆs.

* PĆldăk. (1) Az f : x → 2x/ ( 1 − ‖x‖^2 ) lekĆpezĆs sima di¸eomor˛zmusa R^m nyąlt K_1(0) egysĆggŤmbjĆnek R^m-re, az inverze y → y/ ( 1 + √ 1 + ‖y‖^2 ) . (2) A g : x → x/‖x‖^2 lekĆpezĆs sima di¸eomor˛zmusa K_1(0) \ {0}-nak K_1(0) kĄlsejĆre, inverze sajăt maga.

(3) A g ∘ f lekĆpezĆs sima di¸eomor˛zmusa K_1(0) kĄlsejĆnek R^m \ {0}-ra.

* Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a 10.34 pĆldăban megadott sokasăgok di¸eomorfak.

* GŤrbĆk ĆrintkezĆse. Legyen M egy sima sokasăg. A γ_1, γ_2 : R → M C^1- gŤrbĆkre azt mondjuk, hogy a t_0 ∈ R pontban Ćrintkeznek, ha γ_1(t_0) = γ_2(t_0) Ćs van olyan φ tĆrkĆp, amelynek ĆrtelmezĆsi tartomănyăban benne van x = γ_1(t_0) = γ_2(t_0) Ćs d(φ ∘ γ_1) dt (t_0) = d(φ ∘ γ_2) dt (t_0).

Legyen N egy măsik sima sokasăg, Ćs f : M → N egy C^1-lekĆpezĆs. Ekkor az f ∘ γ_1 Ćs f ∘ γ_2 gŤrbĆk C^1-gŤrbĆk Ćs Ćrintkeznek t_0-ban: az y = f(x) jelŤlĆssel f ∘ γ_1(t_0) = y = f ∘ γ_2(t_0) Ćs az y-t tartalmazć ĆrtelmezĆsi tartomănyč bărmely ψ tĆrkĆpre

d(ψ ∘ f ∘ γ_i) dt (t_0) = d(ψ ∘ f ∘ φ^{−1} ∘ φ ∘ γ_i) dt (t_0) = (ψ ∘ f ∘ φ^{−1})^′ ( φ(x)

) d(φ ∘ γ_i) dt (t_0), ha i = 1, 2, ągy megegyeznek.

Speciălisan, N = M-et f-nek pedig az identikus lekĆpezĆst vălasztva, kapjuk, hogy a gŤrbĆk ĆrintkezĆse t_0-ban nem fĄgg a tĆrkĆp vălasztăsătćl: ha van olyan tĆrkĆp, amelyre Ćrintkeznek, akkor minden x-et tartalmazć tĆrkĆpre Ćrintkeznek, Ćs ągy az is teljesĄl, hogy ha t_0-ban γ_1 Ćrintkezik γ_2-vel, tovăbbă γ_2 Ćrintkezik γ_3-mal, akkor γ_1 is Ćrintkezik γ_3-mal.

* ŘrintŞvektorok. Egy M sima sokasăg egy ĆrintŞvektora az x ∈ M pontban azon C^1-beli γ : R → M gŤrbĆk osztălya, amelyekre γ(0) = x Ćs Ćrintkeznek a 0-ban. Az M sokasăg x-beli ĆrintŞvektorainak halmazăt T_xM-mel jelŤljĄk, azt az ĆrintŞvektort pedig, amelyhez egy adott γ tartozik, γ^′(0)-val. A

θ_φ : γ^′(0) → d(φ ∘ γ) dt (0) lekĆpezĆs kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰen kĆpezi le T_xM-et R^n-re. Az inverz lekĆpezĆs a h ∈ R^n vektorhoz a γ(t) = φ^{−1} ( φ(x) + th ) sima gŤrbĆvel ĆrintkezŞ gŤrbĆk osztălyăt rendeli, mert d(φ ∘ γ) dt (0) = d ( φ(x) + th ) dt) (0) = h. A θ^{−1}_φ (h_1) + θ^{−1}_φ (h_2) = θ^{−1}_φ (h_1 + h_2), αθ^{−1}_φ (h) = θ^{−1}_φ (αh) de˛nącićval ellăthatjuk T_xM-et egy vektortĆr-struktčrăval. Ha ψ egy măsik tĆrkĆp, amelynek ĆrtelmezĆsi tartomănyăban szintĆn benne van x, akkor γ(t) = φ^{−1} ( φ(x) + th ) jelŤlĆssel

θ_ψ ∘ θ^{−1}_φ : h → d(ψ ∘ γ) dt (0) = d ( ψ ∘ φ^{−1} ∘ φ ∘ γ) dt (0) = (ψ ∘ φ^{−1})^′ ( φ(x) ) h. Ez azt jelenti, hogy θ_ψ ∘ θ^{−1}_φ bijektąv lineăris lekĆpezĆs, ągy a vektortĆr-struktčra nem fĄgg a tĆrkĆp vălasztăsătćl.

* Az ĆrintŞlekĆpezĆs. Legyenek M Ćs N sima sokasăgok, f : M → N egy sima lekĆpezĆs, x ∈ M Ćs y = f(x) ∈ N. Egy γ^′(0) ∈ T_xM ĆrintŞvektorhoz rendeljĄk hozză a (f ∘γ)^′(0) ĆrintŞvektort; mint a 10.44 pontban megmutattuk, ez nem fĄgg az ĆrintŞvektor reprezentănsănak vălasztăsătćl. JelŤlje ezt a T_xM → T_yN lekĆpezĆst T_xf. Ez az f ĆrintŞlekĆpezĆse az x pontban. Megmutatjuk, hogy lineăris. Valćban, mint a 10.44 pontban măr kiszămoltuk, ha φ az x-ben, a ψ pedig az y-ban Ćrtelmezett tĆrkĆp, akkor F = ψ ∘ f ∘ φ^{−1} jelŤlĆssel d(ψ ∘ f ∘ γ) dt (0) = F^′ ( φ(x)

) d(φ ∘ γ_i) dt (0),

ągy mivel a θ_ψ Ćs θ_φ lekĆpezĆsek lineăris bijekcićk, a T_xf = θ^{−1}_ψ ∘ F^′ ( φ(x) ) ∘ θ_φ lekĆpezĆs is lineăris, sŞt, rangja megegyezik F^′ ( φ(x) ) rangjăval. Ŋgy de˛niălhatjuk a T_xf ĆrintŞlekĆpezĆs rangjăt. Ezt a rangot rg_x f-fel is fogjuk jelŤlni.

* TĆtel. Ha K, M, N sima sokasăgok, f : K → M Ćs g : M → N sima lekĆpezĆsek, x ∈ K Ćs y = f(x), akkor T_x(g ∘ f) = T_yg ∘ T_xf.

* Az ĆrintŞvektorok mint funkcionălok. Legyen M egy sima sokasăg Ćs X = γ^′(0) ∈ T_xM. Minden M-en Ćrtelmezett sima f fĄggvĆnyhez az f → d(f ∘ γ) dt (0) lekĆpezĆs egy szămot rendel, amely csak az X = γ^′(0) ĆrintŞvektortćl fĄgg. Ezt a szămot Xf-fel is jelŤljĄk. Nyilvăn ha α, β ∈ R Ćs f, g sima fĄggvĆnyek, akkor X(αf + βg) = αXf + βXg, azaz a funkcionăl lineăris, Ćs a szorzăs di¸erenciălăsi szabălya alapjăn X(fg) = f(x)Xg + g(x)Xf. Az ĆrintŞvektorokat ezen tulajdonsăgok segątsĆgĆvel is be lehet vezetni. Meg lehet mutatni, hogy kĆt ĆrintŞvektor pontosan akkor egyenlŞ, ha minden sima fĄggvĆnyre ugyančgy hatnak.

Legyen most φ = (φ^1, φ^2, . . . , φ^m) egy x-ben Ćrtelmezett tĆrkĆp, Ćs

X^1, X^2, . . . , X^m

az X ĆrintŞvektor koordinătăi a θ^{−1}_φ (e_i), i = 1, 2, . . . m băzisban, ahol e_1, e_2, . . . , e_m az R^m szokăsos băzisa. (Ez a băzis a T_xM ĆrintŞtĆrnek a φ tĆrkĆphez tartozć termĆszetes băzisa.) Ekkor

Xf = d(f ∘ γ) dt (0) = d(f ∘ φ^{−1} ∘ φ ∘ γ) dt (0) = m∑ i=1 ∂f ∂φ^i ( φ(x)

) d(φ^i ∘ γ) dt (0)

= m∑ i=1 X^i ∂f ∂φ^i .

Ennek megfelelŞen X hagyomănyos feląrăsa ebben a koordinătarendszerben X = m∑ i=1 X^i ∂ ∂φ^i .

* Az ĆrintŞlekĆpezĆs lokălis koordinătăkban. Legyenek M Ćs N sima sokasăgok, f : M → N egy sima lekĆpezĆs, x ∈ M Ćs y = f(x). Ha φ = (φ^1, φ^2, . . . φ^m) az x-ben ψ = (ψ^1, ψ^2, . . . , ψ^n) pedig az y-ban Ćrtelmezett tĆrkĆp, akkor az X = m∑ i=1 X^i ∂ ∂φ^i

ĆrintŞvektorra Y = (T_xf)(X) = n∑ j=1 Y^j ∂ ∂ψ^j , ahol

Y^j = m∑ i=1 ∂ψ^j ∂φ^i ( φ(x) ) X^i,

mivel az F = ψ∘f ∘φ^{−1} jelŤlĆssel az F : (φ^1φ^2, . . . φ^m) → (ψ^1, ψ^2, . . . , ψ^n) lekĆpezĆs derivăltjănak mătrixa ∂ψ^j ∂φ^i ( φ(x) ) . Speciălisan, ha N = M Ćs f az identikus lekĆpezĆs, azt kapjuk, hogy tĆrkĆpcserĆnĆl X koordinătăi a fenti mćdon transzformălćdnak.

* Feladat [8]. Az S_2 gŤmbfelĄleten gŤmbi koordinătăkban legyen egy vektormezŞ

cos ϑ ∂ ∂φ , ha −π 2 < ϑ < π 2 , Ćs nulla egyĆbkĆnt. Szămoljuk ăt az (1, 0, 0) pontbćl valć vetątĆs ăltal adott koordinătăkba.

* ŘrintŞnyalăb. Egy M sima sokasăg ĆrintŞtereinek (diszjunkt) unićjăt a sokasăg ĆrintŞnyalăbjănak nevezzĄk. Ez is sima sokasăggă tehetŞ egy termĆszetes mćdon, de ezzel nem foglalkozunk.

* PĆlda. Egy csavarvonal egy darabja.

* Immerzić, szubmerzić, szubimmerzić Ćs beăgyazăs. Legyenek M Ćs N sima sokasăgok, f : M → N egy sima lekĆpezĆs. Ha T_xf kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ minden x ∈ M-re, akkor azt mondjuk, hogy f immerzić. Ha T_xf a T_{f (x)}N-re kĆpez minden x ∈ M-re, akkor azt mondjuk, hogy f szubmerzić. Ha T_xf rangja ugyanannyi x ∈ M-re, akkor azt mondjuk, hogy f szubimmerzić. Ha f immerzić, kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ Ćs homeomor˛zmus M Ćs f(M) kŤzŤtt, akkor azt mondjuk, hogy beăgyazăs.

* PĆldăk. x → (x, 0), (x, y) → x, (x, y) → (x, 0, 0), ]0, 2π[ ∋ t → (sin t, sin 2t), x → x^3, x → (cos x, sin x).

* RĆszsokasăg. Egy M egy sokasăg egy K rĆszhalmaza az M egy k-dimenzićs rĆszsokasăga, ha minden x ∈ K-hoz van olyan φ = (φ^1, φ^2, . . . , φ^m) tĆrkĆp az M atlaszăhoz tartozć telątett atlaszban, amelynek U ĆrtelmezĆsi tartomănyăban benne van x Ćs amelyre

φ(U ∩ K) = { (φ^1, φ^2, . . . , φ^m) ∈ φ(U) : φ^{k+1} = · · · = φ^m = 0 } . Egy nyąlt rĆszhalmaz nyilvăn mindig rĆszsokasăg.

* TĆtel. Egy rĆszsokasăgon egyetlen olyan sima telątett atlasz lĆtezik, amelyre az identikus lekĆpezĆse K-nak M-be beăgyazăs. Megfordątva, ha f : K → M egy beăgyazăs, akkor f(K) egy rĆszsokasăg, amely di¸eomorf K-val.

* Whitney tĆtele. Minden m-dimenzićs sima sokasăg beăgyazhatć R^{2m+1}-be sima rĆszsokasăgkĆnt.

* TĆtel. Legyen f : M → N egy szubimmerzić, x ∈ M Ćs y = f(x). Ekkor f^{−1}(y) egy zărt rĆszsokasăga M-nek Ćs T_xf^{−1}(y) a T_xf magja.

* PĆlda. Az S_m gŤmb mint az x → ‖x‖, x ∈ R^{m+1} \{0} lekĆpezĆsnĆl az 1 ŞskĆpe. * VektormezŞ. Egy m-dimenzićs M sima sokasăgon Ćrtelmezett X : x → X(x) ∈ T_xM lekĆpezĆst vektormezŞnek nevezĄnk. Nyilvăn ha X, Y vektormezŞk, α ∈ R Ćs f fĄggvĆny M-en, akkor X + Y , αX Ćs fX is vektormezŞk. Az X vektormezŞt sima vektormezŞnek nevezzĄk, ha minden f sima fĄggvĆnyre x → X(x)f sima fĄggvĆny; ezt a fĄggvĆnyt Xf-fel jelŤljĄk. Megmutathatć, hogy X pontosan akkor sima vektormezŞ, ha bărmely φ tĆrkĆpre az

X(x) = m∑ i=1 X^i(x) ∂ ∂φ^i

elŞăllątăsăban szereplŞ X^i koordinătafĄggvĆnyek simăk.

* Sima vektormezŞk Lie-zărćjele. Legyen M egy m-dimenzićs sima sokasăg, X Ćs Y pedig sima vektormezŞk M-en. Megmutathatć, hogy lĆtezik (Ćs csak egy) [X, Y ] vektormezŞ amelyre bărmely f sima fĄggvĆnyre

[X, Y ]f = X(Y f) − Y (Xf).

Mivel Xf Ćs Y f, Ćs ągy X(Y f) valamint Y (Xf) is sima fĄggvĆnyek, [X, Y ] sima vektormezŞ.

Legyen a φ tĆrkĆp az x-ben Ćrtelmezve. Ekkor

X(x)f = m∑ j=1 X^j (x) ∂f ∂φ^j , ągy Y (Xf) = m∑ i=1 Y^i ∂ ∂φ^i m∑ j=1 X^j ∂f ∂φ^j = m∑ i=1 m∑ j=1 Y^i

∂X^j ∂φ^i ∂f ∂φ^j + m∑ i=1 m∑ j=1 Y^iX^j

∂^2f ∂φ^i∂φ^j , tehăt [X, Y ]f = m∑ j=1 m∑ i=1 ( X^i

∂Y^j ∂φ^i

− Y^i

∂X^j ∂φ^i

) ∂f ∂φ^j , amibŞl [X, Y ] = m∑ j=1 m∑ i=1 ( X^i

∂Y^j ∂φ^i

− Y^i

∂X^j ∂φ^i ) ∂ ∂φ^j .

* Feladat [6]. Mutassuk meg, ha X, Y sima vektormezŞk Ćs f sima fĄggvĆny, akkor [X, fY ] = f[X, Y ] + (Xf)Y.

* Feladat [8]. Az S_2 gŤmbfelĄleten gŤmbi koordinătăkban legyen egy vektormezŞ

cos ϑ ∂ ∂φ , ha −π 2 < ϑ < π 2 , egy măsik pedig

cos ϑ ∂ ∂ϑ , ha −π 2 < ϑ < π 2 . Szămoljuk ki a Lie-zărćjelĄket.

* Feladat [11]. Az elŞzŞ feladatban szereplŞ vektormezŞket szămoljuk ăt az (1, 0, 0) pontbćl valć vetątĆs ăltal adott koordinătăkba, majd szămoljuk ki a LiezărćjelĄket. EllenŞrizzĄk eredmĆnyĄnket a Lie-zărćjel transzformălăsăval.

* Lie-algebra. Egy V vektorteret K felett egy (x, y) → [x, y] kĆtvăltozćs mŰvelettel Lie-algebrănak nevezĄnk, ha (1) [αx + βy, z] = α[x, z] + β[y, z] minden α, β ∈ K Ćs x, y, z ∈ V -re; (2) [x, y] = −[y, x] minden x, y ∈ V -re; (3) [ [x, y], z ] + [ [z, x], y ] + [ [y, z], x ] = 0 minden x, y, z ∈ V -re (Jacobi-azonossăg).

* TĆtel. Egy M sima sokasăg sima vektormezŞi a vektormezŞk Lie-zărćjelĆvel Lie-algebrăt alkotnak R felett.

* IrănymezŞ, teljes integrăl. Legyen M egy m-dimenzićs sima sokasăg Ćs 0 ≤ k ≤ m. Egy S : x → S_x hozzărendelĆst, ahol S_x a T_xM egy k-dimenzićs altere, k-irănymezŞnek nevezĄnk. (A k-dimenzićs disztribčcić elnevezĆs is szokăsos; mi ez utćbbit nem hasznăljuk, mert a disztribčcić szć măsik Ćrtelme sokkal elterjedtebb.) Egy k-irănymezŞre azt mondjuk, hogy sima irănymezŞ, ha bărmely x ∈ M-hez lĆteznek olyan X_1, X_2, . . . , X_k sima vektormezŞk, hogy valamely U kŤrnyezetĆre xnek X_1(y), X_2(y), . . . , X_k(y) băzisa T_yM-nek, ha y ∈ U.

Egy S sima k-irănymezŞre legyen E(S) az Ťsszes olyan sima vektormezŞk halmaza, amelyekre X(x) ∈ S(x), ha x ∈ M; ez az S-hez tartozć di¸erenciălrendszer. KŤnnyen igazolhatć, hogy E(S)-bŞl nem vezet ki a sima fĄggvĆnyekkel valć szorzăs Ćs az Ťsszeadăs, sŞt, mĆg a lokălisan vĆges vektormezŞ-rendszerek Ťsszeadăsa sem. Egy sima k-irănymezŞt involutąvnak nevezĄnk, ha E(S)-re X, Y ∈ E(S) esetĆn [X, Y ] ∈ E(S).

Ha egy k-dimenzićs K sima sokasăg egy f : K → M immerzićjăra (T_xf)(T_xK) = S_{f (x)} minden x ∈ K-ra, akkor azt mondjuk, hogy a (K, f) păr az S egy teljes integrălja; az f(K) halmazt a teljes integrăl kĆpĆnek nevezzĄk. Ha az M sokasăg minden pontja rajta van valamely teljes integrăl kĆpĆn, akkor azt mondjuk, hogy S teljesen integrălhatć.

* Frobenius tĆtele. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, egy S irănymezŞ pontosan akkor teljesen integrălhatć, ha involutąv.

* Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy 1-irănymezŞ mindig teljesen integrălhatć.

* Feladat [9]. Legyen az R^3 sokasăgon a szokăsos koordinătăkban

X = X^1 ∂ ∂φ^1

+ X^2 ∂ ∂φ^2

+ X^3 ∂ ∂φ^3

egy sima vektormezŞ, amely sehol sem tŰnik el, Ćs S(x) = X(x)^⊥ a szokăsos belsŞ szorzatban. Mutassuk meg, hogy S pontosan akkor involutąv, ha X ⊥ rot X.

• 412/−15 : < Ŋgy csak egy helyen van szĄksĆg f^′ kiszămątăsăra, de a konvergencia lelassul. A kĆt utćbbi mćdszer Banach-terekre valć ăltalănosątăsăt a di¸erenciălszămątăsnăl tărgyaljuk. > Ŋgy csak egy helyen van szĄksĆg f^′ kiszămątăsăra, de a konvergencia lelassul.

A Newton-mćdszer Ćs a mćdosątott Newton-mćdszer is speciălis esete az

x_{n+1} = x_n − α_n f(x_n) Q_n

iterăcićval dolgozć kvăzi Newton-mćdszernek, amelynĆl α_n minden lĆpĆsben văltoztathatć paramĆter, Q_n pedig f^′(x_n) egy kŤzelątĆse. MegtehetjĄk pĆldăul, hogy f^′(x_n)-et egy

Q_n = f(x_n + h_n) − f(x_n) h_n

di¸erenciăval kŤzelątjĄk, ekkor egyăltalăn nem kell derivăltat szămolni. Ha h_n = x_{n−1} − x_n, akkor a szelŞmćdszert kapjuk vissza. Ha h_n ennĆl lĆnyegesen kisebb abszolčt ĆrtĆkŰ, akkor az eljărăs felgyorsul, azonban a kerekątĆsi hibăk megnŞhetnek.

TermĆszetesen ˛xpontmćdszerek is hasznălhatćk, Ćs a mćdszerek kombinălhatćk is.

Leăllăsi kritĆriumkĆnt (egy adott iterăcićszăm tčllĆpĆsĆn kąvĄl) annak vizsgălata kąnălkozik, hogy | f(x_n) | < ε valamely elŞre megadott ε > 0-ra. Ha a gyŤk kŤzelĆben |f^′| ≪ 1, akkor ez tčl hamar tŤrtĆnŞ leăllăst eredmĆnyezhet, mąg |f^′| ≫ 1 esetĆn az iterăcić tčl sokă tarthat. EzĆrt inkăbb az |x_{n+1} − x_n| < ε kritĆriumot alkalmazzuk. Ez csak nagyon lassan konvergălć ˛xpontmćdszer esetĆn (azaz ha a kontrakcićra a Lipschitz-konstans nagyon kŤzel van egyhez) hătrănyos; ezt ĆszrevehetjĄk Aitken ´^2-mćdszerĆvel.

A mćdszerek Banach-terekre valć ăltalănosątăsăt a di¸erenciălszămątăsnăl tărgyaljuk.

• 412/−15 : < gyŤkeibŞl, interpolăcićval. > gyŤkeibŞl, interpolăcićval.

* Feladat [11]. Oldjuk meg az alăbbi egyenleteket a tanult mćdszerekkel Ćs megăllăsi kritĆriumokkal: (1) cos^2(2x) − x^2 = 0; (2) ∏_{10}

k=1(x + k) = 0;

(3) x^6 − 2x^5 + 5x^4 − 6x^3 + 2x^2 + 8x − 8 = 0; (4) e^{−x} − η = 0, η = 10^{−9};

(5) (x^2 − 1)^{m−1} ln x = 0, m = 3, 5, 7.

* Feladat [9]. Hatărozzuk meg 1 mćl CO_2 tĆrfogatăt 300 K^∘-on 10 atm (1013250 Pa) nyomăson a van der Waals-ăllapotegyenletbŞl: ( p + a(n/V )^2 ) (V/n − b) = nRT,

ahol n a mćlok szăma. A van der Waals-ăllandćk CO_2-ra a/(Pa m^6K^∘/mćl^2) = 188,33 Ćs b/(m^3K^∘/mćl) = 9,77 · 10^{−4}. VessĄk Ťssze az eredmĆnyt a tŤkĆletes găzra kapott eredmĆnnyel.

* Feladat [9]. Egy alagčtdićda karakterisztikăja

I = α(e^{U/β} − 1) − μU(U − γ),

ahol α/A = 10^{−12}, β/V = 25 · 10^{−3}, μ/(A/V^2) = 10^{−3} Ćs γ/V = 0,4. SorbakŤtjĄk egy 3333 ˙-os ellenăllăssal egy 0,4 V-os feszĄltsĆgforrăsra. Hatărozzuk meg a kialakulć munkapontokat. Mi a helyzet, ha a feszĄltsĆg 0,6 V, az ellenăllăs pedig 12 k˙? • 437/−1 : < ∫_∞ −∞ (sin(ax)/x)^4 dx = 2a^3π/3. > ∫_∞ −∞ (sin(ax)/x)^4 dx = 2a^3π/3.

Ablak Fourier-transzformălt. Legyen a 0 ≠ g ∈ L^2(R) ablak fĄggvĆny rŤgzątett. Ha spt(g) ⊂ [−T, 0], akkor azt mondjuk, hogy az ablak-fĄggvĆny kauzălis. Egy f ∈ L^2(R) fĄggvĆny erre vonatkozć ablak Fourier-transzformăltja (angol rŤvidątĆssel: WFT-je) az (ω, t) → ~f(ω, t) = (f_t)^fĄggvĆny, ahol f_t(x) = g(x − t)f(x). A g_{ω,t}(x) = g(x − t)e^{2πiωx} jelŤlĆssel ~f(ω, t) = ⟨f, g_{ω,t}⟩.

PĆlda. Az x → sin(πx^2) Ăzirp" jel a

g(x) = { 1 + cos(πx), ha − 1 ≤ x ≤ 1, 0 egyĆbkĆnt

ablakkal.

MegjegyzĆs. A fenti ĂidŞablakozăsnak" megfelel egy Ăfrekvenciaablakozăs": a Plancherel-tĆtel szerint ~f(ω, t) = ⟨f, g_{ω,t}⟩ = ⟨ ^ f, (g_{ω,t})^ ⟩ , ahol g_{ω,t} = (τ_tg)e_ω miatt (g_{ω,t})^= τ_ω ( (τ_tg)^ ) = τ_ω(^ge_{−t}), ągy

~f(ω, t) = e^{−2πitω}⟨ ^f, ^g_{−t,ω}⟩.

Feladat [8]. Hatărozzuk meg a pĆldăban szereplŞ ablak Fourier-transzformălt-jăt.

TĆtel: bizonytalansăgi relăcić. TegyĄk fel, hogy g ∈ L^2(R), ‖g‖_2 = 1, tovăbbă ∫ R t^2 | |g(t) | |^2 dt Ćs ∫ R ω^2 | |^g(ω) | |^2 dω

vĆgesek. Ekkor

t_0 := ∫ R t | g(t) |_2 dt Ćs ω_0 := ∫ R ω | ^g(ω) |_2 dω valamint

T^2 := ∫ R (t − t_0)^2 | g(t) |_2 dt Ćs ˙^2 := ∫ R (ω − ω_0)^2 | ^g(ω) |_2 dω lĆteznek Ćs vĆgesek Ćs 4π˙T ≥ 1.

PĆlda. Ha g(t) =^4 √ 2ae^{−πt2a}, akkor ^g(ω) =^4 √ 2/ae^{−πω2/a}, t_0 = ω_0 = 0 Ćs T = 1/ √ 4πa, ˙ = √ a/ √ 4π. Feladat [11]. Bizonyątsuk be a pĆldăban szereplŞ ăllątăsokat.

TĆtel: rekonstrukcićs formula. Ha g ∈ L^2(R) egy ablak fĄggvĆny, akkor a hozză tartozć ablak Fourier-transzformăltra bărmely f ∈ L^2(R)-re f = 1 ‖g‖^2

∫_∞ −∞ ∫_∞ −∞ g_{ω,t} ~f(ω, t) dt dω.

TĆtel. Legyen g ∈ L^2(R) egy ablak fĄggvĆny. Ekkor bărmely h ∈ L^2(R^2)-re, ha f_h = 1 ‖g‖^2

∫_∞ −∞ ∫_∞ −∞ g_{ω,t}h(ω, t) dt dω,

akkor bărmely f ∈ L^2(R)-re, amelyre f ≠ f_h, teljesĄl, hogy ‖h − ~f‖_2 > ‖h − ~f_h‖^2.

Shannon mintavĆteli tĆtele. Legyen f ∈ L^2(R) folytonos fĄggvĆny, amely Ăsăvhatărolt ˙-val", azaz amelyre ^f(ω) = 0, ha ω /∈ [−˙, ˙]. Ekkor t_n = n/(2˙) jelŤlĆssel

f(t) = ∑ n∈Z sin ( 2π˙(t − t_n) ) 2π˙(t − t_n) f(t_n);

itt t = t_n esetĆn a tŤrt ĆrtĆkĆnek a hatărĆrtĆke (= 1) veendŞ.

DiszkrĆt rekonstrukcićs formula. Legyen g ∈ L^2(R) egy kompakt tartćjč ablak fĄggvĆny, amely eltŰnik egy 1/ν hosszčsăgč intervallumon kąvĄl. Legyen

H_τ (x) = τ ∑ n∈Z | |g(x − nτ) | |^2.

(Ha g majdnem mindenĄtt folytonos, akkor τ ↓ 0 esetĆn H_τ (x) → ‖g‖^2 minden x ∈ R-re.) TegyĄk fel, hogy

0 < inf_{x∈R} H_τ (x) Ćs sup_{x∈R} H_τ (x) < ∞.

(Ez csak ντ ≤ 1 esetĆn lehetsĆges.) Ekkor

f(t) = ντ ∑ n∈Z ∑ m∈Z g_{mν,mτ} (t) H_τ (t)

~f(mν, nτ).

A tovăbbiakban skălafĄggetlen mćdszert keresĄnk.

De˛nącić. Legyen p ∈ R rŤgzątett, Ćs egy ψ : R → C fĄggvĆnyre legyen ψ_s(x) = |s|^{−1/p}ψ(x/s) Ćs ψ_{s,t}(x) = |s|^{−1/p}ψ ( (x − t)/s ) ; ez a ψ anyawavelethez tartozć waveletcsalăd (itt 1/∞ = 0). Ha 1 ≤ q < ∞, akkor

‖ψ_{s,t}‖^q = ∫ R |s|^{−q/p} | | |ψ ( (x − t)/s )| |^q dx = |s|^{−q/p} ∫ R | |ψ(y) | |^q |s| dy = |s|^{1−q/p}‖ψ‖^q,

ągy p = q esetĆn a norma nem văltozik; q = ∞-re ‖ψ_{s,t}‖_∞ = |s|^{−1/p}‖ψ‖_∞.

PĆlda. Anyawaveletnek alkalmas pĆldăul ψ(x) = xe^{−x2} vagy a derivăltja, a ψ(x) = (1 − 2x^2)e^{−x2} Ămexikći kalap".

Feladat [8]. Szămoljuk ki az elŞzŞ pĆldăban szereplŞ anyawaveletek Fouriertranszformăltjăt.

De˛nącić. Legyen p ∈ R Ćs ψ ∈ L^2(R; C) rŤgzątett. Egy f ∈ L^2(R; C) fĄggvĆny folytonos wavelet transzformăltja az ~f(s, t) = ⟨f, ψ_{s,t}⟩ = ⟨ ^f, (ψ_{s,t})^⟩

fĄggvĆny. EgyszerŰ szămolăssal (ψ_{s,t})^(ω) = |s|^{1−1/p}e^{−2πiωt} ^ψ(sω), ągy ~f(s, t) az ω → |s|^{1−1/p} ^f(ω) ^ψ(sω) fĄggvĆny Fourier-transzformăltja a −t helyen.

Szimmetrikus rekonstrukcićs formula. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, tegyĄk fel, hogy

0 < C =

∫_∞ −∞ | | ^ψ(ξ) | |^2 |ξ| dξ < ∞.

Ekkor tetszŞleges f ∈ L^2(R; C) visszaălląthatć ~f-bćl:

f = 1 C ∫_∞ −∞ |s|^{2/p−3}

∫_∞ −∞ ~f(s, t)ψ_{s,t} dt ds.

MegjegyzĆs. Ha ψ ∈ L^1(R; C), akkor ^ψ folytonos, ągy a feltĆtelbŞl ^ψ(0) = 0, azaz ∫ R ψ(x) dx = 0.

Asszimmetrikus rekonstrukcićs formula. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, tegyĄk fel, hogy

0 < C_+ =

∫_∞ 0 | | ^ψ(ξ) | |^2 |ξ| dξ < ∞ Ćs 0 < C_− =

∫_0 −∞ | | ^ψ(ξ) | |^2 |ξ| dξ < ∞.

Legyen

η(u) = η_+(u) C_+ + η_−(u) C_− , ahol

η_+(u) =

∫_∞ 0 ^ψ(ω)e^{2πiωu} dω Ćs η_−(u) =

∫_0 −∞ ^ψ(ω)e^{2πiωu} dω.

Ekkor f = ∫_∞ 0 |s|^{2/p−3}

∫_∞ −∞ ~f(s, t)η_{s,t} dt ds.

MegjegyzĆs. Ha C_− = 0 vagy C_+ = 0, akkor ~f(s, t), s > 0 nem tartalmaz informăcićt ^f egyik felĆrŞl. Ez nem fordulhat elŞ, ha ψ valćs, mert ekkor ^ψ(−ω) = ^ψ(ω).

MegjegyzĆs. DiszkrĆt visszaăllątăs is lehetsĆges, ekkor s = ±σ^m, t = nσ^mτ, m, n ∈ Z. A folytonos Ćs a diszkrĆt esetnek, valamint az ablak Fourier-transzfor-măltnak van kŤzŤs ăltalănosątăsa, a kĄlŤnbŤzŞ Ăframe"-ek.

Hardy-tĆr a felsŞ Ćs alsć fĆlsąkon. JelŤlje C^+ a nyąlt komplex felsŞ fĆlsąkot, C^− pedig a nyąlt komplex alsć fĆlsąkot, azaz legyen C^+ = { z ∈ C : ℑ(z) > 0 } Ćs C^− = { z ∈ C : ℑ(z) < 0 } . Ha 1 ≤ p < ∞, legyen H^p_+ azon f : C^+ → C komplex fĄggvĆnyek halmaza, amelyek analitikusak, Ćs amelyekre ∫ R | f(x + iy) |_p dx korlătos, mint y > 0 fĄggvĆnye. Egy f ∈ H^p_+ fĄggvĆnyre legyen

‖f‖ = sup_{y>0} (∫ R | |f(x + iy) | |^p dx

)_{1/p} .

Legyen H^∞_+ azon f : C^+ → C komplex fĄggvĆnyek halmaza, amelyek analitikusak Ćs korlătosak. Egy f ∈ H^∞_+ fĄggvĆnyre legyen ‖f‖ = sup_{x∈R,y>0} | |f(x + iy) | |. Legyen

f ∈ H^p_− pontosan akkor, ha az z → f(z) fĄggvĆny H^p_+ eleme; ezek a fĄggvĆnyek az alsć fĆlsąkon analitikusak.

De˛nącić. Ha x ∈ R, jelentse lim_z ∨_{−→x} f(z) = c azt, hogy minden C > 0-ra az f fĄggvĆny { ξ + iη : ξ, η ∈ R, |ξ − x| < Cη } halmazra vett megszorątăsănak c a hatărĆrtĆke az x pontban; lim_z ∨_{−→x} a nemtangenciălis hatărĆrtĆk.

TĆtel. Ha 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ H^p_+, akkor f(x) := lim_z ∨_{−→x} f(z) majdnem mindenĄtt lĆtezik, f ∈ L^p(R; C), tovăbbă x → ln | |f(x) | |/(1 + x2) integrălhatć.

KŤvetkezmĆny: Poisson-formula. Ha 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ H^p_+, akkor x ∈ R, y > 0 esetĆn

f(x + iy) = 1 π ∫ R y (x − t)^2 + y^2 f(t) dt.

Megfordątva, ha h ∈ L^p(R; C) Ćs

f(x + iy) = 1 π ∫ R y (x − t)^2 + y^2 h(t) dt

analitikus a felsŞ fĆlsąkon, akkor f ∈ H^p_+ Ćs h(x) = lim_z ∨_{−→x} f(z) majdnem mindenĄtt. Tovăbbă az x → f(x + iy) fĄggvĆny L^p-normăja tart az x → f(x) fĄggvĆny L^p-normăjăhoz, ha y ↓ 0.

KŤvetkezmĆny. Ha 1 ≤ p < ∞, f ∈ H^p_+, akkor

lim_{y↓0} ∫ R | |f(x + iy) − f(x) | |^p dx = 0.

TĆtel: Cauchy-formula. Ha 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ H^p_+, akkor x ∈ R, y > 0 esetĆn

f(x + iy) = 1 2πi ∫ R f(t) t − (x + iy) dt Ćs ∫ R f(t) t − (x − iy) dt = 0

Megfordątva, ha h ∈ L^p(R; C) Ćs x ∈ R, y > 0 esetĆn ∫ R h(t) t − (x − iy) dt = 0,

akkor az f(x + iy) = 1 2πi ∫ R h(t) t − (x + iy) dt ŤsszefĄggĆssel de˛niălt fĄggvĆnyre f ∈ H^p_+ Ćs h(x) = lim_z ∨_{−→x} f(z) majdnem mindenĄtt.

MegjegyzĆs. A fentiek alapjăn čgy tekinthetŞ, hogy H^p_+ ⊂ L^p(R; C), ha 1 ≤ p ≤ ∞. Megmutathatć, hogy zărt altĆr, ągy maga is Banach-tĆr.

Paley{Wiener-tĆtel. Egy f ∈ L^2(R; C) fĄggvĆny pontosan akkor van H^2_+- ben, ha a Fourier-transzformăltja majdnem mindenĄtt nulla a [0, +∞[ intervallumon kąvĄl.

MegjegyzĆs. EbbŞl măr kŤnnyen kŤvetkezik, hogy egy f ∈ L^2(R; C) fĄggvĆny pontosan akkor van H^2_−-ben, ha a Fourier-transzformăltja majdnem mindenĄtt nulla a ] − ∞, 0] intervallumon kąvĄl. Mivel a Fourier-transzformăcić L^2-n belsŞ szorzat tartć, minden f ∈ L^2(R; C) fĄggvĆny egyĆrtelmŰen ąrhatć fel egy f_+ ∈ H^2_+ Ćs egy f_− ∈ H^2_− fĄggvĆny ortogonălis ŤsszegekĆnt. A megfelelŞ P_+ : L^2 → H^2_+ Ćs P_− : L^2 → H^2_− ortogonălis projekcićkat Riesz-projekcićnak hąvjuk.

De˛nącić. Legyen φ ∈ L^∞(R; C) rŤgzątett. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel az ehhez a fĄggvĆnyhez tartozć T_φ : H^2_+ → H^2_+ TŤplitz-operătort a T_φf = P_+(φf) ŤsszefĄggĆs, a H_φ : H^2_+ → H^2_− Hankel-operătort pedig a H_φf = P_−(φf) ŤsszefĄggĆs de˛niălja.

Nehari tĆtele. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, ha φ ∈ L^∞(R; C), akkor ‖H_φ‖ = d(φ, H^∞_+ ), ahol a d tăvolsăg L^∞(R; C)-ben ĆrtendŞ.

• 454/11 : < ăllapot Ćs vezĆrlĆsi fĄggvĆnyek, valamint a t_2 vĆgpont meghatărozăsa. > ăllapot Ćs vezĆrlĆsi fĄggvĆnyek, valamint a t_1 vĆgpont meghatărozăsa.

• 454/−9 : < Ha a vezĆrlĆsi fĄggvĆny fĄgg x^′-tŞl, akkor az x^′(t) = ~w(t) ŤsszefĄggĆs > Ha az f vagy az L fĄggvĆny fĄgg x^′-tŞl, akkor az x^′(t) = ~w(t) ŤsszefĄggĆs

• 455/−10 : < Ćs p : [t_0, t_1] → R^{m∗} folytonos fĄggvĆny čgy, hogy > Ćs p : [t_0, t_1] → R^{n∗} folytonos fĄggvĆny čgy, hogy

• 456/−14 : < kŤnyvĆnek III. kŤtete 48. §-ăra utalunk. > kŤnyvĆnek III. kŤtete 48. §-ăra utalunk.

* Feladat [10]. Oldjuk meg a kŤvetkezŞ irănyątăsi feladatot: az egyenesen kell egy tŤmegpontot eljuttatni −1-bŞl 1-be minimălis idŞ alatt, 1-nĆl kisebb abszolčt ĆrtĆkŰ gyorsulăssal.

* Feladat [11]. Oldjuk meg a kŤvetkezŞ irănyątăsi feladatot: az egyenesen x_0 helyen tartćzkodć v_0 sebessĆgŰ tŤmegpontot kell minimălis idŞ alatt az origćban megăllątani. Mutassuk meg, hogy a vezĆrlĆs feląrhatć a pillanatnyi hely Ćs sebessĆg fĄggvĆnyekĆnt. Ŕbrăzoljuk a mozgăst a făzistĆrben.

* Feladat [12]. Ŋrjuk fel a Pontrjagin-elvbŞl adćdć egyenleteket a (fĄggŞleges) Ăsima" Holdraszăllăs minimălis Ązemanyagfelhasznălăssal irănyątăsi feladatăra az alăbbi feltĆtelekkel, a Hold forgăsăt ˛gyelmen kąvĄl hagyva (a gyorsulăs 0 Ćs a kŤzŤtt lehet):

(1) sem az Űrhajć tŤmegĆnek, sem a gravităcićs mezŞnek a văltozăsăt nem vesszĄk ˛gyelembe;

(2) csak az Űrhajć tŤmegĆnek văltozăsăt vesszĄk ˛gyelembe;

(3) mindkettŞt ˛gyelembe vesszĄk.

* Feladat [11]. Ŋrjuk fel a Pontrjagin-elvbŞl adćdć egyenleteket a rakĆtaindątăs feladatăra homogĆn gravităcićs tĆrben. A rakĆtănak minimălis Ązemanyagfelhasznălăssal kell egy adott pontot elĆrnie, a gyorsulăs 0 Ćs a kŤzŤtt lehet.

* Feladat: visszatĆrĆs a Holdrćl [13]. A feladat egy Űrhajć lefĆkezĆse a FŤld lĆgkŤrĆben Ćs FŤld kŤrĄli pălyăra ăllątăs minimălis felmelegedĆssel. Legyen x_1 a sebessĆg, x_2 a hajlăsi szŤg a Ăpillanatnyi vązszinteshez", x_3 a magassăg a felsząn felett R fŤldsugăr egysĆgekben vĆve, w a ĂfĆkezĆs", ϱ = ϱ_0e^{−βRx3} a levegŞ sŰrŰsĆge. A kezdeti adatok x_1(t_0) = 10,8 km/s, x_2(t_0) = 0,0045π, x_3(t_0) = 120 km/R, a cĆladatok x_0(t_1) = 8,1 km/s, x_2(t_1) = 0, x_3(t_1) = 75 km/R. Az x^′_i = f_i(x_1, x_2, x_3, w) vezĆrlĆsi feltĆtelekben

f_1 = −

F ϱx^2_1 2 c_1(w) − g sin x_2 (1 + x_3)^2 , f_2 =

F ϱx_1 2 c_2(w) + x_1 cos x_2 R(1 + x_3) − g cos x_2 x_1(1 + x_3)^2 , f_3 = x_1 sin x_2 R ; itt F az Űrhajć keresztmetszet/tŤmege, g a gravităcićs gyorsulăs, c_1(w) = 1,174 − 0,9 cos w, c_2(w) = 0,6 sin w, a (nem SI egysĆgekben megadott!) aerodinamikus ellenăllăs illetve emelŞ erŞ. A felmelegedĆst kąvănjuk minimalizălni, a kŤzelątŞ gyakorlati formula: ∫_{t1}

t_0

x^3_1 √ ϱ → min .

Az Űrhajćsokrćl feltesszĄk, hogy bărmit kibąrnak, a FŤld nyugvć gŤmb, Ćs a FŤld kŤzĆppontjăn ătmenŞ sąkban repĄlĄnk. Ŋrjuk fel a Pontrjagin-elvbŞl adćdć egyenleteket, hatărozzuk meg a vezĆrlĆst, Ćs visszaąrva az egyenletekbe, hatărozzuk meg a di¸erenciălegyenleteket Ćs a peremfeltĆteleket. (Az adott numerikus esetben a magassăg lemegy kb. 50 km-ig, majd nŞ, a sebessĆg kezdetben kicsit nŞ, majd csŤkken, t_1 = 224,9 s.)

• 457/9 : < p^′ = −H_x = λL_x, p(t_1) = −α, ~p^′ = −H_{x̃} = 0, ~p(t_1) = −~α, > p^′ = −H_x = λL_x, p(t_1) = −α, ~p^′ = −H_{x̃} = λL_{x̃}, ~p(t_1) = −~α,

• 457/−4.. − 1 : < L_x ( t, x(t), x^′(t) ) Ćs L_x′ ( t, x(t), x^′(t) ) x^′(t) − L ( t, x(t), x^′(t) ) bal Ćs jobboldali hatărĆrtĆke megegyezik, ezek a Weierstrass{Erdmann-fĆle tŤrĆsi feltĆtelek. FigyeljĄk meg a Pontrjagin-fĄggvĆny szoros kapcsolatăt a mechanikăban hasznălatos Hamilton-fĄggvĆnnyel. > L_x′ ( t, x(t), x^′(t) ) illetve illetve L_x′ ( t, x(t), x^′(t) ) x^′(t) − L ( t, x(t), x^′(t) ) bal Ćs jobb oldali hatărĆrtĆke megegyezik, ezek a Weierstrass{Erdmann-fĆle tŤrĆsi feltĆtelek. FigyeljĄk meg a Pontrjagin-fĄggvĆny szoros kapcsolatăt a mechanikăban hasznălatos Hamilton-fĄggvĆnnyel.

* Feladat [11]. Alkalmazzuk a Pontrjagin-fĆle maximumelvet a szakaszonkĆnt folytonosan di¸erenciălhatć x : [a, b] → R^n fĄggvĆnyekre vonatkozć

∫_b a L ( t, x(t), x^′(t) ) dt → min, x(a) = x_0, x(b) = x_1

∫_b a f ( t, x(t), x^′(t) ) dt = c

mellĆkfeltĆteles problĆmăra, Ćs vezessĄk le a megfelelŞ Euler{Lagrange-egyenleteket.

* Feladat [11]. Hatărozzuk meg kĆt vĆgĆn felfĄggesztett homogĆn sčlyos lănc alakjăt (lăncgŤrbe).

• 458/−1 : < kŤzelątĆs javąthatć. PĆldăul a Newton-mćdszer alkalmazăsăval kaphatunk jobb kŤzelątĆseket adć α_0, α_1, α_2, . . . paramĆtersorozatot. > kŤzelątĆs javąthatć, Ćs kaphatunk jobb kŤzelątĆseket adć α_0, α_1, α_2, . . . paramĆtersorozatot.

* DiszkrĆt irănyątăsi feladat. Tipikus esetkĆnt tekintsĄnk egy gyărtăsi folyamatot, amelyben egy x_1 kezdeti ăllapotbćl kiindulva, ha egy w_1 vezĆrlĆst vălasztottunk, az x_2 = φ_1(x_1, w_1) ăllapotba jutunk, ahol x_1 ∈ R^N , w_1 ∈ W_1 ⊂ R^M , Ćs kŤzben k_1(x_1, w_1) kŤltsĆg lĆp fel, majd ha egy w_2 vezĆrlĆst vălasztunk, az x_3 = φ_2(x_2, w_2) ăllapotba jutunk, ahol x_2 ∈ R^N , w_2 ∈ W_2 ⊂ R^M , Ćs kŤzben k_2(x_2, w_2) kŤltsĆg lĆp fel stb. (PĆldăul lehet x_j Ťsszesen N kĆmiai anyag eloszlăsa a j-edik lĆpĆs elŞtt egy vegyipari gyărtăsi folyamatban.) A φ_j Ćs k_j fĄggvĆnyek adottak, Ćs ălljon a gyărtăs Ťsszesen n lĆpĆsbŞl; az utolsć kŤltsĆgbe annak a kŤltsĆgĆt is beleĆrtjĄk, hogy a vĆgtermĆk elmarad valamely Ăideălis" vĆgtermĆktŞl. Legyen

K_r(x_r, w_r, w_{r+1}, . . . , w_n) := n∑ j=r k_j (x_j , w_j )

az utolsć n − r + 1 lĆpĆs kŤltsĆge, Ćs

(r, x_r) → S_r(x_r ) := inf_{wr ,... ,wn} K_r(x_r , w_r, w_{r+1}, . . . , w_n), S_{n+1}(x_{n+1}) ≡ 0

az čgynevezett Bellman-fĄggvĆny.

* TĆtel. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, (1) a Bellman-fĄggvĆnyre

S_r(x_r ) = inf_{wr ∈Wr} k_r(x_r, w_r) + S_{r+1} ( φ_r(x_r , w_r) ) , ha r = 1, . . . , n;

(2) az x_r Ćs w_j ∈ W_j , j = r, . . . , n văltozćkra a x_{j+1} = φ_j (x_j , w_j ), j = r, . . . , n ĆrtĆkekkel pontosan akkor teljesĄl, hogy S_r(x_r ) = K_r(x_r, w_r , w_{r+1}, . . . , w_n), ha S_j (x_j ) = k_j (x_j , w_j ) + S_{j+1}(x_{j+1}), j = r, . . . , n.

Bizonyątăs. (1)-hez nyilvăn K_r(x_r , w_r, w_{r+1}, . . . , w_n) = k_r(x_r, w_r) + K_{r+1} ( φ(x_r , w_r), w_{r+1}, . . . , w_n )

teljesĄl a kŤltsĆgekre. Mivel nyilvăn inf w_r ,... ,w_n

K_r(x_r, w_r, w_{r+1}, . . . , w_n) = inf_{wr} inf_{wr+1,... ,wn} K_r(x_r , w_r, w_{r+1}, . . . , w_n),

kapjuk (1)-et.

(2)-hŤz tetszŞleges w_j ∈ W_j , j = r, . . . , n-re a megfelelŞ x_{j+1} = φ_j (x_j , w_j ), j = r, . . . , n ĆrtĆkekkel

S_r(x_r ) ≤ k_r(x_r, w_r) + S_{r+1}(x_{r+1}) ≤ . . . ≤ K_r(x_r , w_r, w_{r+1}, . . . , w_n). Ha az adott ĆrtĆkekre egyenlŞsĆg ăll, akkor mindenĄtt egyenlŞsĆgnek kell ăllnia, ągy kapjuk (2)-t.

* KŤvetkezmĆny: Bellman-fĆle optimum elv. A kŤvetkezŞ kĆt ăllątăs ekvivalens:

(1) az x_1 Ćs w_j ∈ W_j , j = 1, . . . , n văltozćkra az x_{j+1} = φ_j (x_j , w_j ), j = 1, . . . , n ĆrtĆkekkel S_1(x_1) = K_1(x_1, w_1, w_2, . . . , w_n);

(2) az x_1 Ćs w_j ∈ W_j , j = 1, . . . , n văltozćkra az x_{j+1} = φ_j (x_j , w_j ), j = 1, . . . , n ĆrtĆkekkel S_m(x_m) = K_m(x_m, w_m, w_{m+1}, . . . , w_n) teljesĄl, ha m = 1, 2, . . . , n.

* Bellman mćdszere. Meghatărozva az optimălis vezĆrlĆseket az S_j (x_j ) = k_j (x_j , w_j ) + S_{j+1}(x_{j+1}) egyenletekbŞl j = n, n − 1, . . . , 1-re x_j fĄggvĆnyĆben, kapjuk az optimălis vezĆrlĆst.

• 618/−1 : < megoldăssal. > megoldăssal.

* De˛nącić: Legyen H valćs Hilbert-tĆr. Az A ∈ H → H operător (1) nemexpanxąv, ha ‖Ax − Ay‖ ≤ ‖x − y‖ minden x, y ∈ dmn(A)-ra; (2) monoton, ha ⟨Ax − Ay, x − y⟩ ≥ 0 minden x, y ∈ dmn(A)-ra; (3) maximălis monoton, ha monoton Ćs ⟨b − Ay, x − y⟩ ≥ 0 minden y ∈ dmn(A) esetĆn Ax = b, azaz nincs valćdi monoton kiterjesztĆse;

(4) bŞvĄlŞ, ha I + μA injektąv, Ćs az inverze nemexpanząv minden μ > 0-ra; (5) maximălis bŞvĄlŞ, ha bŞvĄlŞ Ćs (I + μA)^{−1}az egĆsz H-n van Ćrtelmezve.

VegyĄk Ćszre, hogy ha A nemexpanząv, akkor I − A monoton, hiszen x, y ∈ dmn(A) esetĆn ⟨ (x − Ax) − (y − Ay), x − y ⟩ = ⟨x − y, x − y⟩ − ⟨Ax − Ay, x − y⟩ ≥ ‖x − y‖^2 − ‖Ax − Ay‖‖x − y‖ ≥ 0.

* Ŕllątăs: Legyen H valćs Hilbert-tĆr. Az A ∈ H → H operător pontosan akkor monoton, ha bŞvĄlŞ.

Bizonyątăs. Nyilvăn ‖ ‖(x + μAx) − (y + μAy) ‖ ‖= ‖x − y‖^2 + 2μ⟨Ax − Ay, x − y⟩ + μ^2‖Ax − Ay‖^2.

Innen ‖ ‖(x + μAx) − (y + μAy) ‖ ‖≥ ‖x − y‖^2

minden μ > 0-ra pontosan akkor teljesĄl, ha ⟨Ax − Ay, x − y⟩ ≥ 0.

* Ŕllątăs: Legyen H valćs Hilbert-tĆr. Az A ∈ H → H operătorra ekvivalensek: (1) A monoton Ćs rng(I + A) = H; (2) A maximălis bŞvĄlŞ; (3) A maximălis monoton.

Az, hogy (3)-bćl kŤvetkezik (1), Minty tĆtele, Ćs kĆsŞbb bizonyątjuk.

Bizonyątăs. TegyĄk fel, hogy (1) teljesĄl. A Banach-fĆle ˛xponttĆtelt fogjuk hasznălni. Az R_λ = (I + μA)^{−1} operător nemexpanząv, ągy elĆg megmutatni, hogy rng(I + μA) = H minden μ > 0-ra. Az x + μAx = z, x ∈ H egyenlet ekvivalens az x = L_zx, x ∈ H egyenlettel, ahol L_zx = R_λ ( (1 − λ/μ)x + (λ/μ)z ) . Ha μ > λ/2, akkor |1 − λ/μ| < 1 Ćs ‖L_zx − L_zy‖ ≤ |1 − λ/μ|‖x − y‖ minden x, y ∈ H-ra, ągy pontosan egy ˛xpont van. Kezdve λ = 1-gyel Ćs indukcićval folytatva μ > λ/2^n-re kapjuk az ăllątăst.

Most tegyĄk fel, hogy A maximălis bŞvĄlŞ. Ekkor A monoton. TegyĄk fel, hogy ⟨b − Ay, x − y⟩ ≥ 0 minden y ∈ dmn(A)-ra. Legyen y = y_t = (I + A)^{−1}(u + b + tz), ha t > 0 Ćs z ∈ H. Az ⟨x − y_t, x − y_t⟩ ≥ 0 egyenlŞtlensĆget hozzăadva a fentihez ⟨b − x − Ay_t − y_t, x − y_t⟩ ≥ 0, ahonnan ⟨zx − y_t⟩ ≤ 0. Ha t ↓ 0, akkor innen ⟨ z, x − (I + A)^{−1}(b + x) ⟩ ≤ 0 minden z ∈ H-ra, azaz x = (I + A)^{−1}(b + x).

* KonvergenciatrĄkk maximălis monotonităssal: Legyen H valćs HilberttĆr, A ∈ H → H maximălis monoton operător. Ekkor ha Ax_n ⇀ b Ćs x_n → x vagy Ax_n → b Ćs x_n ⇀ x, akkor Ax = b.

Bizonyątăs. Mivel ⟨Ax_n − Ay, x_n − y⟩ ≥ 0, kapjuk, hogy ⟨b − Ay, x − y⟩ ≥ 0 minden y ∈ dmn(A) esetĆn.

* Komura tĆtele: Legyen H valćs Hilbert-tĆr, Ćs tegyĄk fel, hogy A ∈ H → H monoton Ćs rng(I + A) = H. Ekkor minden u_0 ∈ dmn(A)-ra lĆtezik pontosan egy u : [0, +∞[ → H folytonos fĄggvĆny, amelyre u(0) = u_0 Ćs u^′(t) + Au(t) = 0, ha 0 < t < +∞, a derivăltat gyenge Ćrtelemben Ćrtve. Tovăbbă erre az egyĆrtelmŰ megoldăsra (1) u(t) ∈ dmn(A), ha t > 0; (2) u Lipschitz-fĄggvĆny [0, +∞[-en;

(3) majdnem minden t > 0-ra a derivălt a szokăsos Ćrtelemben is lĆtezik, Ćs teljesĄl a di¸erenciălegyenlet, valamint ‖ u^′(t) ‖ ≤ ‖Au_0‖;

(4) a t → u^′(t) fĄggvĆny ăltalănosątott derivăltja a t → u(t) fĄggvĆnynek, Ćs u^′ :

[0, +∞[ → H gyengĆn folytonos;

(5) minden t ≥ 0-ra lĆtezik az u^′_+(t) jobb oldali derivălt Ćs u‘_+(t) + Au(t) = 0.

A bizonyątăshoz megjegyezzĄk, hogy az ătviteli elv metrikus teret topologikus tĆrbe kĆpezŞ fĄggvĆny hatărĆrtĆkĆre is ĆrvĆnyes marad.

Bizonyątăs. VegyĄk Ćszre, hogy az A-ra kirćtt feltĆtelek azzal ekvivalensek, hogy maximălis monoton, illetve maximălis bŞvĄlŞ.

Az unicităs bizonyątăsa nem nehĆz: Legyen u : [0, +∞[ → H egy megoldăs, amelyre u folytonos Ćs u^′ lĆtezik a gyenge Ćrtelemben. Ekkor d dt ‖ ‖u(t) ‖ ‖^2 = lim_{h→0} ⟨ u(t + h), u(t + h) ⟩ − ⟨ u(t), u(t) ⟩ h = lim_{h→0} ⟨ u(t + h) − u(t) h , u(t) + u(t + h) ⟩ = 2 ⟨ u^′(t), u(t) ⟩ .

Legyen v egy măsik megoldăs. Ekkor d dt ‖ ‖u(t) − v(t) ‖ ‖^2 = 2⟨u^′(t) − v^′(t), u(t) − v(t)⟩ = 2 ⟨ Au(t) − Av(t), u(t) − v(t) ⟩ ≤ 0, ągy u(t) = v(t) minden t ≥ 0-ra.

A lĆtezĆs bizonyątăsănak a kulcsa az R_μ = (I + μA)^{−1}, μ > 0 nemlineăris rezolvens hasznălata, amely a feltĆtelek szerint egy H → dmn(A) bijektąv Ćs nemexpanząv lekĆpezĆs minden μ > 0-ra. Ennek segątsĆgĆvel kĆpezzĄk a nemlineăris

A_μ = 1 μ (I − R_μ), μ > 0

Yosida-kŤzelątĆst. A bizonyątăs szămos lĆpĆsbŞl ăll.

I. Megmutatjuk, hogy minden μ > 0-ra Ćs u, v ∈ H-ra A_μu = AR_μu, ‖A_μu − A_μv‖ ≤ 2‖u − v‖/μ, Ćs ⟨A_μu − A_μv⟩ ≥ 0, azaz A_μ monoton Ćs Lipschitz-fĄggvĆny, tovăbbă minden μ > 0-ra Ćs u ∈ dmn(A)-ra R_μAu = A_μu Ćs ‖A_μu‖ ≤ ‖Au‖. Valćban, A_μR^{−1}_μ [(R^{−1}_μ −I)/μ = A Ćs hasonlćan R^{−1}_μ A_μ = A. Mivel R_μ nemexpanząv,

‖A_μu − A_μv‖ = 1 μ ‖ (u − v) − (R_μu − R_μv) ‖ ≤ 2 μ ‖u − v‖,

‖A_μu‖ = 1 μ ‖u − R_μu‖ = 1 μ ‖ ‖R_μ(I − μA)u − R_μu ‖ ‖ ≤ ‖Au‖.

Mivel R_μ nemexpanząv, I − R_μ monoton, Ćs ągy A_μ is monoton.

II. RŤgzątett T > 0-ra az A operătorbćl elkĆszątjĄk az X = L^2 [ 0, T ]; H ) tĆr ~A operătorăt az ( ~Au)(t) = Au(t) de˛nącićval; az ~A operător azon u fĄggvĆnyekre van Ćrtelmezve, amelyekre u(t) ∈ dmn(A) majdnem minden t-re Ćs t → Au(t) az X-ben van. Megmutatjuk, hogy az ~A operător maximălis bŞvĄlŞ. Az A monotonităsăbćl

⟨ ~Au − ~Av, u − v⟩_X =

∫_T 0 ⟨ Au(t) − Av(t), u(t) − v(t) ⟩ dt ≥ 0.

Megmutatjuk, hogy rng(I + ~A) = X. Legyen w ∈ X Ćs u(t) = (I + A)^{−1}w(t), v = (I + A)^{−1}(0). Mivel (I + A)^{−1} nemexpanząv, ‖u(t) − v‖^2 ≤ ‖w(t)‖^2. Integrălva t szerint u − v ∈ X, azaz u ∈ X.