3.2.2. TĆtel. Egy a_n komplex szămsorozat pontosan akkor konvergăl C-ben, ha ℜ(a_n) Ćs ℑ(a_n) konvergălnak R-ben, Ćs ha a_n → A, ℜ(a_n) → A^′, ℑ(a_n) → A^{′′}, akkor A = A^′ + iA^{′′}. Speciălisan, valćs szămsorozatokra az R-beli Ćs a C-beli konvergencia Ćs hatărĆrtĆk egybeesik. □

3.2.3. TĆtel. Ha a_n nullsorozat, b_n pedig korlătos sorozat C-ben, akkor a_nb_n nullsorozat. □

3.2.4. TĆtel. TegyĄk fel, hogy K-ban a_n → A Ćs b_n → B. Ha a jobb oldal Ćrtelmezve van, akkor (1) (a_n + b_n) → (A + B); (2) (a_nb_n) → (AB); (3) (1/a_n) → (1/A). □

MegjegyezzĄk, hogy a bal oldalon ăllć sorozatok esetleg vĆges sok helyen nincsenek Ćrtelmezve.

3.2.5. TĆtel. Egy R-beli monoton sorozatnak lĆtezik hatărĆrtĆke. Monoton nŤvekedŞ sorozat hatărĆrtĆke az ĆrtĆkkĆszletĆnek felsŞ hatăra, monoton csŤkkenŞ sorozat hatărĆrtĆke az ĆrtĆkkĆszletĆnek alsć hatăra. □

3.2.6. PĆldăk. (1) Az a_n = a_0 + nd szămtani sorozat d = 0 esetĆn konstans, konvergens, hatărĆrtĆke a_0, korlătos, ĆrtĆkkĆszlete egyelemŰ; d ≠ 0 esetĆn nem korlătos, divergens, ĆrtĆkkĆszlete vĆgtelen, hatărĆrtĆke C-ben ∞. Ha a_0 Ćs d valćsak, akkor R-ben hatărĆrtĆke d > 0 esetĆn +∞, ha pedig d < 0, akkor −∞.

(2) Az a_n = n^2 sorozat nem korlătos, divergens, ĆrtĆkkĆszlete vĆgtelen, hatărĆrtĆke R-ben +∞.

(3) Az a_n = 1/n sorozat nullsorozat (legyen Nε > 1), korlătos, ĆrtĆkkĆszlete vĆgtelen.

(4) Az a_n = 1 + (−1)^n/n sorozat konvergens, hatărĆrtĆke 1, korlătos, ĆrtĆkkĆszlete vĆgtelen.

(5) Az a_n = i^n sorozat divergens, korlătos, ĆrtĆkkĆszlete nĆgy elemŰ, hatărĆrtĆke nincs.

3.2.7. FelsŞ Ćs alsć hatărĆrtĆk. Legyen a_n egy R-beli sorozat, Ćs b_n = sup_{k≥n} a_k. A b_n sorozat monoton csŤkkenŞ, ągy lĆtezik hatărĆrtĆke. Ezt az a_n sorozat felsŞ hatărĆrtĆkĆnek nevezzĄk, Ćs lim sup_{n→∞} a_n-el jelŤljĄk. Tehăt

lim sup n→∞ a_n := lim_{n→∞} sup_{k≥n} a_k.

Hasonlćan, a c_n = inf_{k≥n} sorozat monoton nŤvekvŞ, ągy lĆtezik hatărĆrtĆke; ezt az a_n sorozat alsć hatărĆrtĆkĆnek nevezzĄk, Ćs lim inf_{n→∞} a_n-el jelŤljĄk. Tehăt

lim inf n→∞ a_n := lim_{n→∞} inf_{k≥n} a_k.

Mivel nyilvăn c_n ≤ b_n, kapjuk, hogy lim inf_{n→∞} a_n ≤ lim sup_{n→∞} a_n.

3.2.8. TĆtel. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel,

(1) ha x > lim sup_{n→∞} a_n, akkor csak vĆges sok olyan index van, amelyre a_n ≥ x;

(2) ha x < lim sup_{n→∞} a_n, akkor vĆgtelen sok olyan index van, amelyre a_n ≥ x;

(3) az elŞzŞ tulajdonsăgok jellemzik a lim sup_{n→∞} a_n bŞvątett valćs szămot, azaz ez az egyetlen bŞvątett valćs szăm, amely mindkĆt tulajdonsăggal rendelkezik;

(4) ha x < lim inf_{n→∞} a_n, akkor csak vĆges sok olyan index van, amelyre a_n ≤ x;

(5) ha x > lim inf_{n→∞} a_n, akkor vĆgtelen sok olyan index van, amelyre a_n ≤ x;

(6) az elŞzŞ tulajdonsăgok jellemzik a lim inf_{n→∞} a_n bŞvątett valćs szămot, azaz ez az egyetlen bŞvątett valćs szăm, amely mindkĆt tulajdonsăggal rendelkezik;

(7) lim_{n→∞} a_n pontosan akkor lĆtezik, ha lim inf_{n→∞} a_n = lim sup_{n→∞} a_n, Ćs ekkor lim inf_{n→∞} a_n = lim_{n→∞} a_n = lim sup_{n→∞} a_n.

Bizonyątăs. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseit fogjuk hasznălni. Ha (1) nem teljesĄlne, akkor b_n ≥ x lenne minden n-re. Ha (2) nem teljesĄlne, akkor egy indextŞl kezdve b_n ≤ x teljesĄlne. (3) abbćl kŤvetkezik, hogy ha A < B, Ćs A is, B is rendelkezne az (1) Ćs (2) tulajdonsăgokkal, akkor vălasztva egy A < x < B szămot ellentmondăst kapnănk. (4){(6) bizonyątăsa teljesen hasonlć (1){(3) bizonyątăsăhoz.

VĆgĄl ha A = lim_{n→∞} a_n lĆtezik, akkor x > A esetĆn (1), x < A esetĆn pedig (2) teljesĄl, ągy A = lim sup_{n→∞} a_n. Teljesen hasonlćan adćdik, hogy A = lim inf_{n→∞} a_n. Megfordątva, ha A = lim inf_{n→∞} a_n = lim sup_{n→∞} a_n, akkor bărmely x > A-ra vĆges sok index kivĆtelĆvel a_n < x, Ćs bărmely y < A-ra vĆges sok index kivĆtelĆvel a_n > y, ągy A bărmely kŤrnyezetĆben a sorozatnak vĆges sok kivĆtelĆvel minden tagja benne van. □

3.2.9. Ŕllątăs. Ha a_n Ćs b_n kĆt R-beli sorozat, Ćs vĆges sok tag kivĆtelĆvel a_n ≤ b_n, akkor lim sup_{n→∞} a_n ≤ lim sup_{n→∞} b_n Ćs lim inf_{n→∞} a_n ≤ lim inf_{n→∞} b_n. □

3.2.10. Cauchy-sorozatok. Egy K-beli sorozatot Cauchy-sorozatnak nevezĄnk, ha minden ε > 0-hoz van olyan N, hogy ha n, m ≥ N, akkor |x_n − x_m| < ε.

A fogalom jelentŞsĆgĆt az adja, hogy anĆlkĄl dŤnthetĄnk segątsĆgĆvel a konvergenciărćl, hogy ismernĆnk a hatărĆrtĆket.

3.2.11. Cauchy-fĆle konvergenciakritĆrium. Egy K-beli sorozat pontosan akkor Cauchy-sorozat, ha konvergens.

* Bizonyątăs. Az egyik irăny egyszerŰ: ha a_n → A, akkor van olyan N ∈ N, hogy n ≥ N esetĆn |a_n − A| < ε/2, ągy n, m ≥ N esetĆn |a_n − a_m| ≤ |a_n − A| + |A − a_m| < ε.

A megfordątăst elĆg valćs sorozatokra bizonyątani, mert ha a_n Cauchy-sorozat, akkor a valćs Ćs a kĆpzetes rĆsze is. ElŞszŤr is vegyĄk Ćszre, hogy egy Cauchy-sorozat korlătos, mert ha n, m ≥ N esetĆn |a_n − a_m| < 1, akkor az ĆrtĆkkĆszlete K_1(a_N ) Ćs vĆges sok egyelemŰ halmaz egyesątĆse. Legyen A = lim sup_{n→∞} a_n. A korlătossăg miatt A ∈ R. Ha x < A, vălasztva ε = (A − x)/2-hŤz N-et, sup_{k≥N} a_k ≥ A miatt van olyan m ≥ N, hogy a_m > A − ε. Innen n ≥ N esetĆn a_n > A − 2ε = x. Ez azt jelenti, hogy lim inf_{n→∞} a_n = A, amibŞl a_n → A. □

* 3.2.12. MegjegyzĆs. A racionălis szămok kŤrĆben nem minden Cauchy-sorozat konvergens. Ha veszĄnk egy olyan racionălis szămokbćl ăllć monoton nŤvekedŞ sorozatot, amelynek R-ben a hatărĆrtĆke √ 2, akkor ez Cauchy-sorozat, de Q-ban nem konvergens.

3.2.13. Nevezetes sorozatok hatărĆrtĆke. (1) ha p ∈ N^+, akkor lim_{n→∞} 1/n^{1/p} = 0; (2) ha a ∈ R^+, akkor lim_{n→∞}^n √ a = 1;

(3) lim_{n→∞}^n √ n = 1;

(4) ha a ∈ R^+ Ćs k ∈ N, akkor lim_{n→∞} n^k/(1 + a)^n = 0;

(5) ha a ∈ C, akkor |a| < 1 esetĆn lim_{n→∞} a^n = 0, a = 1 esetĆn lim_{n→∞} a^n = 1, |a| = 1, a ≠ 1 esetĆn a^n korlătos de nem konvergens, |a| > 1 esetĆn a^n nem korlătos, ągy nem konvergens;

(6) ha a ∈ C, akkor lim_{n→∞} a^n/n! = 0.

Bizonyątăs. (1) bizonyątăsăhoz legyen N > (1/ε)^p. Ha (2)-ben a > 1, akkor legyen x_n =^n √ a − 1. Ekkor x_n > 0, Ćs a binomiălis tĆtel alapjăn 1 + nx_n ≤ (1 + x_n)^n = a, ągy 0 < x_n ≤ (a − 1)/n, ezĆrt x_n → 0. Az a = 1 eset triviălis. Ha 0 < a < 1, vegyĄk a reciprokăt, Ćs arra alkalmazzuk az eddig bizonyątottakat.

(3) bizonyątăsăhoz legyen x_n =^n √ n − 1. Ekkor x_n ≥ 0, Ćs a binomiălis tĆtel alapjăn n = (1 + x_n)^n ≥ n(n − 1)x^2_n/2. EzĆrt 0 ≤ x_n ≤ √ 2/(n − 1), ha n ≥ 2. Ŋgy (1)-bŞl kŤvetkezik az ăllątăs.

(4) bizonyątăsăhoz legyen K = k + 1. Ha n > 2K, akkor

(1 + a)^n > ( n K ) a^K = n(n − 1) · · · (n − K + 1) K! a^K > n^K a^K 2^K K! . EzĆrt 0 < n^k (1 + a)^n < 2^K K! a^K n^{k−K} , ha n > 2K.

Mivel k − K = −1, (1) alapjăn n^{k−K} → 0.

(5)-ben az a = 0 Ćs a = 1 esetek triviălisak. A 0 < |a| < 1 esetben |a| = 1/(1 + b) valamely b > 0-ra, ągy (4)-bŞl k = 0 vălasztăssal kŤvetkezik, hogy |a|^n Ćs ągy a^n is nullsorozat. Ha |a| > 1, akkor a^n nem lehet korlătos, mert akkor 1/|a|^n ≥ ε lenne valamely ε > 0-ra. VĆgĄl ha |a| = 1, a ≠ 1, akkor |a^n| = 1 de

|a^{n+1} − a^n| = |a^{n+1} − a^n|/|a|^n = |a − 1|,

ągy a^n nem Cauchy-sorozat.

(6) bizonyątăsăhoz legyen N = ⌊ |a| ⌋ + 1. Ekkor |a|/n < 1, ha n ≥ N, Ćs ągy | | | a^n n! | | | = n∏ k=1 |a| k ≤ |a| n N∏ k=1 |a| k = |a|^{N+1} N! 1 n , ha n > N, ahonnan kŤvetkezik, hogy a sorozat nullsorozat. □

3.2.14. Sorok. Ha a_0, a_1, . . . egy K-beli sorozat, akkor a K-beli

∑_∞

n=0 a_n vagy ∑ a_n vĆgtelen sort vagy rŤviden sort az s_n =

∑_n

k=0 a_k (n = 0, 1, . . . ) rĆszletŤsszegek

sorozatăval azonosątjuk. Az a_n szămot a sor n-edik tagjănak nevezzĄk. A sor tagjait

rendszerint nullătćl indexeljĄk, mert a sorok szorzăsănăl ez a cĆlszerŰ. A rĆszletŤssze-

gekbŞl visszakaphatjuk a sor tagjait, hiszen a_0 = s_0 Ćs a_n = s_n − s_{n−1}, ha n ∈ N^+. Azt

mondjuk, hogy a

∑_∞ n=0 a_n sor konvergens, Ćs Ťsszege A, ha az s_n rĆszletŤsszegek sorozata

A-hoz konvergăl. Ezt, nem teljesen korrekt mćdon, čgy is jelŤljĄk, hogy

∑_∞

n=0 a_n = A.

Ha a sor nem konvergens, akkor azt mondjuk, hogy divergens. Ha R-ban s_n → +∞

illetve s_n → −∞, akkor azt ąrjuk, hogy

∑_∞ n=0 a_n = +∞ illetve

∑_∞ n=0 a_n = −∞, de

ilyenkor a sort nem nevezzĄk konvergensnek. Hasonlćan, ha C-ban s_n → ∞, akkor azt

ąrjuk, hogy

∑_∞ n=0 a_n = ∞, de ilyenkor a sort nem nevezzĄk konvergensnek. A

∑_∞ n=1 a_n

sort abszolčt konvergensnek nevezzĄk, ha a

∑_∞

n=1 |a_n| sor konvergens. Konvergens, de

nem abszolčt konvergens sort feltĆtelesen konvergensnek nevezĄnk.

A sorozatokra vonatkozć legtŤbb tĆtel egyszerŰen ătfogalmazhatćk sorokra. PĆl-

dăul a sorozatok ŤsszegĆre Ćs konstansszorosăra vonatkozć tĆtel, illetve a Cauchy-fĆle

konvergenciakritĆrium az alăbbi alakba ąrhatć ăt:

3.2.15. TĆtel. Legyen c ∈ K, a K-beli ∑ a_n Ćs ∑ b_n sorokra ∑ a_n = A ∈ K Ćs ∑ b_n = B ∈ K. Ha A + B de˛niălva van, akkor ∑ (a_n + b_n) = A + B, Ćs ha cA de˛niălva

van, akkor ∑ (ca_n) = cA.

Bizonyątăs. A rĆszletŤsszegek felhasznălăsăval azonnal kŤvetkezik. □

3.2.16. Cauchy-fĆle konvergenciakritĆrium. A K-beli ∑ a_n sor akkor Ćs

csak akkor konvergăl, ha minden ε > 0-hoz van olyan N ∈ N, hogy m ≥ n ≥ N esetĆn | |∑^m_{k=n} a_k | | < ε. □

3.2.17. KŤvetkezmĆny. Ha ∑ a_n konvergens, akkor lim_{n→∞} a_n = 0.

Bizonyątăs. Legyen m = n. □

3.2.18. Ŕllątăs. Egy nemnegatąv tagč sor akkor Ćs csak akkor konvergăl, ha

rĆszletŤsszegei korlătos sorozatot alkotnak.

Bizonyątăs. A monoton sorozatokra vonatkozć tĆtelbŞl kapjuk. □

3.2.19. Źsszehasonlątć kritĆrium. Ha vĆges sok n kivĆtelĆvel |a_n| ≤ b_n, Ćs ∑ b_n konvergăl, akkor ∑ a_n is.

Bizonyątăs. A Cauchy-kritĆriumbćl minden ε > 0-hoz van olyan N, hogy m ≥

n ≥ N esetĆn |a_n| ≤ b_n Ćs

∑_m

k=n b_k < ε. Innen |∑_m k=n a_k | ≤ ∑_m k=n |a_k| ≤

∑_m

k=n b_k < ε,

Ćs ągy az ăllątăs kŤvetkezik a Cauchy-kritĆriumbćl. □

3.2.20. KŤvetkezmĆny. Ha vĆges sok n kivĆtelĆvel b_n ≥ a_n ≥ 0, Ćs ∑ a_n

divergăl, akkor ∑ b_n is.

Bizonyątăs. Ha ∑ b_n konvergălna, akkor ∑ a_n is. □

3.2.21. KŤvetkezmĆny. Abszolčt konvergens sor konvergens is.

Bizonyątăs. Legyen b_n = |a_n|. □

3.2.22. KŤvetkezmĆny. TegyĄk fel, hogy a_n, b_n > 0 minden n ∈ N^+-ra. Ekkor (1) ha lim_{n→∞} a_n/b_n = c > 0, akkor ∑ a_n pontosan akkor konvergens, ha ∑ b_n konvergens;

(2) ha lim_{n→∞} a_n/b_n = 0, Ćs ∑ b_n konvergens, akkor ∑ a_n is.

Bizonyątăs. Az elsŞ esetben vĆges sok n kivĆtelĆvel cb_n/2 ≤ a_n ≤ 2cb_n. A măsodik esetben akărmilyen c > 0-ra vĆges sok n kivĆtelĆvel a_n ≤ cb_n. □

3.2.23. Leibniz-kritĆrium. Ha a pozitąv tagč a_n sorozat monoton csŤkkenŞen nullăhoz tart, akkor ∑ n(−1)^na_n konvergens, Ćs ha s_n a sor n-edik rĆszletŤsszege, s pedig az Ťsszege, akkor |s − s_n| ≤ a_{n+1} minden n-re.

Bizonyątăs. Az m > 0 esetĆn teljesĄlŞ

|s_{n+m} − s_n| = a_{n+1} − a_{n+2} + · · · + (−1)^{m−1}a_{n+m} ≤ a_{n+1}

becslĆs alapjăn a Cauchy-kritĆriumbćl kŤvetkezik a konvergencia, Ćs m → ∞ hatărătmenettel, hogy |s − s_n| ≤ a_{n+1}. □

3.2.24. NĆhăny nevezetes sor. (1) A

∑_∞ n=0 a^n vĆgtelen mĆrtani sor |a| < 1 esetĆn konvergens, Ťsszege 1/(1 − a), mąg |a| ≥ 1 esetĆn divergens;

(2) A

∑_∞ n=1 1/n harmćnikus sor divergens;

(3) A

∑_∞ n=1(−1)^n/n sor konvergens, de nem abszolčt konvergens.

Bizonyątăs. Ha |a| ≥ 1, akkor a^n nem tart nullăhoz. Indukcićval

∑_n k=0 a^k = (1 − a^{n+1})/(1 − a), ha n ∈ N, ahonnan kŤvetkezik (1) măsik rĆsze.

(2) abbćl kŤvetkezik, hogy az s_n =

∑_n k=1 1/k rĆszletŤsszegekre

s_{2n} − s_n = 2n∑ k=n+1

1/k ≥ 2n∑ k=n+1

1/(2n) = 1/2.

Innen m szerinti teljes indukcićval s_2m ≥ (m + 1)/2, azaz a rĆszletŤsszegek sorozata nem korlătos.

Az, hogy a (3)-ban szereplŞ sor konvergens, kŤvetkezik a Leibniz-kritĆriumbćl, az pedig, hogy nem abszolčt konvergens, kŤvetkezik (2)-bŞl. □

3.2.25. Cauchy-fĆle gyŤkkritĆrium. Egy K-beli ∑ a_n sor, ha

lim sup n→∞ n√ |a_n| < 1,

akkor konvergens, ha lim sup n→∞ n√ |a_n| > 1,

akkor divergens.

Bizonyątăs. Ha α = lim sup_{n→∞}^n √ |a_n| Ćs α < 1, akkor α < β < 1 esetĆn van olyan N ∈ N, hogy n ≥ N esetĆn^n √ |a_n| ≤ β, azaz |a_n| ≤ β^n, ągy az Ťsszehasonlątć kritĆrium szerint ∑ a_n abszolčt konvergens. Ha α > 1, akkor α > β > 1 esetĆn vĆgtelen sok n-re |a_n| ≥ β^n > 1, ągy a_n nem tart nullăhoz. □

3.2.26. D’Alambert-fĆle hănyadoskritĆrium. Egy K-beli, nem nulla tagokbćl ăllć ∑ a_n sorra, ha

lim sup n→∞ |a_{n+1}| |a_n|

< 1,

akkor konvergens, ha

lim inf n→∞ |a_{n+1}| |a_n|

> 1,

vagy ha vĆges sok n kivĆtelĆvel |a_{n+1}|/|a_n| ≥ 1, akkor divergens.

Bizonyątăs. Ha lim sup_{n→∞} |a_{n+1}|/|a_n| < 1, akkor van olyan β < 1 szăm Ćs N ∈ N, hogy n ≥ N esetĆn |a_{n+1}|/|a_n| ≤ β. Innen indukcićval |a_n| ≤ |a_N |β^{n−N} , ha n ≥ N, ągy az Ťsszehasonlątć kritĆrium szerint ∑ a_n abszolčt konvergens. Ha lim inf_{n→∞} |a_{n+1}|/|a_n| > 1, akkor van olyan N ∈ N, hogy n ≥ N esetĆn |a_{n+1}|/|a_n| ≥ 1. Innen indukcićval |a_n| ≥ |a_N |, ha n ≥ N, ągy a_n nem tart nullăhoz. □

3.2.27. Sorok szorzata. A K-beli

∑_∞

n=0 a_n Ćs

∑_∞ n=0 b_n Cauchy-szorzatăn vagy rŤviden szorzatăn a

∑_∞ n=0 c_n sor ĆrtjĄk, ahol c_n =

∑_n k=0 a_kb_{n−k}, ha n = 0, 1, . . . .

Hogy miĆrt ągy cĆlszerŰ sorok szorzatăt de˛niălni, az a hatvănysoroknăl vălik vilăgossă.

3.2.28. KettŞs sor tĆtel. Legyen a_{j,k} ∈ K, ha j, k ∈ N. Ha (1) ∞∑ j=0 ∞∑ k=0 |a_{j,k}| < +∞

vagy (2) ∞∑ k=0 ∞∑ j=0 |a_{j,k}| < +∞,

akkor az alăbbi sorok abszolčt konvergensek Ćs (3) ∞∑ j=0 ∞∑ k=0 a_{j,k} = ∞∑ k=0 ∞∑ j=0 a_{j,k}.

* Bizonyątăs. Akăr (1), akăr (2) teljesĄl, van olyan K valćs szăm, hogy m∑ j=0 n∑ k=0 |a_{j,k}| ≤ K

minden n, m ∈ N-re. Csak ezt fogjuk hasznălni. RŤgzątett m-re n → ∞ hatărătmenettel ∑_m j=0 ∑_∞

k=0 |a_{j,k}| ≤ K, ahonnan m → ∞ hatărătmenettel

∑_∞ j=0 ∑_∞ k=0 |a_{j,k}| ≤ K, azaz (1) teljesĄl, Ćs (3)-ban a bal oldalon szereplŞ sorok abszolčt konvergensek. Teljesen hasonlćan kapjuk, hogy (2) is teljesĄl, ągy (1) Ćs (2) ekvivalensek, Ćs (3)-ban a jobb

oldalon szereplŞ sorok is abszolčt konvergensek. FeltĆve, hogy K a lehetŞ legkisebb,

tetszŞleges ε > 0-ra elĆg nagy m-re Ćs n-re

∑_m j=0 ∑_n k=0 |a_{j,k}| ≥ K − ε. Ha most n^′ > n,

akkor | | | m∑ j=0 n^′∑

k=0 a_{j,k} − m∑ j=0 n∑ k=0 a_{j,k} | | | ≤ ε,

amibŞl n^′ → ∞ hatărătmenettel | | m∑ j=0 ∞∑ k=0 a_{j,k} − m∑ j=0 n∑ k=0 a_{j,k} | | ≤ ε.

Hasonlćan kaphatć, hogy | | | n∑ k=0 ∞∑ j=0 a_{j,k} − m∑ j=0 n∑ k=0 a_{j,k} | | | ≤ ε,

amibŞl | | | n∑ k=0 ∞∑ j=0 a_{j,k} − m∑ j=0 ∞∑ k=0 a_{j,k} | | | ≤ 2ε.

Ha most n → ∞, majd m → ∞, akkor kapjuk a tĆtel ăllątăsăt. □

3.2.29. KŤvetkezmĆny: sorok ătrendezĆse. Ha p : N → N egy permutăcić

(azaz bijekcić), Ćs a K-beli

∑_∞ n=0 a_n sor abszolčt konvergens, Ťsszege A, akkor a

∑_∞ n=0 a_{pn}

sor is abszolčt konvergens, Ćs Ťsszege A.

A kŤvetkezmĆny alapjăn ha M megszămlălhatć vĆgtelen halmaz, a_m ∈ K, ha m ∈

M, Ćs van olyan K valćs szăm, hogy bărmely vĆges M^′ ⊂ M-re ∑ m∈M^′ |am| ≤ K, akkor

bărmely p : N → M bijekcićra a

∑_∞ n=0 a_{pn} Ťsszeg ugyanaz. JelŤlĆse: ∑ m∈M a_m.

Bizonyątăs. Legyen a_{j,k} = a_j , ha k = p_j , egyĆbkĆnt nulla, Ćs alkalmazzuk a kettŞs

sor tĆtelt. □

3.2.30. KŤvetkezmĆny: sorok ătzărćjelezĆse. Ha a K megszămlălhatć hal-

maz a K_j , j ∈ J diszjunkt halmazok megszămlălhatć unićja, a_k ∈ K, ha k ∈ K, Ćs ∑ k∈K |a_k| < ∞, akkor ∑ k∈K a_k = ∑ j∈J ∑ k∈K_j

a_k.

Bizonyątăs. FeltehetjĄk, hogy K, J ⊂ N. Legyen a_{j,k} = a_k, ha k ∈ K_j , egyĆbkĆnt

nulla, Ćs alkalmazzuk a kettŞs sor tĆtelt. □

* 3.2.31. Riemann ătrendezĆsi tĆtele. Ha a ∑ a_n valćs szămsor konvergens, de nem abszolčt konvergens, akkor tetszŞleges α, β ∈ R, α ≤ β esetĆn van a sornak olyan ∑ b_n ătrendezĆse amelynek s_n =

∑_n k=0 b_k rĆszletŤsszegeire lim inf_{n→∞} s_n = α Ćs lim sup_{n→∞} s_n = β.

Bizonyątăs. A

∑_∞ n=0 max{a_n, 0} illetve

∑_∞

n=0 min{a_n, 0} sorok mindketten divergensek: ha csak az egyik lenne konvergens, akkor ŤsszegĄk, a

∑_∞ n=1 a_n sor divergens lenne, ha pedig mindkettŞ konvergens lenne, akkor kĄlŤnbsĆgĄk, a

∑_∞

n=1 |a_n| sor is konvergens lenne. Vălasszunk olyan, monoton csŤkkenŞ α_n illetve monoton nŤvekedŞ β_n valćs szămsorozatokat, amelyekre α_n ≤ β_n minden n-re, Ćs lim_{n→∞} α_n = α, lim_{n→∞} β_n = β. ElsŞ lĆpĆskĆnt tekintsĄk a negatąv a_n-ek kŤzĄl az elsŞ nĆhănyat | ezek lesznek b_0, b_1, . . . , b_{n1} | addig, amąg m_1 = n_1 jelŤlĆssel

∑_{m1} j=0 b_j kisebb nem lesz, mint α_1. Măsodik lĆpĆskĆnt tekintsĄk a nemnegatąv a_n-ek kŤzĄl az elsŞ nĆhănyat | ezek lesznek b_{m1+1}, b_{m1+2}, . . . , b_{m1+p1} | addig, amąg m_2 = m_1 + p_1 jelŤlĆssel

∑_{m2}

j=0 b_j nagyobb nem lesz, mint β_1. Ŋgy folytatjuk, felvăltva vălasztva negatąv, majd nemnegatąv tagokat: ha b_0, b_1, . . . , b_{m2k} măr ki van vălasztva, Ćs eddig a_{nk} az utolsć felhasznălt negatąv tag, akkor tekintsĄk az n_k-năl nagyobb indexŰ negatąv a_n-ek kŤzĄl az elsŞ nĆhănyat | ezek lesznek b_{m2k +1}, b_{m2k +2}, . . . , b_{m2k +nk+1} | addig, amąg m_{2k+1} = m_{2k} + n_{k+1} jelŤlĆssel ∑_{m2k+1}

j=0 b_j kisebb nem lesz, mint α_{k+1}, majd tekintsĄk a p_k-năl nagyobb indexŰ nemnegatąv a_n-ek kŤzĄl az elsŞ nĆhănyat | ezek lesznek b_{m2k+1+1}, b_{m2k+1+2}, . . . , b_{m2k+1+pk+1} | addig, amąg m_{2k+2} = m_{2k+1} +p_{k+1} jelŤlĆssel

∑_{m2k+2} j=0 b_j nagyobb nem lesz, mint β_{k+1}.

Mivel n_1 < n_2 < . . . Ćs p_1 < p_2 < . . . , minden a_n-et felhasznăltunk, tehăt b_n az a_n ătrendezĆse. Mivel s_{m2k} > β_k, de m_{2k} ≤ j < m_{2k+2} esetĆn s_j ≤ β_{k+1} + a_{m2k} , azt kapjuk, hogy β = lim sup k→∞ β_k ≤ lim sup j→∞ s_j ≤ lim sup k→∞ β_{k+1} + lim sup k→∞ a_{m2k} = β.

Hasonlćan adćdik, hogy lim inf_{n→∞} s_n = α. □

3.2.32. TĆtel. Ha a K-beli

∑_∞ n=0 a_n Ćs

∑_∞

n=0 b_n sorok abszolčt konvergensek, ŤsszegĄk A illetve B, akkor a

∑_∞ n=0 c_n szorzatuk is abszolčt konvergens, Ćs Ťsszege AB.

* Bizonyątăs. Alkalmazzuk a kettŞs sor tĆtelt a_{j,k} = a_j b_{k−j} , ha j ≤ k Ćs a_{j,k} = 0 egyĆbkĆnt vălasztăssal. □

3.2.33. Abel folytonossăgi tĆtele. Ha a K-beli

∑_∞

n=0 a_n sor konvergens Ćs Ťsszege A, akkor lim_{t↑1}

∑_∞ n=0 a_nt^n = A.

* Bizonyątăs. Mivel a_0 helyettesąthetŞ a_0 − A-val, feltehetjĄk, hogy A = 0. Mivel s_n =

∑_n

k=0 a_k nullăhoz tart, korlătos is valamely K korlăttal. TetszŞleges 0 < t < 1 mellett_∞ ∑ k=0 a_kt^k = (1 − t) ∞∑ k=0 s_kt^k,

mert a szereplŞ sorok abszolčt konvergensek, ągy beszorzăs utăn a jobb oldali sor ătrendezhetŞ Ćs ătzărćjelezhetŞ, Ćs a bal oldalit adja. Legyen ε > 0, Ćs legyen N-re |s_n| < ε/2, ha n ≥ N. Ekkor | | | ∞∑ k=0 a_kt^k | | | ≤ (1 − t)

(^{N−1}∑ k=0 |s_kt^k| + ∞∑ k=N |s_kt^k| )

< (1 − t)KN + ε 2 . Innen kŤvetkezik az ăllątăs. □

3.2.34. KŤvetkezmĆny: Abel tĆtele. Ha a K-beli

∑_∞ n=0 a_n Ćs

∑_∞ n=0 b_n sorok, valamint a

∑_∞ n=0 c_n Cauchy-szorzatuk is konvergens, az Ťsszegek rendre A, B illetve C, akkor C = AB.

* Bizonyątăs. VegyĄk Ćszre, hogy a binomiălis tĆtel szerint minden 0 < t < 1-re

(^∞∑ n=0 a_nt^n )(^∞∑ n=0 b_nt^n ) = ∞∑ n=0 c_nt^n,

majd alkalmazzuk Abel folytonossăgi tĆtelĆt. □

3.2.35. Szămrendszerek. Legyen q > 1 termĆszetes szăm, Ćs legyen A ∈ R^+. Ekkor lĆtezik olyan n ∈ Z Ćs olyan a_k ∈ {0, 1, . . . , q − 1}, k = n, n + 1, n + 2, . . . sorozat, amelyre a_n ≠ 0 Ćs

(1) A = ∞∑ k=n a_k q^k .

Ha az elŞăllątăs vălaszthatć vĆgesnek is, azaz

(2) A = m∑ k=n a_k q^k

alakčnak, ahol a_m ≠ 0, akkor nem egyĆrtelmŰ, de csak egy măsik elŞăllątăs lĆtezik, ez

A = m−1∑ k=n a_k q^k + a_m − 1 q^m + ∞∑ k=m+1

q − 1 q^k ,

egyĆbkĆnt n Ćs az a_n, a_{n+1}, a_{n+2}, . . . jegyek egyĆrtelmŰek.

Nyilvăn 0 is elŞălląthatć (1) alakban, lĆnyegĆben egyĆrtelmŰen: n tetszŞleges Ćs a_k = 0 minden k ≥ n-re.

* Bizonyątăs. Legyen n az a legkisebb egĆsz szăm, amelyre 1/q^n ≤ A. Mivel n a legkisebb, 1/q^n ≤ A < 1/q^{n−1} = q/q^n, azaz 1 ≤ q^nA < q. Legyen a_n = ⌊q^nA⌋. Ekkor a_n ∈ {1, 2, . . . , q − 1}, 0 ≤ q^nA − a_n < 1, azaz A_n = A − a_n/q^n jelŤlĆssel A = a_n/q^n + A_n Ćs 0 ≤ A_n < 1/q^n. TegyĄk fel, hogy indukcićval a_k ∈ {0, 1, . . . , q − 1} Ćs 0 ≤ A_k < 1/q^k, k = n, n + 1, . . . , m măr de˛niălva van čgy, hogy A = A_m +

∑_m k=n a_k/q^k.

Ekkor 0 ≤ q^{m+1}A_m < q, Ćs ha a_{m+1} = ⌊q^{m+1}A_m⌋, A_{m+1} = A_m − a_{m+1}/q^{m+1}, akkor 0 ≤ A_{m+1} < q^{m+1} Ćs A = A_{m+1} +

∑_{m+1} k=n a_k/q^k. Mivel lim_{m→∞} A_m = 0, azt kapjuk, hogy A =

∑_∞

k=n a_k/q^k.

Az egyĆrtelmŰsĆg bizonyątăsăhoz elŞszŤr is vegyĄk Ćszre, hogy ha (2) fennăll, akkor (3) is. Legyen A ∈ R^+, Ćs tegyĄk fel, hogy A =

∑_∞ k=n a_k/q^k =

∑_∞

k=n^′ a ′ k/q^k, ahol a_n ≠ 0, a_k ∈ {0, 1, . . . , q − 1}, ha k = n, n + 1, . . . Ćs a^′_n′ ≠ 0, a_k ∈ {0, 1, . . . , q − 1}, ha k = n^′, n^′ + 1, . . . . FeltehetjĄk, hogy n ≤ n^′. Legyen a^′_k = 0, ha n ≤ k < n^′, Ćs ąrjuk a măsodik elŞăllątăst A =

∑_∞ k=n a^′_k/q^k alakba. Legyen m a legkisebb olyan index, amelyre a_m ≠ a^′_m. FeltehetjĄk, hogy a_m > a^′_m. A kĆt elŞăllątăst kivonva egymăsbćl,

a_m − a^′_m q^m = ∞∑ k=m+1

a^′_k − a_k q^k ≤ ∞∑ k=m+1

q − 1 q^k = q − 1 q^{m+1} ∞∑ k=0 1 q^k = 1 q^m .

Innen a^′_m = a_m − 1 Ćs az egyenlŞtlensĆg egyenlŞsĆg, amibŞl a^′_k = q − 1 Ćs a_k = 0 minden k > m-re. □

* 3.2.36. KŤvetkezmĆny. A ℘(N) halmaz Ćs ]0, 1] ekvivalensek.

Bizonyątăs. Minden n ∈ N-re ℘(N)-nak megszămlălhatć sok olyan A eleme van, amelyre ♮(A) ≤ n. Ŋgy N Ťsszes vĆges rĆszhalmazainak F halmaza megszămlălhatć. Ha A ⊂ N, jelŤlje χ_A az A halmaz N-en Ćrtelmezett karakterisztikus fĄggvĆnyĆt. Az A → ∞∑ k=0 χ_A(k) 2^{k+1}

lekĆpezĆs kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰen kĆpezi le a ℘(N) \ F halmazt, azaz N Ťsszes vĆgtelen rĆszhalmazait ]0, 1]-re. Ŋgy ]0, 1] ∼ ℘(N) \ F ∼ ℘(N). □

3.2.37. KŤvetkezmĆny. Ha R egy rĆszhalmazănak van belsŞ pontja, akkor nem lehet megszămlălhatć.

* Bizonyątăs. Ha az A ⊂ R halmaznak van belsŞ pontja, akkor tartalmaz egy ]a, b], a, b ∈ R, a < b intervallumot, ez viszont ekvivalens ]0, 1]-el. Ŋgy az elŞzŞ tĆtel szerint ]a, b] nem megszămlălhatć. Innen A sem lehet megszămlălhatć, mert megszămlălhatć halmaz bărmely rĆszhalmaza is megszămlălhatć. □

* 3.2.38. VĆgtelen szorzatok. Ha a_0, a_1, . . . egy K-beli sorozat, akkor a K-beli ∏_∞

n=0 a_n vagy ∏ a_n vĆgtelen szorzatot a p_n =

∏_n

k=0 a_k (n = 0, 1, . . . ) rĆszletszorzatok sorozatăval azonosątjuk. Az a_n szămot a sor n-edik tĆnyezŞjĆnak nevezzĄk. Azt mondjuk, hogy a

∏_∞

n=0 a_n szorzat konvergens, Ćs ĆrtĆke A, ha a p_n rĆszletszorzatok sorozata A-hoz konvergăl. Ezt, nem teljesen korrekt mćdon, čgy is jelŤljĄk, hogy

∏_∞ n=0 a_n = A. Ha a szorzat nem konvergens, akkor azt mondjuk, hogy divergens. Ha R-ban p_n → +∞ illetve p_n → −∞, akkor azt ąrjuk, hogy

∏_∞

n=0 a_n = +∞ illetve

∏_∞

n=0 a_n = −∞, de ilyenkor a szorzatot nem nevezzĄk konvergensnek. Hasonlćan, ha C-ban p_n → ∞, akkor azt ąrjuk, hogy

∏_∞

n=0 a_n = ∞, de ilyenkor a szorzatot nem nevezzĄk konvergensnek.

3.3. Elemi fĄggvĆnyek

3.3.1. Hatvănysorok. A polinomok ăltalănosątăsai a hatvănysorok. A ∞∑ n=0 a_n(x − c)^n

alakč fĄggvĆnysorokat (x, c, a_0, a_1, . . . ∈ K) hatvănysornak nevezzĄk; a_0, a_1, . . . a hatvănysor egyĄtthatći, c a hatvănysor konvergenciakŤzĆppontja. Az utćbbi elnevezĆs ĆrtelmĆre a kŤvetkezŞ tĆtel vilăgąt ră.

3.3.2. Cauchy{Hadamard-tĆtel. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, legyen

R = 1/ lim sup n→∞ n√ |a_n|

(itt 1/0 = +∞). Ekkor |x − c| < R esetĆn

∑_∞ n=0 a_n(x − c)^n abszolčt konvergens, |x − c| > R esetĆn pedig divergens.

* Bizonyątăs. Alkalmazzuk a gyŤkkritĆriumot:

lim sup n→∞ n √| |a_n(x − c)n | | = |x − c| lim sup n→∞ n√ |a_n| =

|x − c| R . 3.3.3. Konvergenciasugăr, konvergenciatartomăny. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, R a hatvănysor konvergenciasugara, {x ∈ K : |x − c| < R} pedig a konvergenciatartomănya.

3.3.4. PĆldăk. A

∑_∞

n=0 n^nx^n hatvănysor konvergenciasugara nulla, Ćs csak a nulla pontban konvergens. A

∑_∞

n=0 x^n hatvănysor konvergenciasugara 1; ha |x| = 1, akkor divergăl, mivel az ăltalănos tag nem tart nullăhoz. A

∑_∞ n=1 x^n/n hatvănysor konvergenciasugara 1; ha x = 1, akkor a sor divergăl, ha x = −1, akkor konvergăl, de nem abszolčt konvergens. A

∑_∞

n=1 x^n/n^2 hatvănysor konvergenciasugara 1; ha |x| = 1, akkor a sor abszolčt konvergens, mivel k∑ n=1 1 n^2

≤ 1 + k∑ n=2 1 n(n − 1)

= 1 + k∑ n=2 ( 1 n − 1 − 1 n ) = 2 − 1 k < 2,

ha k > 1.