A vĆgtelen kicsinyek hasznălata nagyon sok buktatćt tartalmaz. PĆldăul egyszerŰ gondolatmenetĄnkbŞl nem vilăgos, hogy miĆrt nem di¸erenciălhatć minden folytonos fĄggvĆny. MĆg fontosabb ellenvetĆs, hogy a valćs szămok kŤzŤtt nincsenek vĆgtelen kicsinyek: az archimĆdĆszi tulajdonsăg szerint bărmely nem nulla valćs szămhoz van olyan n, hogy a szămot n-szer Ťsszeadva sajăt magăval, az Ťsszeg abszolčt ĆrtĆke nagyobb lesz 1- nĆl, ągy a szăm abszolčt ĆrtĆke nagyobb, mint 1/n. Băr a gondolatmenetek ˛nomąthatćk, Ćs a valćs szămok halmazănak bŞvątĆsĆvel a vĆgtelen kicsinyek is ĂmegmenthetŞk", ma vĆges dx, dy, stb., văltozăsokkal dolgozunk, majd hatărătmenetet veszĄnk. Semmi sem gătolja azonban, hogy heurisztikus gondolatmenetben vĆgtelen kicsinyeket hasznăljunk, csak az ągy megsejtett ŤsszefĄggĆseket be is kell bizonyątani.

Az alăbbiakban nĆhăny ilyen heurisztikus gondolatmenettel kaphatć eredmĆnyt is bemutatunk.

5.3.2. GŤrbe hossza, heurisztikusan. Legyen −∞ < a < b < +∞ Ćs t → z(t) egy, az [a, b] intervallumot C-be kĆpezŞ folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆny. Ezen fĄggvĆny tekinthetŞ egy pont mozgăsănak. A dt idŞre esŞ elmozdulăs dz, ennek hossza |dz|, ągy a teljes hossz ∫_b a | | | dz dt | | | dt =

∫_b a | |z^′(t) | | dt.

A gŤrbe hosszăt kĆsŞbb pontosan de˛niăljuk, Ćs az ŤsszefĄggĆst (nem csak sąkgŤrbĆkre) bebizonyątjuk.

Legyen z : [a, b] → C egy sima (azaz folytonosan di¸erenciălhatć) sąkgŤrbe. Ha derivăltja sehol sem nulla, akkor az s = φ(t) =

∫_t a |z^′| ąvhossz szigorčan monoton nŤvekedŞ Ćs folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆnye t-nek. A w(s) = z ( φ^{−1}(s) ) ŤsszefĄggĆssel de˛niălt fĄggvĆny egy, a z-vel ekvivalens sąkgŤrbe. Erre | | | | dw ds | | | | = | | | | dz dt dt ds | | | | = | | |z^′ ( φ^{−1}(s) )| | 1 φ^′ ( φ^{−1}(s)

) = 1,

azaz a derivăltja egysĆgvektor. Ilyen paramĆterezĆseket a sąkgŤrbe termĆszetes paramĆterezĆsĆnek fogunk nevezni. TermĆszetes paramĆterezĆs hasznălata sokszor egyszerŰsąti a szămolăsokat.

Legyen z : [a, b] → C egy sąkgŤrbe termĆszetes paramĆterezĆssel. Ha z folytonosan di¸erenciălhatć, akkor bărmely s ∈ [a, b] pontra az e(s) = z^′(s) vektort a z gŤrbe s pontbeli ĆrintŞ egysĆgvektorănak nevezzĄk. (TetszŞleges paramĆterezĆsben adott sąkgŤrbe derivăltjăt is ĆrintŞvektornak nevezzĄk, ez nem feltĆtlenĄl egysĆgvektor.) Ha z kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć, akkor e(s)e(s) = 1 di¸erenciălăsăval kapjuk, hogy ℜ ( e^′(s)e(s) ) = 0, tehăt e^′(s)/e(s) tiszta kĆpzetes, azaz e^′(s) merŞleges e(s)-re. A κ(s) = | e^′(s) | szămot az s-beli gŤrbĄletnek nevezzĄk. Ha κ ≡ 0, akkor e konstans, Ćs r egyenes, r(s) = r(s_0) + (s − s_0)e. Ha κ(s) ≠ 0, akkor az n(s) = e^′(s)/κ(s) vektort az s-beli fŞnormălisnak nevezzĄk.

Legyenek most az s_0 Ćs κ_0 > 0 valćs szămok, a C-beli e_0 Ćs n_0 egymăsra merŞleges egysĆgvektorok, valamint az z_0 ∈ C vektor adottak. Legyen R = 1/κ_0. TekintsĄk az

z(s) = (z_0 + Rn_0) − R cos ( (s − s_0)/R ) n_0 + R sin ( (s − s_0)/R ) e_0, s_0 − πR ≤ s ≤ s_0 + πR kŤrt. Mivel | |z^′(s) | | = | | |− sin ( (s − s_0)/R ) n_0 + cos ( (s − s_0)/R ) e_0 | | | = 1, a paramĆter termĆszetes paramĆter. Tovăbbă z(s_0) = r_0, e(s_0) = e_0, κ(s_0) = κ_0 Ćs n(s_0) = n_0, ągy

z(s) = z_0 + (s − s_0)e_0 + κ_0 2 (s − s_0)^2n_0 + ω(s − s_0),

ahol ω(s − s_0) mĆg (s − s_0)^2-el osztva is nullăhoz tart. Ha most ~z tetszŞleges kĆtszer folytonosan di¸erenciălhatć gŤrbe termĆszetes paramĆterezĆssel, amelynek az s_0 pontban az ĆrtĆke z_0, ĆrintŞje e_0, gŤrbĄlete κ_0 Ćs fŞnormălisa n_0, akkor ~z(s) − z(s) tart nullăhoz mĆg (s − s_0)^2-el osztva is. EzĆrt szokăs a fenti kŤrt a gŤrbe s_0 ponthoz tartozć simulćkŤrĆnek nevezni. Megmutathatć, hogy megfelelŞ feltĆtelek mellett a simulćkŤr lĆnyegĆben egyĆrtelmŰ.

5.3.3. Polărkoordinătăkkal adott szektor terĄlete, heurisztikusan. Legyen −π < α < β ≤ +π Ćs φ → r(φ) egy [α, β]-t R^+-ba kĆpezŞ folytonos fĄggvĆny. A

S := { z ∈ C : 0 < |z| ≤ r(φ) Ćs α ≤ φ ≤ β, ahol φ = arg(z) }

szektorszerŰ sąkidomra, a φ Ćs φ+dφ kŤzŤtt szŤgekhez tartozć rĆsz kŤzelątŞleg hăromszŤg, amelynek terĄlete r(φ)^2 2 dφ, ągy a teljes terĄlet 1 2 ∫_β α r(φ)^2 dφ.

A terĄletet kĆsŞbb pontosan de˛niăljuk, Ćs tanulunk olyan tĆteleket, amelyek segątsĆgĆvel az ŤsszefĄggĆs kŤnnyen kŤvetkezik.

5.3.4. Forgăstest tĆrfogata, heurisztikusan. Legyen −∞ < a < b < +∞ Ćs f : [a, b] → R^+ egy folytonos fĄggvĆny. A fĄggvĆny gra˛konjănak megforgatăsăval kapott

T := { (x, y, z) ∈ R^3 : a ≤ x ≤ b, y^2 + z^2 ≤ f(x)^2 }

forgăstest azon rĆsze, amelynek elsŞ koordinătăja x Ćs x+dx kŤzĆ esik, kŤzelątŞleg henger, amelynek magassăga dx, alapterĄlete pedig πf(x)^2, tehăt tĆrfogata

πf(x)^2 dx,

ągy a teljes tĆrfogat π ∫_b a f(x)^2 dx.

A tĆrfogatot kĆsŞbb pontosan de˛niăljuk, Ćs tanulunk olyan tĆteleket, amelyek segątsĆgĆvel az ŤsszefĄggĆs kŤnnyen kŤvetkezik.

5.3.5. ForgăsfelĄlet felsząne, heurisztikusan. Legyen −∞ < a < b < +∞ Ćs f : [a, b] → R^+ egy folytonos fĄggvĆny. A fĄggvĆny gra˛konjănak megforgatăsăval kapott

F := { (x, y, z) ∈ R^3 : a ≤ x ≤ b, y^2 + z^2 = f(x)^2 } forgăsfelĄlet azon rĆsze, amelynek elsŞ koordinătăja x Ćs x + dx kŤzĆ esik, kŤzelątŞleg csonkakčppalăst, amelynek kerĄlete 2πf(x), magassăga dx, ągy alkotćjănak hossza √ dx^2 + df^2 = √ dx^2 + f^′(x)^2 dx^2 = dx √ 1 + f^′(x)^2,

tehăt felsząne kŤzelątŞleg 2πf(x) √ 1 + f^′(x)^2 dx,

ągy a teljes felĄlet 2π ∫_b a f(x) √ 1 + f^′(x)^2 dx.

A felsząnt kĆsŞbb pontosan de˛niăljuk, Ćs tanulunk olyan tĆteleket, amelyek segątsĆgĆvel az ŤsszefĄggĆs kŤnnyen kŤvetkezik.

5.3.6. TŤmeg, tŤmegkŤzĆppont, tehetetlensĆgi nyomatĆk. TekintsĄnk egy T testet, amelynek sŰrŰsĆge az x, y, z koordinătăkkal megadott pontban ϱ(x, y, z). A testen kąvĄl a sŰrŰsĆget tekintsĄk nullănak. TegyĄk fel, hogy a test minden pontjănak elsŞ, măsodik, illetve harmadik koordinătăja rendre x_0 Ćs x_1, y_0 Ćs y_1, illetve z_0 Ćs z_1 kŤzĆ esik. Mivel a test azon rĆszĆnek tŤmege, amelynek elsŞ, măsodik, illetve harmadik koordinătăja rendre x Ćs x+dx, y Ćs y+dy, illetve z Ćs z +dz kŤzĆ esik, ϱ(x, y, z) dx dy dz, a test tŤmege M = ∫_{z1}

z_0

∫_{y1}

y_0

∫_{x1}

x_0

ϱ(x, y, z) dx dy dz.

Ha a gravităcićs gyorsulăs g, a test sčlya Mg. FeltĆve, hogy a gravităcićs gyorsulăs părhuzamos a z tengellyel, szămątsuk ki az y tengelyre vonatkozć forgatćnyomatĆkot. Mivel a test azon rĆszĆtŞl szărmazć forgatćnyomatĆk, amelynek elsŞ, măsodik, illetve harmadik koordinătăja rendre x Ćs x + dx, y Ćs y + dy, illetve z Ćs z + dz kŤzĆ esik, xϱ(x, y, z) dx dy dz, a teljes forgatćnyomatĆk ∫_{z1}

z_0

∫_{y1}

y_0

∫_{x1}

x_0

xϱ(x, y, z) dx dy dz.

Ez meg kell egyezzen azzal a forgatćnyomatĆkkal, amelyet akkor kapnănk, ha a test teljes M tŤmege az S = (x_S , y_S , z_S) sčlypontban (tŤmegkŤzĆppontban) lenne. Innen

x_S = 1 M ∫_{z1}

z_0

∫_{y1}

y_0

∫_{x1}

x_0

xϱ(x, y, z) dx dy dz.

Hasonlćan adćdik, hogy

y_S = 1 M ∫_{z1}

z_0

∫_{y1}

y_0

∫_{x1}

x_0

yϱ(x, y, z) dx dy dz

Ćs z_S = 1 M ∫_{z1}

z_0

∫_{y1}

y_0

∫_{x1}

x_0

zϱ(x, y, z) dx dy dz.

VĆgĄl hatărozzuk meg z tengelyre vonatkozć ^_{zz} tehetetlensĆgi nyomatĆkot. Mivel a test azon rĆszĆtŞl szărmazć tehetetlensĆgi nyomatĆk, amelynek elsŞ, măsodik, illetve harmadik koordinătăja rendre x Ćs x + dx, y Ćs y + dy, illetve z Ćs z + dz kŤzĆ esik, (x^2 + y^2)ϱ(x, y, z) dx dy dz, a teljes tehetetlensĆgi nyomatĆk

^_{zz} =

∫_{z1}

z_0

∫_{y1}

y_0

∫_{x1}

x_0

(x^2 + y^2)ϱ(x, y, z) dx dy dz.

5.3.7. KŤzelątŞ szămątăsok. Az alapgondolat egy fĄggvĆny ĆrtĆkĆt, integrăljăt, derivăljăt, zĆrushelyĆt stb. čgy kŤzeląteni, hogy vesszĄk a fĄggvĆny egy kŤzelątĆsĆt (pĆldăul egy Lagrange-interpolăcićval kaphatć polinomkŤzelątĆst), Ćs ennek vesszĄk az ĆrtĆkĆt, integrăljăt, derivăltjăt, zĆrushelyĆt stb. Itt egy [a, b] korlătos valćs intervallumon Ćrtelmezett, valćs ĆrtĆkŰ fĄggvĆny kŤzelątŞ integrălăsăt fogjuk vizsgălni. Az ągy adćdć legegyszerŰbb formulăk az

∫_b a f(x) dx ≈ (b − a)f ( a + b 2 )

ĆrintŞformula, az ∫_b a f(x) dx ≈ b − a 2 ( f(a) + f(b) )

trapĆzformula, Ćs az

∫_b a f(x) dx ≈ b − a 6 ( f(a) + 4f ( a + b 2 ) + f(b) )

Simpson-formula. Az ĆrintŞformula neve onnan ered, hogy ha a fĄggvĆnyt az intervallum kŤzĆppontjăban vett ĆrintŞvel kŤzelątjĄk, akkor ezt a formulăt kapjuk. A Simpsonformula parabolikus interpolăcićnak felel meg. KŤnnyen megmutathatć, hogy ha egy test tĆrfogatăt a Simpson-formulăval čgy kŤzelątjĄk, hogy V ≈ m 6 (T_a + 4T_k + T_f ),

ahol T_a, T_k, T_f rendre az alaplap, a kŤzĆpmetszet, illetve a fedŞlap terĄletei, Ćs m a magassăg, akkor henger, hasăb, kčp, gčla, gŤmb, csonkakčp Ćs csonkagčla esetĆn pontos ĆrtĆket kapunk.

Gyakran ezekkel az egyszerŰ formulăkkal nem ĆrĄnk cĆlt. Ekkor az ĆrtelmezĆsi tartomănyt kisebb rĆszekre osztjuk, minden kis rĆszen egy kŤzelątĆst vălasztunk, ennek az integrăljăt szămątjuk ki, Ćs a kis rĆszeken vett integrălokat Ťsszeadjuk. PĆldăul ha egy [a, b] intervallumon egy fĄggvĆny integrăljăt akarjuk kŤzeląteni, az intervallumot h = (b − a)/n hosszčsăgč egyenlŞ rĆszekre osztva az x_k = a + kh beosztăst kapjuk, Ćs az ∫_b a f(x) dx ≈ b − a 2n ( f(x_0) + 2f(x_1) + 2f(x_2) + · · · + 2f(x_{n−1}) + f(x_n) ) . Ťsszetett trapĆzformula, illetve az

∫_b a f(x) dx ≈ b − a 3n ( f(x_0) + 4f ( x_0 + x_1 2 ) + 2f(x_1) + 4f ( x_1 + x_2 2 )

+ 2f(x_2) + · · · + 4f ( x_{n−1} + x_n 2 ) + f(x_n) ) . Ťsszetett Simpson{formula adćdik. A pontossăg az osztćpontok szămănak nŤvelĆsĆvel nŤvelhetŞ.

5.3.8. A Newton-mćdszer. Egy f(x) = 0 egyenlet gyŤkĆnek meghatărozăsăra termĆszetes mćdon adćdik egy kŤzelątŞ mćdszer, ha egy adott x_n ĆrtĆk kŤzelĆben f-et a lineăris rĆszĆvel kŤzelątjĄk. Ekkor az

f(x_n) + f^′(x_n)(x − x_n) ≈ 0

egyenletet kapjuk, amibŞl x ≈ x_n − f(x_n) f^′(x_n) , ągy a kŤvetkezŞ kŤzelątĆsre x_{n+1} = x_n − f(x_n) f^′(x_n) . Az iterăcić ăltalăban csak a gyŤk kŤzvetlen kŤzelĆbŞl indątva konvergens, ekkor viszont igen gyorsan konvergăl: az ĆrtĆkes jegyek szăma ăltalăban minden lĆpĆsben megduplăzćdik. A konvergencia biztosabbă tehetŞ, ha kezdetben relaxăcićt alkalmazunk:

x_{n+1} = x_n − t_n f(x_n) f^′(x_n) alakban keressĄk a kŤvetkezŞ kŤzelątĆst, ahol t_n pozitąv valćs szăm. Eljărhatunk čgy, hogy elŞszŤr t_n = 1-el prćbălkozunk; ha az ągy kapott x_{n+1}-re | |f(x_{n+1}) | | < | |f(x_n) | |, akkor ezt vălasztjuk kŤvetkezŞ kŤzelątĆsnek, egyĆbkĆnt t_n-et csŤkkentjĄk. Az iterăcić csak akkor szakad meg, ha valamelyik lĆpĆsben f^′(x_n) = 0.

5.3.9. Di¸erenciălegyenletek. A termĆszettudomănyokban az ismeretlen gyakran egy x → y(x) fĄggvĆny, amelyet egy ră vonatkozć

f(x, y, y^′, y^{′′}, . . . , y^{(n)}) = g(x, y, y^′, y^{′′}, . . . , y^{(n)})

alakč egyenletbŞl, čgynevezett di¸erenciălegyenletbŞl kell meghatăroznunk, amelyben f Ćs g adott fĄggvĆnyek. A di¸erenciălegyenletekkel rĆszletesen a harmadik fĆlĆvben foglalkozunk, itt csak kĆt nagyon speciălis esetet tekintĄnk.