Ha p = a + bi + cj + dk, ahol a, b, c, d ∈ R, akkor az a valćs szămot a p valćs rĆszĆnek, a bi + cj + dk kvaternićt pedig a p kĆpzetes rĆszĆnek nevezzĄk. JelŤlĆsĄk: ℜ(p) illetve ℑ(p). (A jelŤlĆs eltĆr a komplex szămoknăl szokăsostćl!) A p konjugăltja a p = a−bi−cj −dk kvaternić. A komplex szămokra a szokăsos konjugălăst kapjuk vissza. Egy kvaternić pontosan akkor valćs, ha megegyezik a konjugăltjăval, azaz b = c = d = 0. Ha egy kvaternić valćs rĆsze nulla, akkor tisztăn kĆpzetesnek nevezzĄk. A de˛nącić alapjăn azonnal kŤvetkeznek a p = p, p + q = p + q, pq = q p (sic!), p + p = 2ℜ(p), p − p = 2ℑ(p), ha p, q ∈ H ŤsszefĄggĆsek.

2.3.10. Kvaternićk Ćs a hăromdimenzićs euklidĆszi tĆr. A kvaternićk a fentiek alapjăn R^4 (azaz a nĆgydimenzićs tĆridŞ) pontjainak is tekinthetŞk. A kvaternićk Ťsszeadăsa megfelel az R^4-beli Ťsszeadăsnak. A tisztăn kĆpzetes kvaternićk R^3-mal, Ćs ągy a hărom dimenzićs tĆr pontjaival azonosąthatćk: egy derĆkszŤgŰ koordinătarendszerben (x, y, z) ∈ R^3 koordinătăkkal rendelkezŞ pontnak a p = xi + yj + zk tisztăn kĆpzetes kvaternić felel meg. Ily mćdon i, j Ćs k rendre a koordinătarendszer hărom tengelyĆn vett egysĆgvektoroknak felelnek meg. Ha măst nem mondunk, akkor a koordinătarendszert čgy vălasztjuk, hogy jobbsodrăsč legyen, azaz egy jobbmenetes csavart az i vektor irănyăbćl a j vektor irănyăba forgatva, a k vektor irănyăba haladjon. A tisztăn kĆpzetes kvaternićk Ťsszeadăsa megfelel a tĆrbeli vektorok szokăsos (paralelogramma-szabăly) Ťsszeadăsănak. A p = xi + yj + zk Ćs p^′ = x^′i + y^′j + z^′k tisztăn kĆpzetes kvaternićk szorzatănak valćs rĆsze −⟨p, p^′⟩, ahol ⟨p, p^′⟩ = xx^′ + yy^′ + zz^′, kĆpzetes rĆsze pedig p × p^′ = (yz^′ − zy^′)i + (zx^′ − xz^′)j + (xy^′ − x^′y)k. A (p, p^′) → ⟨p, p^′⟩ lekĆpezĆst belsŞ szorzăsnak vagy skalăris szorzăsnak nevezzĄk (băr nem mŰvelet, de Ăkommutatąv" Ćs ĂmindkĆt oldalrćl disztributąv az Ťsszeadăsra nĆzve"). A (p, p^′) → p × p^′ lekĆpezĆs nem kommutatąv (hanem antikommutatąv: p × p^′ = −p^′ × p) mŰvelet, amely mindkĆt oldalrćl disztributąv az Ťsszeadăsra nĆzve, Ćs vektoriălis szorzăsnak vagy kĄlsŞ szorzăsnak szokăs nevezni. Ha p^{′′} is egy tisztăn kĆpzetes kvaternić, akkor, mint kŤnnyen kiszămolhatć, p × (p^′ × p^{′′}) = ⟨p, p^{′′}⟩p^′ − ⟨p, p^′⟩p^{′′}. A vektoriălis szorzăs nem asszociatąv, pĆldăul i × (i × j) = i × k = −j, mąg (i × i) × j = 0. VĆgĄl a (p, p^′, p^{′′}) → ⟨p, p^′ × p^{′′}⟩ lekĆpezĆst vegyes szorzăsnak szokăs nevezni. A kvaternićkat a hăromdimenzićs mozgăsokkal valć szoros kapcsolatuk miatt felhasznăljăk robotok vezĆrlĆsĆnĆl.

2.3.11. Kvaternićk abszolčt ĆrtĆke. Egy kvaternić abszolčt ĆrtĆke a hossza (mint vektornak): ha p = a + bi + cj + dk, ahol a, b, c, d ∈ R, akkor legyen a p kvaternić abszolčt ĆrtĆke |p| = √ a^2 + b^2 + c^2 + d^2. (Ezzel a jelŤlĆssel most is 1/p = (1/|p|^2)p, ha 0 ≠ p ∈ H.) A komplex szămokra a szokăsos abszolčt ĆrtĆket kapjuk vissza. Nyilvăn pp = |p|^2, |0| = 0 Ćs p ≠ 0 esetĆn |p| > 0, |p| = |p|, |pq| = |p||q| (mert mindkĆt oldal nĆgyzete ppqq), | |ℜ(p) | | ≤ |p|, | |ℑ(p) | | ≤ |p| Ćs |p| ≤ | |ℜ(p) | | + | |ℑ(p) | |. TeljesĄl a |p + q| ≤ |p| + |q| hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg Ćs a belŞle kaphatć | ||p| − |q| | | ≤ |p − q| egyenlŞtlensĆg; mindkettŞ ugyančgy kaphatć, mint a komplex szămoknăl.

2.3.12. A szorzăsok geometriai jelentĆse. Ha egy tisztăn kĆpzetes kvaternićt valćs szămmal (skalărral) szorzunk, az a megfelelŞ vektor nyčjtăsănak illetve Ťsszehčzăsănak felel meg, negatąv valćs szăm esetĆn pedig az irănyątăs is văltozik. Az elŞzŞ pont

2.3. Komplex szămok 43

szerint ha p Ćs p^′ tisztăn kĆpzetes kvaternićk, akkor

(1) ⟨p, p^′⟩^2 + |p × p^′|^2 = |p|^2|p^′|^2.

Innen | |⟨p, p^′⟩ | | ≤ |p||p^′| Ćs |p × p^′| ≤ |p||p^′|.

A skalăris szorzatra kapott formulăbćl, a skalăris szorzat egyenesen arănyos p hosszăval is Ćs p^′ hosszăval is, ągy |p||p^′|-vel. VegyĄk Ćszre, hogy mint kŤnnyen kiszămolhatć, |p + p^′|^2 − |p − p^′|^2 = 2⟨p, p^′⟩, azaz a skalăris szorzat kifejezhetŞ hosszakkal. Innen kŤvetkezik, hogy ha mindkĆt vektort ugyanazzal a forgatăssal forgatjuk, akkor belsŞ szorzatuk nem văltozik. Az arănyossăgi tĆnyezŞ meghatărozăsăhoz elĆg tehăt arra az esetre szorątkoznunk, amikor p = i Ćs p^′ egy, az i Ćs j vektorok sąkjăban lĆvŞ 1 hosszč vektor. (Az 1 hosszč vektorokat egysĆgvektoroknak nevezzĄk.) Ekkor p^′ = (cos φ)i+(sin φ)j alakban ąrhatć, ahol φ a kĆt vektor ăltal bezărt szŤg, a skalăris szorzat pedig cos φ, az arănyossăgi tĆnyezŞ. Tehăt ăltalăban ⟨p, p^′⟩ = |p||p^′| cos φ, ahol φ a kĆt vektor ăltal bezăr szŤg. Ha p egysĆgvektor Ćs p^′ ≠ 0, akkor ⟨p, p^{′′}⟩ abszolčt ĆrtĆke a p^′ vektor p irănyč vetĄletĆnek hossza, elŞjele pedig pozitąv, ha a kĆt vektor hegyesszŤget zăr be, negatąv, ha a kĆt vektor tompaszŤget zăr be, Ćs nulla, ha merŞlegesek.

EbbŞl az eredmĆnybŞl (1) felhasznălăsăval |p × p^′| = |p||p^′|| sin φ|, a p Ćs p^′ ăltal kifeszątett paralelogramma terĄlete. Tehăt ha p Ćs p^′ părhuzamosak, akkor vektori szorzatuk nulla lesz. EgyszerŰ szămolăssal adćdik, hogy ⟨p, p × p^′⟩ = 0 Ćs ⟨p^′, p × p^′⟩ = 0, azaz p × p^′ merŞleges a p Ćs p^′ vektorokra. Az irănyątăs meghatărozăsăhoz vegyĄk Ćszre, hogy ha a p vektort az i irănyba, a p^′ vektort pedig az i Ćs j ăltal adott sąkba forgatjuk, de čgy, hogy măsodik koordinătăja ne legyen negatąv, akkor vektori szorzatuk k irănyč. Ez azt jelent, hogy p, p^′ Ćs p × p^′ jobb sodrăsč vektorrendszert alkotnak.

VĆgĄl a vegyes szorzat geometriai jelentĆse a p, p^′ Ćs p^{′′} vektorok ăltal kifeszątett paralellepipedon elŞjeles tĆrfogata, hiszen ennek alapterĄlete |p^′ × p^{′′}|, magassăga pedig |p| cos φ, ahol φ a p Ćs p^′ × p^{′′} ăltal bezărt szŤg.

2.3.13. Geometriai alkalmazăsok. A hăromdimenzićs tĆrben p_0 Ćs p_1 ăltal megadott pontok tăvolsăga |p_1 − p_0|. Ha p_0 ≠ p_1, akkor a kĆt ponton ătmenŞ egyenesnek a v = p_1 − p_0 vektor egy irănyvektora; az egyenes bărmely p pontjăra p − p_0 a v vektor egy skalărszorosa, azaz valamely t ∈ R-re p = p_0 + tv. Ez az egyenes paramĆteres egyenlete. Ha p_0, p_1 Ćs p_2 hărom pont, amelyek nem esnek egy egyenesbe, akkor a hărom ponton ătmenŞ sąk tetszŞleges p pontjăhoz lĆteznek olyan t_1 Ćs t_2 valćs szămok, amelyekkel a p − p_0 = v irănyvektorra v = t_1v_1 + t_2v_2, ahol v_1 illetve v_2 a p_1 − p_0 illetve p_2 − p_0 irănyvektorok. Innen p = p_0 + t_1v_1 + t_2v_2, ez a sąk paramĆteres egyenlete. A koordinătăkat kiąrva, ez hărom ŤsszefĄggĆst jelent. KettŞbŞl kifejezve a t_1 Ćs t_2 paramĆtereket, Ćs beąrva a harmadikba, egy egyenletet kapunk, ez a sąk egyenlete. Ugyanezt čgy is megkaphatjuk, hogy vălasztunk egy, a v_1-re Ćs a v_2-re is merŞleges n normălvektort, pĆldăul v_1 × v_2-t, Ćs ĆszrevesszĄk, hogy a v vektorokat az jellemzi, hogy merŞlegesek n-re, azaz ⟨p, n⟩ = ⟨p_0, n⟩. Hasonlć mćdon, a sąk paramĆteres egyenletĆbŞl kĆt sąk egyenletĆt kaphatjuk (az egyenes ezek metszete), ez az egyenes egyenletrendszere.

A p pont Ćs a p_0 ponton ătmenŞ, n normălvektorč sąk tăvolsăgăt kĄlŤnŤsen egyszerŰ szămolni, ha n-et egysĆgvektornak vălasztjuk, mivel ez a p − p_0 vektor n irănyč vetĄletĆnek hossza, azaz ⟨p − p_0, n⟩ abszolčt ĆrtĆke. Egy p pont tăvolsăgăt a p_0 ponton ătmenŞ, v irănyvektorč egyenestŞl ugyancsak akkor a legegyszerŰbb akkor szămolni, ha v egysĆgvektor: ez (p − p_0) × v hossza. A p_1 illetve p_2 pontokon ătmenŞ, v_1 illetve v_2 irănyvektorč egyenesek tăvolsăga, ha n egysĆgvektor, amely merŞleges v_1-re Ćs v_2-re is, ⟨p_2 − p_1, n⟩ abszolčt ĆrtĆke. Ezen kĆt egyenes hajlăsszŤge a v_1 Ćs v_2 vektorok ăltal bezărt szŤg, amelynek koszinusza ⟨v_1, v_2⟩ abszolčt ĆrtĆke, ha v_1 Ćs v_2 egysĆgvektorok. VĆgĄl a v irănyvektorč egyenes Ćs az n normălvektorč sąk hajlăsszŤgĆnek sząnusza, ha n Ćs v is egysĆgvektor, ⟨v, n⟩ abszolčt ĆrtĆke.

2.4. Polinomok

2.4.1. JelŤlĆs: K, K. A tovăbbiakban gyakran egyszerre kąvănjuk tărgyalni a valćs illetve a komplex esetet. Ilyenkor hasznos az a jelŤlĆs, hogy K vagy R-et vagy C-t jelenti, K pedig vagy R-t vagy C-t jelenti.

2.4.2. Polinomok Ćs racionălis tŤrtfĄggvĆnyek. A K feletti konstans fĄggvĆnyekbŞl Ćs az identikus fĄggvĆnybŞl vĆges sok szorzăs Ćs Ťsszeadăs segątsĆgĆvel kaphatć fĄggvĆnyeket polinomfĄggvĆnyeknek vagy rŤviden csak polinomoknak, pontosabban K feletti polinomoknak nevezzĄk. Nyilvăn a polinomok x → f(x) =

∑_n k=0 f_kx^k, x ∈ K alakč fĄggvĆnyeket, ahol n ∈ N Ćs f_0, f_1, . . . , f_n ∈ K. Az Ąres szorzatot egynek, az Ąres Ťsszeget nullănak tekintjĄk, ągy x^0 = 1, az azonosan nulla polinom pedig Ąres ŤsszegkĆnt is ąrhatć. A binomiălis tĆtel szerint, akărmilyen c ∈ K-ra, x →

∑_n k=0 a_k(x − c)^k is polinom. Ha valamely c ∈ K-ra f(c) = 0, akkor azt mondjuk, hogy c az f polinom gyŤke. Azokat a fĄggvĆnyeket, amelyek elŞăllnak x → f(x)/g(x) alakban, ahol f, g polinomok, racionălis tŤrtfĄggvĆnyeknek nevezzĄk; ez a fĄggvĆny a g gyŤkeiben nincs Ćrtelmezve.

2.4.3. A maradĆkos osztăs tĆtele polinomokra. Legyenek

f(x) = f_0 + f_1x + · · · + f_mx^m Ćs g(x) = g_0 + g_1x + · · · + g_nx^n

polinomok K felett, n ≥ 0 Ćs g_n ≠ 0. Ekkor lĆteznek olyan q Ćs r polinomok, hogy f(x) = q(x)g(x) + r(x) minden x ∈ K-ra, tovăbbă ha m < n, akkor q az Ąres Ťsszeg, egyĆbkĆnt q(x) = q_0 +q_1x+· · ·+q_{m−n}, q_{m−n} = f_m/g_n Ćs r(x) = r_0 +r_1x+· · ·+r_{n−1}x^{n−1}.

FigyeljĄk meg, hogy a bizonyątăs algoritmust ad a maradĆkos osztăs elvĆgzĆsĆre.

Bizonyątăs. Az m szerinti indukcićval bizonyątunk. Ha m < n, akkor legyen q az Ąres Ťsszeg Ćs r_j = f_j , ha 0 ≤ j ≤ m Ćs r_j = 0, ha m < j < n. Indukcićval, tegyĄk fel, hogy m − 1-re igaz az ăllątăs. Legyen q_{m−n} = f_m/g_n, Ćs legyen f^∗_j = f_j − q_{m−n}g_{j−m+n}, ha j = m − n, m − n + 1, . . . , m Ćs legyen f^∗_j = f_j , ha j = 0, 1, . . . , m − n − 1. Ekkor f^∗(x) = f^∗_0 + f^∗_1 x + · · · + f^∗_{m−1}x^{m−1}, ągy az indukcićs feltevĆs szerint lĆteznek olyan q_0, q_1, . . . , q_{m−n−1} Ćs r_0, r_1, . . . , r_{n−1} szămok, hogy

f^∗(x) = g(x)

(_{m−n−1} ∑ j=0 q_j x^j ) + n−1∑ j=0 r_j x^j .

MindkĆt oldalhoz hozzăadva g(x)q_{m−n}x^{m−n}-et, kapjuk az ăllątăst. □