3.3. Fourier-sorok 165

3.3.5. De˛nącić. Egy X belsŞ szorzat tĆr egy x_n sorozatăt teljesnek nevezzĄk, ha nem bŞvąthetŞ minden x_n-re ortogonălis normălt elemmel, azaz ha egyedĄl a 0 elem ortogonălis minden x_n-re, vagy măskĆnt fogalmazva, az x_n-ek halmazănak ortogonălis komplementere {0}. Ha az x_n ortonormălt sorozat zărt, akkor az elŞzŞ tĆtelbŞl (1) miatt teljes is. A megfordątăs nem minden belsŞ szorzat tĆrben igaz, de Hilbert-tĆrben igen, mivel ott x − ∑ n⟨x, x_n⟩x_n egy elŞzŞ tĆtel szerint ortogonălis minden x_k-ra, tehăt csak nulla lehet.

3.3.6. Az L^2-tĆr. Legyen H ⊂ R^k egy mĆrhetŞ halmaz. Ha f : H → K minden 0 < c < +∞-re abszolčt integrălhatć H ∩ [−c, c]^k-n Ćs az ∫ H |f|^2 (impropriusz) integrăl konvergens, akkor f-et nĆgyzetesen integrălhatćnak fogjuk nevezni. Az ilyen fĄggvĆnyek halmazăt L^2(H) fogja jelŤlni. A nĆgyzetesen integrălhatć fĄggvĆnyek kŤrĆbŞl nem vezet ki a K elemeivel valć szorzăs, a konjugălt kĆpzĆs Ćs az Ťsszeadăs sem, mert |f + g| ≤ 2 max { |f|, |g| } , ahonnan |f + g|^2 ≤ 4 max { |f|^2, |g|^2 } ≤ 4 ( |f|^2 + |g|^2 ) . Az f, g ∈ L^2(H) fĄggvĆnyek belsŞ szorzatăn az

⟨f, g⟩ = ∫ T f(x)g(x) dx

integrălt ĆrtjĄk; vegyĄk Ćszre, hogy 4fg = (f + g)^2 + (f − g)^2, ągy fg abszolčt (impropriusz) integrălhatć. Az ągy de˛niălt belsŞ szorzat annak minden szĄksĆges tulajdonsăgăval rendelkezik, egyet kivĆve: az ‖f‖ = 0 ŤsszefĄggĆs nem csak akkor teljesĄl, ha f = 0, hanem pontosan akkor, ha f majdnem mindenĄtt nulla: ha f majdnem mindenĄtt nulla, akkor nyilvăn ‖f‖ = 0; megfordątva, ha ‖f‖^2 = 0, akkor az { x ∈ H : | |f(x) | |^2 ≥ 1/n }

mĆrhetŞ halmaz egyetlen n ∈ N^+ra sem lehet pozitąv mĆrtĆkŰ, mivel abbćl ∫ H |f|^2 > 0 kŤvetkezne, ągy tehăt nullahalmaz, amibŞl ezen halmazok egyesątĆse, az { x ∈ H : | |f(x) | |^2 > 0 }

halmaz is nullahalmaz. Ezen čgy segąthetĄnk, hogy az f Ćs g fĄggvĆnyeket azonosaknak tekintjĄk, ha majdnem mindenĄtt egyenlŞek.

* 3.3.7. Az L^p-tĆr. Legyen H ⊂ R^k egy mĆrhetŞ halmaz, Ćs 1 ≤ p < +∞. Ha f : H → K minden 0 < c < +∞-re abszolčt integrălhatć H ∩[−c, c]^k-n Ćs az ∫ H |f|^p (impropriusz) integrăl konvergens, akkor f-et p hatvănyon integrălhatćnak fogjuk nevezni. Az ilyen fĄggvĆnyek halmazăt L^p(H) fogja jelŤlni. Az L^p(H)-bćl nem vezet ki a K elemeivel valć szorzăs, a konjugălt kĆpzĆs Ćs az Ťsszeadăs sem, mert |f +g| ≤ 2 max { |f|, |g| } , ahonnan |f + g|^p ≤ 2^p max { |f|^p, |g|^p } ≤ 2^p ( |f|^p + |g|^p ) . Egy f ∈ L^p(H) fĄggvĆny p-normăjăn az ‖f‖_p = (∫ H |f|^p

)_{1/p}

166 3. FĄggvĆnysorozatok Ćs fĄggvĆnysorok

szămot ĆrtjĄk.

A p = ∞ esetben ălljon L^∞(H) azon f : H → K fĄggvĆnyekbŞl, amelyek minden 0 < c < +∞-re abszolčt integrălhatćak H ∩ [−c, c]^k-n Ćs amelyekhez van olyan 0 ≤ r valćs szăm, amelyre { x ∈ H : | |f(x) | | ≥ r } nullahalmaz. Egy ilyen fĄggvĆnyre legyen ‖f‖_∞ az Ťsszes ilyen r valćs szămok in˛muma. VegyĄk Ćszre, hogy |f| ≤ ‖f‖_∞ majdnem mindenĄtt, ugyanis ha n ∈ N^+, akkor van olyan r < ‖f‖_∞ + 1/n, amelyre { x ∈ H : | f(x) | ≥ r }

nullahalmaz, ahonnan { x ∈ H : | |f(x) | | ≥ ‖f‖_∞ + 1/n } is nullahalmaz, de { x ∈ H : | |f(x) | | ≥ ‖f‖_∞ } ezen nullahalmazok egyesątĆse, ągy maga is nullahalmaz.

Itt is az ągy de˛niălt norma annak minden szĄksĆges tulajdonsăgăval rendelkezik (a hăromszŤg-egyenlŞtlensĆget a kŤvetkezŞ tĆtelben bizonyątjuk), kivĆve hogy az ‖f‖_p = 0 ŤsszefĄggĆs nem csak akkor teljesĄl, ha f = 0, hanem pontosan akkor, ha f majdnem mindenĄtt nulla. Ezen ugyančgy segąthetĄnk, mint az L^2-tĆr esetĆn: az f Ćs g fĄggvĆnyeket azonosaknak tekintjĄk, ha majdnem mindenĄtt egyenlŞek.

* 3.3.8. Minkowski-egyenlŞtlensĆg. Az elŞzŞ de˛nącić jelŤlĆseivel, ha 1 ≤ p ≤ ∞ Ćs f, g ∈ L^p(H), akkor ‖f + g‖_p ≤ ‖f‖_p + ‖g‖_p.

Bizonyątăs. A p = ∞ Ćs ‖f‖_p = 0 vagy ‖g‖_p = 0 esetek triviălisak. A t → t^p fĄggvĆny konvexsĆge miatt ( u u + v y + v u + v z )_p ≤ u u + v y^p + v u + v z^p,

ha u, v, y, z ≥ 0, u + v > 0. Az u = ‖f‖_p, v = ‖g‖_p, y = | |f(x) | |/‖f‖_p, z = | |g(x) | |/‖g‖_p helyettesątĆs utăn mindkĆt oldalt (impropriusz) integrălva, azt kapjuk, hogy 1 (‖f‖_p + ‖g‖_p)^p ∫ H ( |f| + |g|

)_p ≤ 1,

amibŞl adćdik a keresett egyenlŞtlensĆg.

3.3.9. Riesz{Fischer-tĆtel. Az elŞzŞ kĆt de˛nącićban de˛niălt terek teljesek, azaz az L^2(H) tĆr Hilbert-tĆr, Ćs az L^p(H) terek Banach-terek.

* Bizonyątăs. A bizonyątăs a Lebesgue-integrăl elmĆletĆt hasznălja, lăsd pĆldăul a Jărai [14] kŤnyvet.