
3.3. Fourier-sorok 1653.3.5. De�n¡i¢. Egy X bels� szorzat t�r egy xn sorozat t teljesnek nevezz�k,ha nem b�v¡thet� minden xn-re ortogon lis norm lt elemmel, azaz ha egyed�l a 0 elemortogon lis minden xn-re, vagy m sk�nt fogalmazva, az xn-ek halmaz nak ortogon liskomplementere {0}. Ha az xn ortonorm lt sorozat z rt, akkor az el�z� t�telb�l (1) miattteljes is. A megford¡t s nem minden bels� szorzat t�rben igaz, de Hilbert-t�rben igen,mivel ott x −
∑

n〈x, xn〉xn egy el�z� t�tel szerint ortogon lis minden xk-ra, teh t saknulla lehet.3.3.6. Az L
2-t�r. Legyen H ⊂ R

k egy m�rhet� halmaz. Ha f : H → K minden0 < c < +∞-re abszol£t integr lhat¢ H ∩ [−c, c℄k-n �s az ∫

H
|f |2 (impropriusz) integr lkonvergens, akkor f -et n�gyzetesen integr lhat¢nak fogjuk nevezni. Az ilyen f�ggv�nyekhalmaz t L

2(H) fogja jel�lni. A n�gyzetesen integr lhat¢ f�ggv�nyek k�r�b�l nem vezetki a K elemeivel val¢ szorz s, a konjug lt k�pz�s �s az �sszead s sem, mert |f + g| ≤2max{|f |, |g|}, ahonnan |f + g|2 ≤ 4max{|f |2, |g|2} ≤ 4(|f |2 + |g|2). Az f, g ∈ L
2(H)f�ggv�nyek bels� szorzat n az

〈f, g〉 = ∫

T

f(x)g(x) dxintegr lt �rtj�k; vegy�k �szre, hogy 4fg = (f + g)2+(f − g)2, ¡gy fg abszol£t (impropri-usz) integr lhat¢. Az ¡gy de�ni lt bels� szorzat annak minden sz�ks�ges tulajdons g valrendelkezik, egyet kiv�ve: az ‖f‖ = 0 �sszef�gg�s nem sak akkor teljes�l, ha f = 0,hanem pontosan akkor, ha f majdnem minden�tt nulla: ha f majdnem minden�tt nulla,akkor nyilv n ‖f‖ = 0; megford¡tva, ha ‖f‖2 = 0, akkor az
{

x ∈ H : ∣

∣f(x)∣∣2 ≥ 1/n
}m�rhet� halmaz egyetlen n ∈ N

+ra sem lehet pozit¡v m�rt�k�, mivel abb¢l ∫

H
|f |2 > 0k�vetkezne, ¡gy teh t nullahalmaz, amib�l ezen halmazok egyes¡t�se, az

{

x ∈ H : ∣

∣f(x)∣∣2 > 0}halmaz is nullahalmaz. Ezen £gy seg¡thet�nk, hogy az f �s g f�ggv�nyeket azonosaknaktekintj�k, ha majdnem minden�tt egyenl�ek.* 3.3.7. Az L
p-t�r. Legyen H ⊂ R

k egy m�rhet� halmaz, �s 1 ≤ p < +∞. Ha
f : H → K minden 0 < c < +∞-re abszol£t integr lhat¢ H∩[−c, c℄k-n �s az ∫

H |f |p (imp-ropriusz) integr l konvergens, akkor f -et p hatv nyon integr lhat¢nak fogjuk nevezni. Azilyen f�ggv�nyek halmaz t L
p(H) fogja jel�lni. Az L

p(H)-b¢l nem vezet ki a K elemeivelval¢ szorz s, a konjug lt k�pz�s �s az �sszead s sem, mert |f +g| ≤ 2max{|f |, |g|}, ahon-nan |f + g|p ≤ 2p max{|f |p, |g|p} ≤ 2p
(

|f |p + |g|p
). Egy f ∈ L

p(H) f�ggv�ny p-norm j naz
‖f‖p = (

∫

H

|f |p
)1/p



166 3. F�ggv�nysorozatok �s f�ggv�nysoroksz mot �rtj�k.A p = ∞ esetben  lljon L
∞(H) azon f : H → K f�ggv�nyekb�l, amelyek minden0 < c < +∞-re abszol£t integr lhat¢ak H ∩ [−c, c℄k-n �s amelyekhez van olyan 0 ≤ rval¢s sz m, amelyre
{

x ∈ H : ∣

∣f(x)∣∣ ≥ r
}nullahalmaz. Egy ilyen f�ggv�nyre legyen ‖f‖∞ az �sszes ilyen r val¢s sz mok in�muma.Vegy�k �szre, hogy |f | ≤ ‖f‖∞ majdnem minden�tt, ugyanis ha n ∈ N

+, akkor vanolyan r < ‖f‖∞ + 1/n, amelyre
{

x ∈ H : ∣

∣f(x)∣∣ ≥ r
}nullahalmaz, ahonnan

{

x ∈ H : ∣

∣f(x)∣∣ ≥ ‖f‖∞ + 1/n
}is nullahalmaz, de

{

x ∈ H : ∣

∣f(x)∣∣ ≥ ‖f‖∞

}ezen nullahalmazok egyes¡t�se, ¡gy maga is nullahalmaz.Itt is az ¡gy de�ni lt norma annak minden sz�ks�ges tulajdons g val rendelkezik (ah romsz�g-egyenl�tlens�get a k�vetkez� t�telben bizony¡tjuk), kiv�ve hogy az ‖f‖p = 0�sszef�gg�s nem sak akkor teljes�l, ha f = 0, hanem pontosan akkor, ha f majdnemminden�tt nulla. Ezen ugyan£gy seg¡thet�nk, mint az L
2-t�r eset�n: az f �s g f�ggv�-nyeket azonosaknak tekintj�k, ha majdnem minden�tt egyenl�ek.* 3.3.8. Minkowski-egyenl�tlens�g. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel, ha 1 ≤ p ≤

∞ �s f, g ∈ L
p(H), akkor

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.Bizony¡t s. A p = ∞ �s ‖f‖p = 0 vagy ‖g‖p = 0 esetek trivi lisak. A t 7→ tpf�ggv�ny konvexs�ge miatt
(

u

u + v
y + v

u + v
z

)p

≤
u

u + v
yp + v

u + v
zp,ha u, v, y, z ≥ 0, u + v > 0. Az u = ‖f‖p, v = ‖g‖p, y = ∣

∣f(x)∣∣/‖f‖p, z = ∣

∣g(x)∣∣/‖g‖phelyettes¡t�s ut n mindk�t oldalt (impropriusz) integr lva, azt kapjuk, hogy1(‖f‖p + ‖g‖p)p ∫

H

(

|f |+ |g|
)p

≤ 1,amib�l ad¢dik a keresett egyenl�tlens�g.3.3.9. Riesz{Fisher-t�tel. Az el�z� k�t de�n¡i¢ban de�ni lt terek teljesek,azaz az L
2(H) t�r Hilbert-t�r, �s az L

p(H) terek Banah-terek.* Bizony¡t s. A bizony¡t s a Lebesgue-integr l elm�let�t haszn lja, l sd p�ld ul aJ rai [14℄ k�nyvet.


