rĆszletesen kiąrva r_1 = g_1(t) r_2 = g_2(t) r_3 = g_3(t)

alakč. Ha t ∈ D, Ćs ągy az ĆrintŞvektor nem nulla, akkor lokălisan t kikĄszŤbŤlhetŞ, Ćs r_1, r_2, r_3 kŤzĄl az egyikkel kifejezhetŞ a măsik kettŞ, azaz explicit elŞăllątăsra tĆrhetĄnk ăt. Megint az implicit fĄggvĆny tĆtel szerint egy F_1(r_1, r_2, r_3) = 0, F_2(r_1, r_2, r_3) = 0 alakč egyenletrendszer, ahol r_1, r_2, r_3 ∈ R Ćs F_1, F_2 valćs ĆrtĆkŰ, folytonosan di¸erenciălhatć fĄggvĆnyek, valamint a ∂F_1 ∂r_1

∂F_1 ∂r_2

∂F_1 ∂r_3 ∂F_2 ∂r_1

∂F_2 ∂r_2

∂F_2 ∂r_2

mătrix rangja 2, lokălisan egy sima egydimenzićs felĄletet, azaz sima gŤrbĆt ad meg, mert lokălisan ăttĆrhetĄnk explicit elŞăllątăsra.

* 2.2.46. FelĄleti normălis, ĆrintŞsąk, felĄleti gŤrbĆk. Ha r : D → R^3 egy kĆtdimenzićs sima felĄlet, u ∈ D, akkor a ∂_1r(u) × ∂_2r(u) vektort felĄleti normălisnak, az n(u) =

∂_1r(u) × ∂_2r(u) | |∂_1r(u) × ∂_2r(u) | | vektort pedig felĄleti normălis egysĆgvektornak fogjuk nevezni. LegtŤbbszŤr nem ąrjuk ki a văltozćtćl valć fĄggĆst. Vilăgos, hogy ∂_1r, ∂_2r Ćs n egy (pozitąv irănyątăsč) băzist alkotnak. Az r(u) ponton ătmenŞ, ⟨ p − r(u), n(u) ⟩ = 0, p ∈ R^3 egyenletŰ sąkot r(u)-beli (vagy r(u)-n ătmenŞ) ĆrintŞsąknak nevezzĄk. Ez az r(u) pont kŤrĄl elsŞrendben kŤzeląti a felĄletdarabot.

Egy r∘u alakban elŞălląthatć gŤrbĆt, ahol u : [a, b] → D egy gŤrbe, felĄleti gŤrbĆnek fogunk nevezni. Ha u = (u_1, u_2) folytonosan di¸erenciălhatć, akkor a felĄleti gŤrbe is, Ćs ĆrintŞvektora (r ∘ u)^′ = u^′_1∂_1r + u^′_2∂_2r,

azaz egy, az r ( u(t) ) pontbćl kiindulć, az ĆrintŞsąkban haladć vektor. FelĄleti gŤrbĆk pĆldăul az čgynevezett paramĆtervonalak, amelyeknek egyenlete u_1(t) = t, u_2 konstans, illetve u_1 konstans, u_2(t) = t.

* 2.2.47. Approximăcić. Az approximăcić feladata a kŤvetkezŞ. Legyen adott egy H halmazon Ćrtelmezett valćs f fĄggvĆny. IsmerjĄk f(x) ĆrtĆkeit a H halmazon, vagy annak adott x_1, x_2, . . . , x_n pontjaiban. KeresendŞ egy m paramĆteres g(x, a_1, . . . , a_m) fĄggvĆnyseregbŞl az a fĄggvĆny, amely f-et a Ălegjobban kŤzeląti". Ŕltalăban olyan fĄggvĆnyek kŤzĄl vălasztjuk a kŤzelątŞ fĄggvĆnyt, amelyek ĆrtĆkei kŤnnyen szămąthatćk. Mivel szămątćgĆpen kŤzvetlenĄl csak a nĆgy alapmŰvelet vĆgezhetŞ el, elŞnyben rĆszesątjĄk a polinom Ćs racionălis tŤrtfĄggvĆny kŤzelątĆseket. LehetsĆges az is, hogy Ćrdemes H-t kisebb rĆszekre osztani, Ćs a rĆszeken kĄlŤn-kĄlŤn keresni a kŤzelątĆseket. Egy adott halmazon valć kŤzelątĆst helyettesątĆssel egy măsik halmazon valć kŤzelątĆsre vezethetĄnk vissza, pĆldăul bărmilyen korlătos zărt intervallumon valć kŤzelątĆs lineăris helyettesątĆssel visszavezethetŞ a [0, 1] vagy a [−1, 1] intervallumon valć kŤzelątĆsre. A lineăris helyettesątĆs elŞnye, hogy a polinomok polinomba, racionălis tŤrtfĄggvĆnyek racionălis tŤrtfĄggvĆnybe mennek ăt, Ćs a fokszămok sem văltoznak.

Attćl fĄggŞen, hogy f Ćs a kŤzelątŞ fĄggvĆny eltĆrĆsĆt hogyan mĆrjĄk, kĄlŤnbŤzŞ eseteket kapunk. Ha azt kŤveteljĄk meg, hogy a kŤzelątŞ fĄggvĆny az x_1, x_2, . . . , x_n pontokban megegyezzen f-el, kapjuk az interpolăcić esetĆt. Ha azt kŤveteljĄk meg, hogy az x_1, x_2, . . . , x_n pontokban mĆrt eltĆrĆsek nĆgyzetŤsszege minimălis legyen, akkor a legkisebb nĆgyzetes kŤzelątĆst kapjuk. VĆgĄl, ha az egĆsz H-n vett eltĆrĆs szuprĆmumăt minimalizăljuk, akkor az egyenletesen legjobb kŤzelątĆst kapjuk.

Ha az f fĄggvĆny ĆrtĆkeit csak az x_1, x_2, . . . , x_n pontokban ismerjĄk, akkor az interpolăcić a legkĆzenfekvŞbb lehetŞsĆg. A legăltalănosabb esetben az

f(x_j ) = g(x_j , a_1, . . . , a_m), j = 1, 2, . . . , n

egyenletrendszert kapjuk. Ezt az a_1, . . . , a_m paramĆterekre megoldva kapunk egy interpolălć fĄggvĆnyt. PĆldăul, ha g_1, . . . , g_m adott Ćs

g(x, a_1, . . . , a_m) = a_1g_1(x) + a_2g_2(x) + · · · + a_mg_m(x),

akkor lineăris egyenletrendszert kapunk. A legfontosabb az az eset, amikor f egy [a, b] intervallumon Ćrtelmezett valćs fĄggvĆny, x_1, x_2, . . . , x_n az [a, b] pontjai, interpolălć fĄggvĆnykĆnt pedig n-nĆl alacsonyabb fokč polinomot keresĄnk: ez a Lagrange-interpolăcić. Mivel egy nem nulla legfeljebb n-ed fokč polinomnak legfeljebb n gyŤke van, ha c_0, . . . , c_n kŤlŤnbŤzŞ, d_0, . . . , d_n pedig tetszŞleges elemei K-nak, akkor legfeljebb egy olyan legfeljebb n-ed fokč f polinom lĆtezik, amelyre f(c_j ) = d_j , ha j = 0, 1, . . . , n, mert egyĆbkĆnt kĆt ilyen polinom kĄlŤnbsĆgĆnek n + 1 gyŤke lenne. Mindig lĆtezik is ilyen polinom, Ćs az alăbbi eljărăssal megkaphatć: legyen

l_j (x) = ∏ i≠j (x − ci) ∏ i≠j (cj − ci)

a j-edik Lagrange interpolăcićs alappolinom (erre l_j (x_j ) = 1 Ćs l_j (x_i) = 0, ha i ≠ j), Ćs legyen f =

∑_n j=0 d_j l_j .

Sokszor a kŤzelątendŞ fĄggvĆny mĆrt ĆrtĆkei elĆg nagy hibăt tartalmaznak. Ilyenkor nem cĆlszerŰ azt kąvănni, hogy a kŤzelątŞ fĄggvĆny az x_1, x_2, . . . , x_n pontokban megegyezzen a mĆrt ĆrtĆkekkel, mert akkor a hibăt is tartalmazza. ElĆg azt megkŤvetelni, hogy a mĆrt ĆrtĆkek kŤzelĆben legyen. A legkisebb nĆgyzetek mćdszere ĆrtelmĆben tehăt az a_1, . . . , a_m paramĆtereket čgy kell megvălasztani, hogy ha f(x_1), f(x_2), . . . , f(x_n) a mĆrt ĆrtĆkek, akkor a

˘(a_1, . . . , a_m) = n∑ i=1 w_i ( f(x_i) − g(x_i, a_1, . . . , a_m)

)_2

eltĆrĆs minimălis legyen. Itt a w_i-k pozitąv sčlyok, amelyeket az f(x_i) ĆrtĆkek szćrăsnĆgyzete reciprokănak cĆlszerŰ vălasztani, mert minĆl pontatlanabb a mĆrt ĆrtĆk, annăl kisebb sčllyal kąvănjuk ˛gyelembe venni. Ezt a minimumot a ∇˘(a_1, . . . , a_m) = 0 egyenletrendszer megoldăsăval kereshetjĄk.

* 2.2.48. A Newton-mćdszer. Ha f ∈ R^k → R^k Ćs az f(x) = 0 egyenletet kąvănjuk megoldani, termĆszetes mćdon adćdik a Newton-mćdszer: az egyenletet egy adott x_n ĆrtĆk birtokăban az f fĄggvĆnyt lineăris rĆszĆvel kŤzelątjĄk. Ekkor az

f(x_n) + f^′(x_n)(x − x_n) ≈ 0

egyenletet kapjuk, amibŞl a kŤvetkezŞ kŤzelątĆsre az

f^′(x_n)(x_{n+1} − x_n) = f^′(x_n)´x_n = −f(x_n)

egyenlet adćdik, ągy x_{n+1} meghatărozăsăhoz egy lineăris egyenletet kell megoldani, pĆldăul Gauss-eliminăcićval. Az iterăcić ăltalăban csak a gyŤk kŤzvetlen kŤzelĆbŞl indątva konvergens.

Gyakran hasznălatos a mćdosątott Newton-mćdszer is, ennĆl a derivălt kiszămątăsăra Ćs invertălăsăra csak egyszer van szĄksĆg, de a konvergencia lelassul:

´x_n = − ( f^′(x_0)

)_{−1}

f(x_n).

NĆhăny lĆpĆs utăn čjra szămolva a derivăltat, a konvergencia gyorsąthatć.

* 2.2.49. Kvăzi Newton-mćdszer. A Newton-mćdszernĆl az f^′(x_n)´x_n = −f(x_n) egyenletet kell megoldanunk minden lĆpĆsben. A kvăzi Newton-mćdszernĆl x_{n+1} ĆrtĆkĆt az A_n´x_n = −α_nf(x_n) egyenlet megoldăsăval nyerjĄk, ahol A_n az f^′(x_n) egy kŤzelątĆse, az α_n pedig egy relaxăcićs paramĆter. A kŤzelątĆst nyerhetjĄk pĆldăul differenciăkkal kŤzelątve a parciălis derivăltakat. Ha minden irănyban a di¸erencia lĆpĆskŤze konstansszor |x_n − x| alatt marad, ahol x a gyŤk, akkor a konvergencia elmĆletileg kvadratikus, de a kerekątĆsi hibăk veszĆlyesek lehetnek. A Broyden-mćdszernĆl α_n = 1 minden n-re, A_0 = f^′(x_0), Ćs A_{n+1}-et čgy prćbăljuk meghatărozni, hogy A_{n+1}´x_n = f(x_{n+1}) − f(x_n) = ´f(x_n) teljesĄljŤn. Mivel ez az egyenlet alulhatărozott, čgy vălasztunk, hogy A_{n+1} − A_n = ´A_n mătrixănak normăja (a szokăsos băzisban) minimălis legyen. Ez akkor teljesĄl, ha ´A_n mătrixa a szokăsos băzisban [ ´f(x_n) − A_n´x_n ][ ´x_n

]_′

|´x_n|^2 . A konvergencia lineărisnăl jobb, băr nem biztos, hogy A_n → f^′(x). LehetŞsĆg van mindjărt A^{−1}_{n+1} szămątăsăra: a szokăsos băzisban A^{−1}_{n+1} − A^{−1}_n = ´A^{−1}_n mătrixa [ ´x_n − A^{−1}_n ´f(x_n) ][ ´x_n

]_′ [A^{−1}_n ] ⟨ ´x_n, A^{−1}_n ´f(x_n) ⟩ .

* 2.2.50. Feladat [10]. Alkalmazzuk a Newton-mćdszert Ćs văltozatait az e^{x21+x2} − 1 = 0, e^{x21−x2} − 1 = 0 egyenletrendszer megoldăsăra x_1, x_2 = 0,1, 10, 20 kezdŞĆrtĆkekkel.

* 2.2.51. Feladat [10]. Alkalmazzuk a Newton-mćdszert Ćs văltozatait az x_1 +x_2 − 3 = 0, x^2_1 + x^2 − 9 = 0 egyenletrendszer megoldăsăra x_1 = 2, x_2 = 4 kezdŞĆrtĆkekkel. Hova konvergăl a Broyden-mćdszernĆl Q_n?

* 2.2.52. Kapcsolat minimumfeladatokkal. Ismeretes, hogy egy valćs ĆrtĆkŰ ˘ ∈ R^k → R fĄggvĆny minimumănak megkeresĆsĆt visszavezethetjĄk a ˘^′(x) = 0 egyenlet megoldăsăra. Megfordątva, egy f(x) = 0, f ∈ R^k → R^k operătoregyenlet megoldăsait meghatărozhatjuk čgy is, hogy megkeressĄk a ˘(x) = ‖f(x)‖^2 fĄggvĆny minimumait. A ‖ ‖^2 vălasztăs azĆrt elŞnyŤs pĆldăul ‖ ‖_2 helyett, mert a ‖ ‖^2 fĄggvĆny di¸erenciălhatć. NĆha elŞnyŤsebb egy măsik normăt hasznălni, pĆldăul a ˘(x) =

∑_k i=1 w_i ( f_i(x)

)_2 fĄggvĆny minimumait keresni, ahol az f_i fĄggvĆnyek az f fĄggvĆny koordinătăi. A pozitąv w_i sčlyok tetszĆs szerint vălaszthatćk, de alkalmas megvălasztăsuk a minimumfeladat megoldăsăt megkŤnnyątheti.

* 2.2.53. Nelder{Mead-mćdszer minimumfeladatokra. Ez egy valćs ĆrtĆkŰ ˘ ∈ R^k → R fĄggvĆny minimumănak megkeresĆsĆre alkalmas heurisztikus mćdszer. Minden lĆpĆsben az x_0, x_1, . . . , x_k ∈ R^k pontokat mćdosątja, amelyek nincsenek egy hipersąkban, ągy egy čgynevezett szimplexet (kĆtdimenzićban hăromszŤget, hărom dimenzićban tetraĆdert, stb.) adnak meg, Ćs amelyeket čgy indexelĄnk, hogy ˘(x_0) ≤ ˘(x_1) ≤ . . . ≤ ˘(k) teljesĄljŤn. Ha adott ε > 0 tŰrĆsre 1 n k∑ j=0 ( ˘(x_j ) −˘

)_2 < ε^2,

(ahol ˘ a ˘(x_j ) ĆrtĆkek szămtani kŤzepe), akkor megăllunk, az eredmĆny az x_j -k szămtani kŤzepe. EgyĆbkĆnt x_k -t tĄkrŤzzĄk a tŤbbi pont x_k szămtani kŤzepĆre, pontosabban legyen y = x_k + α(x_k − x_k); az α tĄkrŤzĆsi paramĆter rendszerint 1. Ha ˘(x_0) ≤ ˘(y) ≤ ˘(x_{k−1}), akkor x_k-t kicserĆljĄk y-nal. Ha mĆg ˘(y) < ˘(x_0) is teljesĄl, akkor kiszămątjuk ˘(z) ĆrtĆkĆt, ahol z = x_k + β(x_k − x_k); β a kiterjesztĆsi paramĆter, rendszerint 2. Az x_k pontot ˘(z) < ˘(y) esetĆn z-re, egyĆbkĆnt y-ra cserĆljĄk.

Ha ˘(y) > ˘(x_{k−1}), akkor a szimplexet Ťsszehčzzuk: legyen w = x_k + γ(x_k − x_k ), ahol a γ Ťsszehčzăsi paramĆter rendszerint 1/2. Ha ˘(w) < ˘(x_k ), az x_k pontot kicserĆljĄk w-vel; egyĆbkĆnt az x_0 kivĆtelĆvel az Ťsszes x_j pontot az x_0 + δ(x_j − x_0) ponttal helyettesątjĄk, ahol a δ redukcićs paramĆter rendszerint 1/2.

* 2.2.54. Az irănymenti csŤkkentĆs mćdszere. LĆnyege, hogy a ˘ ∈ R^k → R fĄggvĆny minimumhelyĆt čgy keressĄk, hogy minden x_n kŤzelątĆshez meghatărozunk egy e_n irănyt, amerre a fĄggvĆny ĆrtĆke tovăbb csŤkken, Ćs a kŤzelątĆst ebbe az irănyba mozdątjuk el: ´x_n = α_ne_n. Ha egy băzis vektorait (± elŞjellel) vălasztjuk e_n-nek čgy, hogy az utolsć băzisvektor utăn čjrakezdjĄk az elsŞvel, akkor a ciklikus koordinătănkĆnti csŤkkentĆs mćdszerĆt kapjuk. Ha a derivălhatć ˘ egy nyąlt rĆszhalmazon van Ćrtelmezve, Ćs minden lĆpĆsben e_n = −∇˘(x_n), a legmeredekebb csŤkkenĆs irănya, akkor a gradiens mćdszert kapjuk. Ha e_n = −∇˘(x_n) + β_{n−1}e_{n−1} alkalmas β_{n−1} konstanssal, akkor a konjugălt gradiens mćdszert kapjuk: az egyik văltozatnăl β_{−1} = β_0 = 0, e_{−1} = 0 Ćs

β_n = | ∇˘(x_n) |_2 | |∇˘(x_{n−1}) | |^2

, ha n > 0,

mąg a măsik văltozatnăl β_{−1} = β_0 = 0, e_{−1} = 0 Ćs

β_n = ⟨ ∇˘(x_n), ∇˘(x_n) − ∇˘(x_{n−1}) ⟩ | |∇˘(x_{n−1}) | |^2

, ha n > 0.

Az e_n kijelŤlĆse utăn az elmozdulăs mĆrtĆkĆnek meghatărozăsăhoz az egyvăltozćs g(t) = ˘(x_n + te_n) fĄggvĆnyt kell minimalizălnunk. (Ha sikerĄl, a kapott pontban a gradiens merŞleges lesz e_n-re. Ez az ĆszrevĆtel adja a konjugălt gradiens mćdszerek alapjăt: a −∇˘(x_n) irănyba minimalizălva, utăna tudnănk mĆg tovăbb csŤkkenteni az e_{n−1} irănyba; a konjugălt gradiens mćdszernĆl ezt prćbăljuk ĂmegelŞlegezni".) A t → g(t) fĄggvĆnyt csak kŤzelątŞleg fogjuk minimalizălni. Ez tŤrtĆnhet a kŤvetkezŞkĆppen. A t_0 = 0, t_1 Ćs t_2 pontokban meghatărozzuk a g fĄggvĆny ĆrtĆkĆt, majd Lagrange-interpolăcićval meghatărozzuk azt a p(t) măsodfokč polinomot, amely ezekben a pontokban megegyezik g(t)-vel. A t_1 ĆrtĆkĆnek jć megvălasztăsăhoz az elŞzŞ lĆpĆsek adhatnak čtmutatăst, čgy vălasztjuk, hogy g(t_1) < g(t_0) teljesĄljŤn; t_2 vălasztăsa fĄgghet g(t_1)-tŞl is. A gradiens Ćs a konjugălt gradiens mćdszereknĆl a măsodfokč polinomot inkăbb čgy vălasztjuk, hogy a t_0 = 0 helyen ĆrtĆke ˘(x_n), derivăltja ∂_{en} ˘(x_n) legyen, ągy t_2-re nincs szĄksĆg. A t^∗ kŤzelątĆst čgy kapjuk, hogy vesszĄk p minimumhelyĆt. (Arra is gondolnunk kell, hogy a măsodfokč polinomban a măsodfokč tag egyĄtthatćja nempozitąv is lehet.) Băr valamelyik pontot elhagyva, helyette a t^∗ pontot tekintve, ez a lĆpĆs megismĆtelhetŞ, ăltalăban nem Ćrdemes g minimumhelyĆt tčl pontosan meghatărozni, hanem t^∗ meghatărozăsa utăn α_n = t^∗ vălasztăssal ăttĆrhetĄnk az x_{n+1} = x_n + α_ne_n pontra. Az alulrelaxălăs, azaz az adott lĆpĆsben optimălis t^∗-năl kisebb α_n vălasztăsa ăltalăban nŤveli a mćdszer hatĆkonysăgăt, mert a cikkcakk pălya kisimul. Az alulrelaxălăst pĆldăul α_n olyan vălasztăsăval biztosąthatjuk, amelyre az

˘(x_n + α_ne_n) − ˘(x_n) α_n

di¸erenciahănyados Ćs a ∂_{en} ˘(x_n) irăny menti derivălt hănyadosa σ Ćs 1 − σ kŤzĆ esik valamely 0 < σ < 1/2 ĆrtĆkre. (Rendszerint 10^{−5} ≤ σ ≤ 10^{−1}.) Az alsć korlăt kikĄszŤbŤli a tčl hosszč, a felsŞ pedig a tčl rŤvid lĆpĆst. A tčl rŤvid lĆpĆs kikĄszŤbŤlĆsĆre azt is megkŤvetelhetjĄk, hogy a ∂_{en} ˘(x_n + α_ne_n) Ćs ∂_{en} ˘(x_n) irăny menti derivăltak hănyadosănak abszolčt ĆrtĆke, vagy legalăbb a hănyados kisebb legyen, mint valamely γ ĆrtĆk, ahol σ < γ < 1. (Rendszerint 0,1 ≤ γ ≤ 0,5.) Az alkalmas α_n ĆrtĆket a t^∗ϱ^k, k ∈ Z ĆrtĆkek kŤzŤtt keressĄk, k = 0-val kezdve, ahol 0 < ϱ < 1.

A konvergencia ăltalăban elĆg lassč, Ćs semmilyen garancia nincs arra, hogy bărmelyik mćdszer egy abszolčt minimumhoz konvergăl, băr konvergenciahalmaza ăltalăban bŞvebb, mint a Newton-mćdszerĆ. EzĆrt szokăs a kŤzelątĆs kezdetĆn az irănymenti csŤkkentĆsek mćdszerĆt alkalmazni, majd ăttĆrni a gyorsabb Newton-mćdszerre.

* 2.2.55. PĆlda. Az elŞzŞ pont jelŤlĆseivel, tekintsĄk azt a tipikus esetet, amikor egy x^∗ lokălis minimumhelyen a măsodik derivăltra, amely szimmetrikus bilineăris forma, a vele kĆpzett kvadratikus forma pozitąv de˛nit. Ekkor a Taylor-formula szerint

˘(x) ≈ 1 2 ˘^{′′}(x^∗)(x − x^∗, x − x^∗) + ˘(x^∗).

Vizsgăljuk a kĄlŤnbŤzŞ mćdszereket a

φ(x) = 1 2 ˘^{′′}(x^∗)(x − x^∗, x − x^∗) + ˘(x^∗)

fĄggvĆnyre. Mivel bărmely B szimmetrikus bilineăris formăra rŤgzątett y-ra x → B(x, y) lineăris funkcionăl, elŞăll ⟨x, Ay⟩ alakban. Mivel valćs tĆrben B a măsik văltozćjăban is lineăris, A lineăris operător. Mivel B szimmetrikus, ⟨x, Ay⟩ = ⟨y, Ax⟩ = ⟨Ax, y⟩ = ⟨x, A^∗y⟩, amibŞl A Ťnadjungălt. JelŤlje A a ˘^{′′}(x^∗)-hoz tartozć Ťnadjungălt operătort, amely nyilvăn pozitąv de˛nit is. Ezzel

φ(x) = 1 2 ⟨ A(x − x^∗), x − x^∗ ⟩ + ˘(x^∗) = 1 2 ⟨Ax, x⟩ − ⟨Ax^∗, x⟩ + 1 2 ⟨Ax^∗, x^∗⟩ + ˘(x^∗) = 1 2 ⟨Ax, x⟩ − ⟨b, x⟩ + c,

ahol b = Ax^∗ Ćs c =^1_2 ⟨Ax^∗, x^∗⟩ + ˘(x^∗). A minimalizălăssal az Ax = b lineăris egyenletrendszert oldjuk meg.

Bevezetve az r = Ax − b jelŤlĆst, A(x − x^∗) = r, Ćs bărmely e irănyra a g(t) = φ(x + te) fĄggvĆnyre

g(t) − g(0) = t⟨Ax, e⟩ − t⟨b, e⟩ = t⟨Ax − b, e⟩ = t⟨r, e⟩.

Innen ătosztva, ∂_eφ(x) = ⟨Ax − b, e⟩ = ⟨r, e⟩ Ćs ągy ∇φ(x) = Ax − b = r. Hasonlćan kiszămolhatć, hogy g^′(t) = 0 akkor teljesĄl, ha t = −⟨r, e⟩/⟨Ae, e⟩. Legyen x = x_n, e = e_n, r_n = Ax_n − b vălasztăssal α_n ez a t, azaz α_n = −⟨r_n, e_n⟩/⟨Ae_n, e_n⟩. A hiba mĆrĆsĆhez tekintsĄk az čj (x, y) → ⟨Ax, y⟩ = ⟨x, y⟩_A belsŞ szorzatot Ćs a belŞle szărmazć ‖x‖_A normăt. Ezzel

‖x_{n+1} − x^∗‖^2_A = ‖x_n − x^∗ + α_ne_n‖^2_A = ‖x_n − x ∗ ‖^2_A + 2α_n⟨x_n − x^∗, e_n⟩ + α^2_n‖e_n‖^2_A = ( 1 − ⟨r_n, e_n⟩^2 ⟨Ae_n, e_n⟩⟨A^{−1}r_n, r_n⟩ ) ‖x_n − x^∗‖^2_A,

mivel r_n = Ax_n − b jelŤlĆssel ‖x_n − x^∗‖^2_A = ⟨A^{−1}r_n, r_n⟩. A gradiens-mćdszernĆl

‖x_{n+1} − x^∗‖^2_A = ‖x_n − x^∗ + α_ne_n‖^2_A = ( 1 − ‖r_n‖^4 ⟨Ar_n, r_n⟩⟨A^{−1}r_n, r_n⟩ ) ‖x_n − x^∗‖^2_A, azaz lineăris konvergenciăt vărhatunk.

Megmutatjuk, hogy a konjugălt gradiens mćdszer kĆt văltozata ebben a pĆldăban egybeesik. Az jellemzi Şket, hogy ⟨e_n, e_{n−1}⟩_A = ⟨−r_{n−1} + β_{n−1}e_{n−1}, e_{n−1}⟩_A = 0. Ehhez az kell, hogy β_{n−1} = ⟨Ar_n, e_{n−1}⟩/⟨Ae_{n−1}, e_{n−1}⟩ teljesĄljŤn. Indukcićval megmutatjuk, hogy a fenti α_n Ćs β_{n−1} vălasztăssal, ha r_0, r_1, . . . , r_n nem nullăk, akkor e_0, e_1, . . . , e_n sem nullăk Ćs ugyanazt az alteret feszątik ki, tovăbbă β_0, β_1, . . . , β_{n−1} Ćs α_0, α_1, . . . , α_n Ćrtelmezve vannak, az utćbbiak nem nullăk,

α_n = −

‖r_n‖^2 ‖e_n‖^2_A

Ćs β_{n−1} =

⟨r_n, r_n − r_{n−1}⟩ ‖r_{n−1}‖^2 = ‖r_n‖^2 ‖r_{n−1}‖^2 , valamint ⟨e_j , e_n⟩_A = 0 Ćs ⟨e_j , r_n⟩ = 0, ha j < n. Az n = 0 esetben az ăllątăs teljesĄl (β_{−1} = β_0 = 0, e_{−1} = 0 miatt e_0 = −r_0). TegyĄk fel, hogy r_{n+1} ≠ 0. Mivel az e_n irănyban minimalizăltunk, e_n ⊥ r_{n+1}, azaz ⟨e_n, r_{n+1}⟩ = 0. A β_n de˛nącićja szerint ⟨e_{n+1}, e_n⟩_A = 0. (Nyilvăn β_n Ćrtelmezve van.) Mivel e_{n+1} = −r_{n+1} + β_ne_n, az r_{n+1} kombinălhatć e_{n+1}-bŞl Ćs e_n-bŞl, Ćs e_{n+1} kombinălhatć r_{n+1}-bŞl Ćs e_n-bŞl. Az x_{j+1} = x_j + α_j e_j ŤsszefĄggĆsbŞl r_{j+1} = r_j + α_j Ae_j , amibŞl j < n esetĆn egyrĆszt

⟨e_j , r_{n+1}⟩ = ⟨e_j , r_n⟩ + α_n⟨e_j , Ae_n⟩ = 0,

măsrĆszt ⟨Ae_j , e_{n+1}⟩ = ⟨Ae_j , r_{n+1}⟩ + β_n⟨Ae_j , e_n⟩ = ⟨Ae_j , r_{n+1}⟩ = 0,

mivel α_j ≠ 0, ągy Ae_j benne van az r_0, . . . , r_n, vagyis az e_0, . . . , e_n ăltal kifeszątett altĆrben. Ha e_{n+1} = 0 lenne, akkor r_{n+1} = β_ne_n teljesĄlne, ami ellentmond annak, hogy r_{n+1} nem nulla, Ćs merŞleges e_n-re. Ŋgy α_{n+1} Ćrtelmezve van Ćs e_{n+1} de˛nącićjăbćl

α_{n+1} = −

⟨e_{n+1}, r_{n+1}⟩

‖e_{n+1}‖^2_A = ⟨r_{n+1} − β_ne_n, r_{n+1}⟩ ‖e_{n+1}‖^2_A = ‖r_{n+1}‖^2 ‖e_{n+1}‖^2_A

≠ 0.

Mivel x_{n+1} = x_n + α_ne_n-bŞl r_{n+1} = r_n + α_nAe_n, azt is kapjuk, hogy

β_n =

⟨e_{n+1}, r_{n+1}⟩ ⟨Ae_n, e_n⟩ = ⟨r_{n+1} − r_n, r_{n+1}⟩ α_n⟨Ae_n, e_n⟩ = ⟨r_{n+1} − r_n, r_{n+1}⟩ ⟨r_{n+1} − r_n, e_n⟩ = − ⟨r_{n+1} − r_n, r_{n+1}⟩ ⟨r_n, e_n⟩ = − ⟨r_{n+1} − r_n, r_{n+1}⟩ ⟨r_n, −r_n + β_{n−1}e_{n−1}⟩ = ⟨r_{n+1} − r_n, r_{n+1}⟩ ‖r_n‖^2 = ‖r_{n+1}‖^2 ‖r_n‖^2 ; az utolsć egyenlŞsĆg azĆrt teljesĄl, mert r_n benne van az e_0, . . . , e_n ăltal generălt altĆrben.

VegyĄk Ćszre hogy a konjugălt gradiens mćdszer vĆges sok lĆpĆsben konvergăl, mert e_0, . . . , e_n ortogonălisak az (x, y) → ⟨x, y⟩_A belsŞ szorzatra, ągy r_j = 0 kell legyen valamely j ≤ k-ra, hiszen R^k-ban vagyunk.

* 2.2.56. Kvăzi Newton-mćdszerek minimalizălăsra. Mint măr emlątettĄk, minimalizălăskor a lokălis minimumhely kŤzelĆben Ćrdemes ăttĆrni egy Newton-tąpusč mćdszerre. Ez azt jelenti, hogy ˘ minimuma helyett f = ∇˘ zĆrushelyĆt keressĄk. Bărmelyik mćdszer hasznălhatć, de javątăsok is lehetsĆgesek. A gyakran hasznălt Broydenmćdszert pĆldăul čgy szokăs megvăltoztatni, hogy az iterăcić sorăn A_n szimmetrikus legyen, mert ˘^{′′}(x_n) szimmetrikus bilineăris forma. Az egyik szokăsos vălasztăsnăl ´A_n = A_{n+1} − A_n mătrixa a szokăsos băzisban [ ´f(x_n) − A_n´x_n ][ ´f(x_n) − A_n´x_n

]_′ ⟨ ´f(x_n) − A_n´x_n, ´x_n ⟩ . Nem tanăcsos tovăbb folytatni az iterăcićt, ha a ´f(x_n) − A_n´x_n Ćs ´x_n ăltal bezărt szŤg koszinusza tčl kicsi lesz, mondjuk 10^{−8} ală megy. EgyĆbkĆnt erre a formulăra A^{−1}_{n+1} − A^{−1}_n = ´A^{−1}_n mătrixa a szokăsos băzisban [ ´x_n − A^{−1}_n ´f(x_n) ][ ´x_n − A^{−1}_n ´f(x_n)

]_′ ⟨ ´x_n − A^{−1}n ´f(x_n), ´f(x_n) ⟩ . MĆg elterjedtebb az a văltozat, amelyben ´A_n mătrixa a szokăsos băzisban [ ´f(x_n) ] [´f(x_n)

]_′ ⟨ ´f(x_n), ´x_n ⟩ − [ A_n´x_n ][ A_n´x_n

]_′ ⟨ ´x_n, A_n´x_n ⟩ . Erre a formulăra ´A^{−1}_n mătrixa a szokăsos băzisban ⟨ ´x_n, ´f(x_n) ⟩ + ⟨ ´f(x_n), A^{−1}_n ´f(x_n) ⟩ ⟨ ´x_n, ´f(x_n)

⟩_2 [ ´x_n ] [´x_n

]_′

− [ A^{−1}_n ´f(x_n) ][ ´x_n

]_′ + [ ´x_n ][ ´f(x_n)

]_′[

A^{−1}_n ] ⟨ ´x_n, ´f(x_n) ⟩ . * 2.2.57. Feladat [10]. A ˘(x_1, x_2) = 100(x_2 − x^2_1)^2 + (1 − x_1)^2 fĄggvĆny minimalizălăsăn hasonlątsunk Ťssze kĄlŤnbŤzŞ mćdszereket.

* 2.2.58. Feladat [10]. A ˘(x, y) = (x^2 +y−11)^2+(y^2+x−7) fĄggvĆnynek keressĄk meg a nĆgy abszolčt minimumăt Ćs az egyetlen lokălis maximumăt, Ťsszehasonlątva a kĄlŤnbŤzŞ mćdszereket.

* 2.2.59. Feladat [11]. A

˘(x_1, x_2, . . . , x_n) = n−1∑ j=1 ( (1 − x_j )^2 + 100ε_j(x_{j+1} − x^2_j )^2 )

fĄggvĆny | ahol ε_1, . . . ε_{n−1} ∈ ]0, 1] szabad paramĆterek | minimalizălăsăn hasonlątsunk Ťssze kĄlŤnbŤzŞ mćdszereket. (A fĄggvĆnynek egy globălis minimuma van, de mĆg ha minden ε_j egy, akkor is măr 4 ≤ n ≤ 7 esetĆn van egy lokălis minimuma a (−1, 1, 1, . . . , 1) pont kŤzelĆben.)

2.3. Integrălszămątăs 119

* 2.2.60. Algebrai egyenletek megoldăsa. A Newton-mćdszer minden tovăbbi nĆlkĄl alkalmazhatć komplex văltozćs, komplex ĆrtĆkŰ f fĄggvĆnyre is. Hogy a konvergenciăt biztosabbă tegyĄk, kezdetben alkalmazhatjuk a gradiens mćdszert az |f| fĄggvĆnyre, majd a Newton-mćdszert. Mivel a Taylor-formulăbćl f(x + h) ≈ f(x) + f^′(x)h, az abszolčt ĆrtĆk akkor nŞ a leggyorsabban, ha f(x) Ćs f^′(x)h irănya megegyezik, azaz ha f(x) = r(h)f^′(x)h valamely r(h) ≥ 0-ra. Innen az |f| gradiense f(x)/f^′(x) irănyč, ha f(x) ≠ 0 Ćs f^′(x) ≠ 0. Ha r(h)h = f(x)/f^′(x), r(h) > 0, akkor | |f(x + h) | | − | |f(x) | | ≈ | |f^′(x) | ||h|, ahonnan ătosztva |h| → 0 hatărătmenettel | |∇|f|(x) | | = | |f^′(x) | |. Źsszegezve

∇|f|(x) = f(x) | f^′(x) |_2 f^′(x) | f(x) | . Ŋgy az x_{n+1} = x_n − tf(x_n)/f^′(x_n) alakban kell keresnĄnk a kŤvetkezŞ kŤzelątĆst, ahol t pozitąv valćs szăm. Eljărhatunk čgy, hogy elŞszŤr t = 1-el prćbălkozunk, ami a Newtonmćdszernek felel meg, majd a gradiens-mćdszernĆl leąrtak szerint văltoztatjuk t-t. Az iterăcić csak akkor szakad meg, ha valamelyik lĆpĆsben f^′(x_n) = 0.

Polinomokra alkalmazva ezt az eljărăst, meghatărozhatjuk a polinom gyŤkeit. MegjegyezzĄk, hogy mĆg ha a polinom valćs egyĄtthatćs, akkor is ajănlatos egy vĆletlen komplex kezdŞĆrtĆkbŞl indątani az iterăcićt, mert ągy nagyon kicsi a valćsząnŰsĆge, hogy megszakad, Ćs čjra kell indątani. Ezzel az eljărăssal megkaphatjuk a polinom egy zĆrushelyĆt. A polinomot elosztva a gyŤktĆnyezŞvel, eggyel alacsonyabb fokč polinomot kapunk, amit ugyančgy kezelhetĄnk. A szămątăsi hibăk felhalmozćdăsa miatt a talălt kŤzelątŞ ĆrtĆkek pontossăgăt Ćrdemes az eredeti polinom felhasznălăsăval vĆgzett iterăcićval nŤvelni.

2.3. Integrălszămątăs

2.3.1. TŤbbvăltozćs fĄggvĆnyek integrălja. Egy R^m-beli m-dimenzićs tĆgla alatt egydimenzićs T_j = [a_j , b_j ], −∞ < a_j < b_j < +∞ korlătos, zărt, pozitąv hosszčsăgč intervallumok T = T_1 × T_2 × · · · × T_m

Descartes-szorzatăt ĆrtjĄk. A T tĆgla |T | mĆrtĆke az oldalhosszak szorzata,

∏_m

j=1(b_j −a_j ).

A T tĆgla egy felosztăsăn tĆglăknak egy olyan T_1, T_2, . . . T_k vĆges sorozatăt ĆrjĄk, amelyek egyesątĆse T , Ćs amelyeknek păronkĆnt nincs kŤzŤs belsŞ pontjuk.

Egy P pontozott felosztăs alatt egy felosztăst ĆrtĄnk, amelynek minden T_j rĆsztĆglăjăhoz meg van adva egy t_j ∈ T_j pont, azaz P = { (T_j , t_j ) : t_j ∈ T_j , j = 1, 2, . . . , k } . Legyen δ : T → R^+ egy tetszŞleges fĄggvĆny. Azt mondjuk, hogy a T egy (T_j , t_j ) pontozott rĆsztĆglăja δ-˛nom, ha T_j ⊂ U_{δ(tj )}(t_j ); a P pontozott felosztăs δ-˛nom, ha a (T_j , t_j ) rĆsztĆglăk mind δ-˛nomak, ha j = 1, 2, . . . , k. Legyen f : T → K^n egy fĄggvĆny. A T tĆgla P pontozott felosztăsăhoz hozzărendeljĄk az

s(f, P ) = k∑ j=1 |T_j |f(t_j )