2.2. Di¸erenciălszămątăs 99

hogy | |f(x + h) − f(x) | | ≤ sup

0<t<1 | |∂_hf(x + th) | | ≤ |h| sup

0<t<1 ‖ ‖f^′(x + th) ‖ ‖ illetve | |f(x + h) − f(x) − ∂_hf(x) | | ≤ sup

0<t<1 | |∂_hf(x + th) − ∂_hf(x) | | ≤ |h| sup_{0<t<1} ‖ ‖f^′(x + th) − f^′(x) ‖ ‖ Bizonyątăs. A g(t) = f(x + th) − tc jelŤlĆssel de˛nącić szerint

g^′(t) = ∂_hf(x + th) − c,

ągy a jobb oldali szuprĆmum k = sup_{0<t<1} | |g′(t) | |, Ćs azt kell megmutatnunk, hogy | |g(1) − g(0) | | ≤ k, ha k < ∞.

Legyen ε > 0 Ćs K > k. Ha τ az S = { 0 ≤ t ≤ 1 : | |g(t) − g(0) | | ≤ ε + Kt }

halmaz szuprĆmuma, akkor g-nek a 0-beli folytonossăga miatt τ > 0 Ćs S zărtsăgăbćl

τ ∈ S. Ha τ < 1 lenne, akkor

lim_{t→τ} g(t) − g(τ)

t − τ

= g^′(τ)

miatt a τ egy elĆg kis kŤrnyezetĆbŞl vett bărmely t > τ-ra | |g(t) − g(τ) | | < K(t − τ), ami

ellentmond τ de˛nącićjănak. Ŋgy τ = 1, tehăt | |g(1) − g(0) | | ≤ ε + K. VĆgĄl ε ↓ 0, K ↓ k

hatărătmenettel kapjuk az ăllątăst. □

* 2.2.18. KŤvetkezmĆny. Ha f^′ lĆtezik Ćs korlătos, ‖f^′‖ ≤ B egy K konvex

halmazon, akkor f Lipschitz-fĄggvĆny K-n Ćs Lip(f) ≤ B.

Bizonyątăs. Ha ‖f^′‖ ≤ B a K-n, akkor x, y ∈ K esetĆn | |f(y) − f(x) | | ≤ |y − x| sup

0<t<1 ‖ ‖ ‖f^′ ( x + t(y − x) )‖ ‖ ≤ B|y − x|. □

2.2.19. KŤvetkezmĆny. Ha egy tartomănyon F_1 Ćs F_2 az f primitąv fĄggvĆnyei,

akkor F_1 − F_2 ăllandć.

* Bizonyątăs. F = F_1 − F_2 derivăltja nulla, ągy a kŤzĆpĆrtĆk-egyenlŞtlensĆg szerint

lokălisan ăllandć. Legyen egy adott pontban felvett ĆrtĆk c. Ŋgy azon pontok halmaza,

ahol F ĆrtĆke c, nyąlt Ćs nem Ąres. Hasonlćan, azon pontok halmaza, ahol az F ĆrtĆke

nem c, szintĆn nyąlt, ągy ez utćbbi Ąres kell legyen. □