2.2. Di¸erenciălszămątăs 93

* 2.1.71. Metrikus terek. Megvizsgălva az analązis alapfogalmainak (kŤrnyezet, nyąlt, zărt Ćs kompakt halmazok, hatărĆrtĆk, Cauchy-sorozat, stb.) de˛nącićit Ćs a tĆtelek bizonyątăsait, mindenĄtt lăthatć, hogy | kŤzvetve vagy kŤzvetlenĄl | a K^k pontjai kŤzŤtti tăvolsăg bizonyos egyszerŰ tulajdonsăgait hasznăltuk fel. Ezt ˛gyelembe vĆve, az egĆsz tărgyalăst jćval ăltalănosabban vĆgezhetjĄk, ha bevezetjĄk a kŤvetkezŞ fogalmat: Az X halmazt metrikus tĆrnek nevezzĄk, ha bărmely kĆt x, y elemĆhez hozză van rendelve egy nemnegatąv valćs szăm, az x Ćs y tăvolsăga čgy, hogy minden x, y, z ∈ X esetĆn (1) d(x, y) = 0 akkor Ćs csak akkor, ha x = y; (2) d(x, y) = d(y, x) (szimmetria);

(3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg).

Ha egy metrikus tĆrben minden Cauchy-sorozat konvergens, akkor teljesnek nevezzĄk. Metrikus terek izomor˛zmusai az izometriăk, magyarul tăvolsăgtartć lekĆpezĆsek (egybevăgćsăgok). Segąthet a metrikus terek elkĆpzelĆsĆben, ha tudjuk, hogy minden metrikus tĆr egybevăgć valamely Banach-tĆr egy rĆszhalmazăval.

2.2. Di¸erenciălszămątăs

A di¸erenciălăs linearizălăs. NĆpkŤltemĆny

Figyelemre mĆltć, hogy a jelŤlĆs megkŤnnyąti a felfedezĆst: a legcsodălatosabban csŤkkenti az Ćrtelem munkăjăt. Gottfried Wilhelm Leibniz

2.2.1. Lineăris operătorok normăja. TekintsĄnk egy-egy (ugyančgy jelŤlt) normăt a K^n illetve K^m tereken. Egy L ∈ L(K^n; K^m) lineăris lekĆpezĆsre legyen

(1) ‖L‖ = sup_{|x|≤1} |Lx|

A szuprĆmum vĆges, mert L folytonos (mivel koordinătăi elsŞfokč polinomok) Ćs ągy korlătos az egysĆggŤmbŤn. Mivel Lx = |x|L ( x/|x| ) , ahonnan |Lx| ≤ ‖L‖|x| minden 0 ≠ x ∈ K^n-re, ‖L‖ a legkisebb olyan szăm, amelyre |Lx| ≤ ‖L‖|x| minden x ∈ K^n-re, azaz ‖L‖ = Lip(L). Nyilvăn ‖L‖ ≥ 0 Ćs ‖L‖ = 0 pontosan akkor, ha L = 0. Az is vilăgos, hogy ‖λL‖ = |λ|‖L‖. Ha L_1, L_2 ∈ L(K^n; K^m), |x| ≤ 1, akkor | |(L_1 + L_2)x | | ≤ |L_1x| + |L_2x| ≤ ‖L_1‖ + ‖L_2‖,

amibŞl a bal oldalon szuprĆmumot vĆve, azt kapjuk, hogy

‖L_1 + L_2‖ ≤ ‖L_1‖ + ‖L_2‖,

94 2. TŤbbvăltozćs fĄggvĆnyek

ągy L(K^n; K^m) normălt tĆr. Az (1) ŤsszefĄggĆssel de˛niălt normăt a K^n Ćs K^m tereken adott vektornormăkhoz tartozć operătornormănak (vagy ha a lineăris operător mătrixărćl van szć, mătrixnormănak) nevezzĄk. Ha măst nem mondunk, akkor a belsŞ szorzatbćl szărmazć normăkhoz tartozć operătornormăt fogjuk hasznălni. Ha kifejezĆsre akarjuk juttatni, hogy mindkĆt tĆren a p-normăt (1 ≤ p ≤ ∞) hasznăljuk, akkor a kapott operătornormăt ‖ ‖_p-vel jelŤljĄk.

Nyilvăn L ∈ L(K^n; K^n) esetĆn |λ| ≤ ‖L‖ bărmely λ sajătĆrtĆk Ćs bărmely operătornorma esetĆn. A numerikus analązishez fontos tudni, hogy minden L ∈ L(K^n; K^n)-hez Ćs minden ε > 0-hoz van olyan ‖ ‖ norma K^n-en, amelyre ‖L‖ < ϱ(L) + ε.

2.2.2. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy ha [L] jelŤli az L ∈ L(K^n; K^m) mătrixăt a szokăsos băzisban, akkor ‖ ‖[L] ‖ ‖_∞ ≤ ‖L‖_2 ≤ ‖ ‖[L] ‖ ‖_2.

→ 2.2.3. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy az operătornorma szubmultiplikatąv, azaz ha A ∈ L(K^n; K^m) Ćs B ∈ L(K^k, K^n), akkor

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

→ 2.2.4. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha A_k → A a L(K^n; K^m) tĆrben, Ćs x_k → x a K^n tĆrben, akkor K^m-ben A_kx_k → Ax.

→ 2.2.5. Feladat [10]. Hatărozzuk meg a kĆtdimenzićs euklidĆszi tĆr azon lineăris transzformăcićjănak normăjăt, amelynek mătrixa ( 1 0 2 3 ) . * 2.2.6. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy L ∈ L(K^n; K^m) esetĆn, ha L mătrixa a szokăsos băzisban (ℓ_{i,j} ), akkor ‖L‖_1 = max_j

∑_m i=1 |ℓ_{i,j} |.

* 2.2.7. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy L ∈ L(K^n; K^m) esetĆn, ha L mătrixa a szokăsos băzisban (ℓ_{i,j} ), akkor ‖L‖_∞ = max_i

∑_n j=1 |ℓ_{i,j} |.

* 2.2.8. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy L ∈ L(K^n; K^m) esetĆn ‖L‖_2 = ϱ(A^∗A).

2.2.9. De˛nącić. Ha f ∈ R → R, akkor az f fĄggvĆnyt az x pontban akkor neveztĄk di¸erenciălhatćnak, ha lĆtezik a

lim_{h→0} f(x + h) − f(x) h = f^′(x)

hatărĆrtĆk. Ez ătfogalmazhatć čgy, hogy

f(x + h) − f(x) = f^′(x)h + r(h),

ahol r olyan fĄggvĆny, amelyre lim_{h→0} r(h)/h = 0. Ez azt jelenti, hogy az f(x+h)−f(x) kĄlŤnbsĆg elŞălląthatć egy h-ban lineăris ĂfŞtag" Ćs egy kicsiny ĂmaradĆktag" ŤsszegekĆnt. A derivălt fogalmănak ezt az alakjăt ăltalănosąthatjuk tŤbbvăltozćs fĄggvĆnyekre.