1.3.39. Valćs Ťnadjungălt transzformăcić ătlćs alakja. Ha A egy euklideszi tĆr egy Ťnadjungălt transzformăcićja, akkor van a tĆrnek olyan ortonormălt băzisa, amelyben A mătrixa ătlćs alakč.

Bizonyątăs. Az alapgondolat az čgynevezett komplexi˛kălăs. Ŋrjuk fel egy ortonormălt băzisban A mătrixăt. Ez a valćs elemŰ szimmetrikus mătrix tekinthetŞ egy unitĆr tĆr egy Ťnadjungălt transzformăcićja mătrixănak is valamely ortonormălt băzisban. Innen az elŞzŞ kŤvetkezmĆny szerint karakterisztikus polinomjănak zĆrushelyei mind valćsak. Ezt felhasznălva, alkalmazhatjuk a normălis transzformăcićk esetĆn hasznălt gondolatmenetet. □

1.3.40. Polăris felbontăs. Legyenek X Ćs Y vĆges dimenzićs belsŞ szorzat terek K felett Ćs A : X → Y egy lineăris lekĆpezĆs. Ha dim(X) ≤ dim(Y ), akkor lĆtezik olyan Q : X → Y lineăris izometria Ćs P : X → X pozitąv de˛nit transzformăcić, hogy A = QP , ha pedig dim(X) ≥ dim(Y ), akkor lĆtezik olyan Q : Y → X lineăris izometria Ćs P : Y → Y pozitąv de˛nit transzformăcić, hogy A = P Q^∗.

A bizonyątăs konstruktąv.

* Bizonyątăs. ElŞszŤr legyen dim(X) ≤ dim(Y ). Vălasszunk olyan e_1, e_2, . . . , e_m ortonormălt băzist X-ben, amelyben az A^∗A Ťnadjungălt transzformăcić mătrixa diagonălis. Erre ⟨Ae_i, Ae_j ⟩ = ⟨A^∗Ae_i, e_j ⟩ = 0. Legyen P e_i = ‖Ae_i‖e_i (1 ≤ i ≤ m) Ćs legyen Qe_i = Ae_i/‖Ae_i‖, ha Ae_i ≠ 0, az A nullterĆt pedig kĆpezze le Q izometrikusan im(A) ortogonălis komplementerĆbe. A măsik esetben A^∗ = QP , Ćs ągy A = P^∗Q^∗ = P Q^∗. □ * 1.3.41. Szingulăris ĆrtĆk felbontăs. Egy K feletti m × n-es a mătrix feląrhatć a = ~qsq^′ alakban, ahol s egy m × n-as diagonălis mătrix a fŞătlćjăban ăllć s_1 ≥ s_2 ≥ . . . ≥ s_k ≥ 0, k = min{m, n} ĆrtĆkekkel, ~q Ćs q pedig m × m-es illetve n × n-es ortogonălis mătrixok.

A bizonyątăs konstruktąv. A tĆtelben szereplŞ felbontăst az a maximălis szingulăris ĆrtĆk felbontăsănak nevezzĄk, az s_1 ≥ s_2 ≥ . . . ≥ s_k ĆrtĆkek a szingulăris ĆrtĆkek. MegjegyezzĄk, hogy ha n < m, akkor ~q utolsć m − n oszlopa el is hagyhatć, hiszen s utolsć m − n sora čgyis nulla. Ezt az alakot nevezzĄk szingulăris ĆrtĆk felbontăsnak, ezt fogjuk bizonyątani. SŞt, ha a rangja r, akkor s rangja is r kell legyen, ągy s_{r+1} = s_{r+2} = · · · = s_k = 0, ągy ~q utolsć m − r oszlopa, valamint q utolsć n − r oszlopa (azaz q^′ utolsć n − r sora) is elhagyhatć; ezt az alakot minimălis szingulăris ĆrtĆk felbontăsnak nevezzĄk.

Bizonyątăs. Legyen A : K^n → K^m az a lineăris transzformăcić, amelynek mătrixa a szokăsos băzisban a. TekintsĄk A polăris felbontăsăt: A = QP . Van olyan ortonormălt băzis, amelyben P mătrixa diagonălis Ćs a băzisvektorok cserĆlgetĆsĆvel az is elĆrhetŞ, hogy ebben a băzisban P diagonălisănak elemei monoton csŤkkenŞ sorozatot alkossanak. Legyen s ez a mătrix. Legyen T az errŞl a băzisrćl a szokăsos băzisra valć ăttĆrĆs kąsĆrŞ transzformăcićja. Ekkor P mătrixa a szokăsos băzisban [T ]^{−1}s[T ], ągy a = [A] = [Q][T ]^{−1}s[T ] = [QT^{−1}]s[T ]. Mivel T , Ćs ągy T^{−1} is unitĆr, QT^{−1} lineăris izometria, ągy ~q = [QT^{−1}], q = [T ]^{−1} jelŤlĆssel kapjuk az ăllątăst. Az m ≥ n esetben a bizonyątăs hasonlć. □

* 1.3.42. Ŕltalănosątott inverz. Legyenek X Ćs Y vĆges dimenzićs belsŞ szorzat terek, A : X → Y lineăris operător. Az Ax = b lineăris egyenlet helyett tekinthetjĄk az ăltalănosabb ‖Ax − b‖^2 → min problĆmăt, amelyrŞl megmutatjuk, hogy mindig megoldhatć. Ennek a megoldăsait a legkisebb nĆgyzetek mćdszere ĆrtelmĆben vett megoldăsoknak nevezzĄk. A megoldăs nem mindig egyĆrtelmŰ, ezĆrt min_{x∈X} ‖Ax − b‖^2 = α jelŤlĆssel tekintsĄk az ‖Ax − b‖^2 = α, ‖x‖^2 → min problĆmăt. Megmutatjuk, hogy ennek egyetlen x_b megoldăsa van. Valćban, az ‖y − b‖ → min, y ∈ im(A) problĆmănak egyetlen megoldăsa van, amelyet meg is kaphatunk: tekintsĄnk egy ortonormălt băzist az im(A) altĆrben, Ćs kombinăljuk a vektorait b-nek a Fourier-egyĄtthatćival. Most A^{−1}(y) minden eleme az ‖Ax − b‖^2 = α megoldăsa. Legyen x_0 ∈ A^{−1}(y). Ezzel A^{−1}(y) = ker(A) + x_0. Ŋrjuk fel x_0-at x_1 +x_2 alakban, ahol x_1 ∈ ker(A), x_2 ∈ ker(A)^⊥. Megmutatjuk, hogy x_2 a keresett x_b elem. Mivel y = A(x_0) = A(x_1) + A(x_2) = A(x_2), kapjuk, hogy x_2 ∈ A^{−1}(y). Minden x ∈ A^{−1}(y) egyĆrtelmŰen feląrhatć x = x_2 + x^′ alakban, ahol x^′ ∈ ker(A). Mivel x_2 ∈ ker(A)^⊥, azt kapjuk, hogy ‖x‖^2 = ‖x_2‖^2 + ‖x^′‖^2, az ‖x‖^2 (Ćs ągy ‖x‖ is) akkor minimălis, ha x^′ = 0, azaz valćban x_b = x_2.

Az A^† : b → x_b lekĆpezĆsĆt Y -nak X-be az A ăltalănosątott inverzĆnek nevezzĄk. Az elnevezĆst az indokolja, hogy az im(A) = Y , ker(A) = {0} esetben megegyezik az inverzzel.

* 1.3.43. Feladat [7]. Ha a szokăsos băzisban

[A_c] = ( 1 1 0 c ) , ahol c valćs paramĆter, szămątsuk ki A^†_c mătrixăt. Vizsgăljuk a lim_{c→0} A^†_c hatărĆrtĆket.

* 1.3.44. TĆtel. Legyenek X Ćs Y vĆges dimenzićs belsŞ szorzat terek, e_1, . . . , e_n illetve f_1, . . . , f_m ortonormălt băzisokkal, A : X → Y lineăris operător, rangja r. Legyen A mătrixănak maximălis szingulăris ĆrtĆk felbontăsa a = ~qsq^′. Ekkor A^† lineăris operător, Ćs mătrixa ugyanezekben a băzisokban a^† = qs^† ~q^′, ahol s^† egy n × m-es diagonălis mătrix, ătlćjăban az 1/s_1, 1/s_2, . . . , 1/s_r, 0, . . . , 0 ĆrtĆkekkel.

Bizonyątăs. Legyen b ∈ Y , α = min_{x∈X} ‖Ax − b‖^2, Ćs x az α = ‖Ax − b‖^2 minimălis normăjč megoldăsa, azaz x = A^†(b). Ekkor α = ‖ ‖a[x] − [b] ‖ ‖^2 = ‖ ‖~qsq^′[x] − [b] ‖ ‖^2 = ‖ ‖sq^′[x] − ~q^′[b] ‖ ‖^2 = ‖ ‖s[y] − [c] ‖ ‖^2,

ahol [c] = ~q^′[b] Ćs [y] = q^′[x], mivel ~q Ćs q^′ ortogonălis mătrixok. Legyen

[y] = y_1 . . y_m

[c] = c_1 . . c_m .

Ekkor

‖s[y] − [c]‖^2 = r∑ j=1 |s_j y_j − c_j |^2 + m∑ j=r+1

|c_j |^2.

Innen y_j = c_j /s_j , ha 1 ≤ j ≤ r, Ćs y_j tetszŞleges, ha r < j ≤ m esetben lesz a bal oldal minimălis. Ezen vektorok kŤzĄl y normăja akkor lesz minimălis, ha r < j ≤ m esetĆn y_j = 0. Innen [x] = q[y] = qs^†[c] = qs^† ~q^′[b], azaz A^† lineăris Ćs [A^†] = qs^† ~q^′. □

* 1.3.45. TĆtel: QR-felbontăs. Legyen a egy m × n-es K-beli elemŰ mătrix, Ćs legyen k a rangja. Ekkor lĆtezik olyan m × k-as q ortogonălis mătrix Ćs k × n-es felsŞ trapĆz mătrix, hogy a = qr.

A bizonyątăs konstruktąv. A tĆtelben szereplŞ felbontăst minimălis QR-felbontăsnak szokăs nevezni. Tovăbbi nulla sorokkal kiegĆszątve r-et Ćs megfelelŞ oszlopokkal kiegĆszątve q-t elĆrhetŞ, hogy a mĆretekben szereplŞ k-ra k = min{m, n} legyen, ezt fogjuk QR-felbontăs alatt Ćrteni. Ha m > n, akkor tovăbb folytatva a kiegĆszątĆst, azt is el- ĆrhetjĄk, hogy a mĆretekben szereplŞ k-ra k = m legyen; ezt a felbontăst maximălis QR-felbontăsnak nevezzĄk.

Bizonyątăs. Legyenek a oszlopai a_1, a_2, . . . , a_n. Hagyjunk el minden olyan vektort ezek kŤzĄl, amely az elŞzŞek lineăris kombinăcićja, majd a maradĆk a_{j1} , a_{j2} , . . . , a_{jk} vektorokat ortonormăljuk. A kapott q_1, q_2, . . . , q_k vektorok legyenek q oszlopai. Ha 1 ≤ j ≤ n Ćs j_ℓ ≤ j < j_{ℓ+1} (ahol j_0 = 0 Ćs j_{k+1} = n + 1), akkor a_j lineărisan kombinălhatć a q_1, . . . , q_ℓ vektorokbćl: a_j =

∑_ℓ

i=1 r_{i,j} q_i. Legyen r_{i,j} = 0, ha ℓ < i ≤ k.

A kapott r = (r_{i,j} ) mătrix felsŞ trapĆz mătrix Ćs nyilvăn a = qr. □

* 1.3.46. MegjegyzĆs. Abban a speciălis esetben, amikor az A : X → Y lineăris operător kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, ahol X Ćs Y vĆges dimenzićs belsŞ szorzat terek, a QR-felbontăs is felhasznălhatć az ‖Ax − b‖^2 → min problĆma megoldăsăra. Vălasztva e_1, . . . , e_n Ćs f_1, . . . , f_m ortonormălt băzisokat (m ≥ n), az a = [A] jelŤlĆssel, ha a = qr az a maximălis QR-felbontăsa, akkor

‖Ax − b‖^2 = ‖ ‖a[x] − [b] ‖ ‖^2 = ‖ ‖qr[x] − [b] ‖ ‖^2 = ‖ ‖r[x] − q^′[b] ‖ ‖^2 = ‖ ‖[y] − [c] ‖ ‖^2,

ahol [y] = r[x] Ćs [c] = q^′[b], mivel q ortogonălis. Legyen

[y] = y_1 . . y_n 0 . . 0

[c] = c_1 . . c_n c_{n+1} . . c_m

.

Ekkor ‖ ‖[y] − [c] ‖ ‖^2 =^n ∑ j=1 |y_j − c_j |^2 + m∑ j=n+1

|c_j |^2.

Innen a minimum ĆrtĆke

∑_m

j=n+1 |cj |

2 Ćs akkor kapjuk, ha y_j = c_j (j = 1, . . . , n). Az r[x] = [y] egyenletrendszer egyĆrtelmŰen (Ćs kŤnnyen) megoldhatć, mert r rangja n, Ćs felsŞ hăromszŤg alakč.

* 1.3.47. Feladat [8]. Legyen h = (h_{i,j} ) a 15 × 15-Ťs Hilbert-mărix, azaz legyen h_{i,j} = 1/(i + j). Szămoljuk ki a csupa 1 koordinătăjč x oszlopmătrixra b = hx ĆrtĆkĆt pontosan, majd oldjuk meg Gauss-eliminăcićval rĆszleges fŞelemkivălasztăssal lebegŞpontosan az egyenletrendszert x-re. Csinăljuk meg ugyanezt h szingulăris ĆrtĆk felbontăsăval, nullăzva a 10^{−10}-nĆl kisebb szingulăris ĆrtĆkeket.

* 1.3.48. Feladat [8]. Legyen a szokăsos băzisban

[A] = 1 0 0 0 0 0 Ćs [b] = 1 2 3 .

Hatărozzuk meg a legkisebb nĆgyzetes Ćrtelemben vett megoldăsok kŤzĄl a legkisebb normăjčt. IsmĆteljĄk meg ugyanezt, a măsodik sor măsodik elemĆt 10^{−12}-re cserĆlve.

∘* 1.3.49. Tyihonov-regularizăcić. Legyenek X Ćs Y vĆges dimenzićs belsŞ szorzat terek, A : X → Y lineăris operător. Az

‖Ax − b‖^2 = α, ‖x‖^2 → min, ahol α = min_{x∈X} ‖Ax − b‖^2

problĆma helyett adott C > 0 konstanssal tekintsĄk a

‖A_δx − b_δ‖^2 + δ‖T x‖^2 → min

problĆmăt, ahol δ > 0, ‖b − b_δ‖ ≤ δ, ‖A − A_δ‖ ≤ δ, ‖P b − P_δ b_δ‖ ≤ Cδ Ćs T a Tyihonovoperător, leggyakrabban T = I_X ; itt P a im(A)-ra, P_δ pedig im(A_δ )-ra valć merŞleges vetątĆs operătora. Ennek a problĆmănak a megoldăsa sokszor sokkal jobban viselkedik (Ćs megmutathatć, hogy ha T = I_X , akkor δ → 0 esetĆn tart az elsŞ problĆma megoldăsăhoz). Az eljărăst Tyihonov-regularizăcićnak nevezzĄk.

∘* 1.3.50. Feladat [7]. Ha a szokăsos băzisban

[A] = ( 1 1 0 c ) , [b] = ( a a ) , ahol a, c valćs paramĆterek, szămątsuk ki a Tyihonov-regularizăcićval kapott problĆma x_δ megoldăsăt, ha C = 1, T = I_X , A_δ = A Ćs b_δ = b. Vizsgăljuk a lim_{δ→0} x_δ hatărĆrtĆket.