(A − λI)e_{i,pi −1} = 0 Ćs (A − λI)e_{i,j} = e_{i,j+1}, ha j < p_i − 1, ągy csak azt kell megmutatnunk, hogy generătorrendszert alkotnak. TegyĄk fel, hogy (A − λI)^r x = 0. Ekkor x a λ-hoz tartozć ăltalănosątott sajătvektor, ągy az eddig bizonyątottak szerint feląrhatć x = ∑_k i=1 ∑_{pi−1} j=0 α_{i,j} e_{i,j} alakban. MindkĆt oldalra alkalmazva (A − λI)^r -et azt kapjuk, hogy (A − λI)^r x = 0 =

∑_k i=1 ∑_{pi−r−1} j=0 α_{i,j} e_{i,j+r} . Az itt szereplŞ α_{i,j} egyĄtthatćknak a lineăris fĄggetlensĆg miatt nullănak kell lenni, ami igazolja az ăllątăst. □

* 1.2.93. KŤvetkezmĆny. Ha K = C, akkor van Jordan-băzis, amelyben A mătrixa Jordan-normălalakč. □

1.3. BelsŞ szorzat

1.3.1. Norma. Legyen X lineăris tĆr K felett. Egy x → ‖x‖ lekĆpezĆsĆt X-nek R-be normănak, az (X, ‖ ‖) părt pedig normălt tĆrnek nevezzĄk K felett, ha (1) ‖x‖ ≥ 0 minden x ∈ X-re Ćs ‖x‖ = 0 pontosan akkor, ha x = 0; (2) ‖αx‖ = |α|‖x‖ minden x ∈ X-re Ćs α ∈ K-ra (abszolčtĆrtĆk-homogenităs); (3) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ minden x, y ∈ X-re (hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg).

MegjegyezzĄk, hogy ‖ ‖ helyett az | | jelŤlĆs is szokăsos. Normălt tĆr bărmely lineăris altere is normălt tĆr. Egy x ∈ X elemet normăltnak nevezĄnk, ha ‖x‖ = 1. A normălt terek izomor˛zmusai de˛nącić szerint a lineăris Ćs normatartć bijekcićk. Bărmely X vĆges dimenzićs normălt tĆr izomorf valamely alkalmas normăval ellătott K^n tĆrrel: Ha az X tĆr n-dimenzićs, akkor tudjuk, hogy lĆtezik egy φ : X → K^n lineăris izomor˛zmus. Legyen ‖ ‖φ(x) ‖ ‖ := ‖x‖, ha x ∈ X. Ezzel a normăval (Kn, ‖ ‖) normălt tĆr, az elŞbbi φ pedig normatartć lineăris bijekcić.

1.3.2. PĆldăk. A K^n tĆr normălt tĆr a

‖x‖_1 = n∑ j=1 |x_j | illetve ‖x‖_∞ = max_{1≤j≤n} |x_j |,

ha x = (x_1, x_2, . . . , x_n) normăkkal.

A jelŤlĆs onnan ered, hogy akărmilyen 1 ≤ p < ∞ valćs szămra az

x → ‖x‖_p =

(^n∑ j=1 |x_j |^p

)_{1/p}

lekĆpezĆs norma K^n-en (ez az čgynevezett p-norma): a t → t^p lekĆpezĆs konvexsĆge miatt ( u u + v z + v u + v w )_p ≤ u u + v z^p + v u + v w^p,

62 1. Lineăris algebra

ha u, v, z, w ≥ 0, u + v > 0; az u = ‖x‖_p, v = ‖y‖_p, z = |x_j |/‖x‖_p, w = |y_j |/‖y‖_p helyettesątĆs utăn j-re Ťsszegezve azt kapjuk, hogy 1 ( ‖x‖_p + ‖y‖_p

)_p n∑ j=1 ( |x_j | + |y_j |

)_p ≤ 1,

amibŞl adćdik a hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg, a tŤbbi feltĆtel teljesĄlĆse pedig triviălis. A ‖ ‖_1 a p = 1 speciălis eset, ‖ ‖_∞-t pedig a p → ∞ hatărĆrtĆk adja.

1.3.3. BelsŞ szorzat. Ha X lineăris tĆr K felett Ćs adott egy (x, y) → ⟨x, y⟩ lekĆpezĆse X × X-nek K-ba čgy, hogy minden x, y, z ∈ X-re Ćs α ∈ K-ra (1) ⟨x + y, z⟩ = ⟨x, z⟩ + ⟨y, z⟩ (additivităs); (2) ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ (homogenităs); (3) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (Hermite-szimmetria); (4) ⟨x, x⟩ > 0, ha x ≠ 0 (pozitąv de˛nitsĆg);

akkor X-et belsŞ szorzat tĆrnek nevezzĄk K felett. Az x Ćs y elemek ⟨x, y⟩ belsŞ szorzatănak vagy skalărszorzatănak jelŤlĆsĆre az (x, y), (x|y), ⟨x|y⟩, x · y, xy Ćs x • y jelŤlĆsek is szokăsosak. A belsŞ szorzat terek izomor˛zmusai de˛nącić szerint a lineăris Ćs belsŞ szorzat tartć bijekcićk.

(3)-bćl bărmely x ∈ X-re ⟨x, x⟩ = ⟨x, x⟩, tehăt ⟨x, x⟩ valćs. (1)-bŞl Ćs (3)-bćl

⟨x, y + z⟩ = ⟨y + z, x⟩ = ⟨y, x⟩ + ⟨z, y⟩ = ⟨x, y⟩ + ⟨x, z⟩,

ągy a belsŞ szorzăs additąv a măsodik văltozćban is, Ćs

⟨x, αy⟩ = ⟨αy, x⟩ = α⟨y, x⟩ = α⟨x, y⟩,

ągy a măsodik văltozćbćl K = C esetĆn nem a skalăr, hanem a skalăr konjugăltja emelhetŞ ki. MegjegyezzĄk, hogy a ˛zikăban a măsodik văltozćban valć linearităst szokăs feltenni, ekkor az elsŞ văltozćbćl emelhetŞ ki a skalăr konjugăltja. (2)-bŞl ⟨0, x⟩ = 0 = ⟨x, 0⟩ minden x ∈ X-re. TermĆszetesen a konjugălăsnak csak a K = C esetben van jelentŞsĆge; a valćs esetben (3) egyszerŰen a szimmetriăt jelenti, Ćs a belsŞ szorzăs szimmetrikus bilineăris forma, amelyhez tartozć kvadratikus forma (4) szerint pozitąv de˛nit.

1.3.4. TĆtel. Ha X belsŞ szorzat tĆr K felett, akkor az x elem normăjăt a ‖x‖ = ⟨x, x⟩^{1/2} ŤsszefĄggĆssel de˛niălva (1) | ⟨x, y⟩ | ≤ ‖x‖‖y‖ minden x, y ∈ X-re

(Cauchy{Schwarz{Bunyakovszkij-egyenlŞtlensĆg), Ćs X normălt tĆr.

Bizonyątăs. Az x = 0 = y eset triviălis. Ha pĆldăul y ≠ 0, akkor minden α ∈ K-ra

0 ≤ ‖x − αy‖^2 = ‖x‖^2 − α⟨x, y⟩ − α⟨y, x⟩ + |α|^2‖y‖^2, amibŞl α = ⟨x, y⟩/‖y‖^2 vălasztăssal

0 ≤ ‖x‖^2 − | ⟨x, y⟩ |_2 ‖y‖^2 ,

tehăt adćdik (1). EbbŞl

‖x + y‖^2 = ‖x‖^2 + ⟨x, y⟩ + ⟨y, x⟩ + ‖y‖^2

= ‖x‖^2 + 2ℜ⟨x, y⟩ + ‖y‖^2 ≤ ‖x‖^2 + 2‖x‖‖y‖ + ‖y‖^2 = ( ‖x‖ + ‖y‖

)_2 , amibŞl adćdik a hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg. A tŤbbi norma tulajdonsăg triviălis. □

1.3.5. PĆlda. Legyen ⟨x, y⟩ =

∑_n j=1 x_j y_j , ha x, y ∈ K^n, x = (x_1, x_2, . . . , x_n), y = (y_1, y_2, . . . , y_n). KŤnnyŰ lătni, hogy ągy egy belsŞ szorzatot kapunk, amelyet K^n szokăsos belsŞ szorzatănak nevezĄnk. A belŞle adćdć norma az elŞzŞ pĆldăban a p = 2 esetnek felel meg.

1.3.6. MegjegyzĆs. EgyszerŰ szămolăssal adćdik, hogy egy X belsŞ szorzat tĆrben teljesĄl az

‖x + y‖^2 + ‖x − y‖^2 = 2‖x‖^2 + 2‖y‖^2, ha x, y ∈ X

paralelogramma-azonossăg. Mivel n > 1 Ćs p ≠ 2 esetĆn ez az azonossăg nem teljesĄl K^nen a ‖ ‖_p normăra, az nem szărmazhat belsŞ szorzatbćl. Megmutathatć, hogy egy norma pontosan akkor szărmazik belsŞ szorzatbćl, ha teljesĄl ră a paralelogramma-azonossăg.

1.3.7. SzŤgek, euklidĆszi tĆr, unitĆr tĆr. Valćs belsŞ szorzat tĆrben kĆt nem nulla vektor ăltal bezăr szŤg alatt azt az egyetlen 0 ≤ α ≤ π szŤget ĆrtjĄk, amelyre ⟨x, y⟩ = ‖x‖‖y‖ cos α. A vĆges dimenzićs valćs belsŞ szorzat tereket euklideszi tereknek, a vĆges dimenzićs komplex belsŞ szorzat tereket pedig unitĆr tereknek is szokăs nevezni. (Vannak, akik az unitĆr tereket, sŞt, a vĆgtelen dimenzićs belsŞ szorzat tereket is euklideszi tĆrnek nevezik.)

1.3.8. De˛nącić. Legyen X belsŞ szorzat tĆr. Ha x, y ∈ X, Ćs ⟨x, y⟩ = 0, akkor azt mondjuk, hogy x Ćs y merŞlegesek vagy ortogonălisak. JelŤlĆse: x ⊥ y. Az M, N ⊂ X halmazokat ortogonălisaknak nevezzĄk, ha x ⊥ y minden x ∈ M, y ∈ N-re. JelŤlĆse: M ⊥ N. Egy M ⊂ X halmaz ortogonălis komplementerĆn az X Ťsszes olyan elemeinek halmazăt ĆrtjĄk, amelyek ortogonălisak M minden elemĆre. JelŤlĆse: M^⊥. VegyĄk Ćszre, hogy bărmely halmaz ortogonălis komplementere altĆr. Egy x_i, i ∈ I rendszert ortogonălis rendszernek nevezĄnk, ha bărmely kĆt kĄlŤnbŤzŞ eleme egymăsra ortogonălis, azaz ha i, j ∈ I, i ≠ j, akkor x_i ⊥ x_j . Ha egy ortogonălis rendszer minden eleme normălt, akkor ortonormălt rendszerrŞl beszĆlĄnk. Az x ∈ X elemnek az x_i, i ∈ I ortonormălt rendszerre vonatkozć Fourier-egyĄtthatćin az ⟨x, x_i⟩, i ∈ I szămokat ĆrtjĄk.