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Eloszo

Ez a jegyzet az ELTE-n tartott Véges testek illetve Véges testek alkalmazasokhoz cimii targy
anyagat tartalmazza. A targy szerepel a mesterképzésben, valamint a doktori képzésben is. Mivel vannak
hallgatok, akik mindkét képzés keretében hallgatjak a targyat, €s azonos tananyagot nem lehet kétszer
»elszdmolni”, ezért a jegyzet két félév anyagat tartalmazza. A két félév anyaga nem kiiloniil el egymas-
tol, igy az oktatd dontheti el, hogy mely részeket gondolja az alapképzésben elmondani, és melyeket
hagy a doktori kurzus idejére. Azt azonban figyelembe kell venni, hogy a hallgatok talnyomo tobbsége
csupan a regularis képzes keretében foglalkozik a témaval, valamint azt is, hogy a targy elméleti alapot
ad az Algebrai kodolaselmélet cimii targyhoz (elvileg a Rejtjelezéshez is, am az kotelez6 targy, mig a
Véges testek egy valaszthaté modul része).

Tekintettel arra, hogy a targy mind a regularis, mind a doktori képzés keretében heti két (tan)ora-
ban, egy félév sordn keriil eldadasra, az anyag ehhez a sziikre szabott idokerethez igazodik, igy is az
ennyi id6 alatt elmondhat6 ismeretek mennyiségének fels6 hatarat stirolva, esetleg ezt a korlatot kissé
at is 1épve. Eppen erre valé tekintettel sziikséges megjegyezni, hogy bizonyos részek a tényleges el6adas
¢és szadmonkérés soran tobbé vagy kevésbé tomdrithetdek, beldliik egyes részek kihagyhatéak vagy csu-
pan érintdlegesen keriilhetnek szoba. Ez fiigghet az el6adé izIésétdl, a targyat hallgatok dsszetételétol
¢s ,,eloéletétdl”, a targyban tanultakra esetleg tamaszkodo tovabbi targyaktol, az adott félév tényleges
hosszatol, és még mas koriilményektdl is.

Mirdl szol a targy és ez a jegyzet? A cimiik szerint a véges testekrél. A cim ilyen forman egy
teljes, lezart témat igér a hallgatonak illetve olvasonak. A valosag ezzel szemben Iényegesen szegénye-
sebb. A mar emlitett idokorlatot figyelembe véve nem vallalkozhattunk mdsra, és a valdsag is az, hogy
csupan az emlitett témakor egy kis, bar viszonylag jol koriilhatarolhato részével foglalkozzunk. Amirdl
sz0 lesz, az 1ényegében véve a véges testekkel kapcsolatos azon részeket tartalmazza, amelyek az Al-
gebrai kodolaselmélet illetve Rejtjelezés cimii targyakhoz sziikségesek. Az ezen tilmutatd anyagrésze-
ket els6sorban a doktori képzésben célszeri felhasznalni.

Az anyag megértéséhez sziikség van algebrai ismeretekre. Ez altalanos algebrai ismereteket (cso-
portokkal, gytiriikkel, testekkel, polinomokkal kapcsolatos fogalmakat) jelent, jelenti azonban azt is,
hogy tamaszkodik az altalaban sokkal kisebb részben oktatott véges testek bizonyos foku ismeretére. A
biztonsag kedvéért a sziikséges testelméleti ismereteket roviden dsszefoglaljuk a jegyzet elején.

A téma irant mélyebben érdekl6do olvasd az irodalomjegyzékben emlitett konyvekbdl szerezhet
tovabbi ismereteket, éppen ezért nem csak olyan kdnyveket soroltunk ott fel, amelyek szorosan kapcso-
lodnak az altalunk kifejtett részletekhez.

Végiil néhany jeldlésrdl szolunk. Ebben a jegyzetben N* a pozitiv egész szdmokat jeloli, és N
jeloli a nemnegativ egész szamokat. Egy polinomot példaul f-fel, és nem f(x)-szel jel6liink, megfele-
16en annak, hogy a polinom egy formalis kifejezés, amelyet az egyiitthatoi hataroznak meg. Az f poli-
nomhoz tartozé polinomfiiggvény jele f. A matrixokat és vektorokat félkovér betii jeloli, a halmazokat
dolt nagybett, és egy strukturat a hozza tartoz6 halmaztol a betii tipusa kiilonbozteti meg, példaul az A
halmazra épitett struktura jele A. A g-elemii test jele ebben a jegyzetben .
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1. Bevezetés

Ebben a fejezetben 6sszefoglaljuk azokat az ismereteket, amelyek sziikségesek a késobbiek meg-
értéséhez. Mivel az itt elmondottakrol feltételezziik, hogy nem 1j dolgok az olvaso szamadra, ezért bizo-
nyitast csak olyan esetben adunk, amikor az vagy tanulsagos a késobbi fejezetekre nézve, vagy kevésbé
ismert allitasrol van szo.

1.1. Definicio

Legyen A egy halmaz és n egy nemnegativ egész szam. Ekkor f: A™ — A n-valtozés miivelet A-

n. A nullavaltozés miiveletet konstans miiveletnek is nevezziik. Egy A = (4, F,) rendezett par egy A

feletti algebrai struktura, ha F; A feletti miiveletek egy halmaza. A az elébbi algebrai strukttra alap-
halmaza.

A

Algebrai strukttra helyett roviden algebrat vagy struktirat, alaphalmaz helyett tartéhalmazt is
mondunk.

A definiciobdl latszik, hogy minden miivelet véges valtozos leképezés, am a miiveletek szama
nem korlatozott, F4 barmilyen szamossagl halmaz lehet.

Igen fontos fogalom a részstruktura, a generatum valamint a homomorfizmus.

1.2. Definicio

Legyen A = (A,F,), B = (B, Fp) és C = (C, F;) algebrai struktira, D € A és f € F, egy n-val-
tozos miivelet. Ekkor

e D zart f-re nézve, ha f(a) € D, valahanyszor a € D™;

e a D-n értelmezett n-valtozos g miivelet az f D-re valé megszoritasa, ha minden a € D"-re
g(a) = f(a);

e B az A részstruktiraja, jelolésben B < A, ha B C A, és létezik F4-nak Fg-re valo olyan ¢
bijekcioja, hogy minden f € F4-ra ¢(f) az f B-re valé megszoritasa;

e B az A D altal generalt részstruktiraja, vagy D az A B részstruktirajanak generator-
rendszere, ha B az A legsziikebb olyan részstruktaraja, amely tartalmazza D-t;

e ¢:A - C A-nak C-be valé6 homomorfizmusa vagy miivelettarto leképezése, ha van olyan
@m: F4 = F¢ bijekcio, hogy ha f; € F, n-valtozos miivelet, akkor ¢,, (f4) = f¢ IS n-valtozos,
¢és barmely a € A™-re fc((p”(a)) = qo(fA(a)); ha ¢ sziirjektiv, akkor a homomorfizmus
epimorfizmus, ha injektiv, akkor monomorfizmus, és ha bijekcio, akkor izomorfizmus, to-
vabba ha A = C, akkor a homomorfizmust endomorfizmusnak, az izomorfizmust automorf-
izmusnak mondjuk.

A

Nyilvan tetszéleges struktira 6nmaganak részstruktiraja, ez a struktara (egyetlen) nem valodi
részstruktiraja, minden mas részstruktara valédi részstruktara.

Nem nehéz ellendrizni, hogy egy struktura részstrukturainak barmely metszete zart a struktura
minden miiveletére nézve, igy a miiveleteket megszoritva a metszetre, ismét részstruktarat kapunk, a
legbdvebb olyan részstrukturat, amely a metszet minden tagjanak része.

Ha ¢ az A-nak C-be vald homomorfizmusa, akkor A képe az F, miiveleteire nézve zart, és Im(¢)
a miveleteknek erre a képre vald megszoritasaval részstrukturaja C-nek. Amennyiben ¢ monomorf-
izmus, akkor minden képelemet azonosithatunk a képével, vagyis A-t beagyazzuk C-be.
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Tetsz8leges @: A — C leképezésnél Ker(¢) = {(u,v) € A%|p(u) = @ (v)}, a leképezés magja,
ekvivalencia-relacio A-n, és ha ¢ homomorfizmus és f, az A n-valtozos miivelete, akkor minden olyan
esetben, amikor minden i-re (a;, b;) € Ker(¢), egyben (f4(a), f4(b)) is eleme Ker(¢p)-nek, vagyis ha
az argumentumokat veliik ekvivalens elemekkel helyettesitjiik, akkor a miivelet eredménye is ekviva-
lens a korabbi eredménnyel. Altalaban az A struktiira alaphalmazan értelmezett p homogén binér rela-
cio kompatibilis az f, miivelettel, ha f,(a)pf,(b), valahanyszor ap™b, és p kompatibilis A-val, ha
A minden miveletével kompatibilis. Amennyiben az el6bbi kompatibilis relacio ekvivalencia-relacio,
akkor kongruencia-relacio, vagy egyszeriien kongruencia. Az ekvivalencia osztalyainak halmaza az
A p szerinti faktorhalmaza, amelyet A/p jelol. Kongruencia esetén a faktorhalmazon az f,-nak meg-
felelé miiveletet definial az f, /,(a) = f4(a) szabaly, ahol @ az a altal reprezentalt osztaly. Az ezekkel
a miveletekkel ellatott struktra az A p szerinti A /p faktorstrukturaja.

1.3. Tetel

Legyen p kongruencia-relacio az A = (A4, F,) struktaran. Ekkor az a — a kanonikus sziirjekcioé
az A A/p-ra valo epimorfizmusa. Amennyiben ¢: A — C homomorfizmus, akkor Ker(¢) kongruen-
cia-relacio A-n és A/Ker(p) = Im(¢p), tovabba ¢ = ki, ahol : a — a a kanonikus sziirjekcid és
k:a ~ @(a) monomorfizmus.

A

Az A struktira |A| rendje az A elemeinek szama, ha ez véges, kiilonben a rend végtelen.
Most visszatériink a miiveletekhez.

Nullavaltozos miivelet a halmaz egy elemének, egy konstansnak a kijelolése, és altalaban a mii-
veletet és a miivelet eredményét azonos jel jeloli. A konstans tobbnyire a struktira egy specialis tulaj-
donsagu eleme. Ilyen példaul a valos szamok halmazaban a 0 az 6sszeadassal vagy az 1 a szorzassal.

Egyvaltozos miivelet a halmaz 6nmagaba valo leképezése. Egy ilyen f miveletet involutérikus-
nak vagy involiciénak mondunk, ha 2 = id,, ahol id, az A halmaz 6nmagara valé identikus leképe-
zgse, vagyis az a leképezés, amely minden elemnek 6nmagat felelteti meg. Egyvaltozos miiveletre példa
a valds szamok esetén az ellentett képzése, vagyis az a miivelet, amely minden szdmhoz a —1-szeresét
rendeli, vagy a komplex szamok halmazan a konjugalas, vagy egy linearis téren egy rogzitett skalarral
vald szorzas. Az elébbi ketté involicio, az utobbi csak akkor, ha a skalar az egységelem vagy annak az
ellentettje. Az egyvaltozos miiveletet tobbféleképpen is jeloljiik: szokasos a kitevds irdsmod, példaul
a~1 a pozitiv valés szamok szorzassal vett halmazan, a prefix irdsmod, amikor a miivelet jele megeldzi
az operandust, mint példaul az egész szamok halmaza az 6sszeadassal (—a) vagy rogzitett skalarral valo
szorzas egy linedris térben (3a), vagy valamilyen kiegészito jel az operandus fol6tt vagy mellett, amire
jO példa a konjugalas a feliilhuzassal.

A leggyakoribb miivelettipus a kétvaltozds, vagy masként a binér miivelet, amelyet altalaban
infix irasmoddal adunk meg, vagyis tigy, hogy a miiveleti jelet a két operandus kozé irjuk (példaul 3 +
5). A szokasos infix a + jel, valamint a -, és ez utobbit sokszor nem is jeloljiik. Az elébbi jelolés esetén
a miveletet osszeadasnak, a masik esetben szorzasnak, magat a strukturat gyakran additiv illetve
multiplikativ struktiranak mondjuk az el6bbi sorrendben. Multiplikacio esetén a miiveletben résztvevo
elemek a szorzas tényezdi, €s az eredmény a Szorzatuk, mig az 6sszeadasnak tagjai vannak, és az ered-
mény a tagok dsszege.

Kétvaltozos miiveletet természetesen csak két operandussal hajthatunk végre, am maguk az ope-
randusok is lehetnek ugyanezen kétvaltozds miivelet eredményei, vagyis a miiveleteket tetszoleges, de
véges mélységben egymasba agyazhatjuk. Ekkor zardjelezéssel kell kijeldlni, hogy a miiveleteket mi-
lyen sorrendben kell végrehajtani. Legyen A egy multiplikativ struktira. A mivelet asszociativ, ha
barmely a, b és c A-beli elem esetén (ab)c = a(bc). Ekkor igaz az altalanos asszociativitas torvénye,
amely szerint tobb elem szorzata nem fligg a szorzasok végrehajtasdnak sorrendjétdl (nem az elemek,
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hanem a szorzasok sorrendjérdl van szd!), igy a zarojelezést el is hagyhatjuk. Ilyen értelemben beszé-
liink n-tényezds szorzatrdl, és ennek specialis eseteként az egytényezds szorzatrol, amely valojaban
nem egy szorzat, csupan a struktira egy eleme.

Ha két elem szorzata nem fiigg a két elem sorrendjétdl, vagyis ab = ba, akkor a két elem felcse-
rélhetd, és ha barmely elempar felcserélhet6, akkor a szorzas, illetve a struktira kommutativ. Ameny-
nyiben a szorzds asszociativ, és egy tobbtényezdés szorzatban barmely két tényezé felcserélhetd, akkor
a szorzat nem fligg a benne résztvevo tényezok sorrendjétdl, vagyis egy egyszerre asszociativ €s kom-
mutativ struktiraban egy szorzat nem fiigg a benne megadott tényezok €s a szorzasok sorrendjétdl. A
szokésok szerint csak akkor irunk egy miiveletet additivként, ha a miivelet asszociativ és kommutativ.

Az A valamely a eleme

¢ balrol regularis, ha barmely b € A-hoz legfeljebb egy olyan u € A 1étezik, hogy a - u = b és
regularis, ha mindkét oldalrol regularis; maga a struktara balrol regularis illetve regularis, ha
minden eleme balrol regularis illetve regularis;

e jobbrdl invertalhato, ha minden b € A-hoz van olyan u € A, hogy a - u = b, és invertal-
hato6, ha mindkét oldalrol invertalhatd; maga a struktura jobbrél invertalhatd illetve invertal-
hat6, ha minden eleme jobbrol invertalhato illetve invertalhato;

¢ bal oldali egységelem, haminden b € A-raa - b = b, és egységelem, ha egyszerre bal és jobb
oldali egységelem; a struktira egységelemes, ha van egységeleme;

¢ bal oldali zéruselem, ha minden b € A-ra a - b = a, és zéruselem, ha egyszerre bal és jobb
oldali zéruselem; a struktara zéruselemes, ha van zéruseleme;

o bal oldali inverze b € A-nak, ha a struktura egységelemes az e egységelemmel, és a - b = e,
tovabba a inverze b-nek, ha egyidejiileg bal és jobb oldali inverze.

Természetesen a fentiekben értelemszertien allhat bal oldali helyett jobb oldali is.

A definici6 alapjan, ha b az a bal oldali inverze, akkor a a b jobb oldali inverze és forditva.

Additiv struktira esetén (bal oldali) egységelem helyett (bal oldali) nullelemet, (bal oldali) in-
verz helyett (bal oldali) ellentettet is szokas mondani. Gyakori, és elvileg jobb elnevezés, ha egység-
elem helyett semleges elemet vagy neutralis elemet mondunk, illetve adott esetben hasonld megneve-
zést hasznalunk a bal oldali hasonl6 esetben. Felhivjuk a figyelmet a zéruselem és a nullelem kozotti
kiilonbségre. Egy binér miivelet esetén lehetséges, hogy nincs bal oldali egységelem, lehet, hogy pon-
tosan egy ilyen elem van, lehetséges egynél tobb, de véges szamu bal oldali egységelem, végtelen A
esetén lehet végtelen sok bal oldali egységelem, végiil mind véges, mind végtelen A esetén lehetséges,
hogy A minden eleme bal oldali egységelem. Am, ha létezik mind bal, mind jobb oldali egységelem,
akkor ezek sziikségszerlien azonosak, vagyis ekkor ez egységelem, és ekkor pontosan egy egységelem
van, tehat, ha van egységelem, akkor egyetlen egységelem van és ekkor nincs mas bal vagy jobb oldali
egységelem. Az el6bbiek értelemszeriien igazak a bal oldali zéruselemre és zéruselemre.

Az a elem inverzét — amennyiben létezik — altaldban a1, ellentettjét —a jeldli. Megint az igaz,
hogy egy elemnek Iehet, hogy nincs bal oldali inverze, lehet, hogy egy, vagy egynél tobb, de véges sok,
vagy végtelen sok bal oldali inverze van, és lehet, hogy a halmaz minden eleme bal oldali inverze. Az
is lehetséges, hogy van bal oldali és jobb oldali inverze, amelyek nem egyenldek, és az is lehetséges,
hogy mindkét oldalrol tobb kiilonboz6 inverze van. Ha azonban a szorzds asszociativ, és van a-nak
mind bal oldali, mind jobb oldali inverze, akkor ez a két elem azonos, tehat inverze a-nak, és ekkor a-
nak ezen kiviil nem lehet sem bal oldali, sem jobb oldali inverze, és igy az inverz, ha 1étezik, egyértelmd.

Ha egy asszociativ szorzasnak van egységeleme, akkor értelmezziik a nullatényezés szorzatot
vagy iires szorzatot is, amely definicidszeriien a struktira egységelemével egyenld, illetve additiv mii-
velet esetén az iires osszeget, amelyet a nullelemmel azonositunk.

Asszociativ miivelet esetén kiillon neve van az olyan miiveletnek, amelyben az operandusok azo-
nosak: az olyan n-tényezds szorzat, ahol n egy pozitiv egész szam, és amelynek minden tényezdje a, az
a n-edik hatvanya, és a jele a™, ahol a a (hatvany) alap(ja), n a (hatvany) kitevé(je), és a™ a hatvany.
Amennyiben a szorzas egységelemes, akkor a korabbiak szerint értelmezziik az lires szorzatot, amelynek
0 szamu tényez8je van, ennek megfeleléen a’ = e, ha e jeldli az egységelemet. Asszociativ szorzas
esetén, ha két elemnek van inverze, akkor a szorzatuknak is van, és (ab)™! = b~1a~1 (vagyis nem a
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megszokott formaban teljesiil az egyenléség, kivéve, ha a és b felcserélhetd). Végiil, ha a-nak van in-
verze (ekkor biztosan van egységelem), akkor definialjuk a negativ egész kitevOs hatvanyat is ugy, hogy
han < 0, akkor a™ = (@ ™)~ ! (ez az elem létezik, mert a zardjelben 4ll6 szorzat minden elemének
létezik inverze, és a szorzat megegyezO elemei felcserélhetoek). A hatvanyra teljesiil a megszokott
a™m = gMa" és (@™)" = a™ = (a™)™ egyenldség, de (ab)™ = a™b™ 4ltalaban nem (de nyilvan
teljesiil, ha a és b felcserélhetd). Az eldbbiek értelemszeriien atirhatdak additiv irdsmod esetén, ekkor
a™ helyett na-t irunk (ez altalaban nem egy szorzat, hanem egy olyan Osszeg, amelynek minden tagja
a, és az 0sszegnek n tagja van, illetve negativ n esetén egy —n-tagl 6sszeg ellentettje!), €s most n neve
egyiitthaté.

Konnyt ellenérizni, hogy

e a akkor és csak akkor balrdl regularis, ha ab = ac-bél kovetkezik b = c, ekkor a-val balrol
egyszeriisithetiink (illetve additiv irasmod esetén a-t balrol torolhetjiik);

bal oldali egységelem balrol regularis;

bal oldali zéruselem csak akkor balrol regularis, ha A-nak csak egy eleme van;

ha a miivelet egységelemes, és a jobbrol invertalhatd, akkor a-nak van jobb oldali inverze;
bal oldali egységelem jobbrol invertalhato;

bal oldali zéruselem csak akkor invertalhato jobbrol, ha A-nak csak egy eleme van;

véges A esetén a pontosan akkor balrol regularis, ha jobbrol invertalhato;

A masodik és harmadik tulajdonsag alapjan, ha A-nak legalabb két eleme van, akkor egy elem
nem lehet egyszerre bal oldali zéruselem és bal oldali neutralis elem.

Ha a miivelet asszociativ, akkor még

a-val felcserélhetd elemek szorzata is felcserélhetd a-val;

balrol regularis elemek szorzata is balrol regularis;

ha a-nak van bal oldali inverze, akkor a balrdl regularis;

ha a balrdl regularis, és létezik jobb oldali inverze, akkor ez is balrdl regularis;
jobbrdl invertalhat6 elemek szorzata jobbrol invertalhato;

ha a-nak van jobb oldali inverze, akkor jobbrol invertalhato;

ha a jobbrol invertalhatd, és van bal oldali inverze, akkor ez is jobbrol invertalhato.

Emlitiink még néhany tovabbi tulajdonsagot, feltéve, hogy a miivelet asszociativ:

e ha van balrol regularis elem, és valamelyikiikh6z, mondjuk a-hoz olyan e, amellyel a = ae,
akkor e bal oldali egységelem: tetszéleges u-val au = (ae)u = a(eu), és innen u = eu;

e ha e bal oldali egységelem, és van jobbrol regularis elem, akkor e egységelem: barmely a
elemmel a = ea, igy, ha a jobbrol regularis, akkor az el6z6 ponthoz hasonléan e jobb oldali
egységelem, tehat egységelem;

e ha a jobbrol regularis, és van bal oldali inverze, akkor van inverze, és ekkor a regularis és
invertalhato: ha a bal oldali inverze a’, akkor ea = ae = a(a’'a) = (aa')a, tehataa’ = e, igy
a' jobb oldali inverz, és ekkor a jobbrdl invertalhatd, ha pedig van bal oldali inverz, akkor
balrdl regularis és invertalhato a;

e ha c = ab jobbrdl regularis, akkor a jobbrol regularis: ua = va-bol uc = u(ab) = (ua)b =
(va)b = v(ab) = vc, ésigy u = v;

e ha ¢ = ab balrol invertalhat6, akkor b balrdl invertalhat6: ha v = uc = u(ab) = (ua)b, ak-
kor ua megoldasa a v = xb egyenletnek.

Az n-valtozoés f miivelet esetén a idempotens, vagy f megérzi a-t, ha f(a,...,a) = a, és a
miivelet idempotens, ha a halmaz minden eleme idempotens a miiveletre. Egyszeriien lathaté, hogy egy
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binér miiveletre nézve bal oldali egységelem és bal oldali zéruselem mindig idempotens, €s asszociativ
miivelet esetén egy balrdl reguléris elem csak akkor idempotens, ha bal oldali egységelem.

Igen fontosak az asszociativ binér miiveletek.

1.4. Definicio

A = (4;) grupoid, ha A nem {ires és - binér miivelet. A grupoid félcsoport, ha - asszociativ, és

a félcsoport csoport, ha egységelemes, és minden elemnek van inverze. Kommutativ csoport neve Abel-
csoport.

A

Félcsoportot leggyakrabban S-sel (semigroup), mig csoportot G-vel (group), Abel-csoportot A-
val jeloliink, és ekkor a miivelet altalaban az 6sszeadas.

1.5. Tetel

Az alabbi allitasok ekvivalensek:

e § félcsoport, amelyben van olyan e, bal oldali egységelem és minden a-elemhez olyan a,
elem, amellyel apa = ep;

e G csoport;

e ( félcsoport, és G minden eleme regularis és invertalhato;

e ( félcsoport, és G minden eleme invertalhato.

crer

Az egyetlen elem altal generalt csoport a ciklikus csoport, ennek elemei a generatorelem hatva-
nyai. Ha egy ciklikus csoport rendje n, akkor a csoport elemei a generatorelem n-nél kisebb nemnegativ
egész kitevés hatvanyai. Ekkor a™ = e, feltéve, hogy a generatorelem a, és n a legkisebb olyan k pozitiv
egész kitevd, amellyel a® = e. Csoport esetén definialjuk a g elem |g| (vagy o(g)) rendjét, ami az
elem altal generalt ciklikus részcsoport rendje. Ez lehet végtelen, ekkor a ciklikus csoport elemei a ge-
neratorelem egész kitevds hatvanyai, és két hatvany akkor €s csak akkor egyenld, ha a kitevok azonosak,
és lehet véges. Ha a generalt részcsoport véges, akkor a részcsoport rendje az elébbiek szerint egyben a
legkisebb pozitiv egész kitevd, amelyre emelve az elemet, az egységelemet kapjuk. Az elem rendjét
ezzel a tulajdonsaggal is definialhatjuk, azzal a kiegészitéssel, hogy a rend végtelen, ha az elem egyetlen
pozitiv egész kitevés hatvanya sem azonos a csoport egységelemével.

Konnyen be lehet latni, hogy ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Csoport részstrukturdja a részcsoport. Maga G, valamint a csak az egységelembdl al16 részhalmaz
részcsoport, ezek a csoport trivialis részcsoportjai, és (ha 1étezik,) a tobbi részcsoport a csoport nem
trivialis részcsoportja. Legyen G csoport, és legyen @ # H € G. Ekkor H' < G pontosan akkor teljesiil,
ha HH™1 < H (illetve additiv miivelet esetén ha H — H € H), ahol H~! a H elemeinek inverzeibdl allo
halmaz. (Altalaban, ha A a G csoport tartdhalmazanak nem iires részcsoportja, akkor A a G egy komp-
lexusa, és az A és B komplexus ebben a sorrendben vett AB szorzata az A-beli a és B-beli b elemek
szorzatanak halmaza. Amennyiben A-nak egyetlen eleme van, akkor {a}B helyett réviden aB-t irunk.)
Ha H < G, akkor G barmely a és b eleme esetén egyértelmii, hogy a~1h eleme-e H-nak, vagyis ez egy
binér relacido G-n. A relacié reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, igy osztilyoz. Az a-val reprezentalt
osztaly aH, a G H szerinti, a-val reprezentalt bal oldali mellékosztalya, és hasonloan definialjuk a
jobb oldali mellékosztalyokat is. aH szamossaga azonos H szamossagaval, és aH — Ha™! egy bijekcid
az ugyanazon részcsoport szerinti bal oldali és jobb oldali mellékosztalyok halmaza kézott. Mindezek
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alapjan definialjuk a 7 részcsoport (G-beli) |G: H'| indexét, mint a G # szerinti bal oldali mellékosz-
talyai halmazanak szdmossagat. Véges csoportok egy fontos tulajdonsdgat mondja ki a Lagrange-tétel,
amely szerint véges csoport részcsoportja rendjének és indexének szorzata a csoport rendje, vagyis |G| =
|F]1G: F], és igy a részcsoport rendje és indexe osztdja a csoport rendjének. Fontos kovetkezmény,
hogy véges csoportban minden elem rendje osztdja a csoport rendjének (amib6l példaul kovetkezik,
hogy primszamrendii csoport ciklikus, amelynek nincs nem trividlis részcsoportja), és ha a csoport
rendje n, akkor g™ = e a csoport minden g elemére.

A G csoport egy H részcsoportja szerinti osztalyozas akkor és csak akkor kompatibilis a csoport
miiveletével, ha a G minden a elemével aH = Ha. Ez a feltétel sok mas alakban is megfogalmazhato,
az egyik ilyen ekvivalens feltétel, hogy minden G-beli a-val aHa™! € H. Az ilyen tulajdonsag rész-
csoport egy normalis részcsoport, normalosztd, invarians részcsoport illetve invarians oszté. Mivel
normalis részcsoport esetén a részcsoport szerinti osztalyozas kompatibilis a csoport miiveletével, ezért
a normalis részcsoport szerinti osztalyok az osztalyokon a reprezentansok altal meghatdrozott szorzéassal
egy faktorstrukturat, a faktorcsoportot definialjak. Ennek rendje a részcsoport indexe.

Ha ¢ a G félcsoportnak a T grupoidba valé miivelettarto leképezése, és H = Im(¢), akkor H-ban
a T'-beli miivelet asszociativ, tehat H félcsoport ezzel a miivelettel. Ha G csoport az e egységelemmel,
akkor e képe a kép egységeleme, inverz képe a kép inverze, igy csoport homomorf képe csoport. Ekkor
a leképezés magjaban az e-t tartalmazo osztaly G egy V' normalis részcsoportja, és egy-egy osztaly egy
N szerinti mellékosztaly, vagyis ekkor a leképezés magjat egyértelmiien meghatarozza N. Csoportok
esetén igy definialjuk a leképezés magjat, és ekkor G/N = H'.

Fontos csoportot alkotnak a modulo m maradékosztalyok az 6sszeadassal, illetve a redukalt ma-
radékosztalyok a szorzassal (az 6sszes maradékosztaly a szorzassal félcsoportot alkot). A maradékosz-
talyokon a miiveleteket a reprezentansokkal definialjuk. Tekintettel arra, hogy az egész szamok halma-
zan értelmezett modulo m kongruencia ekvivalencia-relacié Z-n, és ez mind az 6sszeadassal, mind a
szorzassal kompatibilis, igy a reprezentansokkal valé definicié valoban binér miiveleteket eredményez.
A 1étrejott két struktra (Z,,; +) és (Zn,;+). A definicio alapjan barmely a és b egész szam esetén a =
b (m) pontosan akkor igaz, ha @ =b, a+b =c(m),haa+b =¢, és ab=c (m), haab = ¢ (ez
utobbi nem csak a redukalt maradékosztalyok esetén igaz). Ez azt jelenti, hogy a kongruenciardl mindig
attérhetiink a reprezentansokkal megadott osztalyok egyenldségére és forditva.

Ha S egységelemes félcsoport, akkor az invertalhat6 elemei a félcsoport egy részcsoportjat alkot-
jak: a halmaz tartalmazza az egységelemet, tehat nem iires, €s invertalhatd elemek szorzata, valamint
invettalhatd elem inverze is invertalhatd. Az S egységelemes félcsoport ezen részcsoportja a félcsoport
egységcsoportja, elemei a félcsoport egységei. Csoportban nyilvan minden elem egység.

1.6. Tetel
Legyen (G;-) csoport, g a csoport n-edrendii eleme, és e a csoport egységeleme. Ekkor

a) tetszéleges u € Z-re g* = e akkor és csak akkor, ha n|u;
b) barmely u és v egész szamra g* = g" akkor és csak akkor, ha u = v (n);
c) n >k € N-re a g* elemek paronként kiilonbozoek, és minden m egész szamhoz van olyan
egyértelmilen meghatarozott n > j € N, hogy g™ = g/;
n
d) lg™ = —;

(mn)’

e) g™ =gl © (m,n) =1, és ekkor tetszbleges k egész szamra |(gk)m| =|g";

f) ha G véges csoport, akkor n| |Gl;
g) tetszéleges U és v egész szamra |g“’||(1g*],19"1).

Bizonyitas:

10
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a) Han|u, akkor u = rn egy r egész szammal, és ekkor g* = g™ = (g")" = e” = e. Forditva,
legyen g% =e. Hau =rn+s, ahol n > s € N, akkor e = g% = g"™*s = (g™)"g® = g°. Mivel n a
legkisebb pozitiv egész, amely kitevés hatvanya g-nek az egységelem, ezért s nem lehet pozitiv egész
szam, igy s = 0, de akkor u = rn, azaz n|u.

b) g* = gV-bdl g""% = g° = e, ésigy a) alapjan n|v — u, azaz u = v (n).

€) Hai ésj olyan egész szamok, hogy 0 < i < j < n,akkor 0 < j —i < n,igy, han|j — i, akkor
i = j, amibdl kovetkezik az 4llitas elsd fele. Az allitas masodik része egyszerii kovetkezménye annak,
hogy barmely u egész szdmra 0 < umod n = u (n), és u mod n egyértelmiien meghatarozott.

d) e= (gm)l = g™ akkor és csak akkor igaz az | egész szamra, ha n|ml, ami viszont pontosan

akkor teljestil, ha | l . A legkisebb ilyen pozitiv egész —— tehat ez lesz g™ rendje.

(m

e) Az elobbl pont alapjan |g™| = mL) és ez pontosan akkor egyenld n-nel, ha a nevezé 1. Az

allitas masodik fele pedig kovetkezik abbol, hogy ha (m,n) = 1, akkor (km,n) = (k,n).

f) Ezkovetkezik a Lagrange-tételbol.

g) Legyena g%, g¥ és g*¥ elemek rendje az elébbi sorrendben r, s és t. EKkor (g¥)° = e, igy
e=ce* = ((g")5* = g% = (g*’)%, tehat t|s. Hasonldan kapjuk a t|r oszthatdsagot, amibdl kovet-
kezik, hogy t osztoja r és s legnagyobb kdzos osztdjanak.

|

Z,, az Osszeadassal csoport, a szorzéssal félcsoport, és a redukalt maradékosztalyok az utdbbi
félcsoportban csoportot alkotnak, igy a korabbiakkal dsszhangban van az alabbi definicio.

1.7. Definicio

o, (0) = min{k € N*|ki = 0 (m)} az i additiv és 0, (i) = minfk € N*|i¥ = 1 (m)} - ha léte-
zik — az i (multiplikativ) rendje modulo m, ahol m € N* ési € Z.

A
Az el6bbi tételt alkalmazva kapjuk a kovetkezd eredményeket.
1.8. Tetel
Minden m € Nt és i € Z esetén létezik és egyértelmii 0%, (i), tovabba o}, (i) = %
A
1.9. Kévetkezmény
Legyen m természetes szam, i, j és k egész szamok. Ekkor
o ji=ki(m) e j=k(ofh®);
o ji=0(m) e on (D)
e o} ()|m, és o}, (i) = m akkor és csak akkor, ha (i, m) = 1;
o 0 (k)| (om (k), 07, (1));
e pontosan akkor lesz minden u € Z-vel o}, (ku) = o, (u), ha (k,m) = 1.
A

A multiplikativ tulajdonsaggal kapcsolatban az alabbi megallapitas tehetd.

11
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1.10. Tétel
Akkor és csak akkor létezik n modulo m rendje, ha (m,n) = 1. Ekkor a j és k nemnegativ
egészre nJ = n* (m) pontosan akkor igaz, ha j = k (0, (n)) (speciélisan n' = 1 (m) pontosan akkor
teljesiil, ha o,, (n) osztdja i-nek), végiil o,,(n)|p(m).
A

Az elso allitas azért igaz, mert ha m €s n nem relativ primek, akkor n barmely pozitiv egész
kitevOs hatvanyanak van 1-n¢l nagyobb kozds osztdja m-mel, de akkor a hozza relativ prim eggyel
kisebb szdm nem lehet oszthatd m-mel, igy az n egyetlen pozitiv egész kitevds hatvanya sem lehet
kongruens 1-gyel modulo m, mig ha n relativ prim m-hez, akkor az Euler-Fermat tétel szerint n®™ =
1 (m).

Szamelméletbdl ismeretes az 6sszegzési fliggvény és ennek megforditdsa. Most ezt altalanositjuk.
Emlékeztet6iil, n € N*-ra a Moebius-fiiggvény értéke az n pontban 0, ha n-nek van primnégyzet osz-
toja, és az ellenkezd esetben (—1)", ahol r az n primtényezdinek szama.

1.11. Tetel

Legyen S a G = (G; +) kommutativ csoport részfélcsoportja. Ha f az N*-t S-be képezi, akkor
F(n) = Sapn f(d) egy F:N* = S fiigavény, és Rqpn u(d)F (5) = f(n) = Bqpnit (5) F(d) a G mive-
leteivel. Forditva, az N*-t S-be képez6 F fiiggvényre deu( )F(d) =f(n) = deu(d)F( ) egy

F:N* - G fiiggvény, és F(n) = Y4, f (d) a G-beli mitvelettel.
A

Bizonyitas:

f(d) minden d € N*-ra S-beli, és mivel S félcsoport az 6sszeadéssal, ezért F(n) is eleme S-nek.
A kifejezés minden természetes szamra értelmezett, tovabba az S-beli miivelet egyértelmd, igy valoban
fiiggvényt definial az dsszeg, egy olyan fiiggvényt, amely N*-t képezi S-be.

Legyend|n € N* és% = m. Ekkor d = %, és Yam u(dF (Z) de/,t( )F(d) hiszen kiilon-
b6z d-hez kiilonboz6 m tartozik, tovabba

zy(g)m_z 2 2. T@ )= ) £@)) o | =,

d|n d'|d d'|n t|
dl

ugyanis a Moebius-fiiggvényt egy adott n pozitiv egész szam osztdin kiszamitva és ezeket az értékeket
Osszeadva, az Gsszeg akkor és csak akkor kiilonbozik 0-t6l, ha n = 1, és ekkor az Gsszeg értéke 1, ez
pedig esetiinkben pontosan akkor teljesiil, ha d’ = n.

Az ellenkez6 irany esetén azt, hogy f a természetes szamokat G-be képez6 fliggvény, hasonldan

lathatjuk be, mint az elébb F-r6l, hogy N*-t képezi S-be, migha f(n) = Y g, u ( ) F(d), akkor

Dr@=> > u(F)F@y|= > [ F@) ) u@ |=Fm,

d|n dln \d'|d d'|n d|£,
d

azaz F-bol indulva, f-en keresztiil visszajutunk F-hez.
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1.12. Kiegészités
Legyen S a G = (G;) kommutativ csoport részfélcsoportja. Ha f az NT-t S-be képezi, akkor

g e 4 u(2) @O
F(n) = Tan £ (@) egy FiN* > § fiigavény, s () = Man(F@)"@ = [ (F (3)) 2 g-bel

O\ A (@ u(ﬂ)
szorzassal, mig F:N* - S esetén f(n) = [Igpn (F (E)) <= [an(F(@))"\ ) egy F:N* -G
fiiggvény, és F(n) = [}, f (d) a G miiveletével.

A

Ez az el6z0 tételbdl kaphatd, 6sszeadas helyett szorzast, egyiitthatd helyett kitevot irva.

1.13. Megjegyzés

Az el6z6 kiegészités megfeleld része szerintaz u = [[ gpn F (g) ésv=][] qn F (g) jelo-
u(d)=1 u(d)=-1

1éssel az S barmely ilyen u és v elemére a vx = u egyenletnek van S-ben megoldasa (és ekkor §
regularitasa miatt csupan egy megoldasa), és ez éppen f(n), és hasonlé a helyzet az additiv esetben is,
ha a produktumjelet szummajelre cseréljiik, és vx = u helyett v + x = u-t irunk. Ha R gyiirti, akkor
additiv csoportjaban az additiv alak érvényes, €és ha R kommutativ, és f a gyiirii regularis elemeinek
félcsoportjaba képez, akkor a multiplikativ alak is alkalmazhato, hiszen ekkor R beagyazhatd olyan
gyliriibe, amelyben a reguléris elemeknek van inverziik.

A

1.14. Definicio

1.11.-ben és 1.12.-ben F az f osszegzési illetve szorzatfiiggvénye, és f az F (additiv illetve
multiplikativ) Moebius-transzformaltja. Az F — f hozzarendelés a megforditasi képlet.
A

A kétmiiveletes struktarak koziil kiilondsen fontosak a gyiiriik, amelyeket leggyakrabban R-rel
jeloliink (ring). A gytiri ,,prototipusa” az egész szamok halmaza az dsszeadassal és a szorzassal. A két
miiveletet 5sszekoti a disztributivitas. Altalaban is igaz, hogy tobb miivelet esetén csak akkor kapunk
az egy-egy miivelethez kapcsolodo tulajdonsagokon tuli 1 eredményeket, ha valami dsszekapcsolja az
egyes milveleteket. Vagyis nincs értelme olyan strukturakat vizsgalni, ahol a miiveletek halmaza egynél
tobb osztalyra bonthato ugy, hogy az egyes osztalyok miiveletei kozott semmi Gsszefiiggés sincs.

1.15. Definicio

R = (R; +,7) gytrl, ha (R; +) Abel-csoport, (R;-) félcsoport, és a szorzas mindkét oldalrol disz-
tributiv az 6sszeadasra nézve, azaz a(b + c) = ab + ac és (b + c¢)a = ba + ca a gy{rl tetsz6leges a,
b és c elemeire.

A

A disztributivitas két feltétele kommutativ szorzas esetén nyilvan egybeesik, am ha a szorzas nem
kommutativ, akkor az egyik teljesiilhet anélkiil, hogy a masik is igaz lenne a gylr(i barmely elemhar-
masara. Gylrliben az dsszeadas semleges eleme, a nulla, amit altalaban 0 jelol, egyben zéruseleme a
szorzasnak, vagyis a gylr(i minden r elemével 0 - r = 0 = r - 0 (amennyiben csak az egyik oldali disz-
tributivitas teljesiil, akkor az utobbi egyenldségek koziil csak az egyik igaz, mégpedig bal oldali disztri-

butivitas esetén 0 jobb oldali zéruselem, és forditva!). A disztributivitas altalaban is igaz egy gytiriiben,
azaz [, 7%, 0t = Bje [T @, ahol j = (jy, ..., jm), és minden i-re n; > j; € N*. A disztributi-
vitas alapjan (mr)s = m(rs) = r(ms) és m(nr) = (mn)r = n(mr), ahol r és s a gylirli elemei és m,
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n egész szamok, és ebbdl példaul (mr)(ns) = (mn)(rs) = (nr)(ms), vagyis szorzatban az egyiittha-
tok kiemelhetdek és bevihetdek barmely tényezd melldl illetve mellé.

A gytirt mindkét miiveletre zart, nem iires részhalmaza a gy(r(i részgyiirije. A csoporthoz ha-
sonloan definialjuk a valédi és nem valédi, a trivialis és nem trivialis részgytiriiket.

Konnyen lathato, hogy barmely additiv Abel-csoportra épithetd gytirii ugy, hogy barmely két
elem szorzatat az additiv csoport neutralis elemével azonositjuk. Ez a gyiirii a zérégyiiri (van olyan
additiv Abel-csoport, amelyre nem is lehet mas gy(ir(it épiteni). Amennyiben a zérogytrinek egyetlen
eleme van, akkor ez csak a nullelem lehet, és ekkor a gytiriit nullgyiiriinek hivjuk.

A gytirtiben a nullaval valé szorzas eredménye a nulla, &m egy szorzat akkor is lehet nulla, ha
egyik tényez6 sem nulla. Az ilyen elemparokat nullosztoparoknak hivjuk, és a bal oldali tényezé bal
oldali nulloszté, mig a masik egy jobb oldali nulloszt6. Egy nem nulla elemmel akkor és csak akkor
lehet balrol egyszertisiteni, ha nem bal oldali nullosztd, vagyis a balrél regularis elemek pontosan a nem
nulla, balrél nem nulloszt6 elemek. Balrdl reguldris elemek szorzata balrdl regularis, és ha egy elemnek
van jobb oldali inverze, akkor ez a jobb oldali inverz balrél regularis. Az is konnyen belathato, hogy ha
egy elemnek van bal oldali inverze, akkor ez az elem balrol regularis.

Egy gylri nullosztémentes, ha nincs benne bal oldali nulloszt6 (és akkor jobb oldali sincs).
Nullosztomentes gylirii minden részgytrije is nullosztomentes a definicié alapjan.

Amennyiben a gyiiriibeli szorzas kommutativ, akkor a gyiiri kommutativ gyiiri, ha van R mul-
tiplikativ félcsoportjaban egységelem, akkor R egységelemes gyiirii. Kommutativ gy(irii minden rész-
gylurtje is kommutativ, ami azonnal kdvetkezik a definiciobol, am egységelemesség szempontjabol mas
a helyzet. Nem nehéz példat talalni arra, hogy egy gylri és részgylirlije egyszerre lehet egységelemes
azonos vagy akar kiillonb6z0 egységelemmel, lehet, hogy kett6jiik koziil barmelyikben, de csak az egyik-
ben van egységelem, végiil az is lehetséges, hogy egyikben sincs egységelem.

Gyliriikre igen fontos példak az egész szamok, a racionalis, a valos és a komplex szamok halmaza
a szokasos 0sszeadassal és szorzassal, illetve tetszéleges, 1-nél nagyobb pozitiv egész m-re a modulo m
maradékosztalyok halmaza az osztalyokra a reprezentansokkal definialt miiveletekkel. Ezek mindegyike
kommutativ és egységelemes, Z, Q, R és C nullosztomentes, am Z, akkor és csak akkor
nullosztomentes, ha m felbonthatatlan, azaz ha primszam.

1.16. Definicio

A legalabb kételemii, kommutativ, nullosztomentes gytirli integritasi tartomany. Ha egy gytri
nem nulla elemei a szorzassal csoportot alkotnak, akkor ferdetest, és ez test, ha a szorzas kommutativ.
A

Z tehat integritasi tartomany, Q, R és C test, és Z,, pontosan akkor test, amikor m primszam.
Ferdetestet alkotnak példaul a kvaterniok.

Nem mindig kotik ki, hogy integritasi tartomanynak legyen legalabb két eleme. A testet altalaban
K -val, néha F-fel jeloljik (Korper illetve field). A definicio alapjan ferdetestnek, és igy testnek is, leg-
alabb két eleme van, és nullosztdmentes, igy egy test mindig integritasi tartomany (de forditva nem igaz,
amire példa az egyik legfontosabb integritasi tartomany, az egész szamok gytirije).

Nullosztomentes gytriikben a nem nulla elemek additiv rendje, vagyis az additiv csoportbeli
rendje azonos, €s ha ez a kozds érték nem végtelen, akkor primszam. Ez alkalmat ad az ilyen gytriikben
egy 1j fogalom bevezetésére.

1.17. Definicio

Legyen R egy legalabb kételemii, nullosztomentes gytirii. Ha a gyliri nem nulla elemeinek additiv
rendje a p primszam, akkor a gyiiri karakterisztikaja p, kiilonben 0.
A
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1. Bevezetés

A definiciobol kovetkezik, hogy nullosztomentes gytirii legalabb kételemii részgytiriijének karak-
terisztikaja azonos a teljes gytlirti karakterisztikajaval.

Félcsoport, és igy csoport és gylirii esetén is fontosak a minden elemmel felcserélhet6 elemek.

1.18. Definicio

Az § félcsoport centruma C = {s € S|V (u € S): su = us}. Csoport centruma a csoport mint
félcsoport centruma, mig gyiiri centruma a gyiiri multiplikativ félcsoportjanak centruma.
A

1.19. Tetel

Félcsoport centruma zart a félcsoport miiveletére. Egységelem és zéruselem — ha 1étezik — mindig
eleme a centrumnak. Csoport centruma a félcsoport-miivelet megszoritasaval normalis részcsoport, mig
gylrli centruma a gytirimtiveletek megszoritasaval részgytlrt.

A

Bizonyitas:

a) Hau és v eleme C-nek, akkor (uv)s = u(vs) = u(sv) = (us)v = (su)v = s(uv) a félcso-
port tetszOleges s elemével, ami mutatja C miiveleti zartsagat.

b) Ha e egységelem és z zéruselem a félcsoportban, akkor es = s = se és zs = z = sz a félcso-
port barmely s elemével, vagyis e és z eleme a centrumnak.

C) b) szerint csoport illetve gylirli centruma nem {ires, igy a) alapjan a miivelet (gytiri esetén a
szorzas) megszoritasaval C részfélcsoport. Ha S csoport, akkor u-nak van inverze, és us =
su-bol su™t =u"ls, igy u"l € C, C részcsoport. Ezen til még sus™! = (su)s™! =
(us)s™! = u(ss™1) = ue = u, tehat sCs~! = C, C normalis részcsoport S-ben. Gyiirii esetén
(u—v)s=us—vs=su—sv=s(u—v) az S valamennyi s elemével, tehat u — v is a
centrumban van, igy C mind a szorzasra, mind a kivonasra zart, ennélfogva a miiveletek C-re
vald megszoritasaval részgylri.

0

Ahogy egész szamokbol megkonstrualhat6 a racionalis szdmok teste, ugyanigy lehet egy integri-
tasi tartomanyt testbe dgyazni. Ennél altalanosabb, ha az R gytiriit olyan § gylriibe dgyazzuk be, ahol
R minden regularis centrumelemének van inverze. A legsziikebb ilyen gytiriit a kovetkez6képpen kap-
juk. Legyen M az R regularis centrumelemeinek halmaza, és legyen T = R X M. Tekintsiik az
(r1,mq) @ (rz, my) = (my + rymy,mymy) és (1, my)  (rz, my) = (111, mym,)  szabalyokat
(konnyt észrevenni, hogy ezek éppen a racionalis szamok 6sszeadasanak és szorzasanak szabalyai). Ha
p olyan, hogy (r;, m;)p(ry, m,) & (rym, = r,m,), akkor p ekvivalencia-relaciot definial T-n, amely-
ben minden m € M-re az (m, m) elemek egy osztalyban vannak. Kevés szamolassal belathato, hogy p
kompatibilis mindkét mivelettel, igy tekinthetjiik a megfeleld faktorstrukturat. Ez a struktira gytrd,
amelyben e = (m, m) egységelem. r » (rm, m) monomorfizmus, igy az (rm, m) elemek azonositha-
toak R elemeivel, R beagyazhaté a kapott gyiiriibe. A tovabbiakban a gyiirii miiveleteit a szokasos mo-
don jeloljik, és (rm,m) helyett r-et irunk. Most m-(m/,mm’) = (mm/,m’)-(m’,mm’) =

(mm’z, mm’z) = (m, m) = e, vagyis az eredeti gylirit minden regularis centrumelemének van inverze
a faktorgyfirliben. Ha az m ezen inverzét m~1-gyel jeloljiik (ez 4ltalaban nem eleme az eredeti gytirti-
nek!), akkor (r,m) = rm~? alakban irhat6 az 4j gytirii barmely eleme. Azt is konnyii belatni, hogy m
és m~1 az 0 gyliri minden elemével felcserélhetd, vagyis eleme a bévebb gylirli centrumanak. Belat-
hatd, hogy minden olyan gy(irti, amely tartalmaz az R-rel izomorf részgyrit, és amelyben az R regu-
laris centrumelemeinek megfelel6 elemeknek van inverze, sziikség szerint tartalmaz az el6bb megkonst-
rualt gytiriivel izomorf részgytrit is.
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Véges testek

Amennyiben R integritasi tartomany, akkor minden nem nulla eleme regularis centrumelem, igy
az el6bb konstrudlt gytirtiben az R valamennyi nem nulla elemének van inverze, és a szorzds kommu-
tativ, tehat testet kapunk, vagyis integritasi tartomany mindig bedgyazhato testbe.

Gyliriiben a normalis részcsoportnak megfeleld részstruktira az ideal. Az R egy nem iires I rész-
halmaza bal oldali ideal az R gy{iriben, hal — 1 S I és RI < I (vagyis a bal oldali ideal egyben rész-
gyurt, de ez forditva altalaban nem igaz). Hasonl6an definidljuk a jobb oldali idealt, és az egyszerre
bal és jobb oldali ideal az idedl. A gylirii egy részhalmaza altal generalt (bal oldali) ideél a gytirti leg-
szlikebb, a megadott halmazt tartalmazo6 (bal oldali) idealja. Az egyetlen elem altal generalt (bal oldali)
ideal (bal oldali) féideal. Egységelemes gyiiriiben a bal oldali foideal a generalo elemnek a gytirii 6sszes
elemével balrol vett szorzata, és ha a gyiiri kommutativ, akkor ez az adott elem altal generalt féideal.
Ideal mint a gyliri additiv csoportjanak részcsoportja normalis részcsoport, hiszen az additiv csoport
kommutativ, és igy minden bal oldali mellékosztaly egyben jobb oldali is ugyanazon reprezentanssal,
igy az idedl osztdlyoz. Ez az osztalyozas kompatibilis a gyliri mindkét miiveletével. Az ideal szerinti
mellékosztalyokat szokas maradékosztalyoknak nevezni, és az idedl szerinti faktorgyiiriit maradék-
osztaly-gyiiriinek. Ha r a gy(ir(i egy eleme, akkor az r altal reprezentalt maradékosztaly az r + I halmaz.
A csak a 0-t tartalmaz6 halmaz valamint a teljes gytirii ideal, a gyiri trivialis idealjai, a tobbi ideal a
nem trivialis ideal. A gyliri nem valodi ideal, minden mas idedl valédi ideal.

Egy ideal maximalis, ha valodi idedl, és a gytrii egyetlen valodi idealjanak sem valodi része.

1.20. Tetel

Egységelemes kommutativ gytiri maximalis idedlja szerinti maradékosztaly-gytiri test.
A

A gylrii-homomorfizmusra hasonlé tételek érvényesek, mint a csoportoknal. Most is igaz, hogy
gyuriit 6sszeg- €s szorzattartd6 modon leképezve olyan kétmiiveletes strukturdba, amely kiilon-kiilon
mindkét miiveletre nézve grupoid, akkor a képe gylir(i, azon elemek, amelyek képe a képhalmaz null-
eleme, idealt alkotnak, ez a leképezés magja, és pontosan azon elemek képe lesz azonos, amelyek az
ideal szerinti azonos maradékosztalyban vannak. Minden elemet leképezve az 6t tartalmazo osztalyra,
egy epimorfizmust kapunk, és minden osztalynak megfeleltetve az osztily egy reprezentansanak képét,
egy monomorfizmust kapunk. Ennek a két leképezésnek a szorzata megegyezik az eredeti leképezéssel,
tovabba a mag szerinti maradékosztaly-gylirii izomorf lesz a képstruktaraval.

Mint ahogyan az egész szamok mint specialis gyiir{i esetén, ugy altalaban is, gylirik vizsgalatanal
az egyik legfontosabb teriilet az oszthatosag kérdése.

1.21. Definicio

Az R gyurti u eleme w € R bal (jobb) oldali osztéja, ha w = uv (w = vu), ahol v € R, és u
0sztoja w-nek, ha egyszerre bal és jobb oldali osztdja. Ha u bal oldali osztdja w-nek, akkor w az u jobb
oldali tobbszorose. A bal oldali tobbszoros €s a tobbszoros definicidja hasonlo.

A

Az alabbi tulajdonsagok elég természetesek:

e a 0-nak minden elem osztdja, és a 0 csak Gnmaganak bal oldali osztdja;

e hawu minden n > i € N-re bal oldali oszt6ja w;-nek, akkor ¥ H(w;r; + m;w;)-nek is bal ol-
dali osztoja, ahol az r;-k a gyliri elemei, mig az m;-k egész szamok;

e Dbal oldali egységelem (ha létezik) minden elemnek bal oldali osztdja.

A masodik tulajdonsagbol kovetkezik, hogy ha u bal oldali osztdja v-nek, és v bal oldali osztdja
w-nek, akkor u bal oldali osztdja w-nek (az oszthatdsag tranzitiv). Amennyiben a gyliriiben van jobb
oldali egységelem, akkor a balrdl vald oszthatosag reflexiv. Most tegyiik fel, hogy r balrdl osztdja s-
nek, mig ez utdbbi bal oldali osztoja r-nek. Ekkor s = ru és r = sv, és r és s jobbrol asszocialt, amit
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r~;s jelol. Ha a két elem balrdl is asszocidlt, akkor asszocialt, jeldlésben r~s. Amennyiben a balrol
oszthato b-vel, akkor a minden jobb oldali asszocialtja oszthaté b barmely jobb oldali asszocialtjaval,
hiszen ekkor a = bt,a’ = au ésb = b'v,ahol a’ az a és b’ a b egy jobb oldali asszocialtja, és igy a’ =
au = (bt)u = b(tu) = (b'v)(tu) = b'(vtu) = b't’. A definici6 alapjan a jobb oldali asszocialtsag
szimmetrikus, és konnyen igazolhato, hogy tranzitiv is. Ha még deklaraljuk, hogy minden elem 6nmaga
jobb oldali asszocialtja, akkor a jobb oldali asszocialtsag ekvivalencia-relacio a gytrii alaphalmazan.

Ha egy gyiiriiben van egy s balrdl regularis elem, és egy jobbrol regularis r elemhez van olyan &
gytriielem, hogy r = er, akkor € egységelem. Ekkor ugyanis barmely u-val ur = u(er) = (ue)r-bol,
mivel r jobbrol regularis, ur = ue, vagyis € jobb oldali egységelem, és ekkor minden u-val teljesiil az
su = (se)u = s(eu) egyenldség, ahonnan u = eu, hiszen s-sel balrél lehet egyszeriisiteni. Ez azt je-
lenti, hogy € jobb oldali egységelem is, és igy egységelem. Specialis esetként kapjuk, hogy nullosz-
tomentes gyiriiben mar egyetlen r = er (vagy r = re) egyenldségbdl kovetkezik, hogy € egységelem,
har # 0.

1.22. Definicio

A gyliri egy u eleme bal oldali egység a gyliriben, ha a gyliri minden r elemének bal oldali
osztoja, €s egység, ha egyszerre bal és jobb oldali egység.
A

Ha az R nullosztdomentes gytiriben van bal oldali egység, akkor a definicio el6tti bekezdés alapjan
a gyurt egységelemes. Legyen az egységelem e. Most az u bal oldali egység balrdl osztja e-t, tehat
alkalmas u’-vel e = uu’, igy u-nak van jobb oldali inverze, u’. Am u’ bal oldali inverze is u-nak,
ugyaniseu’ = u' =u'e = u'(uu") = (W'u)u’, és R nulloszto-mentessége kovetkeztében u'u = e. Ek-
kor viszont tetszéleges r-rel r = re = r(u'u) = (ru’)u = su, u jobb oldali egység is, vagyis R-ben
minden bal oldali egység egység, €s ha van egység, akkor van egységelem, és minden egységnek van
inverze. Ez forditva, s6t, még altalanosabban is igaz, ha ugyanis egységelemes gytriiben egy u elemnek
van jobb oldali inverze, akkor r = er = (uu')r = u(u'r) = us, u bal oldali egység. Ez azt jelenti, hogy
R-ben éppen az invertalhato elemek az egységek. Az egységelem, ha van, mindig egység, és R-ben az
egységelem 0sztdi egységek, hiszen ezeknek az elemeknek van inverziik, igy igaz az alabbi tétel.

1.23. Tétel

Nullosztémentes gyliriiben akkor és csak akkor van bal oldali egység, ha van egységelem. Ekkor
minden bal oldali egység egység, és az egységek pontosan az invertalhaté elemek, vagyis az egységelem
0SZtO1.

A

A tétel alapjan ferdetest, és igy test minden nem nulla eleme egység, és forditva, ha egy gytiri
minden nem nulla eleme egység, akkor a gytrii ferdetest.

Legyen egy nullosztomentes gytirtiben r és s jobbrol asszocialt. Ekkor r = sués s = rv-bdl se =
s = s(uv), vagyis u és v egymas inverze, ¢és igy egységek. Forditva, legyen r = su, ahol u egység, és
legyen v az inverze. Ekkor s = rv, vagyis r és s kolcsondsen egymas bal oldali oszt6i, tehat jobbrol
asszocialtak. Mindez azt jelenti, hogy nullosztomentes gylrii két eleme pontosan akkor jobbrol asszo-
cialt, ha egyenld, vagy egyik a masiktol csak egy jobb oldali egységtényezdben kiilonbozik.

Az oszthatosag tovabbi vizsgalata soran feltessziik, hogy a gy{irit kommutativ.

1.24. Definicio

Az R gytrli nem iires A részhalmazanak a gyiiri valamely ¢ eleme ko6zos osztéja, ha osztdja A
minden a elemének, és d az A legnagyobb kozos osztoja, ha d az A kozos osztdja, és A minden kdzos
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osztojanak tobbszordse. h az A kozos tobbszorose, ha A minden elemének tobbszorose, és t az A leg-
kisebb kozos tobbszorose, ha kozos tobbszorose A-nak, és osztdja A minden kdzos tobbszordsének.
A

Mivel u akkor és csak akkor osztoja v-nek, ha barmely asszocialtja osztoja v valamennyi asszo-
cialtjanak, ezért a legnagyobb kozos osztd és a legkisebb kdzos tobbszoros legfeljebb csak asszocialt-
saggal tekintve egyértelmil, am ilyen értelemben, ha 1étezik, valoban egyértelmil. Ha ugyanis d; és d,
egyarant legnagyobb koz0s osztdja A-nak, akkor a definici6 alapjan egyrészt d; osztoja d,-nek, mas-
részt ez utobbi osztdja dq-nek, tehat d; ~d,. Hasonlo allitas igaz a legkisebb k6z0s tobbszordsre is. Az
is lathatd, hogy nullosztomentes gy(iriiben legnagyobb kdzos 0szto csak akkor létezhet, ha a gy(irti egy-
ségelemes, hiszen ha egy k6zos 0sztdé minden kdzds osztonak osztoja, akkor Gnmagéanak is osztdja, és
nullosztomentes gytrtiben ilyen feltétel mellett van egységelem.

Ha egy gytiriiben van egységelem, akkor az minden elemnek osztdja, tehat a gyiirii barmely rész-
halmazanak kdzos osztoja. Fontos az az eset, amikor az egységelem egyben a legnagyobb k6zds osztdja
egy halmaznak.

1.25. Definicio

Az R gylirii egy nem iires A részhalmazanak elemei relativ primek, ha legnagyobb k6zos osz-
tojuk az egységelem. Ha A barmely kételemi részhalmazanak elemei relativ primek, akkor A elemei
paronként relativ primek.

A

Az egységek a gyliri minden elemének 0sztoi, és egységelemes gytirtiben minden elem oszt6ja
onmaganak. Masik oldalrél fontosak azok az elemek, amelyeknek a lehetd legkevesebb o0sztdi vannak.
Az eldbbiek szerint ezek az olyan elemek, amelyeknek csak az egységek, valamint a sajat asszocialtjaik
az osztoi. Természetesen ilyen minden egység, ezért ezek most nem érdekesek.

1.26. Definicio

Az R gyiirii egy nem egység r eleme felbonthatatlan R-ben, ha R-beli barmely kéttényezds
szorzat-felirasaban az egyik tényez6 egység. Ellenkez0 esetben, ha r # 0, akkor felbonthaté R-ben.
A
A gyliri egy w elemének a gytiri u eleme valodi osztéja, ha osztdja, és nem asszocialtja w-nek,
ellenkez6 esetben u nem valédi osztéja w-nek. Az u trivialis osztéja w-nek, ha vagy egység, vagy
asszocialtja w-nek, egyébként u a w nem trivialis osztoja. Lathato, hogy r pontosan akkor felbonthato,
ha felirhat6 két valddi osztdjanak szorzataként. Mindezek alapjan a gyiiri egy r eleme ebben a gytiriben
egymast paronként kizaré6 modon vagy a nullelem, vagy egység, vagy felbonthatatlan vagy felbonthato.
Felbonthatatlan helyett irreducibilist, felbonthat6 helyett reducibilist is mondunk.

Oszthat6sag szempontjabol egy tovabbi kdzponti fogalom a primtulajdonsag.

1.27. Definicié

Az R gylirii p eleme primtulajdonsag(, ha valahanyszor osztdja egy R-beli szorzatnak, osztdja
legalabb az egyik tényezonek. A primtulajdonsagli p primelem, vagy réviden prim R-ben, ha nem
nulla és nem egység.

A

A nullelem és az egységek primtulajdonsaguak. Nullosztomentes gytiriiben csak akkor van nul-
1atol kiilonb6zo primtulajdonsdgu elem, ha van egységelem, és ekkor igaz az alabbi tétel.
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1.28. Tétel

Nullosztémentes gytirliben minden primelem felbonthatatlan.
A

A tételben megfogalmazott allitas visszafelé nem igaz, hiszen ha a gytirtiben nincs egységelem,
akkor primelem sem létezhet ebben a gyiiriiben. Ha viszont a gylirti nem nullosztomentes, akkor lehet
benne olyan primelem, amely felbonthato.

Egy gytirti vizsgalatat jelentdsen egyszer(siti, ha minden elem felirhat6 véges sok felbonthatatlan
elem szorzatara, és még kedvezdbb a helyzet, ha ez a felbontas 1ényegében véve egyértelmil. Ezen azt
értjiik, hogy ugyanazon elem két felbontasa legfeljebb csak a tényezok sorrendjében és az §sszetartozo
tényezOparok asszocialtsagaban tér el egymastol.

1.29. Definicio

Az R integritasi tartomany Gauss-gyiirt, vagy egyértelmiien faktorizalhaté gyiiri, ha minden
nem nulla és nem egység eleme lényegében véve egyértelmiien bonthaté fel a gytirtiben felbonthatatlan
elemek szorzatara.

A

Azt mar mondtuk, hogy nullosztémentes gytiriiben egy primelem felbonthatatlan. Gauss-gytiru-
ben ez visszafelé is igaz. Legyen ugyanis f felbonthatatlan az R Gauss-gytriiben, és legyen osztoja uv-
nek, ahol u és v szintén R-beliek. EKkor uv = fw, és ha mind u-t, mind v-t, mind w-t helyettesitjiik a
lényegében véve egyértelmi felbontasukkal, akkor a két oldalon lényegében véve ugyanazon felbont-
hatatlan elemek allnak, legfeljebb mas sorrendben és asszociltan. A jobb oldalon az egyik felbontha-
tatlan tényez6 f, igy annak (pontosabban szolva valamely asszocialtjanak) a bal oldalon is szerepelnie
kell. De ott csak u és v felbonthatatlan tényez6i talalhatoak, igy valamelyikiik, mondjuk u felbontasaban
megtalalhato f egy asszocialtja, ami azt jelenti, hogy u oszthato f-fel.

Ha egy gylrii Gauss-gylri, akkor azt is mondjuk, hogy a gyiiriiben érvényes a szamelmélet
alaptétele, hiszen a nem nulla egész szamok sorrendtdl és eldjeltdl eltekintve egyértelmiien bonthatoak
fel felbonthatatlan egészek szorzatara (vagyis Z Gauss-gyuri, hiszen integritasi tartomany). Mivel a
Gauss-gytirik vizsgalatahoz sokszor elegendd a felbonthatatlan elemek vizsgalata, ezért fontos lehet
tudni gytirtik egy osztalyarol, hogy elemei Gauss-gytriik-e.

1.30. Definicio

Az R integritasi tartomany euklideszi gyiiri, ha 1étezik olyan alulrél korlatos ¢: R* — Z, hogy a
gyliri minden a eleme R-beli tetszéleges, nullatdl kiilonbozé b elemmel felirhatd a = gb + r alakban,
ahol g és r is R elemei, és vagy r = 0, vagy r # 0 és @ (r) < ¢(b).

A

Az euklideszi gyliriiben megadott ¢ fiiggvény az euklideszi norma. Ez nem egyértelmii, példaul
ha g: Z — Z szigoraan monoton ndvé fliggvény, akkor g o ¢:a = g(¢(a)) is euklideszi norma. Mivel
tetszOleges k egész szamra a Z-t onmagaba képezd gi.u = u + k fliggvény szigorian monoton no-
vekvo, igy barmely, a ¢ also korlatjanal nem kisebb r egésszel g,- o ¢ az R gylirii nem nulla elemét N-
be képezi, igy eleve feltehetjiik, hogy az euklideszi norma nemnegativ egész szam. Azt sem nagyon
nehéz belatni, hogy euklideszi gylirithdz mindig lehet talalni olyan euklideszi normat, amelyre még az
is teljesiil, hogy ha a és b a gytrti nem nulla elemei, akkor @(a) < @(ab) (ezt a legtébb esetben eleve
kikotik). Ha ugyanis ¢ tetszdleges euklideszi norma, akkor az R nullatol kiilonb6zo r elemein definialt
p'(r)= gré}?r}{qo(rs)} fliggvény szintén euklideszi normaja a gyiiriinek, amely még a mostani megko-

téssel is rendelkezik.
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Véges testek

1.31. Tetel

Euklideszi gytiri Gauss-gytiri.
A

Nem csak az euklideszi gytiriik Gauss-gytriik. Egy ennél bovebb, az euklideszi gylirtiket valddi
részként tartalmazo osztalya a Gauss-gylriiknek a féidealgyiiriik osztalya. Egy egységelemes integri-
tasi tartomany féidedlgytrli, ha minden idealja generdlhat6 egyetlen elemmel, vagyis valamennyi idedlja
féidedl. Am még ez sem a legtagabb osztilya a Gauss-gytiriiknek, vannak ugyanis olyan Gauss-gytiriik,
amelyek nem féidealgytrik. Ilyenre példat majd a polinomok kérében talalunk.

A késdbbiekben el6fordul, hogy bizonyos allitdsok egységelemes gyliriire vonatkoznak. Gyakran
ez nem jelenti az allitas 1ényeges megszoritasat, mert az alabbi tétel szerint barmely gylirii beagyazhato
egy egységelemes gytriibe.

1.32. Tétel
Legyen R = (R; +,) gylrli és S = R X Z, tovabba az (u,m) € S, (v,n) € S elemekkel legyen
(um)d(,n)=w+v,m+n) é (u,m)®w,n) = (uv + nu+ mv,mn). Ekkor § = (S;D,®)
egységelemes gylirli, amely tartalmaz R-rel izomorf részgytrit.
A

Bizonyitas:

c g ey

az S barmely két, adott sorrendben vett eleméhez S egy egyértelmiien meghatarozott elemét rendeli,
ezért mindkét szabaly binér miiveletet definial az S halmazon. @ kommutativitasa és asszociativitasa
kozvetleniil latszik, mint ahogyan az is, hogy a miivelet semleges eleme a (0,0) par (ahol a par elsé
eleme R nulleleme, mig a masodik elem a 0 egész szam), és (u, m) ellentettje (—u, —m), tehat (S; D)
Abel-csoport.

((u, m)®(v, n))®(w, q) = (uwv + nu + mv,mn)Q(w, q)
= (uvw + nuw + mvw + quv + qnu + gqmv + mnw, mnq)

és
(u, m)®((v, n)®(w, q)) = (u,m)Q@(vw + qv + nw,nq)
= (uvw + quv + nuw + nqu + mvw + mqv + mnw, mnq).

Kozvetlen 6sszehasonlitas mutatja, hogy a tagok sorrendjétdl és az egyiitthatokban a tényezok eseten-
kénti sorrendjétél eltekintve a két jobb oldali kifejezés azonos, igy a @ miivelet is asszociativ, (S; ®)
félcsoport. Teljesiil mindkét oldalrol a disztributivitas is, ugyanis

((w, M®W,n)Qw,q) = (u+v,m+n)®W,q)
=((w+v)w+qu+v) + (m+n)w, (m+n)q)
= ((uw + qu + mw) + (vw + quv + nw), mq + nq)
= (uw + qu + mw, mq)®(vw + qv + nw, nq)
= ((um@Ww, )d((v,N®W, q))

és
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1. Bevezetés

w, P®((u, m)®(v,n)) = W, )@ +v,m +n)
= (w(u +v)+(m+n)w+qu+v),qim+ n))
= ((wu +mw + qu) + (Wv +nw + qv),gm + qn)
= (wu + mw + qu,qm)®(wv + nw + qv, qn)
= (w, 9@, m)d(w, P®(v,n)),

igy belattuk, hogy (S; ®, ®) gytri.

Legyen € = (0,1). Ekkor barmely (u, m) parral e®(u,m) = (u,m) = (u, m)®g, igy € semleges
eleme a ® miiveletnek, a gyliri egységelemes.

Végiil legyen T az (u, 0) parok halmaza. A ¢: u — (u, 0) megfeleltetés nyilvanvaloan bijekcié R
és T kozott. p(u+v) = (u+v,0) =W 0)®w,0) = pW)Bp(v), ¢ tehat osszegtartd. Nézzik a
szorzast. e(uv) = (uv,0) = (uw +0-u+0-v,0:0) = (1,0)Q(v,0) = P(W)Rp(v), igy ¢ a szor-
zasra nézve is mivelettartd, vagyis ¢ homomorf leképezés R-rdl T-re, azaz S-be, tehat T az S mivele-
teinek T-re valdé megszoritasaval az S egy R-rel izomorf részgyirije, igy S egy, az R-rel izomorf rész-
gyurtt tartalmazoé egységelemes gytiri.

|
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2. Formalis hatvanysorok és polinomok

A Bevezetdben nem foglalkoztunk a modulussal, egy algebrai struktiraval, mert az nem mindig
része az alapozoé algebrai oktatasnak. Mivel a tovabbi targyaldsaink ezzel a fogalommal egységesebb
szerkezetliek, ezért ezt most megtessziik. El6tte felidézziik a linearis tereket.

Legyen K = (K; +,") ferdetest és V = (V;P) Abel-csoport. V egy K feletti vektortér vagy K
feletti linearis tér, ha minden a € K-hoz van V-n egy f, egyvaltozos miivelet tigy, hogy ha e a ferdetest
egységeleme, b is K eleme, és u valamint v IV elemei, akkor

1 far() =fa(fb(u));

2. farp(W) = fo(w) @ fr(w);
3. fawu®v) = fo(w) B f,(v);
4. f,(u) = u.

fa(u) helyett altalaban egyszeriien au-t irunk, és a linedris tér O0sszeadasara is a + jelet hasznaljuk. A
ferdetest elemei a skalarok, a V elemei a vektorok, az u — au hozzarendelés a skalarral valo6 szorzas,
pontosabban az u vektornak az a skalarral valé szorzasa, és au az u-nak az a skalarral vett szor-
zata. A vektorokat gyakran u-val vagy u-val jeloljik.

Legyen V K feletti linearis tér, és uq, ..., u, @ V — nem feltétleniil kiilonb6z6 — elemei. Az elGbbi
elemek linearisan osszefiiggéek, vagy masként, linearisan osszefiiggnek, ha vannak olyan, nem csupa
0 K-beli a4, ..., a,, elemek, hogy Y:i-, a;u; = 0(€ V), ellenkezd esetben az u;-k linearisan fiiggetle-
nek. A V egy végtelen részrendszere linearisan fiiggetlen, ha barmely véges részrendszere linearisan
fliggetlen. A tér egy linearisan fiiggetlen rendszere maximalis linearisan fiiggetlen részrendszere V-
nek, ha linearisan fiiggetlen, de barmely elemmel bdvitve mar linearisan dsszefliggd rendszert kapunk.
Nyilvanvald, hogy az egyediil a nullvektort tartalmaz6 rendszer, valamint egy linearisan 6sszefliggd
rendszert tartalmazé részrendszer linearisan Osszefiiggd, mig egy egyetlen, nem nulla vektorbol allo
rendszer linearisan figgetlen. Megmutathato, hogy barmely linearis térben van maximalis linearisan
fiiggetlen rendszer.

Az u = Y-, a;u; vektor az u; vektorok linearis kombinaciéja. A V egy A részrendszere gene-
ratorrendszere aV linearis térnek, ha V barmely eleme el6all A-beli elemek linearis kombinacidjaként.
A minimalis generatorrendszer, ha generalja V-t, de egyetlen valodi részrendszere sem allitja el6 a tér
valamennyi elemét.

Ha A a K feletti V linearis tér egy részrendszere, akkor az alabbi tulajdonsagok ekvivalensek:

1. A maximalis linearisan fiiggetlen rendszer;

2. A minimalis generatorrendszer;

3. A linearisan fiiggetlen és generalja V-t;

4. V minden eleme pontosan egyféleképpen all el6 A-beli elemek linearis kombinacidjaként.

Az elébbi tulajdonsagokbol kdvetkezik, hogy maximalis linearisan fliggetlen rendszer generator-
rendszer és minimalis generatorrendszer linearisan fiiggetlen rendszer. Az a nagyon fontos tulajdonsag
is kovetkezik a fentiekbdl, hogy egy linedris térben vagy minden maximalis linedrisan fiiggetlen rend-
szer végtelen szamossagu, vagy mindegyik véges, és ugyanannyi elemet tartalmaz. Ez a kozos érték a
tér dimenzidja, ¢s barmely maximalis linearisan fiiggetlen rendszer a tér bazisa.

Most egy, a linearis térhez hasonld, annal altalanosabb, azt specialis esetként magaban foglald
algebrai struktarat definialunk.



Véges testek

2.1. Definicio

Legyen M = (M; +) Abel-csoport és R = (R; +,") gylri. M egy R folotti bal oldali modulus,
vagy bal oldali R-modulus, ha

1. minden (p,a) € R X M-hez van egy egyértelmii, p X a -val jelolt M-beli elem;
2. és ha o az R-nek, b az M-nek tovabbi eleme, akkor teljesiilnek az alabbi azonossagok:

a) (po) xa=px(oxa);
b) (p+0o)*xa=(pxa)+ (cXa);
c) px(a+b)=(pxa)+ (pxb).

R elemei a skalarok, x a skalarral valé szorzas, ¢és p X a (a p) skalarral valo6 szorzat.

Jobb oldali R -modulus definicioja hasonlo az értelemszerii modositassal. Ha S is gyirii, M egy-
szerre bal oldali R -modulus a X, és jobb oldali S-modulus a X; miivelettel, és minden R-beli p, § -beli
o és M-beli a-val fennéll a (p X, a) Xj 0 = p X, (a X; a) egyenldség, akkor M -et R - § modulus-
nak, vagy réviden kétoldali modulusnak mondjuk. Az M R folétti bal oldali, jobb oldali valamint az
R és § folotti kétoldali modulust zM-mel, M -sel és M -sel jeldljik.

Ha R egységelemes az € és S az &5 egységelemmel, és ep X, a = a illetve a X; &5 = a, akkor
a bal oldali modulust unitér bal oldali R -modulusnak, a jobb oldali modulust unitér jobb oldali S -
modulusnak, és a kétoldali modulust unitér R - S modulusnak mondjuk.

A K ferdetest feletti unitér bal oldali modulus K feletti vektortér vagy linearis tér. Ha az M
gylirti additiv csoportja K feletti vektortér, és teljesiila p X (a-b) = (p X a) b = a- (p X b) feltétel,
ahol - a gytiribeli szorzas, akkor M egy X feletti algebra, és a vektortér dimenzidja az algebra rangja.

M egy IV részcsoportja illetve részgylirtije (unitér) részmodulus, altér illetve részalgebra, ha
M (unitér) modulus, vektortér vagy algebra, és minden N-beli a-val p X, a € N illetve a X; o € N.

A

Lathato, hogy a modulus a linearis tér fogalmanak ,,gyengitése”, bar majdnem teljesen ugyanazok

a definialo tulajdonsagok. Két fontos eltérés van. Az egyik, hogy lathatéan a ,,szimpla” modulus defini-
ciojaban nem szerepel az egységelemre vonatkozd megkotés. Ez nyilvanvalo, hiszen még azt sem ko-
tottik ki, hogy legyen a gyliriiben egységelem. A masik, esetleg apronak tiind, am igen fontos kovet-
kezményekkel jaré kiilonbség, hogy a modulust tetszdleges gytirii felett, mig a linearis teret specialis
gyurtik, ferdetestek felett definidltuk. Ennek az ,,aprosag”’-nak azonban igen komoly kovetkezményei
vannak. Linearis térben megszoktuk, hogy ha vektorok egy rendszere linearisan 6sszefiiggd, akkor van
a rendszerben 1évo vektorok kozott legalabb egy, amely a tobbinek linearis kombinacidja (és tobbek
kozott ennek a tulajdonsagnak egy kdvetkezménye, hogy a lineérisan fliggetlen maximalis részrendsze-
rek szamossaga azonos). Altalanos modulus esetén azonban ez altalaban nem igaz, hiszen abbol, hogy
L ciu; = 0 a gytirtibdl vett ¢; egyiitthatokkal és modulusbeli u; elemekkel ugy, hogy valamely n >

k € N-re cuy # 0, csak annyi kovetkezik, hogy c,u, = — Yn>ken c;u;, de ha c,-nak nincs bal oldali
izk
inverze, akkor ebbdl u-t nem tudjuk kifejezni.

Az R gytirii bal oldali Z-modulus, barmely bal oldali ideélja bal oldali R modulus, és ha J idealja
R -nek, akkor 7 egy R - R modulus. Algebrara példa a komplex szamok teste a valds szamok teste folott
(2-rangt algebra) vagy a kvaterniok ferdeteste a valos szamok teste f616tt (4-rangt algebra), illetve ismét
a kvaterniok ferdeteste a komplex szamok teste felett (2-rangli algebra), de algebra példaul egy test
folotti n-edrendti négyzetes matrixok gyfirtije, amelynek rangja n?.

A tovabbiakban sokszor alkalmazzuk az alabbi tétel megallapitasait.
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2. Formalis hatvanysorok és polinomok

2.2. Tétel

1. HaT = (T; +,") gytrt, és § < T, akkor M = (T; +) kétoldali S-modulus a T-beli miivele-
tekkel, tovabba

a) ha T egységelemes, és ez az egységelem eleme S-nek, akkor a modulus unitér;

b) ha § ferdetest, és egységeleme egyben T -nek is egységeleme, akkor M S feletti linearis
tér, és ekkor T pontosan akkor algebra § felett, ha S része T centrumanak;

c) ha7 test, és S arészteste, akkor az algebra rangja a bévités foka;

2. ha M bal oldali $®-modulus a x,, skalarral valo szorzassal, R?) gyiiri, o®: R®) - §®)

®)
gR )y = o® (r®) x, u, akkor M

homomorfizmus, és az R®)-beli r®-vel és M-beli u-val r® x
(b)

bal oldali R ®’-modulus a XgR ) skalarral val6 szorzassal. A modulus unitér, ha R(®) egységelemes és

M unitér Im(<p(b)) f616tt. Hasonlé igaz a jobb és a kétoldali modulusra is. Ha R (®) ferdetest, és az R(®

feletti modulus unitér, akkor M linearis tér R?) felett, és ha még M egy T gytirti additiv csoportja, és

T algebra xj-nek Im(<p(b))-re vald megszoritasaval, akkor T algebra R ®) folott.

A

A tételt az 1. abra illusztralja.

1. abra

Bizonyitas:
minden miivelet 7' -beli miivelet, marpedig ott minden megadott feltétel teljesiil. Amennyiben egy gylrii
e egységeleme eleme a részgytirlinek, akkor e a részgytirliben is egységelem. Az algebranal tett, cent-
rumra vonatkozo kikotés azért kell, hogy teljesiiljon az r(uv) = r X (uv) = u(r X v) = u(rv) feltétel.
Ami az algebra rangjat illeti, ez a bovités fokanak definiciojabol adodik (lasd a 3.16. Definiciot a 49.
oldalon)

2. Az elso allitas konnyen ellenérizhetd. Homomorfizmusnal a képhalmazban egységelem képe
egységelem, inverz képe a kép inverze, igy a tobbi allitast is konnyi belatni.

U

A tétel specialis eseteként M lehet egy T gyiirti additiv csoportja, és S®) = 7 = §U), tovabba

szintén specialis esetként kapjuk, hogy minden (egységelemes) gyliri kétoldali (unitér) modulus 6n-
maga folott, és ha ez a gy(ri test, akkor 1-rangi algebra (ismét 6nmaga f616tt).
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Véges testek

A polinomok altaldban ismertek a Véges testek olvasoi szamara, am ez kevésbé mondhato el a
formalis hatvanysorokrol. Mint majd latjuk, a polinomok specialis formalis hatvanysorok, igy a polino-
mokat ilyen felfogasban fogjuk bevezetni, és utana foglalkozunk a polinomok tulajdonsagaival, az is-
mertnek vélt dolgokat nem részletezve. A polinomok altalanos jellemz6in tul a véges testek feletti poli-
nomok tovabbi tulajdonségait egy kiilon fejezetben vizsgaljuk, és a formalis hatvanysorokkal kapcsola-
tos ismereteket elsdsorban a rekurziv sorok elméletében fogjuk felhasznalni.

2.3. Definicio

1. Ha$§ kommutativ, egységelemes, additiv félcsoport a 0 egységelemmel, és I' egy indexhalmaz,
tovabba A = {y € T'|s, # 0} véges, akkor ¥ ers, = Yyea Sy;
2. ha - binér miivelet az A halmazon, és A véges, rendezett halmaz, akkor [[sca as, @hol minden
8 € A-ra ag € A, olyan szorzat, ahol a tényezok és a miiveletek az indexek sorrendjében kdvetkeznek.
A

2.4. Megjegyzés

Mivel a fenti definicioban a félcsoport egységelemes, ezért definidlt Y., ¢q s, is, és az értéke 0,
igy Yyer sy akkor is létezik, ha minden y € T-ra s, = 0, tudniillik ekkor ¥, cr s, = 0.
A

2.5. Tétel
Legyen § egységelemes, kommutativ, additiv félcsoport, A, valamint minden § € A-ra I's index-
halmaz, és a I's-k paronként idegenek. Legyen még I' = Usea I's. Ekkor, ha létezik ¥, ¢r sy, akkor léte-
Zik Y5ep Zyers Sy 18, €8 Xsea Lyers Sy = Dyer Sy-
A

Bizonyitas:

Ha létezik Y, er s, akkor véges azon y indexek szdma, amelyekre s, # 0. Ekkor csak véges sok
olyan § € A lehet, amelynél Y., cr, s, tagjai kozott van az egységelemtdl kiilonbozo, és az ilyen Gssze-
gekben is csak véges sok olyan tag van, amely nem az egységelem. Legyen A* az el6bbi véges sok &
halmaza, T's egy ilyen & -hoz tartozo indexhalmaz azon elemeinek halmaza, amelyek altal indexelt ele-
mek nem a félcsoport egységelemével azonosak, és legyen A = Ugea- ['s. Ez utdbbi halmaz a T'-nak
pontosan azokat az elemeit tartalmazza, amelyek altal indexelt elemek nem azonosak az egységelemmel.
Ekkor Ysea Z}/Erg Sy = Ysen* Zye[‘g Sy = ZyEA Sy = Zye[‘ Sy-

0

Megjegyezziik, hogy Y.sea Xyer, Sy akkor is 1étezhet, ha Yy er s, nem Iétezik, ugyanis az eldbbi
Osszeg végtelen sok tagja lehet ugy az egységelemmel azonos, hogy a részosszegekben nem minden
elem az egységelem (példaul mindegyikben a félcsoport egy tetszdleges invertalhatd eleme és annak
ellentettje talalhato).

2.6. Tétel

Legyen R gytirii, A véges halmaz és minden § € A-ra Iy indexhalmaz, €s ha R nem kommutativ,
akkor legyen A rendezett. EKKor [[sea Xyers Ss,, 1€tezésébdl kdvetkezik ¥ pex, 1, [1sen Ss,0(5) 1éte-
zése, ¢s a két kifejezés érteke megegyezik.

A
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2. Formalis hatvanysorok és polinomok

Bizonyitas:

Mivel [Tsea Xyers s,y Véges tényezos kifejezés, igy pontosan akkor definialt az értéke, ha min-
den tényezdje, azaz mindegyik Osszeg létezik, ami akkor és csak akkor teljesiil, ha minden 0sszegben
csak véges sok nem nulla tag van. Ekkor a teljes kifejezésben is csak véges sok olyan indexpar létezik,
amely par nem nulla elemet indexel, és igy

1_[ Z oy = H Z Ssy = z H55,¢(5) = Z l_[55,¢<5),

SEA Y€l S€A yeTy @EX eal’) 6EA PEXeal’y SEA

ahol I's a T's azon y elemeinek halmaza, amelyekre s, # 0, ugyanis [Isea Ss,¢(5) véges szorzat.
O

Visszafelé ismét nem feltétleniil igaz az allitas, ha ugyanis valamely végtelen tagl 6sszeg minden
tagja nullosztd (és ekkor minden tagja, tehat az 0sszeg végtelen sok tagja kiilonbozik nullatol, ezért az
Osszegiik nem értelmezett), és a tobbi dsszegben a nem nulla elemek ezen nullosztok parjai, akkor vala-
mennyi [Tsea Ss,0(s) nulla, €s 12y Y pex a1, [1sea S5,0(5) 1€tezik, mig a mésik oldal nem, hiszen van a
szorzatnak olyan tényezdje, amely végtelen sok nem nulla elembdl allo, tehat nem értelmezett 6sszeg.

2.7. Definicio

Legyen S egy nem iires halmaz, és f:N — S. Ekkor f(i)-t f;-vel jelolve (f; € S|i € N) egy S
folotti (végtelen) sorozat, amit roviden (f;) vagy f jelol. f; = (f); a sorozat i-edik tagja, és két sorozat
akkor és csak akkor azonos, ha minden i € N-re a megfelel6 tagjuk egyenlo.

A

A szokasoknak megfelelden az S folotti sorozatok halmazat, tehat az N-et S-be képezo fliggvé-
nyek halmazat SN-nel jeloljiik.

2.8. Tétel

Legyen R = (R; +,) gyiird, és az R folotti a = (a;) és b = (b;) sorozatrau; = a; + b; valamint
v; = Yoo asb;_;. Ekkor az (a@®b); = (); = u; és (a®b); = (v); = v; szaballyal (RN; @, ®) gyliri.
Pr={ue RN|EI(nu € N)V(n, <i € N):u; = 0} RN-nek a @ és ® miiveletekre zart részhalmaza, és
ha @p és ®p az elébbi milveletek Pg-re valdé megszoritasai, akkor P = (Pg; @p, ®p) tartalmaz R-rel

izomorf részgytriit.
A

RN elemei az R folotti formalis hatvanysorok, és az (RN ; D, ®) gyliriit egyelore PSp-rel jelol-
jiik (a Power Series — hatvanysor — roviditéseként), mig RN helyett esetenként PSg-et irunk. Py azokat
a sorozatokat tartalmazza, amelyeknek minden komponense egy adott (sorozatonként nem feltétlentil
azonos, a sorozattol fliggd) indextdl kezdve 0, vagyis azokat, amelyeknek csupan véges sok tagja kii-
16nbozik az R gylrh nullelemétdl, 0-tol. Ha f € Py, akkor f egy R folotti polinom.

Bizonyitas:

a;, b;, a; €s b;_; gylirti elemei, €s gylirliben az Gsszeg €s szorzat egyértelmdi €s benne van a gyl-
rliben, ezért u; és v; minden i € N -re az R egyértelmiien meghatarozott eleme. Ekkor maguk a soroza-
tok is RN egyértelmiien meghatarozott elemei. A fenti operaciokat barmely sorozatpar esetén elvégez-
hetjiik, igy a bevezetett @ és ® szabaly egyarant binér miiveletet definial RN-en.

Legyen ¢ = (c;) egy tovabbi sorozat. (a; + b;) + ¢; = a; + (b; + ¢;) az R gyiriben igaz, igy
(a®b)®dc = a®(bDc), az dsszeadas asszociativ. Ha 0 az a sorozat, amelyben minden i € N -re az i-
edik tag 0, és a’ i-edik tagja —a;, akkor 0ba = a, a'@a = 0, PSy- az Gsszeadassal csoport, és mivel
a; + b; = b; + a;, ezért a®b = b@a, az 6sszeadas kommutativ is. A szorzas is asszociativ:
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((a®b)®c)i = Zi(a®b)jci—j =Zi i -k |Ci-j = i i( kbj—k) Ci—j
7 j=0 \ k=0 j=0k=0
Zzak(b —kCi— ]) Zzak(b —kCi- _]) Z akZ(b —kCi- J)
j=0k= k=0 j=
- 2 Ak Z(b Ci-10-) Z ak(bBC);- = (a8(bBc)),
k=0 k=0

minden értelmes i-re teljesiil. Nézziik végiil a disztributivitast.

(@@b)®c), = Z(a@b)jci—j = Z(a,- +bj)ci-j = Z(a,-cl-_,- +bjci-;)
j=0 ] j=0 j=0
= z ajci_; + Z bici—j = (a®c); + (bQc); = ((a®c)€9(b®c))i

j=o j=o

¢és a masik oldali disztributivitas hasonl6 modon igazolhato, igy valamennyi gytirtiaxioma teljesiil.

P minden u eleméhez van olyan n,, index, hogy valamennyi ennél nagyobb indexre a sorozat
megfelel6 tagja nulla. Ha b additiv inverzét b’-vel jeloljiik, akkor nyilvan n;, = n,, hiszen b; = 0 akkor
és csak akkor, ha b; = —b; = 0. Legyen max{ng, ny} <ng.p, € N és n, +ny, < ny, € N. Ekkor
Nag+p < i€ N-re a; =0=b{,tehét(a@b)l = (a@b')i=ai+b{=0+0=0, éshanab <i€eN,
akkor

i i

i
Zajbl —j Za] i— ]+ 2 a] i— ] Z ai_jb-+ Z ajbi_j

j=0 j=ng+1 j=i—-ng j=ng+1

Z (ai-;-0) + Z (0-b;—j) =

j=i-ng j=ng+1

ugyanis ha j > i —ng, akkor j =i —n, > ng, —ng = (ng + ny) — n, = ny. Ez azt jelenti, hogy a
kiilonbség- és szorzatsorozatban is csupan véges sok nem nulla tag talalhato, ami mutatja, hogy a Pg
halmaz zart a kivonasra és szorzasra. Ugyanakkor Py nem iires, hiszen a csupa nullabol allo sorozat
biztosan benne van, ezért P < PSp.

Legyen R azon PSk-beli sorozatok halmaza, amelyekben legfeljebb csak a 0-indexii tag nem
nulla. Ez mindenesetre részhalmaza Pr-nek, és mivel az R-beli a és b sorozatran, < 1 ésn, < 1, tehat
max{n,, np} < 1ésn, +n, < 1, ezért a két sorozat kiilonbsége és szorzata egyarant benne van R-ban,

R < Pg, ahol R az R elemeibdl 4116 részgyiirti. Definidljunk egy szabélyt. Legyen az R tetsz8leges
0,hai#j

1hai=] a Kronecker-szimbolum. R minden
eleméhez tartozik egy €s csak egy ilyen sorozat, kiilonb6z6 R-beli elem altal meghatarozott sorozat
kiilénboz6, hiszen a nulla-indexii tagjaik kiilonbozbek, és ezek a sorozatok valamennyien R-hoz tartoz-
nak, ezért a ¢(r) = 7 szabaly R-et R-ba képezi, és ez a leképezés injektiv. De ¢ sziirjektiv is, hiszen R
barmely u eleme olyan, amelyben legfeljebb csak u, nem nulla, és ez az u, R-nek eleme, tehat u =
@ (uy), igy @ bijekcid a két halmaz kozott. Ha u és v az R két eleme, akkor a megfelelé két R-beli
sorozatban minden tag nulla a nullas indextieket leszamitva, amelyek rendre u €s v. Ekkor az 6sszegso-
rozatban is csupan a 0-indexil tag lehet nullatol kiilonbozod, és ez u + v, amibdl kovetkezik, hogy
eWBpp(v) = ¢(u + v). A szorzathan u;v;_; csak akkor kiilonbdzhet nulldtél, ha mindkét index 0,
vagyishaj =0¢si =i—j = 0, ezért a szorzatban sem lehet 0-nal nagyobb indexii tag nem nulla, ami
azt jelenti, hogy a szorzatsorozat is benne van R-ban. Ugyanakkor a O-indexii tag uv, igy

elemére 7 € PSg olyan, hogy (r); = 8,7, ahol §; ; = {
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PW)®pp(v) = p(uv), tehat ismét teljesiil a mitvelettartds. Mivel ¢ bijektiven és miivelettarté modon
képezi le R-et R-ra, ezért R = R.
U

2.9. Definicio

PSg a(z R folotti) (egyhatarozatlani) formalis hatvanysorok gyiiriije, mig P a(z R folotti)
(egyhatarozatlanu) polinomok gyiiriije.

Ha az f polinomban minden n < i € N indexre, ahol n nemnegativ egész szam, f; = 0, akkor f
legfeljebb n-edfokid (polinom). Ha még az is teljesiil, hogy f,, # 0, akkor f foka n, és f n-edfoku
(polinom). Az f polinom fokat (amennyiben 1étezik) deg(f) jeloli.

fo a formalis hatvanysor illetve polinom konstans tagja. Legfeljebb 0-adfoka polinomot, azaz R
elemeit, konstans polinomnak mondunk, és ha egy konstans polinom konstans tagja 0, akkor a polinom
nullpolinom.

A

Mivel R = R < P < PSp, ezért R bedgyazhatd Pg-be, és ekkor egyuttal PSg-be is, igy a to-
vabbiakban ugy tekintjiik, hogy R részgyiiriije a polinomok illetve a formalis hatvanysorok gyiiriijének,
¢és a tovabbiakban mindharom strukturdban + €s - jeloli a miiveleteket. A bedgyazas utan kapott gyii-
riikben az R barmely r elemére 7 = r.

2.10. Tétel:

Legyen R = (R; +,) gyirt. Ekkor barmely R-beli r-rel és PSg-beli a-val (ra); = (fa); = ra;
és (ar); = (ar); = a;r minden i € N-re.
A

Bizonyitas:
Az allitas a szorzas definiciojabol kozvetleniil adodik, hiszen az 7 sorozatnak csak a 0-indexi
komponense kiilonbozhet nullatol, és ez a komponens éppen r.
]

2.11. Tetel

A nullpolinomnak nincs foka, mig a nullpolinom kivételével minden polinomnak van egyértel-

milen meghatarozott foka, és ez nemnegativ egész. Az f polinom akkor és csak akkor legfeljebb n-
edfoku, ha vagy a nullpolinom és n > 0, vagy deg(f) < n.

A

Bizonyitas:

A fokszamot a sorozat egy indexével definialtuk, és ez nemnegativ egész. Ismét a definicio szerint
a nullpolinom az a polinom, amelyben valamennyi tag 0, igy a nullpolinomban nincs olyan i index,
amelyre teljesiilne az f; # 0 feltétel, ezért ennek a polinomnak nem lehet foka. Ha viszont f nem a
nullpolinom, akkor van benne nullatol kiilonbozo tag, és mivel polinom, ezért csak véges sok ilyen tag
van benne, igy az ilyen tagokhoz tartoz6 indexek halmaza a nemnegativ egészek halmazanak nem fires
véges részhalmaza. Egy ilyen halmaznak van legnagyobb eleme, és ha ez n, akkor n egyértelmti. Ha
i > n, akkor f; = 0, tehat f legfeljebb n-edfoku, ugyanakkor f,, # 0, tehat deg(f) = n.

f = 0-ban minden n € N-re az n-nél nagyobb indexii tagok nulldk, vagyis minden nemnegativ
egész n-re a polinom legfeljebb n-edfoku. Ha f n-edfoku, akkor az el6bbiek alapjan minden i > n-re
fi = 0, de ekkor m > n esetén az is igaz, hogy valamennyi i > m indexre f; = 0, tehat f legfeljebb m-
edfokl. Amennyiben viszont m < n, akkor 1étezik m-nél nagyobb i index, nevezetesen n, amelyre nem
igaz, hogy f; = 0, igy az sem igaz, hogy f legfeljebb m-edfoku. Innen kapjuk az utolso allitast.

|
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Az elébbiek alapjan tehat a nullpolinomnak és csak a nullpolinomnak nincs foka, 4&m ha azt mond-
juk, hogy az f polinom foka legfeljebb n (ahol n egy nemnegativ egész), akkor ebbe beleértjiik azt a
lehetGséget is, hogy f esetleg a nullpolinom (hiszen ekkor is teljesiil az a kritérium, hogy a polinom
valamennyi tagja nulla, ha az indexiik nagyobb n-nél). Bevezetiink egy célszerii jelolést.

2.12. Jelolés

Ha 0 # f € Py, akkor 8(f) = deg(f), mig §(0) = —co. n € N-re P\™ = {f € P|8(f) < n}.
A

Nyilvan igaz, hogy deg egy deg: P \ {0} — N fliggvény, mig § egy §: P = N U {—oo} leképe-
z¢€s, tovabba minden nemnegativ egész i-re és k-ra PR(L) c PR(Hk) C Un=o PR(n) = Pg. Azt is lathatjuk,

hogy P\’ = R = R.

Ha egy gylriibol egy 0j gytir(it konstrualunk, akkor mindig érdemes megvizsgalni, hogy az eredeti
gylriti mely tulajdonsagai 6roklédnek az 0j gytriire. A legfontosabb ilyen tulajdonsagok a kommutati-
vitas, nullosztdmentesség és a (bal oldali) egységelemesség.

2.13. Tetel

R, Pr és PSy egyszerre kommutativ, egyszerre (bal oldali) egységelemes, és egyszerre nullosz-
tomentes. Ha PSg-ben van (bal oldali) egységelem, akkor van olyan is, amely benne van R-ben, és ha
R nullosztomentes, akkor ez minden (bal oldali) egységelemre igaz.

A

Bizonyitas:

1. Kommutativ gytiri barmely részgytiriije kommutativ, igy ha PSp kommutativ, akkor hasonl6
tulajdonsagli Pr, mig Pr kommutativitasa esetén kommutativ R. Ha viszont R kommutativ, akkor
(ab)i = Z§=0 ajbi_]- = 25-20 bi_jaj = Z;":O bjai_j = (ba)i, tehat kommutativ a fpch gyﬁrﬁ

2. Legyen e az R (bal oldali) egységeleme, és a € PSy. EKkor (ea); = ea; = a;, tehat ea = a,
e (bal oldali) egységelem a sorozatok gylir(ijében, és mivel e € R € Pp € PSp, igy a polinomok gyii-
rijében is (bal oldali) egységelem.

Most tegyiik fel, hogy e = (e;) (bal oldali) egységelem PSg-ben illetve Pgr-ben. Ekkor barmely
b € R-re eb = b, vagyis eyb = (eb), = (b)y = b, és az e = e, jeloléssel b = eb, azaz e (bal oldali)
egységelem R -ben. Ekkor viszont az eddigiek alapjan a harmadik gytir(i is (bal oldali) egységelemes.

Ha most e’ az a konstans sorozat, amelynek konstans tagja e, akkor e’ (bal oldali) egységeleme
PSg-nek, és benne van az eredeti gyliriben. Megjegyezziik, hogy amennyiben e egységeleme PSg-nek,
akkor egyértelmil, és igy csak az elobbi konstans sorozat lehet.

Ha e = (e;) bal oldali egységelem PSg-ben illetve Pg-ben, akkor minden i € Nt index esetén
0 = b; = (eb); = e;b, igy pozitiv i indexre e; bal oldali annullatora az eredeti gytriinek, és nulloszto-
mentes gylriiben ez csak a 0 lehet, tehat ekkor e konstans sorozat, vagyis eleme R-nek.

3. Végiil a nullosztomentesség. Nullosztomentes gylrli részgyUrije is nullosztomentes, tehat ha
PSg nullosztomentes, akkor nullosztomentes Pr, mig Pr nulloszté-mentessége esetén nullosztomentes
R. Ha viszont R nullosztomentes, és sem a, sSem b nem 0, akkor van mindkettdben nem nulla tag.
Legyen n, és n, a megfeleld sorozat legkisebb ilyen indexe. Ekkor

Nng+ng ng—1 Ngt+np
(ab)na+nb = Z aib(na+nb)—i = Z aib(na+nb)—i + anabnb + Z aib(na+nb)—i
i=0 i=0 i=ng+1
Nng—1 np—1
= Z aibnb+(na—i) + anabnb + Z ana+(nb—i)bi'
i=0 i=0

30



2. Formalis hatvanysorok és polinomok

¢s a jobb oldalon az els6 dsszegben valamennyi i-re a;, az utolsoban pedig minden i-re b; értéke 0, igy
az Osszeg a kozEpsd taggal egyenld. De R nulloszto-mentessége alapjan a, by, # 0, igy viszont ab -
ben van nullatél kiilénb6zé komponens, ab nem nulla, tehat PS; nullosztomentes.

U

2.14. Tétel
Legyen f és g két R f616tti polinom. Ekkor

§(f + g) < max{6(f),5(g)}, és ha §(f) # 6(g), akkor §(f + g) = max{d(f),5(g)};
6(fg) < 5(f) + 5(g), és 6(fg) = 5(f) + 5(g) akkor és csak akkor, ha f és g legalabb egyike 0,
vagy egyik sem 0, €s fyeg(r)deg(g) * O-
A

Bizonyitas:

0. Ha max{6(f),5(g)} <i €N, akkor f; =0=g;, tehat (f+g); =fi+9; =0+ 0=0, igy
§(f + g) < max{d(f),5(g)}. Ha §(f) # &6(g), akkor mondjuk 6 (f) < 5(g). Ekkor §(g) # —oo, ezért
S(g) € N. Most f5(g) =0+ 9s(g)- igy (f + g)5(g) = f5(g) T 9s@ = 95 # 0, és innen kapjuk, hogy
S(f+g) = 6(g) = max{5(f), 5(g)}. Ez az el6bb belatott, forditott iranyu egyenlétlenséggel egyiitt azt
jelenti, hogy 6 (f + g) = 6(g) = max{&(f), 5(g)}.

0. Azt mar korabban belattuk, hogy a §(f) + §(g)-nél nagyobb indexekre a szorzat minden tagja
nulla, tehat § (fg) < §(f) + 6(g). Hamin{6(f), 5(g)} = —oo, akkor legalabb az egyik polinom nullpo-
linom, de akkor a szorzatuk is az, marpedig —oo-hez 6nmagat vagy egy véges szamot adva ismét —oo-t
kapunk. Ha viszont egyik polinom sem a nullpolinom, azaz §(f) és §(g) egyarant nemnegativ egész
szam, akkor a mar emlitett bizonyitds szerint a szorzatban a §(f) + §(g) indexhez tartozo tag éppen
fdeg(f)9deg(g)> ami most a feltétel szerint nem nulla, igy a szorzatpolinom foka legalabb feg(r)gdeg(g) #
0, de nagyobb nem lehet, amint azt mar belattuk.

|

A tételbol kovetkezik, hogy nullosztomentes gyiirii feletti polinomgytriiben barmely f és g poli-
nom esetén §(fg) = 5(f) + 5(g).

2.15. Definicio

Legyen R egységelemes gyliri az e egységelemmel és i egy nemnegativ egész szam. Ekkor x;
azt az R folotti sorozatot jeldli, amelyben minden nemnegativ j indexre (x;); = §; je (6; ; a Kronecker-
szimbdlum), és X = Xx;.

A

2.16. Tetel

Egységelemes R gylirtiben i € N-re x; = x'. x* az R gyliri fol6tti valamennyi u sorozattal fel-
cser¢lheto.
A

Bizonyitas:

Legyen e a gyiirli egységeleme. Megmutatjuk, hogy x*-ban (x*),, = &, ,e. R egységelemes, igy
PSy is egységelemes, és az egységelem az a sorozat, amelyben minden komponens 0, kivéve a 0. in-
dexhez tartozot, amely az eredeti gyliri egységeleme, vagyis a sorozatok gyliriijének egységeleme éppen
X, €s mivel egységelemes gyliriben minden elem nulladik hatvanya a gytiri egységeleme, ezért x, =
x%. Most tegyiik fel, hogy ha u egy nemnegativ egész, akkor minden, u-nél nem nagyobb nemnegativ
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egész i-vel x; = x'. Ekkor x**1 = x¥x alapjan csak olyan j indexre kapunk x***-ben nullatél kiilon-
bo6z0 tagot, ahol az elsd tényezd indexe j = u, a masodiké i — j = 1. Ennek egyetlen megoldésa i =
u + 1, ekkor mindkét tényezd és a szorzatuk is az egységelem, igy x“*1 valéban x,,,1-gyel azonos.
Mivel x-ben csak e és 0 all, és ezek R minden elemével felcserélhetek, igy igaz a felcserélhe-
téségre vonatkozo allitas is.
U

2.17. Tétel
Legyen R egységelemes gylirli, és s egy R feletti formalis hatvanysor, tovabba k € N. Ekkor
(x*s),=0,hak >i€N,és (x*s) = s, amikork <i €N,
A

Bizonyitas:

Ha k = 0, akkor x* az egységelem, és igaz az allitas. Barmely nemnegativ egész i indexre
(x-s); = Z}:o x;js;—j. Ha i = 0, akkor ez az 8sszeg X(So, €és xo = 0, tehat a szorzat is nulla, mig ha
i >0, akkor j = 1-re x;s;_; = x1S;-1 = S;_1, ¢s minden més j-re 0, igy maga az dsszeg is s;_, ennél-
fogva k = 1-re is igaz a tétel allitasa, innen pedig indukcioval kapjuk a bizonyitast tetszéleges pozitiv
egész k-ra.

0

A fejezet elején foglalkoztunk végtelen tag 6sszegekkel. Most ezt kiterjesztjiik formalis hatvany-
sorokbol allo végtelen 6sszegekre is.

2.18. Definicio

Legyen R gyiirti, I indexhalmaz, és y € I'-ra s € RN. Haminden i € N-re ¥ er s
zett, akkor Y., er s is értelmezett, eleme RN-nek, és (Zyep S(V))l, = Yyer si(y).

)

;7 értelme-

A

Ez a szabaly altalanosabb a korabbinal, hiszen olyankor is értelmezziik az Gsszeget, amikor eset-
leg az Gsszeg végtelen sok tagja nem nulla, de minden indexhez csak véges sok nullatol kiilonbozo tag
tartozik, ugyanakkor elég kézenfekvo, természetes kiterjesztése az ott adott értelmezésnek. A korabban
kapott eredményeink segitségével, az ott kapott eredmények felhasznalasaval konnyen meg lehet mu-
tatni, hogy amennyiben [[sea Xy er; s(®¥) 1¢tezik, akkor Ypexseals Llsen s(80®) i5 16tezik (ahol nem
kommutativ gylri esetén A rendezett), és ekkor a két kifejezés értéke megegyezik, vagyis az 0sszegek
szorzatanal elvégezheto a ,,beszorzas”.

2.19. Tétel

Egységelemes gyiirii folotti s formalis hatvanysorra s = Y52 5;x", és ha s legfeljebb n-edfoku
polinom, akkor s = Y1 s5;x".
A

Bizonyitas:
(X2 sixl)j =272 si(X‘)j = Xi205:0;;j = s;. Ha s legfeljebb n-edfoku polinom, akkor min-

denn < j € Nindexre s; = 0, de akkor az ilyen indexekre s;x" = 0, ezért ${2 o s;x' = Y7 s;x".
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2.20. Tetel

Legyen R = (R; +,") gyiiri, és Py és PSy az R 616tti polinomok illetve sorozatok gyirije. Ekkor
PSr a PSp-beli miiveletekkel R {616tti kétoldali modulus, amely akkor €s csak akkor unitér, ha R egy-
ségelemes, akkor és csak akkor R feletti linearis tér, ha R ferdetest, és pontosan akkor algebra, ha R
test, és ez utobbi esetben az algebra rangja végtelen. Py az el6bbi modulus, PSy részmodulusa, amely
akkor és csak akkor unitér, vagy linedris tér, vagy algebra, ha PSy rendelkezik a megfeleld tulajdonsag-
gal, és az utolsé esetben ez a részmodulus is végtelen rangu. Az R folotti legfeljebb n — 1-edfoku poli-
nomok halmaza részmodulus Pg-ben, és ha Py linearis tér, akkor az n-nél alacsonyabb fokszamu poli-
nomok 0Osszessége, kiegészitve a nullpolinommal, n-dimenzids altér a polinomok R f6lotti linearis te-
rében.
A

Bizonyitas:

Barmely gyliri kétoldali modulus tetszdleges részgytrije folott, €s mivel a modulusszorzast a
sorozatok szorzéasaval definialtuk, ezért a részgytirik egyben részmodulusok is. Mivel a harom gytirii
egyszerre egységelemes, és a harom gylirii egységeleme azonos, ezért igaz az unitérségre és linearis
térre vonatkozo allitas is, és a modulus pontosan akkor lesz algebra, ha a modulus unitér, és a részgylrii
része a teljes gylirii centrumanak, vagyis ha R test.

Ha a és b legfeljebb n — 1-edfoku polinom, akkor ez igaz ra-ra és a — b-re is, ezért a legfeljebb
n — 1-edfoka polinomok (unitér) részmodulust illetve alteret alkotnak Pg-ben.

M¢ég a rangra illetve dimenziéra vonatkozo allitasokat kell igazolni. Most R test, tehat egységele-
mes. Legyen n nemnegativ egész szam. s = Y= s;x* = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha minden n >
J € N-re s; = 0, vagyis az el6bbi j indexekkel az x! sorozatok linearisan fiiggetlenek, és az is latszik,
hogy generaljak a legfeljebb n — 1-edfokd polinomok halmazat. De ebbdl kovetkezik, hogy a legfeljebb
n — 1-edfoku polinomok halmaza az 0sszeadasra és skalarral valé szorzasra n-dimenzios linearis tér.

Az elébbi eredmény azt is jelenti, hogy barmilyen nagy pozitiv t-re van t linearisan fiiggetlen
vektor Pg-ben, de akkor ez még inkabb igaz a teljes PSg-re, ami mutatja, hogy a test folotti polinomok
¢és formalis hatvanysorok valoban végtelen rangu algebrat képeznek.

0

A fentebbi eredmények szerint egységelemes gytiri feletti hatvanysorok és polinomok felirhatéak
végtelen illetve véges Osszeg alakjaban. Mivel barmely gyiiri bedgyazhato egységelemes gytiriibe, ezért
ezt a felirast minden gytiri esetén megtehetjiik.

2.21. Definicio

Legyen x az R gyiirii felett transzcendens elem, az R feletti s = (s;) sorozatra Y2, s;x‘ = s,
ahol sox° = s, valamint legyen minden nemnegativ egész i-re 0 - x! = 0 és sx’ = x's. EKkor x hata-
rozatlan, és az R feletti (egyhatarozatlanti) formalis hatvanysorok és (egyhatarozatlanti) polinomok
halmazat rendre R[[x] és R[x], a megfeleld gytritket R[x] illetve R[x] jeloli.

Has = Y!_, s;x" a nemnegativ egész t-vel, akkor t a polinom formalis foka.

s;x" a hatvanysor illetve polinom i-edfokii tagja, s; az i-edfoku tag egyiitthatoja. n-edfoku
polinomban az n-edfoka tag egyiitthatdja a polinom féegyiitthatoja, és ha ez a gylrli egységeleme,
akkor a polinom fépolinom

A

2.22. Tétel

Ha R egységelemes gylirli az e egységelemmel, akkor ex = x, ahol x az az R fo6lotti sorozat,
amelyben csak az i = 1 index(i komponens nem nulla, és ez éppen e.
A
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Bizonyitas:
ex a definici6 alapjan olyan sorozat, amelyben egyetlen, mégpedig az 1-indexhez tartozo kom-
ponens nem nulla, és ez a komponens e, tehat az ex formalis hatvanysor valoban x-szel azonos.
U

2.23. Megjegyzés

A fenti tétel szerint x pontosan akkor sorozat illetve polinom R folott, ha a gytirt egységelemes.
A

2.24. Tetel

Legyen s R feletti formalis hatvanysor. s akkor és csak akkor (bal oldali) egység R[x]-ben, ha
s (bal oldali) egység R-ben. s felbonthatatlan R[x]-ben, ha s, felbonthatatlan R-ben.
A

Bizonyitas:

Legyen s bal oldali egység R-ben, és s olyan sorozat, amelyben s, = s. Ha a tetsz6leges sorozat,
akkor létezik R-ben olyan by, amellyel sb, = a,. Tegyiik fel, hogy n > i € N-re van olyan b;, hogy
Z§-=0 sjbi_j = a;. Innenaz a, = Y% Sjby_; = Soby + Xj=1 Sjbn_j = sby + t egyenléségnek kell tel-
jestilnie, ahol b,, ismeretlen, azaz olyan b, -t keresiink, amellyel sb,, = a,, —t = u. De s bal oldali egy-
ség, ezért van ilyen elem R-ben, vagyis b olyan sorozat lesz, amellyel s -b = a, és igy s bal oldali
egység a formalis hatvanysorok gytiriijében. Ugyanigy kapunk egy olyan ¢ sorozatot, amellyel c-s =
a, ha s egység, vagyis ekkor s is egység R[x]-ben. Forditva, tegyiik fel, hogy az s sorozat bal oldali
egység az R folotti formalis hatvanysorok gytriijében, és a az R tetszéleges eleme. Mivel s bal oldali
egység, van olyan b € R[x], hogy s - b = a, ami csak ugy lehetséges, ha (s - b), = soby, = a, vagyis
so bal oldali egység R-ben. Ha s egyben egység, akkor az elébbiekhez hasonldan lathatjuk be, hogy s,
egyben jobb oldali egység is az alapgyiiriiben, vagyis egység R-ben.

Amennyiben ¢ az R felbonthatatlan eleme, és ¢ = a - b, akkor ¢y = agby-ban a, és b, egyike
sziikségszeriien a megfeleld oldalrél egység R-ben. Ekkor az adott sorozat is hasonld tulajdonsagu a
hatvanysorok gytirtijében, igy ¢ az R[x] felbonthatatlan eleme.

0
Ferdetestben pontosan a nullatdl kiillonbozo elemek egységek, ezért igaz az alabbi eredmény.
2.25. Koévetkezmény
Ferdetest feletti formalis hatvanysor pontosan akkor egység, ha konstans tagja nem nulla.
A

2.26. Megjegyzés

Az el6bbi tétel és az utana alld kovetkezménye R[x]-re nem igaz: ha R a racionalis szamok teste,

akkor (1, —1) nem osztoja (1,1)-nek mint polinomnak, tehat (1, —1) nem egység, jollehet 1 egység Q-
ban, ugyanakkor 5 felbonthatatlan Z-ben, am az (5, —6,1) polinom eléall (1, —1)(5, —1) alakban.

A

2.27. Tetel

Amennyiben R egységelemes gytirii, akkor R[x] minden t eleme x“s alaku, ahol u € N, és s =

0 vagy s, # 0, és az utdbbi esetben az ilyen feliras egyértelmii. Ha R ferdetest és t # 0, akkor s egység
R[x]-ben, és ha test, akkor R[x] euklideszi gytirii.

A
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Bizonyitas:

R egységelemessége alapjan X minden nemnegativ egész kitevds hatvanya eleme R[x]-nek, és
x = X. x"s = 0 akkor és csak akkor, has = 0, és ekkor minden u € N-nel 0 = x*0 = x*s = t. Legyen
t # 0-ban az r-edik tag az els6 nullatol kiilénb6zo, és s az a sorozat, amelyben s; = t,.,;. Korabban mar
belattuk, hogy (x"s); nulla, har > i € N, egyébként s;_,. = t(,,j)— = t; az értéke, igy minden i € N-
re (x”s); = t;, tehat x"s = t. sy # 0, ezért ha R ferdetest, akkor egy korabbi tétel alapjan s egység
R[x]. Mivel nemnegativ egész szamok nem iires halmazaban a legkisebb elem egyértelmii, ezért az
ilyen alakban val¢ feliras egyértelmi.

A0 # t = X"s alaku felirasban s konstans tagja nem nulla, ezért ha R test, akkor s egység az
R[x] gytriben. ¢ (t) = r az R feletti nem nulla formalis hatvanysorokat képezi le N-be. Ha a = x%a;
és b = xVby, ahol a; és b, egység, akkor u > v eseténa = x*a; = (x*7Yq,)(x"b;) = q- b, ahol q;
az a; ¢és by (asszocialttol eltekintve egyértelmil) hanyadosa. Ez a hanyados 1étezik, hiszen most b, egy-
ség. Ha viszont u < v,akkora=0-b+a, ésp(a) =u <v = ¢(b).

U

2.28. Megjegyzes

Ha a és b polinomok, akkor q altalaban nem polinom, tehat a fenti @-vel R[x] nem euklideszi
gylrti még akkor sem, ha R test (de test feletti polinomgy(ir(i euklideszi, csak nem ezzel a normaval,
hanem a fokszdmmal mint normaval).

A

2.29. Téetel

Ha X test, akkor l1étezik K [x] hanyadosteste, és ennek nem nulla elemei x*s alaktak, ahol s egy
K[x]-beli egység és u € Z.
A

Bizonyitas:

Test kommutativ és nullosztomentes, ezért K [x] is kommutativ és nullosztomentes gytrii, igy
1étezik a hanyadosteste. Test feletti hatvanysor x“a alakban irhato, ahol u nemnegativ egész szam, és
vagy a konstans tagja nullatol kiilonbozo, tehat egység F-ban, és igy a egység K [x]-ben, vagy a = 0.
A hanyadostest elemei az olyan (x*a,x”b) alak( parok altal reprezentalt osztalyok, amelyekben b #
0, és ahol két ilyen par, az elébbi mellett példaul az (x"c,x?d) par akkor és csak akkor van egy 0sz-
talyban, ha x¥*?ad = xV*"bc. A miiveleteket a hanyadostestekben megszokott médon definialjuk,
vagyis a fentebbi parokkal reprezentalt osztalyok dsszege az (x**?ad + x¥+*Wbc, x”*#bd) par osztalya,
mig a szorzata az (x**tYac,xV*?bd) part tartalmazé osztaly. Legyen e a K test egységeleme, ekkor e
K [x]-nek is az egységeleme. A hanyadostestben az (x%“a, e) alaku elemekkel reprezentalt osztalyok a
K [[x]-szel izomorf részgytriit alkotnak, ahol az izomorfizmus az elébbi (x"a, e) parhoz tartozo osz-
talynak a K[x]-beli x*a elemet felelteti meg. Az izomorfizmus alapjan K [x] beagyazhato a
hanyadostestbe, igy a testben az (x%“a, e) part tartalmazo osztalyt és x*a-t azonosnak tekinthetjiik. A
test egységeleme az azonos, nullatol kiilonbozo elemekbdl allo parok osztilya. b # 0 esetén az (e, xVb)
alaku elemmel reprezentalt osztaly lathatoan inverze az (x”b, e) part tartalmazo osztalynak. Ezt az osz-
talyt jelolhetjiik x *b~1-gyel (b~1 létezik, mivel b mint hatvanysor egység). Ekkor (x%a,x"b) =
(x“a,e)(e,x’b) = x*a-x"b™! =x%c, ahol w = u — v € Z, és vagy ¢ = 0 (a = 0 esetén), vagy
c = ab~1 egység K [[x]-ben.

U

2.30. Definicio
Ha X test, akkor K [x]hanyadosteste a K feletti Laurent-sorok teste.

A Laurent-sorok testét F(x) jeloli.
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2.31. Tétel
Ha R egységelemes gyiirii az e egységelemmel, akkor e — x inverze R[x]-ben Y52, x*.

Bizonyitas:

Legyen s = Y2, x%, ekkor (e —x) Y2 x'=(e—x)s=s—x-s=s—t, ahol t=x"s. s
minden eleme e, migt, = 0ési € N-ret; =s;_; =e =5;. EbbOl (s —t)y =59 —ty; = e, ési # 0-ra
(s—t); =s; —t; = 0,azaz (e — x)s = e. A masik oldali szorzas hasonl6 eredményt ad.

|

2.32. Kovetkezmény

Hap e Nt ésf = 2?2—01 a;x' € R[x] az R egységelemes gyiiriivel, akkor

L f(e—xP) =32 cx" = (e —xP)71-f, ahol ¢; = aimod p;

2. azeldbbi ¢;-lel minden nemnegativ egész i-re ¢; = ¢4y, €s ha j is nemnegativ egész szam, €s
i =j (p), akkor ¢; = ¢j;

3 (e—x0)" =Y (n -le B 1)xk.

Bizonyitas
1. Az eldz6 tétel alapjan (e — xP) ™! = ¥720(xP)! = X2, xP" = X720 8i mod poX". EKkor

i p-1 p-1
. _ -1y, — — — —
(f-(e—xP)™); = Z a;6(i- j) mod p,0 = Z a6 (i~ j) mod p,o = Z j6imod p,j = @imod p»
j=o j=0 =0

merthap < j € N, akkor a; = 0, migp > j > i € Nesetén -p <i—j <0, tehit §(;_j)mod p,0 = 0,
ésigy fe — xP)™1 = X2 @i mod pxi. f-fel a masik oldalrol szorozva ugyanezt az eredményt kapjuk.
2. imod p = (i+p)modp, éshai =j (p), akkor imod p = j mod p.
3. (e—x)""= (Z?‘;Oxi)n =Y o i xlt - = 3% tixt, ahol ty, az Gsszes olyan
ig + -+ i,_1 Osszeg szdma, amelynek az értéke k, és ahol minden tag nemnegativ. Ez éppena k + 1
elembdl valasztott n — 1-edrendi ismétléses kombinacié. Egy ilyen kombinacié ugyanis kdlcsondsen
egyértelmit modon megfeleltethet6 a {0,1, ..., k} halmaz elemeibdl 4116 n — 1 hosszasagi monoton no-
vekvd sorozatoknak. Nézziik az s; = i + -+ + ij_; Osszegeket j = 1,...,n — 1-re. Mivel minden tag
nemnegativ, ezért ez a sorozat monoton ndvekszik, a legkisebb érték iy, = 0 esetén 0, a legnagyobbat
pedig akkor kapjuk, ha i,,_; = 0, ekkor ugyanis s,_; értéke k kell, hogy legyen. Az ilyen kombinaciok
(s . n+k—-1 n+k—-1
szamat viszont tudjuk: ( ne1 ) = ( K )

O

Most a polinomok néhany tulajdonsagat vizsgaljuk. Mivel a polinomok a korabbi tanulmanyok
soran is el6fordultak, ezért az ismertnek feltételezett ismeretek ismét bizonyitas nélkiil szerepelnek.

Mivel az R gylirii fol6tti polinomok R[x] halmaza a polinomokra megadott miiveletekkel gyiirt,
ezért mindazon fogalmak értelmezhetéek benne, amelyeket minden gytriire definialtunk. Ennek meg-
felelden vizsgalhatjuk polinomgyiiriiben az oszthatésagot. Indukcioval kénnyen belathatd, hogy ha az
R[x]-beli g féegyiitthatdja jobb oldali egység R-ben, akkor az R[x] barmely f polinomjahoz lehet ta-
lalni R[x]-ben olyan q és r polinomot, amelyekkel f = qg + r, és har nem a nullpolinom, akkor a foka
kisebb, mint g foka (vagyis elvégezhet6 a maradékos osztas). Még az is belathatd, hogy q és r egyér-
telmiien meghatarozott. Mivel testben minden nem nulla elem egység, ezért test feletti polinomgytiriiben
nem nulla polinommal a maradékos osztas mindig egyértelmiien elvégezhetd.
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Legyen S gytrti, A egy nem iires halmaz, és F, s legyen az A-t S-be képezd fliggvények halmaza.
Ha f és g F, s két eleme, akkor legyen (f®g)(a) = f(a) + g(a) és (f®g)(a) = f(a) - g(a), ahol a
az A eleme, és + illetve - az S két miivelete. Konnyti belatni, hogy a fenti két szabaly egy-egy binér
miiveletet definial F, g-en, és Fy ¢ ezzel a két miivelettel gytirli. Az is kdnnyen ellendrizhetd, hogy ez a
gylrii pontosan akkor kommutativ, ha § kommutativ, akkor és csak akkor van benne bal oldali egység-
elem, ha S-ben van bal oldali egységelem, és akkor és csak akkor nullosztomentes, ha § a nullgytri,
vagy ha A-nak egy eleme van és § nullosztomentes. Most legyen R az § egy R részgytiriijének alaphal-
maza, és az R barmely 7 és az S tetsz8leges s eleme esetén legyen definicié szerint rs® = r (ami egy-
ségelemes gyiirti esetén eleve igaz). Ha f =YY", fix' € R[x] egy R feletti polinom, akkor
{Z?:o fist |s € S} az S onmagaba vald leképezése, vagyis eleme Fg s-nek. Ez az f polinomhoz tartozo
polinomfiiggvény, amelyet a tovabbiakban f jeldl, és f(s) az f (jobb oldali) helyettesitési értéke az
s helyen. Amennyiben f konstans polinom, és a konstans tagja f, akkor az S tetszéleges s elemével
f(s) =30, fist = fo = f, vagyis konstans polinom helyettesitési értéke barmely helyen a polinom
konstans tagjaval, azaz magaval a polinommal azonos.

Legyen f egy legfeljebb ng-foku, g egy legfeljebb ng,-foka R feletti polinom, és legyen n € N
olyan, hogy mindkét polinom legfeljebb n-edfokt. Most

(f®9-)(@) = f(@) ~ g(@) = iﬁ-ai - igiai = i(ﬁ- - goa' = Z hia' = k()
i=0 i=0 i=0 i=0

ahol h = f — g, és ha R része § centrumanak, akkor

Tlf ng Tlf+1’lg i nf+7lg
(f@9)@ =f@-g@ =) fia |-{ Dgia | = > > figi)ai= ) tai=t@
i=0 i=0 i=0 \Jj=0 i=0

at= fg jeloléssel, vagyis polinomfiiggvények Osszege és szorzata a polinomok 0sszegéhez illetve
szorzatahoz tartozo polinomfiliggvény (utdbbinal feltéve, hogy a polinomok egyiitthatdi § centrumaban
vannak). Az R feletti polinomok halmaza nem {ires, igy az R feletti polinomfiiggvények halmaza sem
tires, tehat Fg g-nek egy .‘FZS(R) részgyurijét alkotjak, ha R része § centrumanak.

Ha R < §, akkor R[x] < S[x]. Legyen § egységelemes és u az S egy eleme. Ekkor x —u §
folotti elséfokt polinom, és ha f egy R folotti tetszéleges polinom, akkor § folotti alkalmas q és leg-
feljebb nulladfoku, azaz konstans r polinommal f = q - (x —u) + r. Most az u-t f-be helyettesitve

f@) =q) - (uw—w) +#w) =) =r,vagyis f = q- (x —u) + f(w),

2.33. Definicio

Legyen S gyiirii,, R az § részgylrlje, f egy R f61otti polinom, és s az S eleme. s (jobb oldali)
gyoke f-nek, ha f(s) = 0.
A

A fentebbi megfontolés alapjan igaz az alabbi tétel.

2.34. Tétel

Ha R részgylrije az § egységelemes gyiiriinek, ugy az S-beli u pontosan akkor (jobb oldali)
gyoke az R feletti f polinomnak, ha az S feletti x — u polinom S[x]-ben (jobb oldali) osztdja f-nek.
A

Ha az S egységelemes gyiirii u eleme (jobb oldali) gyoke az § egy R részgytrije folotti f poli-
nomnak, akkor x — u az f egy (jobb oldali) gyoktényezéje. Ez tehat ekvivalens azzal, hogy x — u
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(jobb oldali) osztoja f-nek. El6fordulhat, hogy x — u-nak egy egynél nagyobb kitevos hatvanya is osz-
toja f-nek. Ha egy t pozitiv egész kitevOs hatvanyra ez igaz, akkor u az f (legalabb) t-szeres gyoke,
és pontosan t-szeres gyoke, ha t-szeres, de nem t + 1-szeres gyoke. Ekkor t az u gyok multiplicitasa
(vagy tobbszorossége), és f = g - (x —w)t, de g(u) # 0.

Gyokok tobbszorossege Vlzsgalhato apolinom derivéltjanak a segitségével. Az f = Y1, fix" po-
linom derivaltja f' = 3,7, (l + 1) f;i;1x*. Ez a derivalt formailag megegyezﬂ( egy polinom analizisbeli
derivaltjaval, és érvényes 1tt isaz(f+g9) =f"+9" ¢ (fg) =f'g+ fg' szabaly, tovabba kommu-
tativ gytirti esetén (f™)' = nf" " 1f’ pozitiv egész n-nel.

A definiciot alkalmazva kdnnyt 1atni, hogy egy nullosztomentes gytirti feletti polinomgytirt ka-
rakterisztikaja megegyezik az eredeti gytirt karakterisztikajaval.

2.35. Tetel

Legyen f az R integritasi tartomany feletti polinom, és u az R eleme. Ha u az f m-szeres gyoke,
ahol m pozitiv egész szam, akkor f'-nek legaladbb m — 1-szeres gyoke, és pontosan m — 1-szeres
gyoke, ha f # 0, f-nek pontosan m-szeres gyoke és m nem oszthato a gyiirii karakterisztikajaval.

A

A tételbdl latszik, hogy ha R 0-karakterisztikaju integritasi tartomany, akkor egy tobbszords gyok
pontosan eggyel kisebb multiplicitast gyoke a polinom derivaltjdnak, mint maginak a polinomnak.
Ugyanakkor primkarakterisztikaju integritasi tartomany f6l6tti polinom tobbszords gyodke a derivalt po-
linomnak akarmilyen nagy (a fokszam altal korlatozott) multiplicitast gydke is lehet.

Igen fontos az aldbbi tétel.

2.36. Tetel

Az R integritasi tartomany feletti n-edfokt f polinomnak multiplicitassal egyiitt is legfeljebb n
gyoke van R-ben. Ha R egységelemes, Uy, ..., Uy, 1 aZ f paronként kiilonb6z6 gyoke R-ben, és a gyokok
multiplicitasa rendre t, ..., ty—1, akkor £ = g [T (x — u;)t, és g-nek egyik u; sem gydke.

A

Igen lényeges, hogy ez a tétel csak 1ntegr1tas1 tartomany feletti polinomra igaz. Példaul a Z f616tti
x? -5 pollnomnak gyokea 0,a2, a3 ésaz 5, vagyis a masodfoku polinomnak négy kiilonboz6 gyoke
van, mig az x2 + 1 polinomnak barmely olyan a + bi + ¢j + dk kvaternié gydke, amelyben a = 0 és
b? + ¢? + d? = 1, tehat most az ismét masodfoku polinomnak végtelen sok kiilénbozé gydke van. Az
elsd esetben a gytirti nem nullosztdmentes, mig a masodik esetben nem kommutativ, tehat egyik esetben
sem integritasi tartomany. Integritasi tartomany testbe agyazhato, és test mindig bovithetd ugy, hogy a
b&dvebb testben mar a polinom linearis tényezok és az eredeti gylirii egy nem nulla elemének szorzatara
bomlik, vagyis a bovebb testben a polinomnak multiplicitassal szamolva a fokszamaval azonos szamu
gyoke van (ez akkor is igaz, ha a polinom foka 0, mert nullatényezo6s szorzat definici6 szerint az egy-
ségelem). Egységelemes integritasi tartomany folott tehat egy nem nulla polinomnak pontosan akkor
van tobbszords gyoke, ha a polinomnak és derivaltjanak a legnagyobb k6zos osztoja legalabb elsofoku,
és ekkor a tobbszords gyokok ezen legnagyobb k6zos osztd gyokei.

Z[x] példa olyan Gauss-gylirlire, amely nem f6idealgytrii, hiszen példaul az {1, x} altal generalt
ideal nem generalhaté egyetlen elemmel. Ugyanakkor igaz az alabbi tétel.

2.37. Tétel

Test folotti egyhatarozatlanu polinomgytira euklideszi gytirii. Gauss-gyirii folotti polinomgytiri
Gauss-gytrt.
A
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A fenti tételbdl kovetkezik az az eldbbi allitasunk, hogy egész egyiitthatoés polinomok gytiriije
Gauss-gytirii, hiszen az egész szamok gytrije ilyen. Indukcidval azt is kapjuk, hogy Gauss-gytirii f616tti
n-hatarozatlanu polinomgytirti is Gauss-gytrt, ahol n egy nemnegativ egész szam.

Most nézziik egy R egységelemes gyiirti folott az x™ — e alaku polinomokat.

Ha R egységelemes, akkor R[x] is egységelemes gylri, és ekkor x és tetsz6leges nemnegativ
egész n-re x™ is eleme a polinomgyiriinek. Els6ként belatjuk, hogy ha m és n nemnegativ egész szam,
ugy x™ — e pontosan akkor osztdja x™ — e-nek, ha m|n. Legyen elészor m|n, azaz n = mt egy N-beli
t-vel. Ekkor (x™ — e) TiZi(x™)! = x'™ — e = (TIZF(x™)) (x™ —€), és x'™ — e = x™ — e, igy tel-
jesiil az x™ — e|x™ — e oszthatosag. Forditva, tegyiik fel, hogy x™ — e|x™ — e. Ham = 0, akkor x™ —
e = 0, és ekkor x™ — e = 0, hiszen a 0 csak 6nmaganak osztdja. De x™ — e = 0 csak gy lehet, han =
0, és ekkor teljesiil az m|n relacid. Most nézziik az m > 0 esetet. Maradékosan osztva n-et m-mel, n =
tm+r7,ahol t €N és m >r € N. Ekkor x™ —e = x"(x'™ — e) + (x" — e). A feltevésiink szerint a
bal oldal oszthato x™ — e-vel, és az el8bb igazoltuk, hogy ugyanez igaz x‘™ — e-re, tehat x” (xt™ — e)-
re. EKkor x™ — e osztja x” — e-t is, ami csak ugy lehet, ha r = 0, hiszen 0 < r < m, és nem nulla
polinom csak nala nem nagyobb fokszamu polinommal oszthaté (mert nem nulla polinomok szorzatanak
foka nem nagyobb a két polinom fokszamanak 6sszegénél). Am ha r = 0, akkor n = tm, vagyis m|n.

Az x™ —e = x"(x'™ —e) + (x" — e) feliras, ahol m > r € N, minden esetben igaz, ham > 0,
azaz ha x™ — e # 0, igy azt is belattuk, hogy a nemnegativ egész kitevds x* — e alakti polinomok ko-
rében a nullatol kiilonb6zo osztdval végzett maradékos osztas maradéka is ilyen alaka polinom.

Ha x™ —e|x™ — e, és m # 0, tehat x™ — e # 0, akkor van egy és csak egy olyan g € R[x] po-

x"—e

linom, hogy g - (x™ —e) = x™ —e = (x™ —e) - g. Ezt a polinomot altalaban az alakban irjuk.

xM—e

Nézziik most x™ — e és x™ — e legnagyobb kozos osztojat, ahol m és n tetszéleges nemnegativ
egész szamok. Legyen a két kitevd legnagyobb kozos osztoja d, ekkor, az elébbick szerint, x* — e kozos
osztdja a két polinomnak. Megmutatjuk, hogy ez a polinom a legnagyobb k6zds 0szt6. Ha d = m, akkor
az x™ — e és x™ — e barmely kozos osztdja osztdja x™ — e-nek, tehat x4 — e-nek, igy ez utobbi poli-
nom legnagyobb kdzos 0szto, és nyilvan ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha d = n. Ham #
d # n, akkor m # 0 # n, és ekkor min{m,n} > d € N*, és alkalmas u és v egész szamokkal d =
um + vn. Most sem u, sem v nem lehet 0, mert ha példaul u = 0, akkor n|d, ami lehetetlen, hiszen a
0-t6l kiilonb6z6 d pozitiv osztdja nem lehet d-nél nagyobb. u és v egyike pozitiv, a masik pedig negativ,
mert m és n pozitiv, és ha mind u, mind v pozitiv, akkor d = um + vn = m, mig ha mindkett6 negativ,
akkor d = um + vn < 0. Nyilvan akar u-rol, akar v-rél feltehetjiik, hogy negativ, legyen példaul u <
0. Ekkor x3+(-Wm _ o — ¥V _ ¢ ahol mindkét oldalon a kitevd pozitiv egész szam. Ha f € R[x]
kdzos osztoja x™ — e-nek és x™ — e-nek, akkor f|x™ — e|x("W™ — ¢, valamint f|x™ — e|x"" — e =
xHEWM _ o = xd(x (WM _ o) 4 (x4 — ¢), igy f x — e-nek is 0szt6ja, amibd] kapjuk, hogy most
isx? — e az x™ — e és x™ — e polinomok legnagyobb kozos osztoja.

Ha 1 < q € N, akkor x helyére g-t és e helyére 1-et irva igaz marad az oszthatdsagra és legna-
gyobb k6z0s osztora vonatkozo allitas. Ehhez a fenti levezetésben csak annyit kell valtoztatni, hogy ha
s az m-nél kisebb pozitiv egész szam, akkor 1 < q kovetkeztében 0 <1 < q*—1<q™ — 1, és igy
nem teljestilhet a g™ — 1|q° — 1 oszthatosag.

crer

2.38. Definicié
Legyen f = Z:ZO a;x ésg = Z?fo b;x' az R gylirii feletti polinom. Ekkor f o g = Z;ZO a;g9' az
f és g — ebben a sorendben vett — kompozicioja.
A

Egy polinomgyiirti akkor és csak akkor a nullgylirii, ha maga az alapgytri is a nullgyiri, és

nullgy(iriben a kompozicio nem til érdekes, hiszen ekkor a kompozicié eredménye is a gyl nulleleme,
ezért az alabbiakban nem foglalkozunk a nullgytriivel.
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Véges testek

2.39. Tetel

Legyen R legalabb két elemet tartalmazé gyiirii. Az R[x]-beli kompozicid binér miivelet az R
feletti polinomok halmazéan, minden konstans polinom bal oldali zéruseleme a miiveletnek, és o jobbrol
disztributiv a polinom-dsszeadasra nézve. R[x]-ben akkor és csak akkor van olyan f # 0 # g polinom,
amellyel f o g = 0, ha R nem nullosztémentes, és (R[x];°) pontosan akkor (bal oldali) egységelemes,
ha R-ben 1étezik a megfelel tulajdonsagu elem. Ha R kommutativ, akkor o jobbrol disztributiv az R [x]-
beli szorzasra nézve, és (R[x];o) félcsoport.

A

Bizonyitas:

Legyen f, g és h R feletti polinom, f = Y aixtés g =Y, ¢ bixt. Ekkor fo g =37 a;g";
g € R[x], igy g' és a;g" is R feletti, egyértelmilien meghatarozott polinom, de akkor ezek Gsszege is
egyértelmilen meghatarozott eleme R[x]-nek, vagyis a polinomgyiiri zart a kompoziciora. Ha f kons-
tans polinom, azaz f = c € R, akkor tetszbleges g € R[x] polinommal f o g = c o g = ¢ = f, ami mu-
tatja, hogy f bal oldali zéruseleme a kompozicionak. Legyen n > max{nf,ng}. Ezzel

(F+g)oh= (Z(ai + bl-)xi> oh= ) (a+b)h
i=0 i=0

n n f g
- Z a;hl + Z bihl = Z a;hl + Z b;h!
i=0 i=0 i=0 i=0
- Zaixi oh+ Zbixi ch=foh+goh,
i=0 i=0

igy a kompozicio jobbrol disztributiv a polinom-6sszeadasra nézve.

Legyen a,, # 0 # by, ekkor f o g-ben az ngng-edfoku tag egyiitthatoja a, fbﬁg . Ha R nullosz-
tomentes, akkor az elobbi egyiitthatd nem nulla, igy f o g # 0. Ellenkez6 esetben legyen az R u és v
eleme — ebben a sorrendben vett — nullosztopar. Ekkor (ux) e v = uv = 0, jollehet ux # 0 # v.

Ha e, € R bal oldali egységeleme R-nek, akkor e, bal oldali egységelem a polinomgyfiriiben,
igy (epx) ° f = e, f = f. Hasonloan, amennyiben e; jobb oldali egységelem az R gyfiriben, akkor f o
(ejx) = Z:ZO ai(e]-x)l = Z?:O(aie]-i)xi = Z:ZO a;xt = f, végiil ha e egységelem, akkor az eldbbiek
szerint x = ex egyszerre bal és jobb oldali egységeleme, tehat egységeleme a kompozicionak. Most

tegyiik fel, hogy a kompozicionak van bal oldali egységeleme, és ez az ¢?) polinom. Konstans polinom
bal oldali zéruseleme a kompozicidonak, és legalabb két elemet tartalmazé grupoidban bal oldali zé-
ruselem nem lehet bal oldali egységelem, ezért a polinom nem a nullpolinom, van foka, és a foka, n,

legalabb 1. Ekkor ux = ¢® o (ux) = ¥ e (ux)t = P + 37, (ei(b)ui) xi, és ebbdl ePu=u

az R barmely u elemére, igy sl(b) bal oldali egységelem az R gyiiriiben. Most legyen ) jobb oldali
egységeleme a kompozicionak. A gylirii tetszéleges u elemével ux = (ux) o e = ue® . Hau nema
nullelem, akkor a bal oldalon 4116 polinom potosan elséfoku, mig ha €2 konstans polinom, akkor ue @
is biztosan legfeljebb nulladfoki lehet, nem teljesiilhet az egyenl8ség, ezért most is igaz, hogy az £
polinom legalabb elsdfoki. Ezzel ux = (ux) o e = ye® = Yo (usi(])) xt, ahol n € N*, és az
egyiitthatok osszehasonlitasaval azt kapjuk, hogy uel(j ) =y isméta gyliri minden elemével, tehat sfj )
jobboldali egységelem R-ben. Végiil, ha a kompozicionak egységeleme &, akkor € mind bal, mind jobb
oldali egységeleme a kompozicidonak, és ekkor teljesiilnie kell az elébbi mindkét feltételnek, vagyis
U = U = Ugq, és ez éppen azt jelenti, hogy &, egységelem R-ben.

A tovabbiakban legyen R kommutativ, és nézziik (fg) o h-t.
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2. Formalis hatvanysorok és polinomok

Nr+ng nr+ng
(fg)eh= Z Z(ajbi—j)xi oh= z Z(ajbt—j)hi
i=0 j=0 i=0 j=0
nf g
= Dlani | Dbl | = o mxg e,
i=0 i=0

tehat teljesiil a kompozicio jobb oldali disztributivitasa a polinomok szorzasa felett. Ezt alkalmazva
megmutatjuk, hogy kommutativ gytiri felett a kompozici6 asszociativ. Legyen el6szor f = ¢ € R. Ek-
kor tetszbleges g polinommal fog=cog=c,ésebbbl (feg)oh=coh=c=co(goh)=fo
(g ° h). Most tegyiik fel, hogy teljesiil az asszociativitas, ha f legfeljebb n-edfoka, ahol n nemnegativ
egész szam, és most legyen f n + 1-edfokq, tovabba R egységelemes. Ekkor f = fix + r, ahol f; n-
edfoku és r konstans. Ezzel a felirassal

(feg)eh=((fix+r)eg)eh=((fieglg+r)eh
=((ficg)oh)(geh)+r=(fie(goh)(goh) +7
=(fix)oe(@eh)+r=(fix+r)e(geh)=fo(goh),

vagyis n + 1-edfoku f polinom esetén, tehat barmely f polinom esetén is asszociativ a kompozicid. Ha
az R gyuri nem egységelemes, akkor beagyazhatd egységelemes gyliriibe (lasd az 1.32. Tételt a 20.
oldalon), ott teljesiil az asszociativitds, de akkor az eredeti gylirti f616tti polinomok kompozicidja is
asszociativ.

0

Egységelemes gylir(i esetén x eleme a polinomgyiriinek, és x egységeleme a kompozicionak.
Mivel az egységelem, ha létezik, egyértelmiien meghatarozott, ezért ekkor x az egyetlen egységeleme
ennek a miiveletnek. Ebbdl az is kdvetkezik, hogy ha a kompozicionak van egységeleme, akkor ez sem
lehet mas, mint az x polinom, ugyanis a kompozici6 egységelemességébdl kovetkezik az R egységele-
messége, ebbdl pedig az, hogy x egységeleme a o miiveletnek, de akkor az egyértelmiiség miatt mas
egységelem nincs, igy a kiindulasul feltett egységelem is az x polinom.

Ha R nem a nullgytirti, akkor van legalabb két kiilonb6z6 eleme, mondjuk a és b. Legyen f = a
¢sg=>b.EKkor fog=aob=a+# b =Dboa=go f,ami mutatja, hogy a kompozicié miivelete al-
talaban még kommutativ gytirt esetén sem kommutativ. A kompozicid balrdl altalaban nem disztributiv
az Osszeadasra nézve. Legyen példaul f = a # 0, g és h pedig R[x] tetsz6leges elemei. Ekkor

fo(g+h)=aec(g+h)=a+2a=a+a=acg+aoh=fog+foh,

vagyis az adott polinomokkal nem teljesiil a bal oldali disztributivitas, de akkor a kompozicié balrol
nem disztributiv altalaban az 6sszeadasra nézve.

A fenti két eredmény azt jelenti, hogy ha R kommutativ gyiirii, akkor (R[x]; +,°) olyan struktira,
amelyben (R[x]; +) Abel-csoport, (R[x];°) félcsoport, és o jobbrol disztributiv az dsszeadasra nézve,
de balrdl nem, vagyis (R[x];e) csaknem gyiir(i, de nem az. Ennek példaul egy egyszerii, de fontos ko-
vetkezménye, hogy bar R nulleleme (vagyis (R[x]; +) semleges eleme) bal oldali zéruselem az (R[x];°)
félcsoportban, hiszen barmely f polinomra 0 o f = 0, de nem jobb oldali zéruselem, mert ha f olyan
polinom, amelynek konstans tagja r # 0, akkor f o« 0 = r # 0, vagyis nem teljesiil, hogy 0-val szo-
rozva, az eredmény is 0.

Kozvetleniil 1athaté, hogy ha f az R gyiirii feletti polinom, és u € R, akkor f ou = f(u), ahol
f o u-ban u konstans polinom, vagyis a polinomba val6 behelyettesités specialis kompozicio..
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3. Testek és véges testek

Ebben a részben elsdsorban olyan kérdésekkel foglalkozunk, amelyek alapvetdek a véges testek
elméletében, illetve amelyekre sziikség van a véges testekkel kapcsolatban.

Az el6z0 fejezetben mar definidltuk a testeket, illetve a valamivel altalanosabb ferdetestet: az R
gyurt ferdetest, ha a nullatdl kiilonbz6 elemek a szorzassal csoportot alkotnak, és ha ez a szorzas még
kommutativ is, akkor a ferdetest test. Van mas szokas is: az altalunk ferdetestnek definialt struktarat
nevezik testnek, és kommutativ szorzas esetén — ha ezt kiilon hangsulyozni akarjak — kommutativ testet
mondanak. Mi a jogfolytonossag szem el6tt tartasaval az el6bbi konvenciot alkalmazzuk, vagyis a fer-
detest - test parositast hasznaljuk. Fontos kiemelni, hogy a definici6 értelmében ferdetestnek legalabb
két eleme van, hiszen egy csoport soha nem fiires. Ferdetest tovabbi lényeges tulajdonsagai:

1. nullosztomentes;

2. az el6bbi alapjan ferdetest karakterisztikdja 0 vagy primszam. Nullosztomentes gytirii (a fer-
detest ilyen) karakterisztikija n € N, ha van a gy(irtinek olyan u # 0 eleme, amelyre nu = 0, de n >
k € N*-ra ku # 0, vagyis n a legkisebb ilyen tulajdonsaga N*-beli elem, mig ha nincs ilyen u eleme a
legalabb kételemi1 gytirtinek, akkor a karakterisztikaja 0. Lattuk, hogy a karakterisztika egyértelm, és
ha nem 0 vagy 1, akkor primszam (masként szdlva legalabb két elemet tartalmazd nullosztomentes
gyliri karakterisztikaja a nullatol kiillonb6zo elemek azonos additiv rendje). Az R gytirii karakteriszti-
kajat char(R) jeloli;

3. test feletti polinomgytirt euklideszi @ (f) = deg(f)-fel;

b
2

4. testre példa a raciondlis, valds és komplex szamok teste, mig ferdetest a C folotti (

SR

alakt matrixok halmaza a kdzonséges matrixmiiveletekre. Vezessiik be az

e=(5 D=5 D=5 D=0

jelolést. Ha @ = ay + a1, b = by + by, az el6z6 mitrixban, akkor ( % g) = a,e + a,i + byj + bk
az 0j jelolésekkel. Ha e-t elhagyjuk, és i, j, K helyett egyszeriien azt irjuk, hogy i, j és k, akkor kapjuk
a kvaterniokat, ezek az a + bi + cj + dk formaban megadott objektumok valos a, b, ¢ és d szamokkal.
Hogy valoban ferdetestet kaptunk, tovabba hogy ez nem test, azt az eredeti matrixalakkal igazolhatjuk
legkdonnyebben;

5. ha m egynél nagyobb pozitiv egész, akkor Z,,, azaz a modulo m maradékosztalyok halmaza
az osztalydsszeadassal és osztalyszorzassal kommutativ gytirli, amely akkor és csak akkor test, ha m
primszam; az utdbbi esetben a test karakterisztikaja m. Részletesebben: tetszéleges 1 < m € N-re Z,,-
nek m eleme van, mégpedig egy elem azokat és csak azokat a racionalis egész szamokat tartalmazza,
amelyek ugyanazt az m-nél kisebb nemnegativ maradékot adjak m-mel valo osztaskor. Egy ilyen elemet
tetszdleges elemével, praktikusan a benne talalhatd legkisebb nemnegativ egésszel reprezentaljuk, tehat
k € Z-re a k-val reprezentalt maradékosztaly k, = {n € Z|k = n (m)}, és Z, = {k |k € Z}. A defi-
nici6 alapjan k,,, = J,,, © k = j (m). Szintén a definiciobol, ha k; = k, (m) és j; = j, (m), akkor
ki +j1 = ko + jp (M) és kqjy = kyjp (M), azaz ky + 1, = ky + J2,, €s ki1, = kaJa,, - EZ azt je-
lenti, hogy a kp, + Jim = k + Jim» Kmjm = kJm definicié binér miiveleteket hataroz meg Z,,-€n, ame-
lyekre teljesiilnek a gyiiriiaxiomak, sét, a szorzas kommutativ és van egységelem, tehat Z,,, a megadott
ugynevezett osztalymiveletekkel valoban egységelemes kommutativ gylirti, ez a modulo m maradék-
osztaly-gyiiri. |Z,,| = m, elemei a maradékosztalyok, amelyek végtelen halmazok. Az osztalyok
neve melletti m index arra utal, hogy modulo m osztalyokrél van sz6, amit altalaban nem tesziink ki,
mivel a kornyezet alapjan vilagos, hogy milyen modulusrol van szo.

Testek specialis, €s sok szempontbodl a tobbi testtdl eltérd, fontos és a gyakorlat szamara is érdekes
tulajdonsagot mutaté esetei a véges testek.



Véges testek

3.1. Definicio

A véges sok elemet tartalmazo testet véges testnek mondjuk.
A

Lehetne definialni a véges ferdetestet is, am igaz az alabbi Wedderburn-tétel (amelyet majd a 6.
fejezetben a 115. oldaltol kezdve bizonyitunk).

3.2. Tétel

Véges ferdetest kommutativ.
A

Ennél valamivel tobb is igaz, ugyanis belatjuk, hogy véges, regularis félcsoport mindig csoport,
igy minden véges, nullosztomentes gylirii test.

3.3. Tétel
Ha a G véges félcsoportban mindkét oldalrol lehet egyszertisiteni, akkor G csoport.

Bizonyitas:

G nem iires, mivel G félcsoport. Legyen G = {g;|n > i € N}, G, = {gg;In > i € N}, ahol ga G
rogzitett eleme. G5 minden eleme benne van G-ben, hiszen G félcsoport, ezért G, € G. gg, = gg, az
egyszerlsithet6ség kovetkeztében pontosan akkor teljesiil, ha g, = g,,, azazu = v, igya g; = gg; le-
képezés G-nek 6nmagéba valo injektiv leképezése. Viszont véges halmaz dnmagaba valo injektiv leké-
pezése sziirjektiv is, ami azt jelenti, hogy tetszéleges h € G-hez valamilyen w-re gg,, = h, vagyis g,,
megoldasa a gx = h egyenletnek. Hasonld a helyzet az yg = h egyenlettel, tehat ez is megoldhato, G
csoport.

0
3.4. Kbévetkezmény
1. Csoport véges részfélcsoportja részcsoport;
2. legalabb kételemtl, véges, nullosztomentes gylirti (véges) test.
A

Bizonyitas:
1. Csoportban a szorzas regularis, de akkor a részfélcsoporban is lehet egyszerisiteni.
2. Nullosztomentes gytiriiben minden nullatol kiilonb6z6 elemmel lehet egyszerlisiteni, ezért, ha
a gyurli véges €s van legalabb két eleme, akkor nullatol kiilonbdzo elemei a szorzasra nézve csoportot
alkotnak, igy a gytri ferdetest, €s a Wedderburn-tétel alapjan egyben test is.
U

Tetszdleges p primre Z,, test (mert ekkor az ax = 1 (p) kongruencidnak minden, a p-vel nem
oszthat6 a-ra van megoldasa, vagyis Z,-ben minden nem nulla elemnek van ebben a gyiiriben inverze).
Ebbdl kdvetkezik az alabbi eredmény.

3.5. Tétel

Végtelen sok, paronként nem izomorf véges test 1étezik.
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Bizonyitas:

A primszdmok szama végtelen, €s a fentiek alapjan minden primhez tartozik legalabb egy véges
test. Ugyanakkor izomorf strukturak kdzott bijekcid 1étesithetd, vagyis azonos az alaphalmazuk szamos-
saga, ezért kiilonbozo primhez tartozo véges testek nem lehetnek izomorfak.

W

Kérdés, hogy van-e mas véges test is. A tovabbiakban belatjuk, hogy a valasz igenld.

A testelmélet az algebrai egyenletek gyokeinek algebrai eszkdzokkel valdo megoldasat célzo ku-
tatasok sordn alakult ki. Az mar az eddigi algebrai ismeretek birtokaban is lathatd, hogy ehhez a polinom
egylitthatoit altalaban egy test elemeinek célszerii tekinteni, és a gyokokhoz esetleg sziikséges ezt a
testet kiterjeszteni. Ha példaul tekintjiik az x? — 2 polinomot, és az ezt kielégité objektumokat keressiik,
akkor el0szor is azt kell tisztazni, hogy mit takar a 2 jel, és mit kezdhetiink vele, vagyis milyen miive-
leteket hajthatunk rajta végre, tovabba, hogy mely elemek kozott keressiik a megoldast. Tegyiik fel,
hogy 2 a modulo 7 maradékosztalyoknak a 2 egésszel reprezentalt osztalya, a megoldast is az ilyen
maradékosztalyok kozott keressiik, és a miiveletek az osztalymiiveletek. Ekkor x helyébe a 3-at tartal-
mazé osztalyt helyettesitve a nullaval reprezentalt osztalyt kapjuk, vagyis ekkor a polinomnak Iétezik
gyoke az egyiitthatok altal meghatarozott testben. Mas a helyzet, ha 2-t mint racionalis szamot tekintjiik.
Ismert, hogy nincs olyan racionalis szam, amelyet X helyére irva és a racionalis szamokon ismert miive-
leteket elvégezve eredményiil nullat kapnank, vagyis az x? — 2 € Q[x] polinomnak nincs gydke a raci-
ondlis szamok korében. Ha viszont a valds szamok korében keresiink megoldast, akkor mar sikerrel
jarunk, hiszen v/2 helyettesitésével a valés szamokon értelmezett miiveletekkel nullat kapunk. Vegyiik
most racionalis a-val és b-vel az a + b+/2 alaku valds szamokat a kozonséges Gsszeadassal és szorzas-
sal. Ekkor konnyii szamolassal kiadodik, hogy ez a Q(\/f) halmaz zart a kivonasra és szorzasra, vala-

mint a 0 + 0v2 = 0 kivételével valamennyi elem inverze maga is ehhez a halmazhoz tartozik, és igy ez
a halmaz a valos szamok Osszeadasaval és szorzasaval testet alkot. Ez a test tartalmazza a racionalis
szamokat, ezért az eredeti polinom egyben Q(\/E) folotti polinom is, €s ebben a testben mar van gyoke,

mivel V2 € Q(\/f ) nyilvan teljesiil. Jollehet Q részteste a most konstrualt testnek, az elébb elmondottak
alapjan inkabb a forditott iranyt tekintik elsddlegesnek, igy érthet6 a kovetkez6

3.6. Definicio

Legyen L test, és K az L részteste. Ekkor £ a K bovitése, L bdvitett test vagy relativ test K
folott, mig K alaptest, jele: L|K. Ha L|K és M |L egyszerre teljesiil, akkor ezt M |L|K jeloli, és L
neve kozbiilso test.

K az L valédi részteste, ha L # K < L, ekkor £ a K valédi bovitése, a bovités valodi; az
ellenkezd esetben K az £ nem valédi részteste, illetve £ a K nem valédi bdvitése, a bévités nem
valodi.

A

A kovetkezo tétel szerint egy test résztestének részteste az elso test részteste, igy bévités bovitése
az eredeti test bovitése.

3.7. Tétel
Ha XK, L és M testek, és M| L|XK, akkor egyben M| K is igaz. Véges test részteste is véges test.
A
Bizonyitas:

Test egyben kommutativ gytrii, vagyis additiv Abel-csoport és kommutativ multiplikativ fél-
csoport, ahol a két strukturat mindkét oldalrdl dsszekapcsolja a disztributivitas. Mivel félcsoport rész-
félcsoportjanak részfélcsoportja az eredeti félcsoportnak is részfélcsoportja, csoport részcsoportjanak
részcsoportja részcsoportja az eredeti csoportnak, és a disztributivitas is 6roklodik, igy test résztestének
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részteste mindenesetre részgylrlije az eredeti testnek. A kommutativitas és nullosztomentesség lefelé
biztosan 6roklédik, és ha egy egységelemes gylirli egységeleme benne van a gy(irii egy részgytriijében,
akkor az egyben a részgylriinek is egységeleme, igy az elébbi részgyliri biztosan egységelemes integ-
ritasi tartomany. Az egyetlen probléma az, hogy a szorzas csoporttulajdonsaga nem teljesiil a teljes hal-
mazon. A baj oka, hogy a multiplikativ invertalas csupan részleges miivelet a testben, mivel a nullara
nincs értelmezve. Résztesthez ezért ugy jutunk, hogy vesziink egy olyan részgytirtit, amely a 0 elhagyasa
utan részcsoport a szorzasra (elegendd, hogy zart a szorzas inverzképzésére). Ebben az esetben kiilon
megvizsgaljuk a részstruktirasag tranzitivitasat. Az eddigiek alapjan K az M részgytrlije. Masrészt K,
L és M nulleleme azonos, ugyanis M additiv csoportjanak részcsoportja £ additiv csoportja, és ennek
részcsoportja K additiv csoportja, igy K* S L* € M™, tehat K™ részcsoportja L*-nak, ez pedig M *-nak.
Részcsoport részcsoportja részcsoport, ezért K * részcsoportja M *-nak, de akkor K valdban részteste
M -nek.

Ha a test véges, akkor véges a tartohalmaza. Résztest tartohalmaza az elébbi véges halmaz rész-
halmaza, és résztest maga is test, igy a véges test definicidja alapjan teljesiil a tétel allitasa.

U
Egyszerii kapcsolat van egy test és valamely bévitésének karakterisztikaja kozott.
3.8. Tétel
Ha R az § nullosztomentes gytrii legalabb kételemii részgytirtije, akkor char(R) = char(S).
A

Bizonyitas:

Ha a részgytiriinek van legalabb két eleme, akkor ez még inkabb igaz az eredeti gylriire, tovabba
nullosztomentes gyiirii minden részgyiiriije is nullosztomentes. Am legalabb két elemet tartalmazo
nullosztomentes gytirli karakterisztikdja megegyezik barmely nullatél kiilonb6z6 elemének additiv rend-
jével, amely viszont nyilvan azonos a két gyiiriiben, hiszen tetsz6leges pozitiv egész n-nel az R minden
u elemére nu mint R eleme azonos nu-val mint S-beli elemmel.

]

A tételbdl nyilvanvalo6 az alabbi.

3.9. Kovetkezmény
Ha £ a X test bovitése, akkor a két test karakterisztikaja azonos.

Bizonyitas:
Test legalabb kételemii nullosztomentes gylrt, igy kdzvetleniil alkalmazhato az el6z6 tétel.

A kovetkezo tétel a véges testek karakterisztikajarol szol.

3.10. Tétel

Véges test karakterisztikaja primszam. p-elemt test karakterisztikaja p, ahol p primszam.

Bizonyitas:

Test legalabb két elemet tartalmazo nullosztomentes gyiird, igy a karakterisztikaja nulla vagy
primszam. Am nulla-karakterisztikaju gyiirii elemeinek szama végtelen, hiszen pontosan akkor nulla a
karakterisztika, ha legalabb egy (de akkor valamennyi) nullatol kiilonb6z6 elemnek az additiv rendje
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végtelen. A végtelen rend azt jelenti, hogy az elem kiilonb6z0 egyiitthatoval vett tobbszorosei paronként
kiilonb6zdek, marpedig a lehetséges egyiitthatok az egész szamok, és ezek szama végtelen.
p-elemd test additiv csoportjanak rendje a p primszam, és primszamrendii csoport ciklikus, igy
van benne p-edrendii elem, amibol kovetkezik, hogy a test karakterisztikaja p.
U

Mivel Z,, karakterisztikdja p, ahol p tetsz6leges primszam, ezért minden p primszamhoz van p-
karakterisztikaju véges test.

Most megvizsgaljuk egy test legsziikebb résztestét. Egyszerien meg tudjuk adni a legkisebb
elemszami csoportot és gyurit: ezek egyetlen elembdl allnak; gytirtinél ezt nullgyliriinek nevezziik.
Hasonloan trivialis gytlirli a z€roégytirii, azaz olyan gylrti, amelyben valamennyi szorzat értéke nulla. Ha
ezektdl a trivialis esetektdl eltekintiink, akkor nyilvan az egyetlen (nem trivialis) elemmel generalt struk-
tarak a legegyszertibbek: a ciklikus csoportok, ezek kozott is a primszamrendiiek, és példaul a modulo
m maradékosztalyok gylriije, kitiintetetten a primmodulustiak (illetéleg az emlitett gytiriikkel izomorf
gylrik). A primszamrendi csoport és a primmodulust maradékosztaly-gyiirii egyszerlisége abban rej-
lik, hogy nincs nem trivialis részstrukturajuk. Ehhez hasonl6 az a kérdés, hogy milyen lehet egy csoport
illetve gytirti legsziikebb részcsoportja €s részgyliriije. [smét az a helyzet, hogy csak az egységelemet és
gylri esetén a csupan a nullelemet tartalmazo részhalmaz a keresett részstruktura, mig ezektdl a trivialis
esetektdl eltekintve az egységelemtdl kiilonb6zo elem altal generalt ciklikus részcsoport, illetve egy nem
nulla elemnek a gytlirti elemeivel felirt polinomja lesz ez a legkisebb részstruktura. Testek esetében a
helyzet bonyolultabb.

3.11. Tetel

Minden testnek van egyértelmiien meghatarozott legsziikebb részteste. Ez 0-karakterisztikaju test
esetén Q-val, mig p-karakterisztikdju test esetén, ahol p primszam, Z,-vel izomorf.

A
A masodik allitasbol csak a primkarakterisztikaju esetet vizsgaljuk.

Bizonyitas:

Ha e a K test egységeleme, akkor K barmely részteste tartalmazza e-t, igy az e altal generalt
résztestet is, ezért, ha ezt a testet Hp jeldli, akkor ez a K egyértelmiien meghatarozott legsziikebb rész-
teste.

Legyen T = {ke|k € Z}, ekkor T € Kp, hiszen test zart az 6sszeadasra és ellentett-képzésre. Ha
char(¥) = p primszam, akkor ue = ve valamely u és v egésszel pontosan akkor teljesiil, amennyiben
u = v (p), vagyis ha u,, = v, tovibba ue + ve = (u + v)e és (ue)(ve) = (uv)ee = (uv)e, tehat a
@: k — ke szabaly izomorfizmust létesit Z, és T kozott. Ez viszont azt jelenti, hogy T mar test, ennél-
fogva Kp C© T,igy Kp =T, és Kp = 7Z,.

]

Az el6bbi bizonyitasbdl azt fontos tobbek kozott észrevenni, hogy primkarakterisztikaju K test-
ben Kp elemeinek, tehat az egységelem tobbszoroseinek hanyadosai is — feltéve, hogy a nevezé nem
nulla—,,egész” kifejezések, vagyis a tort az egységelem valamely tobbszorosével egyenld. Késébb majd
latjuk, hogy ez nem csupan a primtest elemeire érvényes tulajdonsag. A 0-karakterisztikaj eset éppen
ebben kiilonbozik a fentebb vizsgaltaktol.

A tovabbiakban a K test legsziikebb résztestét, amint azt az elobbi bizonyitasban is tettiik, alta-
laban Kp-vel jeloljiik.
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3.12. Definicié
Legyen K test. Ekkor

a) XK legsziikebb részteste, Kp, a K primteste;
b) XK primtest, ha nincs valodi részteste.
A

Az alabbi tétel szerint a fenti definicidban szerepld két fogalom egybeesik, és ebbdl kovetkezden
a nulla-karakterisztikaji primtestek a racionalis szamok testével, mig a p-karakterisztikajii primtestek
Z,-vel izomorf testek.

3.13. Tetel

A tételben legyen p primszam.

Test primteste primtest, és primtest primteste dnmaga;

a p-karakterisztikaju X test akkor és csak akkor primtest, ha X = Z,,
minden p-elemii test Z,-vel izomorf;

ha L a K test bovitése, akkor a két test primteste azonos.

el IS -

Bizonyitas:

1. Kp a K legsziikebb részteste, igy nem lehet valodi részteste. Ha viszont K primtest, akkor
nincs valddi részteste, tehat az egyértelmiien meghatarozott primteste sem lehet mas, mint maga a teljes
test, K.

2. Ha K p-karakterisztikaju primtest, akkor a primteste onmaga, vagyis X = Kp = Z,, mig ha
K = 1Z,, akkor K véges, tovabba Z, = Kp < K = Z,, igy K izomorf egy résztestével, ami a véges-
séggel csak ugy lehet, ha K = Kp.

3. Legyen a K test elemeinek szama a p prim, ekkor a karakterisztikaja is p. A résztest egyben
az eredeti test additiv csoportjanak is részcsoportja, és primszamrendil csoportnak csak trivialis részcso-
portjai vannak, amelyek egyike egyeleml, igy ez nem résztest, ezért K p-karakterisztikaju primtest,
azaz izomorf Z,-vel.

4. Ha L a K test bovitése, és Lp, Kp a két primtest, akkor Kp részteste L-nek, és igy Lp, amely
L minden résztestének részteste, részteste Kp-nek. Innen viszont kdvetkezik, hogy £, < K, ahonnan
pedig adodik, hogy Kp < Lp, vagyis a két primtest megegyezik.

0

Tetsz6leges test a primtestének, tehat egy primtestnek a bdvitése. Az eldbbi tételnek erre vonat-
kozdan egy fontos kdvetkezménye az alabbi.

3.14. Kévetkezmény

Ha a X test karakterisztikaja a p primszam, akkor K Iényegében véve (azaz izomorfizmustol
eltekintve) Z,, bovitése.

A
Bizonyitas:
Mivel X tartalmaz Z,-vel izomorf résztestet, ezért Z,, bedgyazhat6d K -ba, és az igy nyert és K-

val izomorf test mar Ly bovitése.
0J

Igen fontos segédeszkozt ad az alabbi eredmény.
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3.15. Tétel
Ha L|¥, akkor L linearis tér (vektortér) a K test f6lott az L-beli miiveletekkel.

Bizonyitas:
Test additiv Abel csoport a testbeli 6sszeadassal. Ha u, vaz L és r, s a K eleme, akkor r és s L-
nek is eleme, igy ru € L, (rs)u = r(su), r(u +v) = ru+ rv, (r + s)u = ru + su, hiszen testben a
szorzas asszociativ és egyben disztributiv az 6sszeadasra vonatkozoan, végiil, ha e a K (és akkor L)
egységeleme, ugy eu = u is teljesiil.
U

A linearis terek fontos adata a dimenzio, és ennek lényeges szerepe van a testek esetében is.

3.16. Definicio

Ha £ a XK test bovitése, akkor L-nek mint K feletti vektortérnek a dimenzidja a bovités foka,
amit [L: K] jelol. Ha ez véges, akkor a bévités véges, ellenkez6 esetben végtelen.
A

3.17. Tetel
Ha az £ véges test a K test bévitése, akkor [L£: K] € N*.

Bizonyitas:

A bovités foka egy vektortér dimenzidja, ez pedig egy halmaz szdmossaga, igy véges esetben
nemnegativ egész szam. Am L-nek legalabb két eleme van, van tehat nem nulla eleme, és egy nem nulla
vektor onmagaban linearisan fliggetlen, tehat a bovités foka legalabb 1, azaz véges esetben természetes
szam. Ha viszont a bovités foka végtelen, akkor mar a bazis elemeinek szama is végtelen (mert a bazis-
vektorok paronként linearisan fiiggetlenek, de akkor kiilonb6zoek is), és a bazisvektorok maguk is ele-
mei a vektortérnek, ezért ebben az esetben a bovitett test is végtelen sok elemet tartalmaz, igy véges test
esetén a bévités foka nem lehet végtelen, [L: K] véges.

0

Az eldbbiek alapjan véges test elemszama erdsen korlatozott. Hogy mennyire, arrdl szol a kovet-
kezd tétel.

3.18. Tetel

Legyen az L véges test a g-elemli K test bovitése. Ekkor L elemeinek szama g™ egy alkalmas n
pozitiv egésszel.
A

Bizonyitas:

A feltételekbdl kapjuk, hogy £ n-dimenzids vektortér a K test fol6tt, ahol n € N*. De adott test
feletti azonos dimenzidju vektorterek izomorfak, és a K elemeibél alkotott rendezett n-esek is egy ilyen
vektorteret képeznek. Ezeknek a rendezett n-eseknek a szama viszont pontosan g™, hiszen a sorozat
minden egyes komponense egymastol fliggetleniil g kiilonbozo értéket vehet fel.

U
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3.19. Kévetkezmény

p-karakterisztikaji véges test elemeinek szama p™, ahol n egy pozitiv egész szam.

Bizonyitas:
p-karakterisztikaju test a p-elemil primtestének a bovitése, és ha véges, akkor a bovités foka egy
pozitiv egész szam.
U

Azt mar tudjuk, hogy véges test elemszama nem lehet mas, mint egy primszam pozitiv egész
kitevOs hatvanya. A kérdés az, hogy van-e minden ilyen primhatvanyhoz ennyi elembdl allo véges test,
illetve ha igen, akkor van-e egynél tobb lényegesen kiilonb6z6. A kérdés megvalaszolasahoz ad utmu-
tatast a kovetkezd eredmény.

3.20. Tetel

Ha £ a g-elemi X test n-edfoka bévitése, és f = x9" — x € L[x], akkor f=Tlue(x—u).ue
L-re u € K ekvivalens az u? = u feltétellel.
A

Bizonyitas:

Legyen u az L tetszdleges eleme, és t, = f(u) = u9" —u. Hau = 0, akkor t,, is nulla, tehat 0
gyoke f-nek. Ha viszont u # 0, akkor u € L*. L* a szorzassal csoport, és elemeinek szama q™ — 1, igy
ha e a test egységeleme, akkor u9"~1 = ¢, ahonnan atrendezés és u-val vald szorzds utan ismét azt
kapjuk, hogy t,, = 0, vagyis L minden eleme gyoke f-nek. Viszont L elemeinek szama g™, f foka is
q", és egy test folotti polinomnak még multiplicitassal egyiitt sem lehet a fokszamanal tobb gyoke,
amibdl kapjuk, hogy L elemei és csak ezek lesznek f gydkei, és minden ilyen gyok egyszeres; még azt
kell figyelembe venni, hogy f fépolinom.

Ha u € K, akkor az el6bbi rész értelemszer(i alkalmazasaval u? = u, és mivel igy x9 — x-nek
mar van q gyoke, és tobb nem lehet, ezért L mas elemeire nem teljesiilhet az u? = u egyenléség.

0

3.21. Kiegészités

Legyen £ a g-elemfi X test n-edfoku b8vitése. Ekkor £ felett f = x7"~1 — e = [[y,err(x — w),
ahol e a test egységeleme.
A

Bizonyitas:
n n— ” r .. r
Ez egyszeriien az u? ~! = e egyenldség kovetkezménye.
0

Fontos észrevenni, hogy az f = x4 — x polinom K[x]-nek is eleme, vagyis £ a K-nak olyan
bovitése, amelyben a K feletti f-nek a fokszamaval megegyez6 szamu gyoke van (ha f-nek lenne tobb-
szOros gyoke, akkor ezt csak a multiplicitas figyelembevételével varhatnank el). A kovetkezo részben
megmutatjuk, hogy ilyen bovités tetszdleges test feletti barmely nem nulla polinom esetén 1étezik.

Egy korabbi példaban adott volt a valos szamok teste, amelynek részteste a racionalis szamok
teste, és ez utdbbibdl R-nek egy olyan 0j résztestét konstrualtuk, amely a Q bévitése, és amely tartal-

mazza v/2-t. Ezt altalanositjuk az alabbi definicioban.
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3.22. Definicio

Ha M a K test bovitése, A € M, és L az M legsziikebb olyan részteste, amelynek része K és A,
akkor £ = K (A) a K A-val valé bévitése. Ha A véges, és A = {uy, ..., Up_1}, akkor K({ug, ..., upn_1})
helyett egyszertien K{uy, ..., Uu,_4 } irhatd. Amennyiben A egyelemii, akkor a bovités egyszerti.

A

3.23. Tetel

Legyen A € M és M| K. K (A) Iétezik és egyértelmii, M|H (A)|K és KU A € K(A), és van M-
nek olyan B részhalmaza, hogy M = K (B).
A

Bizonyitas:

Legyen £ az M Osszes olyan résztestének metszete, amelyek résztestként tartalmazzak K-t és
részhalmazként A-t. Ilyen résztest 1étezik, példaul maga M. Résztestek metszete is résztest: az additiv
csoportok metszete additiv csoport, a nulla azonos a résztestekben, és a nulla elhagyasa utani csoportok
valamennyien az M'* részcsoportjai, igy ezek metszete is részcsoport. A disztributivitas a teljes test
barmely elemharmasara teljesiil, igy érvényes lesz a metszet harom elemére is, tehat a metszet valoban
résztest. Legyen ez a résztest L, akkor L-nek részteste K és részhalmaza A. Ugyanakkor minden ilyen
tulajdonsagt L' bévitése L-nek, mert az L' tagja a metszetnek, és a metszet a metszetképzésben szerepld
valamennyi tag részhalmaza. Ez azt jelenti, hogy £ az M egyetlen olyan részteste, amely bovitése K -
nak és tartalmazza A-t, valamint amelynek nincs mindezen tulajdonsaggal rendelkez6 valodi részteste,
tehat a definici6 alapjan £ = K (A).

MI|K(A)|K és KU A S K(A) a definicio alapjan igaz. Végil K (M) létezik, és ez nem lehet
mas, mint M, hiszen M S KUM S K(M) € M.

N

3.24. Kévetkezmény
Ha X, és K, az L test résztestei, A; és A, pedig részhalmazai L-nek, és K; UA; € K, U A,,
akkor ¢, (A,) |7, (4,).
A

Bizonyitas:

Ki €Ki UA; €S K, UA, € K,(A,) és Ky test, igy Ky < K,(A,). Hasonldan, a részhalmaz-lanc
elején K helyére A;-et irva kapjuk, hogy A; S K,(A,), és a definicio alapjan a kettd egyiitt kiadja a
¥, (A,5) |7, (Ay) relaciot.

]

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: ha K egy L test részteste, amelynek A, és A, részhalmazai,
akkor K (A;)(A,) jelentse azt a testet, amelyet ugy kapunk, hogy K-t el6szor A;-gyel, majd az igy
1étrejott testet A,-vel bovitjiik, mig K (A4, 4,) = K (A1 U Ay). Mivel K (A,) is az L részteste, és A; U
A, az L részhalmaza, ezért mind J (A;)(45), mind (A, U A,) létezik, és részteste L-nek.

3.25. Tetel
Legyen L|X és Ay, A, az L részhalmazai. Ekkor K (A;)(4,) = K (A1, 43) = K (A3)(4).

Bizonyitas:
KUA; S (KUA)UA; =K U (A1 UAy)igy K(Ay, A)|H(Ay) és K (A1) (A7) € K(Aq,47),
mert A, € K U (A4, U A,) € K(A4,A,). Az ellenkez0 irany tartalmazas is igaz: K (A;)(4,) bévitése
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H (Aq)-nek, ez pedig K -nak, igy a bovités tranzitivitasa kovetkeztében K (A4;)(A,)| K, tovabba teljesiil,
hOgy A1 U AZ cCKU (Al U Az) = (K U Al) U AZ c K(Al) U AZ - K(Al)(Az), igy valdban igaZ,
hogy K(A1,4;) € K(A1)(A;). A masik egyenldséget az A, és A, felcserélésével kapjuk.

U

3.26. Koévetkezmény
Ha L és K test, L|K, n € N, A = {aq, ..., a,,—1} az L részhalmaza, és m a {0, ...,n — 1} halmaz
permutacioja, akkor K (A) = %(an(o)) (aﬂ(n_l)).
A

Bizonyitas:
Ez az éllitas n = 0 és n = 1 esetén semmitmondod, n = 2-re az el6bbi tétel specidlis esete, mig
han > 2, akkor indukcioval kapjuk a bizonyitast.
N

A bovitésnek a bovitd elem alaptesthez valo viszonya alapjan két 1ényegesen eltéré tipusa van.

3.27. Definicio

Legyen £ a X test bovitése, és u € L. u algebrai (elem) ¥ folott, ha 1étezik olyan nem nulla
K[x]-beli polinom, amelynek u a gyoke, ellenkez6 esetben u transzcendens (elem) XK folott. (Az) L
(test) a K (test) algebrai bévitése, ha £ valamennyi eleme algebrai ¥ folétt, egyébként a bovités
transzcendens.

A

Legyen X test, és K (x) a K feletti racionalis fliggvények teste. Ha K elemeit és a konstans poli-
nomokat azonosnak tekintjiik, akkor K (x) a K bovitése, és x € K(x). x transzcendens K fo6l6tt, hiszen
f(x) = f, és igy x csak a nullpolinomnak gyoke, ezért K (x) a K transzcendens bdvitése.

A tovabbiakban csak algebrai bovitésekkel foglalkozunk.

3.28. Tetel

Legyen K, L és M harom test, M| L|K, és u € M. u algebrai M f616tt, és ha algebrai K folott,
akkor algebrai £ folott is.
A

Bizonyitas:
x — u minden egylitthatja M-beli, igy x — u € M[x], tovabba ez a polinom nem a nullpolinom,
és u gyoke, tehat u algebrai M folott.
Amennyiben u algebrai X folott, akkor van olyan K[x]-beli nem nulla f polinom, amelynek u
gyoke. De f egyben L[x]-nek is eleme, igy a definicio szerint u algebrai £ folott.
|

Egy elem algebrai vagy transzcendens volta fiigg attol, hogy mely testre vonatkoztatjuk: ha £ a
XK test transzcendens bovitése, akkor a definicio szerint van legalabb egy olyan u eleme £-nek, amely
transzcendens X folott, viszont ez az u gyoke az L f616tti x — u polinomnak, tehat L-re vonatkoztatva
mar algebrai. Az viszont igaz, hogy 1éteznek ,,abszolut algebrai” elemek: egy test primtestének v eleme
a primtestre vonatkoztatva algebrai, és az eredeti test barmely részteste a primtest bovitése. Ekkor vi-
szont az elobbi tétel szerint v algebrai a bovebb résztest folott is.

Algebrai elemhez kapcsolodo fontos fogalom a minimalpolinom.
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3.29. Definicio

Legyen £ a K test bdvitése, és u az L-nek K felett algebrai eleme. Az mff) € K[x] fépolinom
az u X feletti minimal-polinomja, ha

1. u gyoke mTSK) -nak, és
2. hau gyoke a 0 # g € K[x] polinomnak, akkor deg (mg()) < deg(g).
A

Ezuttal is felhivjuk arra a figyelmet, hogy a miniméalpolinom adott testre vonatkozik: v2-nek mint
valds szamnak a minimal-polinomja a racionalis szamok teste felett x2 — 2, hiszen elséfoku racionalis
egyiitthatos polinomnak nem gydke, viszont R feletti minimal-polinomja x — /2.

3.30. Tetel

Legyen £ a K test bévitése, és u az L-nek K felett algebrai eleme. u K feletti minimal-polinomja

l1étezik és egyértelmil, a minimalpolinom felbonthatatlan K f6l6tt, és ha ez mg{), tovabba f tetszbleges

K feletti polinom, ugy f(u) = 0 akkor és csak akkor, ha f oszthatd ml(f() -val.
A

Bizonyitas:

u a feltétel szerint algebrai K felett, igy van olyan K[x]-beli nem nulla polinom, amelynek u a
gyoke, tehat {deg(f)|0 # f € K[x] A f(u) = 0} N nem iires részhalmaza. llyen halmazban van legki-
sebb elem, és egy halmaz legkisebb eleme — ha 1étezik — egyértelmii, tovabba ha ez a legkisebb elem n,
akkor van olyan f polinom K[x]-ben, amelynek a foka éppen ez a minimalis n, és amelynek gyoke u.
Legyen c ennek az f-nek a f8egyiitthatdja, akkor ¢ € K*, és m = ¢~ f nyilvan olyan K[x]-beli fépo-
linom, amelynek a foka szintén n, és amelynek u gyoke. Eddig azt lattuk be, hogy u-hoz létezik a defi-
nici6 feltételeit kielégitd polinom, vagyis u-nak létezik K folotti minimal-polinomja.

Legyen f € K[x]. Ha m|f, akkor f = gm egy K[x]-beli g polinommal, és behelyettesitve u-t,
fw) = gw)m(u) = 0. Most legyen f(u) = 0. Test folétti polinomok gytiriije euklideszi, igy alkalmas
h és r K feletti polinomokkal f = hm + r, ahol har nem nulla, akkor deg(r) < deg(m). Ismét helyet-
tesitve u-t 0 = f(u) = h(w)M ) + #(u) = #(u), ami csak ugy lehet, ha r a nullpolinom, hiszen el-
lenkezd esetben u gyoke lenne egy m fokanal alacsonyabb foka K [x]-beli polinomnak, ami az m va-
lasztasa folytan lehetetlen. Ez viszont azt jelenti, hogy m osztdja az f polinomnak.

Az el8bbi oszthatdsag alapjan belatjuk az egyértelmiiséget. Ha m' is K feletti minimal-polinomja
u-nak, akkor mind m m’-nek, mind forditva, m’ m-nek osztdja, vagyis m és m' asszocialtak, ami csak
ugy lehet, ha megegyeznek, hiszen mindkett6 fépolinom.

Végiil szintén az oszthatdsagbol kovetkezik a minimalpolinom felbonthatatlansaga. A definicio

alapjan ugyanis ml(LK) fépolinom, tehat nem a nullpolinom, és van gyoke, igy nem lehet nem nulla kons-

tans polinom, vagyis nem lehet egység. Ha viszont m,SK) = gh, akkor 0 = G(u)h(u), ami csak tgy

lehet, ha u gyoke a g és h polinomok koziil legalabb az egyiknek, mondjuk g-nek. Ekkor ml(lK) osztdja

g-nek, és hasonldan, g osztdja ml(f()-nak, vagyis g és mng) asszocialtak, tehat azonos a fokszamuk,
amib6l kovetkezik, hogy h nem nulla konstans polinom, vagyis egység K[x]-ben, tehat a minimalpoli-
nom irreducibilis K f6lott.

O

3.31. Kiegészités

Legyen £ a K test bovitése, €s u az L-nek K felett algebrai eleme, tovabba ml(lK) az u X feletti
minimal-polinomja. Ekkor
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1. deg (mg()) = 1, és egyenldség akkor és csak akkor all, ha u € K;

2. ha f € K[x] X felett irreducibilis, és f(u) = 0, akkor f~ml(lK), ahol ~ az asszocialtsag jele.
A

Bizonyitas:
1. Minimalpolinom felbonthatatlan, igy legalabb els6foki. Mésrészt u pontosan akkor gyoke a
K feletti x — v polinomnak, ha v = u, vagyis ha u eleme K-nak.

2. A tétel alapjan mg{) osztdja f-nek. De a feltétel szerint f felbonthatatlan, igy nincs mas osz-

tdja, mint az egységek, valamint az asszocialtjai. 1. alapjan viszont mgo legalabb elséfoku, igy nem

egyseg.
U

3.32. Definicio
(K)

A K test felett algebrai u elem m;; * minimal-polinomjanak foka, n, az u K feletti foka, és u n-
edfoku algebrai elem ¥ folott; jele degy (u).
A

A definicio azt a tényt fejezi ki, hogy algebrai elem minimal-polinomjanak foka bizonyos érte-
lemben azt méri, milyen messze van u a viszonyitasra kiszemelt K testtol.

3.33. Tetel

Véges bovités algebrai, és a bovités foka legalabb 1.

Bizonyitas:

Azt, hogy a bovités foka legalabb 1, mar korabban bebizonyitottuk, ezért csak a masik allitast kell
igazolni. Legyen £ a K test bovitése, és legyen a bévités foka n. Ha u az L tetsz6leges eleme, akkor
u®,..,u™ az L n + 1 darab (nem feltétleniil kiilonboz6) vektora, és igy linedrisan dsszefiiggd vektor-
rendszer K folott, azaz cou® + -+ + ¢,_,u™ = 0 K-beli nem csupa 0 cq, ..., c,—; elemmel. Ekkor u
gyoke a K[x]-beli nem nulla f = cox® + -+ + ¢,_,x™ polinomnak, tehat u algebrai K folott. Mivel u
az L barmely eleme lehet, ezért L minden eleme algebrai K felett, vagyis £ a K algebrai bovitése.

0

Az eddigiek sordn adott volt egy test, annak egy részteste, és ezt a résztestet bovitettiik a teljes
test valamely elemével. Ha a bdvités algebrai, akkor ez az elem gyoke a sziikebb test felett irreducibilis
valamely polinomnak. A kérdés az, hogy mi a helyzet, ha csupan egy test és egy irreducibilis polinom
ismert, és olyan testet keresiink, amelyben mar van gydke ennek a polinomnak. Elétte belatunk harom
gylriielméleti tételt.

3.34. Tetel

Kommutativ egységelemes gyliri maximalis ideéalja szerinti maradékosztaly-gytiri test.

Bizonyitas:

Ha van maximalis ideal, akkor a gylriiben van legalabb két ideal, vagyis van valddi idedl, és
valddi idedl szerinti maradékosztaly-gyliriinek van legalabb két eleme. Legyen M az R gytirii maximalis
idealja. Ekkor M az R valddi részhalmaza, de M -et barmely rajta kiviil 1év6 gylriiclemmel a legsziikebb
idealla bovitve a teljes gytirtit kapjuk. A maradékosztaly-gyiiri nulleleme az idedl, és az egységeleme
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az R egységelemét tartalmazo osztaly. Legyen u a gylirli egy M-en kiviili eleme. Ekkor a maradékosz-
taly-gylriiben az u-val reprezentalt osztaly nem a nullelem. A legsziikebb ideal, amely tartalmazza mind
u-t, mind M-et, a teljes gytirt,, ezért a gytirii egységeleme, e is benne van ebben a bovitésben. A bovités
elemei ru + m alaktiak, ahol r az R és m az M tetsz6leges eleme, igy e = vu + m a gylrli egy alkalmas
v elemével. Ekkor € = vu + m = vu = v, ugyanis az m altal reprezentalt maradékosztaly a maradék-
osztaly-gytrl nulleleme, és ez éppen azt jelenti, hogy ¥ az i inverze a maradékosztaly-gytiriben. Mivel
igy a maradékosztaly-gytiriiben minden nem nulla elemnek van inverze, és kommutativ gytirti maradék-
osztaly-gylriije kommutativ, ezért a maradékosztaly-gytiri test.

U

3.35. Tetel
Euklideszi gytirti f8idealgytirt.

Bizonyitas:

Legyen R euklideszi gytrd, és J az R legalabb két elemet tartalmazo6 idealja (a csak a nullelemet
tartalmazo ideal nyilvan féideal). Mivel az idedl tartalmaz nem nulla elemet, az idedlbeli elemek eukli-
deszi normainak halmaza a nemnegativ egész szamok halmazanak nem iires részhalmaza, igy van benne
egyértelmiien meghatarozott legkisebb elem, mondjuk s, és az idealnak van s-normaju eleme, példaul
u. Ha most v az idedl egy tetszéleges eleme, akkor v-t maradékosan osztva u-val, v = qu + r, ahol
vagy r a gylri nulleleme, vagy r normaja kisebb, mint u normaja. De ez utobbi nem lehetséges, ugyanis
u és v eleme az idealnak, ekkor qu és r = v — qu is benne van az idealban, és ;J-ben minden nem nulla
elem norméja legalabb akkora, mint u norméja, hiszen u egy minimalis normaji eleme az idealnak.
Ebbdl kovetkezik, hogy r = 0, tehat v = qu, vagyis az idedl minden eleme az u tobbszdrose, és kom-
mutativ egységelemes gyiiriiben — marpedig euklideszi gylri ilyen — egy elem tobbszorosei foidealt
alkotnak.

0

3.36. Tetel

Foidealgylirti nem trivialis idedlja pontosan akkor maximalis, ha general6 eleme irreducibilis.
A

Bizonyitas:
Legyen J; = (uq) és J, = (u,) az R féidealgytirti két idealja. Ekkor I; € I, akkor és csak akkor,
ha u, osztdja u;-nek, I, = R akkor és csak akkor, ha u, = e (pontosabban sz6lva, ha u, egység), és J,
pontosan akkor maximalis, ha I; # R, de minden olyan J # R idealra, amellyel I; € I, I = I;. Most
legyen I, legalabb kételemi, ekkor u; # 0. Az eldbbiek szerint I; akkor és csak akkor maximalis, ha
nincs mas osztoja, mint az egységek valamint a sajat asszocialtjai, vagyis akkor és csak akkor, ha u,
irreducibilis.
0

Az eldbbi harom tételbdl kovetkezik, hogy euklideszi gyiirii egy idealja szerinti maradékosztaly-
gylirti akkor és csak akkor test, ha az ideal egy irreducibilis elem tobbszoroseinek halmaza. Ezt majd
felhasznaljuk a kovetkezo tétel bizonyitasaban.

3.37. Tetel

Legyen K test, ¢s m a K felett felbonthatatlan polinom. Ekkor 1étezik K'-nak olyan bdvitése,
amelyben m-nek van gyoke.
A
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Bizonyitas:

a) Legyen (m) = {gm|g € K[x]}, ekkor (m) maximalis ideal K [x]-ben és T = K[x]/(m) test,
hiszen test feletti egyhatarozatlanu polinomgytrii, tehat K [x] is, euklideszi gytir(.

b) #[x]-ben a konstans polinomok halmaza X -val izomorf résztestet alkot, ezért X beagyazhatod
K [x]-be, igy eleve azt tételezziik fel, hogy K [x]-ben a konstans polinomok maguk a megfeleld K -beli
elemek, vagyis hogy K < K[x]. Ekkor az a ¢: K[x] — T leképezés, amelynél f képe az f altal repre-
zentalt f maradékosztaly, a K-t is leképezi T egy részhalmazaba, K-ba. Legyen U = { f | fexK } (vagyis
a konstans polinomokkal reprezentalt maradékosztalyok halmaza). Konstans polinom képe konstans
polinom &ltal reprezentéalt maradékosztaly, igy K € U, masrészrdl U minden eleme egy K-beli elem
képe, vagyis K = U. Mivel m legalabb elséfoku, és két konstans polinom kiilonbsége is konstans poli-
nom, igy ez a kiilonbség csak akkor lehet oszthato m-mel, ha 0-val egyenlé (marmint a kiilonbség),
tehat kiilonbdz6 K-beli elem képe kiilonbzé eleme K-nak, ¢ bijektiven képezi le K-t K-ra. ¢ egyben
miivelettarto is, és konstans polinomok 0sszege valamint szorzata is konstans polinom, igy ¢ izomorf-
izmust 1étesit K és K kozott, azaz K beagyazhato T'-be: a konstans polinomok altal reprezentalt mara-
dékosztalyokat és csak azokat azonosithatjuk a megfelelé K-beli elemmel. Jeloljiik a létrejott testet L-
lel. Innen lathato, hogy £ a K egy bovitése.

¢) m € K[x], és L a X bévitése, ezért m € L[x]. Ha m = ¥, a;x’, és figyelembe vessziik,
hogy K elemeit, tehat a polinom egyiitthatoit valamint a 0-t azonositottuk az altaluk mint konstans po-
linomok altal reprezentalt maradékosztalyokkal, akkor

és ez azt jelenti, hogy m-nek van L-ben gyoke, nevezetesen X.

3.38. Kiegészités
Ha m a K test folott irreducibilis n-edfoka polinom, és £ a K[x]/(m)-bél K beagyazasaval
kapott test, akkor £ = K (), az L|K bévités foka n, és L egy K folotti bazisa {x* |n >k € N}.
A

Bizonyitas:

A feltétel szerint L|K, masrészt X € L, igy mindenesetre K(X) € L. Legyen most f tetsz6leges
polinom X folott. K test, ezért f egyértelmiien irhatd f = um + r alakban, ahol §(r) < n. Innen az
osztalymiiveletek tulajdonsagaival f = um + r = um + ¥ = ¥ = Y1 ¢;x*, hiszen L-benm = 0, r =

Lext. ¢ € K € K(¥%), X € K(%), igy f € K(x), amibdl kovetkezik az L € K (i) tartalmazas, tehat

L = K(x).

Mar lattuk, hogy L barmely eleme felirhat6 az x legfeljebb n — 1-edfokua hatvanyainak K feletti

linearis kombinacidjaként, igy ezek a hatvanyok generaljak L-et mint K feletti vektorteret. Ez az n

hatvény linearisan fliggetlen is  folott: Y7 b;x' = 0 = m esetén m osztjaa g = Y=g byx* polino-

mot, ami m irreducibilitasa és a fokszamok figyelembevételével csak ugy lehetséges, ha g = 0, vagyis
ha g minden b; egyiitthatoja 0. Ebbdl azt is megkaptuk, hogy a bévités foka n.

|

Tekintsiik a valés egyiitthatos x? + 1 polinomot. Ez felbonthatatlan a valos szamok teste folott,
hiszen masodfok és nincs valos gydke. Ha a valds szamok testét az elobbiekben leirtak szerint bovitjik,
akkor egy olyan legsziikebb testet kapunk, amelyben mar van gydke a polinomnak. De ugyanilyen tu-
lajdonsagu test a komplex szamok teste, amelyet a valos szamok testébdl az i-vel valo bovitéssel kapunk.
Van-e valamilyen kapcsolat, és ha igen, akkor milyen a két test kozott? Es mi a helyzet azzal a testtel,

b)-alakﬁak?

amely azokat és csak azokat a masodrendii valoés matrixokat tartalmazza, amelyek (_Z a
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Vagy példaul mi a kapcsolat azon testek kozott, amelyeket egy test folott irreducibilis polinom kiilon-
bozé gydkeivel vald bovitéssel kapunk (példaul az x3 — 2 polinomnak van valds és van komplex
gyoke)? Erezziik, de azért pontosan megmutatjuk, hogy algebrai szempontbol a megfeleld testek 1énye-
gében véve azonosak, vagyis izomorfak. Ehhez egyéb tulajdonsagokat latunk be.

3.39. Tetel

Legyen R, és R, egységelemes kommutativ gyiirii, ¢ az R,-nek Rz—be valé homomorfizmusa,
f=3",a;x' € Ry[x], és u az R, tetszSleges eleme. Ekkor a ¥: Y, a;x! = Y™ (a;)ul szabély
R, [x]-nek R,-be vald miivelettarto leképezése.

A

Bizonyitas:

Az azonnal latszik, hogy ¥ az R;[x] minden eleméhez az R, egy és csak egy elemét rendeli,
hiszen ¢ az R, barmely elemét az R, egy ¢€s csak egy elemére képezi le, és R, mint gylir(i zart a szorzasra
és Osszeadasra. Belatjuk a miivelettartast.

Legyen f és @ két polinom az R, gyiirti felett, és fU) = %l " ao) t, ahol j € {1,2}, to-

vabba legyen n > max{ny,n,}. ) felirhato ¥, ao)x‘ alakbanisazn; <i <mn: a(J) = 0 definicio-
val. Ekkor
ny n n
P(FO+ @)=y Y a@xi + Z @i | = (Z a®Pxl + Z ang)xi)
i=0 i=0 1= i=0
n n
— (Z @ (z) ) Z p (a 1y, a(z)) /
i=0 i=0
n n
:Z((p (1) (1) ) Z(p (1) u +Z (2)
l i=0
ni n2
- Z (1) u n Z (z) — Z aPxt | +y Z a@x
i=0 i=0 i=0
=y(f®)+ w(f<2>),

tehat Y Osszeget Osszegbe képez, 1P Osszegtartd leképezés. A szorzatra vonatkozo allitdst hasonléan
egyszerlien igazolhatjuk:

n, n; ny+n; i
Y(FOF@) =y Z algl)xi Zai(z)xi — Z Z a}(1)al(2)] o
i=0 i=0 i=0 j=0
n1+n2 i n1+n2 i
_ €Y (2) 1) (2) ;
- Z @ z J 1 j l Z (P(a ) ul
i=0 ]:0 1=0 ]:
nq n, n, ny
(o) ) Sty oSt o St
i=0 i=0 i=0 i=0
= ¢(f(1))¢(f(2))_
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3.40. Koévetkezmény
Haaz R, és R, egységelemes kommutativ gyliriik izomorfak, akkor a két gytrti fo16tti polinom-
gyurt is izomorf, az izomorfizmusnal egymasnak megfeleltetett polinomok egyszerre nulldk illetve nem
nullak, és az utobbi esetben a fokszamuk azonos, igy az egyik polinom pontosan akkor egység, felbont-
hatatlan vagy felbonthat6é a megfelel6 gytirti f616tt, amikor a masik hasonl6 tulajdonsagu.
A

Bizonyitas:

Legyen a két polinomgyiiri R, [x] és R, [x,], és ¢ a két eredeti gyﬁrﬁ ko6zotti izomorfizmus. Az
el6z6 tétel értelemszerii alkalmazasaval a : ¥ 0a(l)xi DN 0<p( )xé szabaly homomorf-
izmus az 1-indexii polinomgytiriirdl a masikba, és mivel ¢ izomorfizmus, tehat az inverze l1étezik €s

szintén izomorfizmus, ezért az ellenkezd iranyt p@: 1 a(z)x;L >yt~ ( (2 ))x1 leképezés ha-

€Y}

sonloképpen homomorfizmus. Ha f () az R, [x;]-beli, elébb mar latott Yo x! polinom, és ugyan-

ilyen médon megadva f® = ¥y a(z)xé € R,[x,], akkor

L:

(p@ypD)(F W) = @ (lp(l)(fu))) =@ [ yp® <Z a§1)xi>

=0
n n
e <Z 0 (a(l)) x§> _ Z o1 ((p( (1))>x
n i=0 nl=0
=Yoo (o) = Y afPxt = 0,
i=0 =0

és teljesen hasonléan kapjuk, hogy (YpPyp@)(f@) = f@ amibsl kovetkezik, hogy P -nek (és
l/J(Z)-HEK) van inverze, tehat bijektiv, ami a miivelettartassal egyiitt azt jelenti, hogy izomorfizmus.
Mivel izomorfizmusnal a nullanak és csak a nullanak a képe a kép nulleleme, ezért a nullpolino-
mok egymasnak felelnek meg, és nem nulla polinom sem képe, sem 6se nem lehet a nullpolinomnak.
Maga ¢ is izomorfizmus, igy ra is vonatkozik, hogy pontosan a nullelemet képezi le a nullaba, amibol
kovetkezik, hogy egy nem nulla polinom féegyiitthatéjanak képe nem nulla, az ennél magasabb foki
tagok egyiitthatdja viszont a képpolinomban is nulla, azaz a két polinom fokszama megegyezik. Innen
az is kovetkezik, hogy egységnek és csak egységnek a képe egység, és a szorzattartassal egyiitt még azt
is megkapjuk, hogy egy polinom akkor és csak akkor felbonthatatlan az egyik polinomgytriiben, amikor
a neki megfeleld polinom irreducibilis a masik polinomgytirtiben. Ekkor viszont mar csak az a lehetdség
marad, hogy a felbonthat6 polinomok is egymas megfeleldi.
0

Az el6z6 eredmények birtokaban mar konnyen adodik a kdvetkezé eredmény.

3.41. Tétel

Legyen ¢ a X testnek K’ testre valo izomorfizmusa, L|K', u € L algebrai X' f616tt az m' mini-
mal-polinommal, és m az m'-nek a ¢ izomorfizmus K [x]-re torténé homomorf kiterjesztésénél K [x]-
ben megfeleld polinom. Ekkor K [x]/(m) izomorf ' (u)-val.

A

Bizonyitas:
Legyen ¥ a ¢ azon homomorf kiterjesztése K [x]-re, amelynél x képe u. Hatarozzuk meg a leké-
pezés magjat. f € Ker(y) akkor és csak akkor, ha Z:ZO @(a))ut = 0', vagyis ha u gyoke a X' folotti
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Z?:fo @(a;)x* polinomnak, tehat ha ez a polinom oszthaté m’-vel. De K és K' izomorfizmusabél ko-
vetkezik a megfeleld polinomgytiriik izomorfizmusa is, és ekkor az el6bbi oszthatdosag pontosan akkor
teljesiil, ha m osztoja f-nek, vagyis Ker(y) = (m). Ebbdl adodik, hogy Im () = K[x]/(m), ezért
mar csak azt kell belatni, hogy Im(y) = K'(u). Az rogtoén latszik, hogy Im(y) része K'(u)-nak: a
konstans polinomok képe éppen K', x képe u, és K'(u) test, tehat zart a szorzasra (és igy a hatvanyo-
zéasra is), valamint az Osszeadasra. Viszont X [x] euklideszi gylirli, m felbonthatatlan, ennélfogva
K [x]/(m) test, ekkor a vele izomorf Jm () egy olyan részteste L-nek, amely tartalmazza mind K'-t,
mind u-t, és mivel az ilyen tulajdonsagu testek k6zott K'(u) a legsziikebb, ezért K'(u) € Im(3p) is
teljesiil.

U

3.42. Koévetkezmény

Ha u a X test egy bovitésének K felett n-edfoku algebrai eleme, akkor a K (u)|K bovités foka

n, a bovitett testnek az eredeti test folotti egyik bazisa az u n-nél kisebb nemnegativ egész kitevokkel
vett hatvanyainak halmaza, és ha K g-elemii, akkor K (u) elemeinek szama q™.

A

A fenti allitas szerint, ha egy olyan algebrai elemmel bdvitiink egy testet, amelynek a minimal-
polinomja n-edfoku, akkor a bévitett test elemei az u legfeljebb n — 1-edfoka polinomjai. Két ilyen
elem Osszegét az egylitthatok 0sszegzésével kapjuk, mig a szorzat a két polinom szorzatanak a bovitd
elem minimal-polinomjaval val6 osztasi maradéka. Azt is érdemes észrevenni, hogy egy ilyen testben
nincsenek tortek, az osztds mindig elvégezhetd tigy, hogy a hanyados is a b6vitd elem valamely poli-
nomjaval egyenlo.

Bizonyitas:

Lattuk, hogy ha m a X felett irreducibilis n-edfoku polinom, és £ a X [x]/(m)-bél a K beagya-
zasaval kapott test, akkor £ a K n-edfoka bévitése. Amennyiben u K feletti minimal-polinomja m,
akkor £ = X [x]/(m) = K (u), amibdl az is kovetkezik, hogy L és K (u) mint K feletti vektorterek is
izomorfak, €s az izomorfizmusnal ¥ képe u, amibdl kapjuk a bazisra és a bdvités fokara vonatkozo
allitast. A véges testre vonatkozo kijelentés viszont az el6bbiek kozvetlen kdvetkezménye, hiszen g-
elemii test n-edfoka bévitésében éppen g™ elem van.

0

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy tetszdleges test feletti barmely nem nulla polinomhoz lehet ta-
lalni olyan testet, amely mar az adott polinom valamennyi gyokét tartalmazza.

3.43. Tetel

Ha X tetszbleges test, és f € K[x] n-edfokd, akkor van K -nak olyan M bdvitése, hogy M folott
f = cIT% 4 (x — ;) alaky, ahol ¢ € K*, ésn > i € N-re u; € M.
A

A tétel mas fogalmazasban azt allitja, hogy adott test f616tti barmely nem nulla polinomhoz meg
lehet adni a testnek olyan bdvitését, amelyben a polinomnak a fokszamaval azonos szamu gyoke van,
persze az esetleges tobbszorosség figyelembevételével.

Bizonyitas:

f-nek van foka, tehat nem nulla. Ha n = 0, akkor f nemnulla konstans polinom, vagyis f = c a
K valamely ¢ elemével. Ez azonban felirhato f = ¢ [19-)(x — u;) alakban, hiszen egy olyan szorzat
érteke, amelyben az index felso hatara eggyel kisebb, mint az also, a szokasos konvencid értelmében az
egységelemmel, e-vel egyenld.
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Tegyiik fel, hogy a tétel allitasat mar belattuk minden olyan esetre, amikor a polinom foka kisebb,
mint egy pozitiv egész n, és most adott az n-edfokti f polinom. f felbonthato K felett irreducibilis
polinomok szorzatara, igy felirhato f = f (g™ alakban, ahol £ felbonthatatlan ¥ felett. K -nak van
olyan £ bdvitése, amelyben van f-nek u gyoke. f € K[x]-bél és L|K, tehat K S L-b8l kovetkezik,
hogy f € L[x], és L felett f = (x —u)g®@ egy L[x]-beli g polinommal. De g® fokan — 1, igy az
indukcids feltevés értelmében van L-nek olyan M bdvitése, amely folott L*-beli c-vel és M-beli
Up, oo, Up_1-0yel g = c [T (x — uy). A bdvités tranzitiv, tehat M egyben K -nak is bévitése, to-
vabba az L-beli u egyben M-nek is eleme, igy az uy = u jel6léssel x — uy € M|[x], amib6l kapjuk, hogy
f mint M feletti polinom ¢ [T%4(x — u;)-vel egyenld. Ez mutatja azt is, hogy f-nek M-ben n gyoke
van. Végiil még azt kell belatni, hogy ¢ a K nemnulla eleme. Az, hogy nem nulla, igaz, hiszen c € L*.
De a szorzasok elvégzése utan latjuk, hogy c az f féegyiitthatoja, és f K[x]-beli, vagyis minden egyiitt-
hatoja, de akkor a féegyiitthatoja is K eleme.

U

3.44. Definicio

A XK test feletti n-edfoku f polinom XK feletti felbontasi teste a K legsziikebb olyan bovitése,
amelyben f-nek — multiplicitassal szamolva — n gyoke van.
A

A definici6 szerint f-nek van foka, tehat nem a nullpolinom.

3.45. Tetel

Tetsz6leges K test feletti barmely nemnulla f polinomnak I1étezik felbontasi teste. Ha f n-edfok,

M a K olyan bovitése, amelyben f-nek n gybke van, és a polinom paronként kiillonb6zé gyokei
Uy, -, Um—q aKKOr f K feletti — egyik — felbontasi teste K (ug, ..., Upm—1)-

A

Bizonyitas:

Olyan M test van, amelyben f-nek n gyoke van (multiplicitassal). Ha ezek a gyokok ismétlés
nélkiil wuy, ..., Up—1, akkor K (ug, ..., Uy—1) Mint M részteste tartalmazza f valamennyi gyokét. Ha vi-
szont T a K (uyg, ..., Uym—1) valodi részteste, amely K bévitése, akkor T az uy, ..., U,,—1 elemek legalabb
egyikét nem tartalmazza. Ha T-ben is lenne f-nek — multiplicitassal szamolva — n gyoke, akkor lenne
kozottiik legalabb egy, amely kiilonbozik valamennyi korabbi gyokt6l. Amennyiben ez a gyok v, akkor
f-nek L-ben gydke uy, ..., U, —1 € v, és multiplicitasokkal egylitt az u-val jel6lt gy6kok szama n, vagyis
v-vel egyiitt f-nek n-nél t5bb gyoke lenne, ami lehetetlen. gy K (ug, ..., Upm_1) 82 M legsziikebb olyan
részteste, amely tartalmazza f minden gyokét, vagyis K (uy, ..., Um—1) @z f XK feletti felbontasi teste.

0

Most hasonl6 kérdéseket lehet feltenni, mint amilyenek az irreducibilis polinom gydkével valo
bovitéssel kapcsolatban felmertiltek, és a valaszok is hasonloak.

3.46. Tétel

Ha %, és K, izomorf testek a ¢ izomorfizmussal, 0 # f @ € K; [x], f ® a ¢-nek a polinomgyi-
riire valo kiterjesztésénél fD-nek megfeleld polinom, és i € {1,2}-re £; az f® K feletti felbontasi
teste, akkor £, = £,.

A

Bizonyitas:
Ha f (D konstans, akkor f® is az, a felbontési test maga az eredeti test, és ezek a feltétel szerint
izomorfak. Tegyiik fel, hogy ha f@) legfeljebb n-edfoku, akkor igaz az allitas, és £ n + 1-edfoka
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polinom. Legyenek £ gyokei a felbontasi testben ug, Uy, ..., Up_1, tovabba g az fO olyan, K,
felett felbonthatatlan tényezéje, amelynek gydke ug, és @ a g™M-nek K, [x]-ben megfelelé polinom.
Ekkor g@ is irreducibilis %, folétt, és ha @ L,-beli gydkei vy, vy, ..., Vp_1, akkor van ezek kozott
olyan, amely g®-nek a gydke; nyilvan eleve indexelhetiink ugy, hogy ez a gyok v, legyen. Az el6z6
tétel szerint F; (ug) = Ky (vg), és Lj = K;(Ug, Uyq, ory Upn—q) = K;(ug) (U, ..., Upy_1) a 3.25. Tétel sze-
rint, és ugyanez igaz a 2-indexi testekre a v gyokokkel. Innen viszont az indukcioés feltevés alapjan
valdban teljesiil a felbontasi testek izomorfizmusa.

U

A 3.20. Tétel szerint (lasd a 50. oldalon) ha a g-elemti K testnek van n-edfoku bévitése, £, akkor
ez nem lehet mas, mint a % feletti x4 — x polinom X feletti felbontasi teste, ugyanakkor az elébbiek
alapjan x9" — x-nek tetszoleges test felett 1étezik a felbontasi teste. A tételt ugy interpretalhatjuk, hogy
amennyiben van q"-elemi test, akkor egy ilyen test valamennyi eleme gyoke kell, hogy legyen az x9" —
x polinomnak. Masrészt, ha a? = a nem is teljesiil az L valamennyi elemére, amennyiben n > 1, és igy
az a — af szabaly csupan L egy részén, nevezetesen a K elemein az identikus leképezés, azért ennek a
leképezésnek igen fontos tulajdonsagai, és ezért jelentGs szerepe van a véges testek esetén.

3.47. Tetel

Ha az R kommutativ gy(ir(th6z van olyan p primszam, hogy R minden r elemére pr = 0, akkor
a@n:a - aPl’ szabaly tetszéleges nemnegativ egész n-nel R-nek endomorfizmusa, azaz nmagaba valé
homomorfizmusa. Amennyiben R nullosztomentes, akkor a leképezés injektiv; ha ezen kiviil még

o R test, akkor ¢,, testhomomorfizmus,
o illetve ha R véges, akkor ¢,, automorfizmus (azaz 6nmagara val6 izomorfizmus).
A

Legalabb két elembdl allé nullosztomentes gytirtire a tétel elején allo kikotés egyszeriien azt je-
lenti, hogy a gytirt karakterisztikaja p.

Bizonyitas:

Po(r) = P’ =7, igy ha n = 0, akkor ¢,, az R 6nmagara val¢ identikus leképezése, és nyilvan
igaz valamennyi allitas.

Most legyen n = 1, ekkor ¢ (r) = rP" = rP. A megadott szabaly a gy(irti minden eleméhez hoz-
zarendel egy és csak egy R-beli elemet, igy ¢ egy R — R leképezés. Mivel a gylirii kommutativ, ezért
tetszbleges r és s gyiiriiclemekre @4 (rs) = (rs)P = rPsP = @, (r)@,(s), tehat ¢, szorzattartd. Az 6sz-
szegtartas bizonyitasahoz felhasznaljuk a kommutativ gyiiriiben érvényes Newton-féle binomialis tételt:

14 p-1

(r+s)f = Z (i) rPksk = 4P 4 sP + (i) rPksk,
k=0 k=1

Mivel (Z) = k!(ﬁ_k)! egész szam, ezért k! (p — k)! osztjap! = p(p — D!-t. 1 < k < p — 1-b6l k! va-

lamennyi j tényezdjére is igaz, hogy 1 < k < p — 1, igy p nem osztdja k! egyetlen tényezdjének sem.
p primszam, igy relativ prim minden tényez6hoz, és akkor a szorzatukhoz, k!-hoz is. 1 <k <p — 1-
b6l 1 < p — k < p — 1, ezért az el6bbihez hasonloan p relativ prim (p — k)!-hoz is. Ekkor k! (p — k)!
relativ prim p-hez, viszont osztdja p(p — 1)!-nak, amib6l kovetkezik, hogy osztdja (p — 1)!-nak, és igy,

hal <k <p—1, akkor (Z) = puy egy u; egész szammal. Ekkor
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p-1 p-1 p-1 p-1

p - - - -

(k) rPkgk = Z(puk)rp kgk = Z p(urP~*sk) = pz w,rPksk =0,
k=1 k=1 k=1 k=1

hiszen u,r?~*s¥* a gyiirii eleme, tehat
P1(r+s) =T +s)P =1P +sP = p1(r) + ¢1(5),

vagyis a ¢, leképezés osszegtartd. Gylrli az Gsszeadasra csoport, igy ¢4 tobbek kozott az R additiv
csoportjanak R-be valéd félcsoport-homomorfizmusa. A csoportok homomorfizmusanal azonban kide-
rilt, hogy ekkor a képhalmaz csoport, és a szorzattartd leképezés egységelemet egységelembe, elem
inverzét a kép inverzébe visz, tehat ¢, egyben csoport-homomorfizmus is, ezért a szorzattartassal egyiitt
kapjuk, hogy ¢, az R-nek 6nmagaba valo gytiri-homomorfizmusa.

rP = sP csak akkor teljesiilhet, ha 0 = rP — sP = (r — 5)P. Ha R nullosztomentes, akkor ez csak
r —s = 0, azaz r = s esetén lehetséges, ami azt jelenti, hogy ebben az esetben ¢4 injektiv.

Ha R test, akkor egyben nullosztomentes is, és ekkor 0 = ¢, () = rP akkor és csak akkor lehet,
ha r = 0. Ennek alapjan ¢, a szorzasra nézve egyben (R*;-)-nak is homomorf leképezése (R*;-)-ba,
ezért Im(¢,) \ {0} csoport a szorzassal, 7m (¢p,) test, és ¢, az R-nek R-be valo test-homomorfizmusa.

A véges esetre vonatkozo allitds annak egyszerti kovetkezménye, hogy véges halmaz 6nmagéba
val6 injektiv leképezése sziirjektiv.

Most tegyiik fel, hogy n € N esetén teljesiilnek a tételbeli allitasok, és nézziik a @, 1:7 + rp"t
leképezést. Minden R-beli r-re

Prar @) =17 = 77" = (7P = 0, (0, (N) = (P10 ().

@1 és @, egyarant R-et R-be képezi és miivelettartd. Ekkor a szorzatuk is hasonld tulajdonsagu, és
ugyanez igaz az injektivitasra is, igy ¢, 1-re is teljesiilnek a tételben megfogalmazott allitasok.
0

Fontos megjegyezni, hogy a tételben megadott homomorfizmus csak egyetlen primmel, nullosz-
tomentes gytri, és igy test esetén csupan a test karakterisztikajaval teljesiil, vagyis csak ezzel a primmel
igaz, hogy a p™-kitevés hatvanyozas dsszegtarto.

3.48. Kiegészités

Ha £ a g-elemii K test tetszOleges bovitése, akkor az u — ud" szabaly, ahol n nemnegativ egész,
L automorfizmusa.
A

Bizonyitas:
Ha a K, tehat egyben az L test karakterisztikaja p, akkor g = p™ és q" = (p™)" = p™" = p*,
ahol mind m, mind s nemnegativ egész.
|

Most mér rendelkezésiinkre allnak azok az eszkdzok, amelyekkel igazolhatjuk minden p prim-
szamra és n € N-re p™-elemii test 1étezését.

3.49. Tetel

Legyen n pozitiv egész szam. Ha van g-elemd test, akkor van g"-elemii test is.
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Bizonyitas:

Legyen X egy g-elemii test és f = x9" — x € K[x]. Tudjuk, hogy van K -nak olyan M bévitése,
amely folott f elséfoka polinomok szorzata, vagyis M folott f = x9" — x = ?;10_ Yx — a;) M-beli o;
elemekkel. f derivéltja q"x9"~1 — e = —e (mert a polinomgyiirti karakterisztikaja azonos a test karak-
terisztikajaval, és q a test karakterisztikajanak pozitiv egész kitevds hatvanya, tehat oszthato a karakte-
risztikaval), és ennek a polinomnak nincs gyoke, igy f valamennyi gyoke egyszeres. Jeloljik a gydokok
halmazat L-lel, akkor tehat L elemeinek szama pontosan q™, és L € M.

Megmutatjuk, hogy L mar testet alkot az M -beli miiveletekkel. g™ = q = 2, ezért L-nek leg-
alabb két eleme van. q a K test elemszama, ezért g a p prim egy hatvanya, ahol p a K ¢és ezzel egyiitt
az M test karakterisztikja, és igy ugyanezen p hatvanya lesz g™ is, ebb6l kovetkezéen r — 4" auto-
morfizmus M-en. Ha u és v eleme L-nek, akkor gydke f-nek, tehat u?" —u = 0, vagyis ud" = u, és
hasonléan, v = v. Ezt alkalmazva kapjuk, hogy (u —v)?" = u?" —v9" =u —v és v # 0 esetén
(uwv~1H" = uqn(vqn)_1 = uv~1, azaz mind u — v, mind uv! eleme L-nek, L zart a kivonasra és a
nem nulla elemmel valo osztasra, és igy test.

0

A fenti eredmény alapjan mar meg tudjuk valaszolni a korabban feltett kérdést.

3.50. Tetel

Minden p primszamhoz és n pozitiv egészhez 1étezik p™-elemii véges test, ez a test izomorfiz-
mustdl eltekintve egyértelmiien meghatarozott, és nincs mas véges test.
A

Bizonyitas:

1. Azt mar a 3.19. Kovetkezményben belattuk, hogy egy véges test elemszama csak primhatvany
lehet.

2. Az el6zd tételben bebizonyitottuk, hogy ha van g-elemii véges test, akkor barmely n € N*-ra
van q"-elemii test. De minden p primszamra Z,, test, tehat tetsz6leges p primszam esetén van p-elemii
test, és akkor az elébbiek szerint minden p primszamhoz és n természetes szamhoz van p™-elemii test.

3. Legyen L; és L, azonos elemszamu véges test. A kdzos elemszdm egy prim pozitiv egész
kitevés hatvanya, mondjuk p™. Ekkor mindkét test primteste Zj,-vel izomorf, tehat ha a két primtest Ky
és XK, akkor ¢, = K,. De £, a K, feletti f; = e;xP" — eyx, L, a K, feletti f, = e,xP" — e,x polinom
felbontasi teste, ahol e; és e, az azonos indexi test egységeleme, és a két primtest kdzotti izomorfiz-
musnak a polinomgytriire valo kiterjesztésénél f; és f, egymasnak megfeleltetett polinomok, hiszen
nullelem képe nullelem és egységelem képe egységelem a miivelettartd leképezésnél, igy a 3.46. Tétel
szerint £, és L, izomorf.

0

3.51. Jelolés
Az izomorfizmustl eltekintve egyértelmii g-elemii test jele F,.
A

q-elemii test masik szokasos jelolése GF(q). GF a Galois Field, azaz Galois-test roviditése a
francia matematikus Evariste Galois (kiejtésben Evariszt Galoa) tiszteletére. Mi a tovabbiakban a rovi-
debb [F,, jeldlést alkalmazzuk.

Véges testeknél nem csupan az elemek szama erdsen korlatozott, de a multiplikativ csoport szer-
kezete is a lehetd legegyszerlibb. Ennél tobbet bizonyitunk, aminek egyrészt késobb hasznat latjuk, mas-
részt az altalanosabb megfogalmazas ellenére a bizonyitas azonos. A kérdésre részletesebben egy ké-
sObbi fejezetben ismét visszatériink.
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3.52. Tetel

Legyen X test, n a K karakterisztikajaval nem oszthatd pozitiv egész és £ a K feletti x™ — e
polinom felbontasi teste. Ekkor a polinom gyokeinek halmaza (L*;-) n-edrendi ciklikus részcsoportja.

A
Bizonyitas:
a) Legyen a gyokok halmaza T, ésu € T, v € T, vagyis u™ = e és v"™ = e. Ekkor v # 0, v-nek
van inverze, és (uv )" = ut(v") ! =ee”! = e,igyuv! € T, és mivel e" = e, vagyis e € T, tehat

T nem ires, T a szorzassal csoport. Ha n = 1, akkor egyetlen gyok van; legyen most n > 1. x™ — e
derivaltja nx™"1, és mivel n nem oszthato a karakterisztikaval, ezért a derivalt egyetlen gydke 0, ami
viszont nem gydke az eredeti polinomnak, igy minden gyok egyszeres, ennek alapjan a gyokok, vagyis
T elemeinek szama pontosan n, T = (T;-) n-edrendli csoport. Véges csoportban minden elem rendje
osztdja a csoport rendjének, tehat valamennyi T-beli elem rendje osztdja n-nek, ami azt is jelenti, hogy
egyetlen elem rendje sem haladhatja meg a pozitiv n-et . A ciklikussaghoz azt kell belatni, hogy van T-
ben olyan elem, amelynek a rendje n.

b) Elséként bebizonyitjuk, hogy ha egy G kommutativ csoport g és h elemének rendje, m és n,
véges ¢€s relativ prim, akkor gh rendje mn.

(gh)™ = (g™)"(h")™ = ee = e, tehat gh rendje véges, és osztoja mn-nek. Legyen t ez arend.
Ekkor (gh)t = e, és minden olyan s egész, amellyel (gh)’ = e, oszthaté t-vel. Most irhatjuk, hogy
e =e™m=(gh)™ = (gM™)th™t = h™' Ez csak gy lehetséges, ha n|mt, ami viszont pontosan akkor
teljesiil, ha n|t, mert m és n relativ prim. Hasonldan kapjuk, hogy m|t, igy t oszthaté m és n legkisebb
k6z0s tobbszorosével, ami ismét (m, n) = 1 kovetkeztében mn, vagyis mn|t. Ugyanakkor lattuk, hogy
t|mn, és mivel t és mn egyarant pozitiv egész szam, ezért a kdlcsonds oszthatosag egyenldséget jelent,
t = mn.

€) Masodikként igazoljuk, hogy ha a G kommutativ csoportban az elemek rendjének halmaza
feliilr6l korlatos, akkor valamennyi rend osztdja a rendek maximumanak. El6szor is a korlatossag ko-
vetkeztében minden rend véges, ekkor a rendek halmaza a természetes szamok halmazanak nem tres
véges részhalmaza, igy van benne legnagyobb elem, amely egyértelmil, és van G-ben olyan elem, amely-
nek a rendje éppen ez a maximum. Legyen m a legnagyobb rend, és g egy G-beli m-edrendii elem.
Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitas. Ekkor van olyan n-edrendii h elem G-ben, hogy n nem osztoja m-
nek. Ez csak ugy lehet, ha van n-nek olyan p primosztoja, amely magasabb hatvanyon szerepel n fel-
irasaban, mint az m felbontasaban (esetleg m nem is oszthatd ezzel a p-vel, ekkor p a 0 Kitevével sze-

repel m-ben). Ha p® a p maximalis hatvanya, amellyel m oszthato, akkor g mar nem oszthato p-vel, és

n
a feltevésiink szerint pt*1 osztoja n-nek. Nézziik a szintén G-beli g, = gP valamint b, = h?™" eleme-
ket. Konnyen lathato, hogy az elébbi rendje %’ az utobbié pedig pt*1. Ez a két rend relativ prim, ezért
g1h, rendje gp”l = pm. De p primszam, igy nagyobb, mint 1, tehat pm > m, és g, h; is G eleme,
ami lehetetlen, hiszen G-ben az elemek rendjeinek maximuma m. Az el6bbi ellentmondas igazolja az
allitast, tehat n osztdja m-nek.

d) Most mar konnyti az allitast bizonyitani. Ha 7" -ben a maximalis rend m, akkor valamennyi T-
beli u-ra u™ = e, azaz minden elem gyoke a K feletti x™ — e polinomnak, ezért a gyokok szama leg-
alabb n. De test feletti polinom gyokeinek szama nem haladja meg a polinom fokat, ahonnan n < m.
Ugyanakkor korabban lattuk, hogy barmely elem rendje legfeljebb n, vagyis m < n, és a rendezés an-
tiszimmetrigja kovetkeztében m = n.

|

3.53. Kévetkezmény

Véges test multiplikativ csoportja ciklikus.
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Bizonyitas:

Ha |K| = q, akkor q a test p karakterisztikajanak pozitiv egész kitevés hatvanya, igy plq, de
ekkor p nem osztdja g — 1-nek, tehat relativ prim hozza, hiszen a karakterisztika primszam, masrészt
K* elemei a K feletti x?~1 — e polinom gydkei, mert K* a szorzéassal egy q — 1-elemii csoport.

|

3.54. Definicio

Az x™ — e € K[x] polinom gyoke (K feletti) n-edik egységgyok, és ha a gyok n-edrendii, akkor
aneve (X feletti) primitiv n-edik egységgyok. Ha K véges test, akkor K * = (K*;*) (mint a szorzasra
nézve ciklikus csoport) barmely generatoreleme primitiv elem ¥ -ban.

A

Mivel véges test multiplikativ csoportja ciklikus, ezért, ha rogzitjiik a csoport generatorelemét,
akkor a csoport minden eleme egyértelmiien megadhat6 a generatorelem megfeleld kitevojével.

3.55. Definicio
Legyen g a g-elemii X test primitiv eleme, és a K* u elemére u = g*, ahol g — 1 > i € N. Ekkor
i az u (g-re vonatkozo6 vagy g-alapu) indexe vagy diszKrét logaritmusa, amit indgu jeldl.
A

3.56. Tetel

Ha g az [F; primitiv eleme, akkor indg (uv) = (indgu + indgv) mod(q — 1) az [F; minden u és
v elemére.
A

Bizonyitas:

Legyenu = g',v =g/, ahol ¢ —1>i€Nésq—1>j€eN. uésv,deakkor uv is F; eleme,
tehat uv = gk egy ¢ — 1 > k € N kitevével. Ekkor g* = gig/ = g'*/, ésigyk =i+j(q—1).Dea
jobb oldalon u és v indexének Gsszege, a bal oldalon pedig uv indexe all, igy igaz az allitas.

.
3.57. Kévetkezmény
Legyen g az [F, primitiv eleme, e az egységelem, u € IF. Ekkor
a) indju=0eu=e;
b) u # e esetén indyju™ = (¢ — 1) —indgu;
¢) barmely n € N-re indju" = (n- indgu) mod(q — 1).
A

Bizonyitas:

a) Haindju = 0, akkor u = g° = e. Forditva, ha u = e(# 0), akkor g =u = e = ¢°, azaz
k=0(q—1).Deq—1>k €N,igyakongruencia csak k = 0 esetén teljesiilhet, tehat ind,u = 0.

b) A szorzat logaritmusaval ¢ — 1 = 0 = indge = indg(uu™*) = (indyu + indyju™) (g — 1),
és ezzel indgu‘1 = ((q -1) - indgu) (@ —1). u # e kdvetkeztében ¢ — 1 > indju € N*, és ezzel
q—1>(q—1)—indju € N* | tovabba g — 1 > indgu_1 € N az index definicidja alapjan teljesiil,
igy az elobbi kongruencia ekvivalens az ind‘gu_1 = (q — 1) — indyu egyenldséggel.
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c) Ezn = 0-raigaz, és han € N-re teljesiil a kongruencia, akkor

; n+l _ ; n — n oy
ind,u™* = ind, (u"u) = indyu™ + indgyu

=n-indgu +indgu = (n + 1) - indyu (g — 1),

és q — 1> indgu™*! € N, igy indyu™*' = (n + 1) - indgu (q — 1).
U

A diszkrét logaritmus elnevezést az indokolja, hogy a diszkrét logaritmus csak véges sok kiilon-
boz6 értéket vehet fel, masrészt a fentiek szerint hasonl6 tulajdonsagu a szokasos logaritmushoz.

A diszkrét logaritmus nagyban egyszer(isiti a szorzast egy véges testben. Véges testbeli miivele-
teket elvégezhetjiik ugy, hogy egyszer és mindenkorra meghatarozzuk az 6sszeadé- és a szorzo tablat,
am ehhez g%-elemii tibldzatokat kell tarolnunk, ha a test elemeinek szdma q. A diszkrét logaritmus
alkalmazasaval azonban a szorz6 tabla helyett elegend6 az egyes elemek logaritmusat tarolni, hiszen a
szorzat logaritmusa — ha egyik tényez6 sem nulla — a logaritmusok modulo g 6sszege. Ha a logaritmus-
tablat magukkal az elemekkel indexeljiik, akkor ez csupan egy g — 1-méretli tablat jelent. A gyors ered-
mény elérése érdekében célszerii lehet a log-tabla mellett az igynevezett antilog-tabla tarolasa is, ami
nem mas, mint az inverz log-tabla, vagyis ahol a logaritmushoz adjuk meg a megfeleld elemet (a kite-
v6hoz a hatvanyt). Most egy ligyes fogassal az 0sszeado tablat is helyettesithetjiik egy g — 1-méreti
tablaval. Legyen a és b a g-elemti test két eleme, és legyen z a test egy primitiv eleme. Ha a = 0, akkor
a+ b = b, kiilénben a + b = a(e + a~b) = ac, ahol ¢ = e + a~1b. Amennyiben ¢ # 0, vagyis ha
b # —a, akkor 1étezik mind a-nak, mind c-nek a z-alapt diszkrét logaritmusa, és ekkor a + b logarit-
musa az a és a ¢ logaritmusanak dsszege, figyelembe véve a maradékképzést, vagyis ekkor az 6sszeadast
visszavezettiik a szorzasra. Legyen tehat r # —e-re Z(r) = log,(e + r). Ezzel

log,(a + b) = log,(a(e + a~'b)) = (log,(a) + log,(e + a~*b)) mod (g — 1)
= (log,(a) + Z(a™'b)) mod (q — 1),

és Z egy q — 1 elembdl allo tablazat. Z(c) a ¢ Zech-logaritmusa vagy Jacobi-logaritmusa. b = 0
esetén a + b = a, nincs mit szamolnunk. Ha viszont b # 0, akkor a~1bh sem nulla, 1étezik a diszkrét
logaritmusa, éslog,(a~h) = (log,(b) — log,(a)) mod (g — 1) meghatirozhaté a log-tablaval. Mivel
a + b meghatarozasihoz sziikségiink van a~1b ismeretére, ezt viszont a log-tablaval szamitjuk, ezért
célszerii, ha nem az egyes elemekhez tartoz6 Zech-logaritmust, hanem a logaritmusukhoz tartozo értéket
adjuk meg. Legyen tehat 0 = ¢ = —e-re Z'(log,(c)) = Z(c). Ezzel a tablazattal

log,(a + b) = log,(a(e + a™*b)) = (log,(a) + log,(e + a~'h)) mod (q — 1)
= (log,(a) + Z(a™*b)) mod (q — 1)

= (log,(a) + 2'((log,(b) — log,(a)) mod (g — 1)) ) mod (q — 1),
vagyis a log-tablaval, az antilog-tablaval és a Z' tablazataval, harom q — 1-méretii tablaval a g-elemii

testben barmely miiveletet gyorsan el tudunk végezni (figyelembe véve a 0 és O6sszeadasnal - e specidlis
helyzetét). Nagyméretli test, azaz nagy g esetén ez jelentds mértéki tarigény-csokkenést jelent.

Korabban lattuk, hogy ha egy g-elemi K test folott van n-edfokl irreducibilis polinom, akkor
K -nak egy n-edfoku bdvitése K (u), ahol u a polinom gydke. Ez forditva is igaz abban az értelemben,
hogy a K minden olyan bévitése, ahol a bovitett test is véges, K (u)-alaka egy alkalmas u elemmel.

3.58. Tétel

Véges test barmely résztestének egyszerti algebrai bovitése.
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Bizonyitas:

Legyen az L véges test a K test bovitése. Azt mar tudjuk, hogy véges test a résztestének véges
bévitése, és véges bovités algebrai (lasd a 3.17. és 3.33. Tételeket), igy csak azt kell belatni, hogy a
bévités egyszerii, vagyis van L-nek olyan u eleme, hogy £ = K (u).

Legyen u az L egyik primitiv eleme. Az eleve teljesiil, hogy K (u) S L. Ugyanakkor K (u) tartal-
mazza a K nullelemét, ami viszont egybeesik az L-beli zérussal, tovabba tartalmazza u-val egyiitt u
valamennyi nemnegativ egész kitevds hatvanyat, de akkor L* és a nullaval egyiitt L valamennyi elemét,
kovetkezésképpen L S K (u). A kétiranyt tartalmazas alapjan viszont £ = K (u).

W

3.59. Kovetkezmény

Béarmely véges K test felett tetsz6leges n € Nt -ra létezik n-edfoku, a K folott irreducibilis poli-
nom, ezért minden véges test megkaphato valamely p-elemi test egyszeri algebrai bovitéseként.
A

Bizonyitas:

Legyen £ a K véges test n-edfokt bovitése és L = K (u). k-adfoku irreducibilis polinom gyoké-
vel bdvitve a bévités foka k, ezért az a K felett felbonthatatlan g polinom, amelynek u a gydke, ponto-
san n-edfoki. Barmely véges testnek minden n természetes szamra van n-edfokd bévitése, ezért igaz
az els6 megallapitas; a masodik viszont azért, mert minden véges test egy p-elemtl test bovitése.

N

3.60. Megjegyzés

1. Azt lattuk, hogy ha £ a g-elemii K test n-edfoku bovitése, akkor barmely primitiv eleme egy
K folotti n-edfoku irreducibilis polinom gyoke, és ezzel bovitve K-t egy q"-elemtl testet kapunk. Az
viszont egyaltalan nem igaz, hogy barmely K felett n-edfoku irreducibilis polinom valamely gyokével
bévitve K-t, a kapott g™-elemii testben ez a gydk primitiv elem lesz. Példaul m = x2 + 1 € Z[x]
irreducibilis Z folott, hiszen mint masodfoku polinom, ha felbonthato, akkor a tényezék els6fokuak
lennének, azaz m-nek lenne gydke Z;-ban, ugyanakkor m-be Z; elemeit, 0-t, 1-et és 2-t helyettesitve
rendre 1-et, 2-t és ismét 2-t kapunk. Ha ennek a polinomnak u a gydke a bévitett testben, akkor Z3 ()
a Zs; masodfoku bévitése, vagyis egy 9-elemt test, amelynek multiplikativ csoportjaban barmely primi-
tiv elem rendje nyolc. Deu? + 1 = 0, innen u? = —1 = 2, igy u* = 22 = 1, u negyedrendii a mondott
multiplikativ csoportban, tehat u nem primitiv elem.

2. A X test algebrailag zart, ha a I feletti barmely, legalabb els6fokt polinomnak van K-ban
gyoke. Ekkor a K[x] tetsz6leges, nem nulla elemének minden gy6ke benne van ebben a testben, igy az
ilyen test minden eleme algebrai ezen testre vonatkozoan, a test minden valdodi bévitése transzcendens.
A fenti tétel szerint tehat véges test nem lehet algebrailag zart.

A

Az ¢ldbbi tételnek egy fontos kovetkezménye, hogy barmely p™-elemii testet megkapunk, ha a
modulo p maradékosztalyok gytiriijét a Z,, feletti legalabb egy n-edfoku felbonthatatlan polinom bér-
melyikének tetszoleges gyokével bovitjiik.

Végezetiil egy, a tovabbiakban tobbszor hasznalt fogalmat definialunk.

3.61. Definicio

Ha £ a K test bovitése, akkor az L egy K feletti relativ automorfizmusa az £-nek 6nmagara
val6 olyan izomorfizmusa, amely K elemeit helyben hagyja.
A

67
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Az identikus leképezés automorfizmus, és a struktira barmely részstruktirajan is az identikus
leképezés, igy ez mindig relativ automorfizmus. Koénnyt ellendrizni, hogy egy test valamely résztestére
vonatkozo relativ automorfizmusainak szorzata is ilyen tulajdonsagu, az identikus leképezés neutralis
eleme ennek a szorzasnak, és relativ automorfizmus inverze is olyan automorfizmusa a testnek, amely
a résztest elemeit helyben hagyja, amibol kovetkezik, hogy az L testnek a K résztestére vonatkozdan
relativ automorfizmusai csoportot képeznek.
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4. Véges test feletti polinomok

Azok az Osszefiiggések, amelyek altalaban egy test feletti polinomra vonatkoznak, természetesen
most is érvényben vannak, igy ebben a fejezetben foleg olyan tulajdonsagokat vizsgalunk, amelyek spe-
cifikusak a véges test feletti polinomokra.

4.1. Tétel

Ha K egy g-elemt véges test, akkor tetszéleges ¢: K — K leképezéshez van olyan egyértelmiien
meghatarozott, azonosan nulla vagy legfeljebb g — 1-edfoku K feletti f polinom, hogy a K minden u
elemére @(u) = f(u). Ez az f polinom megadhaté az f = Yuek(@@)(e — (x —u)?~1)) alakban, to-
vabba ha g € K[x]-re is igaz, hogy § = ¢, akkor g = f + t - (x? — x) valamilyen t € K[x] polinom-
mal.

A

Bizonyitas:

Nézziik a felirt polinomot. Az 6sszeg minden tagja — egymastol fiiggetleniil — nulla vagy pontosan
q — 1-edfok, igy az 6sszegiik vagy a nullpolinom, vagy legfeljebb g — 1-edfoku. Legyen b a K tetszo-
leges eleme. x helyére b-t irva, u # b esetén (b — u)?~1 = e, és minden ilyen tag nulla lesz az dsszeg-
ben. Ha viszont u = b, akkor a megfeleld tag ¢ (b), tehat f(b) = ¢(b) a test minden elemére.

Ha h egy masik olyan K feletti polinom, amely vagy 0, vagy a foka legfeljebb g — 1, és K minden
u elemére h(u) = @ (u), akkor a t = f — h polinomhoz tartoz6 £ leképezés K valamennyi elemét a 0-
ba viszi, vagyis a kiilonbség-polinomnak K minden eleme gyoke, ami azt jelenti, hogy van q kiilonb6z6
gyok. Viszont polinomok kiilonbsége vagy a nullpolinom, vagy a fokszam nem nagyobb a fokszammal
rendelkez6 tagok fokainak maximumanal, igy t is vagy a nullpolinom, vagy a foka kisebb, mint q. De
test feletti nem nulla polinomnak még multiplicitassal szdmolva sem lehet tobb gydke, mint amekkora
a fokszama, igy f — h = 0, f = h, ami azt jelenti, hogy f egyértelmdi.

Most legyen g K feletti olyan polinom, hogy minden K-beli u-ra g(u) = @(u). Mivel g egyér-
telmtien irhato g =t - (x? — x) + r alakban, ahol r = 0, vagy r foka kisebb, mint q, ezért attérve a
megfeleld leképezésre, p(u) = g(w) = t(u) - (u? —u) + #(u) = #(u) (mert g-elemii test minden u
elemére érvényes az u? = u egyenléség), és ilyen r pontosan egy van, nevezetesen f, tehat r = f.

0

A 4.1. Tételben megadott kifejezés tulajdonképpen a polinom Lagrange-interpolaciéja. Ismere-
tes, hogy tetsz6leges K testben adott n € N*-hozazn > i € N indexekre megadvaaz u; € K ésv; € K
elemeket tigy, hogy az u;-k paronként kiilonbozdek, van egy és csak egy olyan, legfeljebb n — 1-edfoku,
K feletti £ polinom, hogy minden n > i € N-re f(u;) = v;. Ezt a polinomot kiilonb6z6 modon meg
lehet hatarozni, koziiliik az egyik a Lagrange-féle alappolinomokkal oldja meg a feladatot. Ha ugyanis

[Tnsien(x —u;)

(k) — ik
(uOr"'run—l) l—In>iEN(uk j— ul)'
izk
akkor lathato, hogy Z((ﬁ)o,---,un—l)(ui) = &; ke, és igy f = XR2h viL((Z)o,...,un_l)' Most legyen K = F, és

n = q. Ekkor, figyelembe véve, hogy az u;-ként megadott elemek paronként kiillonbozoek és szamuk
azonos a test rendjével,
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Gc-w) || G-w=]]e-w=]](-@+w)

n>ieN\{k} u€l, u€l,
-[@-w-v=(][e-w ]| @-w
uelFy u€lFy

= @9 —x)o (x —u) = (0 —w)? — (x —wy)
és

q-2

; $4-2; (q-1)(q—2)
(uk—ui)zl_[uzl_[t = tli=o ' =t 2 = —e,

n>ieN\{k} ueIF’;I i=0

a1
ahol t a test egy primitiv eleme (mert ha g paratlan, akkor ¢ — 1 péros, t4~1 = e-b8l t z az e valame-

(q-1)(q-2)
lyik négyzetgyoke, vagyis e vagy —e, de az eldbbi nem lehet, mivel t primitiv elem, és t 2 a-e
(a-1)(q-2) a2 .
q — 2-dik, tehat paratlan kitevGs hatvanya, mig paros q esetént 2 = (t971)z =e = —e, mivel
most a test karakterisztikaja 2). Ezt alkalmazva
n—1
—u) — (x —
(k) _ 2 _ (x — ug) (x — ug)
f zvl‘(uo WUp— 1 - f(ul)< x_uk
k=0
n-1
= ) fludle—(x—w)T™)
k=0

¢és ez valoban azonos a tételben megadott kifejezéssel.

4.2. Kiegészités
Legyen ¢:F — F,, ahol n € N*. Ekkor f = Zuemg(fp(u) 1750 (e — (x; —u;)?™1)) egy min-
den hatarozatlanban legfeljebb q — 1-edfokii, n-hatarozatlana polinom, amelyhez tartozé f polinom-

fliggvény megegyezik ¢-vel, és nincs mas ilyen polinom.
A

Bizonyitas:

f-r6l az elébbiek alapjan konnyti belatni, hogy minden hatarozatlanban legfeljebb g — 1-edfoku,
és a polinom barmely a € [Fy helyen vett helyettesitési értéke ¢ (a).

Az egyértelmiiséget kissé altalanosabb formaban bizonyitjuk. Legyen N,. = {k € N|r > k} és
Ny =x{Zg N, ahol r e N*, s e N*, re N+s és legyen f D, f @) m-hatarozatlana polinom az R in-
tegritasi tartomany felett. Ha m > i € N-re n ) az £ fokszama x;-ben, max{ @ ) (2)} <n; € N*,

és T = {(u,((o) u,((m 1)) € Rm|(k0, v km_q) € Nr} Ng *** Nyp_1-szamu, paronként kiilonbozo

olyan pont, amelyben a két fiiggvény értéke azonos, akkor a két polinom is azonos. Ez ekvivalens azzal,
hogy amennyiben az R f616tti m-hatarozatlani polinom az i-edik hatarozatlanban legfeljebb n; — 1-
edfoku, és az elébb megadott pontok mindegyike gydke a polinomnak, akkor f a nullpolinom. A hata-
rozatlanok szama szerinti indukcioval végezziik a bizonyitast. m = 1-re igaz az allitas. Tegytik fel, hogy

wr i 1120 x;j , tovabba legyen T+ 1) =
T 5 T = {(u,({o), . u,((m D (m)) € Rm+1|(k0, s kme1, k) € N(r,nm)} a polinom
Ng *** Nyp—1 Ny, klil6Nb6Z6 gyokenek halmaza. f minden m > i € N indexre legfeljebb n; — 1-edfoka

egy m € N*-ra s teljesiil az allitas, és legyen f = Y jen
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x;-ben, és f = Z?:"g)_lfix,"n, ahol f; = Yien, ¢i ]_[}":_01 x;j. Barmely (u,((?]), ,u,(J:l:ll)) € T(™ pontban
(0 (m-1)

f(uko""'ukm-l) =yt f (u,(;;), . u,(cﬁjll)) x%, egyhatérozatlana polinom, amelynek T valameny-

nyi eleme gyoke. Ez a polinom pontosan akkor lesz valamennyi megadott ul(m) € T™M helyen 0, ha

minden egyiitthatdja 0, azaz, haminden i € N,,-re f; (u,((? ...,u,(g::)) = 0. Ez azt jelenti, hogy minden

rogzitett i-re az f; polinom a T™™ minden pontjéban, vagyis n, -+ n,,_, pontban 0. Ez viszont az in-
dukcios feltevés alapjan pontosan akkor igaz, ha f; a nullpolinom, tehat valamennyi egyiitthatoja, igy
minden ¢;; = értéke 0, és ezt akartuk bizonyitani.

Az egyértelmiiségre adunk egy masik, kombinatorikus bizonyitast is. A g-elemi testet 5Gnmagéaba
képez6 m-valtozos fiiggvények szama qqm, €s ugyanennyi a g-elemil test folotti, minden hatarozatlan-
jaban legfeljebb g — 1-edfoku, m-hatarozatlanti polinomok szama. Egy ilyen polinomhoz pontosan egy
elobb emlitett leképezés tartozik, és minden ilyen leképezéshez talaltunk olyan, minden hatarozatlan;ja-
ban legfeljebb g — 1-edfoku, m-hatarozatlant polinomot, amelyhez tartozé polinomfiiggvény megegye-
zik az adott leképezéssel, vagyis az a megfeleltetés, amely a polinomhoz hozzarendeli a leképezést,
szlirjektiv a leképezések halmazara. Mivel a leképezések halmazaban és a g-elem test f616tti, minden
hatarozatlanjaban legfeljebb g — 1-edfoku m-hatarozatlanti polinomok halmazaban ugyanannyi elem
van, ezért a sziirjektivitasbol kovetkezik az injektivitas, tehat az egyértelmiiség is.

0

4.3. Megjegyzés

A tétel szerint véges testet onmagaba képez6 fliggvény 1ényegében véve polinomfiiggvény.

Ha R gyiir, és ¢ illetve i egyarant R-et R-be képez6 fliggvény, vagyis R transzformacidja, akkor
azu ~ @) +P(u) ésu - @(u)P(u) szabaly, ahol u € R, szintén R feletti transzformacid, amelye-
ket @ + i és @1p jeldl, tovabba konnyen lehet ellenérizni, hogy ezzel gytiriit kapunk, ahol a nullelem az
a transzformacio, amely minden elemhez a 0-t rendeli, a ¢ ellentettje pedig az, amely u-t —¢(u)-ra
képezi. Jeloljiik ezt a gyliriit Tz-rel. Ennek Py részhalmazat képezik az u = Y™, a;u’ alaku leképezé-
sek, ahol n € N, és valamennyi i-re a; az R gyirii eleme, vagyis a polinomfiiggvények. Az nyilvanvalo,
hogy minden polinomhoz tartozik egy és csak egy polinomfiiggvény, és minden ilyen fliggvény képe
egy polinomnak, vagyis Y1, a;x* = Y1, a;u’ sziirjekcid R[x]-rél Pg-re. Ez a leképezés dsszegtarto,
tovabba, ha R kommutativ, akkor teljesiil a szorzattartas is, igy kommutativ gytirtiben az el6bbi megfe-
leltetés egyben homomorfizmus is (amib6l a szirjektivitassal egyiitt az is kovetkezik, hogy a
polinomfiiggvények Py halmaza részgylriit alkot Tz-ben). Marmost az elobbi tétel azt jelenti, hogy vé-
ges test esetén T azonos Pg-rel, igy az el6bbi szabaly R[x] sziirjektiv homomorfizmusa Jx-re. Ez a
mefeleltetés viszont biztosan nem injektiv, ugyanis g-elemii test esetén a test barmely u elemére u? —
u =0, ezért tetszbleges f € R[x], g € R[x] esetén f és f + g (x? —x) képe azonos polinom-
fiiggvény. Ugyanakkor végtelen elemii R esetén a sziirjektivitas biztosan nem igaz. Ezt két modon is
bizonyitjuk.

Tekintsiik azt a a: R — R leképezést, amely a 0 kivételével R minden eleméhez a 0-t, mig a 0-
hoz az R egy nem nulla u elemét rendeli. Ha lenne egy R feletti f polinom, amelyre f = o, akkor ennek
a polinomnak a 0 kivételével valamennyi R-beli elem gyoke lenne, vagyis f-nek végtelen sok gyoke
lenne. Ilyen polinom csak egy van, a nullpolinom. Am a nullpolinomhoz tartozé polinomfiiggvény ér-
téke mindeniitt 0, tehat a 0-ban is. Ugyanakkor o(0) = u # 0, a nullpolinomhoz tartozé polinomfiigg-
vény sem lehet o-val egyenld, igy nincs olyan polinom, amelyhez tartozé polinomfiliggvény megegyezik
o-val, ami azt jelenti, hogy az f ~ f leképezés végtelen gyiirii esetén nem sziirjektiv.

Az el6zéekben csak annyit mutattunk meg, hogy az a @: R[x] — Ty leképezés, ahol f képe f,
nem sziirjektiv. Ez még nem zarna ki, hogy valamilyen mas hozzarendeléssel sziirjektiven képezziik le
a polinomgyiiriit a gytirit onmagaba képezo leképezések halmazaba. A kdvetkezdkben kimutatjuk, hogy
Tr szamossaga nagyobb, mint a polinomgyiir(i szamossaga, ami kizarja, hogy 1étezzen a polinom-
gylriinek Tr-re valo barmilyen sziirjektiv leképezése.

Az R feletti polinomok lényegében véve R feletti véges hosszusagu sorozatok. Egy halmaz f616tti
n hosszusagu sorozatok halmaza R™, ahol a szorzas a Descartes-szorzat, és ha R végtelen, akkor |[R™| =
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|R|. A polinomgyiirii az 6sszes véges sorozat halmaza, vagyis ekvivalens az Uy~ R™ halmazzal. Meg-
szamlalhato sok azonos szamossagl végtelen halmaz unidjanak szdmossaga megegyezik az unioban
szerepld tagok szamossagaval, igy |R[x]| = |Up=1 R™| = |R|. Ezzel szemben legalabb kételemii hal-
maz esetén |Tg| = |RR| > |R|, és ezt egybevetve az elézéekkel kapjuk, hogy |R[x]| < |T|.

Végtelen gylir(i esetén tehat az f — f leképzés nem sziirjekcié R[x]-rél Tg-re. Ha viszont R vég-
telen elemszamu integritasi tartomany, akkor az el6bbi megfeleltetés injektiv homomorfizmus. Egyrészt
a kommutativitas kdvetkeztében a leképezés miivelettarto. Masrészt integritasi tartomany feletti nem
nulla polinom gydkeinek szama nem haladhatja meg a polinom fokat, ezért két polinomfiiggvény csak
ugy lehet egyenld, ha maga a két polinom is azonos (polinomok egyenldsége ekvivalens azzal, hogy
minden egyiitthatojuk azonos, mig két polinomfiiggvény, mint tetszéleges két leképezés is, pontosan
akkor egyenld, ha az értelmezési tartomany minden eleméhez azonos elemet rendel).

A

A fentebb megadott f = Zuemg(ﬁﬂ(“) [1756 (e — (x; — uy)?™1)) polinom az F,, folstti n-hataro-
zatlana polinomgytirQ, azaz Fy [x,_4, ..., Xo] egy eleme, igy f = Z(ko,...kn_l)eNZ} iy, deny s x:(". Te-
kintsiik (ko, ...k,—1) € Ng-et a g-alapi szamrendszerben felirt t egész szdm szamjegyeinek, ekkor
q" >t =Y kiqt € N. Kiilonbozd (ko ... kn_q) killonbdzé t-t ad, és minden g™ > t € N-hez van
olyan (ky, ... k,_1) € NZ, amely éppen t-t hatarozza meg, igy kolcsondsen egyértelmiien hozzarendel-
hetiink minden(ky, ... k,_1) € Ny -hez egy q™-nél kisebb nemnegativ egész szamot. Ha most megadunk
egy Ngn — [F, leképezést, akkor ezzel egyértelmiien meghataroztunk egy FF, folotti n-hatarozatlana,
minden hatarozatlanban legfeljebb g — 1-edfokt polinomot, és ez visszafelé is igaz, vagyis kolcsonosen
egyértelmii megfeleltetést 1étesitettiink Fy [x,,_1, ..., Xo] és az [F, f6l6tti q"-dimenzios linedris tér elemei
kozott. Rendezziik most tetszoleges, de rogzitett modon F, elemeit, és rogrzitsiik az [F,-t Gnmagéaba
képezd n-valtozos figgvények valtozoinak sorrendjét is. Ekkor, az el6bbiekhez hasonldéan, minden
Fg — F, fiiggvény tekinthetd az IF, f616tti g™-dimenzids linedris tér elemének, és a megfeleltetés ismét
kolesondsen egyértelmti. Polinomok 6sszegében az egyiitthatok az dsszeadandd polinomok megfeleld
kitevOhoz tartozo egyiitthatdinak dsszege, polinom konstansszorosaban az egyiitthatok az eredeti poli-
nom egyiitthatoéinak ugyanazon konstansszorosai, igy az egylitthatok tere izomorf a polinomok terével.
Ugyanigy lathato be, hogy a polinomfiiggvények az 0sszeadassal és konstanssal vald szorzassal olyan
linearis teret alkotnak, amely izomorf a fliggvényértékek elobb megadott sorrendjével el6alld vektorok
terével. Végiil test f6lotti polinomok esetén polinomok &sszegéhez tartozé polinomfiiggvény a megfe-
lel6 polinomfiiggvények Osszege, és hasonld igaz polinom konstansszorosara, igy az f = f leképzés
izomorfizmus az IF, folétti n-hatarozatlanti, minden hatérozatlanban legfeljebb g — 1-edfokt polino-
mok egyiitthat6ibol 4ll6 vektorok és az i — [F, fliggvények fliggvényértékeibdl alkotott vektorok li-
nearis tere kozott. Ez azt jelenti, hogy a fliggvényértékekbdl linearis transzformacioval is meghataroz-
hat6 a megfeleld polinom, és ez a transzformacio6 az ellenkez6 iranyban is végrehajthatd. Ezt irja le az
alabbi tétel.

4.4. Tétel
Legyen F, = {a;|q > i € N} ag-elemii test,n € N, p: Fg — Fg, és legyen f € Fg[xp,_q, ..., Xo]
olyan, hogy f = ¢. Ekkor

q"-1 q"-1 n—1
_ m) ik
f= Z z a; (p(ajn—l'""ajo) X |
i=0 ]:0 k=0

ahol i = Y=diiqh, j = Y4 jiqt, és ag;) egy [, folotti, g"-edrendii kvadratikus A%n) matrix i-edik
soranak j-edik oszlopédban 4ll6 elem.
A
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A tétel alabbi bizonyitasaban konkrétan is meghatarozzuk a transzformaciohoz tartozé matrix
komponenseit.

Bizonyitas:

n = 0-nal f konstans fiiggvény, és f = f( ) =¢( ) =X, °~1 ((Zq 0 Leo( )) TRt x,, )
tovabbiakhoz felhasznaljuk, hogy tetszdleges [F, véges test, és barmely ¢: Fg — F, fiiggvény esetén
f= Zuelpg(qo(u) [To(e — (x; — ui)q_l)) olyan polinom, amelyhez tartoz6 polinomfliggvény meg-
egyezik ¢-vel. Alkalmazzuk ezt el6sz6r n = 1-re. Ekkor

q q-1

=S o) (o= i (-1 g
j=0 i=0

q-1 qg-1

= ola) Y (suoe+ 0 (17 1)) b
4=2q1

lOe + (-1 (q : 1) a;l_l_i) o (a;) x5,

és ha a( ) = dipe + (—=1)1" l(q ; 1) a]‘.l_l_i,ﬁgy

q-1 /q-1 q-1 /q*-1

1-1
f= Z (1)‘/’(‘1]) xp = Z Z (1)‘/’(‘11)
i=0 \ j=0 i=0 \ j=0 k=0

Most tegyiik fel, hogy egy pozitiv egész n-re az I, folotti barmely n-valtozos ¢ fliggvény megegyezik
azf=3%, -1 (Z? o al(rjl)go(ajn_l, ...,ajo)) n- 3x,l<" n-hatarozatlant polinom polinomfiiggvényével,

és legyen @ egy n + 1-valtozos fiiggvény. q"*1 > i € N i = i,,q™ + i’ alakban irhato, ahol q" > i’ €
N és qg>i, €N. ¢""! >j €N hasonl6 modon irhaté a j = j,q" +j’ alakban. Vezessiik be a

05 (@7 oty ) = (@), a5y @) = 0 (a,) elolést. Az indukeios feltétellel

qn+1 1
q-1
= > (- a]0>| |(e—<xk—a,~k) )
j=0
q-1 /q"-1 n-1
q-
= ®j, (af'n_l""’af'o) e—(xk—a]-rk) ( (xn a]n) )
Jn=0 \ j'=0 k=0
q-1 /q"-1 /q"-1 n—1

- z z z algrll)"(pjn (aj’n—1' v aj’o) x’l‘;( (e - (xn - afn)q_l)'

jr=0 \ i’=0 \ j’=0 0

&
I

Az 6sszegzés sorrendjének felcserélésével ebbdl azt kapjuk, hogy

q"-1q"-1 n—-1
_ (n) a-1 ik
f—ZZa,, ‘pJ(aJ — (%0 —aj,) Xy
i'=0 j'=0 jn=0 k=0
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¢és a belso Osszeget a korabbi eredmény alapjan atirva

q*-1q"-1 q-1 /q-1 -1

.n i’
f= z Za(,n), z z ln]ntpj (a;,) |y xk.

i'=0 j'=0 in=0 \ jn=0 k=0

S

Az dsszegzések sorrendjének ismételt felcserélésével €s tényezok sorrendjének modositasaval végiil

n-—1
_ L () in i
f= Z ( lnfn“u]')ﬁﬂj'(ajn) (xn kak)
L . 4 .l
n
i
= a;; €0(“1‘n» L PRRY ajo) X
i=0 j=0 k=0
(n+1) @ ™

ahol a; = ag,j

O

Az eddigiek alapjan AEIO) = (e)-bdl AE;) felhasznalasaval iteracioval sorban egymas utin meg

tudjuk hatarozni tetszéleges nemnegativ egész n-re Afln)—t. Az alabbi tétel szerint azonban Agl) elemei
az eredetileg megadott kifejezésnél 1ényegesen egyszertibb szerkezetliek.

4.5. Tétel
Legyen p primszam, m € N*, g = p™ és F, = {a;|q > i € N} a g-elemii test, ahol ay = 0. Ek-

korag>i€Nésq>j ENlndexrea( ) —SLOe—a]q -
A
Bizonyitas:
qg>ie€ N-rew (4 ; 1) = c € N*,igy c [Th=y k = [Ti=1(q — k). Hak = p"*y, ahol
k=1

ptug akkor 1 <k <i<p™-bél m>rn, €N, azaz m —r, > 0, tehat p™ "% —u;, = —uy, (p). Ezt
felhasznalva

i i i

k 1 1T
Cnuk” ka M-, Cn’“i—rkn(q"‘)

k=1 k=1 k=1
]_[(pm =) _]_[( ) = (- 1)‘]_[uk ®.

p Y u-bol [1h_, uy relativ prim p-hez, tehat a fenti kongruencia oszthatd [],_, ug-val, és igy
q—l_ — (_1)\i q—l — 1\ , _ q_iq—l q-1-i _ , 4\q,9-1-1
( l, ) =c= (-1 (p). Ekkor ( l, Je=(-Die és (-7 ( l, Jai ™ = (-1)9af T
Ha q paratlan, akkor (—1)%e = —e, mig q = 2™-nél (—1)%¢ = e = —e, tehat barmely pozitiv egész

kitev8s g primhatvanynal §; e + (—1)77" (q : 1) Jq S = 6;0e — a]q -

Ha u a test egy primitiv eleme, akkor rendezhetjiik ugy a test elemeit, hogy q > j € N*-ra a; =
w1 Ekkor a; = (1 —8;)u/"* még j = 0 esetén is teljesill.
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A%n)-et tomorebb formaban is meg tudjuk adni. Ha A egy r X s- és B egy m X n-méret(i matrix,

akkor a két matrix ebben a sorrendben vett C = A®B Kronecker-szorzata olyan, rm X sn-méretii
matrix, amelyben ¢; m4iy jin+j, = @iy, j, Piy.jo» VAQYIS €9y olyan r X s-méretii hipermatrix, amelynek i-
edik sordban a j-edik elem D; ; = a; ;B. Konnyti ellendrizni, hogy barmely két matrixnak létezik a
Kronecker-szorzata, ez a szorzas asszociativ, mindkét oldalrdl disztributiv, de nem kommutativ. Legyen
A, B, C és D ugyanazon test f616tti matrix ugy, hogy A C-vel és B D-vel 6sszeszorozhatd. Ekkor

s—1 s—1
(AGB)(C8D)); e = Y (a;B)(6D) = | ) a6 | (BD) = (AC);(BD),
j=0 j=0

ésigy (A®B)(C®D) = (AC)®(BD). Ebbél kovetkezik, hogy ha mind A-nak, mind B-nek van inverze,
akkor A®B is invertalhatd, és (AQB)™! = A"1®B™1. Azt is konnyii belatni, hogy ha mindkét métrix
négyzetes, és valamelyikiik nem invertalhato, akkor ez igaz a Kronecker-szorzatukra is.

A Kronecker-szorzassal az alabbi tételt kapjuk.

4.6. Tétel
Legyen F, ={a;lg >i €N}, ap=0,n€N,aq" >i€N, q" >]EN|ndexekrea(”)az]F

( )—6loe—aq =1 Ekkor

folotti g™-edrendii A( ) métrix i-edik soranak j-edik eleme, A(O) =(e)ésa; ;

Ag”l) (1)®A(n), A(n) minden n € N-re regularis, és A(O) = (e), ( (1)) alj.
ij

Bizonyitas:
0 1 -1-i 1 1 1
A( ) = = (e), a( ) = 0;0€ — a;I " és a§3+ ) = ag:;n_‘)_iljjnqn_i_jl = al(n,)j a(fn)r (lasd a 4.4. és 4.5
Tételt), és az utdbbi egyenldség mutatja, hogy A(nH) = A(1)®A(n). AEIO) = (e)7! = (e), igy mar
J

csak azt kell igazolnunk, hogy A( )-nek van inverze, €s (A(l)) =a;.
Lj

Legyen B g-adrendii matrix, és a ¢ > i €N, q > j E N indexekre legyen b; ; = a{ . Nézziik a
BAY) matrixot. Ha i=0, akkor %920 b a'} = a) (e —al ') =e—alTt = 85e,
vagyis i = 0 esetén (BA(I)) = 8g €. A tovabbiakban legyen q > i € N*. Els6ként tekintsiik a k =

0 esetet. Ekkor Zq 1b a(l) q 1 J( o€ —ag -1- J) =a-e— alt=0= d;0e , ami, az el6bbi

Lj%,0 i
1- —1\/J j
eredmény szerint, i = 0-nél is igaz. Ha k # 0, akkor létezik a;?, a]a,z = (aiakl) = a{, ahol [ #
0, és
q- q-1 q-1
_ 1] 0(, _ -1-j _ 1)/
Z (Si0e —al ) = a?(e — af Zaa ICS
': ]=1 ]=1
q-1 -2
j
a a __atk(q_l)e_ i,k€
j=1 j=0

—° = 0. Osszefog-

al—e

™1

ugyanis-(q —1) =1 (p),i = k esetén a; = e, és ha a; # e, akkor Zq 2 J

lalva, minden g > i € N, g > k € N indexre (BA(l)) = d; e, vagyis B = A,
Lk
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A specialis g = 2 esetben a, = 0, a; = e, vagyis a; = (1 — 51-,0)6, és ezt alkalmazva

alt) = S0 —a? = (5i,0 —-(1- 5j,0)1_i) e=(1-08,08;1)e,

ij J
m) ) _ _
A 0 1 1
tehat AGY = (2 2) Ekkor A7 = < A(zn) A(n)) esAS) =A% igy ATV T = A%V
2 2

Legyen most R olyan m-elemii kommutativ gyiirii, ahol 1 < m € N, ugy, hogy R nem test. Ekkor
R-ben sziikségszertien van nullosztd. Legyen egy nulloszté u, és 0 # v € R olyan, hogy uv = 0 (mivel
u nullosztd, ilyen v létezik). Ekkor f = u[]gep\wy(xn-1 —a) R folotti olyan, n-hatdrozatlang,
nemnulla polinom, amely minden hatarozatlanban legfeljebb m — 1-edfoku, és amelyhez tartozo poli-
nomfiiggvény a nullfiiggvény. Ez azt jelenti, hogy van két olyan kiilonb6zd, minden hatdrozatlanban
legfeljebb m — 1-edfoku, R f616tti, n-hatarozatlant polinom, nevezetesen f és a nullpolinom, amelyek-
hez tartoz6 polinomfiliggvény azonos leképezést valdsit meg. Mivel az R f616tti, minden hatarozatlanban
legfeljebb m — 1-edfoku, n-hatarozatlant polinomok és az R™-et R-be képez6 fiiggvények szama egy-
arant m™", és az f = f leképezés nem injektiv, ezért nem is sziirjektiv, vagyis nem lehet barmely
@: R™ = R leképezést egy polinomhoz tartozé polinomfiiggvényként megadni.

Ha R nem egységelemes, akkor x,_; — a nem eleme R[x]-nek, igy latszolag erre az esetre nem
megfeleld az f = u [[gep\(v}(Xn-1 — @) polinom. Valdjaban jobb a helyzet. Ha ugyanis elvégezziik a
szorzast, akkor a szorzatpolinom minden tagjanak egyiitthatoja mar olyan kifejezés, amely R-beli ele-
mek szorzata, és ez eleme a gyliriinek, tehat a polinom is benne van az R feletti polinomgyiiriiben.

A megadott polinom csak formalisan n-hatarozatlanti, valdjaban csupan egyetlen hatarozatlant
tartalmaz. Megadhat6 ténylegesen n hatarozatlant tartalmaz6 nem nulla polinom, amely szintén rendel-
kezik azzal a tulajdonsaggal, hogy a hozz4 tartozo6 polinomfiiggvény az azonosan nulla leképezés. Illyen

példaul az f = u [Taer\w}(Xn—1 — @) [Tf=§ xx polinom.

Az m-elemu halmazt 6nmagéba képezo6 fliggvények, ahol m egy 1-nél nagyobb egész szdm, az
m-értékii logikai fiiggvények, specialisan az m = 2 esetben a Boole-fiiggvények. Az el6bbi eredmé-
nyek szerint, ha m primhatvany, és csak ekkor, az m-értékii logikai fiiggvények megadhatdak
polinomfiiggvényként, és az atjaras a fiiggvényértékek és a polinom kozott az elobb megadott matrixszal
is torténhet. A Boole-fiiggvények fliggvényértékkel vald kozvetlen megadasa példaul a diszjunktiv nor-
mal alak, ezen beliil is példaul a kanonikus diszjunktiv normal alak, azaz az 1 fliggvényértékhez tartozo
mintermek diszjunkcioja, VAGY -kapcsolata. A minterm az 6sszes valtozot egyszer és csak egyszer
tartalmazé konjunkci6, vagyis a valtozok ES-kapcsolata, ahol egyes valtozok negaltjukkal, azaz az
ellentettjiikkel, mig mas valtozok az eredeti értékiikkel, ponaltan szerepelnek. n valtozonak Gsszesen
2™ mintermje van, amelyeket sorba rendezhetiink oly médon, hogy el8szor rogzitjiik a valtozok sorrend-
jét, majd tekintjiikk azt a nemnegativ egész szamot, amelynek kettes szamrendszerbeli felirdsaban az i-
edik jegy 0, ha a mintermben az i-indexii valtozo negalt, egyébként ez a jegy 1. A megfelelé minterm

m,(cn) = A4 (al(k) #xi), ahol afk) a k szam binaris felirasaban az i-edik helyiértékhez tartozo jegy, a

feliilhizas a negalas jele, mig ¥ a KIZARO VAGY jele. Ekkor a fiiggvény egy 2™- hosszisagu 0 — 1

sorozattal adhat6 meg, amely egy 22"-nél kisebb 1 nemnegativ egész szamot ad a kettes szamrendszer-

n_ l
2 01( () m)

ben, és ha ebben a sorozatban a k-adik jegy c,(cl), akkor f(O =2~ Cp Ay, ) a megfeleld figg-

vény.
A Boole-fiiggvény egy masik reprezentacidja a polinommal valé megadas, amelyet szokas
Zsegalkin-polinomnak is nevezni. Ez olyan monomok, azaz egytaguak 6sszege, amelyben minden

hatarozatlan kitevéje 0 vagy 1, és a 0-s kitevohoz tartozo hatarozatlanokat nem irjuk ki. Ismét, ha 2™ >
. 0 ()

k€N, és k=Y~ agk)Z‘, akkor S,En) =14 (al(k) Vxl-) =14 xl.al , tovabba amennyiben [ =

?Zg 1u,((l)Zk, akkor f{ = Ziiﬁl u,({l) S,En). Természetesen altalaban £ # £ (bar vannak olyan in-

dexek, amelyeknél teljesiil az egyenlGség), és a c,(cl) valamint az u,((l) egyiitthatok altal meghatarozott
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vektorok kozotti kapcsolat tobbek kozott a korabban megadott A(zl) = (g 2) illetve A(2n+1) =
AJY o™
A(Zn) A(Zn)
ezen matrixszal torténik az m = 2, azaz a Boole-fiiggvények esetén).

) matrixszal adhatdo meg (és azt is lattuk, hogy az ellenkezé iranyu transzformacié ugyan-

Azt azért fontos megjegyezni, hogy az egyszerli matrixszorzassal vald atjaras szamitastechnikai-
lag csupan kis m és n értékek esetén jarhato 1t, hiszen az eljaras nem polinomialis futasi idejli (a matri-
xok és a vektorok m™-méretiiek). A szamitasi id6 azonban 1ényegesen csokkenthetd. Tekintsiik az az

(1) e oD’ : . . :
Ay = (g-1) B matrixot, ahol 0@-1 g q — 1-dimenzids nullvektor, T a transzponalas jele,
_e —_—
q-2

az a q — 1-dimenzids egységvektor, amelynél (e(q_l)

(g-1)
€q-—2 q-2

). = §; g—z€ (az indexelést 0-val kezdve),
L

végiil B az A%l) legfelsd sorat és bal sz€ls6 oszlopat tordlve kapott matrix ellentettje. Ha u az FF,, feletti
q-dimenzios tér egy tetszSleges eleme, és U = AL u, tovabba U az u-bol és U az U-bol a 0-indexil
komponens torlésével kapott ¢ — 1-dimenziés vektor, akkor U = — (uo e‘(1q_—21) + Bﬁ). Ennek a vektor-

nak a kiszamitasahoz sziikséges id6 lényegében véve BU kiszamitasanak futasi idejével azonos. Legyen

B az a matrix, amelyet B-bol a sorok egy sorral vald ciklikus lefelé mozgatasaval kapunk, és legyen

ii—=Bu (B (g-1)—((i-1) mod (g-1)+1 o\ —i _iNJ
U =B (B),; = —a-nmod (-1)+1j+1 = &y (@ )= (z7) = (z7") atestegy

z primitiv elemével. Ezzel U; = ¥7-3(z7!) @;, hafi=q — 1 = n — 1, az i és U vektorok komponen-
seinek szdma. Ez azonban, amint azt majd a megfeleld fejezetben latjuk, azt jelenti, hogy U az Ui vektor
diszkrét Fourier-transzformaltja, és a diszkrét Fourier-transzformacio kiszamitasara létezik gyors algo-
ritmus, a gyors Fourier-transzformacio, az FFT. Mivel Ag”l)—et nagyrészt Afll)—bél hatvanyozassal kap-
juk, ezért megfeleld atalakitasokkal az n-valtozos fiiggvények esetén is alkalmazhato az FFT, és igy a
linearis transzformaci6 elfogadhato futasi idovel szdmolhatd, ha g > 2.

Sokszor fogjuk hasznalni az x? —x = HuE]Fq(x —u) és a hasonld x771 —e = Hue[p’&(x —u)
Osszefiiggést. Ennél valamivel altalanosabb a kovetkezo tétel.

4.7. Tétel
Ha f € Fqlx], akkor f9 — f = [lyer,(f —w).

Bizonyitas:
(fg) o h = (f o h)(g ° h) (o a polinomok kompozicidja), és ha f = g, akkor f e h = g o h tet-
sz6leges h polinommal, igy

fi-f=@i-nef={[[a-w]or=][(-wen=]]r-w

uelf, u€l, uelq

Lényeges lesz a tovabbiakban az is, hogy gq™-elemii testen az u ud" megfeleltetés auto-
morfizmus (€s relativ automorfizmus a gq-elemil résztestre vonatkozoan, lasd a 3.48. Kiegészitést). Ebbol
kovetkezik a két kovetkezo tétel.
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4.8. Tétel

t € N*-ra f € F ¢[x] akkor és csak akkor eleme FF,[x]-nek, ha f7 = f o x4.

A

Bizonyitas:

Legyen f = Y1 a;x! € Fge[x]. a; eleme Fe-nek, igy f9 = (E, aixi)q = Yo af (x?)!, mig
foxd=3"a;(x7)" De két polinom pontosan akkor egyenlé, ha minden indexre az egyiitthatojuk
azonos, azazhan =i € N-req; = af, és ez F ¢ elemei kdziil pontosan F,; elemeire igaz.

U
4.9. Tétel

Ha L|F,, f € F4lx], és a € L gydke f-nek, akkor barmely k € N-re a® is gyoke f-nek.

A

Bizonyitas:

k=0raal =a,éa gydke a polinomnak. Legyen n € N és f = ¥ ya;x" € F,[x]. Ekkor
minden n > i € N-re a; € F, ¢s igy ag = a;, tovabba [F,-ban ¢s annak barmely L bdvitésében
(a+b)? =a%+ b7 és (ab)? = ab? L-beli a és b elemekkel. Most legyen j € N-re f(aqj) =0.

R \\4 AL D . ; .
Ezzel 0 = 09 = (f (an)) = (Z?zo a; (aq]) ) =2t (aq”l) =f (aq”l), tehat a®’"" is gyo-
ke f-nek. ami igazolja a tételben megfogalmazott allitasunkat.
U

Lathatoan g-hatvany-elemii testben a q'-kitev6s hatvanyok fontosak. Most ezeket vizsgaljuk.

4.10. Tétel
Legyen a € F ¢, tovabbd s = 1, ha a = 0, egyébként s = 0,(q) (2 ¢ modulo n rendje), ahol n
az a rendje. Ekkor a?’,a?’, ..., a?"”" paronkeént kiilonb6z0, barmely j € N-re a?’ az elébbi hatvanyok

valamelyikével azonos, és az i € N, j € N egészekre a9 = a?’ pontosan akkor igaz, ha i = j (s).
A

Bizonyitas:

a = 0-ra az allitas nyilvanvalo, ezért legyen a # 0, és i € N, j € N. Ekkor a? = a? akkor és
csak akkor igaz, ha q' = q’ (n). n osztoja az [, multiplikativ csoportja rendjének, azaz qt — 1-nek,
igy relativ prim g-hoz, ezért, ha j > i, az el6bbi kongruencia ekvivalens q’~' = 1 (n)-nel, és ez i =
j (s)-sel, ahol s = 0,,(q). Innen az is latszik, hogy s > i € N kitevokkel az ' hatvanyok paronként
kiilonbozbek, és barmely o egy s-nél kisebb nemnegativ egész i kitevos %' -vel azonos.

4.11. Definicio
- A ileli H (@ — : qk — +
a € Fue (Fg-ra vonatkozé) ciklikus rendje s, min {a a}, aholt e N™.

A

Az elozo tételben azt lattuk be, hogy egy L véges test minden elemének 1étezik és egyértelmii a
test barmely K résztestére vonatkozo6 ciklikus rendje. Az is latszik, hogy ez a rend — eltekintve a primtest
elemeit6l — attol is fiigg, hogy £ mely résztestére vonatkoztatjuk. Errdl is szol az alabbi tétel.
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4.12. Tétel

1. Ha £ aX véges test t-edfoku bovitése, és a € L, gy a K feletti ciklikus rendje osztoja t-nek,
és a ciklikus rend akkor és csak akkor 1, ha o € K.
2. Ha f a g-elemii K test feletti n-edfoku polinom, a az f egy gyoke a K valamely bévitésében,
és a K -ra vonatkozo ciklikus rendje s, akkor s < n.
3. Ha az M véges test az L test m,-foku bévitése, és L a g-elemit K test m,-efoku bdvitése,
(@)

tovabba az M valamely u # 0 elemének XK feletti ciklikus rendje s,;,*" = s, akkor u £ feletti ciklikus
; _J@m __ s _ 4
rendje s; = s, =Gmy = 05 (my).
A
Bizonyitas:
1. Legyen X g-elemii test. £ a K t-edfoku bévitése, ezért L elemeinek szdma q°, és al = a.Ez

az el6z6 tétel értelmében azt jelenti, hogy t = 0 (s), azaz s|t, ahol s = séq). Az L-beli a akkor és csak

akkor eleme K-nak, ha az el6bbi oszthatdsag t = 1 esetén is teljesiil, és ez ekvivalens azzal a feltétellel,
hogy s maga is 1.

2. Mivel s > i € N-re az a9k paronként kiilonb6zo gyokei f-nek, és test folotti polinomnak
nem lehet a fokszamat meghaladé szamu gyoke, ezért s valoban legfeljebb n lehet.

3. s aq modulo n rendje, igy q" = 1 (n) akkor és csak akkor igaz egy pozitiv egész r-rel, har
oszthato s-sel. Ha s; az u ciklikus rendje a g™1-elemii test folott, akkor s; a legkisebb pozitiv egész,
amellyel (g™)* =1 (n), vagyis s; a legkisebb k pozitiv egész, amelyre km; oszthato s-sel. Ha

s|km,, akkor ——| k, és a legkisebb ilyen k pozitiv egész szdm maga az oszt6, azaz ——.
(smq) (s;mq)

Most ratériink az irreducibilis polinomok vizsgalatara.

4.13. Tetel
Legyen f € F,[x] m-edfoki polinom. f akkor és csak akkor irreducibilis F, fol6tt, ha van IFg-

nak olyan £ bévitése, & L-ben olyan a, hogy f(a) = 0éss = s > m.
A

Bizonyitas:

Mivel f-nek van foka, ezért f nem a nullpolinom.

1. Tegyiik fel, hogy f-nek IF, valamely bdvitésében van gydke. Mivel f nem a nullpolinom, ezért
a gyok létezése azt jelenti, hogy a polinom legalabb els6foku, igy nem egység. Legyen a gyok a és s >
m, tovabba f = gh F, folotti g és h polinomokkal. Mivel f = 0, ennélfogva g # 0 # h. A feltétel
szerint g(a)h(a) = 0, és test nullosztomentes, ezért §(a) és h(a) koziil legalabb az egyik 0. Az alta-
lanossag csorbitasa nélkiil feltehetd, hogy példaul §(a) = 0. Ekkor a-val egyiitt m > i € N-re a9 is
gyoke g-nek, és s = m kovetkeztében ezek a gyokok paronként kiilonbozoek, igy g legalabb m-edfoku,
ennél magasabb foku viszont nem lehet, mert osztdja a nem nulla f-nek. Ez azzal jar, hogy h foka 0,
hiszen test fol6tti nem nulla polinomok szorzatanak foka megegyezik a tényez6-polinomok fokanak
Osszegével, vagyis h konstans, és természetesen nem nulla, ezért egység [F, folott. Ezm = 1 kovetkez-
tében egyuttal azt is jelenti, hogy f felbonthatatlan.

2. Most legyen f felbonthatatlan FF,[x]-ben. Ekkor deg(f) = m = 1, és van [F,-nak olyan £

bovitése, amelyben van f-nek gydke, mondjuk a. Ha a F, folétti ciklikus rendje s, akkor f(a) = 0-
bolazs > i € N egészekkel a9 paronként kiilsnbozd gydke f-nek. Legyen g = [[325 (x - aql). Eza

g L feletti polinom, és mivel s gyoke van, ezért a foka s. L elemeinek szama q egy pozitiv egész kitevos
hatvéanya, és a q5-edik hatvanya azonos a q°-adik hatvéannyal, igy
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tehat g € Fy[x]. a gyoke az [F, folétt irreducibilis f-nek, ezért f asszocialtja az a F, folotti minimal-
polinomjanak. h € IF,[x]-nek a akkor és csak akkor gyoke, ha IF, f6l6tti minimal-polinomja osztoja h-
nak, igy f osztoja g-nek. Ebbdl mar kovetkezik, hogy m = deg(f) < deg(g) = s.

W

4.14. Kovetkezmény

1. F, folott irreducibilis m-edfokd polinom gydkének [, f616tti ciklikus rendje m, igy egy elem-
nek az 6t tartalmazd test valamely résztestére vonatkozd ciklikus rendje megegyezik ugyanezen résztest
fol6tti minimal-polinomjanak fokaval;

2. T, valamely bévitésében egy primitiv elem ciklikus rendje azonos a bovités fokaval;

3. véges test feletti irreducibilis polinom gydkei egyszeresek.

Bizonyitas:

1. Korabban lattuk, hogy m-edfoku polinom gyodkének ciklikus rendje nem nagyobb a polinom
fokandl, az el6z6 tételben pedig kideriilt, hogy irreducibilis polinom gydkének ciklikus rendje legalabb
akkora, mint a polinom foka. A kett6 egyiitt azt jelenti, hogy adott test felett irreducibilis polinom foka
megegyezik egy gyokének ugyanezen testre vonatkozo ciklikus rendjével.

2. Primitiv elem minimal-polinomjénak foka azonos a bdvités fokaval, igy ez 1. alapjan igaz.

3. A tétel szerint, ha f az [, test fol6tt m-edfoku irreducibilis polinom, és a test egy alkalmas

bévitésében a a polinom gydke, akkor az @ elemek m > i € N esetén paronként kiilonbozé gyokok,
a polinomnak van m kiilonb6z6 gyoke. De test folotti nem nulla polinom gyokeinek szama multiplici-
tasukkal szamolva megegyezik a polinom fokszamaval, igy ha valamelyik gyok tobbszoros lenne, akkor
a gyokoket multiplicitasukkal szamolva f-nek tobb gyoke lenne m-nél, ami lehetetlen.
0
A Q feletti x3 — 2 polinomnak egy valos és két komplex gydke van. Q-t a valds gydkkel bévitve
a bovitett test minden eleme valos, igy ez a test nem tartalmazza a polinom masik két gyokét, a bovitett
test nem a polinom Q feletti felbontasi teste. A fenti tétel szerint véges test esetén mas a helyzet.

4.15. Tétel

Véges test egyszerll algebrai bovitése a bovitd elem minimal-polinomjanak felbontési teste.
A

Bizonyitas:
Ha a az f F, folott felbonthatatlan m-edfoku polinom gyoke, akkor a felbontasi test tartalmazza

a-t és [Fy-t, tehat F, ()-t. Ugyanakkor minden m > i € N-re ol € F,(a), tehat f minden gyoke eleme
[F4(a)-nak, igy a felbontasi test része FF, (a)-nak, tehat a két test azonos.
1

4.16. Definicio

2 t-1 7 . I3 PR
Haa € F ¢, akkor a,a?,a?,...,a? = az a F,-ra vonatkozé konjugaltjai.
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4.17. Tetel
A konjugaltsag ekvivalencia-relacio F¢-ben, ¢s a konjugaltak F Zt-beli rendje tovabba ciklikus
rendje azonos. a egymassal azonos konjugaltjainak szama E, ahol s az a IF, folétti ciklikus rendje.
A

Bizonyitas:

Legyen « ciklikus rendje s, ekkor s < t, hiszen s osztdja a nem nulla t-nek.

1. Jeldlje az Fc-beli a-ra és f-ra a~p, hogy f az a konjugéltja. Ez barmely Fc-beli rendezett
parra vagy igaz, vagy nem, igy ~ binér relacid [ c-ben.

A konjugaltsag definiciojabol kdzvetleniil latszik, hogy a~a, tehat ~ reflexiv.

Amennyiben a~p ¢és B~y, akkor B = a9" ésy = B9°, ahol u és v egyarant t-nél kisebb nemne-

u+v

. v 2 f s q” v et . ,

gativ egész, és helyettesités utan y = (aqu) =a% . De ha a F, folotti ciklikus rendje s, és w =
(u + v) mods, akkor u + v = w (s), tehat y = "’ = a?” tovabba 0 <w < s < t, igyyazal,
folotti konjugaltja, a~y, a relacio tranzitiv.

Az el6bbi a-val és S-val legyen v = (—u) mods. Ekkor 0 <v<s<tésu+v=0(s),igy

v

BT = (aqu)q = q9""" = q, vagyis a relaci6 szimmetrikus is, tehat valéban ekvivalencia-relacio.

2. A rendek egyenl6ségének bizonyitasdhoz a szimmetria miatt elegend6 megmutatni, hogy ha
a # 0 és a~p, akkor B rendje osztdja a rendjének. De ha a rendje n, akkor tetszdleges r € N-re
(@™ = (a™)" = e, vagyis a” rendje osztja n-ct, és B = a?", igy B rendje osztdja n-nek, azaz « rend-
jének. Ha viszont a rendek megegyeznek, akkor a ciklikus rendek is azonosak, hiszen s = 0,(q).

re r P ’ . . , i i+ks
3. s osztdja t-nek, és tetszOleges nemnegativ egész i-re és k-raa? = a? .

U
4.18. Kovetkezmény
Legyen a ¢s B az IF ;¢ ket eleme. Ekkor
1. aés B F, folotti minimal-polinomja pontosan akkor azonos, ha a~f.
Ha a~pf, akkor
2. f € Fg[x]-re a pontosan akkor gydke f-nek, ha f is gyoke a polinomnak;
3. a pontosan akkor primitiv elem F¢c-ben, ha g is az.
A
Bizonyitas:
1. Ha a~pB, akkor B = a?', ahol i € N, igy B gydke a [F, folotti minimal-polinomjanak, m =
méq)—nak. Ez irreducibilis IF, folott és fopolinom, tehat ml(;q) =m= m‘(xq). Forditva, ha 8 gyoke m((xq)—

nak, akkor g = ' egy nemnegativ egész i-vel, hiszen mfxq) irreducibilis FF, folott, igy a~f.

2. Tudjuk, hogy ha a gyok, akkor a¥' is gydk, tehat a-val egyiitt valamennyi konjugaltja, igy 8

is gyok. Mivel a konjugaltsag ekvivalencia, és igy szimmetrikus, ezért visszafelé is all az allitas.
3. Nemnulla elem konjugaltja sem nulla. Konjugalt elemek rendje megegyezik, és egy elem pon-

tosan akkor primitiv elem, ha a rendje q* — 1, igy ha a primitiv elem, akkor f3 is az, és forditva.
(]

Fontos ¢és kozvetlen kapcsolat van egy test adott test feletti relativ automorfizmusai valamint a
test elemeinek az adott test feletti konjugaltjai kozott.
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4.19. Tétel

Legyen £ a g-elemii K test t-edfoku bovitése. Az L a és 8 eleme akkor és csak akkor konjugalt
K folott, ha van L-nek olyan I f6l6tti o relativ automorfizmusa, amellyel f = a(a).
A

Bizonyitas:

Ha a és f konjugaltak K folott, akkor § = ad" egy 0 < k < tegésszel. De a — 2" a q-elemi
test barmely bévitésében automorfizmus, amely az alaptest elemein az identikus leképezés.

Forditva, legyen o az £ X feletti relativ automorfizmusa, és § = o(a), tovabba az a K feletti
minimal-polinomja f = Y™, ¢;x*. EKkor

n

0=0(0)=0(f(@)=0 <Z ciai> - Z c(o@) = f(o(@),
i=0

i=0

igy a(a) is gyoke f-nek. f irreducibilis (mert minimalpolinom felbonthatatlan), ezért a korabbiak alap-
jan B az a egy q*-kitevés hatvanya, ahol 0 < k < s = deg(f). De f foka az « ciklikus rendje, amely
osztdja a bovités fokanak, t-nek, igy s < t, vagyis 0 < k < t, f az a K folotti konjugaltja.

0

A bizonyitasban hivatkoztunk ré, hogy g-elemii X test barmely £ bovitésében minden k € N-re
a - a9 az L K feletti relativ automorfizmusa. Belatjuk, hogy véges L-re nincs is mas lehetdség.

4.20. Tétel

Legyen az £ véges test a g-elemi X test t-edfoku bovitése, és a: a = a? az L elemeire. Ekkor az
L K feletti relativ automorfizmusai t-rendii ciklikus csoportot alkotnak a ¢ generatorelemmel.
A

Bizonyitas:

o:a — a automorfizmusa L-nek, és ha a € K, akkor a9 = a, ezért 0 az L egy K feletti relativ
automorfizmusa. Test relativ automorfizmusainak szorzata szintén relativ automorfizmus, és automorf-
izmusnak 1étezik inverze, amely ismét relativ automorfizmus, végiil az identikus leképezés relativ auto-

morfizmus, igy ezek csoportot alkotnak. Legyen a € L. Ekkor ¢°(a) = e(a) = a = a4’ ahol ¢ az
. a .
identikus leképezés L-en. Mivel Q" = (aqk) minden k € N-re, ezért, ha k-ra o (a) = aqk, akkor

d"*l(a) =0 (Gk(a)) = (aqk)q = a9°"", vagyis minden k € N-nel a**1:a - @@,

Legyen u az £ primitiv eleme, és 7 az L egy K feletti relativ automorfizmusa. A 4.19. Tétel
szerint t(u) = ud” egy k € N-nel. Amennyiben a # 0, akkor @ = u’ egy q* — 1 > i € N egésszel, és
(a) = T(ui) = (T(u))i = (uqk)l = (ui)qk = aqk, tovabba 7(0) = 0 = qu, vagyis T = ¥, igy be-
lattuk, hogy £ barmely X feletti relativ automorfizmusa eleme a ¢ altal generalt ciklikus csoportnak.

u ciklikus rendje t, hiszen primitiv elem ciklikus rendje azonos a bévités fokaval, igy a ¢-nél

kisebb kitevSkre (1) = ud" paronként kiilonboz6, és a megfeleld o' automorfizmusok is paronként
kiilonbozoek, a o altal generalt ciklikus csoport rendje legalabb t. Masrészt az L barmely a elemével
dt(a) = al' =a= %), igy ot = 0% = ¢, és az identikus leképezés a csoport egységeleme, ami
mutatja, hogy a csoport rendje legfeljebb t, tehat ez a rend pontosan t, igy az L K feletti relativ
automorfizmusai egy t-edrendii ciklikus csoportot alkotnak a o generatorelemmel.

|
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4.21. Definicio

Haa € Fe, akkor [152% (x — aqk) az a I, feletti karakterisztikus polinomja.
A

A definici6 szerint deg(f) = t, barmely elem gyoke a sajat karakterisztikus polinomjanak, és két
elem azonos test feletti karakterisztikus polinomja pontosan akkor azonos, ha konjugéltak.

4.22. Tetel
Legyen L a g-elemii X test t-edfoku bovitése, @ € L, m az a K feletti minimal-polinomja, és f

t
az a X feletti karakterisztikus polinomja. Ekkor a € K|[x], és f = ms, ahol s = deg(m).

A
Bizonyitas:
a XK feletti ciklikus rendje s, és s osztdja t-nek, ezért
t t
t-1 57151 571 s—1 ;
=[G =TT e =TT =
k=0 j=0 i=0 j=0 \i=0
amibdl kovetkezik, hogy f K feletti polinom.
0
4.23. Kovetkezmény
Ha L|X, L véges és a € L, akkor a K feletti konjugaltjainak 6sszege és szorzata K-beli.
A
Bizonyitas:
A gyokok Osszege és szorzata a karakterisztikus polinom egylitthatoja, tehat K-beli.
0

Tudjuk, hogy a g™-elemi test az x4 — x € IF,[x] polinom F, feletti felbontasi teste, igy maga a
polinom is sok szempontbdl fontos. Most ennek a polinomnak vizsgaljuk néhany tulajdonsagat.

4.24. Tetel

Az FF, f616tt irreducibilis m-edfokt f polinom pontosan akkor osztdja x1" —x € Fg[x]-nek, ha

m|n, aholn € N.
A

Bizonyitas:

Ha n = 0, akkor m|n, masrészt x?" — x a nullpolinom, amelynek osztdja minden f polinom.
Nézziik azn € N* esetet. Ha f irreducibilis, akkor a fokszama, tehat m, nagyobb, mint 0. Legyen a az
f egy gyoke. f|an — x pontosan akkor teljesiil, ha a?" — a = 0, vagyis ha a?" = a. Ez pontosan ak-
kor igaz, ha s|n, ahol s az a I, folotti ciklikus rendje, és ha f irreducibilis IF, folott, akkor s = m.

U
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4.25. Tétel

" _x =
Xt —x =l ep@

szama az n pozitiv egész szam osztoja.

£, ahol B\ azon F, folstt irreducibilis fépolinomok halmaza, amelyek fok-

A

Bizonyitas:
n ! n
Legyen f(q) =x9 —x. fn(q) =q"x? 1 —e=—e, mert fn(q) € Fqlx] és Char(IF'q) q, igy

-nak nincs tobbszoros gyoke, tehat tobbszoros faktora sem lehet. Az el6z6 tétel szerint Pn(q) minden

(q)
elerne osztoja f, (Q)-nak ¢és mivel ezek mindegyike irreducibilis, tehat paronként relativ prim, ezért a
szorzatuk, g is osztdja £ 9-nak. Ha most t az £? valamely, F, folott irreducibilis fépolinom faktora,

akkor csak egyszeres faktor lehet, és az el6z0 tétel szerint eleme P(q)—nek vagyis a t-k szorzata, f, (q),
osztdja g-nek, igy f, (@ ¢ g asszocialtak. De mindkét polinom f&polinom, igy meg is egyeznek.

0
4.26. Koévetkezmény
[F, folott irreducibilis, n-edfoku fépolinomok szdma %de U (g) q? (1 a Moebius-fiiggvény).
A

Bizonyitas:

q" = deg(an _ x) = deg (erpr(lq) f) = Zfepfl") deg(f), ahol valamennyi f-re teljesiil, hogy
deg(f)|n. Jeloljik a PTEQ)—beIi n-edfoka polinomok szamat N,Eq)—val. Ekkor " = Yan dNéq), vagyis
q"ah(n) = nN,gq) szamelméleti fiiggvény Osszegzési fliggvénye, és igy a Moebius-féle megforditasi

Osszefiiggéssel visszakapjuk h-t, ahonnan n-nel valo osztas utan a felirt egyenldségre jutunk.
0

Sokszor van sziikség irreducibilis polinomra. Kérdés, hogy egy véletleniil valasztott polinom mi-
lyen eséllyel irreducibilis. Nézziik meg, milyen aranyban fordulnak el6 az irreducibilis polinomok. Le-

gyen ez az arany p,(lq) Tekintetbe véve, hogy n valodi osztoja legfeljebb %, azt kapjuk, hogy

nNr(lq)=Z ( d—q+z d>q+2(1)q

dln n>d[n n>d|n

n

2 I”J_1 T
=q" - Z q?=q" Zq =q" q"—qq_l

n>d|n q- q
_ (-1 +1 1
2

=(qn—2q%+1)+1=(qg—1) +1.

Az F, folotti n-edfokt fopolinomok szama g™, igy kapjuk, hogy

Pn qn = qn = Z

1({/n 2
@ _ NP ’_‘<(q2_1) +1> 1( 3
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Han >2,akkor1—q 2> 1 —é > 2 tehitpi” > — éshaq" 2 12,akkor pi? > = 1—-q
az n szigortian monoton novekvo fliggvénye, és a hatarértéke a +oco0-ben 1, igy pflq) also becslése %—hez

tart. A masik oldalrdl viszont az n-edfoku irreducibilis f6polinomok szorzata osztoja az x4 —x poli-
, , 1
nomnak, igy nN,gq) < q", tehat p,(f) <-.
Kissé eltérd szamitdssal egy masik kozelitést kaphatunk:

q" =) NP =N + > AN <N+ ) N AN

d|n n>d|n pln d|2
D
n n
= nN,(lq) + Z qp < nN,Eq) + |log, anlfJ,
pln

ugyanis a kettds 0sszegben ugyanazon irreducibilis polinomot esetleg tobbszor is szamba vessziik, a
kiilonboz6 primosztok szama legfeljebb |log, n|, és minden p-re p > 2. A fenti eredménybdl atrende-

zéssel kapjuk, hogy nN,gq) > q" — |log, anlEJ. Hasonlitsuk ezt 0ssze a korabbi levezetés egy kozbiilsé

. Ez akkor és csak akkor

2]
eredményével, ahol azt kaptuk, hogy nN,Eq) =Ydn M (g) q¢=>q"—q 7= 11

qlzl -1
q-1

ad jobb eredményt, mint a mostani, ha g™ — q > q" — |log, anlEJ, azaz akkor és csak akkor, ha

q

[2]- n n n
qqz 11 < llog, anlzJ. Ez biztosan teljesiil, ha ﬁqlzj < llog, anlzJ, tehat, egyszertisitve a pozitiv
qlzl-vel, ha-L < llog, n]. De > 2-b61 - < 2. gy ha 2 < llog, n], azaz han > 8, akkora kordbbi

szamitas kozbiilsé eredménye adja a jobb becslést. Azt is konnyen be lehet 1atni, hogy paros n esetén,
ha n legalabb 4, akkor a korabbi végso becslés is jobb eredményt ad.

n 2 (s n 2
(qz - 1) +1>1>0,igy N, = - ((qz - 1) + 1) > 0, ami azt mutatja, hogy véges test fo-

l6tt barmely pozitiv egész n-hez van az adott test f616tt irreducibilis n-edfoka polinom, amit mas iton
mar a 3.59. Kovetkezményben is igazoltunk (lasd a 67. oldalon).

A 4.13. Tétel megad egy sziikséges €s elégséges feltételt egy polinom irreducibilitasara, am ez
inkabb csak elvileg hasznalhato, hiszen a dontéshez ismerni kellene a polinom egy gyokét. Az alabbi
tételben olyan feltételt adunk, amely a gyakorlatban is alkalmazhat6 a felbonthatosag eldontésére.

4.27. Téetel
Az I, folétti n-edfoku f polinom, ahol 2 < n € N*, akkor és csak akkor bonthat6 fel F, folétt,
havan olyan > > i € N*, hogy d; = (f, x" — x) legalabb elséfoka. Amennyiben £(0) # 0, akkor a d;

polinomok helyett tekinthetjiik a §; = (f, xa'-1 e) polinomokat.
A

Bizonyitas:

Legyen f felbonthato FF, [x]-ben. Ekkor van olyan FF, folott irreducibilis faktora, amelynek a fok-
szama legfeljebb n fele . Ha g ilyen faktor, és deg(g) = u, akkor g osztdja f-nek és x4 — x-nek, igy
ezek legnagyobb koz0s osztdjanak is, a legnagyobb k6zos 0szté nem konstans. Ha viszont a megadott
korlatok kozé esé u-ra d,, nem konstans, akkor van felbonthatatlan osztdja, mondjuk g, ennek foka
osztdja az n-nél kisebb u-nak, tehat g valodi osztoja f-nek, f felbonthato.
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Ha deg(f) = 2, ugy f csak tgy lehet felbonthatatlan, ha x nem osztoja, vagyis ha £(0) # 0.
Ekkor f és x relativ primek, és mivel x4 — x = x (qu_l — e), ezért (f,qu — x) = (f,qu_l — e).

O

A tételbol kovetkezik, hogy ha f felbonthato a g-elemi test folott, akkor meg tudjuk hatarozni,
hany kiilonboz6 [-edfoku, FF, f616tt irreducibilis faktora van, amint az aldbbi eredmény mutatja.

4.28. Kovetkezmény
Legyen f € FF,[x] felbonthato IF, fol6tt és [ a legkisebb pozitiv egész, amelyre d; legalébb elsé-
foku. Ekkor d; az f paronként kiilonboz6, [, f6lott felbonthatatlan [-edfoku osztdjanak szorzata, és dy
foka az f F;-beli kiilonb6z6 gyokeinek szama.
A

Bizonyitas:

x4 — x-nek, de akkor valamennyi osztdjanak, tehat d;-nek is minden felbonthatatlan osztdja egy-
szeres. Ha g az f egy l-edfoku irreducibilis osztoja, akkor g osztoja f-nek és osztdja xd — x-nek, tehat
d;nek, és d; minden g osztoja, tehat minden felbonthatatlan osztdja osztdja f-nek, igy mar csak azt
kell belatni, hogy d; minden irreducibilis osztdja [-edfoku. Legyen g foka m. g|d; |xq - X, és g irre-
ducibilis IF,, folott, ezért deg(g)|l, tehat m < [. Ugyanakkor g|xqm —x és gld;|f, és akkor g|d,,. De
[-nél kisebb t-re d; konstans, vagyis nem lehet oszthat6 a legalabb elséfoku g polinommal, ezért m > [,
ennélfogva m = L.

u akkor és csak akkor f* gyoke, ha x — u osztoja f-nek, és x — u € Fq[x] akkor és csak akkor,
ha u € [Fg, tehit a polinom [Fg-beli kiilonbozé gyokei és elséfoku faktorai kdlcsondsen egyértelmiien
megfeleltethetéek egymasnak, igy d; foka megegyezik f kiilonb6z6 gyokeinek szamaval.

0

Legyen ! >i€N-rer; =0, g;; = d; és r; = 1. Az el6bbi eredmény alapjan f-nek degf(dl) pa-
ronként kiilonb6z6 [-edfoku irreducibilis faktora van. Ha d; = f, akkor f minden irreducibilis faktora
egyszeres ¢s [-edfoku. Ellenkez6 esetben f; = dL,_IeI deg(f;) =n—deg(d;)) <n, és f = fid,, igy f
felbontasa azonos f; és d; felbontasanak szorzataval. f;-nek nincs [-nél alacsonyabb foku irreducibilis
faktora, vagyis [-nél kisebb pozitiv egész i-re ( fu xd' — x) = e, igy ezeket a legnagyobb koz0s osztokat
felesleges kiszamitani. Ha f egy [-edfoku felbonthatatlan osztoja tobbszoros faktora f-nek, akkor vi-
szontd,; = (fl,qu - x) # e, és d,; minden irreducibilis osztdja az f legalabb kétszeres [-edfok irre-
ducibilis faktora. g, ,-et elosztva dy;-lel, és az igy kapott hanyadost irva g, ;-be, a kapott g, ; az f olyan
[-edfoku irreducibilis osztoéinak szorzata, amelyek az eredeti polinomban els6 hatvanyon fordulnak el6.

Legyen g;, = dy; és f = df—zll. Ezek utan ismét meghatarozhatjuk az utobbi hanyados és x4 — x leg-

nagyobb koz0s osztojat. Ezt addig folytathatjuk, mig olyan polinomot nem kapunk, amely mar relativ
prim x4 = x-hez. A hanyadospolinomok fokszama szigortian monoton csokken, ezért véges sok 1épés
utan biztosan ilyen polinomot kapunk. Ha ez a polinom f;;, akkor legyenr; = t — 1, és legyen a polinom
fokan;. fi;-nek mar nincs olyan irreducibilis faktora, amelynek a foka legfeljebb I. Most meghatarozzuk
az [ utan kdvetkezo legkisebb olyan ! < s < %kitevc’it, amelyre dg = (ftl,xqs - x) # e. Hailyen nincs,
akkor f;; felbonthatatlan, ellenkez6 esetben dg az f kiilonb6z6 s-edfoku irreducibilis osztdinak szorzata,
igy tovabb folytathatjuk a korabban leirt eljarast. A végén minden pozitiv egész [-re ismerjiik, hogy f-
nek hany kiilonb6z6 [-edfokq, a g-elemii test f616tt irreducibilis faktora van, és ismerjiik is minden [-re,
¢és ezen beliil minden j-re a j-edik hatvanyon el6fordulo faktorok egyszeres multiplicitast szorzatait,
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ugyanis f = [1i=1 H?’z‘l g,‘;,i. Ezt példaul kihasznalhatjuk a véges test feletti polinom faktorizalasanal.
Az eljarast az 1. algoritmus mutatja.

u=f h=x?—x
n = deg(f) j=0
k=1 elagazas vége
h=x1—-x ciklus vége
j=0 han = 0, akkor
ciklus amig k < % e =j
d=(uh) kiilonben ha n = s, akkor
m = deg(d) g = %
ham > 0, akkor n=j+1
j=j+1 Irr, = U
rj=d kiilénben
haj = 1, akkor ha k = s, akkor
s=k =]
kiilonben k=k+1
Ikj-1 = gk;_l elagazas vége
elagazas vége ciklus I = k-tol n — 1-ig
u= % =20
n=n-—-m ciklus vége
kiilonben In1=U
e =] =1
k=k+1 elagazas vége
f =1lk=1 H?:H gllc,l

1. algoritmus

Mivel a felbonthatdsag mindig adott testre vonatkozik, ezért érdemes megvizsgalni, hogy ha egy
polinom felbonthatatlan egy test folott, akkor hogyan viselkedik egy masik testhez viszonyitva.

4.29. Tetel
Ha f n-edfoku irreducibilis polinom a g-elemii K test folott, és L a K m-edfoku bovitése, akkor
f d = (m, n), paronként kiilonb6z6, L[x]-ben irreducibilis polinom szorzata, és valamennyi faktor g—
edfoki. Ha a € L az f gydke, akkor a9" és a9” pontosan akkor gyoke ugyanazon faktornak, ha u =
v(d),igyd >i € N-reaz ad' gyokok a felbontas kiillonboz6é polinomjainak gyokei.
A

Bizonyitas:

Legyen M az f X folotti felbontasi teste, és tegylik fel, hogy f a X test folott irreducibilis, n-
edfoku fépolinom (ez utobbi feltétel semmiben nem korlatozza az altalanossagot, hiszen a féegylitthato
nem nulla, és igy egység a test feletti polinomgytiriiben), tovabba a az f egyik M-beli gyoke. Mivel f

n-edfokq, IF, folott felbonthatatlan fépolinom, ezért M folott f = | § ity (x - aqi), ésj>1i€Negé-
szekre a? = a? & i = j (n). Legyen f felbontasa £ folott f = 1724 g;. Nyilvan teljesiil, hogy f gyo-
keinek halmaza megegyezik a faktorok M-beli gyokei halmazanak unidjaval. f irreducibilis K folott,
igy gyokei egyszeresek, amibol kovetkezik, hogy a g; polinomok paronként kiilonbozéek, tehat M-ben

gyokeik halmaza paronként diszjunkt, masrészrdl egyik ilyen halmaz sem fires, hiszen irreducibilis po-
linom legaldbb els6foku, azaz, 6sszefoglaldan, a g; polinomok gydkeinek halmazai f gydkei halmazat

particionaljak. Legyen u az r > i € N indexek barmelyike, és f a g,, gyoke. Ekkor f§ = " alkalmas
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n >k € N egésszel. g, L folott felbonthatatlan polinom, ezért g,, valamennyi gyoke a [ valamely
(q™)! = q™ kitevds hatvanya, vagyis aqkmi-alakﬁ, és g,, foka a legkisebb pozitiv egész t, amelyre
teljesiil a k = k + mt (n) kongruencia, ahonnan deg(g,) = g. Mivel ez fliggetlen u-tol, ezért vala-
mennyi faktor foka azonos, ahonnan azt is kapjuk, hogy a faktorok szama, r, éppen d.

A fentiek alapjan ' ésa?’ és akkor és csak akkor gyoke ugyanazon faktornak, ha egy w egésszel
j =i+ mw (n). llyen w pontosan akkor 1étezik, ha j — i oszthato m és n legnagyobb kozos osztdjaval,

azazhai=j(d),ésigyd >i € N-reaz ' gy0kok paronként kiilonbozé faktorhoz tartoznak.
U

A tételbdl kozvetleniil kapjuk az alabbi eredményt.

4.30. Kovetkezmeény
Véges K test felett irreducibilis n-edfokt polinom pontosan akkor felbonthatatlan a K m-edfoka

L bévitése folott, ha (m, n) = 1, és pontosan akkor els6éfoku polinomok szorzata L[x]-ben, ha n|m.
A

n-edfoku irreducibilis polinom gyokével bovitve, a bévités foka n, és ha n osztdja m-nek, akkor
az m-edfoka bovités az n-edfokll bovitéssel kapott test bovitése, igy természetes, hogy amennyiben m
oszthato n-nel, akkor az igy bovitett test felett a polinom elséfoku tényezék szorzata.

A fejezet hatralévo részében polinomok reciprokaval és a reciprok polinomokkal foglalkozunk.

4.31. Definicio

A X test feletti n-edfoku f polinom reciproka, illetve dualisa f* = x™(f o x~1), mig 0* = 0.
A

4.32. Tetel

Ha f € K[x], akkor f* is I feletti polinom. Amennyiben f* X felett felbonthato, akkor f is
felbonthaté % felett, mig ha f felbonthaté #C[x]-ben, és £(0) # 0, akkor f* is reducibilis K folott.
A

Bizonyitas:
0* = 0 € K[x], igy a tovabbiakban legyen 0 # f = Y[~ a;x", ahol a,, # 0 (tehat deg(f) = n).
A bizonyitasban a dualisra vonatkoz6 tobb, 6nmagaban is fontos tulajdonsagot latunk be.

Q) fr=x"fox H=x"Y a;x "t =YY" ax"t =Y bixt, ahol b; = a,_;, igy f* valo-
ban X feletti polinom, és f* akkor és csak akkor nulla, ha f a nullpolinom.

b) Legyen f = gh, és g és h foka rendre m és r, ekkor n = m + r. x felcserélhet6 az egyiittha-
tokkal, igy f* = x"(f ox™1) = x™*7((gh) e x71) = (x™(g o x™ 1)) (x"(h o x™1)) = g*h".

¢) Haf =c € K* < K[x], akkor deg(f) = 0,és f* = c* = x°(c o x™1) = ¢, mig f = x esetén
deg(f)=1,igy f*=x*=x(xox 1) =e.

d) a) szerint f* legfeljebb n-edfoku, és akkor és csak akkor n-edfoku, ha 0 # b, = a, = f(0).

e) £*(0) = by = a, # 0.

f) Haf =x"g,ahol g(0) # 0, akkor b) és c) alapjan f* = g*, ezért (f*)* = (g*)*. Most d)-b6l
g foka azonos g fokaval, és igy az a) ponthoz hasonléan eljarva, és figyelembe véve e)-t kapjuk, hogy
(f*)* = g. Ebbdl kovetkezik, hogy (f*)*|f.
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g) Legyen f* felbonthatdé K felett, és f* = gh, ahol g és h egyarant legalabb els6fokt. Az e)
pont alapjan £*(0) # 0, és igy §*(0) # 0 és h*(0) # 0, vagyis mind g*, mind h* legalébb elséfoka.
Viszont g*h* = (f*)*|f, ami mutatja, hogy f is felbonthaté K f616tt.

h) Ha f felbonthaté, és f£(0) # 0, akkor f = gh olyan g és h polinomokkal, hogy mindkét poli-
nom foka legalébb 1, és §*(0) # 0 # h*(0). Innen kapjuk, hogy f* = g*h*, és mindkét tényezs leg-
alabb elsdfoku, tehat f reciproka felbonthato.

U

4.33. Tétel

0 # f € K[x]-nek a # 0 akkor és csak akkor k-szoros gydke, ha a1 az f* k-szoros gydke.
A

Bizonyitas:

Legyen el6szor a nem nulla « az f k-szoros gydke, ekkor f = (x — a)*g, §(a) # 0, és a-nak
létezik inverze, igy f* = (e — ax)¥g* = (—a)*(x — a™1)*g*, a inverze legalabb k-szoros gydke f
dualisanak. Amennyiben viszont §*(a~1) = 0, akkor f* = (x — a~1)**1h, innen az eldbbi 4talakitas-
hoz hasonléan eljarva kapjuk, hogy (f*)* = (—(a) D) (x — a 1)**1h*, és mivel (f*)* osztoja f-
nek, ezért f = (x — a)**1u, ami lehetetlen, hiszen ez azt jelentené, hogy a legalabb k + 1-szeres gyoke
f-nek.

Forditva, ha a1 f*-nak k-szoros gyodke, akkor az eldbbiek szerint @ pontosan k-szoros gydke
(f*)*-nak. De f = x"(f*)*,ahol r € N, és @ # 0 (mert a~ ! f* gydke), igy @ nem gyodke x"-nek, ezért
a multiplicitasa f-ben és (f*)*-ban azonos, tehat @ pontosan k-szoros gyoke f-nek.

0
Erdekesek és fontosak azok a polinomok, amelyek dualisa sajat asszocialtjuk.
4.34. Definicio
A XK test feletti f polinom 6ndualis vagy reciprok, ha f* = cf egy K*-beli ¢ elemmel.
A
4.35. Tétel
A K test feletti nemnulla f polinomra az alabbi allitasok ekvivalensek:
1. f 6ndualis;
2. fr=fvagy f*=—f;
3. ha a gyoke f-nek, akkor a és a~! azonos multiplicitisti gydke a polinomnak.
A

Bizonyitas:

1. Legyen f # 0 dndualis. Ekkor £(0) = ¢1f*(0) # 0, igy (f*)* = f. Ezt alkalmazva kapjuk,
hogy f = (f*)* = (cf)* = ¢f* = c(cf) = c?f, és innen c? = e (mert £ nem nulla), vagyis ¢ gyoke a
XK feletti x> — e polinomnak. De ennek a polinomnak pontosan két megoldasa van, e és —e (ha a test
karakterisztikaja 2, akkor ez a két gyok azonos, vagyis ekkor egy darab kétszeres gyok van).

2. Haf* = fvagy f* = —f, és f nemanullpolinom, akkor f konstans tagja nem nulla, igy a 0
nem gyoke a polinomnak. Az el6z6 tételben bebizonyitottuk, hogy egy polinom nem nulla gydkének
multiplicitasa és a gyok inverzének multiplicitasa a reciprok polinomban azonos, az pedig nyilvanvalo,
hogy egy polinomnak és ellentettjének a gydkei azonosak és ugyanolyan multiplicitasuak.

3. Ha f barmely gyoke és a gyok inverze azonos multiplicitasu gyoke f-nek, akkor f és f* gyo-
kei a 4.33. Tétel szerint azonosak, ¢és igy egy konstans szorzotol eltekintve a polinom megegyezik a
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reciprokéaval (mert ha két polinom gyodkei multiplicitassal egyiitt azonosak, akkor a két polinom csak
egy nem nulla konstans szorzoban kiillonbozik), tehat f dndualis.
W

m
Ha f € K[x] dndualis polinom, akkor f = (x — e)" (x + e)* [['; ((x —u)(x — u{l)) *, ahol
r,s, t ést =i € NT-ra m; nemnegativ egész szam valamint u; a test 0-tol, e-tSl és —e-t6] kiilonbozd

eleme. (x —e)' ' =—(x—e),(x+e)" " =x+eés ((x — ul-)(x — u{l))* =(x— ul-)(x — ul-'l), ezért

m; A
f*=(—1)"f, tovabba [T¢_, ((x — ul-)(x — u{l)) foka paros. f (v) = 0 esetén legyen f,, = ﬁ Ha
f* = —f, akkor e biztosan gyoke f-nek, és ekkor f,” = f,, mig ha deg(f) paratlan, akkor e és —e
legalabb egyike gyoke f-nek, és ha f* = cf, akkor az elébbi esetben f," = (—c)f,, mig az utobbi eset-
ben f*, = cf_,. Azt kdnnyii megallapitani, hogy egy polinomnak gyoke-e e illetve —e, igy, ha az eredeti
m; )

polinomot mindig osztjuk a gydktényezével, akkor végiil a g =[], ((x —u)(x —uj 1)) polino-
mot kapjuk, amely az el6bbiek szerint paros fokszamu, és g* = g. A tovabbiakban feltessziik, hogy =

Zm q;x' mar ilyen alaku, vagyis olyan ndualis polinom, amelynek sem e, sem - e nem gyoke. Ekkor
a; = Ay, ¢és ezt alkalmazva f = Y27 aixt = x™ (X7 a;(x™ ™t + x~m=D) + q,). Legyen y =
x+x71 Ha k €N, akkor (x* +x7%)(x + x71) = (xF+1 4 1= D) 4 (k=1 4 x=C=D) g5 fgy
x4 =D = (k4 xR e+ 7)) — (¥ + xR D), x0 + x70 = 2¢ = 2y°, és hasonléan,
x'+xt=x+x"1=y=ylvagyisk = 0és k = 1esetén x* + x 7% y k-adfoki polinomja. Tegyiik
fel, hogy ez igaz minden n > i € N esetén, ahol n pozitiv egész szam, és legyen i-re a megfelel6 poli-
nom f;. Ekkor, az el6z6 eredmények alapjan,

xn+1 + x—(n+1) — (xn + x—n)y _ (xn—l + x—(n—l)) — yfn _ fn—l:

és a felirasbol lathatoan ez is az y n + 1-edfoki polinomja, tehat ¥7%g" a;(x™ " + x_(m_i)) +ap, is
polinomja y-nak, és a foka y-ban m. f reciprok polinom, igy a 0 nem gyoke, tehat f akkor és csak akkor
0 egy u pontban, ha Y75 a;(x™ ¢ + x~(m=D) + a,,, értéke is 0 ugyanebben az u pontban. Haa g =

st aifm—i + am polinom egy gydke v, akkor v = x + x~1-bdl megkapjuk f egy u gyokét: ez az
elébbi kifejezésbdl az x? — vx + e polinom gydke lesz, azaz u = % + (i
karakterisztikaja 2. Minden v-hez meghatarozva u-t, megkapjuk f valamennyi gyokét, vagyis a 2m-
edfoku polinom gyokeit egy m-edfoku, és legfeljebb m kiilonb6z6 masodfoku polinom gydkeinek meg-
hatarozasara vezettiik vissza. Ez példaul azt jelenti, hogy reciprok polinomok esetén a komplex test
folotti legfeljebb 9-edfokt polinom gyokeit gyokképlettel tudjuk meghatarozni.

2
) — e, kivéve, ha a test

Végiil meghatarozzuk a dualisok legnagyobb kozos osztdjat és legkisebb kozds tobbszorosét.

4.36. Tétel

Ha d = (filn=i€N*) és t =[f;|n =i € N*], akkor az f;-k duélisainak legnagyobb kozos
osztoja d*, és legkisebb kdzos tobbszordse t™.
A

Bizonyitas:

Ha minden i-re f; a nullpolinom, akkor a legnagyobb kozds 0szt6 a nullpolinom, és ekkor igaz a
legnagyobb kozds osztora vonatkozo allitds. Amennyiben a megadott polinomok kdzott van nem nulla,
akkor a legnagyobb koz0s oszto értékét nem befolyasolja nullpolinomok hozzavétele vagy elhagyasa,
igy feltehetjiik, hogy a megadott polinomok egyike sem nulla. Legyen & a reciprok polinomok legna-
gyobb kozos osztoja. Mivel nemnulla polinom dualisa a nullaban nem nulla, és § osztoja a dualisoknak,
ezért §(0) # 0, ésigy (6%)" = 8.n =i € N*-ra § osztdja f;*-nak, igy 6* osztéja (f;*)*-nak, ami viszont
osztoja f;-nek, amibdl kdvetkezik, hogy 6 osztoja az f;-k legnagyobb kozos osztodjanak, azaz d-nek,

90



4. Véges test feletti polinomok

innen pedig kapjuk, hogy &* reciproka, vagyis § osztdja d*-nak. Masrészrdl valamennyin > i € N*-ra
d osztdja f;-nek, ezért d* osztdja f;"-nak, ami csak ugy lehetséges, ha egyben osztoja az utdbbi polino-
mok legnagyobb k6z0s osztojanak, azaz §-nak. Ez az elobbi oszthatésaggal kiadja, hogy § és d* asszo-
cidltak, és ha mindkett6t fOpolinomnak valasztjuk, akkor meg is egyeznek.

Amennyiben az adott polinomok kozott eléfordul a nullpolinom, akkor a legkisebb kozos tobb-
sz0Oros is nulla, masrészt a reciprokok kozott is fellép a nullpolinom, igy a két legkisebb k6zos tobbszo-
ros egybeesik. Legyen most az f;-k halmaza olyan, amelyben nem szerepel a nullpolinom; a legkisebb
kozos tobbszordsre vonatkozo allitast indukcioval bizonyitjuk. Ha n = 1, akkor nyilvanval6 az egyen-
16ség. Han = 2, akkor td = f; f,, amib6l mar adodik az allitas, hiszen d* az f;" és f,' legnagyobb k6zos
osztéja. Végiil n > 2-nél [f;|n = i € N*] = [[f;[n > i € N*], f,,], igy indukciéval minden n € N*-ra
igazoltuk a tétel legkisebb kozos tobbszordsre vonatkozo részét.

U
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5. Véges test feletti polinomok felbontasa

Egy adott objektum felbontasa kisebb dsszetevokre, a dekompozicid, a faktorizacio abbdl a szem-
pontbdl eldnyds, hogy az egyszerlibb Osszetevok tulajdonsagainak vizsgdlata altalaban konnyebb,
ugyanakkor ezen tulajdonsagok ismeretében sok fontos informaciét ismerhetiink meg az eredeti, bonyo-
lultabb objektumrol. Test f616tti polinomok gyiiriit alkotnak, ahol a gy(iri euklideszi, tehat Gauss-gy(r,
és igy az ilyen nem nulla polinomok lényegében véve egyértelmiien irhatdak az adott test f616tt felbont-
hatatlan polinomok szorzataként, ahol ezek a felbonthatatlan polinomok egyben primek is a
polinomgyiiriiben. A felbontas ismeretében valaszolni tudunk kiilonb6z6 kérdésekre, példaul konnye-
dén meg tudjuk adni a polinom valamennyi osztojat. Az alabbiakban ismertetiink egy felbontasi algo-
ritmust, az ugynevezett Berlekamp-algoritmust, azzal a megjegyzéssel, hogy 1éteznek mas felbontasi
algoritmusok véges test feletti polinomokra, és 1éteznek a Berlekamp-algoritmusnak kiilonb6z6 modo-
sitasai is. A fejezetben az algoritmus lépései soran elobukkanoé kérdéseket tobbnyire a sziikségesnél
altaldnosabban vizsgaljuk.

Els6ként ismét emlékeztetiink néhany, a tovabbiakban felhasznalt tényre.

1. Ha R gyiirti, és R[x] az R f616tti x-hatarozatlanu polinomgyiirti, akkor R[x] tartalmaz egy,

az R-rel izomorf részgyirit, a konstans polinomok gytiriijét. Ekkor R beagyazhat6 a polinom-

gyiiriibe. A tovabbiakban ennek megfeleléen mindig feltessziik, hogy R < R[x], ahol R ele-
mei azonosak a megfeleld konstans polinomokkal.

|R[x]] = |R| = 1, és |R[x]| = 1 akkor és csak akkor, ha |R| = 1, vagyis ha R a nullgytirt.

3. R[x] akkor és csak akkor kommutativ, ha R kommutativ, pontosan akkor nullosztomentes, ha
R nullosztomentes (nullosztomentes gylriirdl feltessziik, hogy van legalabb két eleme), igy
R[x] és R egyszerre integritasi tartomany vagy nem integritasi tartomany, és vagy mindkét
gylrii egységelemes, vagy egyik sem az, és ha egységelemes a két gylirii, akkor az egységele-
miik azonos.

4. R[x] akkor és csak akkor Gauss-gyiir(i, ha R Gauss-gylirii (vagyis olyan egységelemes integ-
ritasi tartomany, amelyben barmely nem nulla elem a tényezok sorrendjétol €s asszocialtsagtol
eltekintve egyértelmiien irhato véges sok, a gylirliben irreducibilis elem szorzataként).

5. Ha § nullosztomentes gytird, és R az § legalabb két elemet tartalmazoé részgytriije, akkor a
két gytrii karakterisztikaja azonos. Ebbdl kovetkezik, hogy ha R nullosztomentes, akkor R és
R[x] karakterisztikaja megegyezik.

6. Ha R integritasi tartomany, 0 # u € R, v € R és v|u, akkor v # 0, és van olyan egyértelmiien

N

meghatarozott w € R, hogy vw = u = wv. Ekkor w sem a gyiirii nulleleme, és w-taw = %
alakban irhatjuk.

Legyen 0 # f € R[x], deg(f) =n € N és f = ¥ ,a;x'. Ekkor f' = Y™, ia;x"* legfeljebb
n — 1-edfokd, amint az az el6bbi felirasbol kozvetleniil leolvashato. deg(f') < n — 1 csak akkor lehet,
ha na, = 0. Legyen R nullosztomentes, ekkor, tekintettel arra, hogy a,, # 0, na, = 0 akkor és csak
akkor teljesiil, ha n oszthato a gylirii karakterisztikajaval. Mivel n pozitiv egész szam, ezért nem lehet
oszthat6 0-val, tehat 0-karakterisztikaji gyiri feletti pozitiv fokszami polinom derivaltjanak foka pon-
tosan eggyel kisebb, mint az eredeti polinom foka, és hasonl6 a helyzet, ha a primkarakterisztikaju gytirt
karakterisztikdja nem osztdja a polinom fokénak. Most legyen char(R) = p € N* és p|n, vagyis legyen
n = pm, ahol m is pozitiv egész. Ekkor 6(f) < n — 1, és akar f' = 0 is lehetséges. Legyen f olyan,
hogy f' = 0. Ez csak Gigy lehetséges, ha f minden olyan tagjanak egyiitthatoja 0, amelynek a foka nem
oszthato p-vel, vagyis ekkor f = Y7o ay,x P = Y7o b (xP)* = g o xP, ahol by = ay, ¢és g =
Yo brx® € R[x] . Ha minden m > k € N-re létezik olyan c, € R, hogy c! = by, akkor f =
Yo bexkP = Y P (x)P = (B o cx®)” = hP egy h = YL, cix* € R[x] polnommal. Ameny-
nyiben R véges, vagyis R véges és nullosztomentes gyiirii (azaz R véges test), akkor az u — uP leké-
pezés automorfizmus R-en, tehat bijektiv, és igy minden R-beli elemnek van egy és csak egy p-edik
gyoke magaban R-ben. EkKkor f' = 0 esetén f = hP, és ez forditva is igaz, hiszen, ha f egy h polinom
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p-edik hatvanya, ahol a nem nulla p a gyiirti karakterisztikaja, akkor f' = phP~*h' = 0. Altal4nosabban
is,ha f = g o x7, akkor f' = (g’ o xP)px~1 = 0,

Megmutatjuk, hogy van olyan p primkarakterisztikaja nullosztdémentes gyfirii, ahol nem minden elemnek
van p-edik gyoke. Legyen K tetszleges p-Karakterisztikaju test, és O egy, a K folott transzcendens elem (vagyis
olyan elem, amelyik egyetlen nem nulla, X feletti polinomnak sem gyodke; ilyen van, példaul x € K[x]). Ekkor
OP is transzcendens J fol6tt. Ha ugyanis OF gyoke egy f € K[x] polinomnak, akkor @ gydke a szintén X feletti

f(eP) .
a(eP) |f EK[x]A0O=g€ K[x]}, hiszen

K (0P) a I bévitése, tehat tartalmaznia kell K-t és tartalmaznia kell ©P-t, de akkor ®P minden nemnegativ egész
kitev6s hatvanyat, ezek K-beli elemmel valo szorzatat és az ilyen szorzatok véges Gsszegeit, vagyis OF K feletti
polinomjait. £(6P) akkor és csak akkor 0, ha maga az f polinom 0 (mert O transzcendens ¥ f616tt), és mivel

f o x? polinomnak, és igy f csupan a nullpolinom lehet. K( OP) = {

F(OP) test, ezért {E o7) is benne kell, hogy legyen, ha g # 0. Még azt kell belatni, hogy a polinom-muveletekkel
{;22 | feEK[x]AN0O+g€EeK [x]} test, vagyis nem iires, zart a kivonasra, valamint a nem nulla elemekkel vald
osztasra. 0 = 652;; a megadott halmaz nem {ires. Legyen {1 ((G(;p)) és 2 ((G(;Z)) a halmaz két eleme. Ekkor

f1")  f(e7) _ £1(87)§,(87) — f,(87) g, (67) _ f@»)

g:(6P)  g,(6P) §1(0P) g, (67) g(er)

ahol f = fi9, — 291 és g = g192- g1 # 0 # g,, ezért g # 0, igy ;Egzg € K(OP). Amennyiben f, # 0, akkor

f2(9 )

75.(0P) # 0, és ekkor

fi(e") (ﬂ(ep))‘l _A1(07) §2(67) _ Figo(€7) _ a(e?)
RGO N ACD Y ACD M ACDIEICD

azu = f19, és v = f,g, jeloléssel, és most ismét nem nulla a nevezd, mert f, # 0. Ha a k egész szamnak nem
osztoja p, akkor @F ¢ K(OP) Ezt elegendé pozitiv kitevével belatni, mert % = 0, igy ®% akkor és csak akkor

f(oP
eleme a testnek, ha @ % benne van a testben. Tegyiik ugyanis fel az allitas ellenkez&jét. Ekkor 0% = ;Egl’g egy K

feletti £ és nem nulla g polinommal, vagyis © gyoke a h = f o x? — x*(g o xP) € K[x] polinomnak. De ® X
folott transzcendens, igy h csak a nullpolinom lehet. g nem a nullpolinom, igy legalabb egy egyiitthatoja nem
nulla. x*(g o xP)-ben csak olyan egyiitthat6 lehet nullatél kiilonbozd — és ilyen van —, amelynek az indexe kong-
ruens k-val modulo p, vagyis ha [ egy ilyen index, akkor [ = k # 0 (p). Ugyanakkor f o xP-ben csak a p-vel
oszthaté kitevohoz tartozo egyiitthatok lehetnek nullatl kiilonbozéek, tehat ha x*(g o xP) i-edfoku tagjanak
egyiitthatdja v;, f o xP-ben az i-edfoku tag egyiitthatdja u;, végiil w; a h i-indexii tagjanak egyiitthatoja, akkor
u; =0ésv; # 0,tehatw;, = u; —v; = 0 — v, = —v; # 0, ami nem lehet, mert h = 0. Az nyilvanvalo, hogy 07 €
K(0), igy K (0)|K (6P), és mivel az elbbiek szerint @ ¢ K(OP), K (OP) valodi részteste K (@)-nak. K (O©)-n a
@:u — uP leképezés injektiv homomorfizmus, és Im(¢p) része K(OP)-nek, mert ¢ (K) € K és O képe OP, és a
f(® kép f1(9 )
§(©) g1(eP)
injektiv, ezért egyetlen olyan elem van a b6vebb testben, amelynek a képe OF, és ez ©, am ez nincs benne K (OP)-
ben, igy ©P-nek nincs p-edik gyoke K (0P)-ben.

Az eldbbiek szerint € (OP) valodi részteste J(0)-nak, és @:u = uP bijektiven és miivelettartoan képezi
le % (0)-t KD (OP)-re, ahol KW = ¢(K), vagyis KV (0P) izomorf K (0) egy valodi résztestével, tehat K (0)
izomorf 6nmaganak egy valodi résztestével. Indukcioval innen azt kapjuk, hogy minden nemnegativ egész i-re
K@D (00) 2 @ (07') |7 (07™), ahol K© = K és K@D = o K©), és van @ (@7")-nek olyan
valodi részteste, példaul 10+ (@7*"), amely izomorf 3® (67')-vel, és akkor %(6) egy valodi résztestével.

A most targyalt bovitéssel kapcsolatban még egy dolgot mutatunk, amely eltér az eddigiekt6l. A rovidség
kedvéért vezessiik be az L = K (OP) jeldlést. © gyoke a 0 # (x — ©)P = xP — P € L[x] polinomnak, amint az
kozvetlen behelyettesitéssel lathatd, igy © algebrai £ folott, és az £ f616tti minimal-polinomja osztéja x? — ©P-
nek, vagyis m(L) (x — @) " egy p = r € N* kitevével. De (x — )" konstans tagja ©" vagy —07, és ez a fentebbi

eredmenyemk szerint csak akkor lehet benne az L testben, ha r oszthat6 p-vel, ami csak Ggy lehet, ha r = p, hiszen
r a p-nél nem nagyobb pozitiv egész. Ez azt jelenti, hogy az L test f6l6tt irreducibilis, L-beli egyiitthatos xP? — QP

milvelettartas kovetkeztében — € K(OP) egy f; és g, # 0 X feletti polinommal. Mivel a leképezés
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polinom gyokei p-szeresek, vagyis nem egyszeresek, szemben a nulla-karakterisztik4jt, valamint a véges testek-
kel, ahol irreducibilis polinom minden gydke egyszeres.

Visszatérve a polinom derivaltjahoz, legyen f, = f, valamilyen k € N-re és minden k > i € N-re
fi =0, fi =gi°xP és fiy, = g, végil fi, # 0. llyen k biztosan 1étezik, hiszen ha deg(f;) = n; a k-
nal kisebb i indexre, akkor f;,, foka n;;; = %, és ez pozitiv egész, mivel nyg = n > 0. Legyen p” || n
(vagyis p"|n, de p"*1 t n), ekkor k <, és ha k < r, akkor deg(fy,) < ny — 1, mert ekkor még p|n.
Indukcidval kdnnyen belathato, hogy f = fy = fi ° xpk, és ha f;, minden egyiitthat6janak van R-ben
p*-adik gyoke (és véges R esetén ez igaz), akkor f = gpk egy R folstti g polinommal.

Ha a véges test feletti f polinomot faktorizaljuk, akkor elegend6 az elobb g-vel jeldlt polinomot
felbontani, és minden faktornak a felbontasban szerepld kitevéjét szorozni p¥-val, igy a tovabbiakban
feltessziik, hogy f derivaltja nem nulla. Ismét altalanosabban kezdjiik a vizsgalatot, azaz feltessziik,
hogy f egy p-karakterisztikaju R Gauss-gyfirti feletti polinom. Legyen f = gth, ahol g irreducibilis a
gylirt folott, t pozitiv egész szam, és g nem osztdja h-nak (és ekkor relativ prim h-hoz, hiszen g irre-
ducibilis). f derivaltja f' = gt~1(tg’h + gh’), ahonnan latjuk, hogy g legalabb a t — 1-edik hatvanyon
van f'-ben. g’ # 0, mert ellenkezd esetben g = g%, ahol g, legalabb elséfoku és p > 1, am ekkor g
felbonthat6. Ha tg’ # 0, akkor tehat p t t. g’ foka kisebb g fokanal, ezért nem lehet oszthato g-vel, és
h sem tobbszorose g-nek, igy g’'h nem oszthato g-vel, hiszen g irreducibilis, tehat prim a gytirt f616tt.
Ekkor tg’h sem oszthat6 g-vel, ugyanis p + t -bél t és p relativ primek (mert p primszam), igy alkalmas
rés s egészekkel 1 = rt + sp,majd g'h = 1(g’'h) = (rt + sp)g'h = r(tg'h ). Ebben az esetben tehat
pontosan t — 1 a g kitevéje f'-ben, mert a kéttagn tg'h + gh'-ben az egyik tag oszthatd g-vel, mig a
mésik tag nem. A masik esetben tg’ = 0 (azaz p osztdja t-nek), és f' = gth’, vagyis f'-ben g legalabb
a t-edik hatvanyon van (attol, hogy h nem oszthat6 g-vel, még lehetséges, hogy a derivaltja tobbszorose
g-nek). Azt kaptuk tehat, hogy f'-ben g kitevéje legalabb t — 1. Legyen d az f és f' legnagyobb k6zos
osztoja. f' nem nulla, és ekkor a foka kisebb, mint f foka, tehat d sem a nullpolinom, és alacsonyabb
fokt, mint f. Mivel g az f polinomban a t-edik, mig a derivaltban legalabb a t — 1-edik hatvanyon all,

ezért d-ben g t-szer vagy t — 1-szer fordul eld, és innen g-ben vagy nem szerepel g (akkor és csak
akkor, ha tg' = 0), vagy pontosan egyszeres tényez6je a hanyadosnak, ennél fogva 5 négyzetmentes.

f= gd , igy elegend6 kiilon g-t és, ha nem konstans, akkor d-t faktorizalni. d faktorizalasa azonos az
eredeti f polinom felbontasaval (azaz addig derivalunk, mignem a derivalt mar nem a nullpolinom, stb.),
¢és mivel d foka kisebb, mint f foka, ezért, ha g—t véges sok 1épésben sikeriil felbontanunk, akkor f-et is

fel tudjuk bontani véges sok 1épésben. A tovabbiakban tehat olyan polinom felbontasaval foglalkozunk,
amelynek nincs tobbszords faktora, vagyis amelyik négyzetmentes.

Legyen a g-elemti test folotti, pozitiv n fokszamu, négyzetmentes f fopolinom Fq folotti felbon-
tasa f = [1¥, g, ahol k pozitiv egész szam, és a g;-k paronként kiilonbozo, FF, [x]-ben irreducibilis
fépolinomok (feltehetjiik mind f-rél, mind a faktorair6l, hogy fépolinomok, mert nem nulla konstans
szorz6 egység egy test folotti polinomgyiiriiben). Egyelére sem k-t, sem a g;-ket nem ismerjiik, sét,
éppen az a célunk, hogy ezeket meghatarozzuk. A felbontashoz keresiink egy olyan, n-nél alacsonyabb
foku, nem konstans h € F,[x] polinomot, amelyre h¥ — h oszthat¢ f-fel, és minden ¢ € [F,-ra megha-
tarozzuk f és h — c legnagyobb k6z0s osztojat. Minden legalabb elséfokil legnagyobb k6zos oszté az f
(nem feltétleniil irreducibilis) faktora. Ha a kiilonbdz6 ilyen faktorok szama k, akkor megkaptuk f
irreducibilis faktorokra valo felbontasat. Ellenkez6 esetben valasztunk egy 01j h polinomot, és valameny-
nyi el6bbi faktorral ismét meghatarozzuk az 6sszes legnagyobb k6zos osztét minden h — ¢ polinommal,
és igy tovabb. Megmutatjuk, hogy az eljaras véges sok 1épés utan befejezédik. Most még az sem vilagos,
hogy egyaltalan létezik-e a feltételnek megfeleld h polinom, ha igen, akkor talalunk-e az esetleges to-
vabbi fordulokban Gjabb polinomokat, ha a faktorok szama k, akkor megallhatunk-e, és egyaltalan, tud-
juk-e, hogy mikor lehet leallni, hiszen ehhez ismerni kell az irreducibilis faktorok szamat. A tovabbiak-
ban megmutatjuk, hogy mindegyik kérdésre megnyugtato véalaszt tudunk adni.
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Ha egy kommutativ gyiir(i u és v elemének kiilonbsége oszthato a gyiiri w elemével, akkor azt
is fogjuk irni, hogy u = v (w), és ilyenkor azt is mondjuk, hogy u kongruens v-vel modulo w. A
kongruenciak dsszeadhatoak és szorozhatoak, és akkor hatvanyozhatoak is. Valoban, legyen R kommu-
tativ gylr, w ER,n € Nésn > i € N-re ul € R, v; € R gy, hogy u; = vl (w). Ekkor minden meg-
adott i indexre w|u; — v;, és l 0 by = Yty = Y w — vy), gy I dw — Y4 v; is tobbszo-
rose w-nek, tehat ¥t u; = Yy, (w). A szorzasnak a kongruenciaval valo kompatibilitasat induk-
cioval latjuk be. [[2yu; = e = e = [[;2,v; (W), n = 0-ra tehat igaz az allitds. Most tegyiik fel, hogy
il =11y vl (w), és legyen uy, v, az R-nek a w modulus szerint kongruens két eleme. Ekkor
l Oul (I wi ) uy = uuy, az u = [1{5g w; jeldléssel, és hasonléan, [ty v; = vvy,, ahol v =
L. De uu, — vv, = u(u, — v,) + (U — v) vy, és mindkét zardjeles tényezd, de akkor a teljes
kifejezés is oszthato w-vel, azaz [, u; = uu, = vv, = [IlLov; (W), vagyis n + 1, ugyanazon mo-
dulus szerint paronként kongruens elem szorzata is kongruens a valtozatlan modulussal.

1. Legyen R kommutativ gyliri, Uyer 4, = A S R, ahol T és az A, halmazok egyike sem iires,
és tegyiik fel, hogy minden A, halmaznak létezik d, legnagyobb k6zos osztdja. Ilyen feltételekkel A-
nak akkor és csak akkor Iétezik legnagyobb kdzos osztoja, ha a részhalmazok legnagyobb kdzos 0szto-
inak 1étezik a legnagyobb kdzos osztoja, és ha létezik, akkor a két legnagyobb kozds osztd — asszocialt-
sagtol eltekintve — azonos. Legyen ugyanis az A elemeinek legnagyobb k6zos osztdja d. d osztdja A
minden elemének, de akkor valamennyi y-ra A, minden elemének, tehat minden y -ra d, -nak, vagyis d
kozos osztoja a d,, legnagyobb kozods osztoknak. Ha u is kozos osztoja a d,-knak, akkor u osztoja
minden A, Osszes elemének, és igy az A mindegyik elemének, tehat osztoja d-nek, amibdl kovetkezik,
hogy d legnagyobb kozos osztdja a részhalmazok legnagyobb kozos osztoinak. Forditva, tegyiik fel,
hogy létezik a d,-k legnagyobb kozds osztoja, és €z d. d az A minden elemének osztdja, tehat kozos
osztdja az A elemeinek. Legyen most u kozds osztoja az A-beli elemeknek. Ekkor u minden részhalmaz
valamennyi elemének, tehat minden részhalmaz legnagyobb kozos osztojanak osztoja, és akkor d-nek
is, igy d az A elemeinek legnagyobb k6zos osztoja.

Legyen UyerA4y, = U = Usea Bs, ahol @ # U < R, valamennyi részhalmaz tartalmaz legalabb
egy elemet, és minden részhalmaznak 1étezik a legnagyobb kozos osztoja. Ekkor vagy mind az Ay—k,
mind a Bs-k legnagyobb k6z06s osztoinak l1étezik legnagyobb k6zos osztoja, vagy egyik sem létezik. Az
elobbi esetben ez a két legnagyobb kozds osztd — egy esetleges egységszorzotol eltekintve — azonos,
hiszen mindkét legnagyobb k6z0s o0sztd 1étezésének sziikséges és elégséges feltétele, hogy U elemeinek
létezzen a legnagyobb k6z8s 0sztdja, és ha ez létezik, akkor mindkét oldalon a részhalmazok legnagyobb
kozos osztdinak legnagyobb kdzos osztdja lényegében véve — vagyis asszocialtsagtol eltekintve — U
legnagyobb kozds osztdjaval azonos.

Az el6bbi tulajdonsag a legkisebb kozos tobbszordsokre is igaz, hiszen csak mindeniitt meg kell
forditani az oszthatdsag iranyat, és oszt6 helyett tobbszorost kell irni.

Ha akér T', akar a I’ minden y elemére A, Ures, akkor A < R is az lires halmaz. Az iires halmaz
kozos osztoja és kozos tobbszordse a gylirti valamennyi eleme. Mivel igy a gytrii nulleleme is k6zos
oszto, ¢és ennek egy és csak egy tobbszordse van, Onmaga, ezért az lires halmaznak mindig 1étezik a
legnagyobb kdz0s osztdja, és ez a 0, ami egyben a teljes gytiri legkisebb kozos tobbszordse is. Hason-
loan, az iires halmaz legkisebb kdzos tobbszordse egyben a teljes gytirt legnagyobb kdzos osztdja, fel-
téve, hogy ez létezik. Am olyan elem, amely a gylir(i minden elemét osztja, asszocialtaktol eltekintve az
egységelem és csak az egységelem, tehat pontosan akkor van legkisebb kdzos tobbszorose az iires hal-
maznak és legnagyobb kzos osztdja a teljes gyliriinek, ha a gytirii egységelemes, és ekkor ez a legkisebb
kozos tobbszoros illetve legnagyobb kdzos 0sztd az egységelem (illetve az asszocidltjai, az egységek).

Specialis esetként legyen v a kommutativ, egységelemes R gyiirii egy eleme, I' nem {ires index-
halmaz, és minden y € I'-raw, € R. Ha a gylirii egységelemes, akkor minden egyelemii halmaznak van

legnagyobb kozos osztdja, a halmaz eleme, és ((uy,v)h/ € F) = ((uyh/ € F),v). Ha tehat az
{uy |y € F} halmaz valamely részhalmaza relativ prim, akkor az {(uy, v) |y € F} halmaz megfelel6 rész-
halmaza is relativ prim, és ekkor ((uy, v)ly € F) =e= ((uy|y € F), v). Ha tehat az u, -k kozott akar
csak kett6 (nem feltétleniil kiillonb6z0) is relativ prim, akkor az (uy, v) legnagyobb kozos oszto(K) is
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relativ prim(ek), és ha az u,, -k paronként relativ primek, akkor hasonl6 igaz az (uy, v) legnagyobb kdzos
osztokra.

2. Gauss-gyur(i barmely részhalmazanak 1étezik, és asszocialtsagtol eltekintve egyértelmii a leg-
nagyobb kozds osztdja és legkisebb kozos tobbszordse. Legyen R Gauss-gytird, I' egy indexhalmaz,
minden y € I'-ra A, az R részhalmaza, A = [[,cr A4, és minden § € A-ra Bs = Im(8). Megmutatjuk,
hogy ekkor az A, -k legnagyobb k6zos osztoi halmazanak legkisebb kozos tobbszordse megegyezik a
Bs-k legkisebb kozos tobbszordseinek legnagyobb kozds osztojaval, és forditva, az A, -k legkisebb ko-
z0s tobbszordseinek legnagyobb kozos osztdja azonos a Bg-k legnagyobb kozos osztoinak legkisebb
kozos tobbszorosével.

A =l,er A, az A, halmazok kivalasztasi fliggvényeinek, azaz a I'-t az A = U, er 4, -t tartalmazo tetszo-
leges halmazba képez6 olyan & fiiggvényeknek a halmaza, ahol minden y € I'-ra §(y) € A, . Ha az A,, halmazok
legaldbb egyike az iires halmaz, akkor A is az iires halmaz, hiszen ha az A, -k koz6tt van iires halmaz, mondjuk
A, = @, akkor ' nem az iires halmaz, de ekkor y*-hoz nem tudunk hozzarendelni egyetlen elemet sem, igy nincs
kivalasztasi fliggvény. Véges indexhalmaz esetén minden indexhez ki tudunk valasztani a hozza tartoz6 nem iires
halmazbol egy elemet, de végtelen sok halmazbdl ez csak a kivalasztasi axiomabol kdvetkezik, amely szerint nem
iires halmazok tetsz6leges rendszerének van kivalasztasi fiiggvénye. Ez azt jelenti, hogy a direkt szorzat akkor és
csak akkor az iires halmaz, ha a szorzat legalabb egy tényezdje az tires halmaz. Most kérdés, hogy mi a helyzet,
ha az indexhalmaz iires. Az iires halmazt barmely halmazba le tudjuk képezni, és tetsz6leges halmaz esetén pon-
tosan egy ilyen fliggvény van, az iires fliggvény, amelynek a képe is az iires halmaz, vagyis az lires halmaz eleme-
ivel indexelt barmely halmazrendszer direkt szorzatanak egy és csak egy eleme van, az iires fliggvény.

Elészor legyen dy, = (4,) = Inko4,, D = {d,|y €T}, t = [D] = IkktD, t5 = [Bs] = IkktBs,
T = {ts|6 € A} és d = (T) = InkoT. Belatjuk, hogy t = d.

Az el6bbi eredményeket alkalmazva ' = @ esetén D = @ és T = {Ikkt@}. Egyetlen elemet tartal-
maz6 halmaz legnagyobb kdzos osztoja a halmaz egyetlen eleme, igy ez esetben t = lIkktD = InkoT =
d. A masik specialis esetben, amikor a részhalmazok kézott el6fordul az tires halmaz, akkor D-nek
eleme az iires halmaz legnagyobb kdzos osztoja, 0, igy D legkisebb kozos tobbszordse, t = 0. Most
T = @, és ennck a legnagyobb kozos osztoja 0, ismét teljesiil a t = d egyenléség. Maradt az az eset,
amikor az indexhalmaz nem tires, és valamennyi indexelt halmaznak van legalabb egy eleme. Legyen y
al és & aA tetszleges eleme. Bs-nak van (egy és csak egy) A, -beli eleme. Ha ez a,,, akkor dy|ay|t5,
vagyis minden d,, osztoja valamennyi ts-nak. Ez azt jelenti, hogy mindenegyes t5 kozos tobbszorose
D-nek, igy tobbszorose t-nek. Ez viszont azt jelenti, hogy t kozos osztoja T-nek, tehat osztoja d-nek.
De teljesiil a forditott iranyu oszthatdsag is. Legyen ugyanis p a gyiirii olyan primeleme, amelynek az
[-edik hatvanya osztoja d-nek, ahol [ pozitiv egész szam. p! mint d osztoja osztdja a T minden elemének.
Ekkor van olyan y € T, hogy p' kozos osztoja egy A, -nak. Ellenkezé esetben ugyanis minden A, -ban
lenne olyan elem, amely nem oszthat6 ezzel a p-hatvannyal. Am ekkor annak a Bg-nak, amelynek az
elemei az elébbi elemek, egyetlen eleme sem oszthato p'-lel, innen a legkisebb kozds tobbszordse, és
akkor a legkisebb kozos tobbszorosok legnagyobb kozos osztdja, d sem oszthatd p'-lel, ami ellent mond
annak, hogy p' osztja d-t. p' tehat osztdja D legalabb egy elemének, igy a D legkisebb kozos tobbszo-
rosének, t-nek. Ez viszont azt jelenti, hogy a d minden osztdja t-nek is osztdja, amibdl kovetkezik, hogy
d osztdja t-nek, és mivel ez forditva is igaz, ezért asszocialtaktol eltekintve t = d.

Az elobbi eredmenyek forditva is igazak. Legyen most ¢, = [Ay] = lkkt4,, T = {ty|y € F}, d=
(T) = InkoT, ds = (Bs) = InkoBg, D = {ds|6 € A} és t = [D] = IkktD. Ekkor is teljesiil a t = d
egyenlOség, amit ismét igazolunk.

I'=0Qesetén T = @ és D = {Inko@}. Egyetlen elemet tartalmaz6 halmaz legkisebb kozos tobb-
szOrose a halmaz egyetlen eleme, igy ez esetben d = InkoT = lkktD = t. A masik specialis esetben,
amikor a részhalmazok kozott eléfordul az iires halmaz, akkor T-nek eleme az iires halmaz legkisebb
kozos tobbszorose, e, igy T legnagyobb kozos osztoja d = e. Most D = @, és ennek a legkisebb kozos
tobbszordse e, ismét teljesiil a t = d egyenldség. Most legyen az indexhalmaz nem iires, €s valamennyi
indexelt halmaznak legyen legalabb egy eleme. Legyen y a " és § a A tetszbleges eleme. Ay-nak (egy
¢s csak egy) eleme benne van Bs-ban. Ha ez a,,, akkor d(glaylty, vagyis minden t,, tobbszordse vala-
mennyi ds-nak. Ez azt jelenti, hogy mindenegyes ds k6z6s osztoja T-nek, igy osztdja d-nek. Ez viszont
azt jelenti, hogy d kozos tobbszorose D-nek, tehat tobbszorose t-nek. De t is tobbszorose d-nek. Legyen
ugyanis a pozitiv egész kitevés p! primhatvany a d egy osztdja. Ekkor osztdja minden t,-nak, és igy
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minden A, legalabb egy a, elemének. Ha most valamely Bs minden eleme egy-egy ilyen a,,, akkor p'
kozos osztdja ennek a Bg-nak, igy osztoja ezen dg-nak, és ebbdl kdvetkezéen t-nek is, amibdl mar
kovetkezik, hogy d osztdja t-nek, t tobbszorose d-nek.

A fentiek alapjan [(ay|y € F),b] = ([ay,b”y € F) és ([ay|y € F],b) = [(ay,b)h/ € F], to-
vabba ha b osztdja [ay|y € F]—nak, akkor [(ay, b)|y € F] = b. Gauss-gyiiriiben paronként relativ prim
elemek legkisebb kozos tobbszordse a szorzatuk, igy, ha az a,-k paronkent relativ primek, akkor az
el6z6 pont alapjan az (ay, b)—k is paronként relativ primek, tehat Hyer(ay, b) = (HyeF a,, b), és ha
még az is teljesiil, hogy b|HyEF a,, akkor Hyer(ay, b) = b.

3. Legyen R féidealgyiiri,n € N*,ésn > i € N*-rau; € R ésv; € R gy, hogy a v;-k paronként
relativ primek. Ekkor van R-nek olyan u eleme, hogy minden n > i € N* indexre u = u; (v;). Legyen
ugyanisv =L, v; ésV; = UEL Az el6z6 pont szerint (V;, v;) = e, mig a felirasbol kozvetleniil leolvas-

hato, hogy ha k # i, akkor v |V;. Tekintsiik minden i-re a V;x = e (v;) kongruenciat. Ennek van meg-
oldasa, mert féidealgytiriiben a legnagyobb kozos oszto felirhato linearis kombinacioként, vagyis van a
gylirliben olyan r; és s;, amellyel e = V;r; + v;s; = Viry (v;). Ekkor u = Yi-; u;V;ri-ben a k-indext
Kivételével minden tag oszthatd vy-val, mig w, Vi1, = upe = uy (vy), ésigy u = uy (vy). Hau' isa
kongruencia-rendszer megoldasa, akkor u —u' = 0 (v;) minden i-re, igy minden v; osztdja u — u'-
nek, tehat u = u’ (v), mert v a vj-k legkisebb kozos tobbszorose, hiszen paronként relativ primek.

Egy kongruencia-rendszer nem feltétleniil oldhaté meg barmely Gauss-gytiriiben. Tekintsiik pél-
daul Z[x]-et. Z Gauss-gylir(i, ezért Gauss-gytrl Z[x] is. Ebben a gylirliben felbonthatatlan, tehat prim
a 2 és az x polinom, igy relativ primek is, hiszen nem asszocialtak. Ekkor nincs olyan f € Z[x], amely
2-vel osztva 1-et, mig x-szel osztva 0-t adna maradékul, hiszen az eldbbi feltételbdl a konstans tagja
paratlan lenne, mig a masik feltételbdl kovetkezGen a konstans tagja 0 kellene, hogy legyen.

4. Legyen R euklideszi gylirii a ¢ normaval. Ha barmely v € R és 0 # u € R elemparhoz egyet-
len olyan q € R, r € R létezik, amellyel v = qu + r, ahol r = 0, vagy r # 0 és @(r) < @(u) (ilyen
példaul test folotti egyhatarozatlanti polinomgytrii), akkor legyen v mod u = r. Kénnyen belathato,
hogy (v mod u) mod u = v mod u, tovabba u|v — (v mod u), tehat v mod u = v (u). Azt is kény-
nyti latni, hogy v; = v, (u) pontosan akkor igaz, ha v; mod u = v, mod u. Ha most a pozitiv egész
n-re ésn > i € N-re vy; € R, akkor v; mod u = v; (u)-bol Y1 (v; mod u) = ¥ v; (w), és akkor,
az elbbi eredmény alapjan, Y7 (v; mod u) mod u = Y1 v; mod u, vagyis 6sszeg maradéka
megegyezik a maradékok 0sszegének maradékaval. Ugyanilyen modon kapjuk a szorzatra vonatkozo
analog allitast, azaz hogy szorzat maradéka megegyezik a maradékok szorzatanak maradékaval, mate-
matikailag leirva tehat [[%4(v; mod u) mod u = [[Xy v; mod u. Ha példaul m e N*, akkor
(v™—v)mod u = ((v mod u)™ — (v mod u)) mod u, masként irva v™ — v = w™ — w (u), ahol
w = vmod u, és igy v — v akkor és csak akkor oszthat6 u-val, ha u osztoja w™ — w-nek.

Mivel euklideszi gytirti féidealgyiirii, ezért euklideszi gytriiben egy kongruencia-rendszer meg-
oldhato, és ha a maradékos osztas maradéka egyértelmil, akkor a megoldasok kozott pontosan egy olyan
lesz, amely vagy 0, vagy a normaja kisebb, mint a modulusok legkisebb kozds tobbszordsének, azaz a
szorzatuknak a normaja.

5. Test feletti egyhatarozatlant polinomgytri euklideszi, tehat féidealgytirti és Gauss-gyirt, po-
linom foka az euklideszi norma, és a maradékos osztas maradéka egyértelmi, ezért ilyen gytirtiben az
el6bbi megallapitasok érvényesek. Tetszbleges g és f # 0 polinom esetén 6(g mod f) < deg(f). Ha
c; és ¢, a test két kiilonb6z6 eleme, akkor 0 # ¢; — ¢, konstans polinom, vagyis egység a polinomgyii-
riiben, kdvetkezésképpen g — ¢y és g — ¢, relativ primek. Legyen F, atest, 0 # f € F,[x], deg(f) =
n € N* és h € Fy[x]. A4.8. tétel szerint h9 — h = [lcer,(h — ©). Ezt alkalmazva

Ghi=m = (1] =0 | = (r.[h=clc e Fy))
celq
=[(f,h—0)|ceF,] = n(f,h—C),

celFyq
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¢és ha f osztdja h? — h-nak, akkor f = (f,h? — h) = Hce]l:‘q(f, h — ¢). Gylirti elemeinek legnagyobb
koz0s osztoja nem valtozik, ha valamelyikiikh6z hozzaadjuk valamely masiknak gytirtibeli tobbszoro-
sét, ezért, figyelembe véve, amit dsszeg és szorzat, valamint v — v maradékarol lattunk, a fenti Gssze-
fiiggések akkor és csak akkor teljesiilnek egy adott h polinommal, ha teljesﬁlnek hmod f-fel, igy fel-
tehetd, és fel is tessziik, hogy 6(h) < n. Amennyiben f négyzetmentes, f = [[¥_, f; az f irreducibilis
faktorokra val¢ felbontdsa IF, folott és h? — h az f tobbszordse, akkor minden k = i € N*-hoz van egy
és csak egy olyan ¢; € F, hogy filh — c;, vagyis egy és csak egy F,-beli c;-vel h = ¢; (f;). Egy i-tdl
kiilonbo6z6 j-re f]|h — ¢; csak Ggy lehetséges, ha f; osztoja ¢; — ¢;-nek, tehat ha ¢; = ¢;, €s ekkor, €s az
elézoek szerint csak ekkor, fi|h — ¢;.

Az el6bb azt lattuk, hogy ha f osztoja h? — h-nak, akkor h megoldasa egy X = c; (f;) kongru-
encia-rendszernek. Ez forditva is igaz. Ha ugyanis h az [, folotti olyan polinom, hogy megoldéasa az
elébbi kongruencia-rendszernek valamilyen (cy, ..., ¢ ) Fy-beli k-assal, akkor h? = ciq =¢; = h (fy),
vagyis h? — h valamennyi f;-vel, de akkor a szorzatukkal, f-fel is oszthato. Mivel test feletti polinom-
gylirii euklideszi, és a maradék az osztasnal egyértelmii, ezért barmely (cy, ..., Cx) esetén van egy és csak
egy olyan h megoldas, ahol §(h) < deg(f). Kiilonb6z6 (cy, ..., ¢x) rendszerhez kiillonb6z6 megoldas
tartozik, mert ha (cfl), , ,c,El)) * (cfz), . (2)) akkor van olyan k > I € N* index, hogy ¢ # ¢,

és ha h@ = k@ akkor ¢ = h® = @ = @ (1)), tehat ¢ = @ (f;), ami lehetetlen, hiszen

cl(l) - cl(z) # 0 konstans polinom, mig f; legalabb elséfoku, hiszen irreducibilis. Mivel a c;-k egymastol

fliggetleniil valaszthatdak, €s barmely valasztasnal van egy és csak egy legfeljebb n — 1-edfoku megol-
das, ezért pontosan g* olyan, legfeljebb n — 1-edfoka h polinom van F,[x]-ben, amelyre h? — h oszt-
haté f-fel. Az is igaz, hogy minden f;, f; parhoz, ahol i # j, van olyan h, hogy f;, f; a test kiilonb6z6 ¢
clemével osztoja h — c-nek. Lattuk ugyanis, hogy f; és f; pontosan akkor osztoja a test ugyanazon ¢
eleméhez tartoz6 (f, h — c) legnagyobb kozos osztonak,hah =¢; =c (f)) ésh=c; =c¢ (f]) fgy, ha
¢; # c;, akkor az adott kongruencia-rendszer h megoldasa szétvalasztja a két irreducibilis faktort abban
az értelemben, hogy a két polinom kiilonb6z6 legnagyobb kdzos osztonak lesz az osztoja.

6. Most meg kellene hatarozni a g* kiilonbz6 h polinomot. Ezt megtehetnénk 1igy, hogy meg-
hatarozzuk az el6bbi kongruencia-rendszerek megoldasait, de ehhez ismerni kellene a modulusokat, és
éppen ezeket nem ismerjiik, hiszen a feladatunk ezek meghatarozasa. Azért vannak megoldasok, ame-
lyeket ismeriink, hiszen valamennyi konstans polinom megoldas, de ezek érdektelen megoldasok, hiszen
ekkor minden legnagyobb k6z6s osztd vagy f (amikor h a nullpolinom), vagy az egységelem (amikor
h a nullatol kiillonb6zé konstans polinom). A h polinomok meghatarozasa azért megoldhat6. Legyen

n>ieN-rex¥mod f = q® = =0 1 ()xj, és legyen Q olyan n X n-es matrix, amelyben az n >

[ € Nésn > j e Nindexekre Q; ; = q i @ Legyen egy legfeljebb n — 1-edfoku h polinom egylitthatéinak

vektora h, és az ehhez tartozé sorvektor h”. Ha h = Y1 h;x?, akkor
7.

h%mod f = Z h;x%mod f = Z hi(x% mod f)
= nih q® = z Z g ni (lel hlq](l))
-2 (% )= S oo

és h = h9mod f akkor és csak akkor teljesiil, ha minden i-re h7 = (hTQ);, azaz pontosan akkor, ha
hT = hTQ, ami ekvivalens a hT (Q —I,;) = 07 feltétellel, ahol I,, az n-edrendii egységmatrix, és 07 az
n-dimenzios tér nullvektorahoz tartozo sorvektor. A keresett h pohnomok tehat a T = Q — I, matrix
nullterének vektoraihoz tartozo polinomok. (Matrix sorvektorai altal kifeszitett tér nulltere azon vekto-
rok Osszessége, amelyekhez tartozd sorvektorral a matrixot balrol szorozva a nullvektor sorvektorat
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kapjuk. Ilyen vektor van, példaul a nullvektor, és ha két vektor rendelkezik az elébbi tulajdonsaggal,
akkor barmely linedris kombinéciojuk is ilyen tulajdonsagu, vagyis ezek a vektorok linearis teret alkot-
nak, a matrix sorvektoraihoz tartozo6 nullteret. Ennek dimenzidja a matrix sorainak nullitadsa, ami meg-
egyezik a sorok szamanak és a matrix rangjanak kiilonbségével.) h meghatarozasa tehat egy n egyen-
letbdl allo, n-ismeretlenes homogén linearis egyenletrendszer megoldasa. Ebbél az is latszik, hogy ha
T rangja r, és igy a nullitasa n — r, akkor k = n — r, hiszen a g-elemt test f616tti s-dimenzios tér ele-
meinek szama q°. A feladat megoldasahoz elegendé a nulltér egy bazisat meghatarozni, mert ezek
egyiittesen barmely két irreducibilis faktort szétvalasztanak. Azt ugyanis mar tudjuk, hogy barmely két
kiilonboz6 irreducibilis faktorhoz van olyan h, amely ezt a két faktort szétvalasztja. Legyen h =
K a;h® egy ket szétvalaszté polinom, ahol hY) a nulltér egy bazisahoz tartozé polinom, mig a;-ek
a test elemei. Ha az allitassal ellentétben nincs olyan bazisvektor, amelyhez tartozé polinom szétva-
lasztja az elébbi két faktort, akkor minden l-re ez a két faktor ugyanazon c® € [F4-hoz tartozd
(f,h(l) — c(l)) osztdja, am ekkor osztdja (f,Z{Ll al(h(l) — c(l))) =(f,h—-3K, alc(l))—nek, és
Yk a,c® is a test eleme, vagyis ekkor h sem valasztja szét a két faktort.
8. Mutatunk egy modszert, amellyel T nullterének egy bazisa meghatarozhat6. Egy egységele-
mes integritdsi tartomany feletti kvadratikus A matrix redukalt, triangularis és idempotens, roviden
RTI-matrix, ha

a) fels6 haromszogmatrix;

b) a féatlé minden eleme 0 vagy a gylirti egységeleme;

) ha a féatloban 4all6 elem 0, akkor oszlopanak minden eleme 0, mig ha a féatldbeli elem a
gylrti egységeleme, akkor a sor minden mas eleme 0.

A definiciobol adodik, hogy a matrix valoban triangularis, és redukalt a foatlobeli elemekre, va-
lamint a sorokra és oszlopokra kirétt feltételek miatt. Nézziik az idempotenciat. Azt kell belatnunk, hogy
a fenti feltételeket kielégité A matrixra A% = A. Mindenek el6tt érdemes megfigyelni, hogy ha a; i # 0,
akkor a; ; = e (mert kiilonben a j-indexii oszlop minden eleme 0), és vagy i = j, vagy i < j (mert A
felsé haromszogmatrix) és a;; = 0 (mert i < j miatt a; ; # 0 nem a f64tl6 eleme, és ha a;; # 0, akkor
a soraban minden mas elem 0) Ekkor (Az)i'k = 27;01 Qi jAjk = A Ak = Qi i, mert a;;jajk # 0 ak-
kor és csak akkor, ha a; j # 0 # a;;, ami csak gy lehet, ha a; ; = e, és vagy j =k, vagy j <k ¢és
a;; = 0.De 0 = a;; = e nem lehet, ezért j = k, vagyis az Osszegben legfeljebb csak a j = k -hoz tar-
tozo tag lehet nullatol kiilonb6zo, ezért igaz a Z’};& a;jaj = ajay) egyenldség, és haa; , = 0, akkor
a; ki x = 0 = a;, mig az ellenkezd esetben a \, = e.

RTI-matrix nullterének egy bazisat kdnnyli meghatirozni. A2 = A-b6l (A — I)A = 0, amibdl ko-
vetkezik, hogy A — I sorai, és ekkor ezen sorok barmely linearis kombinacidja eleme A nullterének.
Még azt kell belatni, hogy ezzel ki is meritettiik a nullteret, amihez elegendd belatni, hogy A — I rangja
megegyezik A nullitasaval.

Tekintsiik els6ként az n-edrendii A matrix rangjat. Ha a féatloban t szamu elem 0, akkor a mat-
rixban t olyan oszlop van, amelynek minden eleme 0, igy a matrix rangja legfeljebb annyi, mint a féat-
loban 4ll6 nem nulla elemek szama, vagyis r(A) < n — t. Ha a foatloban a;; = 0, akkor az i-indexi
oszlop minden eleme 0, igy elhagyva ezt az oszlopot, a matrix rangja nem valtozik. Ha még az i-indexi
sort is elhagyjuk, akkor olyan, ismét kvadratikus matrixot kapunk, amely maga is RTI-matrix. Ez valo-
ban igaz. Az i-edik sor és i-edik oszlop az eredeti matrixot négy részre osztja. A sor és oszlop torlésekor
a bal fels6 rész helyben marad, a bal also rész egy sorral feljebb keriil, de ebben a részben minden elem
0, igy az 0j matrix bal oldali részében a f6atld elemei megegyeznek az eredeti matrix féatlobeli eleme-
ivel, igy minden ilyen elem vagy 0, vagy az egységelem, mig az 01j f64tl6 alatti elemek mindegyike most
is 0. A jobb oldali részben minden elem eggyel balra keriil, vagyis az oszlopindexe eggyel csokken, mig
a torolt sor alatti rész elemei a balra tolodas mellett eggyel feljebb keriilnek, vagyis a sorindexiik is
eggyel csokken. Ebbél kovetkezik, hogy A f6atldbeli elemei a redukalt matrixban is a féatloban allnak,
¢s a f6atlo alatti minden elem most is 0. Még azt kell tekintetbe venni, hogy a médositas soran egy csupa
0-bol all6 oszlop, ha nem tordltiik, az uj matrixban is csak 0-kat tartalmaz, és ha egy sorban a féatloban
allo elem kivételével minden elem zérus volt, és a sort nem toroltiik, akkor ugyanilyen tulajdonsagu lesz
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az Uj matrixban is. Egy matrixbol egy sort torolve a rang legfeljebb csak csokkenhet, igy az 0j matrix
rangja nem nagyobb, mint az eredeti matrix rangja. Ezt az atalakitast addig végezziik, amig a f6atloban
van 0. Az eredményiil kapott matrix egy olyan felsé haromszogmatrix, amelynek a féatlgjdban minden
elem 0-t61 kiilonboz6, igy ennek a matrixnak a rangja megegyezik a rendjével. De ez a rend azonos az
eredeti matrix foatlojaban allé nem nulla elemek szamaval, vagyis n — t-vel. Mivel minden 1épésben
legfeljebb csak csokkenhetett a matrix rangja, ezért az eredeti matrix rangja ennél nem kisebb, tehat
r(A) = n —t, és ekkor r(A) = n — t, hiszen a bekezdés elején lattuk, hogy r(A) < n —t.

Az A — I matrix rangjanak megallapitasa az elobbi eredmény birtokdban mar konnyi. Mindenek
elott rogton latjuk, hogy ez a matrix is fels6 haromszogmatrix, hiszen csak a f64tlé elemei valtoztak.
Ebben a matrixban a f6atl6 egy eleme —e, ha az eredeti matrixban az ugyanezen pozicioban allé elem
0, és 0 az ellenkez6 esetben. Amennyiben most a f64tlo eleme 0, akkor ott az eredeti matrixban e volt,
és akkor ezen sor minden, nem a f6atloban allo eleme 0, igy A — I -ben egy olyan sor, ahol a féatloban
allo elem 0, csak 0-kbol all. Ha viszont az 4j matrixban a féatlobeli elem nem 0, akkor ott az eredeti
matrixban 0 allt, de akkor a megfeleld oszlop minden eleme is 0, tehat az ij matrixban ebben az oszlop-
ban a f6atlon kiviili minden elem 0. Azt 1atjuk, hogy A — I soraira ugyanazon tulajdonsag igaz, mint A-
ban az oszlopokra, és hasonl6 a viszony A — I oszlopai és A sorai kdzott, azzal az egyetlen eltéréssel,
hogy most a f64tlo nem 0 elemei nem a gylrli egységelemével, hanem annak ellentettjével egyeznek
meg. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy A — I rangja is a foatlojaban 1évé nem nulla elemek szamaval
azonos, ami viszont megegyezik az A f6atlojaban 1év6 nulla elemek szamaval, tehat valoban igaz, hogy
A nullitdsa azonos A — I rangjaval.

Mivel A — I rangja megegyezik a féatlojaban allo nem nulla elemek szamaval, a tobbi sor viszont
csak 0-t tartalmaz, igy azt is kaptuk, hogy A — I -ben azok és csak azok a sorok lineéarisan fliggetlenek,
amelyeknél a féatloban all6 elem kiilonbozik 0-t6l, vagyis ahol ez az elem —e.

Az A rangjara vonatkozo allitast formalisan is igazoljuk. Legyen az A matrix i-edik sora a! , ekkor
(X7 ai,ja]T)k = ¥j% ai(af), = X750 aijaji = Aly = ayy = (al), barmelyn > k € N indexre.
Korabban megmutattuk, hogy a; ; = a; ja; ;, igy Z?;Ol a;ja; = ;-’;01 ai,j(aj,jajT), vagyis a; az a; ;a;
vektorok, tehat azon a; vektorok linearis kombinacioja, ahol a; ; # 0. De ha a; ; # 0, akkor a; ; = e, és

ekkor a;, jajT = ajT = ejT, ahol e; a j-edik egységvektor. Ezen vektorok, és akkor az 4ltaluk meghatéro-
zott sorok linedrisan fiiggetlenek, és az eldbbiek szerint generaljak a matrix minden sorat, igy a matrix
rangja megegyezik a foatlgjaban 1évo nullatdl kiilonbozo elemek szamaval, vagyis a nullitasa a f6atlo-
ban 1év6 0-k szama.

Az eldbbieket sorok helyett oszlopokra alkalmazva, a fentiekkel megegyez6 modon igazolhatjuk
az A — I rangjara vonatkozo allitast is.

Legyen most U tetszdleges matrix, V egy olyan kvadratikus, regularis matrix, amellyel jobbrol,
és u olyan vektor, amelyhez tartozo sorvektorral balrél szorozhatdé U (vagyis V rendje megegyezik U
oszlopainak szamaval, és u dimenzija U sorainak szamaval egyenld). Ekkor (uTU)V = uT (UV) = 0T
akkor és csak akkor igaz, ha uTU = 07, mert V regularis, igy U és UV nulltere azonos, tehat U nulltere
helyett kereshetjiik UV nullterét is. A V-vel val6 szorzas csak U oszlopainak manipulécioja, igy a nulltér
meghatarozasahoz barmilyen olyan atalakitast végezhetiink U-n, amely csak az oszlopait érinti és visz-
szafordithat6. Egy oszlop szorzasa egy nem zérus elemmel és egy oszlopnak egy masik oszlophoz valé
hozzaadasa invertalhato miiveletek, és invertalhatoak ezek barmilyen, tetszleges sorrendben végrehaj-
tott kombinacioi, tehat példaul egy oszlop tetszéleges konstansszorosanak egy masik oszlophoz valo
hozzaadasa vagy két oszlop felcserélése. Megmutatjuk, hogy tetszoleges kvadratikus matrix ilyen osz-
lop-transzformaciokkal RTI-alakra hozhato.

Az egyszerlség kedvéért ugy végezziik az atalakitast, hogy mindig csak az els6 sort manipulaljuk,
és utana a sorokat ciklikusan egy pozicioval feljebb vissziik. Ezt n-szer végezziik el, ahol n a matrix
rendje, vagyis a sorok szama. Mivel a sorok sorrendje nem valtozik, az n-edik 1épés utan a sorok az
eredeti helyiikon az eredeti sorrendben allnak, tehat, jollehet a sorokat is mozgatjuk, de ezek hatasa a
végeredményben olyan, mintha semmilyen sormiiveletet nem végeztiink volna. Ez a médszer viszont
egyszerlibbé teszi az algoritmus leirasat, és Iényegesen egyszer(siti a hardvert, ha az atalakitast célhard-
ver végzi.
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ciklus i-re 0-t6l n — 1-ig
t=-1
ciklus j-re 0-t6l n — 1-ig
ha ap; # 0, akkor
hat = —1vagy a;; = 0, akkor
t=j
elagazas vége
ha ajj =0, akkor
j=n—-1
elagazas vége
elagazas vége
ciklus vége
hat > 0, akkor
a 0- és a t-indexi oszlopok cseréje
elagazas vége
ha ag o # 0, akkor
ciklus j-re 1-t61 n — 1-ig
a j-edik oszlopbol a 0-dik oszlop a, j/ag ¢-szorosanak kivonasa
ciklus vége
elagazas vége
a matrix sorainak egy sorral valo ciklikus feljebb tolasa
a matrix oszlopainak egy oszloppal valo ciklikus balra Iéptetése
ciklus vége

2. algoritmus

Az atalakitast a 2. algoritmus mutatja. El6sz6r, a bal fels6 sarokban allo elemmel kezdve, balrél
jobbra haladva megkeressiik a legfels6 sorban az els6 nem nulla elemet, amelynek oszlopaban a féatlo-
ban all6 elem 0, illetve, ha ilyen nincs, akkor a legfelsd sor els6 nullatol kiilonbozé elemét. Ha ilyen
sincs, akkor a legfels6 sor minden eleme 0. Ellenkez6 esetben felcseréljiik a bal szélsé oszlopot az el6bb
talalt elem oszlopaval, utana a bal szélsé oszlop megfeleld konstansszorosat kivonjuk az Gsszes tobbi
oszlopbol igy, hogy a matrix felsé soraban a bal sz¢ls6 elem kivételével minden elem 0 legyen, végiil
a bal oldali oszlopot megszorozzuk a legfels6 sorban all6 elem inverzével. Ezek utan, barmi is allt kez-
detben a bal fels6é sarokban, a matrix legfelsé soranak minden eleme a bal sz¢€ls6 esetleges kivételével
zérus, és a bal sz¢&ls6 elem, ha nem 0, akkor az egységelem. Amikor ezzel az atalakitassal megvagyunk,
akkor a matrix minden elemét ciklikusan eggyel feljebb és egy pozicioval balra Iéptetjiik, és ezt 6sszesen
n-szer végezzik el.

Megmutatjuk, hogy a kiilsé ciklus k-adik lefutdsa utan a matrix als6 k soraban az utols6 k 0Sz-
lopbdl all6 k-adrendi matrix RTI-alaku, és ugyanezen sorok elsé n — k oszlopanak minden eleme O.
Ez k = 0 esetén nyilvan igaz. Most tegyiik fel, hogy adott n > k € N esetén igaz az allitasunk, és hajt-
suk végre az algoritmus kiils6 ciklusanak magjat egyszer, majd nézziik meg ekkor a matrix utolsé k + 1
sorat. Legyen A% a k-adik 1épés utan a matrix jobb also k-adrendii részmatrixa.

Amennyiben a legfelsé sor minden eleme 0 volt, akkor minddssze annyi tortént, hogy az utolsé
k sor eggyel feljebb és ciklikusan eggyel balra mozdult, és legalulra bekeriilt a csupa 0-bol all6 sor. A
mozgas soran A®) gnmagén beliil nem valtozott, de a végén kiegésziilt alul egy csupa 0-bol 4116 sorral
€s jobbrodl egy csupa 0-bol allé oszloppal. Az igy kapott k + 1-edrendi matrix foatlojaban tovabbra is
mindeniitt 0 vagy e all, a f6atlo alatti elemek mindegyike 0, és ha a f6atloban 0 4ll, akkor az egész
oszlop csak 0-t tartalmaz, mig az ellenkezé esetben a f64tl6tdl eltekintve a teljes sor 0-bol all, vagyis a
ciklus végén ez a k + 1-edrendti A%+ matrix RTI-alaku, és az is igaz lesz, hogy az elétte 4l vala-
mennyi elem ezekben a sorokban 0, tehat 6roklodott a kiinduld elrendezés.

Amennyiben volt a legfelsé sorban nem zérus elem, akkor lehetséges, hogy oszlopot kellett cse-
rélni. Ha igen, legyen ez a t-indexii oszlop. Ha t < n — k, vagy az oszlop utolso k eleme 0, akkor a
csere nem valtoztatja meg a matrix utolso k sorat. Ha viszont az utolso k oszlop valamelyikével torténik
a csere, és ennek utolso k eleme kozott van 0-t6l kiilonbdzo, akkor a foatloban allo elem e, és a legfelso
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sor elsd t elemének mindegyike 0. Most csere utan A)-ban annyi valtozas lesz, hogy a kicserélt oszlop
helyére egy csupa 0-bol allo oszlop keriil, igy a médosult matrix is RTI-alaka, mig A els6 oszlopénak
utolsé n — t — 1 eleme az A%®)-bol kicserélt oszlop f6atlo alatti elemei lesznek, amelyek mindegyike 0.
Lathato, hogy a kovetkezd 1épésben, amikor az elsé oszlop megfelel konstansszorosait kivonjuk az
egyes oszlopokbdl, csupan az esetleges csere legutolso eseténél torténhet valtozas az utolso k sorban.
De valtozas csak olyan oszlopban lehet, ahol a legfels6 sor megfeleld eleme nem 0, tehat eleve csak a
t-nél nagyobb indexii oszlopokban (a t-nél kisebb indexii oszlopok legfelsé eleme ennél a cserénél 0
volt, mig a csere utan ugyanez igaz a t-indext oszlopra is), és az ilyen oszlopok utolsé k soraban is csak
a foatlo felett, mert a bal sz€ls6 oszlop egy konstansszorosat vonjuk le, de ennek a t-nél nagyobb indexii
elemei, tehat A®)-ban a kicserélt oszloptol jobbra esd oszlopokban minden, a f6atloba és az ala eso
eleme 0, vagyis ezek az elemek nem valtoznak, igy az oszlop-redukcid utan is a f6atl6 minden eleme 0
vagy e és a f64tl6 alatti minden elem 0 lesz. Még azt kell figyelembe venniink, hogy A“9-beli csupa 0-
bol 4ll6 oszlop nem valtozik, mert ennek féatldjadban 0 all, igy a legfels6 sor megfeleld eleme is O.

Lathatoan az esetleges oszlopcsere nem valtoztatott az utolso k sor tulajdonsagan, és ezek utan a
sorok illetve az oszlopok mozgatasa soran bekovetkezo valtozas csak annyiban modosit azon, amit a
csupa 0-bol 4l16 legfelsé sor esetén mar megbeszéltiink, hogy most az tj A1 jobb szélsé oszlopaban
a foatlobeli elem e lesz, tehat felette barmi allhat, attol még AK+D tehat a ciklus n-edik lefutdsa utan
A™ vagyis a teljes matrix RTI-matrix lesz.

A 87. oldalon, a 4.28. Kovetkezmény bizonyitasa utan lattuk, hogy véges test folotti £ polinom
felirhaté az f = [1f= [T:X, Jr,; alakban, ahol a gy, ; polinom négyzetmentes, és minden faktoranak foka

pontosan k (igy a szamuk %‘gk'l)). Ezek a gy; polinomok kénnyen meghatarozhatoak, és utana f
irreducibilis polinomok szorzatara valo felbontasahoz elegendd a gy, ; polinomokat faktorizalni.
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Korabban mar belattuk, hogy véges test multiplikativ csoportja ciklikus. Most ismét foglalkozunk
a kérdéssel, de a korabbindl részletesebben, és a tételre egy mas bizonyitast mutatunk.

Ebben a részben p, ha mast nem mondunk, vagy primszam, vagy p = 0.

6.1. Tétel

Legyen S egységelemes kommutativ félcsoport, e az egységelem, n € N*, T,, = {s € S|s™ = e}
és T = Upen+ Ty EKKor T, és T az S-beli szorzassal csoport.
A

Bizonyitas:
T, # @, merte™ = e. Han = 1, akkor T;, = {e}, és ez az §-beli szorzassal csoport. Han > 1, és
s és t aT, elemei, akkor (st)" = s™t™ = e - e = e, hiszen $-ben a szorzas kommutativ, igy T, zart az
S-beli szorzasra, vagyis az S-beli szorzas T,,-re valé megszoritasaval T,, az S részfélcsoportja. Ekkor
sl ET, ése=s"=s""1s=3ss""1 igy s-nek van inverze S-ben, és ez az inverz is benne van T,-
ben, vagyis T,, csoport. s* = e-bdl kovetkezik s*V = e, ezért Ty, € Typn €8 Ty € Ty D€ Ty, T €8 T
csoport, tehat T, Tt € T Tima» 12y az elézéek alapjan T is csoport.
0

6.2. Kbvetkezmény

Legyenn € N*, és R kommutativ gylirli az e egységelemmel. Ekkor az R feletti x™ — e polinom
R-beli gyokei csoportot alkotnak az R-beli szorzéssal. Forditva, az R kommutativ, egységelemes gytirii
multiplikativ félcsoportjaban az e egységelemet tartalmazo m-elemii regularis S részfélcsoport elemei
gyokei az R feletti x™ — e polinomnak.

A

Bizonyitas:

x™ — e minden egyiitthatoja 0, e illetve —e, igy valamennyi egyiitthatdja eleme R-nek, tehat a
polinom R feletti. A gylrli elemei a szorzassal egy egységelemes, kommutativ § félcsoportot alkotnak.
Legyen T az R feletti x™ — e polinom R-beli gyokeinek halmaza. e gydke a polinomnak, igy T az R
nem tres részhalmaza. Ha u € T, akkor u™ = e, mig ha v az R olyan eleme, amelyre v™ = e, akkor v
egy R-beli gyoke az R feletti x™ — e polinomnak, igy T pontosan azon R-beli elemek halmaza, ame-
lyeknek az n-edik hatvanya az § egységeleme. Ekkor, az el6z6 tétel alapjan T az S-beli, tehat az R-beli
szorzassal csoport.

Véges regularis félcsoport csoport, igy S m-edrendii csoport. m-edrendli csoport minden elemé-
nek m-edik hatvanya a csoport egységeleme, ami a feltétel szerint megegyezik a gy(irli egységelemével,
igy S minden eleme gyoke az R feletti x™ — e polinomnak.

U

6.3. Tétel

Legyen R egységelemes integritasi tartomany, e az R egységeleme, p a gylrl karakterisztikaja
ésn € N*. Han = p'm, ahol t nemnegativ egész szdm és m a p-vel nem oszthaté egész szam, akkor
x™ —e és x™ — e gyokeinek halmaza azonos, x™ — e gyokei egyszeresek és a szamuk m, és x™ — e
gydkei pt-szeresek. Az R-beli gydkok szdma osztdja m-nek.

A
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Bizonyitas:

Az integritasi tartomany barmely u elemével és tetszéleges [ egész szammal lu = 0 akkor és csak
akkor, ha vagy u = 0, vagy [ oszthat6 a gyfirti karakterisztikajaval. Ekkor (x™ — e)’ = mx™ 1-nek
legfeljebb csak a 0 lehet gyoke, hiszen m nem oszthatd p-vel, de 0 nem gyoke x™ — e-nek, igy ezen
polinom gyokei egyszeresek. x™ —e = xP'M g = (x™)P' —eP' = (x™ — e)P", amibél viszont a
nulloszto-mentességgel kovetkezik, hogy a két polinom gyokeinek halmaza azonos, és x™ — e minden
gyoke pt-szeres. Integritasi tartomany feletti polinom gydkeinek szama nem lehet tobb a fokanal, és van
olyan, az adott integritasi tartomanyt tartalmazo test, amelyben a polinom els6foku tényezdk szorzata,
igy x™ — e gyokeinek szama m. Ezek a gyokok egy m-edrendii csoportot alkotnak az el6bbi testben, és
ennek a csoportnak egy részcsoportjat alkotjak az R-beli gyokok. Mivel véges csoport részcsoportjanak
rendje osztdja a csoport rendjének, ezért az R-beli gyokok szama osztdja m-nek.

U

6.4. Kovetkezmeény

Integritasi tartomany multiplikativ félcsoportjaban barmely n € N-re legfeljebb egy n-edrendii, a
nullelemet nem tartalmazo részfélcsoport van.
A

Bizonyitas:

Integritasi tartomany multiplikativ félcsoportjanak egy 0-t nem tartalmazo, véges részfélcsoportja
csoport. Legyen G az R multiplikativ félcsoportjanak egy, a 0-t nem tartalmazé n-edrendii részcsoportja,
ahol n egy pozitiv egész szam. Ekkor G minden g elemére g" = e, vagyis mindegyik eleme gyoke az
R feletti x™ — e polinomnak. De ennek a polinomnak legfeljebb n kiilonboz6 gyoke lehet, igy nincs G-
n kiviil olyan elem, amelynek n-edik hatvanya az egységelem, tehat nem lehet R multiplikativ csoport-
jaban G-t6] kiilonb6z6 n-edrendi részcsoport (mert ha lenne, akkor G-nek €s ennek a csoportnak egytitt
mar n-nél tébb eleme lenne, és mindegyikiik gyoke lenne az elébbi polinomnak).

0

A késObbiek kedvéért kihangsulyozzuk, hogy integritasi tartomany multiplikativ, a 0-t nem tar-
talmazé részfélcsoportjaban még ugy sem lehet két kiilonb6z6, azonos rendi részcsoport, hogy a két
részcsoport izomorf.

6.5. Kovetkezmény

Egy testnek minden 1-nél nagyobb pozitiv egész n-re legfeljebb egy n-elemii részteste lehet.
A

Bizonyitas:

Egy test és barmely résztestének karakterisztikaja azonos, €s nincs 0-karakterisztikaju véges test,
vagyis 0-karakterisztikaju testnek nincs n-elemii részteste. Legyen a K test karakterisztikaja a p prim-
szam. Ekkor K -nak csak p™-elemi véges részteste lehet, és ha maga K is véges, és elemeinek szama
p3, akkor m csak az s osztdja lehet, és minden ilyen m-re van is K -nak p™-elemti részteste. Az n-elemii
résztest minden nem nulla eleme gydke a K feletti x®~1 — e polinomnak, és a polinomnak mas gyoke
nincs, valamint K'-nak és minden résztestének a nulleleme azonos, tovabba test integritasi tartomany,
igy a 6.4 Kovetkezmény alapjan csak egyetlen ilyen részteste lehet a K testnek.

U

6.6. Tétel

Integritasi tartomany multiplikativ félcsoportjanak barmely, a nullat nem tartalmazd, véges rész-
félcsoportja ciklikus csoport.
A
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Bizonyitas:

Legyen R az integritasi tartomany. Integritasi tartomany multiplikativ félcsoportjanak a nullét
nem tartalmazo részfélcsoportja regularis félcsoport, és véges, regularis félcsoport csoport. Ha e ennek
a csoportnak az egységeleme, akkor e az egész gylirii egységeleme, mivel a gyliri nullosztomentes.
Legyen G a csoport, és legyen a csoport rendje m. G tetszéleges a elemének d rendje osztdja m-nek.

Legyen k € N. Ekkor a¥ is eleme G-nek, és (a")t = e akkor és csak akkor, ha kt = 0 (d), vagyis ha
o} (k) = &| t. Ebbdl a® rendje %, azaz pontosan olyan k-ra lesz a® d-edrendii, amelyre k relativ
prim d-hez. A d > k € N feltételt kielégité egész kitevokkel az a hatvanyai paronként kiilonbozdek,

minden egész kitevds hatvanya a-nak ezek egyikével azonos, és (ak)d = e, ezért ezek az elemek gyokei
az R feletti x — e polinomnak. Mivel integritasi tartomany feletti polinomnak nem lehet a fokénél t5bb
gyoke, €s az a eldbbi d hatvanya a polinom d kiilonb6z6 gyoke, ezért mas gyoke mar nem lehet a
polinomnak. Ezen gyokok koziil ¢(d)-szamu lesz d-edrendii (¢ az Euler-fiiggvény). Az el6bbicek alap-
jan G elemeinek rendjei m pozitiv egész osztdi, és egy ilyen d osztora vagy nincs, vagy pontosan ¢ (d)
kiilonboz6 d-edrendii elem van G-ben. Legyen ¥ (k) a pozitiv egész szamokon értelmezett olyan fligg-
vény, amelynek az értéke k-ban 1, ha van G-ben k-adrendi elem, egyébként 0. Ekkor m =
Yam P (@e(d) < Yam @(d) = m, és ¢(d) minden d-re pozitiv, igy 1 az m minden d osztdjan, és
igy m-nél is 1. Ez azt jelenti, hogy van G-ben m-edrendi elem, mondjuk u. Az u altal generalt ciklikus
csoport része G-nek, és a csoportnak m eleme van, ezért G = (u) = {uk|m >ke N}, G ciklikus cso-
port.

0

6.7. Kévetkezmény

Legyen S félcsoport és R integritasi tartomany. § barmely véges homomorf képe R*-ban ciklikus
csoport, és minden pozitiv egész n-re, a képelemek esetleges permutacidjatol eltekintve, S-nek legfel-
jebb egy olyan ¢ homomorfizmusa van R*-ba, ahol 0 & Im(¢) és |Im(¢@)| = n € N*. Ekkor, ha § vé-
ges csoport, és elemeinek a szama t, akkor n osztdja t-nek.

A

Bizonyitas:

Félcsoport homomorf képe félcsoport, és a korabbiak szerint integritasi tartomany multiplikativ
félcsoportjanak 0-t nem tartalmazo véges részfélcsoportja ciklikus csoport, igy, ha Im(¢) véges, akkor
ciklikus csoport. Szintén a korabbiak szerint, R-nek legfeljebb egy n-edrendii részcsoportja van, igy a
képhalmaz egyértelmii. Az utolsoé allitas kdvetkezik abbol, hogy csoport homomorf képe izomorf a le-
képezés magja szerinti faktorcsoporttal, a faktorcsoport rendje a mag indexének szamossaga, és ez véges
csoport esetében osztdja a csoport rendjének.

0

Nem feltétleniil kiilonb6z6 csoportoknak tehat egy integritasi tartomany multiplikativ félcsoport-
jaba valo kiilonb6z6 olyan homomorfizmusainal, ahol a képhalmazok végesek, nem tartalmazzak a 0-t
és a rendjiik azonos, a képhalmazok meg is egyeznek, vagyis csak a képelemek sorrendjében lehet kii-
16nbség.

A 6.6. Tételnek egy tovabbi, a véges testek szempontjabol alapvetd kovetkezménye, hogy véges
test multiplikativ csoportja ciklikus. Ezt tételként is leirjuk.

6.8. Tétel

Véges test multiplikativ csoportja, és ennek minden részcsoportja, ciklikus.
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Bizonyitas:
Véges test alaphalmaza és minden részhalmaza véges, igy minden részcsoport — beleértve a nem
valddi részcsoportot is — véges, ezért a tétel kdzvetleniil adodik a 6.6. Tételbol.
W

Az eldbbi tétel karakterizalja is a véges testeket, amint a kovetkezo tétel mutatja.

6.9. Tétel

Nullosztomentes gytirti nem nulla elemeinek multiplikativ félcsoportja akkor és csak akkor cikli-
kus csoport, ha a gylrti véges.
A

Bizonyitas:

Ha R véges, akkor test, igy a multiplikativ csoportja az el6z6 tétel szerint ciklikus.

Most legyen az R nullatél kiilonbozé elemeinek multiplikativ félcsoportja ciklikus csoport, és
legyen ennek a csoportnak egy generatoreleme u. Ha egy nullosztomentes gyiirii nem nulla elemei a
szorzassal csoportot alkotnak, akkor ferdetest, és ha a csoport ciklikus, akkor kommutativ, és a gyirii
test, igy R test.

Ha char(R) # 2, akkor u® = e # —e = u¥ egy k # 0 egésszel, és u?* = e. Ekkor u=2* = e is
igaz, igy feltehetjiik, hogy k > 0. Ez viszont azt jelenti, hogy u rendje legfeljebb 2k, tehat R véges.

Most legyen char(R) = 2. Mivel a test multiplikativ csoportja ciklikus az u generatorelemmel,
ezért R részteste az Rp (u) testnek, ahol Rp az R primteste, azaz a kételemii test. u + e = u* egy egész
k-val, kivéve, ha u + e = 0. De ez utobbi csak gy lehet, ha u = —e = e, és ekkor R multiplikativ
csoportja egyelemil, tehat R a kételemil, azaz véges test. Legyen tehat a tovabbiakban u # e. k-16l
feltehetjiik, hogy nemnegativ. Ellenkez esetben ugyanis (u ) =uf =u+e = (u1)"! + e, ésin-
nenu!+e = (u1)"**1 De u~! is generdlja a csoportot, vagyis u helyett vehetjiik u~t-et, és ezzel
az eredetihez hasonld egyenléséget kapunk, de mar pozitiv kitevével. k nem lehet 0 és nem lehet 1, mert
az elsd esetben u = 0, mig a masodikban e = 0 lenne. u az x* + x + e polinom gydke. Ez a polinom
eleme a test primteste feletti polinomgyftriinek, igy u algebrai a kételemi test folott. Ekkor viszont
Rp(u), és akkor az el6bbiek szerint R is véges test.

0

Ciklikus csoport egyetlen elemmel generalhaté, igy véges test multiplikativ csoportja is general-
hato a test egyetlen, nem nulla elemével. Korabban mar definialtuk az ilyen elemeket, a test primitiv
elemeit.

Altalanosan is megvizsgaljuk egy test multiplikativ csoportjanak véges részcsoportjait. Egy ilyen
csoport ciklikus, és ha a rendje n, akkor minden eleme gyoke a test f616tti x™ — e polinomnak.

6.10. Definicio

Legyen X test, e a K egységeleme, és n € N*. x™ — e € K[x] K feletti felbontasi teste a K
folotti n-edik korosztasi test, ¢s a polinomnak a felbontasi testbeli gydkei a K feletti n-edik egység-
gyokok.

A

6.11. Megjegyzés

Mivel a I 1616tti n-edik korosztasi test felbontasi test, ezért 1étezik és izomorfizmustol eltekintve
egyértelmtl, tovabba izomorf testek feletti n-edik korosztasi testek izomorfak.
A
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6.12. Jelblés

Legyen K test és n € N*. Az izomorfizmustol eltekintve egyértelmiien meghatérozott K feletti
n-edik korosztasi testet K ™, és az n-edik egységgyokok K W-beli halmazat E®™ jelsli.
A

K™ az x™ — e K feletti felbontési teste, és EX™ a gyskok halmaza, igy ™ = 3C(E&™M),

Legyen X p-karakterisztikaju test, e a test egységeleme, n € NT ésn = p"m, aholr e Nésm a
p-vel nem oszthat6 pozitiv egész. Ekkor a 6.3. Tétel szerint EK™ = EKM) ¢ 3¢ = 3¢ tovabba
x™ — e minden gyoke p"-szeres, x™ — e valamennyi gyoke egyszeres a megfeleld felbontasi test bar-
mely bdvitésében, végiil 6.6. szerint €K™ m-edrendii ciklikus csoport a K ™-beli szorzéassal.

6.13. Definicio

Legyen n € N*. Az E&™ y eleme primitiv n-edik (egység)gyok K folott, ha a rendje n.
A

A definicio6 és korabbi eredményeink alapjan p-karakterisztikdju test f6l6tt akkor és csak akkor
van primitiv n-edik egységgydk, ha p nem osztoéja n-nek. A definiciobol az is kovetkezik, hogy g-elemii
test primitiv eleme primitiv g — 1-edik egységgyok.

6.14. Tetel
(Primitiv) n-edik egységgyodk inverze (primitiv) n-edik egységgyok.

Bizonyitas:

x™ — e reciprok polinom, igy nem gyoke a 0, és minden gyokének reciproka is gyoke a polinom-
nak. Mivel nem nulla elem reciprokanak rendje azonos az adott elem rendjével, ezért igaz a primitiv
egységgyokre vonatkozo allitas is.

0
6.15. Kévetkezmény
Véges test primitiv elemének reciproka primitiv eleme a testnek.
A
Bizonyitas:
Test primitiv eleme primitiv egységgyok.
0

6.16. Tétel

Legyen n € N* és u € E®™_ y pontosan egy pozitiv egész m-re K feletti primitiv egységgydk,
¢és ez az m nem oszthato a test karakterisztikajaval.
A

Bizonyitas:

Csoport elemének rendje egyértelmil, ezért minden egységgyok legfeljebb egy pozitiv egész m-
re lehet primitiv m-edik egységgydk. Legyen n € N* és u € EK™ ekkor u™ = e, vagyis u X ™ mul-
tiplikativ csoportjanak véges rendii eleme. Ha |u| = m, akkor u™ = e, igy u gyoke a K feletti x™ — e
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polinomnak, és a rendje m, tehat u egy K feletti primitiv m-edik egységgyok. Mivel m a legkisebb azon
k pozitiv egész kitevok kozott, amelyekkel u* = e, ezért m nem lehet oszthaté a test karakterisztikajaval
(hiszen ham = pm', akkor um =eésm’ < m).

U

A primitiv egységgyokok tobb kiilonbozo, az alabbiakban ismertetendd karakterisztikus tulajdon-
sdggal rendelkeznek.

6.17. Tetel

Legyen X p-karakterisztikaju test, p"m = n € N*, ahol r € Nésp +t m € N, és legyen u egy K
feletti m-edik egységgyok. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek:

1. uegy XK feletti primitiv m-edik egységgyok;
2. u € EXS ahols pozitiv egész szam, akkor és csak akkor, ha m|s;
3. E&M = (y),
4. v € E®™ akkor és csak akkor primitiv m-edik egységgydk K folott, ha v = u*, ahol m >
k € Nt és (k,m) =1 = (k,n).
A

Bizonyitas:

Ha u primitiv m-edik egységgyok, akkor a rendje m, €s csoport egy elemének valamely egész
kitevOs hatvanya akkor és csak akkor egyenl6 a csoport egységelemével, ha a kitevd oszthatd az elem
rendjével, igy 1-bdl kovetkezik 2.

Most tegyiik fel, hogy 2. teljesiil. Ekkor m a legkisebb olyan pozitiv egész, amely kitevds hatva-
nya u-nak a csoport egységeleme, igy u rendje m. Ekkor u-nak m kiilonb6z6 hatvanya van, és minden

 egész kitevivel (u!)" = u = uP'™ = (WP = e, vagyis u! € E®™. De EX™-nek m eleme
van, éppen annyi, amennyi {(u) rendje, igy E®™ = (u), tehat 2-b51 kovetkezik 3.

v € EE™ = (4)-bol v = uk egy m > k € N kitevdvel. Ekkor |v| = %

primitiv m-edik egységgyok, ha a rendje m. Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha k és m relativ primek,
ami azt jelenti, hogy 3-bol kévetkezik 4.

1 relativ prim minden egész szamhoz, igy m-hez is. Ha teljesiil 4., akkor tehat u = u! K feletti
primitiv m-edik egységgyok, vagyis 4-bol megkapjuk 1-et.

és v pontosan akkor

0

A 2. ponttal ekvivalens allitas, hogy egy m-edik egységgyok pontosan akkor primitiv m-edik
egységgyok, ha m-nél kisebb pozitiv egész t-re nem t-edik egységgyok. Valoban, egy elem rendje akkor
és csak akkor m, ha m-edik hatvanya az egységelem, és m a legkisebb ilyen pozitiv egész, és egy elem
egy hatvanya pontosan akkor az egységelem, ha a kitev oszthaté az elem rendjével.

6.18. Tetel

Legyen K p-karakterisztikaju test, n € N¥, és m = p"m a nemnegativ r és p-vel nem oszthato m
pozitiv egésszel. A K 1616tti primitiv m-edik egységgyokok szama ¢ (m), és ha u egy K feletti primitiv
m-edik egységgyok, akkor KW = 3¢(w) és x™ — e = [[5s (x — uk).

A

Bizonyitas:

EEM) ciklikus csoport, ezért van m-edrendii eleme, példaul u. Ekkor u mindazon hatvanya is
generalja a csoportot, amelynek a kitevdje relativ prim m-hez. Ezek a hatvanyok kiilonbozéek, ha m >
k € N, és mas, ezektdl kiilonbozé ilyen tulajdonsagi elem nincs a csoportban, ezért a megfeleld tulaj-
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donsagu u-hatvanyok szama éppen @ (m). x™ — e gyokei egyszeresek és u hatvanyai, igy igaz a szor-
zatalak. K™ = K ™) ez utobbi viszont a legszitkebb olyan test, amely tartalmazza K-t és a K feletti
x™ — e valamennyi gyokét. Am €K™ ciklikus, igy ha K egy £ bdvitése tartalmazza EX™ egy g
generatorelemét, akkor g minden hatvanyat, tehat x™ — e valamennyi gyokét is tartalmazza, ezért
KM = K ().

U
A fenti eredményt egy specialis esetre alkalmazva kapjuk az alabbi tételt.
6.19. Tetel
g-elemii test primitiv elemeinek szama ¢ (g — 1).
A

Bizonyitas:
q-elemi test multiplikativ csoportja ¢ — 1-edrendu ciklikus csoport, és ennek a csoportnak a ge-
neratorelemei, vagyis a primitiv g — 1-edik egységgyokok a primitiv elemek.
U

Most legyen a csoport egy test feletti egységgyokok csoportja, és a testtel egyiitt tekintsiik a mii-
velettartd leképezést.

6.20. Tetel

Legyen K és M test és n € N*. Pontosan akkor van olyan ¢: K™ — M homomorfizmus, ahol
[Im(¢)| > 1, ha M™ € M és létezik olyan K', hogy M |K' = K. Ekkor Im.(¢) és csak Im(¢p) az
M K'-t tartalmazo és K -nel izomorf részteste, és Im (@) = K O ’(E (M'")).

A

Bizonyitas:

Legyen n = p"m, ahol p = char(¥), r € N és m a p-vel mar nem oszthatd egész szam.

Testnek csak trivialis idealjai vannak, igy test homomorfizmusa is csak trividlis lehet, vagyis a
képe vagy egyetlen elem, ami nem test, vagy izomorf az eredeti testtel. Ekkor ¢ K -ra valé megszoritasa
is izomorfizmus, igy K képe az M egy K -val izomorf részteste, és ez egyben Im (¢)-nek is részteste.
Az izomorfizmus soran az n-edrendii egységgyokok csoportjat is leképeztiik M-be, és az izomorfizmus
kovetkeztében a kép m-edrendii csoport, igy a 6.6 tétel érelmében ez éppen EM™) | amely azonban
azonos E™™_nel. Mivel ez része M-nek, igy M™ < M.

Forditva, tegyiik fel, hogy M tartalmaz K -val izomorf K’ résztestet, tovabba M(™ < M. Ekkor
EMM ¢ M, és EMM az M feletti x™ — e, polinom gyokeinek a halmaza. K' az M részteste, igy
ey = egr, ezért EM™ = E(K'n) £ = 3¢/ (EMm) = 3¢'™ g5 M| L|K". Mivel K és K izomorf, ezért
K™ &s L is izomorf, tehat létezik a két test kozott izomorfizmus. Ha egy izomorfizmus ¢, akkor
Im(¢) = L, tehat p: K™ — M olyan homomorfizmus, hogy Im(¢) legalabb kételemii.

Végiil, ha M|L'|F" és L = K™ akkor £’ tartalmaz m-edrendii csoportot. De ilyen csak egy
van (M*;))-ban, EMM jgy £/ = ?C’(E(M'")) = L, ami igazolja az egyértelmiiséget.

U

Megjegyezziik, hogy a tételben csupan az olyan, K ()_nel izomorf résztest egyértelmiiségérdl van
sz0, amely egy adott M test adott K’ résztestének M -beli bovitése. Egyrészt az egységgyokoknek akar-
hany kiilonb6z6 reprezentacidja lehetséges, és kiilonbozé reprezentaciokkal bovitve K'-t, bar a korab-
biak alapjan izomorf, de nyilvan kiilonbdzé, a K ™W-nel izomorf testeket kapunk. Mésrészt M tartal-
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mazhat tobb kiilonb6z6, a K -val izomorf résztestet, és ezek tetszoleges bovitese is kiilonbozo lesz. Pél-
daul a komplex szamok testének két kiilonbozo, bar (algebrailag) izomorf résztestét kapjuk, ha a racio-
nalis szamok testét e-vel (a természetes logaritmus alapszamaval) illetve m-vel bovitjiik, és igy kiilon-
boz6 lesz az ezen testek fOl6tti azon test is, amelyet ebbdl a két testbol valamely pozitiv egész n-re az
n-edik komplex egységgyokokkel valo bévitéssel kapunk. Ha azonban a K test véges, akkor a 6.5 Ko-
vetkezmény alapjan M -ben Gsszesen is csak egyetlen, a % ™-nel izomorf résztest van.

6.21. Kévetkezmény

1. Ha M|, akkor K™ = K(EM™), ¢s ezzel a K™-nel M ™ |5 ™;

2. ha M|K, és 0 az M egy K feletti relativ automorfizmusa, akkor o(K (")) =K®™:;

3. ha L p-karakterisztikaju test, és Kp = Q, hap = 0, mig Kp = Z,, amennyiben p prim, akkor
létezik olyan ¢: K én) — L™ injektiv homomorfizmus, hogy u akkor és csak akkor s-edik egységgyok
Kp felett, ha ¢ (u) s-edik egységgyok L folott.

A

Bizonyitas:

1. HaM|K, akkor MM |M-bSl M M| %’ ahol K' = K = K, igy alkalmazhat6 az el8z6 tétel,
ami igazolja az allitast.

2. o az n-edik egységgyokot n-edik egységgyokbe viszi, és mivel automorfizmus invertalhato,
ezért g(EM™) = EMM hiszen M ™-pen csak egy n-edrendii csoport van.

3. K izomorf az L primtestével, Lp-vel, igy L tartalmaz X }Ss)-sel izomorf résztestet.
0

Az elébbi kdvetkezmény utolséd pontja azt jelenti, hogy tetszdleges test feletti barmely (primitiv)
n-edik egységgydk a primtest felett is (primitiv) n-edik egységgydk, tehat ismerve a primtestek, vagyis
a racionalis szdmok Q teste €s a primmodulusu Z,, maradékosztaly-gyiirlik feletti egységgyokoket, I€-
nyegében véve mar tetszoleges karakterisztikaju barmely test folott is rendelkeziink az egységgyokok-

kel.

Az egységgyokok altalaban nincsenek benne a megadott testben, csupan annak valamely bovité-
sében. Ennek ellenére néhany egységgyok benne van az alaptestben, ilyen példaul a test egységeleme,
hiszen egy test és barmely résztestének egységeleme azonos.

6.22. Tetel
Legyen K g-elemti test, n a g-hoz relativ prim pozitiv egész szam, és u egy K {olotti primitiv n-
edik egységgydk. Ekkor u¥ pontosan akkor eleme K-nak, ha o7 (g — 1) = ——| k, és a K-beli n-edik

(g-1n)
egységgyokok az €K™ egy (g — 1,n)-edrendii, K -beli ciklikus részcsoportjat alkotjak.
A

Bizonyitas:

uk pontosan akkor eleme K-nak, ha u* = (u*)? = u¥. Mivel u primitiv n-edik egységgyok,
ezért a rendje n, igy u9® = u* ekvivalens a gk = k (n) kongruenciaval, vagy ugyanezt mésként irva,
ha (¢ — 1)k = 0 (n). Ez pontosan azokra a k egészekre teljesiil, amelyek oszthatéak o;f (g — 1)-gyel,
és azn > k € N feltétellel az ilyen egészek szama (q — 1,n). Végiil az E®™ K-beli elemeinek hal-
maza nem tres, hiszen az egységelem benne van, és ha két eleme benne van K-ban, akkor a szorzatuk

és az inverziik is eleme K-nak, igy ezek az elemek részcsoportot alkotnak €%™-ben. Mivel ciklikus
csoport minden részcsoportja ciklikus, ezért ez a részcsoport is ciklikus.
0
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6.23. Tétel
Ha K p-karakterisztikaju test, ahol p primszam, g = p°® egy pozitiv egész s-sel, és L egy g-elemii
test, akkor €41 = (1*;+), és % @~D tartalmaz L-lel izomorf résztestet. Ha K az L részteste, akkor
K@D = £, tovabba £ minden primitiv eleme, és csak ezek, g — 1-edik primitiv egységgydk K folott.
A

Bizonyitas:

p és q — 1 relativ primek, igy €9~V egy q — 1-edrendi ciklikus csoport, hasonloan (L*;-)-hoz,
igy £Ka-1D = (1*;-). Mivel K nulleleme, valamint E4~1 elemei gydkei a X primteste feletti x7 —
x polinomnak, és az elébbi elemek szama g, ezért ezek az elemek a K (@~ VD-beli miiveletekkel egy q-
elemi résztestet, vagyis L-lel izomorf résztestet alkotnak.

L|K esetén K@D = K (L*) < L, masrészt L=L"U{0} S L* UK € K@D jgy K@D =,
Most u akkor és csak akkor g — 1-edik primitiv egységgyok a K test folott, ha egyben L f6l6tt is hasonld
tulajdonsagt, tehat ha a rendje (L*;+)-ban g — 1. Ezek az elemek viszont éppen az L test primitiv elemei.

0

A tétel azt fejezi ki, hogy minden véges test valamennyi nem nulla eleme valamilyen n-re n-edik,
¢és igy alkalmas m-re primitiv m-edik egységgyok a test primteste folott.

Az alabbiakban egy fontos polinomot definialunk.

6.24. Definicio

Legyen m a X test karakterisztikajaval nem oszthato pozitiv egész szam, tovabba u egy K folotti
primitiv m-edik egységgyok. Ekkor @K™ = [[m>ken (x — uk) a X folotti m-edik korosztasi poli-
(k,m)=1
nom.
A

Lathat6, hogy az m-edik korosztasi polinom gyokei a test feletti primitiv m-edik egységgyokok,
és csak ezek, €s a polinom minden gyoke egyszeres. A definicid alapjan azon és csak azon pozitiv egész
m-re 1étezik adott test f616tti m-edik korosztasi polinom, amely nem oszthat6 a test karakterisztikajaval.

6.25. Tétel

Legyen K p-karakterisztikji test, és m a p-vel nem oszthaté nemnegativ egész. Ekkor &™)
egy Kp feletti ¢ (m)-edfoku fépolinom, és x™ — e = [[4m & KD ahol Kp a K primteste.
A

Bizonyitas:

p(m) a X feletti m-edik primitiv egységgyokok, tehat a polinom gyokeinek szama, és igy a kor-
osztasi polinom fokszama, és a korosztasi polinom fopolinomok szorzata, tehat maga is fépolinom.

Mivel m nem oszthato p-vel, ezért x™ — e gyOkei egyszeresek, tovabba mindegyikiik egy és csak
egy pozitiv egészre primitiv egységgyok K folott, és a megfeleld egész osztoja m-nek, ami igazolja
x™ — e szorzatfelbontasat. Azt kell még belatni, hogy a korosztasi polinom egyiitthatoi a primtest ele-
mei. Ezt indukcioval bizonyitjuk. 1 a p-vel nem oszthaté nemnegativ egész, tehat megfelel a tétel ko-
vetelményeinek. Ekkor x™ — e = x — e € Kp[x], és x — e = ®&D vagyis m = 1 esetén igaz az alli-
tas. Tegyiik fel, hogy mar belattuk a tétel igazsagat minden, azm > k € N7 feltételt kielégitd k egészre.
Ekkor igaz lesz az allitds az m valamennyi valodi osztdjara, igy az x™ — e és [[ gjm oKD 3¢, feletti

a<m

polinomok, de akkor a hanyadosuk, &™) is K, [x]-beli.
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6.26. Megjegyzés

1. Izomorf testek feletti, azonos m-hez tartozé m-edik korosztasi testek izomorfak, és ez utobbi
izomorfizmusnal primitiv m-edik egységgyok képe primitiv m-edik egységgyok, ezért konnyen lathato,
hogy ha y: .‘Kl(m) - .‘Kz(m) a korosztasi testek kozotti izomorfizmus, és u a K; folétti primitiv m-edik
egységgyok, akkor ®K2™) = [Tmsken (x — (ll)(u))k) a X, folotti m-edik korosztasi polinom. Ebbdl

(km)=1

kapjuk, hogy ha ®®&vm) = Zi”(’") Wi akkor dKzm) = Zf’(m) @i = Z"’(m) Yk (c ( (1)) x!, ahol
Y ayP K;-re vald megszoritasa, vagyis izomorf testek fol6tti, azonos m-hez tartozé korosztasi polino-
mok Iényegében véve azonosak.

2. char(¥) = 0 esetén Kp = Q, ésigy Kp, és vele egyiitt K tartalmaz Z-vel izomorf részgytiriit.
A korosztasi polinom fépolinom, igy a bizonyitasbol lathato, hogy egyiitthatoi Z-ben vannak. Példaul a
jol ismert n-edik komplex egységgyokok esetén a kérosztési polinom egész egylitthatos fépolinom.

3. Ha létezik @K™ ésn > m|n, akkor d& ”) (lattuk a 39. oldalon, hogy ha m|n, akkor

m
X™ — e osztdja x™ — e-nek, és = e

(x™ — )M = @M ], @ED| [, ED = x™ — ¢, és innen x™ — e-vel valé osztassal kap-
juk az allitott oszthatésagot.

~ Jelolte a hanyadost). Valoban, a megadott m < n és m|n feltétellel

A

Ha a korosztasi polinomot a definicidja alapjan szeretnénk meghatarozni, akkor ehhez ismerni
kellene egy primitiv egységgyokot. A valosagban a helyzet altalaban forditott, egy primitiv egységgyok
meghatarozasahoz megkeressiik ennek a minimal-polinomjat, amely viszont a kdrosztasi polinom egy
faktora. Szerencsére a korosztasi polinomot igen kdnnyen el6 tudjuk allitani.

6.27. Tetel

Ha X test, és char(¥) + n € N*, akkor @&™ = ], (x® — e)u(a).

Bizonyitas:
Ezx"™ —e=[lgn & KD bl a megforditasi képlet multiplikativ alakjaval adodik (lasd az 1.11.
Tételt és 1.12. Kiegészitést a 12-13. oldalon).
]

Az 1.13. Megjegyzés alapjan a K™ korosztasi polinom meghatarozasa valoban igen egyszerti.
n
Tekintsiik n azon d osztoit, amelyekre u(d) = 1illetve u(d) = —1.Hag =[] g (xE — e) ésh=
u(d)=1
n
I am (xE - e), akkor @K™ az el8bbi két polinom hanyadosa, igy @™ meghatarozasa x

u(d)=-1
alaku, igen egyszeri polinomok szorzdsaval és két polinom hanyadosanak a kiszdmitasaval elvégezheto.

d_pe

6.28. Tétel
Legyen K g-elemii test, n € N* a g-hoz relativ prim és r = 0,,(q). Ekkor ¢&m £22 (p( ) -szamu,
paronként kiilonbozo, r-edfoku, K folott irreducibilis polinom szorzata.
U

Bizonyitas:
Ha char(X) = p, akkor p prim, és q a p pozitiv egész kitevos hatvanya, ezért (n,q) = 1 kovet-
keztében n és p relativ primek, ® %™ 1étezik, és a fokszdma pozitiv egész. Legyen ®K™ K feletti
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felbontasa irreducibilis polinomok szorzatéra &K = Hf=1m§K'n). Az elézbek szerint s > 1. KM
gyokei egyszeresek, ezért az m; = mgK'n) faktorok paronként kiilonbozéek. m; legalabb elséfoku, igy
van gydke, és ez a gyok csak K™ valamelyik gydke, tehat egy K felett primitiv n-edik egységgydk
lehet. Ha ez a gydk u, akkor m; gydkei pontosan azok az u-hatvanyok, amelyeknél a kitevé q/ alaki,
ahol 0,,(q) > j € N, igy a megfelel6 faktor foka 0,,(q). Valamennyi primitiv egységgyok gyoke egy és
csak egy faktornak, ezért az elobbi megallapitds minden tényezdre érvényes, tehat ezek mindegyike
o)

0,,(q)-adfoka. @K™ foka @(n), igy a tényezék szama — ahol r az egyes polinomok fokszama.

6.29. Megjegyzés
A tételben lényeges, hogy a X test karakterisztikaja nem 0, ugyanis majd bebizonyitjuk, hogy 0-
karakterisztikaja test feletti kdrosztasi polinom irreducibilis a primtest f616tt (tehat a komplex egység-
gyokok korosztasi polinomjai egész egyiitthatos, a Q folott felbonthatatlan, ¢ (n)-edfoka fépolinomok).
0

6.30. Kévetkezmény

Ha K egy p-karakterisztikaju, g-elemii test, n = p"n, ahol r nemnegativ egész, és m a p-vel nem
oszthaté pozitiv egész, akkor K™ a K o,,(q)-fokl egyszerli bbvitése.
A

Bizonyitas:
KM =3¢ = 3¢ (u) az u K feletti primitiv m-edik egységgydkkel. Ez a K felett felbonthatat-
lan o,, (q)-adfokt polinom gydke, ebbdl kovetkezik az allitas.
0

A korosztasi polinom rendelkezik bizonyos szimmetridval, ,,el6lrdl hatra” és ,,hatulrol elére” ol-
vasva lényegében véve (eldjeltdl eltekintve) azonos polinomot kapunk. Az ilyen polinomokat neveztiik
reciproknak vagy 6ndualisnak (4.34. Definicié a 89. oldalon), és lattuk, hogy ez pontosan akkor teljesiilt,
amikor a polinom minden gydkének inverze is gyoke volt a polinomnak (azonos multiplicitassal).

6.31. Tétel

Korosztasi polinom dndualis.

Bizonyitas
Ha k relativ prim n-hez, akkor —k is az, igy a korosztasi polinom barmely gyokének inverze is
gyok, tovabba minden gyok egyszeres.

0
Most megvizsgaljuk a 0-karakterisztikaju test folotti kdrosztasi polinomot.
6.32. Tetel
0-karakterisztikdju test f616tti korosztasi polinom irreducibilis a test primteste folott.
A

Bizonyitas:
Azt mar tudjuk, hogy 0-karakterisztikaju K test f6lotti korosztasi polinom Iényegében véve egy
Z folotti fépolinom (lasd a 6.25. Tételt a 113. oldalon, és az utana kovetkezd 6.26. Megjegyzést), tehat
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egyben egy racionalis egyiitthatos fopolinom, és megegyezik a Q f6lotti korosztasi polinommal. A to-
vabbiakban a Q folotti m-edik korosztasi polinomot a test feltiintetése nélkiil, egyszertien &™) -mel
jeldljiik. Legyen f a @™ egy Q folott irreducibilis fépolinom osztoja, amelynek u egy gyoke. Tekint-
slink egy tetsz6leges, az m-hez relativ prim p primszamot, és legyen uP Q folotti minimal-polinomja g.
&M egész egyiitthatos fépolinom, igy van olyan Q folétti irreducibilis polinomokra valé felbontasa,
ahol minden faktor egész egyiitthatos fopolinom. f és g ilyen faktorok, mivel mind f, mind g irredu-
cibilis fépolinom osztdja a korosztasi polinomnak. Ha f # g, akkor relativ primek (mert mindkettd
irreducibilis), igy f g|¢(m)|xm — 1. Most legyen f és g azon Zp, feletti polinom, amelynek egyiitthatoi
a megfeleld egyiitthatok altal reprezentalt modulo p maradékosztalyok. Mivel fg|x™ — 1, ezért
fg|x™—1,ahol T a Z,, egységeleme. uP gydke g-nek, tehat u gydke g o xP-nek és az u-t tartalmazo
modulo p maradékosztaly, i, g o xP = gP-nek, tehat g-nek. De u gyoke f-nek, és igy i1 f-nek is gyoke.
Ekkor viszont i legalabb kétszeres gydke f g-nek, és ekkor x™ — 1-nek, ami lehetetlen, hiszen (m, p) =
1, amibdl kdvetkezik, hogy x™ — 1 gydkei egyszeresek.

Eddig azt lattuk be, hogy ha p az m-hez relativ prim primszam, akkor u és uP ugyanannak a
faktornak a gyoke. Ebbdl indukcidval adodik, hogy ha uP-nek és u*-nak, ahol k relativ prim m-hez,
k6z6s a minimal-polinomja, akkor u-nak és u*P-nek is azonos a minimal-polinomja. Ebbél viszont ko-
vetkezik, hogy a Q f616tti valamennyi primitiv m-edik egységgyok minimal-polinomja azonos, tehat
éppen a Q folotti m-edik kdrosztasi polinom, és igy ez a polinom Q f616tt felbonthatatlan.

0

A Q folotti korosztasi polinom minden egylitthatoja egész szam, ezért barmely g egész szam
esetén @™ (q) egész szam. Mivel a komplex egységgyokok kozott csupan 1 és —1 valds, és az elébbi
m = 1-re, az utobbi pedig m = 2-re primitiv egységgyok, ezért m > 2 esetén ®™ minden gyoke
komplex szam. De &™) valos egyiitthatés polinom, igy ®™ minden gydkével egyiitt annak konju-
galtja is gyoke a polinomnak, és a két gyok kiillonbozd. Legyen most u tetszdleges valos szam (m to-
vabbra is nagyobb, mint 2). Ekkor

M (y) = 1_[ (u _ glgm)) (u _ gr(nni)k) _ 1_[ (u _ <E,}Em)) (u _ @)

%>kEN+ %>keN+
(km)=1 (k,m)=1 )
= 1_[ (u—s,gm))u—slgm) = 1_[ |u—£,£m)| € R*,
%>keN+ %>keN+
(km)=1 (km)=1

vagyis m > 2-nél @™ ¢értéke minden valés u-ra pozitiv valos szam. W = x — 1és d@ = x + 1, és
ezek is valoésak minden valds helyen, de az elébbi csak u > 1, mig az utdbbi u > —1 esetén pozitiv.
Tovébbra is valos u-val @ (u) > 1 akkor és csak akkor, ha u > 2, és @@ (u) > 1 pontosan akkor,
ha u > 1. Ha m > 2, akkor pedig u > 2 esetén biztosan igaz, hogy ®™ (u) > 1. Valéban, m > 2

esetén minden primitiv m-edik egységgyok nem valos és abszolut értékben 1, igy a képzetes része nem
0 és a valos része (még abszolut értékben is) kisebb, mint 1. Ekkor

|u — s,({m)|2 = (u — Re (s,({m)))z + (—Im (E,Em)))z

2
> (u —Re (s,(cm))) >w-12%2>1%2=1,

és B (w) = [Ty ey

(k,m)=1
akkor (u —1)>>u—1,tehat2 < g € Neseténg — 1 < C’ﬁ(m)(q) €N, ham > 1.

2 2
u—s,(cm)| 2|u—££m)| >w—-1)2>1.Dehau>1és (u—1?2>1,
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Korabban (lasd a 3.2. Tételt a 44. oldalon) ismertettiik Wedderburn tételét, amely szerint minden
véges ferdetestben a szorzas kommutativ, minden véges ferdetest test. Ott a tételt nem bizonyitottuk,
mert még nem is tudtuk bizonyitani, ugyanis nem alltak rendelkezésiinkre olyan ismeretek, amelyekre,
mint most majd latjuk, sziikségiink van az allitas igazolasahoz. Maganak a tételnek a belatasahoz azon-
ban még tovabbi algebrai fogalmakat kell definialnunk, és belatnunk bizonyos tulajdonsagaikat.

6.33. Definicié
Legyen S félcsoport, és A az S részhalmaza. Ekkor

a) N(A) = {c € S|cA = Ac} az A normalizatora,;

b) C(A) = {c € S|V(a € A):ca = ac} az A centralizatora;

c) C ={c€S|V(a€S):ca=ac}az$S centrumal.

Csoport és gyliri normalizatora, centralizatora €s centruma a csoport félcsoportjanak illetve a
gytri multiplikativ félcsoportjanak normalizatora, centralizatora és centruma.

C({ay,...,a,}) és N{ay, ..., a,}) helyett roviden C(ay, ..., a,)-et és N(ay, ..., a,)-et irunk.

6.34. Tétel
Ha § félcsoport és Ac S, akkor

1. u € N(A) akkor és csak akkor, ha az A minden a eleméhez van olyan a;, és a; elem A-ban,
hogy ua = a,u és au = uay;
C(A) € N(A), ésha |A| =1, akkor C(A) = N(A);
C=C(S);
hamindeny € I'ra 4, € S, akkor C(Uyer4y) = Nyer C(4y);
C(A) = NgeaC(a), igy, ha A € B C S, akkor C(B) € C(A);
az S minden A részhalmazara C < C(A);
egységelem és zéruselem — ha létezik — eleme a centrumnak;

8. C,C(A) és N(A) zart az S-beli miveletre, C < C(A) < N(A) < §,8s A S B € S esetén
C(B) < C(A), feltéve, hogy a megfelel halmaz nem iires;

9. ha c eleme a normalizator, centralizator és centrum valamelyikének, és 1étezik c¢ inverze,
akkor az inverz is eleme a megfelel6 halmaznak;

10. C kommutativ;

11. § akkor és csak akkor kommutativ, ha C = S, és ekkor C = C(A) = N(4) =S

No ok~ owd

ha § csoport, akkor

12. C, C(A) és V' (A) részcsoportok S-ben, és 8. mint részcsoportokra is igaz;
13. C<S$
14. haA < 8, akkor A < NV (4).

Bizonyitas:
1. ueNA) culd=AusVv(aeA ((El(ab € A):ua = apu) A (El(aj € A): au = uaj)).
2. C(A) € N(A) korlatlanul igaz, mert ha ¢ € C(A), akkor minden a € A-ra ca = ac, és igy

cA=c U{a} = U c{a} = U{ca} = U{ac} = U{a}c = (U{a}) c = Ac.

acA a€A a€eA a€eA a€eA a€eA

L A centrummal foglalkoztuk a 24. oldalon, de most a tobbi definialt fogalommal egyiitt is megvizsgaljuk
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Ha n € V(A), akkor nA = An, tehat A valamennyi a eleméhez van olyan A-beli b, amellyel
na = bn. De ha A-nak egyetlen eleme van, akkor b = a, ez az A 6sszes (tudniillik egyetlen) elemére
igaz, n € C(A), N(A) < C(A), és a két halmaz egybeesik.

3. Ezkozvetlen kdvetkezménye a centralizator és a centrum definicidjanak.

4, ce C(UyerAy) akkor é€s csak akkor, ha minden y € I'-ra és minden a € A,-ra ca = ac,
vagyis ha minden y indexre ¢ € C(4, ), tehat ha ¢ € N,er C(4y).

5. Az el6z6 pont alapjan C(A) = C(Ugeata}) = Ngea C(a), és szintén az el6z6 pont szerint
C(B) = C(B\ A)NC(ANB) € C(ANB), és ha A C B, akkor ANB = A, tehat C(B) < C(A).

6. ACS, tehat C = C(S) € C(A) az el6z6 pont eredményébdl.

7. Azegységelem és a zéruselem definici6jabol azonnal kdvetkezik.

8. Azt mar lattuk, hogy C € C(A) S N(A) < S. Legyen c és d a C(A) eleme, és a € A. Ekkor
(cd)a = c(da) = c(ad) = (ca)d = (ac)d = a(cd), tehat cd € C(A). Ha A = S, akkor C(A) helyett
kapjuk, hogy C < §. Most nézziik A normalizatorat. Ha a fenti egyenletsorban a-t A-val cseréljiik ki,
akkor kiadodik az V' (A) < § Osszefliggés. Végiil, ha K <S5, L < S és K € L, akkor K < L is igaz,
hiszen K < §-b6l KK € K € L és L részfélcsoport, tehat félcsoport, igy belattuk a C < C(4) <
N (A) < S relacio-sort, valamint igazoltuk azt is, hogy C(B) < C(A).

9. Ha c-nek létezik inverze, és ca = ac, akkor ac™! = c¢71a, igy ha c eleme C vagy C(A)
valamelyikének, akkor ¢! is benne van az adott halmazban. Amennyiben ¢ € N(A), akkor

Ac7t = (eA)c™t = ((c7t)A)c™r = (¢7H(cA))c™t = (¢ (Ac))c™?
= ¢ 1((Ac)c™r) = cH(A(cc™)) = c"(4e) = ¢4,

tehat ¢ ™1 is eleme a normalizatornak.

10. Mivel S barmely a eleme a C minden elemével felcserélhetd, ezért ez érvényes a C-re szo-
ritkozva is, tehat C kommutativ.

11. § akkor és csak akkor kommutativ, ha valamennyi eleme a félcsoport minden elemével fel-
cserélhetd, vagyis ha barmely eleme benne van a centrumban. Ekkor C < C(4A) < N(4) < § = C-bdl
kapjuk, hogy a megadott halmazok megegyeznek.

12. Csoport esetében a centrum nem {ires, de akkor a tobbi halmaz sem {ires. 8. szerint az egyes
részhalmazok zartak a szorzasra, és 9. szerint az inverzre is, igy mindegyik részcsoport, €s a tartalma-
zasok miatt igaz a részstruktirakra vonatkozo6 allitas is.

13. C részcsoport, és a csoport tetszoleges ¢ elemével cC = Cc, tehat C normaloszto.

14. Amennyiben A < §, akkor A-beli a-val aA = A = Aa, tehata € N(4), A € N(A), és mivel
A részcsoportja S-nek, ezért még inkabb részcsoportja V' (A)-nak, A < NV (A4). Vegyiik V' (A) tetszo-
leges n elemét. A definicié miatt nd = An, igy A < N (A4).

0

6.35. Definicio

Legyen G csoport, ® # A € G és c a G eleme. EKkor cAc™! az A (c-vel vett) konjugaltja, és A,
valamint B € G konjugaltak, ha van olyan c € G, amellyel cAc™ = B. Ha A = {g}, akkor cAc~? he-
lyett cgc~-et irunk, cgc™! a g (c-vel vett) konjugaltja, és h € G pontosan akkor konjugaltja g-nek, ha
h = cgc~! a G valamely ¢ elemével.

A

6.36. Tétel
A konjugaltsag ekvivalencia-relacié a G csoport nem fires részhalmazainak halmazan. Ha G vé-
ges, akkor @ # A < G kiilonb6z6 konjugaltjainak szama |G: NV (A)|, miga g € G elemmel konjugaltak
szama |G: C(g)|. Ha c centrumelem, akkor a c-vel reprezentalt osztaly egyelemd.
A
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Bizonyitas:

Legyen@ U S G,V S G, u€GésvE G, ekkor U~V és u~v, haV az U-nak illetve v az u-
nak konjugéltja. eUe™! = U, tehat U~U, a relacio reflexiv. Ha U~V akkor valamely g € G-vel V =
gUg L. EkkorU = g~ (g~1)1 és g tisa G eleme, vagyis U~V, ~ szimmetrikus. Végiil legyen az
elébbieken tal V~W, ahol W is a G egy nem iires részhalmaza. Most a G egy h elemével W = hVh™1,
de akkor W = h(gUg~Y)h™! = (hg)U(hg)~1, ami mutatja, hogy W konjugaltja U-nak, hiszen hg is
benne van G-ben, igy tehat a relacio tranzitiv, és 6szességében ekvivalencia-relacio.

Mivel az elemek konjugalasa az egyelemti részhalmazok konjugalasa, és ha A-nak egyetlen eleme
van, u, akkor minden g € G-vel gAg=! = g{u}g~! = {gug~'}, tehat a halmaz konjugaltja is egy-
elemi, ezért az elemek konjugaltsaga is ekvivalencia-relacio.

gAg~t = hAh™1 akkor és csak akkor, amikor (h"1g)A = A(h~g), vagyis ha h™tg € N(4),
ami ekvivalens azzal a feltétellel, hogy g és h az V' (A) szerinti ugyanazon bal oldali mellékosztalyban
vannak, igy az A kiilonboz6é konjugaltjait kiilonb6z6 NV (A) szerinti mellékosztalyokbol vett elemekkel
valo konjugalassal nyerjiik, ezek szama pedig éppen V' (A4) G-beli indexe. Ha A-nak egyetlen eleme van,
ésez g, akkor N(A) = C(g), és ekkor |G: N (A)| = |G: C(g)].

Ha c a csoport centrumaban van, akkor barmely G-beli d-vel decd™! = cdd™! = c, tehat ¢ vala-
mennyi konjugaltja maga c, a c-vel reprezentalt osztalyban egyetlen elem van.

0

6.37. Definicio

Legyen G véges csoport, C a csoport centruma, r € N a konjugalas legalabb kételemii osztalyai-
nak és r > i € N*-ra n; az i-edik osztaly elemeinek a szama. Ekkor |G| = |C| + Y]-; n; az osztaly-
egyenlet.

A

6.38. Tetel

Legyen F ferdetest, C az F* centruma, C(g) az F* g elemének F*-beli centralizatora. Ekkor F
centruma Z = C U {0}, és Z az F részteste. Z(g) = C(g) U {0} a g F-beli centralizatora, ez az F-nek
Z-t tartalmazo részferdeteste, és Z(0) = F.

A

Bizonyitas:

C minden eleme felcserélheté F* minden elemével és a 0-val, a 0 is felcserélheté F barmely
elemével, igy Z része F centrumanak. Ugyanakkor, ha F* valamely u eleme minden F-beli elemmel
felcserélheto, akkor ez teljesiil a multiplikativ csoport elemeire is, ezért u € C S Z, Z a test centruma.
Z-beli u és v elemekkel (u — v)a = ua — va = au — av = a(u — v), Z zart a kivondsra, és mivel C a
szorzassal kommutativ csoport, ezért Z résztest.

Legyen 0 # g az F egy eleme. C < C(g), ezért C U {0} < C(g) U {0}. 0 minden elemmel, de
akkor g-vel is felcserélhetd, viszont a nem nulla v pontosan akkor cserélheté fel g-vel, ha v € C(g),
Z(g) a g centralizatora. Ismét igaz, hogy C(g) a szorzasra csoport, tovabba C(g) U {0} = Z(g)-beli u-
val és v-vel (u —v)g = ug —vg = gu — gv = g(u — v), és igy Z(g) részferdetest F-ben.

Mivel a nullelemmel F minden eleme felcserélhetd, ezért igaz az utols6 egyenlOség is.

Most visszatériink Wedderburn tételéhez.
Bizonyitas (Wedderburn-zétel):
Az F véges ferdetest Z centruma résztest F-ben, igy ha Z-nek g eleme van, akkor F elemszama

q™ egy m természetes szammal. Hasonloan, ha 0 # g, és g-nek egynél tobb konjugaltja van, akkor
|Z(g)| = q™, feltéve, hogy g az i-edik osztaly eleme (F véges, tehat véges sok az egynél tobb elemet
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5:;__1 (r az egynél
tobb elembdl allo osztalyok szama). F akkor és csak akkor test, ha r = 0, ugyanis ez az ekvivalens
megfeleldje annak, hogy a szorzas a teljes testen kommutativ, azaz minden nem nulla elem benne van a
multiplikativ csoport centrumaban, ez viszont ugyanaz, mint az m = 1 feltétel.

Tegyiik fel, hogy m > 1. Az egységelem C-nek eleme, ezért minden lehetséges i-re (és r > 0
qm-1

qmi-1

tartalmaz6 osztalyok szama is). F*-ban az osztalyegyenlet g™ — 1 =q — 1+ Y-

esetén ilyen i van) m; < m. egy g™ — 1-elemii csoport g™ — 1-elemii részcsoportjanak indexe,

tehat egész szam, ¢ — 1 oszthato g™ — 1-gyel, ami csak akkor lehet, ha m;|m (lasd a 39. oldalon).
Legyen &™) a Q fo16tti m-edik kérosztasi polinom. m;|m, tehat x™i — 1|x™ — 1, és ekkor az is

. xM—1 xM—1

igaz, hogy T x™i—1

igaz. Ezek az oszthatosagok tetszéleges egész helyettesitésekor is érvényesek, igy példaul a g helyen is,

vagyis 3™ (q) osztoja g™ — 1-nek & YT, L L nek, ezért g — 1-nek is. Ez azonban lehetetlen, hi-

q"i-1
szen korabban lattuk a 116. oldalon, hogy ham > 1 és q > 2, akkor ™) (q) > q — 1, az oszthatosag
nem teljesiilhet, m nem lehet 1-nél nagyobb. De ez azt jelenti, hogy a centrum maga a ferdetest, F
kommutativ, azaz test.

|xm — 1. Ha m; valodi osztoja m-nek, azaz m; < m, akkor a d™ relacio is

O

Végiil specialis polinomokat vizsgalunk.

6.39. Definicio

Legyen S félcsoport, a € S és n € N*. a n-edik hatvany(elem) S-ben, ha van S-nek olyan b
eleme, amellyel a = b™, ellenkezd esetben a nem n-edik hatvany(elem) S-ben. Ha a n-edik hatvany
S-ben, akkor az S azon b eleme(i), amely(ek) n-edik hatvanya a, az a S-beli n-edik gyoke(i). n = 2
esetén az n-edik gyok az a négyzetgyoke, és ha a-nak van S-ben négyzetgyoke, akkor a négyzetelem
vagy kvadratikus elem S-ben, ellenkez6 esetben a nem kvadratikus eleme §-nek.

A

6.40. Tetel

(Bal oldali) neutralis elem és (bal oldali) zéruselem minden pozitiv egész n-re n-edik hatvany.

Han € N*-hez az § kommutativ félcsoportban van n-edik hatvany, akkor az n-edik hatvanyok részfél-

csoportot képeznek S-ben. Egységelemes félcsoportban invertalhaté n-edik hatvany inverze is n-edik

hatvany, igy egységelemes kommutativ félcsoport invertalhatd n-edik hatvanyainak Osszessége rész-
csoport a félcsoportban.

A

Bizonyitas:

Nyilvan minden elem n = 1-re n-edik hatvany. Ha e, bal oldali neutralis eleme a félcsoportnak,
akkor e = ey, - e, = ey, és ha egy pozitiv egész n-re e} = ey, akkor el = ¢, - ell = e, e, = ey,
vagyis e, minden n € N*-ra n-edik hatvany a félcsoportban. e, helyett z,-t irva, ahol z, bal oldali
zéruselem, kapjuk az ilyen elemekre vonatkozo allitast.

Legyen S az S n-edik hatvanyainak sszessége. Ha a és b az S™ elemei, akkor S valamely
alkalmas u és v elemével a = u™ és b = v™. Ekkor ab = u™v™ = (uv)" = w™ € S™ hiszen uv ele-
me S-nek, igy S™ az S-beli miivelet megszoritasaval részfélcsoportja S-nek.

Ha van egységelem, akkor az elébbiek szerint S nem iires. Legyen a egy invertalhato n-edik
hatvéany. Ekkor a = b™ az S egy b elemével, és e = a~1b™ = (a~1bh™ 1)b, valamint ehhez hasonléan
e=b"a"t=hb(b"1a™?), igy b is invertalhatd. Ezzel a=t = (b™)~! = (b~ 1)", tehat a™?! is n-edik
hatvanya egy S-beli elemnek, a~! is n-edik hatvany S-ben. Ebbél kivetkezik, hogy egységelemes kom-
mutativ félcsoport invertalhatd n-edik hatvanyai csoportot képeznek a félcsoportban.

0
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Ha m egy 1-nél nagyobb egész szam, akkor Z,, egységelemes kommutativ gylri, és a gylri
multiplikativ félcsoportjaban az m-hez relativ primek altal reprezentalt osztalyok csoportot alkotnak.
Az n-hez relativ prim egész szam kvadratikus maradék modulo m, ha kvadratikus eleme (Z;,;*)-nak,
ellenkez6 esetben n kvadratikus nemmaradék modulo m.

6.41. Tetel

Legyen m € N*, G m-edrendi ciklikus csoport, a a csoport tetsz6leges eleme és n egy pozitiv
m

egész szam. a-nak akkor és csak akkor van G-ben n-edik gyoke, ha amm = e, ahol e a csoport egység-

eleme, és ekkor a G-beli gyokeinek szama (n, m). G-ben % n-edik hatvany van.

A

Bizonyitas:

Legyen u a csoport egy generatoreleme, ekkor a = u* egy m > k € N kitevével. Ha v € G a
csoport olyan eleme a csoportnak, hogy v™ = a, akkor v is az u egy nemnegativ egész kitevés hatvanya,
v = ul. a-nak tehat pontosan akkor van n-edik gydke a csoportban, ha van olyan nem negativ egész [,

hogy u¥ = a = v = (u!)" = u™. Azu¥ = u™ egyenlet az m-edrendii u elemmel akkor és csak akkor
teljesiil, ha k = nl (m), vagyis akkor és csak akkor, ha az nx = k (m) kongruencianak van megoldasa.
A kongruencia megoldhatosaganak sziikséges és elégséges feltétele az (n, m)|k oszthatosag. Ez ekvi-

m m
m

L — k— . ;
valens az m |k S oszthatosaggal. amm = y (wm pontosan akkor azonos a csoport egységelemével,

ha teljesiil az elobbi oszthatdsag, ami igazolja a tétel elsd allitasat. De rogton kapjuk a masodik allitas

igazolasat is, mert ha van a kongruencianak megoldasa, akkor a megoldasok szama éppen (n, m). Végiil
q-1 )

a akkor és csak akkor n-edik hatvany G-ben, ha aa-1 = e. llyen a eleme biztosan van a csoportnak,

példaul e, ezért az ilyen elemek szama ( ),m) = (n":n), mivel ——| m.

m
(n,gm (nm)

O

Ha X test, akkor (K*;-) kommutativ csoport, igy a fentiek vizsgalhatoak ebben a struktraban.
Ehhez definialjuk a binomokat (magyarul a kéttag-okat, a kéttagu kifejezéseket).

6.42. Definicio

Legyen K test,a € K*, b € K*,n € N* ésn > m € N. Ekkor bx™ + ax™ € K|[x] egy K feletti
binom.

A

Ha egy binom gydkeit akarjuk meghatdrozni, akkor ehhez elegendd az x™*™ ™ + ab™! = x" — ¢
polinom, hiszen test feletti polinomnak és egy nem nulla konstansszorosadnak gyokei — multiplicitassal
egylitt — azonosak, ezért a tovabbiakban az ilyen alaka binomokat nézziik.

6.43. Definicio

Legyen x™ — a egy K feletti binom. K* azon elemei, amelyekre van a polinmnak X -ban gydke,
a K-beli n-edik hatvanyok, ¢s az egyenlet K-beli valamennyi gyoke az a K-beli n-edik gyoke.
A

Ertelemszeriien beszéliink a test azon elemeirél, amelyek nem n-edik hatvanyok, valamint a kvad-
ratikus és a nem kvadratikus elemekrdl.
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6.44. Tétel
q-1
Az x™ — a € F[x] binomnak pontosan akkor van [F,-ban gydke, ha a<n a-1) = e, ahol e a test

n-edik hatvany van.
A

egységeleme, és ekkor x™ — a-nak (n, q — 1) gydke van F,-ban. F, ban 5

Bizonyitas:

Ha a testben van gyoke a polinomnak, mondjuk v, akkor v™ = a # 0, de ekkor v sem lehet a test
nulleleme. FF, multiplikativ félcsoportjaban a nullatol kiilonb6z6 elemek egy q — 1-edrendii ciklikus
csoportot alkotnak, igy a 6.41. tétel kozvetleniil alkalmazhaté m = q — 1-gyel.

U

Lathatoan a akkor és csak akkor n-edik hatvany IF,-ban, ha q_l -edik egységgyoke a tetnek, és

a 6.22. Tétel szerint az ilyen gyokok szama ( egyezesben a fenti eredménnyel.

q
o, 1)"’ ) na- 1)’

6.45. Kévetkezmény
Ha g egy paratlan primszam hatvanya, akkor az [F;-beli kvadratikus elemek és nem kvadratikus
elemek szama egyarant qT_l, és minden kvadratikus elemnek pontosan két négyztegydke van, mig paros

q esetén a test minden nem nulla eleme kvadratikus, és minden ilyen elem két négyzetgydke egybeesik.
A

Bizonyitas:
A fenti tétel eredményeit alkalmazzuk n = 2-vel. Paros q esetén q — 1 paratlan, (2,q — 1) = 1,
amibdl kovetkezik az ezen esetre vonatkozé allitds. A masik esetben g — 1 paros, (2, —1) = 2 és

(zqq__ll) = %, tehat a kvadratikus elemek szama qT_l, a négyzetgyokok szama 2. Mivel a testnek g — 1

. . , . og-1
nem nulla eleme van, ezért a nem kvadratikus elemek szama is qT.

O

p-karakterisztikaju test esetén (p > 0) az a — aP leképezés automorfizmus, tehat a test Snmagara
val6 bijekcioja, igy a paros q esete éppen ennek a bijekcionak felel meg.

Specialis eset, amikor a = —e, ahol e a test egységeleme. Paros g esetén ez nem jelent Gjdonsa-
got, hiszen ez esethen —e = e, és igy a polinom gyokei a testbeli egységgyokok. Paratlan elemszami
testrol szol a kovetkezo eredmény.

6.46. Teétel

Legyen q paratlan primhatvany, e a g-elemi test egységeleme és n egy pozitiv egész szam,
amelyre 2%||n. Ekkor —e akkor és csak akkor n-edik hatvany F,-ban, ha 2¥+t|q — 1
A

Bizonyitas:
_q-1 _q-1
—e pontosan akkor n-edik hatvény F4-ban, ha e = (— e)na-1 = (—1)ma-De, vagyis akkor és

-1

csak akkor, ha (— 1)(nq 1 =1, vagyis, ha

péaros. Legyen g — 1 = 2lr ésm = 2Ks, ahol k pozitiv

1)
¢és | nem negativ egész szam, €s r valamlnt S paratlan pozitiv egész szamok. Ekkor n és g — 1 legna-
gyobb kdzds osztdja d = 2t(r,s), ahol t a k és | minimuma, és S 1 _11) A 0 T) r, tehat (r, s) parat-

lan egész szam, igy a hanyadosuk is paratlan egész szam, és [ — t nemnegativ egész szdm, ennél fogva

122



6. Egységgyokok

q-1
(ng-1)
jelenti, hogy 2¥+t|q — 1.

akkor és csak akkor paros, ha [ > t, vagyis akkor és csak akkor, ha [ > k. Ez viszont éppen azt

6.47. Kévetkezmény
Ha q pératlan primhatvany, n pozitiv egész szam és a az F, egy n-edik hatvanya, tgy —a akkor
és csak akkor n-edik hatvany [F,-ban, ha —e n-edik hatvanya [F,-nak.

A
Bizonyitas:
n-edik hatvanyok szorzata, valamint n-edik hatvany inverze is n-edik hatvany, és —a = (—e)a.
W

6.48. Koévetkezmény

Legyen p primszam és q = p° egy potzitiv egész s-sel. EKkor —e akkor és csak akkor kvadratikus
elem [F,-ban, hap = 2, p = 4k + 1 vagy s = 21, ahol k és [ pozitiv egész szam. Amennyiben —e nem
kvadratikus eleme [F,-nak, akkor a test birmely a # 0 elemére a és —a egyike és csak egyike kvadra-
tikus elem a testben, mig az ellenkezd esetben vagy mindkét elem kvadratikus, vagy egyikiik sem az.

A

Bizonyitas:

n = 2 esetén - e akkor és csak akkor kvadratikus, ha vagy e = —e, vagyis ha p = 2, vagy ha 4
osztdja g — 1-nek. Ez utobbi ekvivalens azzal, hogy q = 4k + 1 egy pozitiv egész k-val. 4k + 1-alaka
egész szam minden pozitiv egész kitevos hatvanya ilyen alakt, mig egy 4k — 1-alaka szamnak a paros
kitevOs €s csak a paros kitevOs hatvanyai ilyen alaku egészek.

Legyen a = b?, ahol b az [F, egy nullatél kiilonbozd eleme. Ha —e kvadratikus elem, akkor —a =
(—e)a mint két kvadratikus elem szorzata maga is kvadratikus. Ellenkez6 esetben —a nem lehet kvad-
ratikus, mert —e = (—a)a™1, a1 kvadratikus, hiszen kvadratikus elem inverze, és ha —a is kvadratikus
lenne, akkor —e is ilyen tulajdonsagu eleme lenne a testnek. Mivel a testben pontosan a nem nulla ele-
mek fele kvadratikus, ezért az elobbi eredménnyel egyiitt azt kaptuk, hogy a test egy nullatol kiilonb6z6
eleme és ennek ellentettje koziil pontosan az egyik kvadratikus a testben.

0

A fenti eredmény szerint nem minden véges testben oldhato meg az x2 + e = 0 egyenlet. Ugyan-
akkor igaz az alabbi allitas.

6.49. Tetel
Tetsz8leges véges testben megoldhato az x2 + y2 + e = 0 egyenlet.

Bizonyitas:

A g-eleml testben qT_l kvadratikus elem van, igy a 0-val egyiitt qTH olyan eleme van a testnek,
amely valamely a elem négyzete. De ugyanennyi eleme van a —b? — e-alakli elemek halmazénak. A
két halmaz unidja q + 1 elemi lenne, de a testnek dsszesen csak g eleme van, igy az elébbi két halmaz
nem lehet diszjunkt, van legalabb egy k6zos elemiik, mondjuk u. Van tehat olyan a és olyan b eleme a
testnek, hogy a? = u = —b? — e, és ekkor a® + b? + e = 0.

|
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7. Diszkrét Fourier-transzformacio

Elsoként két uj gytrit definialunk, amelyekre a diszkrét Fourier-transzformacio épiil.

7.1. Tétel
Legyen R = (R; +,") gylrt, n € N*, S =R™ ésu €S, veS. Ekkor az (u+,v); = u; + v,
(u-, v); = u; - v; szabalyokkal, aholn > i € N, § = (§; +,,7,) gyliri.
A

Bizonyitas:

A gytiriaxiomak minden komponensre kiilon-kiilon teljesiilnek, mert ezeket a miiveleteket egy
gylriiben végezziik, de akkor a teljes vektorra is teljesiilnek, hiszen ezekre a miiveletet komponensen-
ként alkalmazzuk. A nullvektor minden komponense R nulleleme, mig az ellentett vektor i-edik kom-
ponense az i-edik komponens ellentettje.

0

7.2. Definicié
S = (R™; +,,,'n) az R gylirli n-szeres direkt osszege.

7.3. Tétel
Legyen R = (R; +,) gyiri, n € N*, § = (R™; +,,,), és R ={F € R*"|V(n > i € N): 7, =r}.
Ekkor @:7 & 7 egy R = R izomorfizmus, és ha u € R™, akkor (F -, u); =7 u; és (W 7); = u; - 1
mindenn > i € N-re.
A

Bizonyitas:

¢ az R minden eleméhez R-nek pontosan egy elemét rendeli, ezért ¢ R-nek R-be valo leképezése.
Har # s, akkor @ (1) # @(s), tehit ¢ injektiv, és barmely R-beli elem képelem, igy ¢ sziirjektiv. R €
R™ és (o(r + s))i =r+s= (qo(r))i + ((p(s))i, (p(r- s))i =r-s= (go(r))i - ((p(s))i, ami igazol-
ja a miivelettartast, és igy a bijektivitassal az izomorfizmust, amib6l adodik a miveleti zartsag.

A definici6 alapjan (7 -, u); = 7; - u; = r - u;, és hasonldan igaz a masik egyenldség.

7.4. Tetel

R és § egyszerre (bal oldali) egységelemes illetve kommutativ, és § pontosan akkor nulloszté-
mentes, han = 1 és R nullosztomentes, vagy ha R a nullgytirt.
A

Bizonyitas:
Legyen e® bal oldali egységelem R-ben. Ekkor (e(b) n u). =e® .y, =u; az S barmely u

l
elemére, e bal oldali egységelem S-ben. Ha viszont e® bal oldali egységeleme S-nek, akkor barmely

R-beli u-hoz egy olyan S-beli u-val, amelyben ug = u, e{” - u = (e® -, u) = =u, el? az ®-
ben bal oldali egységelem.



Véges testek

Ha R kommutativ, akkor tetszdleges S-beli u, v vektorral (-, v); =u; v, =v; u; =
(v, u);, az G gylri is kommutativ. Forditva, ha § kommutativ, és u, v az R elemei, akkor barmely
olyan u és v vektorral, ahol uy = u és vy = v, irhatjuk, hogyu v = (u -, v)g = (v, 0)y = v u, ami
mutatja, hogy az eredeti gytriiben is felcserélhetd barmely par.

Nézziik az utolsé allitast. Ha n = 1, akkor R és S 1ényegében azonosak, igy R és S egyszerre
nullosztomentes, mig ha R-ben egyetlen elem van, akkor ez a nullelem, és most S is egyetlen elembdl
all, S is nullgylri. A tobbi esetben n nagyobb 1-nél, és R-ben van nullatol kiilonbozé elem, mondjuk
a. Legyen u az a vektor, amelyben uy = a, az sszes tobbi komponens 0, mig v olyan, amelyben v, =
0, v; = a, és minden mas i-re v; tetszleges, ekkor lathatdban sem u, sem v nem a nullvektor, vagyis
nem nullak §-ben, viszont a szorzatvektor valamennyi komponense 0, azaz magau -, v is 0.

U

7.5. Kévetkezmény
Legyen R = (R; +,) gylirl, n €N¥, és § = (R™; +p, ). AZ T Xpu=F 0, uX;r=up, 7
szaballyal, ahol r € R és u € R"™, § kétoldali R-modulus, amely pontosan akkor unitér, ha R egység-
elemes. § akkor és csak akkor algebra R f616tt, ha R test, és ekkor az algebra rangja n.
A

Bizonyitas:

Az elébbiek szerint R és R < § izomorf az r = # megfeleltetéssel, igy a 2.2. Tétel szerint S
kétoldali R modulus a tételben megfogalmazott szabalyokkal. § és R egyszerre egységelemes, és ha R
egységeleme e, akkor é egységelem S-ben, a modulus unitér.

Ha R test, akkor egységelemes, tehat a modulus unitér. A szorzas kommutativ a testben, és a
direkt 6sszegben is teljesiil a szorzas kommutativitasa, igy algebrat kapunk, ha viszont R csak ferdetest,
akkor nem minden elemmel teljesiil a felcserélhetéség. Legyen n > i € N-re e(® € R™ olyan, hogy

ej(i) = §; je, ahol n > j € N. EKkor u € R™-nel u = Y (e %p e(i)) pontosan akkor teljesiil, ha min-
den n > j € N indexre u; = (=5 (c; X, e(i)))j = Y4 8, j¢; = cj, vagyis {e|n > i € N} (R; +)-
nak mint R f616tti linearis térnek bazisa, igy az algebra rangja n.

.

7.6. Jeloles

Legyen a € R, b € R*. Ekkor a® = amodb =a — b EJ
A

(b)
Konnyen ellendrizhetd, hogy 0 < aT < 1, tovdbba ha i € Z és n € N*, akkor n > i™ € N, és

i™ =i (n), vagyis i™ az i n-nel valo osztasakor keletkez6 nemnegativ maradéka.

7.7. Definicié
Legyen R gylirii, n € N, u ésvaz R" elemei, és w; = Z}‘;& UV AW i-edik komponense.
Ekkor w = u * v az u és v (ciklikus) konvoliciéja. Ha a és b az R?™ olyan elemei, amelyek legala-
csonyabb indexii n komponense azonos u-val illetve v-vel, és a tobbi komponensiik 0, akkor az a és b
— R?™-beli — ciklikus konvoltciéja az u és v (linedris) konvoliciéja, ezt w = u o v jeloli.
A

Lathat6, hogy a linearis konvolticié az R™-beli parokhoz R?™ egy elemét rendeli.
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7. Diszkrét Fourier-transzformacio

7.8. Tétel
Ha R = (R; +,) gylirti, és n € N*, akkor T = (R™; +,,,%) is gyrti, ahol a T-beli +,, a kompo-
nensenkénti R-beli dsszeadas. Az R = {¥ € R"|n > i € Ni; = §y,;r} halmaz a T-nek R-rel izomorf
részgylrije, éshau € T, akkor (F*u); =r-u;és(u*7); =u; " 1.
A

Bizonyitas:

Az 6sszeadasra teljesiilnek a feltételek. * az R™ barmely két elemére értelmezett, az eredmény is
n-komponensii, és valamennyi komponens az R egyértelmiien meghatarozott eleme, hiszen R-beli szor-
zassal és Osszeadassal all el6, igy * binér miivelet R™-en.

Most nézziik a miveleti tulajdonsagokat.

n-1 n-1 n-1
(v« w), = Z(“ FV) Wy = Z (z “k”(j—m(n)) Wiy

j=0 7=0 \k=0
n—1 n-1 n—1

- L\t Z I (G- ™ | T 2 we(V * W)y = (u* (v w)),
k=0 ]:0 k=0

n-1 n-1

((u+,v) * w)i = Z(u+nv)jW(i_j)(n) = Z(uj'l'nvj)jw(i—j)(n)
j=0 J=0
n-1 n-1

j=0 j=0

igy * asszociativ, és disztributiv az 6sszeadas folott (a bal oldali disztributivitas bizonyitasa hasonlo).
Az nyilvanvalo, hogy R € R™, és ¢:1 + T bijekcid R és R kozott, masrészt konnyen belathato,
hogy r + s = 74,5 és 75 = 1 * §, tehat ¢ miivelettartd, azaz T miiveleteinek R-re valdo megszorita-
saval R-rel izomorf részgylrit kapunk T-ben. (¥ * u); = Z}’;& Tl pm =To U =71 U, hiszen 7;
legfeljebb csak j = 0 esetén nem 0, és a masik egyenldség ugyanigy igazolhato.
]

7.9. Tétel

n € Nt-raaz R = (R; +,) és T = (R™; +,,%) gylirli egyszerre (bal oldali) egységelemes illetve
kommutativ, és 7 pontosan akkor nullosztomentes, ha n = 1 és R nullosztomentes, vagy R nullgytirt.
A

Bizonyitas: L

Ha e® bal oldali egységelem R-ben, akkor e(®) V(i) csupan j = 0 esetén kiilonbozhet nul-
14t61, és ekkor az értéke v;, tehat a konvoltcio eredménye az eredeti v vektor, e® balrol egységelem.
(b )v, vagyis

Most tegyiik fel, hogy €, bal oldali egységelem T'-ben. EKkor 8, ;v = 7; = (g, * ¥); = ¢
s(()b) bal oldali egységelem R-ben.

(u*v); = X35 WY, pm = /s Vi jyml = s viu_jm = (v+u);, ha R kommuta-
tiv, mert mialatt a j szummacids index 0-t6l n — 1-ig minden értéket egyszer €s csak egyszer felvesz,
ezalatt (i — j)™ is ugyanezt teszi, és amikor v indexe j, akkor u indexe i — j modulo n maradéka,
tehat 7 is kommutativ. Ha viszont * kommutativ, akkor ez igaz R-ban, és igy a vele izomorf R-ben is.

Az n = 1lilletve |R| = 1 eset hasonlo a direkt 6sszegnél latotthoz. Most legyen n > 1 és |R| >
1, tovabba a € R*. Ha u minden komponense a, mig v elsé két komponense a és —a, a tobbi 0, akkor
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Véges testek

a két vektor egyarant kiilonbozik T nullelemétdl, viszont a konvolucidjuk valamennyi komponense 0
lesz, tehat két nem nulla vektor szorzata nulla, az 4j gytirii nem nullosztomentes.
U

A bizonyitasban 8y ;v = V; = (gp * V); = ei(b)v biztosan 0, han > i € N*, vagyis i # 0, barme-
lyik eleme is legyen v az R gyiirtinek. Ebb6l azonban nem kovetkezik, hogy a nem nulla i indexekre
si(b) = 0. Legyen m = ut*1p, ahol t és v pozitiv egész, mig u egynél nagyobb egész szam, és tekintsiik
az uZ,, gyurit (konnyi ellendrizni, hogy ez valoban gyiirii). Ha a ennek egy eleme, akkor @ = ur =
ur eqy Zy,-beli 7rel, és utv-a = ulv-ur = utvur = uttlyr =mF = rin = r0 = 0, de ulv # 0,
vagyis lehet egy nem zérogytriinek olyan nem nulla eleme, amellyel a gytirii barmely elemét szorozva
a nullat kapjuk. Altaldban, ha @ # X S R, és a a gylirii olyan eleme, hogy minden r € X-re ar = 0,
akkor a bal oldali annullatora X-nek. Hasonloan definialjuk a jobb oldali annullatort, és ha a egy-
szerre bal és jobb oldali annullatora az X halmaznak, akkor a annullatora X-nek. Az X bal oldali
annullatorainak B halmaza bal oldali idedlja a gytirtinek, és ha X maga is bal oldali ideal, akkor B idedlja
R-nek. Ha a gytiiriben van jobb oldali egységelem, akkor az R olyan részhalmazanak, amely tartalmaz
legalabb egy jobb oldali egységelemet, nem lehet a 0-n kiviil mas bal oldali annullatora, hiszen ha a bal
oldali annullator, és e ) egy jobb oldali egységelem, akkor 0 = ae) = a.

Visszatérve a fenti tételhez, ha R-ben van bal oldali egységelem, és van a nullatdl kiilonb6z6 bal
oldali annullator is, akkor R egy bal oldali egységeleméhez tobb kiilonboz6 bal oldali egységelem tar-
tozik 7"-ben. Ha viszont R egységelemes, akkor az egyetlen bal oldali annullator a 0, és igy egy és csak
egy bal oldali egységelem lesz T-ben, amely egyben egységelem is, nevezetesen e, vagyis az az elem,
amelynek a nulla-indexti komponense R egységeleme, és valamennyi tovabbi komponense 0.

7.10. Kévetkezmény
Legyen R gyiirl, n € N*, és r x, u=7*u, uX;r =ux*7, ahol r € R és u € R". Ekkor T
kétoldali R modulus, amely akkor és csak akkor unitér, ha R egységelemes, és ez a modulus pontosan
akkor algebra, ha R test, és ekkor az algebra rangja n.
A

Bizonyitas:

R =R <T aq:r v~ t szaballyal, igy a 2.2. Tétel szerint T R — R modulus. T" pontosan akkor
egységelemes, ha R egységelemes, és ekkor az R e egységelemének képe egységelem a T gyiir(iben, a
modulus unitér. Ha R ferdetest, és része T centrumanak, akkor R kommutativ, vagyis test, és algebrat
kapunk. Legyen n > i € N-re e € R™ ugy, hogy ej(‘) =6, je, han > j € N. Ekkor u € R"-re u =
Yo (e %p e(l)) pontosan akkor teljesiil, ha u; = (X (ci % e(L)))j = Y75 6, 5¢; = ¢; mindenn >
J € N-re, vagyis {e(i) |n >i€ N} az (R; +) R folotti vektortérnek bazisa, igy az algebra rangja n.

0

A tovabbiakban +,, és -, helyett +-t és --ot irunk (illetve az utobbit el is hagyhatjuk).

7.11. Tétel

Legyen n € N*, X test, tovabba A(ZK’n) a K™ folotti olyan n-edrendii kvadratikus matrix, amely-

benazn >i € Nésn > j € Nindexekre al?) = (z7%)’, ahol z € E®™. AY™ szimmetrikus, és pon-

(K.n)

-1
tosan akkor van inverze, ha |z| = n, és ekkor A(ZK'”) = (ne)‘lAZ_'1 a test e egységelemével.

A

Ha nyilvanvald, hogy melyik testr6l van szo, és mi az n értéke, akkor A(ZK’n) helyett egyszeriien
A -t irunk, valamint a tovabbiakban A(ZK’n) mindig a fentebb definialt matrixot jeldli.
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Bizonyitas:
a?) = =z = (z7) = a?,igy A, = AL, tehat A, szimmetrikus.
A ben a 0 indexi sor minden eleme e. Ha t < n, és z t-edik egységgyok, akkor A ,-ben a t-edik
sor megegyezik a 0. sorral, igy a matrix nem regularis, tehat biztosan nem invertalhato.

Legyen most t = n, azaz z primitiv n-edik egységgyok. Ekkor

n—-1 n—-1 . n—1 ;
(Az 'Az‘l)i,k = Z l(i) ](k Y = Z(z—i)](zj) Z(zk iy — ( (k—i)(n)) .
j=0 j=0 =0

Jeloljitk (k — i)™-et m-mel. i és k korlatjaibol - (n — 1) < k —i < n — 1, igy m akkor és csak akkor
0, hai = k, vagyis z™ = e pontosan akkor teljesiil, ha i = k, és ekkor az 6sszeg éppen ne. i # k esetén

N myn_
™ — e # 0, ugyanakkor $7=4 (z(k—‘)( )) _ @)

zM—e
04ll, A, -A,-1 = (ne)l,, ahol I, a K™ f516tti n-edrendii egységmatrix. Végiil, ha z primitiv n-edik
egységgyok, akkor n nem oszthatd a test karakterisztikajaval, igy ne nem a nullelem, tehat 1étezik az
inverze, és akkor A,((ne) *A,-1) = I,,, ami éppen azt jelenti, hogy (ne) 1A ,-1 inverze az eredeti A,
matrixnak.

= 0, vagyis A, - A,-1 féatlojaban ne, azon kiviil

O

Most A, segitségével kapcsolatot keresiink a K™ felett korabban konstruélt két gyiirii kozott.
El6tte azonban nézziik meg, hogy mi lesz az {A,u|u € K™} halmaz. Legyen elészor u olyan, hogy
valamennyi komponense 0, kivéve a 0-indexiit, amely a K test egy tetszOleges ¢ elemével egyenld.

Ekkor U; = Z?;Ol(z_i)]uj =uy = c,igy K™ € {A,ulu € K™}. Masodszor nézziik azt a vektort, amely-
nek ismét minden komponense 0, kivéve most az utolsot, az n — 1 indexhez tartozot, amely ezuttal

N n—1 . .
legyen a test egységeleme, azaz e. Ebben az esetben U; = Z’]?;(}(z")]uj = (z")n U1 = 2z'e = Z4,
ami viszont azt mutatja, hogy z* € {(A,u);|u € K"}, igy egy olyan test, amely tartalmazza a képvekto-
rok i-indexii komponenseit, biztosan tartalmazza K (Z )—t Ugyanakkor ebben a testben barmilyen u €
K™ esetén benne van ). = &(z_l) u;, tehat X (Z ) a legsziikebb test, amely a képvektorok i-indexii ele-

meit tartalmazza. Ez igaz i = 1 esetén is, és mivel tetsz6leges i egész szam esetén K (Z ) C K(2), ezért
minden olyan £ test, amellyel {A, ulu € K™} € L™, a K (2) bévitése, amely lehet éppen K (2) is.

Most legyen ¢@: K™ — L™ a ¢:u = A,u szaballyal, és legyen |z| = m. Ekkor m|n, és

n-1 ] n—1 ]
Uy = z(z_i)]uf = Z(Z_(imOdm))juj = Uimodm,
j=0 j=0

U, —Z(z-l) = Z( N oty = ZW) Zuzmﬂ

A fenti eredménybdl latszik, hogy ha m < n, akkor az u = A, u megfeleltetés sem sziirjektiv, sem in-
jektiv (az elsé tulajdonsag kozvetleniil leolvashatd, mig a masodikhoz legyen példaul u egyszer olyan,
amelynek csak a 0-index{i komponense nem 0, és masodszor olyan, amelyben csak az m-indexii kom-
ponens kiilonbozik nullatdl, és ez a komponens azonos az elébbi vektor 0-index(i komponensével).

129



Véges testek

7.12. Tétel
Legyen n € N*, K test, z € EK™_ és L|H(z). Ekkor u = A, u egy @: (K™; +,%) = (L™ +,)
algebra-homomorfizmus, amely pontosan akkor izomorfizmus, ha |z| = nés L € K.
A

Bizonyitas:

Azt mar a tétel kimondasa el6tt belattuk, hogy Im(¢p) < (K (Z))n, és az is nyilvan igaz, hogy K"
minden elemére A, u egyértelmiien meghatarozott, igy ¢ valoban K™-nek L™-be valo leképezése.

Nézziik elészor a miivelettartast. A,(au + bv) = a(A,u) + b(A,v),ahol a és b K, u és v K™
elemei, igy ¢ modulus-homomorfizmus. Specialis esetként ¢ Osszegtarto, és

n-—1 ] n—1 .n—l
(A v), = > Y @ew); = D () Y wwg
j=0 j=0 k=0
n-1n-1
; (=)™
— Z ((Z—l)kuk) ((Z—L)(] k) v(j_k)(n)>
k=0 j=0

RN
Il

n—1
( (z—f)"uk) Dy ) = A = (A0 A,W),
k=0 j=0

S

igy ¢ Sszorzattarto is, tehat a ¢ leképezés valdoban algebra-homomorfizmus.

Legyen |z| = m. Izomorfizmushoz sziikséges a bijekcio, igy L nem lehet bévebb K (z) = K™-
nél. Ha m < n, akkor lattuk, hogy a leképezés nem sziirjektiv, és igy nem is izomorfizmus. A tovabbi-
akban legyen m = n. Ekkor létezik A, inverze, és A,u; = A,u, csak ugy lehetséges, ha u; = u,,
vagyis a leképezés biztosan injektiv. Ha U € K™" pen Up = 6; 41y (ne), akkor (AZ1U); = Z4, és
ha a leképezés sziirjektiv, akkor az eldbbi U is eleme a képhalmaznak, ami csak tigy lehetséges, ha z €
K. Ez mutatja, hogy izomorfizmushoz sziikséges az L € K(z) € K feltétel. Végiil legyen w a K feletti
tér egy eleme. Ekkor A;'w = (ne) 1A ,-1w is benne van K™-ben, és igy w = A,(A;w), a hozzaren-
delés sziirjektiv is, és akkor ¢ bijektiv, és a miivelettartassal egyiitt izomorfizmus.

0

7.13. Kiegészités
Ha z € K primitiv n-edik egységgyok, akkor A;1(U - V) = (A71U) = (A;1V).

Bizonyitas:
Ha z primitiv n-edik egységgyok, akkor létezik A3, és a tételben megadott leképezés bijektiv és
miivelettartd, igy a képelemek szorzatanak egyértelmii se a szintén egyértelmii 6sok konvolucioja.
0

A tovabbiakban altalaban A,u-t U, és ha A,-nek van inverze, akkor A;1U-t u jeléli, tovabba ha

a K™-beli u vektorra u” = (ug, ..., Up_2, Upn_1), akkor u_, az u” = (u,_1,Ug, ..., Up_,) altal meghata-

rozott vektor, U~ = A, u_,, és ha z primitiv n-edik egységgydk, akkor u~ = A;1U_,. Kiterjesztve tet-
(k)

szOleges egész k-ra, u(Tk) = (u(o_ )@ s Uy k)(n))’ és ennek transzformaltja U™, Koénnyen lathato,

(k)

hogy ug) = (u(k__l)) ) . Az el6bbihez hasonloan definialjuk U(ﬁ-t ésu—-t.

-
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7.14. Tétel
Legyen K test, z € EK™ ¢su € K™. Ekkor

L Y5 u = Uy, és X1 Uy = nuy, ha lz| = n;

2. haU = A,u, akkor (U(k ) = (Zk) Ul, és ha |z| = n, akkor ( ) = (zk) u;.

Bizonyit:is
1 Yty = Z (Z_O)lu = UO, ami igazolja az els¢ allitast. Ha viszont z primitiv n-edik egy-
séggyok, akkor (ne)~ Z FU; = (ne) 1 Tz U; = uyg, tehdt Y10 U; = nuy,.

2. Kozvetleniil 1atszﬂ<, hogy K"-beli v vektorra (V) = v;_yym- EbbSI és a definiciobol
-7/

w0 n-—1 i
(U*)i A u(k) Z(z u(k) = Z(Z_l) Uij-iym
j=0
Z(Z‘i)j+kuj =z7H Z(Z_i)juj =z7My; = (Zk)_iUi-
j=0 j=0

A masik Osszefliggés igazolasa hasonlo, figyelembe véve, hogy a megadott feltétellel ne # 0.

A fenti eredménybél k = 1 esetén (U™); = z~'U;, és, ha 1étezik, akkor (u™); = z'u;.

Kérdés, hogyan valtozik A,u, ha z helyett egy masik egységgyokot alkalmazunk. Absztrakt test-
ben az azonos rendi egységgyokok kozott nincs kiilonbség, igy elvarhatd, hogy a transzformacio Iénye-
gében véve azonos marad, ha z-t egy vele azonos rendii egységgyokkel helyettesitjiik.

7.15. Jelolés

Legyen n € N*, k € N és u € K™. Ekkor u®) € K™ jelsli azt a vektort, amelynek n > i € N-
indexti komponense u(k) (u(k)) = u(kl)(n)
A

7.16. Tetel
Tetszoleges egész k-ra A xu = (A,u)®, ¢s ha z primitiv n-edik egységgyok, akkor barmely y
n-edik egységgyokhdz van olyan k € N, hogy A,u = (A,u)®.
A

Bizonyitas:

crcr

n-1

(Ap), = > () ) = Z(ﬂl) y

j=0
n-1

j=0
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Ha |z| = n, akkor minden n-edik egységgyok z egy n-nél kisebb nemnegativ egész kitevds
hatvanya, igy valamilyen nemnegativ egész k-val y = z*, és a fentiekbdl kovetkezik a masodik allitas.
W

7.17. Kiegészités
Legyen n € N* és k az n-hez relativ prim egész. Ekkor A,u® = (Azu)(k'), ahol kk' =1 (n).

A
Bizonyitas:
Ha k és n relativ prim, akkor a kx = 1 (n) kongruencia megoldhato, tehat k' 1étezik, és
n— n—-1 ( )(TL)
K _iv 3 _in (K
(Au®), = Z(z YVaugpm = ()
j=0 j=0
n-1 .
= > (0 ) = (A0, 0 = (AW ),
j=o
Ez a transzformalt vektor minden komponensére igaz, tehat A,u® = (A L)
0

Ha k relativ prim n-hez, akkor n > i € N-reaz i = (ki)™ szabaly az indexek permutécioja, igy
a tétel azt jelenti, hogy kiilonboz6 primitiv n-edik egységgyokokkel végezve a leképezést, csupan a kép
komponenseinek sorrendje mas. Az alabbi kovetkezményre jutunk.

7.18. Koévetkezmény

Legyen n € N*, és £ olyan test, hogy L' € L, ¢ az £ automorfizmusa, és X az £ legbdvebb
részteste, amelyen o az identikus leképezés, o a o L™-re valo komponensenkénti kiterjesztése, és z pri-
mitiv n-edik egységgyok. Ekkor

1. van olyan, az n-hez relativ prim n > k € N, hogy L™-beli u-ra 6(A,u) = A, ro(u);
2. u € K™ akkor és csak akkor, ha 6(U) = U®);
3. u € K™-re U akkor és csak akkor K™-beli, hau = u(¥"), ahol kk’ = 1 (n) afentebbi k-val, és
ekkor U = U,
A

Bizonyitas:
1. Automorfizmusnal n-edik egységgyok képe n-edik egységgyok, primitiv n-edik egységgyoké
primitiv n-edik egységgydk, igy van olyan n > k € N, hogy o(z) = z* és (k,n) = 1. Ekkor

-1

n-1
(G(Azu))i =0((Au);)) =0 z(z_i)]uj = ((O'(Z)) ) o(u))
j=0

j=0

:

Z (zk) a(uj) = (Asz(U))i,

és az el6z0 tételbdl kapjuk az elsd allitast.
2. u € K™ akkor és csak akkor teljesiil, ha 6(u) = u. Most egyrészrél U = (A, u)® = A ku,
masrészt 6(U) = o(A,u) = A_xo(u), ennélfogva pontosan akkor lesz U® = g(U), amikor A xu =
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A ko(u). z¥ primitiv n-edik egységgyok, tehat A« invertalhato, igy az elobbi egyenldség pontosan
akkor igaz, ha u = o(u), vagyis u € K™ és 6(U) = U ekvivalens feltételek
3. U € K™ akkor ¢és csak akkor teljesiil, ha a(U) = U, tehat K™-beli u-val pontosan akkor, ha
Au=A,0)® = A,ul), vagyis hau = u(¥), ¢s ekkor U= A,u = (A,u)® = y®.
|

Legyen el6szor L = C (a komplex szamok teste) és o:a — a (a szokasos modon az a konju-
galtja). Ekkor K = R (ahol R a valds szamok teste), és az u € R" feltételhez sziikséges és elégséges a
6(U) = UCD egyenldség. Valoban, z + Z bijektiv és miivelettartd C-n, tehat automorfizmus, és R a C
legb6vebb olyan részteste, amelyben a konjugalas az identikus leképezés. z most n-edik komplex egy-
séggyok, tehat Z = z71 = z" 1 ezértk =n —1, és (A,u) Y = (A,u)"D,

A masodik esetként legyen £ = Fym, ahol m € N*, g:a » a?' a pozitiv egész l-lel, és legyen
d=(m1).§ = q%uvel, it = %—Vel ésl = é‘Vd L= ]qu, ora v al és (ﬁ'L,D =d=1, igy a tovab-
biakban feltessziik, hogy m és [ relativ primek. Ekkor K = [F,, és u € K™ akkor és csak akkor teljesiil,
ha 6(A,u) = (Azu)(ql) =U@), Bz azért igaz, mert g-elemi test barmely bovitésén a - a? " auto-
morfizmus, és ez z-t 79 -be viszi, tovabba ez a leképezés L elemei koziil pontosan K elemeit hagyja
helyben (mert0 # u € L-reud™ ! = e, u = u' pontosan akkor igaz, haud'~! = e, és a két egyenléség

. . C —1ql- (mD_ - .
egyiitt akkor és csak akkor teljesiil, ha e = u(4™~14'~1) = 3,0™"~1 = 4-1 3737 ha u? = w), vagyis
K az L-ben foglalt maximalis olyan résztest, amelyen a transzformacioé megszoritasa az identikus leké-
pezés.

A specialis esetek jelentését kdzelebbrol is megnézziik.

Ha u valos vektor, akkor (A u), = (Azu)_;ym. EbbSI kovetkezik, hogy (A u), valos, és 0-
nal nagyobb, de n-nél kisebb i egészre (A,u), = (A,u),_; (tehat ha n paros, mondjuk n = 2m, akkor
az m-edik komponens is valds), ami azt jelenti, hogy csupan [nTH] komponens lehet fiiggetlen (esetleg
még ennyi sem). Ez visszafelé is igaz, vagyis ha az u komplex vektor U transzformaltjanak konjugaltja
azonos UD-gyel, akkor u valés. Ha k = —1, akkor k' is —1, vagyis u = u(*") most, mint az elébb U-
nél, azt jelenti, hogy U; = Um—i)modn- Valos u esetén ha ez teljesiil, és csak ekkor, U minden kompo-
nense valos, €s a vektor minden komponensére U; = Up—i)y modn-

A véges testre vonatkozo6 eset azt jelenti, hogy ha a vektor komponensei a g-elemi testbdl vannak,
akkor a transzformalt vektor (ql i)(n)-indexﬁ komponense az eredeti vektor i indexéhez tartozé kompo-
nensének gq'-edik hatvanya. Legyen r; a legkisebb pozitiv egész, amelyre i(ql)ri =i (n). q és nrelativ
prim, mert a test karakterisztikaja nem osztéja n-nek, igy van ilyen r; kitevd, nevezetesen 1; =

0+ (@
(z)(q) i0

(O @, ) = O;oz(i)(q)(l)’ éshal = 1, akkor egyszerlibben 1; = 0,+(;(q). Mostr; > t €
(m
N-re U; meghatarozza U ((ql)ti) = (qlti)(n)—indexﬁ komponenseit. Ekkor

@*

(@)™ _ i » (ql)L
(O R Z(Z )y ()

j=0

S

_ @Y = N (Y = U,
Z(Z ) U; ;(z )y

NG, NG .
amint annak lennie is kell, hiszen ((ql)rli) =1 Ul.(q) = U; azt jelenti, hogy U; eleme a (¢')"'-

elem testnek, és mivel eleme a g™-elemi testnek, ezért a két test metszetének is. Ennek mérete g,
ahol s = (m,lr;) = (m,r;) (mert (m, 1) = 1).
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Forditva, ha U-ban minden n > i € N indexre teljesiil, hogy a (qli)(n) indexti komponens meg-
egyezik U; q*-edik hatvanyaval, akkor u a g-elemii X test n-szeres direkt sszegéhez tartozé vektor.
Végiil legyen u ismét [F, feletti. Most U akkor és csak akkor [Fz-beli, ha u; = u( " .)(n), ahol I’
qti

az [ ellentettje modulo 0,,(q), vagyis ' = (—1) mod 0,,(q), és ebben az esetben U; = U(qli)(n)'
Lassunk egy példat. Legyenq = 3, m = 3,1 = 2ésn = 13. Ekkor q™ = 27 ¢és (m,l) = (3,2) =
1, vagyis K = F; és L = F,,. n = 13|26 = 27 — 1, igy az s teljesiil, hogy L™ < L. Most ¢! = 3% =
9,azaz o(v) = v° az L elemeire, és ha v € K, akkor o(v) = v° = v. Nézziik 13 > i € N-re (qli)(n) =
(91)13)at:
i |
(9D |

0 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 1 6 2 3

1 2
9 5 10 11 7 12 8 4

A tablazat alapjan 6t diszjunkt ciklus van:

0 - 0

1 -» 9 - 3 - 1
2 > 5 -5 6 - 2
4 - 10 -» 12 - 4
7 -» 11 -»> 8 - 7

¢és ennek megfelelden kapjuk — az egyelemii osztalyt elhagyva — a transzformalt vektor komponenseit:

U]_ d Ug—Uf - U3:U3:U181:U13 Ed U1:U??: 127:U1
Up = Us =U3 = Us =U =U'=U] > U,=Ug =V} =U,
Uy > Up=U; - Up=UQp=U'=U; > Uy=Up,=U;=U,
U = Uy =U; - Ug =U=U8"=U} > U,=Ug =U§ =0,
A tablazat mutatja, hogy 0 kivételével minden i-re r; = 3. Valoban: o, (i) = 0{5(i) = _(11331') = 13 vala-

mennyi i-re, hiszen 13 primszam. Ekkor mindegyik i-re r; értéke azonos, elegendd i = 1-re meghata-
rozni. 0,3(9) osztdja @ (13) = 12-nek, ezért csak 1, 2, 3, 4, 6 és 12 lehet a rend. 1 csupan 1-nek a
rendje. 92 = 81 = 3 # 1 (13), tehat még 2 sem a keresett rend, 4m 93 =93 = 27 = 1 (13), igy
megkaptuk r; = 3-at, és akkor minden mas, a 13-nal kisebb pozitiv egész i-re r; = 3-at. Ez egyben azt
is jelenti, hogy U, kivételével a transzformalt vektor mindegyik eleme a 27-elemt test barmely eleme
lehet (mig U, sziikségszeriien K-beli). Az, hogy minden ciklus (a 0-t tartalmazo kivételével) azonos
hosszlsagt, és a transzformalt vektor minden eleme a teljes test barmely eleme lehet, nem altalanosan
igaz, csupan ennek a példanak egy sajatsaga.

Most ' = (=) mod 0,,(q) = (—2) mod3 =1, igy ha 13 > i € N-re Ugpas = U; € F3, akkor
Upan = U7 = U; € Fs.

Linearis térben definialjak vektorok skalarszorzatat. Mi ennek legegyszer(ibb formajat adjuk meg,
majd réviden megvizsgaljuk, hogy az eddigiek hogyan illeszkednek ehhez a skalarszorzathoz.

7.19. Definicio

Legyen K test, u és v a K™ két eleme, ahol n € N*. Ekkor u és v belsé szorzata vagy skalar-
szorzata (u,v) = Y1 w;v;.
A
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7.20. Tetel

Legyen X test, n pozitiv egész szam, z K feletti primitiv n-edik egységgyok, u és v a K™ két
eleme, w = uv, k az n-hez relativ prim egész, és k' olyan egész, amelyre kk' = 1 (n). Ekkor

a) (u® « v)i = (u, (V(_k’))(;i)));
b) (uxviV) = (uv) = W;
¢) (U,v)=(A,u,v) =(uA,v) =(uV).

Bizonyitas:
a) (u(") *v)i = Z;‘;Ol Uy Vo = Z;‘;Ol u]-v(i_k,j)(n), és a (v(‘k ))(1-)) vektor j-indexii

)]
komponense éppen a v vektor ((—k’ H — (—i)) = (i — k'j)™ indexhez tartozé eleme.

b) Az el6z6 pontbol és a definiciokbol kozvetlentil kapjuk az i = 0, k = —1 értékekkel.
c) (A,u,v) = (u,Alv), és AL = A, tehat (U,v) = (u, V).

7.21. Kévetkezmény
Legyen X test, n pozitiv egész szam, z K feletti primitiv n-edik egységgyok, és u és va K™ két
eleme. Ekkor (U,V) = n(u,v=Y).
A

Bizonyitas:
(U, V) = (U,A,v) = (u,A,(A,V) = (u, AZ(AZ—IV(_l))) = (u,nv(™) = n(u,vY).

Az el6bbi kdvetkezménybdl specialis esetként kapjuk, hogy (U,U) = n(u, u('l)).

Legyen v = &. Ekkor V = &, és (U, V) = X1 Uy, mig (u, vV = ug, vagyis 7=, U; = nu, a
fenti kovetkezményt alkalmazva. Ugyanezt az eredményt kaptuk korabban a 131. oldalon.

Test f616tti legfeljebb n — 1-edfoku polinomok n-dimenzioés vektorteret alkotnak az 6sszeadassal
és a test elemeivel vald szorzassal. A tovabbiakban ezt a tényt alkalmazzuk.

7.22. Jelbles
Legyen n € N*, R tetsz6leges gytirii, és u € R™. Ekkor « = YL u;xt.

i=

7.23. Tétel
Legyen n € N*¥, K test és u € K™. Ekkor U; = 4(z™"), és u; = (ne) *U(z'), halz| = n.

Bizonyitas:
U, = Z}:Ol(z_i)]uj =Yoo (Z_i)] = 4(z™"). Ha z primitiv n-edik egységgydk, akkor létezik
A, inverze, és az elébbihez hasonléan kapjuk, hogy u; = (ne) *U(z?).
0
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A tételbol kozvetleniil kapjuk az alabbi eredményt.

7.24. Kovetkezmény
Legyen n € N*. U; = 0 pontosan akkor igaz, ha @Z(z™") = 0, és |z| = n esetén u; = 0 ekviva-
lens U(z") = 0-val.
A

7.24. azt az igen fontos tényt mutatja, hogy a transzformalt i-edik komponense pontosan akkor 0,
ha a vektorhoz tartozé polinomnak gyoke z %, illetve, ha 1étezik az inverz transzformacio, ugy az eredeti
vektor i-indexi tagja akkor és csak akkor 0, ha a transzformalt vektor polinomjanak gyoke z*.

7.25. Tétel
. (k)
Legyen n € N*. Ekkor U(0) = #@(e) és U™ = U o (z7¥x), és ha z primitiv n-edik egységgydk,

,\ (k)
akkor U(e) =n@(0) ésu—" =umo (zkx).
A

Bizonyitas:
Tetszéleges f = YL, fix! polinom esetén f, = £(0) és f(e) =Y, fie! =X, fi, valamint
io(fic)x! = Xiko filex)' = f o (ex).
0

Most meghatarozzuk a ciklikus konvolticiohoz tartozo polinomot.

7.26. Tétel
Legyen n € N*, R egy egységelemes gylirti, u € R, vE R™, w=ux*Vv és g = uov. EKkor
g =uv ésw =gmod (x™ —e).
A

Bizonyitas:

g = uwv legfeljebb 2n — 2-edfoku, tehat egyben legfeljebb 2n — 1-edfoku polinom. Legyen a
két polinom « = Y-t uxt és v = Y1 vixt, ekkor g; = Yi=oU;vi—j, ahol 2n > i € N, és 0-nal ki-
sebb illetve n-nél nem kisebb indexekre az 1 illetve v egyiitthat6it 0-nak tekintjiik. Ekkor viszont g; =

l —_ \'2n—-1 . . roe , . . ,
Yj=oWVi—j = Xilo UjV(;_jy@nm), 8ZaZ g U és v lineéris konvoliciojanak i-edik komponense, igy fenn-
all a g = u o v egyenldség. Ugyanakkor

2n—-1 2n-1

n-—1 n-1 n-1
Uy = Z gix' = z gixt + Z gixt = Z gixt +x™ z Jn+ix' = a + x"4&,
i=0 i=0 i=n i=0 i=0

ahol a = Yt gixt és & = Y1t gnixt. Lathato, hogy uv = a + x4 = & - (x™ —e) + (a + 4),
vagyis w = a + &, és w is maximum n — 1-edfoka polinom, tehat az n-nél kisebb mindenegyes i
indexre w; = a; + b; = (uv); + (wv),,;. Beirva g megfelel6 egyiitthatoit,

i n+i i n-1 n-1
w; = Z u]"l?i_j + Z ujv(n+i)_j = Z ujvi_j + Z u]'Un_H'_]' = Z u]'U(i_j)(n),
j=0 j=0 j=0 Jj=i+1 Jj=0
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ugyanis ha j > n, akkor u; = 0, és ha j < i, akkor vy, j = 0, méasrészt, han > i € N, akkor egyben
i>jeENren>i—jeN,igyi—j=@G—j)™,ési+1<j<nrten>n+i—j€N, tehit ebben
azesetbenn +i—j= (i — H™. ¥ WV jyam Viszont u * v i-edik komponense.

|

A kovetkezo tételhez foglalkozzunk polinomok maradékaval. Legyen f, f, €és s # 0 egy K test
feletti polinomok, f = fif; és f, mod s = g = g, 9, , ahol g mindkét tényezdje is K feletti polinom.
Ha u az s gyoke a K egy L bovitésben, akkor

fw = f:l W) = fl W (EWsw) + gw))
= fWgw) = f1(w)g: (W) g, (W),

ésha fi(w) # 0 # g, (w), agy u akkor és csak akkor gydke f-nek, ha §,(u) = 0. Legyen példaul X a
g-elemil test, f; = x* és g; = x', tovabba s = x9~* — e. Ekkor s-nek [, nullatol kiilonbdzd elemet, és
csak ezek a gyokei, ¢s ezek egyike sem gyoke fi-nek €s g;-nek, igy minden 0 # u € [F,-ra u akkor és
csak akkor gyoke f-nek, ha gyoke g,-nek

7.27. Tétel (Kénig-Rados)

Legyen f € Fy[x], 0 # fmod (x?7! —e) =7 =x¥g, ahol §(0) #0, g = Z?z_oz gixt, és G
olyan matrix, amelyben G;; = g;_ye-vaq—1>i€Nés q—1>j€N indexekre. Ekkor f -
beli, paronként kiilonbozé nem nulla gydkeinek szama (q — 1) — r, ahol r a G matrix rangja.

A

Bizonyitas:
A tétel el6tt latottak alapjan f és g [Fg-beli gyokei azonosak. Legyen z [F, primitiv eleme. Ekkor
a q — l-edrendii A, matrix regularis, igy G és H = A,G rangja azonos. Erre a H-ra

q-2 q-2 q-2
= Y iy G = 2 ) g pomn = 37 0y = 06
j=0 j=0 j=0

vagyis H-t ugy kapjuk A,-bdl, hogy ez utdbbi i-edik soranak minden elemét megszorozzuk g (zi)—vel.
Legyen g [Fg-beli, paronkent kiilonbozd gyokeinek szama g — 1 > t € N, és tegyiik fel, hogy a gyokok
a0<ip<--<i;q <q—1 kitevbkhoz tartoznak. Ekkor H ugyanezen indexi, és csak ezekhez az
indexekhez tartozo sorai a nullvektorok. A tobbi sornak vegyiik az els6 g — 1 — t elemét. Ezek egyiit-
tesen H-nak egy g — 1 — t-edrendii részmatrixat alkotjak. Ha D ennek a matrixnak a determinansa, és
ennek u-adik sora az eredeti matrixban az i,, index{i sor kezd6 szakasza, akkor D pontosan akkor 0, ha
D' is 0, ahol D’-t ugy kapjuk D-bél, hogy az u-adik sorabol kiemeljiik a nem nulla g(zi)—t. A kiemelés
utan viszont az u-adik sor v-edik eleme (z_iu)u, azaz D' Vandermonde-tipusu, és mivel z primitiv g —
1-e§1ik egységgyok, és az i,,-k paronként kiilonboz6, g — 1-nél kisebb, nemnegativ egészek, ezért D' +
0. Am ez pontosan azt jelenti, hogy a H matrix rangjaq — 1 —t, és (q — 1) — r = t, megegyezésben a
gyokok szamaval.

U

Atételben az r # 0 feltétel nem jelent 1ényeges megszoritast. Ez a kikotés azt jelenti, hogy f nem
oszthaté x9~1 — e-vel. Ellenkezd esetben [Fg valamennyi eleme gydke f-nek, és ekkor természetesen
mas [Fy-beli gyoke nem lehet, vagyis eleve ismerjiik f 0sszes [Fy-beli gyokét.

Az alabbiakban definialjuk a diszkrét Fourier-transzformaciot.
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7.28. Definicio

Legyen n € N*, és K olyan test, hogy K™ C K, u és U K™ elemei, tovabba z egy X folotti
primitiv n-edik egységgyok. Ekkor F,(u) = A,u az u (z-vel vett) diszkrét Fourier-transzformaltja,
mig F,1(U) = A;1U az U (z-vel vett) inverz diszkrét Fourier-transzformaltja. Magat a transzfor-
maciot és inverzét diszkrét Fourier-transzformacionak és inverz diszkrét Fourier-transzformacio-
nak mondjuk, és altalaban DFT-nek és IDFT-nek roviditjiik.

Ha U = F,(u), akkor U az « polinomhoz tartozé Mattson-Solomon polinom.

A

A diszkrét Fourier-transzformacio specialis esete az eddig targyalt problémaknak. A korabbi té-
telek alapjan 6sszefoglaljuk a legfontosabb tulajdonsagait.

1 FHF W) =ués F(FH(U)) = U;

2. F,(au+ bv) = aF,(u) + bF,(v);

3. F(uxv)=F,(u) F V) és F(u-v) = (ne) 1 (F(u) x F(v)).

A felsorolt 6sszefliggések koziil csupan az elso 1j, ez viszont nyilvanvalo tényt fejez ki, hiszen a
definici¢ alapjan F; 1 (F,(u)) = A71(A,u) = (A7'A,)u = u, és a masik kifejezés ehhez hasonlo.

7.29. Megjegyzés

A diszkrét Fourier-transzformacid tobbek kozott azt a kapesolatot fejezi ki, amely szerint egy test
feletti legfeljebb n — 1-edfokt polinomot egyrészt megadhatjuk n egyiitthatojaval, masrészt n paron-
ként kiilonboz6 helyen felvett helyettesitési értékével.

Ha megadunk egy polinomot a K test f6l6tt, az egyértelmiien meghatarozza K barmely pontjaban
a helyettesitési értéket. Legyenn € N*, f és g K™, a és b K elemei, h = af + bg és w = f * g, tovabba
t = fg. EKkor a K feletti barmely z n-edik egységgyokkel és n > i € N egésszel

(A, (af + bg))i = (Ah); = A(z7Y) = af(z7Y) + bg(z7") = a(Af); + b(A,8);,
(A (fxg), = (A,w); = @(z7") = £(z7") = $(z7)g(z7") = (A.0); - (A.8):.

Ha z egy n-nél kisebb m-re primitiv m-edik egységgyok, akkor az n > i € N-re vett z=* hatvanyok
szama csak m, és m helyettesitési érték nem hatarozza meg az eredeti polinom n egyiitthatojat. Ha
viszont m = n, akkor n kiilonb6z6 helyen ismerjiik a polinom helyettesitési értékét, és ebbdl az inter-
polacios polinom egyértelmiisége kovetkeztében megkapjuk a polinomot. A diszkrét Fourier-transzfor-
macié tehat tobbek kozott azt jelenti, hogy ha egy legfeljebb n — 1-edfoku polinom helyettesitési érté-
keit egy primitiv n-edik egységgyok hatvanyainal adjuk meg, akkor az interpolacios polinomot egysze-
rlien egy matrixszal valo szorzas utjan is megkapjuk, hiszen ha U az a vektor, amelynek i-edik kompo-
nense u(z_i), akkor a korabbi eredmények alapjan u = A;*U.

A

A Fourier-transzformacio lényeges szerepet jatszik jelanalizisben, digitalis jelfeldolgozasban
(DSP = Digital Signal Processing), példaul hang és kép feldolgozasaban, jelatvivo berendezések vizs-
galataban. A transzformdcio alabb ismertetend6 gyorsitasaval sokjegyli szamok szorzasanak gyors al-
goritmusa létezik. Konkrét felhasznalasaval talalkozunk bizonyos hibajavito kodok dekodolasa soran.

A DFT-hez hozzavetdlegesen n? szorzasra és koriilbeliil ugyanennyi dsszeaddsra van sziikség
(minden komponens egy n-tagl 6sszeg, ahol az 6sszeg minden tagja egy szorzat). A kovetkezd tételben
megadott, FFT-vel jelolt gyors Fourier-transzformacioval az elvégzendd miiveletek szama nlogn
nagysagrendi lesz. A tételt igazolo eljarast a 3. algoritmus mutatja.
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7.30. Tetel

Han = nyn,, akkor az n-komponensti vektor diszkrét Fourier-transzformaltja n(n, + n,) nagy-
sagrendii szorzassal és max(ng, n,) tarigénnyel meghatarozhato.
A

Bizonyitas:
Minden n >i € N és n > j € N egyértelmiien irhatd i = iynq + iy és j = jing + j, alakban,
aholny > iy € N,ny > i; € N,ny > j, € Nésn; > j; € N. Ekkor

n-1 ni—1ny—1
U = -1y, = ~(iyny+ig) )10t
Ul1n1+lo - Ul - Z(z ) U = z z (Z e ) Ujing+jo
j=0 Jj1=0 jo=0
no—1 n,—1 no—1
i _iNJo N i i NJo
= Z ((an) l1, lo) z ((Zno) Lo) luj1n0+j0 — z ((an) i1, lo) Wi gt jo»
Jo=0 J1=0 Jo=0

ahol @; 4, = 2?11;01((Z”O)'io)hujlnoﬂo. Szamitsuk ki egymas utan rogzitett j, mellett minden i,-

ra it n,+j,-t. Enhez egy-egy ’adott Jjo mellett legfeljebb n? szorzas kell, és az eredeti tarolohelyen tul
még n, helyre van sziikség. Am a keépletbdl lathatd, hogy miutan az ny szdma @; p, 4 j, -t kiszamoltuk,
a szintén n, darab eredeti w; , 4 ; -ra mar nincs sziikség, igy ezek helyére tehetjiik az 0j ;4 j, kom-
ponenseket. Amikor minden j,-ra meghataroztuk az uj komponenseket, akkor az addigi szorzasok
szdma &sszesen nyn?, és van egy 1ij n-méretii vektorunk. Most az el6z6hoz hasonléan rdgzitett iy-ra
kiszdmitjuk az ngy szamu i,-re az ny darab U; , 4 -t. Ehhez ny helyre és nZ, tehat az 6sszes iy-ra sza-
molva n3n, szorzasra van sziikség, igy az el6bbiekkel egyiitt dsszesen mintegy n(ng + n;) szorzist
végeztink.
n=nyn, = 2n; =2ny+n, han, =ny =2, azaz ha n = ngny az n valédi felbontasa, és ha
ny > 2, akkor mar n > ny + nq, tehat a fenti algoritmussal kevesebb szorzasra van sziikség, mint az
eredeti transzformacional.
0

FFT _alap(n, n0, n1, u(n))
ciklus jO = 0-t6l n0 — 1-ig
ciklus i0 = 0-t6l n1 — 1-ig
v(i0) = YA (™)) u(j1 * n0 + j0)
ciklus vége
ciklus i0 = 0-t61 n1 — 1-ig
u(i0 * n0 + j0) = (z7°) v (i0)
ciklus vége
ciklus vége
ciklus i0 = 0-t61 n1 — 1-ig
ciklus i1 = 0-t6l n0 — 1-ig
v(i1) = Y123 ((™) ™) u(i0 * no + j0)
ciklus vége
ciklus i1 = 0-t6l n0 — 1-ig
u(i0 * n0 + i1) = v(il)
ciklus vége
ciklus vége
eljaras vége.

3. algoritmus

Az el6z6 eredménybdl indukcidval kapjuk a kovetkezo tételt.
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7.31. Tetel

Legyen K test és [[{Zgn; =n, ahol t € N* ést > k € N-re 1 <n; € N*. Ekkor a K™ feletti
diszkrét Fourier-transzforméacié elvégezheté nY.iZ5n; nagysigrendii szorzassal és max {n;}-méretti
l

memoriaval.

A tételnek megfelel6 egy lehetséges eljarast is megadtunk (4. algoritmus).

FFT(t,n(),u())
ciklus r = 0-tol t — 1-ig
Zir = (z7)nt-r—1
ind2=20
ciklus I = 0-t6l
t-r—1

I, meghatarozasa
ZIr = (z71)IrNe-r1

n

—1-ig

ind1l = ind2
ciklus J;_,_1 = 0-t6l N;_,_, — 1-ig
Zjr = ZIr
ciklus i, = 0-t6l ny_,_, — 1-ig
ind = ind1
s = u(ind)
Z=1

ciklus j;_,_q = 1-t6l ny_,._; — 1-ig
ind =ind + Ny_,_q
Z =7xZjr
s=s+Zx*u(ind)
ciklus vége
i(i,) =s
Zjr = Zjr x Zir
ciklus vége
ind = ind1
u(ind) = #(0)
ciklus i, = 1-t6l ny_,_, — 1-ig
ind =ind + N;_,_4
u(ind) = (i,)
ciklus vége
indl =indl+1
ciklus vége
ind2 = ind2 + N,_,
ciklus vége
ciklus vége
u( ) atrendezése
eljaras vége.

Bizonyitas:

Ha t = 1, akkor a transzformécidéhoz a megadott két kifejezés szerint n? miiveletre és n-méretii
tarra van sziikség, mig t = 2 esetén az allitas azonos az el6z0 tétel eredményével. Most tegyiik fel, hogy
egy 2 <t € N-re igaz az allitas, és legyen n = [[{_,n;. Han' =
el6z6 tétel alapjan a transzformacio elvégezheté n, szamu, n'-méretli vektoron végrehajtott Fourier-
transzformécidval, majd utdna az igy kapott n-méretii vektoron végzett n3n’-nagysagrendii szorzéassal.

4. algoritmus
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Az indukcios feltevés szerint az n'-méretii vektoron végzett Fourier-transzforméaciohoz n’ ¥.{_1 n;, tehat
dsszesen nin’ + non' YiZin; = nYiZin; szorzas kell a teljes transzformacio elvégzéséhez. Az n'-
komponensti részekhez ma§+{ni}" mig az utolso 1épéshez ny-méretii tarolohelyre, igy osszességében
t>ie
max {n;}-re van sziikség a transzformalashoz.
t>ieN
W

Az eddigiekbdl kdnnyen megkapjuk a transzformacio algorltmusat Legyen tehat ]_[t o =m,
aholt € N* ést > k € N-re 1 < ny, € N*, és vezessiik be az N; = [Tz g, NO = [T42E_, ny jelolést
at > [l € N indexekre. Konnyen lathat6, hogy amennyiben r + s > t, ahol r és s egyarant nemnegativ
egész szam, akkor n|N,N©). Han > i € N ésn > j € N, akkor mind i, mind j egyértelmiien megad-
haté az i = Yi24 i, N ésj = L7L j, N alakban, ahol n._;_, > i, € N és ny > ji € N, és forditva,
az eldbbi feltételt kielégito i), és j, értékekkel egy és csak egy n-nél kisebb nemnegativ egész i és j
adhat6 meg. Tetszdleges t > r € N-re

i
i =(imod N™) + [WJ N® = Z N®O 4+ N© Z — =1 +IPND,
valamint
. r—1 t-1 N
. . ] ; . IV
= GmodNy) + || Ny = i+ Ny D i = g+ JON,
" 1=0 =r 7

ahol N >1. e N,N,_, = m >IMeNN, > ], e NésNET == >](T) € N, és az elébbi oszt-
hatosaggal ij = (Ir + 10N (T))]r + I,JTN, (n). A 7.30. Tétel szerlnt, a mostani jelolésekkel,

Nep—1 e Jeop N1
U = ZN(r) Z_I‘r' ((ZNt—T)_IT)](t_r)u
LI ON@ = Je—r+] Ny
Je-r=0 JE="=0

.. . , . (I _ -
Tegyiik fel, hogy mar meghataroztuk minden J,_,-re a lev(tr_r)io((zl" e-r)=lr) 1y ot J TN,

ket, és az eredményt (helyileg az eredetivel azonos) u™ tarolja tgy, hogy az I™ = Y7211, % jelo-

léssel
N1
) = Ne—ry=Ir ](t—r)
Yeert TNy~ Z D
Jt-r=g

(I™-et ugy kapjuk, hogy I, szamjegyeit — a hozzajuk tartozo sulyokkal egyiitt — forditott sorrendben

Neo1-@-1)

, . . N ,
=MNg_1-y €S M1 >0 €N, tehat t = T = N® jgy adott

t-1-1 t-r  Ni—r
N¢1-g : 4
alakban, és ez a tartomany

irjuk). Ez megtehetd, mert

r mellett minden N > k € N pontosan egyféleképpen irhato Yot

t-r

azonos az I, illetve J~™) szamok halmazaval. Példaul ellendrizhetd, hogy

N©_q
0 0 2
u}( )= ](-3-1(0)1\/ Z ((ZNt) IO)] ]t+](t)Nt Z (="~ 0)] u+](t)n =y
](t) 0 ](t) 0

illetve
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N®—1 n—1 ©
© _ ., ® _ Noy=IyJ© _ 13-}/ —
ui(t) - u]0+1~(t)N0 - Z ((Z 0) t) u]0+](0)N0 - ((Z ) ) u0+](0).1 - Ui'
J© =0 JIQET)

Hamost 0 <r < t,akkor Ji_, = Je—r_1 ¥ Je—r_1Ne—r_1, I8y

Ne_p—1

" _® Je-r "
— N =1 r
UIr"'I(T)N(r) B Z ((Z ) Z r) u]t—r+i(r)Nt—T

Jt-r=0

u(r)

_® Jt—r-1tjt-r-1Nt—r—1
) Jt-r-1+Jjt—r—1Ne—r—1 1Ny

(@) o

I
g
g

Jt-r-1=0 jr—y—1=0

z kitevdjének ellentettje

(NOID + L)Uemrot + Jemr-1Ne—r—1) = (NOIO + L) Ut + Jemr-1Ne—r-1)
= (N(Hl)l(rﬂ) + L1 )e—r—1 + Lstfemr—1Ne—yr—1 (),

és ezzel
Ner-1—1 (r4) _ G+ Jt-r-1
— N -1
U1r+1+1(r+1)N(r+1) = Z <(Z ) 4 r+1)

Jt-r-1=0

Ng_pr_1-1
Ni—r—1\—1 Jtege1q,(T)
X Z zht-r-1 r+1)Jt-r-1y i _

. (( ) ) Jt—r-1*tJjt—r—1Nt—r—1 +1(r)Nt—r
Jt-r-1=0

A bels6 6sszeg kitevojét kicsit atalakitjuk:

r—1 r
o . l _ . l o
Ne—y—1lpsr = ipNey i N + Ne_ s z EN® = Nt—r—lz EN® =i, + Ne—y—1ly,
1=0 1=0 Me-r-1
és helyettesitve kapjuk, hogy
Ngr—1-1
N -1 j )
zNVt-r-1 r+1)Jt-r-1q . -
. (( ) ) Jt-r—1tjt-r-1Nt—r—1 +I(T)Nt—r
Jt-r-1=0
ng—r-1-1 n o «—ir Je-r-1
= Znt_r_l) ZNt—‘r'—l —I u(r) i _ .
] Z (( ( ) ]t—r—1+]t—r—1Nt—r—1+1(r)Nt—r
Jt-r-1=0

Lathato, hogy rogzitett J,_,_; és T ™) (és ekkor rogzitett 1) mellett a fenti kifejezés lényegében véve

egy n¢_,_,-komponenst vektor diszkrét Fourier-transzformaltja, hiszen z"t-r-1 egy n;_,_,-edik primi-
tiv egységgyok, csupan a z~Ne-r-1lr igynevezett csavard tényezé modositja a megszokott szamitast. Az
elébbiekben rogzitett J,_,_, és I indexekkel valamennyi n,_;_, > i, € N indexre meghatarozva

n o =iy Je-r-1
- Neypoq—1 — -
u;, = X <<Z”t—r—1) (zNe-r-1) IT) u(r)

Jt-r-1=0 Je-r—1+je—r—1Ne—y—1+IDN

r T
hasonléan az u™ ) )
Jt-r-1*tjt-r-1Ne—r—1+H1*'Ni_p

most kiszamitott értékeket. Ha még azt is figyelembe vessziik, hogy

értékét, a korabbiakhoz

komponensekre mar nincs sziikség, azok helyén tarolhatjuk a
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r—1
= = Ne—r—1 Ne—1
Ne—y—1 + I(T)Nt—r = (lr + I(r)nt—r—l)Nt—r—l = <lr N + Y Ne—r-1 | Ne—r—1
t-r—1 &= t-r
=0
N < N N
. Neerq . Ne—qg _ . N1 41
= (lr N + Z ) N—> Neyoq = Z ) N Neyoq = IT*DN,_,_,
t-r—1 =0 t-r—1 =0 t-r-1
~ ;. (r+1) _ ., (r+1) = 1. -
akkor az #i; komponensekkel az 0j vektorban W ey, =Wy ey, = le
Ne_p—1 1" Jeor )
7 el s _ t—r— N\ —I r
het. Vegiil igy azt kaptuk, hogy ha U, ,;oya = 2o <(Z ) z ) U i, akkor
Ng—p_1—-1 _ _ 4D Jt-r—1 ( )
_ N+ ) —Ipyq r+1
U1r+1+1(r+1)N(T+1) (Z d u]t—r—1+i(r+1)Nt—r—1’
Jt-r-1=0
ahol
(r+1) _ . (r+1) — i
Je—r—1+irNe_p_q +IN_y Je—r—1 + 1INy br
Ng—r-1-1 no o« —ir Jt-r-1
= Znt_r_1> ZNt—‘r'—l =1y u(r) i _ .
] Z (( ( ) Je—r—1+Jjt—r—1Ne—r—1+I1N¢_y
Jt-r-1=0

A transzformacio soran tehat t egymas utani forduloban rogzitett J,_,._; és ezen belill rogzitett
I™ mellett elvégziink egy, a csavar6 tényezétdl eltekintve n,_,_,-dimenziés diszkrét Fourier-transz-
formaciot az elobbi rogzitett értékek minden lehetséges értéke mellett. Mindezek alapjan a transzforma-
ci6 algoritmusa konnyen felirhaté (4. algoritmus).

Legyen példaul t = 3, ng = 3,ny =2 ésn, = 2,tehatn = 12. Ekkor 3 > r € N, és

r NT N(T)
01 1
1] 2 3
2| 4 6
3112 12
El6szor u]@ = u;-b0l minden lehetséges 3 > iy €N, 1> [, € N és 4 > J, € N-re kiszamitjuk
1 1 —i —1,\J2 (0 f AT ‘o 7 el .
u]g ) = ](2141.0“27(0) =37 o((@H) 7 (zM)7h) 2u1(214j2+127(0) értékét (I, és [T kolesondsen egyértel-

milen meghatarozzak egymast). Az igy elvégzett szamitas eredményét az 1. tablazat mutatja.

, . . @) _ . ©@ _ —i —1.\J1_ (1) .
A masodik forduloban U= g = 211'1=0((26) 4 (z?) 11) lu]1+2j1+4i(1)’ és a felve-

het6 értékek tartomanya rendre 2 > i; € N,3 > 1; € Nés 2 > J; € N. Az 4j komponensek értékei a 2.
tablazaton lathatoak.

1o (3) . (3) vl 68N—ir . —I,\J0_ (2) , , .

Végiilu;™ = Ui 4@ = Zj(,:o((z )"lz7l2) Uy o s2i@> € 2>i,EN,6>1,ENés1>

Jo € N. Most valamivel bonyolultabb a szamitas, mint az eléz8 két esetben, ugyanis I, és [ altalaban

nem egyenld. A definicié felhasznalasaval [ = lezoil% = nyip + iy = 2iy + iy valamint I, =
1

ShoiuN® =iy + nyiy = iy + 3i;. A szamitast a 3. tablazat, az eredményt a 4. tablazat mutatja.
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Véges testek

Még minden j-re meg kell hatarozni i-t, amellyel u(3) = U;. A szamitas hasonld, mint a 3. tabla-

zaton, hiszen u%tt)) = U; = U,,. Az indexek atszamitasat és parositasat az 5. tablazat mutatja.

j | 1® | 1o | i | ]2 )
0 0  ul”+ul®+ul
1 o L1 “’) +ul” +ud”
2 2 (o) + 1 4
3 3 “’) +ul” + ug?
4 0 (°)+z-4 © 4 ;8,0
5 1 (o) . (o) g (o)
P U I (0) : o, (0) 0
+z +2zZ Uy,
7 3 (o) +z'4u(0) 45, ©
(0) - (o) Q)
8 0 + 7z 8%, + 2z ug
9 E (0)+Z_s (0)+Z_4 ©
10 2 (0)+z‘8 (°)+z-4u§%)
11 3 (0) + 778y 50) +Z_4u§(i)
1. tablazat
j IO e h ]
0 . 0 (1) +ugl)
1 1 (1) +u§1)
51 9|0 0 (1) 4 7oy
1
(1) ey
3 1 + 2z %,
4 . 0 (1) + Z_zuél)
5 1 (1) + 72D
1 (1 (1) Z
6 0 + 7z 8 (1)
5 1 (1) P (1)
(1) ey
8 0 0 +z Uy,
9 , , 1 (1) + Z_4u§11)
10 . 0 (1)+Z—10 (1)
11 1 (1) +Z—10u§11)
2. tablazat
i I,
0/2:0+0/0+3-0]0
1/2-:0+1]/0+3-13
2|/2:1+40[1+3:01
3/2-1+1[1+3-1[4
412-240[2+3-0]2
5/2-2+1|2+3-1]5
3. tablazat
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7. Diszkrét Fourier-transzformacio

J | I® |\ L i | ] u]@)

0 00| u®+4®?
0|0 @ @

1 110 ] u” +2z %y
2 00| uf®+z73uf
13 @ @

3 110 Uy +Z'9u3
4 0|0 ugz) + Z‘luéz)

2 |1 @ @

5 110 U, +Z'7u5
6 0|0 uéz) + Z_4u§2)

3 |4 @ @

7 110 | u”+2z 1%,
8| , |, l0]0 ul® + 272

9 110 uéz) + Z'Bugz)
10 s | e 00 u%) + Z‘Suﬁ)

2 — 2

11 110 u§0)+z 11u§1)

4. tablazat
® Iy

04:-0+2-0+0[/0+3-0+6-0] 0
14:0+2:0+1/0+3-0+6-1]| 6
2 |4-0+2:1+0|0+3-1+6-0] 3
3 (4-0+421+1]0+3-1+6-1] 9
4 4142040 |1+3:0+6-0] 1
5 4-1+2-0+1|14+3-0+6-1] 7
6 |4-1+2-1+0|1+3-1+6-0]| 4
7 |41+2-1+1]|14+3-14+6-1] 10
8 |4-2+2:0+0|2+3-0+6-0] 2
9 [4-2+2-0+1|2+3-0+6-1] 8
10 [4-2+2-1+0|24+3-1+6-0] 5
11[4-2+2-1+1|2+3-1+6-1] 11

5. tablazat

Nézziik meg példaul, hogy mit kapunk Ug-re. Az eredeti definicio alapjan U; = Z’(}_l(z_i)juj—
boln = 12 és i = 9 helyettesitéssel

Us = ul® + z7%ul® + 27604 + 273" + 40 + 279 4 2764”4 273,V
+ul® + 270Ul + 2764 + 234D,

mig a modositott szamitassal

Uy = u§3) =u® 4 Z_9u§2) = (u(()l) + z_6ugl)) +z7° (ugl) + z_6ugl))
= (u(()o) + ugo) + ugo)) +2z79 (ugo) + ugo) + ugo)) + 2z (ugo) + uéo) + ui%))
+z73 (ugo) + ugo) + uﬁ))
= u(()o) + Z‘9u§0) + z‘6u§0) + Z‘3u§0) + uio) + z‘9u§0) + z‘6ué0) + Z‘3u§0)

+ uéo) + Z‘9u(go) + z‘6u§%) + z‘3u$),

ami megegyezik az elébbi eredménnyel.
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Véges testek

A gyors Fourier-transzformaciot a 2. abra - 4. abra kicsit szemléletessé teszi. Az egész eljarast
egyben az 5. abra, mig Ug kiszamitasat a 6. abra mutatja.

Ahhoz, hogy csdkkenjen a szorzasok szama, teljesiilnie kell a [[4hn, = n = Y424 n, feltétel-
nek. Ez t = 1 esetén nyilvanvald, mig t = 2 esetén ezt mar igazoltuk, feltéve, hogy n mindkét faktora
legalabb 2. Innen pedig indukcidval egy t > 2-re

t—-1
Tlt + | | le 2 Tlt
k=0

feltéve, hogy ismét minden faktor legalabb 2.

~

t t—

| |nk:nt %

k=0 0

=

-1 t
=

+ TLRZan,

0 0

=
Il
=
I

A fenti szamitasokndl feltételeztiik, hogy z hatvanyait nem kell szdmolni, azokat taroljuk a me-
moriaban. Ha nem ez a helyzet, akkor a hatvanyokat el6allité szorzasokat is figyelembe kell venni, am

ezek nagysagrendje hasonlo az elébbi értékekhez.

U, — u®© a u®
u(l) — u(‘i))(:)L \ / ’ (jo u(l)j
u, — u(0)2 \ / \ / []0 u(l)2
PR S \V/ A | A
AT AN 4 W\ o
SV VA AN \V/i o
— 1] u
o — o, VAATAN S o,
o / \\ /M\ xAx X o
U, — y®© 7] (1)
e e N A M "

C e S AR /A T
Uo— u@y, a, / \ u®y,
Uy — u©@y, d, — uy,

1. forduld
2. abra

u(l)0 le u(z)o

u(l)l 00 u(2)l

u(l)2 Ul u(2)2

uw, a, u®,

u@® i u®@

u(l): ’ d, u(Z);1

u®g a, u@,

|_,|(1)7 01 u(2)7

u® i u®

u(l)z ’ []0 J— u(z)z

u@, a, u@,,

u®;y g, — u®y

2. fordulé
3. abra
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7. Diszkrét Fourier-transzformacio

u(2)0 []0 u(3)0 — UO
u®, a, u®, — Ug
u®, {y u®, — U,
u@, i, u®, — Ug
u®, d, u®, —u,
u@g a, u®; — U,
u@yg [ u®s — U,
u@, 0, u®, —Uy,
u®@yg a, u®, — U,
u@, a, u®y — U,
u@,, Gy — U@ — Uy
u@,, 4, —u®— Uy,
3. fordulé
4, abra
Uy — u®), u®, u®, u®y — U,
u; — u@, u®, u®, u®, — U
u, —uo, u@, u®, u®, — U,
U; — uo), u®, u®, uB, — Ug
u, —uo, u®, u®, u®, — U,
Us — u©) u@, u@, ut, — U,
Ug — u(O)6 U(1)6 u(2)6 u(3)6 -Uu,
u, —uo), u@y, u@, u®, —U,,
Ug — U, u®yg u®@y uBy — U,
Uy — u©y u®y u@y u®y — U
Ujp— uO@ u®,g U@y, u®,— Ug
U — u@, u®; u@,; u®;— Uy,
1-3. forduld
5. abra
Ug — 20 20
u, — 20 Z0
u, — 20 z® 20
U — 20 76 79 Ug
u, — 20
Uug — 20
Ug — 20
u, — 20
Uug — 20
Uug — 20
Uo 20
Ugy 20

U, szamitasa

6. abra
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Véges testek

A szamitashoz sziikséges memoria mérete is csokken. Mig az eredeti szamitasnal a transzformalt
vektor valamennyi komponensét az eredeti vektortol kiilonbozé helyen kell tarolni a szamitasok végéig,
hiszen minden 1j komponens szdmitasanal felhasznaljuk az eredeti vektor mindenegyes komponensét,
addig most csak & komponenseit kell kiilon helyen tarolni, és amikor ennek az dsszes komponensét
meghataroztuk, akkor ezek a komponensek mar az eredeti vektor megfeleld helyére keriilhetnek, igy a
sziikséges plusz tar mérete az #i maximalis mérete. Ez viszont az ig indexek maximuma, ami pedig az
n, faktorok maximuma.

A tételbdl kovetkezik, hogy ha n a t darab — nem feltétlentil kiilonb6z6 — p; prim szorzata, akkor
a diszkrét Fourier- transzformacm elvégezheté n Y23 p; szorzissal, és a sziikséges tirolo mérete

max {p;}. Han = p*, akkor a sziikséges szorzasok szdma tnp = pnlog, n ~nlog,n, és a tobbletme-
>le

moria nagysaga p, igy a futasi idé nagyjabodl s

n—szeres mértékben csokken, és ennek csupan egy p-
P

méretli tobbletmemoria az ara. p = 2 esetén a szorzasok szama nlog, n, és ez mar viszonylag kis ¢t
esetén is lényegesen kisebb, mint n2. Példaul t = 10 mellett n = 1024, igy az arany kisebb, mint 1%
(10 az 1024-hez).

A gyors Fourier-transzformacié lehetové teszi a konvoltcid gyors kiszamitasat is. Egy korabbi
tétel alapjanu * v = _1(7’ (WF, (V)) A bal oldal meghatarozasahoz nagységrendileg n? szorzas kell,
mig a jobb oldal kiszamitasahoz kériilbeliil 3n YiZgn; + n = n(3 Y + 1) szorzasra van sziikség,
amely 3 ¥!Z3n; < n esetén nem nagyobb n?-nél. Ha t = 1, akkor 3 ¥{Z3n; = 3n > n. Most legyen
n = uv.uv > 3(u + v) pozitiv u-val és v-vel pontosan akkor teljesiil, hav > 3 ésu > :Tvg Ez biztosan

|gaz hau > 7 és v = 6, sét, ekkor mar 3Y_3n; + 1 < n is igaz. Legyen most ¢t > t' € N-nel u =

f oln; és v =[IiZ} n; az elobbi feltételnek megfeleld felbontisa n-nek, és legyen az n valamennyi

faktora legalabb 2. Ekkor, figyelembe véve a kordbbi eredményeket is,

t—1 t'-1 - t'-1 - t'-1 t-1 t—1
| |nl | | | |nl>3| |nl+3| |nl_32ni+3 n=3) n,
i=0 i=0 i=t' i=t’ i=0 i=t' i=0

vagyis a gyors konvolucio jobb, mint az eredeti eljaras.

A fenti gondolatoknal mindeniitt a szorzasok szamat becsiiltiik, de a sziikséges 0sszeadasok, va-
lamint értékadasok szama is hasonlo nagysagrendi, €s a szorzas idéigénye altalaban 1ényegesen meg-
haladja a masik két miivelet elvégzéséhez sziikséges idot, igy a teljes futasi id6 [ényegében véve azonos
az elébbiekben meghatarozott értékkel. A diszkrét Fourier-transzformacioé gyakorlati alkalmazhatdsagat
éppen az tette lehet6vé, hogy a futasi idejét a gyors Fourier-transzformacio segitségével sikeriilt elfo-
gadhato nagysagura redukalni. A 140. oldalon megadott algoritmus mutatja, hogy a gyors Fourier-
transzformaciot megvaldsitd program egy egyszerii, nem bonyolult program, kdnnyen programozhat6.
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8. Polinomok rendje

Véges test feletti sorozatok periodikussagaval kapcsolatban fontos a polinomok rendje.

8.1. Tétel
Haf € IF, [x], £(0) # 0 ¢ésdeg(f) = m,ahol m € N*, akkor van olyan g™ — 1 > r € N* egész,

hogy f|x" —e.
A

Bizonyitas:

) Fq[x1/(f) (ahol (f) az f 4ltal generalt ideal) nullatol kiilonbdzé elemeinek szama g™ — 1. Mivel
f(0) # 0, ezért x nem osztoja f-nek, x irreducibilis polinom [, folott, tehat x és f, ennélfogva tetszo-
leges i € N-re x! és f relativ primek, igy x* Z 0 (f), Fqlx1/(f) xt-vel reprezentalt osztalya nem a
nullelem a maradékosztaly-gyiiriiben. Ha g™ — 1 > i € N, akkor az ilyen kitev6jli x-hatvanyok szama
q™, tobb, mint a nem nulla elemek szama, ezért van legalabb egy olyan i és j egész szampar, hogy g™ —
1>j>i€N,ésamelyre x' = x/ (f), vagyis f|x/ — x! = x'(x/~" — ) teljesiil. Mivel x' és f relativ
primek, ezért f |xj ~t — e, és a korlatokat figyelembe véve g™ —1 > j — i € N*,

0

8.2. Definicié
Legyen x'g = f € F,[x], ahol i € N és §(0) # 0, tovabba r = Iggli\!r}r{ghk — e}. Ekkor r az f

polinom rendje, periédusa vagy exponense, jele o(f).
A

8.3. Tétel

Tetszéleges 0 # f € F4[x] polinomnak van egyértelmiien meghatarozott rendje. Ha f = xtg,
ahol i € N, akkor o(f) = 0(g), ésha §(0) # 0, tovabba deg(g) = m, akkor t = o(f) € N Ggy, hogy
t = max{1,q™ — 1}.

A

Bizonyitas:
Az F,[x]-beli tetszéleges nem nulla polinom felirhat6 x!g alakban alkalmas nemnegativ egész i-
vel és [F, folotti g polinommal, amelyre §(0) # 0. Az els6 tétel szerint van olyan pozitiv egész k,
amelyre g osztoja az x*¥ — e polinomnak, ezért a definicioban megadott halmaz a pozitiv egész szamok
halmazanak nem iires részhalmaza, amelyben N* jolrendezettsége folytan van egyértelmiien meghata-
rozott legkisebb elem, igy f-nek van egyértelmii rendje. A kovetkezo allitas a definicid kdzvetlen ko-
vetkezménye, az utolso pedig a definicionak és az els6 tételnek azzal a kiegészitéssel, hogy amennyiben
muma all, és a test tetszéleges nem nulla eleme osztdja az x — e polinomnak, ekkor tehat a rend 1.
|

8.4. Tétel

Legyen f € Fy[x], f(0) # 0 és c € N*. Ekkor f akkor és csak akkor osztoja az x¢ — e, poli-
nomnak, ha o(f)|c.
A
Bizonyitas:



Véges testek

£(0) # 0-t azért kell kikotni, mert ellenkezé esetben vagy f = 0, és igy o(f) nem definialt, vagy
nem lehet osztdja x¢ — e-nek egyetlen pozitiv egész c-re sem. Legyen o(f) = r. A rend definicidja és
£(0) # 0 alapjan f|x" — e, igy f akkor és csak akkor osztoja x¢ — e-nek, ha osztdja x™ — e és x° — e
legnagyobb ko6zos osztdjanak. A 39. oldalon foglalkoztunk x™ — e és x™ — e legnagyobb kozos oszto-
javal, és lattuk, hogy (x™ — e, x™ — e) = x(™™ — e, (m,n) < m, ésitt egyenléség akkor és csak akkor
teljesiil, ha m o0sztdja n-nek. r pozitiv egész, ezért d = (r, ¢) is pozitiv egész szam. Mivel r az f rendje,
ezért f csak akkor lehet osztoja x4 — e-nek, ha d > r, masrészt d nem nagyobb r-nél, igy pontosan
akkor osztoja f x* — e-nek, ha d = r, tehat akkor és csak akkor, ha r osztoja c-nek.
U

8.5. Tétel

Ha f egy m-edfoku irreducibilis polinom a g-elemii test folstt, £(0) # 0, és a az f egy gyoke a
felbontasi testben, akkor f rendje megegyezik a rendjével a q™-elemii test multiplikativ csoportjaban.
A

Bizonyitas:
£(0) # 0 biztositja, hogy a # 0, ezért van olyan pozitiv egész i kitevs, amellyel a' = e. Legyen
f rendje r, @ multiplikativ rendje s. a® = e kovetkeztében a gyoke az x° — e polinomnak, tehat f|x* —
e, igy az el6z0 tétel szerint r|s. Masrészt f|x" — e maga utan vonja, hogy @ gyoke az x” — e polinom-
nak, igy a” —e = 0, azaz a” = e, ami pedig akkor és csak akkor teljesiil, ha s|r. Mivel r és s egyarant
pozitiv egész, a kdlcsonds oszthatosag pontosan azt jelenti, hogy r = s.
0

8.6. Kbvetkezmény
p-Karakterisztikajl [F, test folott irreducibilis, m-edfoka f polinomra r|q™ — 1, és (r,p) = 1,
ahol r = o(f) .
A

Bizonyitas:

£(0) = 0 az irreducibilitis miatt csupan f = cx esetén lehetséges, ahol ¢ € Fg. EKkor r =1, és
1 minden egésznek osztdja, és minden egészhez relativ prim. f F, olotti felbontasi teste [Fym, ezért
f|xqm — x, és ha £(0) # 0, akkor flxqm_1 — e, innen pedig r|q™ — 1, tehat most is teljesiil az osztha-
tosag. De g = p™ egy n pozitiv egésszel, ezért g™ — 1 relativ prim p-hez, és ekkor g™ — 1 minden
osztoja is relativ prim p-hez.

.
8.7. Tétel
Az IF, foldtti normédlt m-edfoki, r-edrendii irreducibilis polinomok szdma r = 2 és m = 0,.(q)
esetén %r), m =1 = r mellett 2, egyébként 0.
A

Normalt polinom a fépolinom mas megnevezése, azaz olyan polinom, amelynek féegylitthatoja,
vagyis legmagasabb foku tagjanak egyiitthatoja a test (vagy gyiiri) egységeleme.

Bizonyitas:

Legyen f tetszGleges nem nulla polinom, akkor ez egyértelmiien irhat6 x!g alakban nemnegativ
egész i-vel és olyan g-vel, amelyre g(0) # 0. Ha f irreducibilis, akkor ez csak ugy lehet, ha i = 1 és
g =c#0 egy Fi-beli c-vel, vagy ha i = 0, tehat f = g, f(0) # 0, és deg(f) = 1. f(0) # 0 és
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8. Polinomok rendje

deg(f) > 1 esetén f rendje legalabb 2, hiszen legalabb masodfokt polinom nem lehet osztdja x — e-
nek, ezért elsérendil polinom nem lehet els6fokunal magasabb foku. Konstans polinom nem irreducibi-
lis, igy o(f) = 1 irreducibilis polinommal csak deg(f) = 1 esetén lehetséges. Minden els6foku poli-
nom irreducibilis; az elséfokt normalt polinomok x — ¢ alakuak, ahol ¢ a test tetszéleges eleme. Ha ¢ =
0, akkor f = x, ésx rendje 1, ésekkorm=1=r.x —e =e(x —c) + (c — e), ezért x — e akkor és
csak akkor oszthatdé x — c-vel, ha ¢ = e, és igy x — e az egyetlen olyan polinom, amelyre r = 1 és
£(0) # 0, ezért r = 1 csak m = 1 mellett lehetséges irreducibilis normalt polinomokkal, és ilyen tény-
leg 2 van (marmint olyan irreducibilis normalt polinom, amelynek a rendje 1). A tovabbiakban legyen
r > 2. Ha f egy r-edrendii irreducibilis f6polinom, akkor barmely a gyoke [F, f6l16tti primitiv r-edik
egyseggyok, f osztdja az F, folotti r-edik korosztasi polinomnak, ¢s forditva, ezen korosztasi polinom
minden irreducibilis fépolinom osztoja egy F,[x]-beli r-edrendi normalt irreducibilis polinom. Ezek

foka egységesen m = 0,(q), és a szamuk %, ugyanakkor, ha egy 2 < r € N-re m # o0,.(q), akkor

latjuk, hogy nincs olyan [F, f616tti polinom, amelynek rendje 7 és a foka m.
U

8.8. Tetel
Ha g a p karakterisztikaju [F, test folotti irreducibilis polinom, §(0) # 0, és f = g™, ahol n egy
pozitiv egész szam, tovabba t olyan egész szam, hogy pt~! < n < pt, akkor o(f) = pto(g).
A

Bizonyitas:
Az nyilvanvalé, hogy t > 0, hiszen p > 1 miatt p~ < 1 < n. Legyen o(g) = v és o(f) = u.
§(0) # 0-bol kovetkezik, hogy £(0) # 0, tehat f|x* — e. Mivel g|f, ezért g|x* — e, amibdl kovetke-
zik, hogy vlu. f = g™|(x¥ — e)"|(x” — e)?'|x?P" — e, ezért u|vpt, és ez v|u-val azt adja, hogy u =
vptegyt = s € N egésszel. Mivel g irreducibilis, ezért (v, p) = 1, ennél fogva x” — e gyodkei egysze-
resek, de akkor x% — e = (x¥ — €)P” mindenegyes gydke pontosan pS-szeres. Mivel g™ osztoja x* —
e-nek, ezért x* — e gyokei legalabb n-szeresek, tehat n < pS, ami t valasztasa folytan azonos a t < s
feltétellel, igy a korabbi egyenl6tlenséggel egyiitt s = t, és u = ptw.
]

8.9. Tétel

Ha g, ..., gs—1 nem nulla polinomok a g-elemii test folétt, és s > i € N-re §;(0) # 0, akkor leg-
kisebb kozos tobbszorosiik rendje megegyezik a rendek legkisebb kdzos tobbszorosével.
A

Bizonyitas:

Legyen o(g;) = n;, a polinomok legkisebb k6z6s tobbszorose g, ennek rendje n, és a rendek
legkisebb kozods tobbszordse t. Ekkor valamennyi lehetséges i indexre n;|t, és akkor g;|xt — e, igy
glxt —e, és n|t. Viszont megint minden s > i € N-re g;|g|x™ — e, ahonnan az n;|n oszthatdsagot
kapjuk. ekkor t osztoja n-nek, és t és n pozitiv egész, tehat t és n megegyezik.

U

8.10. Kévetkezmény

Ha gy, ..., gs—1 paronként relativ prim nem nulla polinomok a g-elemii test f616tt, s g Szorzatukra
g(0) # 0, akkor g rendje megegyezik a g;-k rendjének legkisebb kozos tobbszordsével.
A

Bizonyitas:
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g(0) # 0-bdl §;(0) # 0, és relativ primek legkisebb kozos tobbszordse a szorzatuk.

8.11. Tetel

Legyen char([Fq) =p,0%# f=ax"[[{2} ini € Fq[x], ahol s > i € N-ren; € N*, £:(0) # 0és
az fi-k paronként kiilonbozo, FF, folott irreducibilis polinomok, k € N, a € Fg, r az o(f;) = r;-K legki-
sebb kozos tobbszordse, n = I;l.ae)él{ni} ést = rtr'leil\rll{pt > n}. Ekkor o(f) = ptr.

S>1

A

Bizonyitas:
t-rél tudjuk, hogy nemnegativ egész. a € Fy, ezért egység F,[x]-ben, tehat a™ f és f ugyanazon
polinomok osztéi, igy a rendjiik megegyezik, tovabba a rend nem fiigg x*-tol sem. Az f;-k paronként
relativ primek, a hatvanyaik is azok, tovabba a 0 nem gyokiik, ezért a szorzatuk rendje megegyezik a
rendjeik legkisebb kozos tobbszorosével. Mindegyik rend p egy hatvanyanak és a megfeleld f; rendjé-
nek a szorzata. Ez utdbbi relativ prim p-hez, igy a legkisebb kozds tobbszords p maximalis kitevoji
hatvanyanak ¢és az f;-k rendje legkisebb koz0s tobbszorosének szorzata, a p kitevdje viszont a polinom
kitevéjének monoton névekvo fiiggvénye.
0

8.12. Tetel

Nem nulla polinom rendje megegyezik reciprokanak rendjével.

Bizonyitas:

Legyen f = x'g, ahol i € N és §(0) # 0. Ekkor f* = g* és o(f) = o(g), igy elég azt belatni,
hogy g és g* rendje azonos. Ha g rendje r, akkor g|x" — e, azaz x™ — e = ug egy u polinommal, és
innenu*g* = (ug)* = (x" —e)* =e—x" = —e(x” —e), tehat g* osztja x" — e-t, és igy g* rendje,
r* is osztoja r-nek. Hasonlé médon (g*)* rendje osztdja r*-nak, és mivel (g*)* = g, ezért r|r*, vagyis
r és r* kolcsondsen osztjak egymast, ami pozitiv egészek esetén csak egyenldséggel lehetséges, marpe-
dig r és r* egyarant pozitiv egész, igy r = r*.

0

8.13. Definicio
Ha f az [F;m egy primitiv elemének FF, f6l6tti minimal-polinomja, akkor f primitiv polinom [,
folott.
A

8.14. Tétel
Az F,[x]-beli m-edfoku f fopolinom rendje pontosan akkor g™ — 1, haq = 2 és f = x, vagy f
primitiv polinom F, folott.
A

Bizonyitas:

Haq =2¢és f = x,akkor o(f) = 1ésm = 1, vagyis ¢ — 1 = 1, mig m-edfoku primitiv poli-
nom egyben m-edfoku irreducibilis polinom is, igy a rendje megegyezik barmely gy6kének rendjével,
amely a definici6 alapjan g™ — 1, hiszen a gyok a test primitiv eleme.
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Nézziik a forditott irdnyt. Legyen f = x* g, ahol k € N és §(0) # 0. Amennyiben k = m, akkor
o(f) =0(g) =1,¢és1 = q™ — 1 akkor és csak akkor igaz, ha g™ = 2, azaz pontosan akkor, ha g = 2
ésm = 1, vagyis amikor f a kételemi test folotti polinom és f = x. Hasonloan kapjuk, hogy m > k €
N* esetén o(f) = 0(g) < q™ % — 1 < g™ — 1, ezért a tovabbiakban legyen m > k = 0. Ha f = f; f>,
ahol f; fokam > my, f, foka m > m,, és a két polinom relativ prim, akkor

o(f) = [o(f1), o(f)] < o(f)o(f2) = (g™ — 1)(q™ — 1) < (¢" — 1)g™?

:qm1+m2_qm2:qm_qmzsqm_2<qm—1,

mig ha f egy g irreducibilis, a nullaban nem 0 polinom r-edik hatvanya, ahol 1 < r € N, és p a test
karakterisztikaja, akkor plo(f) < q™ — 1, &m p nem osztéja q™ — 1-nek, igy f rendje ismét kisebb,
mint g™ — 1. Végiil, ha f irreducibilis, de nem primitiv, akkor a rendje a gy6kének a q"-elemi testbeli
rendjével azonos, ami ismét kisebb, mint g™ — 1, hiszen ez a gyok nem primitiv elem.

U
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9. Elem nyoma; linearizalt és affin polinomok

9.1. Definicio

Legyen £ a g-elemii K test m-edfoki bovitése, és a € L. Ekkor Y1 a? az a X feletti nyoma,

amit Try, k(@) vagy Sy k(@) jelol. Ha K primtest, akkor egyszertien Tr;, (a)-t vagy S, (@)-t irunk, ez a

abszolut nyoma. Ha nyilvanvald, hogy mely testekrél van szo, akkor az elem nyomat réviden Tr(a)-
val vagy S(a)-val jeloljik.

A

S anémet Spur, mig Tr az angol trace sz6 alapjan jel6li a testbeli elem nyomat. Mi a tovabbiakban
ardvidebb S jelolést alkalmazzuk.

9.2. Tétel
Legyen £ a g-elemii K test m-edfoka bovitése, a €s faz L, ¢ a K tetszdleges eleme. Ekkor

S(a + B) = S(a) +S(B);
S(ca) = cS(a);
S(c) = mc;
S(a?) = S(a);
5. S az L-nek mint K feletti lineéris térnek K -ra mint a K test feletti vektortérre vald linearis
leképezése.

rowobdPE

A

Bizonyitas: .

A o;: L - L leképezés, ahol 0;(a) = a9, barmely nemnegativ egész i-re az £ test automorf-
izmusa, amely a ¥ test elemein az identikus leképezes, ezért igaz az 1., 2. és 3. allitas. a?™ = q, innen
Yo l(ah)d = Y™, a? = ¥t a?, ami igazolja 4.-et.

Az els6 két allitas biztositja, hogy a nyom az L vektortérnek L vektortérbe valo linearis leképe-

m . i\4 i i .
zése. Ismét a? = a-ra hivatkozva (S(a))q = ( motad ) =Yy a? =YY" 1a? = S(a) mutatja,
hogy ez a leképezés valdjaban K-ba torténik. Azt kell még bizonyitani, hogy ez a leképezés egyben
sziirjektiv is. Ehhez elegend6 azt belatni, hogy van olyan L-beli @ elem, amelynek nem 0 a nyoma, ebb6l
mar kdvetkezik a sziirjektivitas.

Valéban, 0 nyoma 0. Most tegyiik fel, hogy létezik olyan a elem L-ben, amelynek nem nulla a
nyoma. Legyen S(a) = a € K*, és b a K™ tetsz6leges eleme. Mivel K* csoport a szorzassal, igy biztosan
van olyan K*-beli ¢ elem, amellyel fennall a ca = b egyenl6ség, és igy S(ca) = c¢S(a) = ca = b, azaz
b is egy L-beli elem nyoma, b is benne van a leképezés képterében. Lassuk tehat be ilyen a létezését.
Legyen B € L, és S(B) = 0. Ekkor 0 = Y7, 9", tehat B gyoke a g™ 1-edfoka f = Y51 x? poli-
nomnak. Ennek a polinomnak legfeljebb g™~ kiilonbdz8 gydke van, ugyanakkor L elemeinek szama
q™, ésmivel q > 1, ezért g™ > q™ 1, van olyan L-beli elem, amely nem gydke az f polinomnak, tehat
amelynek a nyoma nem a test nulleleme.

|

9.3. Tétel

Legyen az £ véges test a K test bovitése, a € L tetszéleges rogzitett elem, és T, az L elemein
értelmezett olyan szabaly, hogy az L barmely f elemére T, (8) = S(af). EKkor « = 0 esetén T, = 0,
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egyébként T, az L-nek mint X test feletti vektortérnek a K vektortérre vald linearis leképezése. Kiilon-
b6z6 L-beli a-hoz az L kiilonbozd, K -ba valo linearis leképezése tartozik, és az L vektortér barmely, a
XK vektortérbe valo T linearis leképezéséhez van olyan L-beli a, hogy T = T,.

A

Bizonyitas:

af az L eleme, a nyom az L minden elemére értelmezett, egyértelmd, és értéke K-beli, tehat T,
valoban L-nek K-ba valo leképezése. Ha a = 0, akkor aff = 0, és T,(B) = S(aB) =S(0) =0az L
minden elemére, tehat T, = 0. Ellenkezd esetben, ha § végigfut L elemein, akkor af is felveszi L min-
den elemét, ezért a leképezés K-ra torténik. A nyom linedris leképezés, igy K-beli b, ¢ és L-beli 8, y
elemekkel T, (b + cy) = S(a(bﬁ + cy)) = bS(ap) + cS(ay) = bT,(B) + cT,(y), tehat T, egy
L — XK linearis sziirjektiv leképezés.

Haaésbak, aésf az L eleme, akkor

(aT, + bTg)(y) = aT,(y) + bTp(¥) = S((aa)y) + S((BB)Y)
= S((aa + b.B)Y) = Taa+b[i’(y)-

Ha a # f3, akkor létezik @ — B-nak inverze, (@ — B)~1. Legyen § € L* olyan, hogy S(8) # 0, és legyen
ezzel a &-val y = (a—p)*8. Ekkor T,(y) — Tp(y) = Ta—p(¥) = S((a« — B)y) = S(6) # 0,
T (¥) # Tp(y), és igy T, és Tp kiilonbozo leképezések. Végiil nézzik az utolso allitist. Legyen K

elemeinek szama g, a bovités foka m, ekkor £-nek van m elemii bazisa K f616tt. Egy linearis transzfor-
macidt egyértelmilen meghataroz, ha megadjuk egy bazis elemeinek a képét. Barmely baziselemnek
egymastol fliggetlentil g kiilonboz6 képe lehet, tehat 6sszesen g™ kiilonb6z6 linearis L — K leképezés
definialhat6. De éppen ennyi a T, -k szama is, tehat ez a rész is igaz.

0

A fenti tételbdl kovetkezik, hogy L-nek K -ba valé barmely nem nulla homomorfizmusa epimorf-
izmus.

9.4. Tétel
Ha M véges test, M|L|X, és a € M, akkor Sy (@) = Sy (Swio(@))-

Bizonyitas:
Sui (@) € L, igy létezik Sy ¢ (leL(a)). Ha [£: K] = m és [M: L] = n, agy [M: K] = mn, és

m—1 - m-1n-—1 mn—1
myj mj+i k
SL|K SM|L(05) z z @ = afl = Z afl :SM|K(a):
i=0 \ j=0 i=0 j=0 k=0

ahol g a K elemeinek szama, ugyanis mialatt i 0-t6l m — 1-ig és j 0-t0l n — 1-ig megy, k = mj + i
pontosan egyszer felveszi a 0 < t < mn intervallum minden egész elemét.
|

9.5. Tétel

Ha £, a X véges test n,-edfoku, és L, egy n,-edfoku bovitése, n, és n, relativ primek, és M a
K Lq-et és L,-t tartalmazd n = n,n,-edfoku bovitése, tovabba a; az L, és a, az L, test eleme, akkor
SM|K(“1“2) = SL1|K(a1)SL2|K(a2)-
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A
Bizonyitas:
Mivel n, és n, relativ prim, ezért tetszéleges 0 < k < nyn, egészhez van egy és csak egy olyan
. L, . , , L i ko
(i1,i;) € N? szampar, amellyel iy < ny, i; <ny, iy = k (ny) és iy =k (ny). Ekkor af = af és
gz _ gk . qit _qiz gk gk q )
a, =a, ,tehata; a, =a; a, = (a;a)? . Ezt felhasznalva
ny—-1 ny—1 ny-1ny-1
_ q" az | _ qt _q'
Stk (@1)Sp, k(@) = Z a; Z a, = a; @
i1:0 i2:0 i1:0 i2:0
nin,—1
k
= z (a1a2)7 = SM|K(‘11‘12)-
k=0
U

9.6. Kévetkezmény
Legyenaz i = 1 ési = 2 indexekre £; a K test n;-edfokt bévitése, n = [nq,n,], d = (nq,ny),
tovabba M, és M; a K n-edfokt és d-edfoku bévitése tigy, hogy M, | L; | M4|H, és végiil legyen a; €

L;. EKkor Sy k(a1 a2) = Spyk (SL1|Md (al)SL2|Md(a2))-

A
Bizonyitas:
Mivel d|n;|n, igy 1étezik a F-nak olyan M, és M bovitése, amellyel M, | L;|My4|K. L; az M,
ning
test %—edfokﬁ bovitése. % és % relativ primek, és M, az M z-nek % = % = % . %-edfokﬁ bovitése,

igy a 9.5. Tétel szerint Sy v, (@1@2) = Sy m, (@), m,(@2). A 9.4. Tételt alkalmazva pedig azt kap-

juk, hogy Sy, k (@1@2) = S,k (SMn|Md(a1a2)) = Smy|k (SL1|Md(a1)SL2|Md(a2))-
0

A tovabbiakban az el6bbi eredményeket részben altalanositjuk. El6szor a linearis algebra néhany
fogalmat tekintjiik at.

Legyen V egy K test feletti linearis tér, és W a V egy linearis altere. Ha u a V egy eleme, akkor
u+ W aW (uszerinti) eltoltja, és u + W a 'V egy affin altere. v € V akkor és csak akkor eleme u +
W-nek, hav—u € W, és ekkor u+ W = v + W, vagyis az eltolt barmely elemével reprezentalhato.
Ugyanazon linearis altér szerinti két eltolt vagy egybeesik, vagy diszjunkt, és nyilvan egyik eltolt sem
tires, igy az eltoltak a tér elemeinek egy osztalyozasat adjak. A V tetszéleges u és v, valamint a K
tetszbleges ¢ elemével (u+ W)+ v+ W)=+ v)+ W ésc(u+ W) = (cu) + W, igy a W sze-
rinti affin alterek egy linearis teret alkotnak. Ez a linearis tér a V linearis tér W altér szerinti faktortere,
amelyet V/W jelol. Ha V véges dimenzids tér, akkor dimgV = dimgW + dimg V/W. Amennyiben
@ a K test feletti V; linearis térnek a K test feletti V, linearis térbe vald miivelettart6 leképezése, és a
leképezés magja, vagyis a leképezés nulltere W, , tovabba a leképezés képe W,, akkor az el6bbi V; -nek,
az utobbi V,-nek altere, és W, =V, /W;.

Ha ¢:V; = V, linearis leképezés, és v V, tetsz6leges eleme, akkor az u = ¢ (u) + v szabaly a
V;-nek V,-be vald affin leképezése. Affin leképezések szorzata, azaz kompozicidja affin, ugyanis ha
WYy = @q + vy ésP, = @, + v, ahol @, és @, linearis leképezés, akkor

WPz o)) =9, (¢1(u)) = @a(p1(u) +vy) + v,
<P2(<P1(u)) + (@2(v1) + v2) = (@2 0 @) () + (2(vy) + vy),
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¢és az affin leképezések kompozicidja, mint barmely leképezések kompozicidja, asszociativ, igy egy
adott lineéris tér onmagaba vald affin leképezései a kompozicidval félcsoportot alkotnak. Az identikus
leképezés linearis, tehat affin, igy van mind bal, mind jobb oldali semleges elem, amely egybeesik, ha a
két tér azonos, és a kompozicioé jobbrdl disztributiv az 6sszeadasra nézve, mert

(W2 +¥3) o Py ) (W) = P, (Y1 (W) + 3 (4 (w))
= (2o Y)W + (P30 Py)(W) = (W2 0 Y1) + (P30 Y1) (W).

A bal oldali disztributivitas altaldban nem teljesiil, mert az affin leképezés nem Gsszegtartd, ugyanis
altalaban, felhasznalva, hogy a linearis leképezés Osszegtarto,

Yy +uy) =@y +uy) +v=e)+ey) +v#elu)+ ey +2v
= (p(uy) +v) + (p(uy) +v) = P(uy) + P(uy),

Ha a leképezés lineéris, akkor igaz a bal oldali disztributivités is, vagyis a linearis tér 6nmagaba valo
linearis leképezései a leképezések 0sszeadasaval mint Osszeadassal és a kompozicioval mint szorzassal
gytrit alkotnak, ez a linearis tér endomorfizmus-gyiiriije.

Affin leképezés skalarszorosa is affin, igy egy linearis tér 6nmagaba val6 affin leképezései a tér
Osszes leképezésének terében egy alteret alkotnak, mint ahogy linearis teret alkotnak a tér 6nmagaba
val6 linearis leképezései is. Ez azt jelenti, hogy a linearis tér onmagaba valo linearis leképezései, vagyis
endomorfizmusai algebrat alkotnak a teret meghatarozo test folott. Ha a tér n-dimenzids, akkor az
endomorfizmusok algebrajanak rangja n?.

Linedris altér linearis altere linearis altere az eredeti térnek, és hasonld igaz affin alterekre is,
tovabba ha két altér koziil az egyik része a masiknak, akkor az eldbbi egyben altere is az utdbbinak.

9.7. Definicio

L=Y", aixqi € F,m egy [F,m folétti g-polinom vagy F,m folotti linearizalt polinom. Ha L
egy Fgm folotti g-polinom, és u € Fym, akkor A = L —u F,m folotti affin g-polinom vagy g-affin
polinom, és L az A linearizalt része.

A

Az Fm fo16tti linearizalt illetve affin g-polinomok halmazat Q@™ [x]-szel és AW [x]-szel fog-
juk jeldlni, és ha nyilvanvalo, hogy mely test feletti polinomokrol van szd, akkor a testre valo utalast
elhagyjuk, tehat ekkor a megfeleld jelolések 2[x] és A[x].

A definiciobol rogton latszik, hogy a € Fom F, folotti nyoma az Fym folotti L = Ngtx9 g-
polinom « helyen vett helyettesitési értéke, vagyis ha L az el6bbi polinom, akkor S]qu|[Fq (a) = L(a).
Az is kozvetleniil leolvashato, hogy affin g-polinomok 6sszege affin g-polinom és g-polinomok dsszege
q-polinom. Az el6bbi megallapitasok azonban a szorzasra nem érvényesek, példaul az x és az x4
linearizalt — tehat affin g- — polinomok szorzata x9%1, és nincs olyan nemnegativ egész i, amellyel q +
1=q'(mertq>1,igyql=q<q+1<q+q=2q<q-q=q? ésha0<u<wv,ahol uésv
tetsz6leges valos szam, akkor g% < q7). Igaz azonban az alabbi allitas.

9.8. Tetel

AW [x] = (?I(qm) [x], +,o)-ben (Ql(qm) [x],o), ahol o a kompozicid, egységelemes, nem kom-
mutativ félcsoport, és o jobbrol disztributiv + fol5tt. 2@ [x] az AW [x] mindkét eldbbi miiveletére
zért részhalmaza, tovabba £ [x] = (ﬁ(qm) [x], +,o)-ben a kompozicié balrdl is disztributiv az Gssze-

adas folott, igy L£@™[x] a megadott két miivelettel egységelemes gytirii, amely nullosztomentes, €s
akkor és csak akkor kommutativ, ham = 1.
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fr fql minden | € N-re injektiv leképezés A9 ) [x]-en, amelyre £ [x] zart.
A
A halmazokhoz hasonlo6an, ha lehet, a strukturak jeldlésénél is elhagyjuk a test megjelolését.

Bizonyitas:

Egy test legalabb két elemet tartalmazo egységelemes, kommutativ, nullosztdmentes gytri, igy
(]th ;0) egységelemes félcsoport, amely jobbrdl disztributiv a polinomok dsszeadasara nézve, és ha f +#
0 # g, akkor f o g # 0 (lasd a 2.39. Tételt a 40. oldalon). Az egységelem az x polinom, és ez g-poli-
nom, hiszen x = x! = xqo, igy azt kell csak bizonyitani, hogy affin g-polinomok kompozicidja affin g-
polinom, g-polinomok kompozicidja g-polinom, a kompozicié még az affin g-polinomok korében is
akkor és csak akkor kommutativ, ha m = 1 és a polinom linearizalt, és végiil, hogy a linearizalt polino-
mok korében a kompozicié nullosztomentes és balrol is disztributiv az 6sszeadas folott.

Legyen f = Y7 ax® és g = 302 bx? Fom foldtti polinom. Ekkor

ng ng qt ng /Ny ngtng / g
; i i+ j k
fog= Z a; Z bjxq] = Z Z aibjg x1" = Z Z ajbg_j x? € g[x],
i=0 j=0 i=0 \j=0 k=0 \j=0
ny ny nf
Folg+ =) alg+m’ = agl+) aht' =fog+foh
i=0 i=0 i=0

tehat linearizalt polinomok kompozicioja linearizalt polinom, és balrol is teljesiil a disztributivitas.
Ha A; € Alx], A, € A[x], akkor A; = L; — uy, A, = L, — u, valamilyen £[x]-beli Lq, L, poli-
nomokkal és [Fm-beli u,, u, elemekkel, igy

ApoAy = (Ly —uy) °A(L2 —Up) =Lio(Ly —upy) —uy
= Ll OLZ - (Ll(uz) +u1) =1L —Uu,

ahol L = Ly o L, € L[x] és u € Fym, tehat A; o A, € Alx]. x% o (ax) = a®x? és (ax) o x? = ax?, és
ez a két polinom akkor és csak akkor egyenld, ha a = a?, vagyis ha a(e — a) = 0, tehat ha a = 0 vagy
a = e.Ham > 1, akkor a testnek biztosan van az elébbi két elemtdl kiilonbdzo eleme, igy a kompozicio
még a g-polinomok korében sem kommutativ, és u; o u, = uy, mig u, o u; = u,, tehat altalaban az
affin g-polinomok koérében még az F, folotti polinomokra sem teljesiil a felcserélhetéség. Azonban
m = 1 esetén a test minden elemének q’-kitevés hatvanya barmely nemnegativ egész j-re 5Snmaga, igy

k k

k k k
q] _ . = . = . L — . q]
j=0 j=0 j=0

j=0 j=0

tehat a kompozicio ebben az esetben, azaz az [F,; f616tti g-polinomokra kommutativ.
Legyen L = ¥ ga;x9', u € Fym és A = L — u. Ekkor

l

n q n n
l l l l i L i+l i+l
AT = (L —w)T =17 —u? = a;x? —v = al x4 —v = by x? —v,
i i i+l
i i=0

i=0 =0
l
ahol b;y; = af’ EFgmésv = ul' € FFgm, tehat 49" € A[x], és hau = 0, akkor v = ul' = 0, igy L[x]

zart a q*-kitevOs hatvanyozasra.
0
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eredményét szimbolikus szorzatnak is fogjuk mondani, éshah = g o f, ahol f és g linearizalt polinom
vagy mindkett6 affin g-polinom, akkor azt mondjuk, hogy f szimbolikusan osztja h-t, vagy masként,
hogy f szimbolikusan oszt6ja h-nak illetve f szimbolikus osztoja h-nak. Ha f szimbolikusan osztja
h-t, akkor g a h és f szimbolikus hanyadosa (h és f sorrendje ez esetben Iényeges).

Bizonyos esetekben a szimbolikus osztas visszavezethetd a polinomok kézonséges osztasara. Eh-
hez 1j fogalmat vezetiink be.

9.9. Definicio

Legyen F = Y-, aixqi egy F,m folotti g-polinom és f = Y7o a;x" € Fym[x]. EKKor F és f g-
asszocialtak, f az F konvencionalis asszocialtja, mig F az f linearizalt asszocialtja. A ¢™-clemti test
folotti g-asszocialtsagot ~gm jeloli.

A

A g-asszocialtsag altal Osszetartozo parokat altalaban az dbécé ugyanazon bettijével fogjuk je-
161ni, a konvencionalis g-asszocialtat kisbetiivel, mig a parjat a megfeleld nagybetiivel.

Az nyilvanvalo, hogy a g-asszocialtak egyik tagja egyértelmiien meghatarozza a masik tagot. Az
is konnyen lathato, hogy 0sszeg g-asszocialtja a g-asszocialtak 6sszege, viszont ez szorzasra altalaban
csak akkor igaz, ha a polinomok a g-elemt test folottiek, ugyanis az f és g polinom szorzataban a k-
adfoku tag egylitthatoja Z?:o ajby_;, mig F €s G szimbolikus szorzataban az ugyanezen indexhez tar-

tozo tag, tehat a q*-adfoku tag egyiitthatoja Z?:o ajbgi joazt pedig tudjuk, hogy b = b? akkor és csak

akkor igaz, ha b € IF,. Ekkor viszont az is igaz, hogy F o G~4fg = gf ~4G ° F, amit kordbban mar a
9.8. Tételben belattunk. Igazoltuk tehat az alabbi tételt.

9.10. Tetel
Az F & f megfeleltetés izomorfizmus £ [x] és F,[x] kozott.
A
Ennek a tételnek egyszerli kovetkezménye az aldbbi.
9.11. Kévetkezmény
L@ [x] euklideszi gytirt.
A

Bizonyitas:
Test folotti polinomgytirii euklideszi gytirii, de akkor a vele izomorf barmely gytirti is euklideszi
gytri.
U

Haf =Y, a;x? —u [F4m folétti affin g-polinom, és a,, # 0 (n = 0 esetén a,, — u # 0), akkor
azt mondjuk, hogy f affin foka n, és ezt ugy fogjuk jelolni, hogy afdeg(f) = n, illetve, ha f = 0 is
lehetséges, akkor hasznaljuk az af6(f) < n jelolést.

Nézziik most a g-elemil test f616tti g-polinomok szimbolikus osztasat. Ha F # 0 és H az el6bbi
test folotti g-polinom, és a g-asszocialtakkal h = gf + r, ahol §(r) < deg(f), akkor H=G o F + R
¢és af6§(R) = 6(r) < deg(f) = afdeg(f), igy F akkor és csak akkor szimbolikus osztdja H-nak, ha f
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mutativitasaval ez egyben azt is jelenti, hogy ha F szimbolikusan osztja H-t, és a szimbolikus hanyados
G, akkor G is szimbolikus osztdja H-nak.

Mint lattuk, linearizalt polinomok szorzata altalaban nem linearizalt, 4&m igaz az alabbi allitas.

9.12. Tetel

Ha F és H IF, folotti g-polinom, és a g-asszocialtjuk rendre f és h, akkor az alabbi allitdsok
ekvivalensek:

* flh
e F|H
o F|,H.

Bizonyitas:
f|h akkor és csak akkor, ha h = gf, ami pontosan akkor igaz, ha H = G o F, vagyis ha F| . H, igy
mar csak azt kell igazolni, hogy ebben az esetben, és csak ekkor, az F|H oszthatosag is igaz. Legyen
elészor H = G o F. Ekkor G linearizalt polinom, és H = Y%, g;F1 = F ¥, g;F1~1 = Ft, ahol t is
egy [, folotti (de altalaban nem linearizalt) polinom, igy F osztdja H-nak. Forditva, tegyiik fel, hogy
F|H,éslegyen h = gf + rolyan g ésr [F, f616tti polinomokkal, hogy §(r) < deg(f). EKkor H = G o
F + Résafé(r) = 6(r) < deg(f) = afdeg(f). De az el6bb lattuk, hogy F|G o F, a feltétel alapjan pe-
dig F|H, amibdl kovetkezik, hogy F|R, ami a fokszamok kovetkeztében csak ugy lehetséges, ha R = 0,
vagyishaH = G o F, azaz ha F|.H.
N

Test fol6tti polinomfiiggvény az adott testet onmagaba képez6 fiiggvény. Nem tilsagosan meg-
lep6 modon affin g-polinomok illetve linearizalt polinomok esetén ez a leképezés specialis alakot 6lt.

9.13. Tetel

Legyen A egy F,m folétti affin g-polinom. Ekkor az a — A(a) leképezés F m-nek egy dnmagaba
val¢ affin leképezése, amely linearis leképezés, ha A linearizalt polinom. Kélcsénosen egyértelmii meg-
feleltetés adhato az Fym f6lotti, legfeljebb m — 1 affinfokt g-affin polinomok és az [Fym-et 6nmagaba
képezd affin leképezések kozott, ahol a g-polinomok €s a linearis leképezések egymasnak felelnek meg.

A

Bizonyitas:
Az els6 allitasnal elegendd a linearis részre vonatkozo allitast bizonyitani, hiszen ha A = L — u,
akkor a € Fym-re A(a) = L(a) — u. Legyen u; és u, az F,m és ¢; valamint ¢, az F, eleme, tovabba

L=Y",a;x%. Ekkor

n n n

i=0 i=0 =0

A q™-elem test folotti két, legfeljebb g™ — 1-edfokt polinomhoz tartozé polinomfiiggvény ak-
kor és csak akkor azonos, ha a két polinom is azonos, hiszen egyenl0ség esetén a test valamennyi, tehat
q™ elemén azonos a két leképezés értéke, és g™ 1 < g™ — 1, igy kiilonbdzo, legfeljebb m — 1 af-
finfoku affin g-polinomhoz kiilonb6z6, a testet Gnmagaba képez6 affin leképezés tartozik, tehat az affin
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g-polinomot a megfeleld affin leképezéshez rendeld leképezés injektiv. A legfeljebb m — 1 affinfoku
affin g-polinomok linearizalt részében az egyiitthatok szama m, mindegyik egyiitthato a test barmely
eleme lehet, végiil a konstans tagot is tetszdlegesen valaszthatjuk a testbol, igy az ilyen polinomok szama
osszesen (qM™)Mg™ = qmM+D ¢s ezek koziil (™)™ = qm2 a linearizalt polinom. A testet onmagaba
képez6 affin leképezések egy m X m-es matrixszal és egy m-elemi vektorral adhatéak meg, és mind a
matrix, mind a vektor elemei egyarant a g-elemti test elemei, igy az affin leképezések szama qm2 qm =
g™m* 1) 3 linedris leképezések szama pedig qmz, hiszen ezek esetén az eltolast megadd vektor a
nullvektor. Lathatoan a polinomok és a leképezések szama megegyezik, igy az injektiv leképezés egy-
ben sziirjektiv, tehat bijektiv is.

U

Sziikségiink lesz egy specialis alakl matrix determinansanak ismeretére.

9.14. Tétel

Legyen n € Nt és A Fgm f6lotti n-edrendli kvadratikus matrix, aholazn>i €N, n>j €N
. J . - i .
indexekre (A);; = B az Fym B; elemeivel. Ekkor det(4) = B, [T7=¢ cE]FéH([)’iH —Yio0GB))s és
a determindns akkor és csak akkor 0, ha a f; elemek mint az [, test folétti Fgm linedris tér elemei

linearisan 0sszefiiggdek.
A

Bizonyitas:

Els6ként megmutatjuk, hogy egy (uy, ..., u,_1) vektorrendszer akkor és csak akkor linearisan
Osszefiiggd, ha van olyan n > k € N index, hogy u linearisan fiigg az (uy, ..., Uy_4) rendszert6l. Ha a
megadott vektorrendszer linearisan dsszefliggd, akkor van olyan, nem csupa 0-bol allo, F,-beli egyiitt-

hatorendszer, hogy Y14 c;u; = 0. Legyen k = max {c; # 0}. Ez a maximum létezik, mert a feltétel
n>ie

értelmében van olyan n > i € N index, hogy c¢; # 0. Ekkor 0 = Y c;u; = 35 cju;-bol uy, =
Z;‘;Ol(c,;lci)ui, ugyanis ¢, # 0, igy létezik az inverze.

Az elébbiekbdl kovetkezik a tételnek azon allitasa, hogy det(A) pontosan akkor 0, ha a matrixot
generalo f5; elemek rendszere linearisan 0sszefliggd, azzal a kiegészitd megjegyzéssel, hogy egyetlen
elembdl allé vektorrendszer akkor és csak akkor linearisan Gsszefliggd, ha a rendszer egyetlen eleme a
nullvektor.

Most nézziik a determinans értékére vonatkozo allitast. A bizonyitast indukcioval végezziik. Ha

n =1, akkor A = (B,), det(A) = By, ¢és Bo [1i=5 ce[pf;l(ﬂiﬂ — X¥_0¢iB;) = Bo, mert egy olyan
szorzat értéke, ahol a fels6 hatar eggyel kisebb az als6 hatarnal, e-vel egyenld, ahol e a test egységeleme,
vagyis ekkor teljesiil az egyenl8ség. Most tegyiik fel, hogy valamely n € N*-ra teljesiil a tételben leirt
egyenléség, és nézziik az n + 1-edrendii A™+D) matrixot. Legyen ennek bal felsé n-edrendii részmatrixa
A™, det(A™) = D™ ¢s det(A™D) = DD Tekintsiik az

n-1

Bo B = B B

n

U(x) =

ﬁ q L qTL—l q‘l'l
n-1 n-1 n-1 n-1
n-—1 n
x xq cee xq xq

matrixot, és legyen ennek deteminansa D (x). Az utolsé sor szerint kifejtve, a matrix determinansa D =
DMyxd" 4 ¥ 1, x%'. Ennek a polinomnak minden egyiitthatoja [F;m eleme, hiszen a métrix minden
eleme, az utolso6 sor elemeité] eltekintve, az elébbi testben van, és mind D™, mind az a; egyiitthatok a
matrix elemeibdl vett szorzatok Osszege, tehat szintén az adott test eleme, igy D egy Fym folotti q-
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polinom. Barmely n > i € N esetén D(f5;) = 0, hiszen D(f3;) annak a matrixnak a detrerminansa, ame-
lyet U(x)-b6l ugy kapunk, hogy az utolsod sorban x helyére f5;-t tesziink, de akkor olyan matrrixot ka-
punk, amelynek két sora azonos. Tekintsiik a f;-k altal kifeszitett linearis teret. Az elobbi tétel szerint
linearizalt polinomhoz tartozo polinomfiiggvény 6sszegtarto, igy ha f = Z}:& cjP; ennek a ternek egy
eleme, akkor D(B) = X715 ¢;D(B;) = 0. Ez azt jelenti, hogy a B;-k altal generalt lineéris tér minden
eleme gyoke a D polinomnak. Ha a f5;-k linearisan fiiggetlenek, akkor a tér n-dimenzios, és mivel az
egylitthatok a g-elemii test elemei, igy a tér elemeinek szama, vagyis a polinom gyokeinek szama g™,
ami megegyezik a polinom fokaval. Ezek szerint ha a f§;-k linearisan fiiggetlenek, akkor az elébbi tér
elemei, és csak ezek a polinom gydkei, és minden ilyen gyok egyszeres, igy a polinom gyoktényezds

felirasa D = D™ ]_[Celpg(x - 7:'& cjﬁj). De ez a feliras akkor is érvényes, ha a matrixot generalo ele-

mek linedrisan dsszefiiggéek. Ha ugyanis valamilyen ¢ € FFj egyiitthato-rendszerrel 2?2—01 ¢jBj = 0, ak-
kor valamennyi n > i € N-re 0 = 09' = (X7 cjﬁj)ql = Y120 ¢ ;’i, és ha ¢ # 0, azaz a f;-k lineari-
san Gsszefiiggbek, akkor mind U(x), mind A" sorai linearisan 6sszefiiggoek, tehat D = 0 = D™ de
akkorD=0=0" Hcelpg(x — Y15 ¢iB;) =DM ]'[celpg(x — X120 ¢iB;), vagyis minden esetben telje-
silaD =D™ Hce]Fg(x - Y75 ¢;B;) felirds. Innen viszont azt kapjuk, hogy det(A™*V)) = p(+1) =
D(B,) =DM Hcemg(ﬁn — Y15 ¢B;), mig az  indukciés  feltevés alapign D™ =
Bo IS ce[FE;fl(ﬁiﬂ — Yoo ¢iB;). tehat DY = B, [T} celFf;fl(ﬁiﬂ — Yio06iB;).

|

Egy linearis leképezés magja, vagyis nulltere linearis altere az értelmezési tartomanynak. Ha A
affin leképezés, akkor A = L — u egy L linearis leképezéssel és a képtér egy u elemével. Amennyiben
LxX; —u = AX; =0 = Ax, = LX, — u, akkor L(x, — X;) = 0, tehat az értelmezési tartomany azon
elemei, amelyek képe egy affin leképezésnél a képtér nulleleme, az értelmezési tartomany affin alterét
képezik.

Fym m-dimenzids linedris tér az [F, test folott, tovabba FF,m elemein az u — u? leképezés
automorfizmus, amely az identikus leképezés [F,-n, tehat az [F;m egydimenzids alterén.

9.15. Definicio
Legyen M az [Fgs mint az IF, test folotti linearis tér linearis altere. M egy (IF,s-beli) g-modulus,
haM?q = {ullu e M} € M.
A

9.16. Tetel

Legyen 0 # f € Fym[x], Fgs az f F,m folotti felbontasi testét tartalmazo test. f akkor és csak
akkor g-affin polinom, ha minden gyoke azonos multiplicitast, ez a tobbszorosség q egy nemnegativ
egész kitevls hatvanya, és a gyokok M halmaza FFgs-nek mint IF, fol6tti linearis térnek affin altere. f
pontosan akkor linearizalt, ha ez az altér linearis, és a linearizalt f fépolinom pontosan akkor eleme
FF,[x]-nek, ha M g-modulus.

A

Bizonyitas:

Affin leképezésnél azon elemek, amelyek képe a képtér nulleleme, affin alteret alkotnak, amely
linedris altér, ha a leképezés linedris. Ebbol kovetkezik, hogy g-affin polinomok gyokeinek halmaza
affin altér, amely lineéris, ha a polinom linearizalt. Legyen f = Y-, a;x? és g = f—uazF,megyu
elemével, és legyen n = k € N olyan, hogy k > i € N-re a; = 0, de a;, # 0. f # 0, igy van ilyen k.
Ekkor
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n—k n—-k q

n n
i k(m 1)+k qitk qkm=1) i k
i=0 i=k i=0 i=0
_ k(m-1) j _ i, , k k k
ahol h = Y= al,, xT =Y khxT ésbhy#0,ésg=f—-u=h? —ul =t at=h—v,
k(m-1)
v=ul"" "€ Fgm jeldléssel. by # 0-bol t' = h' = by # 0, igy a derivalt polinomnak nincs gyoke,

tehat kozos gyoke sem lehet az eredeti polinommal, amibdl kovetkezik, hogy mind h, mind t minden
gyoke egyszeres, vagyis q°-szoros, és f valamint g minden gyoke q*-szoros.
Most legyen C az Fgs mint [F, folotti linedris tér affin altere. Ekkor C = ¢ + B, ahol ¢ € Fs és

B az Fgs linedris altere. f = ([[yec(x — v))ql = (HbEB((x —c)— b))ql = ([Ipep(y — b))ql = ng
olyan s folotti polinom, amelynek minden gydke q'-szeres, és amely g-affin, ha g linearizalt. Az
rogton latszik, hogy f = g pontosan akkor teljesiil, ha ¢ = 0, azaz ha C = B, tehat ha C linearis altér.
Legyen B r-dimenziés, és b, .., by_y a B bizisa. Ekkor g = [Taegr (¥ — Xizd a;b;) = D@D, ahol
D™ ¢s D a9.14. Tétel bizonyitasdban lathaté determinans és polinom, és D g-polinom.
q™-elemti testen nemnegativ egész I-lel a g'-kitevds hatvanyozas injektiv, tehat sziirjektiv is, igy,
ha M g-modulus, akkor M9 = M. FF, f6l6tti polinom g-adik hatvinya is gydke a polinomnak, tehat a
gyokok halmaza g-modulus. Ha egy fépolinom minden gydkének g-adik hatvanya is gydke a polinom-
nak, akkor f71 = ([Tuem(x — w))? = [Nuem(x? — u?) = [lyem(x? —u) = f o x9, és ez azt jelenti,
hogy f € FFg[x].
0

Legyen A = L — u Fm fol5tti g-affin polinom, és keressiik az A(x) = v egyenlet Fs-beli meg-
olddsait, ahol [F ;s az Fym egy bovitése és v az F;m eleme. A feladat ekvivalens egy B = L — w g-affin
polinom adott testbeli gyokeinek keresésével. Legyen by, ..., bs_; az Fys egy F, folotti bazisa. Az Fys
a eleme akkor és csak akkor gyoke a B polinomnak, ha

wlb = ijb—W—L(a)—L(z1 b>=§aiz(bi)

i=0 i=0
s-1 s-1 s=1 [s-1
= a; b = Z Z al-Bl-,j bj = (aTB)b,
i=0 j=0 Jj=0 \j=0

ahol B; ; az L(b;) j-edik komponense a by, ..., bs_; bazisban val6 felirasaban. De b elemei linedrisan
fiiggetlenek, igy wb = (a”B)b akkor és csak akkor teljesiil, ha w’ = aTB, és ez egy linearis egyen-
letrendszer, amely homogén, ha w = 0, igy g-affin illetve linearizalt polinomok gyokeinek meghataro-
zasat visszavezettiik a sokkal egyszeriibb linearis egyenletrendszer megoldasara.

Az elébbi modszer kevés tobbletmunkaval [F,m folotti tetszbleges f # 0 polinom Fs-beli gyo-
keinek meghatarozasara is alkalmazhato. Ehhez nem kell mast tenniink, mint keresni egy Fym fol6tti
olyan A affin g-polinomot, amely oszthat6 f-fel. Ekkor ugyanis f minden gyoke gyoke A-nak, igy meg-
hatarozva A gyokeit, behelyettesitéssel megallapithatjuk, hogy ezek koziil melyek gyodkei f-nek. A kér-
dés csupan az, hogy mindig talalunk-e alkalmas g-affin polinomot. A valasz pozitiv. Legyen f n-edfoku,
és tekintsiik n > i € N-reaz r; = x mod f polinomokat. Ezen polinomok mindegyike legfeljebb n —
1-edfoku, igy r=NraT jxj . Keressiink olyan cy, ..., ¢,_1 FF4-beli nem csupa 0 egyiitthatokat, ame-
Iyekkel " ciry = u konstans polinom, vagyis amellyel minden n > j € N*-ra teljesiil, hogy

s ¢iryj = 0. Ez egy n — 1 egyenletbdl allo, n-ismeretlenes homogén linedris egyenletrendszer, igy
biztosan van nem trivialis megoldasa. Ekkor
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n-1 - n—1
i
= Z x%" mod f) Z cix? mod f,
i=0 i=0 i=0

ami azt jelenti, hogy az A = Y7 ¢;x9" — u g-affin polinom oszthat6 f-fel. Feltehetjiik, hogy A fépo-
linom, mert g-affin polinom konstansszorosa is affin g-polinom. Egy ilyen, f-fel oszthat6 A affin g-
polinom az f affin tobbszorose, ¢s ha a homogén linearis egyenletrendszeriinknek tobb linearisan fiig-
getlen megoldasa van, akkor a legalacsonyabb fokszamu A polinom az f legkisebb affin tobbszorose.

A masod-, harmad- és negyedfoku egyenletekre 1étez6 megoldoképletek illetve altalanos megol-
dasi mddszerek barmely test felett alkalmazhatoak, kivéve a 2- és harmad- és negyedfoku egyenletek
esetén még a 3-karakterisztikaju testeket. Az elobb ismertetett modon azonban véges test esetén ezek a
problémak is altalanos eszkozokkel kezelhet6ek.

Haadottegy A = L — u € A" [x] polinom, akkor természetes kérdés, vajon hol helyezkednek
el a polinom gydkei. Legyen B = M — v is Fym folotti affin g-polinom. A akkor és csak akkor osztoja
B-nek, ha minden gydke egyben B-nek is gyoke. De g-affin polinom gydkei a gyokot tartalmazo test
mint linearis tér affin alterét alkotjak, és affin altér részhalmaza, amely maga is affin altér, affin altere
az 6t tartalmazo altérnek. Affin g-polinom gyokeinek kiilonbsége gyoke a polinom linearizalt részének,
és a sziikebb altérbeli kiillonbségek egyben a bovebb altérben is az adott vektorok kiilonbségei, igy, ha
A osztdja B-nek, akkor L is osztdja M-nek. Ez visszafelé altalanosan nem igaz, igaz viszont abban az
esetben, amikor van a testnek olyan r eleme, amellyel u = L(r) és v = M(r), hiszen ekkor A = L —
u=L—L(r)=Lo(x—7)=Loy,ésugyanigy, B =M oy. Marmost A akkor és csak akkor osztoja
x9™ — x-nek, ha minden gyoke benne van Fym-ben. Az alabbi tételbdl kdvetkezik, hogy ez ekvivalens
azzal, hogy van F,m-nek olyan r eleme, amellyel u = L(r), mig, ha ilyen elem nincs, akkor A-nak nincs
gyoke a q™-elemi testben.

9.17. Tetel

Legyen L egy [F,m folétti linearizalt f&polinom, amely osztéja az x9™ — x polinomnak. Ekkor
van olyan, egyértelmlien meghatérozott, Fym f6l6tti L, g-polinom, amely szintén fépolinom és osztoja
X" — x-nek, és az alabbi allitasok ekvivalensek:

1
2. LoL, =x9" —x;

3. A = L — u-nak akkor és csak akkor van gydke FF,m-ben, ha Ly(uw) =0;
4. A; = L, — u-nak pontosan akkor van gydke F,m-ben, ha L(u) = 0.

Bizonyitas:

Ha L|x‘1m — x, akkor minden gydke [F,m-ben van és egyszeres, és L € @™ [x] kovetkeztében a
kiilonboz6é gyokok osszessége Fym-nek mint linedris térnek linedris alterét alkotjak. Legyen 7 az altér
dimenzi(')ja és legyen ennek az altérnek mint F, folotti lineéris térnek egy bézisa by, ..., by_1. Bazis

rrrrr

nak F,m-nek olyan b, ...,bm_1 elemei, hogy by, ..., by_1, by, ..., by a teljes térnek, vagyis IF m-nek
egy ]Fq folétti bazisa. A by, ..., b,-_1, valamint a b,, ..., b,,,_; elemek altal kifeszitett térnek egyetlen
kozos eleme a 0, és egyiitt a teljes teret generaljak, igy a tér barmely w eleme egy és csak egyféleképpen
irhaté u + v alakban, ahol u a by, ..., b,_; altal generalt U altérnek (vagyis az L gyokterének) eleme,
mig v € V, ahol V a tovabbi bazisvektorok generatuma. Ekkor
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x4 —x = 1_[ (x—w)=1_[1_[(x—(v+u))

WE]qu veEV ueu
_ H(H((x—v)—u)) =[[eoe-v) =] [(tox-1w)
veEV \ueUu VeV vEV

Mivel L a test 5Snmagéba val6 linedris leképezése, tovabba V-beli 0 # v-re L(v) # 0, tehat L a V kiilon-
b6z06 elemeit a test kiilonboz6 elemeibe viszi, ezért V' = {E (v)|17 € V} is Fgm m — r-dimenzios linearis

altere, igy [[,ep (x - Z(v)) = L, egy Fym folétti, az x9™ — x-et 0sztd linearizalt fépolinom, és

LloL:(H(x—i(v))>oL=n(L—Z(v))=xqm—x.

vev VeV

L, egyértelmii, mert nem nulla polinomok kompozicidja nem lehet a nullpolinom, és L; minden gyoke
az Fym eleme, igy a polinom osztdja x7™ — x-nek. Most nézziik a négy allitast.

(LoL)oL=Lo(LyoL)=Lo(x?" —x)=Lox? —L=11" —L=(x9"—x)olL,és eb-
bol, ismét a%ért, mert nem nulla polinomok kompozici6ja nem lehet a nullpolinom, L o L; = x4 — x.

0 = A(v) = L(v) — u akkor és csak akkor, ha L(v) = u, és L(v) = u pontosan akkor teljesiil,
ha L;(uw) = fl(i(v)) =Lio(Lov)=(LyoL)ov=(x1"—x)ov=2v1" —v. v9" —v =0 Vi-
szont az [F;m és csak az Fym elemeire teljesiil, igy akkor és csak akkor van A-nak gydke F,m-ben, ha
L;(u) = 0, és ekkor A minden gyoke benne van ebben a testben, vagyis egymast kizaré médon A-nak
vagy minden gyoke [F,m-beli, vagy nincs gyoke ebben a testben.

A negyedik allitds abbol kovetkezik, hogy L o L = L o L4, és mindkét polinom az x1™ — x-et
0szt6 fépolinom.

0

Abban a specidlis esetben, amikor L € Fy[x], és | az L, |, az L, g-asszocialtja, akkor konnyen

meg tudjuk hatdrozni L ismeretében L,-et, hiszen ekkor [;1 az x4 — x g-asszocialtja, ami x™ — e,
vagyis ekkor l; az x™ — e és | hanyadosa (ami létezik a 9.12. Tétel szerint), és L, ennek a hanyados-
polinomnak a linearizalt g-asszocialtja.
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10.Rekurziv sorozatok

10.1. Definicio

A nem iires S halmaz folotti s sorozat periodikus t-t6l a p periédussal, ha p € N*, t € N és
V(i € N):Stiivp = St4i- kp @ p-hez tartozé kiiszobindex, ha s k,-t6l p szerint periodikus és vagy
k, = 0 vagy Skp-14p F Sk,—15 8Z el6bbi esetben a sorozat tisztan periodikus a p periédussal. Az s

sorozat periodikus, ha van legalabb egy periddusa. A periodikus s sorozat minimalis periédusa p, ha
periodusa a sorozatnak, és a sorozat barmely p' periddusarap < p'.

Egy sorozat k-tol s-sorozat, ha a k € N indext6l kezdve valamennyi tagja s, és k-tol konstans
sorozat, ha valamilyen s-re k-tol s-sorozat; ha az el6bbi k minimalis a mondott tulajdonsagra, akkor k
a kiiszob, vagyis s a k kiiszobt6l s-sorozat illetve a k kiiszobtdl konstans sorozat. Amennyiben k = 0,
akkor egyszertien s-sorozatot illetve konstans sorozatot mondunk. Abban az esetben, ha S-ben van
nullelem, és az s-sorozatban s a nullaval azonos, akkor hasznaljuk a nullsorozat elnevezést is.

A

A definiciobol latszik, hogy minden konstans sorozat periodikus, és minimalis periddusa 1.

10.2. Tetel

k-tol a p periodussal periodikus sorozat minden [ € N*-ra Ip szerint periodikus k-tol. Ha egy
sorozat a k; kiiszobtél a p; és a k, kiisz6bt6l a p, periodussal periodikus, akkor k; =k = k,, és a

sorozat a k kiiszobt6l periodikus a d = (pq, p,) periodussal.
A

Bizonyitas:

[ = 1-re Ilp = p, és p periodusa a sorozatnak. Ha pedig egy pozitiv egész [-lel Ip periodus, akkor
Sk+i+(1+1)p = Sk+itlp+p = Sk+it+p+ip = Sk+i+lp = Sk+i» 18y (I + 1)p is periddus.

Legyen k, > kq, ekkor van olyan g € N*, hogy k; + gp; = k,. Most a sorozat k; + gp,-tél
periodikus py-vel, €s Sk, yitp, = Sky+i+po+aps = Sky+qpy+itp, = Sky+qpy+i = Sky+i+qp; = Sky+ir tehat
a sorozat k,-t6l periodikus a p, periddussal, igy k; = k,, ennélfogva k; = k.

(p1,p2) = d = uypy + uypy, ahol uy és u, egész szam. Mivel a két periodus pozitiv, ezért a
legnagyobb kozos osztojuk is pozitiv, és ekkor a két egyiitthatd legalabb egyike, mondjuk u; pozotiv
egész. EbbOl Sy yi = Skyivu,p, = Sk+ituypi+up, = Sk+i+d» Vagyis d is periddusa a sorozatnak.

0

10.3. Tétel

Periodikus sorozatnak 1étezik egyértelmiien meghatarozott minimalis periddusa és minden perio-
duséhoz egyértelm kiiszobindexe. p’ € NT akkor és csak akkor periddusa a sorozatnak, ha p|p’, ahol
p a minimalis periddus, és ekkor a p-hez és p’-hoz tartozo k illetve k' kiiszobindex megegyezik.

A

Bizonyitas:

Periodikus sorozatnak van periodusa €s ez pozitiv egész szam, vagyis ekkor a periddusok halmaza
N* nem iires részhalmaza. Ebben a halmazban van legkisebb elem, ami — ha létezik — egyértelmii, ez
igazolja, hogy periodikus sorozatnak van egyértelmiien meghatarozott minimalis periodusa.

Most legyen p a minimalis periddus. Van olyan nemnegativ egész t, hogy minden i € N-re
Strivp = St+i- Legyen K = {j € N|V(i € N):sjy14p = sj41}. @ # K S N, hiszen ¢ € K, igy 1étezik K-
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ban legkisebb elem, mondjuk k. Ekkor minden nemnegativ egész i-r€ Sy, = Sk, tehat k-tol perio-
dikus a sorozat a p periddussal. Ha k nem nulla, akkor sy _; ., # sx_;, mert ellenkez6 esetben még k —
1 is eleme lenne K-nak, igy k minden esetben kiiszobindex. Ez a kiiszobindex egyértelmii, mert ha k'
kiiszobindex, akkor k' € K, tehat k < k', és k < k' nem lehet, mert k < k' esetén mar k' — 1-t6l is
periodikus a sorozat a p periodussal.
Az el6z0 tétel szerint p minden pozitiv egész tobbszordse is periddusa a sorozatnak. Masrészt, ha
p' is periodusa ugyanezen sorozatnak, akkor d = (p,p’) is periodus. p > 0-bdl és d|p-bdl d < p,
ugyanakkor d < p, hiszen p a minimalis periddus, igy p = d|p’. Szintén az el6z6 tételbdl az is kovet-
kezik, hogy a p’-hoz tartozo kiiszobindex azonos a p periddus kiiszobinedexével.
U

10.4. Kévetkezmény
Ha s periodikus k-t6l a p periodussal, és i = j (p), ahol i € N és j € N, akkor sy,; = Sy .
A

Bizonyitas:
Az altalanossag csorbitasa nélkiil tekinthetjiik ugy, hogy i < j. Ha i = j (p), akkor alkalmas g
nemnegativ egész i-vel j = i + qp, és ekkor Sy j = Skyitgp = Sk+i-
0

Az el6zoek szerint periodikus sorozat kiiszobindexe minden periddus esetén azonos, igy egy pe-
riodikus sorozat a periodustol fliggetlentil tisztan periodikus vagy nem tisztan periodikus. Ennek a tény-
nek felel meg az alabbi definicio.

10.5. Definicio

Egy periodikus sorozatnak a periodustol fiiggetlen kiiszobindexe a sorozat kiiszobindexe. Egy
periodikus sorozat tisztan periodikus, ha a kiiszobindexe 0.
A

10.6. Definicio

A nem tires S halmaz feletti s sorozat m-edrendii rekurziv sorozat, ha m € N, és l1étezik olyan
@:S™ — S, hogy minden i € N-re s;,;, = ©(Si, ..., Sizm—1). @ a rekurziés osszefiiggés, rekurzios
kapcsolat vagy rekurzios szabaly, és m a rekurzié rendje. Egy sorozat rekurziv, ha legalabb egy m-
re m-edrendii rekurziv sorozat; a rekurzio minimalis rendje m, ha a sorozat m-edrendii rekurziv soro-
zat, de m-nél kisebb nemnegativ egész m’-re nem m/'-rendi rekurziv sorozat.

s = (s;, ..., Si+m—1) az m-edrendii rekurziv sorozat i-edik allapota, és s(©) a kezdé allapot.

A

10.7. Tetel

Rekurziv sorozat minimalis rekurziés rendje 1étezik és egyértelmii, és ha ez m, akkor s minden
m < m' € N-re m'-rendii rekurziv.
A

Bizonyitas:

Ha a sorozat rekurziv, akkor a rekurziés rendek halmaza a nemnegativ egész szamok halmazanak
nem tres részhalmaza, igy tartalmaz egyértelmiien meghatarozott legkisebb elemet, és ez maga is re-
kurzids rendje a sorozatnak. Legyen m az eldbbiek szerint 1étezd minimalis rekurzids rend, ¢ a hozza

.7 .. . r r . r r r !
tartozd rekurzids Osszefliggés, m’' az m-nél nem kisebb nemnegativ egész, és ¢':S™ — S, ahol
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!
@' (Ugy oo s U g1 U —s s U 1) = @ (Up? _gps vy U/ —1), DA (Ug, oo, Upr—4) € S™ . Most bar-
mely i € Nesetén s; .. = @(S;sm’'—ms - Sizm/=1) = @' (Sis wvr Sitm’ —m—1 Si+m’ —m» ~» Si+m’'—1), i-
szen m' > m kovetkeztében m' —m > 0, vagyis a sorozat m' renddel is rekurziv.
U

10.8. Tetel

Rekurziv sorozat k-adik allapota, ahol k nemnegativ egész szam, egyértelmiien meghatarozza a
sorozatot a k indextdl kezdve.
A

Bizonyitas:

Ha s m-edrendii rekurziv sorozat a ¢ rekurzidval, és adott s = (s, ..., Skem—1), @ k-adik alla-
pot, akkor ismert a sorozat s;-val kezd6dé m egymas utani eleme. Legyen t € N, és tegyiik fel, hogy
mar ismertek a sorozat elemei Sy-t0l Sk ¢ym—1-19. EKKOr Skitom = @(Sksts or Skrt+m—1), VaQYis is-
mert a sorozat k + t + m -indext eleme is, igy az indukcié mutatja, hogy a sorozat valamennyi eleme
ismert a k indextdl kezdve.

A
10.9. Kévetkezmény
Rekurziv sorozat kezd6 allapota egyértelmiien meghatarozza a sorozatot.
A
Bizonyitas:
Az elébbi tételbdl kapjuk k = 0-val.
0

10.10. Tétel

Ha i nemnegativ egész, j az i-nél nagyobb egész, és az m-edrendli rekurziv sorozat i-edik és j-
edik allapota megegyezik, akkor a sorozat i-tdl periodikus a j — i periodussal.
A

Bizonyitas:

Amennyiben (s;, ..., Sizm_1) = s® = s0) = (sj, ...,sj+m_1), akkor a jelolt allapotokat kovetd
elemekre s;y;m = @(Si, o) Sigm—1) = go(sj, ...,sj+m_1) = Sj4+m., tehat a megadott allapotokra kdvet-
kezé allapotokra s = (si41, ., Siym) = (841, ) Sjam) = sUTD, és ha valamilyen nemnegativ
egész t-re st = U+ akkor hasonloan kapjuk, hogy s(*t*1) = sU+t+D oy minden nemnegativ
€gesz I-1€ Sty (j—i) = Sj+1 = Si+l» vagyis a sorozat i-t6l periodikus a j — i periddussal.

A

10.11. Tétel

Ha az S feletti s sorozat t-t6l periodikus a p periodussal, akkor s t + p-edrendii rekurziv sorozat.
Forditva, ha S elemeinek szama g, és s rekurziv sorozat az m minimalis renddel, akkor a sorozat perio-
dikus, ésp < p + k < q™, ahol p a minimalis periddus és k a kiiszobindex.

A
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Bizonyitas:

Elészor legyen ¢: S™P — S olyan, hogy ¢ (wq, ..., We, ..., Weip—1) = Wy az S elemeibél all6 bar-
mely rendezett ¢t + p -esre. Ez St*P-nek S-be valo leképezése, hiszen St*P minden eleméhez S egy és
csak egy elemet rendeli. Most Si4¢4p = Sttitp = St4i = Sitt = <p(si, s Sigt ...,si+t+p_1) tetszlleges
nemnegativ egész i-re, ami azt jelenti, hogy a sorozat t + p renddel rekurziv.

Masodszor legyen a sorozat m-edrendii rekurziv sorozat. Ha S elemeinek szama q, akkor a lehet-
séges allapotok szama nem lehet nagyobb q"-nél, ezért van olyan 0 < i < j < q" nemnegativ egész,
amellyel s® = sU)_ Ekkor a 10.10. Tétel szerint a j — i = p’ jeloléssel a sorozat i-t3] biztosan periodi-
kus a p periddussal, tehat k +p <i+p' =i+ j—i=j < q™. Ez minden rekurzids rendre, tehat a
minimalis rendre is igaz. Végiil a kiiszobindex nemnegativ, igy nyilvan p < k + p.

U

10.12. Definicio

Legyen b € N és d € N*. A t = s() sorozat az s sorozat b-eltoltja, ha t; = s;,, minden i in-
dexre, ésu=sazs d-decimaltja, ha valamennyi nemnegativ egész i-re u; = sy;.
A

10.13. Tétel

Legyen k és b nemnegativ és p pozitiv egész. Ha s a k kiiszobt6l periodikus a p periodussal,
akkor s® periodikus a k' = max{0, k — b} kiiszobtél a p periodussal. Forditva, ha s®) a k kiiszobt6l
periodikus a p periddussal, akkor s periodikus k + b-t6l a p periodussal, és ha k > 0, akkor k + b az s
sorozat kiiszobindexe.

A

Bizonyitas:
k' = max{0,k — b} >k —b, igy k' + b >k, és s k-td] periodikus, igy minden nemnegativ
o b b , .
egeész i-vel s,((,zriw = S/ titp+b = S(k'+b)+itp = S(k'+b)+i = Sk'+i+b = slg,ll., tehat s periodikus
k'-t6l a p periodussal. Ha k' = 0, akkor k' nyilvan kiiszobindex, mig ha k" = k — b, és az eltolt sorozat
kiiszobindexe, k®, kisebb, mint k', akkor s periodikus k> + b < k' + b =k —b + b = k-t6l, ami
nem lehetséges.
. . b b b b

Ha minden i € N-re SIE+)i+p = Sl£+)i' akKor S(i+p)+i4p = Sk+itp+b = S]E+)i+p = 51&4.)1' = Sk+ith =

S(k+b)+i» @Mi pontosan azt jelenti, hogy s k + b-tdl periodikus a p periédussal. Legyen az eltolt sorozat

kiiszobindexe pozitiv. Ez azt jelenti, hogy S(4p)-1+4p = Sk-14p+b = 5,81)1+p * 5,81)1 = Sp_14p =
S(k+b)-1- €8 az eredeti sorozat kiiszobindexe k + b.

O

A fenti tétel értelmében egy periodikus sorozat barmely eltoltjanak minimalis periddusa azonos
az eredeti sorozat minimalis periddusaval.

10.14. Kévetkezmény

Ha (s(b))(b ) = s egy b és b’ nemnegativ egésszel, amelyek koziil legalabb az egyik pozitiv,
akkor s tisztan periodikus a b + b’ periodussal. Forditva, ha s tisztan periodikus a p periodussal, akkor
minden b € N*-hoz van olyan p > b’ € N, hogy s b-eltoltjanak b'-eltoltja s.

A
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Bizonyitas:
a) A tétel elsd felében megfogalmazott feltétel szerint b + b’ pozitiv egész, és tetszéleges nemne-
bl
gativ egész i-re s; = ((s(b))( )> = Si(fz, = Sit(b+b') igy s tisztan periodikus a b + b’ peridédussal.
i
[ — 2 _ A — 2_ 2 — = ! 2 — =
b) Legyen b’ = p[p] b. Ekkor egyrészt 0 [ b < p[p] b=b"< p(p + 1) b =p,
bl

masrészt ((s(b))( ))i = Siv(b+p’) = si+[§]_p = s; minden nemnegativ egész i-re teljesiil, ami éppen a

tisztan periodikussag feltétele.

U
10.15. Tétel
k-t61 a p periddussal periodikus s sorozat d-decimaltja periodikus [g]—tc’il a (;j perioddussal.
A
Bizonyitas:
d- [S] = k, ezért barmely nemnegativ egész i-re
S[g] o =5 Kl.. p =S 1k ) p =S [k a
[ﬁ]+l+—(d,p) d([a]'fl'f(d'p)) d[a]+dl+d@ d[a]+dl+mp
[d]
=S [k . =S k1. AN—S .
offeat = a8+ = o
0

Megjegyezziik, hogy a d-decimalt periodikussdgabol nem kovetkezik az eredeti sorozat periodi-
kussaga. Ha példaul s-ben s; akkor és csak akkor e, hai = dj vagy i = %d + 1, ahol j € N, egyéb-

ként 0, akkor a d-decimalt a konstans e-sorozat, és igy periodikus. Am az eredeti sorozat nem az, hiszen
a sorozatban a 0-kon kiviil egyediilallé e-k illetve két egymas mellett all6 e-k fordulnak el6, és ez utob-

(j+2)2(j+1) d— (j+21)j d = (j + 1)d, ami szigorian monoton nd.

biak kozotti tavolsag

10.16. Téetel

m-edrendii rekurziv sorozat b-eltoltja is m-edrendii rekurziv sorozat. Visszafelé, ha a b-eltolt m-
edrendii rekurziv sorozat, akkor az eredeti sorozat m + b-edrendii rekurziv sorozat.

A
Bizonyitas:
b b b .
a) Si(+2n = Sitm+b = P(Sitps ~» Sitm—-14b) = @ (Sl( ); '"'Si(+2n—1)'

b) Legyen @' (wy, ..., Wp_1, Wp, oo, Win_14p) = @(Wp, ..., Wp_14p) 8z eltolt sorozat ¢ rekurzio-
jéhoz. Ekkor

b b b
Si+(m+b) = Si+m+b = Si(+3n =@ (Sl( ). ---,Si(+3n_1) = @(Sitbs > Si+m—1+b)

T
=@ (Si' s Si4b—1)Si+bs > Si+m—1+b)'

10.17. Tétel

Véges halmaz felett rekurziv sorozat d-decimaltja is rekurziv.

171



Véges testek

Bizonyitas:
Véges halmaz felett rekurziv sorozat periodikus, igy d-decimaltja periodikus, tehat rekurziv.
U

A tétel allitasa visszafelé¢ nem feltétleniil igaz. Korabban mar belattuk, hogy nem periodikus so-
rozat decimdltja lehet periodikus, tehat rekurziv, ugyanakkor az eredeti sorozat biztosan nem rekurziv,
ha a tagjai egy véges halmaz elemei, hiszen a feltétel szerint az eredeti sorozat nem periodikus.

A tétel nem igaz, ha a sorozat elemeinek halmaza végtelen. Legyen d = ¢(a, b, ¢) olyan, hogy

ha b = c akkor
d=1

kiilonben ha ¢ = 1 akkor
d=b+1

kiilonben ha b = 1, akkor
d=2

kiilonben ha ¢ = 0, akkor
d=a

kiilonben ha b = 0, akkor
d=a+1

kiilonben
d=0

elagazas vége,

és legyen a sorozat els6 harom eleme sy = 1, s; = 2 és s, = 2. A sorozat 3-decimaltja egy olyan soro-
zat, amelyben minden k nemnegativ egészre egy 1-est k egymas utani 0 kdvet. A teljes sorozatban a 3-
decimaltak utan allo elem k + 2, mig az ez utan allonal kettdvel kisebb szam azt mutatja, hogy a k darab
nullabol hanyadik kovetkezik (az els6 1-esnél az értéke 0). A sorozat megadasabol kovetkezik, hogy
rekurziv. Ugyanakkor a 3-decimaltat nem tudjuk rekurzioval elééllitani, hiszen m-edrendi rekurzional
az utols6 m elem hatarozza meg a kdvetkez6 elemet, de a 3-decimaltban tetszéleges nemnegativ egész
m-re a sorozat egy kezdeti véges szakaszatol eltekintve van m egymas utan kdvetkezo 0, és barmilyen
hosszisagh nullsorozatot is kdvet egy 1-es, &m m darab egymas utani 0-bol nem lehet meghatarozni,
hogy a soron kovetkezo elem 0 vagy 1 lesz-e.

A tovabbiakban specialis rekurziv sorozatokat vizsgalunk.

10.18. Definicio
HaR = (R; +,") gyliri, m € N, és minden nemnegativ egész i-re s; ., = 271:—01 CjSi+j + ¢ R-beli
¢; és c elemekkel, akkor s (R feletti) (m-edrendii) linedris rekurziv sorozat, és ha ¢ = 0, akkor a

sorozat egy (R feletti) (m-edrendii) homogén linearis rekurziv sorozat
A

Ha a gytirtiben van bal oldali egységelem, akkor a fentebb definialt két sorozat kozott nincs 1¢-
nyeges kiilonbség, ekkor ugyanis igaz az alabbi tétel.

10.19. Tetel

Ha e;, bal oldali egységelem az R = (R; +,") gylrlben, és s egy m-edrendii linearis rekurziv
sorozat, akkor s Iényegében véve egy m + 1-edrendii homogén linearis rekurziv sorozat.
A
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Bizonyitas:
S; =Y lciSivivr +C= XM ci_1S;4i + C, és ebbdl kivonva s;,,-et majd atrendez
i+m+1 = Zj=0 CGSi+j+1 = Zj=1Cj-15i+j , €5 €bbOl Kivonva Sy, -€1 majd atrendezve
— m—1 — m ! I
Si+(m+1) = (€p + Cm—1)Sigm + Xj51 (Cj—1 - Cj)5i+j + (—Co)Sivo = XjoCjSitj @ Cm = €p + Crq,
¢j =cj_1—¢j,ham > j € N* éscy = —cg jelléssel.
|

A két sorozat kozott van némi kiilonbség. Az eredeti sorozat m-edrendi, tehat elsé m elemét
szabadon valaszthatjuk, az utana kovetkezoket, és igy s,,-et azonban mar nem. A mddositott sorozat
m + 1-edrendd, igy ebben s, is szabadon valaszthato lenne, ha ez a sorozat nem az elébbi sorozathoz
tartozna, nem azzal kellene megegyeznie. Most azonban ez az elem nem valaszthato tetszés szerint,
hiszen meg kell, hogy egyezzen az eredeti, nem feltétleniil homogén sorozat m-indexii elemével. Ebbdl
az is kovetkezik, hogy a tétel az ellenkezé iranyban altalaban nem igaz. Ha példaul egy m + 1-edrendi
homogén linearis rekurziv sorozat els6é m + 1 eleme azonos és nem 0, azaz mindenm >i € N-re s; =
s # 0, és a rekurziot megadod S;y;meq = Z}":O CjSiyj Osszefliggés olyan, hogy (Z;'n:o cj)s # s, akkor ez
az m + l-edrendii homogeén linedris rekurziv sorozat nem generalhaté egy m-edrendi linedris rekurzi-
oval. Ha ugyanis az s;,,, = Z}”;(f cj' Si+j + ¢ linedris rekurzi6 ugyanazt a sorozatot generalja, mint az
eredetileg adott homogén linearis rekurzio, akkor

m
CjSj = :E:(&S:: :E:(& SFS =Sy

S
Il
||M| ”MS

- m-—1
cs]+c— chs+c= chsj+1+c=sm+1
j=0 j=0

ami nyilvan ellentmondas.

A fenti tétel miatt, ha egy gytiriiben van bal oldali egységelem, és igy egységelemes gyiiriiben is,
elegendd a homogeén eset vizsgalata.

10.20. Megjegyzés

Lathat6, hogy m-edrendii homogén linearis rekurziv sorozat a nullsorozat, ha m = 0, és a sorozat
m-t6l a nullsorozat, ha m > 0 és minden c; nulla. Ha viszont m > 0 mellett ¢,,,_; = e, és minden m —
1 > i € Nindexre ¢; = 0, akkor s m — 1-t6l konstans sorozat, és m = 1 esetén konstans sorozat.

A

10.21. Tétel

Bal oldali egységelemes gytirti feletti periodikus sorozat homogén linearis rekurziv sorozat.

Bizonyitas:
Ha s kiiszobindexe k és minimalis periddusa p, akkor minden i € N -re

k+p—-1

Sitk+p = Sk+i+p = Sk+i = Si+k = €pSi+k = Z CjSi+j»
=0

ahol e}, a bal oldali egységelem, c;, = e}, és minden mas t-re ¢; = 0.
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10.22. Definicié

Egy gylirii feletti s sorozat generatorfiiggvénye S = Y2 s;x'. Ha f = ¥ ¢;x" a gyirii feletti
fépolinom, akkor az S;,,, = Z‘,}":_Ol(—cj)si+ j rekurzidval generdlhat6 sorozatok halmaza Q(f), és ha s
eleme az Q(f) halmaznak, agy f az s sorozat karakterisztikus polinomja.

A

Ha a gytirtiben van bal oldali egységelem, akkor az s;,,, = Z}":'Ol(—cj)sp, j rekurzidval megadott
m-edrendii homogén linearis rekurziv sorozat a c,,, = e;, valasztassal atirhat6 a Z;ﬂ:o ¢jsi+j = 0 egyen-
18ségbe. Innen visszafelé azt kapjuk, hogy ha az adott gytir(i feletti s homogén linearis rekurziv sorozat
karakterisztikus polinomja Yi c;x", akkor barmely nemnegativ egész i-re }7L, ¢js;4j = 0.

10.23. Tétel

Ha R egységelemes gylirii, f € R[x] n-edfoka fépolinom, és T = {t € R[x]|5(7) < n}, akkor
0 ()71t a T unitér jobb oldali R modulus Q(f)-re vald izomorf leképezése.
A

Bizonyitas:

Legyen f = ¥, c;x* fdpolinom, és tekintsiink egy T-beli T polinomot. f fdegyiitthatéja, és igy
f* konstans tagja egységelem, tehat egyben egység R-ben, ezért f* egység a formalis hatvanysorok
gyliriijében, ennélfogva van inverze. S = (f*) "1t egy T-beli T polinommal akkor és csak akkor, ha f*S
egy legfeljebb n — 1-edfoku polinom, vagyis akkor és csak akkor, ha az f*S hatvanysor n-nél nem
kisebb indexti minden egyiitthatja 0. Ha n < i, akkor f;* = 0, igy az n-nél nem kisebb indexekre
(f*S)l = Z}:ij*si—j = Z?:ij*si—j = Z?:O Cn—jSi—j = Z?:O CiSi—n+j tehat az n < i € N indexekre
(f*S); = 0 pontosan akkor igaz, ha minden ilyen i indexre 7 ¢;s;_n4+; = 0, vagyis akkor és csak
akkor, ha tetszleges nemnegativ egész i-re Z?:o ¢jSi+j = 0. Ez viszont akkor ¢€s csak akkor teljestil, ha
S € Q(f). Ez azt jelenti, hogy T ~ (f*)~1t a T-nek Q(f)-be vald leképezése.

(F)7 Yt = () 1r,-t balrol f*-gal szorozva t; = T,, ezért a leképezés injektiv. Megmutatjuk,
hogy a sziirjektivitas is teljesiil. Ha S € Q(f), akkor Z;LO ¢jSi+j = 0. EbbOl n < i € N esetére kapjuk,
hogy (f*S)i = Xj=ofj Si-j = Zj=01jSi-j = Lj=0Cn—jSi-j = Lj=0CjSi—n+j = 0, f*S-ben az n-nél
nem kisebb indexekhez tartozé minden tag nulla, igy f*S egy legfeljebb n — 1-edfoka polinom.

A fentiek szerint T = (f*)"r egy T — Q(f) bijekcié. Ha 7, és 7, R feletti legfeljebb n — 1-
edfokt polinom, és c;, ¢, R eleme, akkor (f*)"1(tic; + 12¢5) = (F) 1)y + ((F) " 11y)cy, ami
mutatja a milvelettartast, és a bijekcioval az izomorfizmust.

0

10.24. Kévetkezmeény

Legyen f K test feletti n-edfoka fépolinom. Ekkor Q(f) n-dimenzios linearis tér K felett, és ha
IK| = g, akkor |Q(f)] = q™.
A

Bizonyitas:

A X test feletti legfeljebb n — 1-edfokt polinomok n-dimenzids linearis teret alkotnak a test fe-
lett, de ekkor a vele izomorf Q(f) is hasonl tulajdonsaga.

Ha |K| = g, akkor a T-polinomok szama q™.
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10.25. Tétel
Ha s € Q(f), ahol f m-edfokq, FF, folott irreducibilis fépolinom, f(0) #0, és a az f gyoke,
akkor s; = S |]F (Tai) a q™-elemii test alkalmas T elemével. Amennyiben f primitiv polinom, és s
qm™|a

nem a nullsorozat, akkor s; = S(a”*") (ahol S = S, B ) valamilyen 0 < r < g™ — 1 egésszel.
qam"a

A

Bizonyitas:

£(0) # 0 biztositja, hogy a # 0, mig az irreducibilitas alapjan a polinom foka, m, nagyobb nul-
lanal. f irreducibilis m-edfoka polinom F, folétt, igy Fym = Fg(a), és a elsé m hatvanya (a°-val
kezdve) az FF,m mint [Fq. folotti m-dimenzios tér bazisa. Van egy és csak egy olyan T;: Fym — F, line-
aris leképezés, amely a'-t s;-be képezi valamennyi m > i € N indexre, ehhez a leképezéshez viszont
létezik az egyértelmiien meghatarozott T € [F,m, amellyel Tf(ai) = S(Tai).

Az eddigiek alapjan m > i € N-re s; = S(Tai). Most legyen u; = S(Tai) minden nemnegativ
egész i-re. Ez mindenesetre egy IF, folotti sorozat, amelynek elsé m eleme egybeesik s elsé m elemével.
Legyen az eredeti sorozat karakterisztikus polinomja f = x™ + 2}’;‘01 cjxj , ekkor a rekurzids osszeflig-
gés Cm = e-vel X7, ¢sepj = 0. De YT ciupy; = XTko¢;S(tat*7) = S(rat Xty cjal) = 0, hiszen
Xito c]-af = 0, mert a gyoke a polinomnak, és nulla nyoma 0. Ez azt jelenti, hogy minden i-re u; az
Sg, -, Sm—1 kezd6éértékekkel az f polinom altal generalt m-edrendii rekurziv sorozat i-edik tagja. De
m-edrendil rekurziv sorozatot elsd m eleme egyértelmiien meghatarozza, igy s; = u; = S (T(Zi).

Végill, ha f primitiv, akkor a primitiv elem [F;m-ben, és F Zm minden eleme, igy T is a hatvanya
egy q™ — 1 > r € N kitevével. Most T # 0, mert kiilonben s a nullsorozat a tételben megadott kikotés-
sel ellentétben.

0

10.26. Definicio
s minimal-polinomjam, ha S € Q(m), és S € Q(f) csak deg(m) < deg(f) esetén lehet.

10.27. Tétel

Test f6l6tti s homogén linearis rekurziv sorozatnak van egyértelmiien meghatarozott minimal-
polinomja, és ha ez m, akkor S akkor és csak akkor eleme Q(f)-nek, ha m|f.
A

Bizonyitas:

Test f616tti homogén linedris rekurziv sorozatnak van karakterisztikus polinomja, és ez fépoli-
nom, igy a sorozatot generalo karakterisztikus polinomok halmaza nem iires. Fopolinom nem lehet a
nullpolinom, és nem nulla polinom fokszama nemnegativ egész szam, ezért a sorozathoz tartozé karak-
terisztikus polinomok fokszdmainak halmaza a nemnegativ egész szamok halmazanak, tehat egy jol-
rendezett halmaznak nem iires részhalmaza. Ekkor az el6bbi halmazban van egyértelmiien meghataro-
zott legkisebb elem, és van olyan karakterisztikus polinom, amelynek ez a fokszama, igy egy homogén
linedris rekurziv sorozatnak van minimal-polinomja. Ha igaz az oszthatésagra vonatkozo6 allitas, és m
mellett t is minimalpolinom, akkor a kdlcsonds oszthatosag miatt m €s t asszocialtak, és mivel mini-
malpolinom fépolinom, ezért a két polinom meg is egyezik. Azt kell tehat megmutatni, hogy egy mini-
malpolinom oszt6ja a sorozat karakterisztikus polinomjainak, de csak az ilyen fodpolinomoknak.

Legyen I a test, ésm = xlmm(l) a sorozat minimél-polinomja, ahol [,,, € N és m1,(0) # 0. m
fépolinom, tehit nem a nullpolinom, igy ilyen m;y polinom létezik, és m egyértelmiien meghatarozza
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m

mind m(qy-et, mind [,-et. S € Q(m), tehat S = —

6(T(m)) < deg(m).Had = (T(m),m*), akkor d osztdjam*-nak, igy 0?(0)|r’r‘1*(0) = e, tehat d konstans
tagja nem nulla, és ekkor (d*)* = d és deg(d) = deg(d™). Nemnulla legnagyobb k6zos 0sztd csupan
asszocialt, azaz egy nem nulla konstans szorzo erejéig egyértelmd, legyen ezért d konstans tagja e, ekkor

d* fopolinom. d|m*-bol egyrészt d*

egy X feletti 7™ polinommal Ggy, hogy

(m*)" = m(y), masrészt % is fépolinom. Visszatérve S-hez,

(m) (m)
Lm = I

= = d* = d %)
~ T @
valamint
£(m) m
5 (T> = 5(z™) — deg(d) < deg(m) — deg(d) = deg(m) — deg(d") = deg (),

tehat S € Q (%) m az S minimal-polinomja, és az el6bbiek alapjan % karakterisztikus polinomja S-
nek, ezért deg(m) < deg (dﬂ) = deg(m) — deg(d*) = deg(m) — deg(d), vagyis deg(d) < 0, azaz
deg(d) = 0, igy d nemnulla konstans polinom. Ez azt jelenti, hogy 7™ és m* relativ prim.

Most vizsgaljuk L-et. §(z™) < deg(m) = deg(x'mm(y)) = deg(x') + deg(m(yy) = I +
deg(m(y)), és ebbél Ly, > §(t™) — deg(myy), azaz L, = §(z™) — deg(my) + 1, hiszen L, és
deg(m(l)) egész szam, és § (T(m)) is az, kivéve, ha —oo, amikor viszont az 1 hozzaadasa nem befolya-
solja a jobb oldal értékét. Masrészt az is igaz, hogy [,,, = 0, igy az [,,,-et korlatozo két egyenlétlenséget
Osszevonva azt kapjuk, hogy [, = max{O, S(T(m)) - deg(m(l)) + 1}. Mivel m minimalpolinom, és
m* nem flgg l,,-t61, ezért [, értéke a lehetd legkisebb, igy az el6bbi kifejezésben egyenldség all, 1,,, =
maX{O, S(T(m)) - deg(m(l)) + 1].

z(m) _ gt _ gt _ g*tm

Ha f = gm a X test f6l6tti g fopolinommal, akkor S = — e Mivel

§(g ™) = deg(g™) + 8(r'™) < deg(g*) + deg(m) < deg(g) + deg(m) = deg(gm) = deg(f),
ezért f Karakterisztikus polinomja a sorozatnak, vagyis a minimalpolinom K fol6tti minden f6polinom-

szorosa karakterisztikus polinomja s-nek. Visszafelé, legyen a K feletti h = xlhh(l) fépolinom, ahol
_0)

~ (m)
I, €N és h;y(0) # 0 olyan, hogy S € Q(h). Ekkor Tm—* =S ="+ ¢ §(z™) < deg(h). Innen
1M p* = t(Mm* s m*|h*, mert a korabbiak szerint 7™ és m* relativ prim. Ha m*|h*, akkor mey =
(m*)*|(h")* = h(l), tovabba

deg(x'rh(yy) = deg(h) > 8(z M)
§(z™) — deg(m”) + deg(h*) = 8(¢™) — deg(m”) + deg(h(1)),

lh + deg(h(l))

tehat [, > 5(1("‘)) —deg(m™) = 5(T(m)) — deg(my)), azaz I, = S(T(m)) - deg(m(l)) + 1. Mivel
I, =0, ezért [, = max{0,6(r(m)) — deg(m(l)) + 1} = l,,, igy xlm|xlh, ¢és a fentebbi eredménnyel
m= xlmm(l) |xlhh(1) = h, vagyis m osztja a sorozat minden karakterisztikus polinomjat.

Korabban mar belattuk, hogy a minimalpolinom tobbszordsei karakterisztikus polinomjai a soro-
zatnak, most azt lattuk be, hogy csak ilyen polinomok lehetnek az s sorozat karakterisztikus polinomijai,
vagyis egy f fépolinom akkor és csak akkor karakterisztikus polinomja az adott sorozatnak, ha oszthato
a sorozat minimal-polinomjaval, amib6l, mint lattuk, mar kovetkezik a minimalpolinom egyértelmiisége
is.

|
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10.28. Kévetkezmény

a) A nullsorozatnak és csak a nullsorozatnak e a minimal-polinomja;
b) nemnulla sorozat irreducibilis karakterisztikus polinomja minimalpolinom;
c) barmely f fépolinomhoz van olyan sorozat, amelynek f a minimal-polinomja.

Bizonyitas:
a) HaS = %, akkor §(7) < deg(e) = 0,igy T = 0 és S = 0. Forditva, barmely f fépolinommal

0= fg ¢s §(0) = —o0 < 0 < deg(f), igy 0 € Q(f). Ekkor e is karakterisztikus polinomja a nullsoro-
zatnak. Mivel e foka 0, ¢s minden fopolinom foka legalabb 0, ezért e a nullsorozat minimal-polinomja.

b) Ha a karakterisztikus polinom f és a minimalpolinom m, akkor m osztdja f-nek. De f irredu-
cibilis és m legalabb els6foku, igy ez csak ugy lehet, ha asszocialtak, és mivel a féegyiitthatojuk azonos,
ezért meg kell, hogy egyezzenek.

c) A konstans e polinom minimal-polinomja a nullsorozatnak. Most legyen deg(f) =n > 1,
f= xlff(l), f(l)(O) #0ést=x""1, ekkor deg(t) < deg(f) és fl € Q(f). Maradékos osztassal T =
uf* + o, ahol deg(o) < deg(f*),hac #0. (a,f*) = (uf*+o,f*) = (1, f*) = e, igy mar csak azt
kell belatni, hogy ha lf > 0 (azaz Iy = 1, hiszen Iy egész szam), akkor u # 0, és az u polinom foka
¢éppen [ — 1. De ha [ = 1, akkor deg(f™) = deg(f(l)) =deg(f) — lf <n—1=deg(r), tehat u #
0, és deg(u) = deg(t) — deg(f™) =n—1—deg(f”) = deg(f) —deg(f*) —1=1r— 1.

|

10.29. Tétel

Test feletti s sorozat pontosan akkor periodikus k-tol a p periddussal, ha S € Q (xk(xp - e)).
A

Bizonyitas:

a) Legyen a sorozat generatorfiiggvénye S, tovabba k' = kp. p € N*, ezért kp > k, s biztosan
periodikus k'-t6l. Ha o = Y1_ ' s, ;x!, akkor o legfeljebb p — 1-edfoka, igy T = ﬁ—ben barmely
nemnegativ egész i-re t; = Oymodp = Sk’+(imodp) = Sk'+i» t = s(c')_ Ebbél, ¢és abbol, hogy S k-tol
periodikus a p periodussal kovetkezik, hogy t tisztan periodikus a p periddussal, és k-t6l s és t azonos,
hiszen tyy; = Sk4itk’ = Sk+i+kp = Sk+i- Legyenu =S — T, ekkor az el6bbiek szerint u-ban minden,
a k-nal nem kisebb i indexre u; = s; — t; = 0, ezért u legfeljebb k — 1-edfoku polinom, igy

o u(e—x?)+o T T T

S=u+T=u+ = = = - =
e —xP e —xP e—xP (xk(e—xp)) fr

ahol f = x*(e — xP) ést = u(e — xP) + 0. Hat # 0, akkor deg(r) < k + p = deg(f), merthau =
0,akkort =0 # 0,ésdeg(o) <p <k +p, migdeg(t) =deg(w) +p<k—-1+p<k+p,hau+#
0.

b) Most legyen g = x*(e — xP) és S € Q(g). Ekkor, maradékosan osztva t-t a g dualisaval, S =
o = U +$, ahol T =ug” + 0, és 0 =0, vagy deg(o) < p. Hau = 0, akkor S = #, éseza
sorozat tisztan periodikus, tehat k-t6l is periodikus a p periddussal. Amennyiben viszont u nem a
nullpolinom, akkor k + p = deg(g) > deg(t) = deg(u) + deg(g*) = deg(u) + p, ezért deg(u) < k,
tehat k-tol S és — megegyezik, ami azt jelenti, hogy S k-tol periodikus a p periddussal.

T

e—xP

O
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10.30. Kévetkezmény

Legyen s a X test feletti homogén linearis rekurziv sorozat.

a) Has periodikus a k kiiszobtol a p minimalis periodussal, és & = Y- s;4:x", akkor a sorozat
xP-e |

(o*xP—e)’

b) ha s minimél-polinomja x*m,,y, m(y, osztéja x¥ — e-nek, ahol p € N*, dep > p’ € N* ese-

minimal-polinomja x*m,, ahol m(;) =

tén nem osztdja xP" — e-nek, akkor s periodikus a k kiiszobt6l a p minimalis periodussal;

c) ha K véges, akkor s minimalis periddusa osztoja a karakterisztikus polinom rendjének;

d) véges K esetén s minimalis periodusa megegyezik minimal-polinomjanak rendjével;

e) haX = F,, akkor a sorozat k kiiszobindexére és p minimalis periodusérap < k +p < q" —
1, eltekintve attol az esettdl, amikor n = 0, vagy q = 2 és f = x;

f) has € Q(f), ahol f € F,[x], £(0) # 0, deg(f) = n, és f irreducibilis [F, folétt, akkor a so-
rozat tisztan periodikus, és minimalis periddusa osztoja g™ — 1-nek.

A

Bizonyitas:

Az alébbiakban feltessziik, hogy a g = x'g(4) alaku felirasban §(1)(0) # 0.

a) Azt mar belattuk, hogy a minimalpolinom xk’m(l), ahol k' < k, igy még azt kell igazolni,
hogy k' = k. Ez viszont annak kovetkezménye, hogy ha x"'m(l) karakterisztikus polinom, akkor a so-
rozat k'-t61 periodikus, ahonnan k' > k, hiszen k a kiiszobindex.

b) s k-tol periodikus a p periodussal. Ha k’-t6l is periodikus a p’ peridodussal, akkor karakterisz-
tikus polinomja f = xk'(xp' — e), és m|f csak Gigy lehet, ha k' > k és m(1)|xp’ —e,azazhap’' = p.

c) Ha f = x!f(y) a karakterisztikus polinom, ¢és f rendje p, akkor f(;) osztéja xP — e-nek, tehat
p periddusa s-nek, €s a minimalis periddus osztdja a sorozat barmely periddusanak.

d) c) alapjan a p minimalis periédus osztdja a rendnek, mig ha m = xk'm(l) a minimalpolinom,
akkor a) szerint mqy osztéja xP — e-nek, amibdl kdvetkezik, hogy a rend osztdja p-nek.

e) p < k + p nyilvan igaz. Legyen f = x"f(;) az s karakterisztikus polinomja és n = deg(f). s
u-tol biztosan periodikus, igy k < u. v < q¥ — 1 barmely v € N és 1 < q € N esetén érvényes, és v =
q° —1csak v =0, illetve v =1 és q = 2 esetén all. Ha u = n, akkor p = 1, és ebb6l n = 0, illetve
n=1égqg=2eseténn+1>n = q" — 1, vagyis ilyenkor k + p < g™ — 1 nem feltétleniil all. Ha
viszontn > 1, ésvagy f # x vagy q > 2, akkormar n < q"—1,tehatk+p <n+1<q" — 1.

u<nnél g *-12=>1, deg(f(l)) =n—uésp< o(f(l)) <max{l,q"*—-1}=q"* -1,
és ekkor

ktp<su+(@-D=s@" -D+@" ™ -D<(@" -Dg"“+ (@ “-1D=q"-1

f) Mivel £(0) # 0, ezért az f = x*f(3), f1)(0) # 0 alakt felirdsban k = 0, ami mutatja, hogy

a sorozat 0-t6l periodikus, és igy tisztan periodikus. Ami a masodik allitast illeti, az abbol kovetkezik,
hogy IF, f616tt irreducibilis n-edfokt polinom rendje osztdja g™ — 1-nek.

|

Korabban lattuk, hogy g-elemii halmaz f616tti n-edrendii rekurziv sorozat periodikus, és a k kii-
szObindexre és p minimalis periddusra teljesiil a p < k + p < g™ relacio, most ezt élesitettitk homogén
linedris rekurziv sorozatokra. Ha csak azt akarjuk belatni, hogy a legalabb elsérendii homogén linearis
sorozatra p < q", akkor ez lényegesen egyszeriibben is megtehetd. Ha a sorozatban elfordul a
nullallapot, akkor a homogén linearis rekurzio kovetkeztében minden tovabbi allapot a nullallapot, innen
kezdve a sorozat minden eleme 0, a periédus 1,ésn >1,q = 2, tehatq" —1>21—-1=1>1.Ha
viszont a nullallapot nem fordul el6, akkor az allapotok szama legfeljebb q™ — 1, és az elsé q™ allapot
kozott egyikiik biztosan eléfordul legalabb kétszer, és a kettd kozotti tavolsag legfeljebb g™ — 1.
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10.31. Tétel

Legyen K test, f, g és h K[x]-beli fépolinom, d = (f, g) ést = [f, g], végezetiil legyen Q(f) +
Q(g) = {S + 59|sD € Q(f) AS@ € Q(g)}. Ekkor

a) Q(f) < Q(h) akkor és csak akkor, ha f|h;
b) Q(f) N Q(g) = Ad) és
c) Q(f) v Qlg) € () + 2g) = Q0.

Bizonyitas:

a) Ha m az S minimal-polinomja, és f|h, akkor m|h, igy h karakterisztikus polinomja S-nek,
tehat S € Q(h), és igy Q(f) < Q(h). Forditva, tegyiik fel, hogy Q(f) € Q(h). 10.28. c) pontja szerint
van olyan S € Q(h), hogy s minimal-polinomja f, és ekkor S € Q(h)-bol kovetkezik, hogy f|h.

b) Az el6z6 pont alapjan Q(d) S Q(f) N Q(g). Most legyen S € Q(f) N Q(g), és m az S mini-
mal-polinomja. S € Q(f) N Q(g)-b6l S € Q(f) és S € Q(g), igy m|f és m|g, tehat m|(f,g) =d,S €
Q(d), azaz Q(f) N Q(g) < Q(d). Ekkor a korabbi tartalmazassal egyiitt Q(f) N Q(g) = Q(d).

c) A nullsorozat eleme Q(f)-nek és Q(g)-nek, ezért a) alapjan igaz a bal oldali tartalmazas.

Ha SO € Q(f) és S@ € Q(g), akkor SO € Q(t) és S € Q(t). Q(t) linedris tér, ezért az
elobblek alapjan s + s € Q(v), igy Q(f) + Q(g) € Q). Vlsszafele legyen S E Q(t), ekkor § =
t*, ahol 6(7) < deg(t). Had = (f, g), akkor t = fg estr =L g AZ == f) és ; = g(1) jeloléssel
(f(l),g(l)) = e, ezért 1étezik olyan u és v pollnom, amellyel f(l)u + g(l)v = 7, és van olyan is, ahol
d(u) < deg(g(l)) < deg(g) ésd(v) < deg(f(l)) < deg(f). Hau =1 ¢sv = T(g) egy ilyen meg-

63} @ 02 @
4 T gt +f (T T T
oldas, akkor S = — = % = —

t fwawd f

T% € 0(g). Ebbdl kévetkezik, hogy Q(£) € Q(f) +0(g), vagyis Q(t) = Q(f) + Q(g).

O

q-elem test f616tti n-edrendit homogén linearis rekurziv sorozat minimalis peridodusa legfeljebb
q"™ — 1. Kérdés, hogy elérhet6-e ez a maximalis érték.

10.32. Definicio

A g-elemi K test folotti s n-edrendit homogén linedris rekurziv sorozat maximalis periédusi,
ha nem az 1 kiiszobindextdl nulla binaris sorozat, és minimalis periddusa g™ — 1.
A

10.33. Tétel

A g-elemi K test folotti s n-edrendii homogén linedris rekurziv sorozat akkor és csak akkor
maximalis periodusu, ha minimal-polinomja n-edfoku primitiv polinom X {616tt. Maximalis periodusu
sorozat tisztan periodikus.

A

Bizonyitas:

[F, feletti homogén linearis rekurziv sorozat periodikus, minimalis periédusa a minimalpolinom
rendje, amely legfeljebb max{1,q™ — 1}, és pontosan akkor g™ — 1, ha ¢ = 2 és m = x, vagy ha m
primitiv polinom. Am az elsé eset azt a binaris sorozatot generalja, amelynek elsé eleme e, a tobbi 0.

Maximalis periodust sorozatra k + p < q™* — 1 =p, és k = 0, igy k valoban nulla.

179



Véges testek

10.34. Tétel

Ha f(l) (0) # 0, az s homogén lineéris rekurziv sorozat karakterisztikus polinomja f = x*f(y, b
nemnegativ egész, és v = max{0,u — b}, akkor s b-eltoltjanak karakterisztikus polinomja x” f(,). For-
ditva, ha s b-eltoltjanak karakterisztikus polinomja x" f(1), akkor f = xWFP fa) Karakterisztikus poli-

nomja s-nek.
A

Bizonyitas:
Legyen s®®) = t, deg(f) =n, f = xUfiy = x4 N d ext = Ty ¢y xt, ahol ¢y = e, és le-
gyen r = minf{u, b}. EKkor r < u < n, igy
n-1

Lit(n-r) = Sitn—r+b = Si—r+b+n = Z(_Cj—u)si—r+b+j

j=u
n-1 n-1 n-r—1

= Z(_Cj—u)si—r+j+b = Z(_Cj—u)ti—r+j = Z (=Cj—utr)tit)s
j:u j=u

j=u-r

tehat X1 Cioyarx’ = X7 X ¢xt = x¥77 f4 karakterisztikus polinomja t-nek. u és b nemne-
gativ, igy r is az, és —-r = max{—u, —b}, innen u —r = max{u —u,u — b} = max{0,u — b} = v.

Most tegyiik fel, hogy t karakterisztikus polinomja f = Y™, ¢;_,,x*. Ekkor

n+b-1

n-1
Si+(n+b) = litn = 2(_Cj—w)ti+j = Z (=Cjmw=b)Si+j»
j=w

j=w+b

ami mutatja, hogy s-nek karakterisztikus polinomja X745, ¢;—w4px’ = x2 XL, ciypx’ = xPf.

10.35. Kiegészités
Has minimél-polinon)ja m = x*m(y), ahol M;y(0) # 0 és k' = max{0, k — b}, akkor s®) mi-
nimal-polinomja m®) = xk my), és m(b)|m. Ha s tisztan periodikus, akkor m = m®.
A

Bizonyitas:

m®) karakterisztikus polinomja s®-nek, igy s> minimal-polinomja osztja m®-t. Ha a mini-
malpolinom x*m', akkor egyrészt 0 < u < k' és m’ osztdja m;)-nek, masrészt s-nek karakterisztikus
polinomja x**Pm’, ahonnan u + b > k és m(1)|m’. A két oszthatosagbol m' = m(qy (mert mindketté
fépolinom), és k' = max{0,k — b} < u < k', tehat u = k', m® az s(®) minimal-polinomja.

Ha s tisztan periodikus, akkor k = 0, és ekkor k' is 0, tehat s;,; = S,

10.36. Téetel

Ha az [F, folotti n-edrendii maximélis periédust s sorozat minimél-polinomja m, és 0 a nullso-
rozat, akkor Q(m) = {0} U {s(b)|qn —1>be€e N}, és s is n-edrend(i maximalis peridédusi sorozat.
A
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Bizonyitas:

Maximélis periddust sorozat tisztan periodikus, igy s® € Q(m), masrészt s;,), = S;+p' akkor
és csak akkor teljesiil, ha b = b’ (p), ahol p a sorozat minimalis periddusa, azaz ha b = b’ (q" — 1),
ezérta 0 < b < q™ — 1 eltolashoz tartozo s?) sorozatok paronként kiilonbozéek, és minden eltolt so-
rozat ezek valamelyikével azonos. Az eltolt sorozatok szama q™ — 1, és éppen ennyi Q(m)-ben a nul-
latol kiilonb6zo sorozatok szama, ezért a megadott két halmaz azonos.

Homogén linearis rekurziv sorozat minimalis periddusat a minimalpolinom egyértelmiien meg-
hatarozza, igy igaz a masik 4llitas is.

U

Az elébb kapott eredmények felhasznalasaval megvizsgaljuk a maximalis periddusu sorozatok
bizonyos statisztikus tulajdonsagait.

10.37. Tétel
Legyen s [, folotti n-edrendii maximalis periodust sorozat, r € N¥, ¢ = (co, ., Cr_q1) € Fg.
Ekkor a sorozat egy periodusaban ¢ elforduldsi gyakorisaga g™, har < n és legalabb egy indexre

¢ #0, ¢q"77 — 1, har < n és valamennyi i-re ¢; = 0, mig r > n esetén vagy 0, vagy 1.
A

Bizonyitas:

Legyen el6szor r < n. Mivel egy maximalis periddusu sorozatban a nullatol kiillonb6z6 minden
allapot pontosan egyszer fordul eld, ezért konnyen lathato, hogy kdlcsonodsen egyértelmii megfeleltetés
létesitheté az egy periddusban talalhatd cM-sorozatok, valamint a sorozat azon allapotai kozott, ame-
lyekben az elsé r elem éppen ¢, igy annyi ilyen sorozat van egy periodusban, ahanyféleképpen az
allapot utolsd n — r eleme valaszthatd. Az ilyen valasztasok szama q™~", kivéve azt az esetet, amikor
az allapot valamennyi eleme 0, azaz amikor mind ¢™ minden eleme, mind a tovabbi elemek mind-
egyike nulla, ez indokolja ebben az esetben a —1-es korrekciot.

Mint korabban bizonyitottuk, n-edrendii rekurziv sorozatban barmely n egymas utani elem meg-
hatirozza az sszes utina kovetkez6t, igy ha r > n, és ¢ elsé n eleme ¢(-et generalja, akkor ¢
egyszer szerepel a sorozatban egy adott periddusba es6 kezdéponttal, mig ha az utolsé r — n elem nem
felel meg az eldl 4ll6 n elemnek, akkor egyszer sem, ide sorolva a csupa 0-bol 4116 ¢(-et is, mert bar
ez generalodna az els6 n elembdl, de a sorozatban nem szerepel.

0

10.38. Tétel
Legyen s az [, folotti n-edrendi maximalis periodust sorozat, és r € N*. Ekkor barmely
qnl_l Z?:O_Z K(Seri)K(Stpivr) = — qn—l_l, ha r nem oszthato6 a periodussal,
egyébként 1 (k a test kanonikus additiv karaktere, és ¢ a ¢ komplex szam konjugaltja).

t nemnegativ egészre k(r) =

A

Bizonyitas:
K(Se+i)K(Seqivr) = K(Seqi — Staivr) = K(S¢yirp), @hol g™ —1 > b € N, ha r nem tobbszorose
a periodusnak. Ha most egy teljes peridodusra dsszegziink, és a sorozathoz hozzaadunk x(0)-t, akkor ez
egy olyan 0sszeg, ahol x argumentumaként a test valamennyi eleme ugyanannyiszor fordul el6, ezért az
0sszeg 0 (mert kanonikus karakter nem fokarakter), igy ismét levonva x(0) = 1-et, kapjuk az elsd ered-
ményt. A masodik eset abbol adodik, hogy ekkor S;y; = S¢tir, tehat kK(Se4i)K(Seqier) = 1, igy ekkor
csupa 1-et adunk Ossze.
0
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10.39. Megjegyzés

Az eldbbi két tétel koziil az elsd alapjan véges test feletti n-edrendit maximalis periodust soro-
zatban minden nem nulla elem azonos gyakorisaggal fordul eld, mig a nulla eggyel kevesebbszer, to-
vabba tetszdleges, n-nél rovidebb sorozat utan barmely elem ugyanazon valdszintiséggel kovetkezik,
kivéve a csupa 0-t kdvetd 0, és ez is csak eggyel kisebb gyakorisaggal talalhato a sorozatban. A masik
tétel szerint a sorozat Iényegében véve korrelalatlan, ha a tadvolsag nem a periddus tobbszorose.

A

Megadva egy n-edrendii homogén linearis rekurziv sorozat els6 n elemét és a rekurzids dssze-
fliggés n egyiitthatojat, a sorozat minden eleme kiszamolhato, vagyis ez a 2n adat egyértelmiien meg-
hatarozza a teljes sorozatot. Ebbdl arra gondolhatunk, hogy egy ilyen sorozat 2n egymas utani elemének
ismerete elegendd informdciot tartalmaz a teljes tovabbi sorozatrdl, igy nem meglepd az alabbi ered-
mény.

10.40. Tétel

Test 616tti n-edrendit homogén linearis rekurziv sorozat 2n egymas utani elemének ismeretében

a sorozat tetszbleges tovabbi eleme egyértelmiien meghatarozhat6. Ha n a minimalis rend, akkor ennél
kevesebb elemmel az egyértelmiiség nem teljesiil.

A

Bizonyitas:

Mivel a sorozat n-edrendi homogén linearis rekurziv sorozat, ezért egy S;1,, = Z}‘;& CjSi4j alaku
rekurzids dsszefliggéssel generdlhato, ahol i tetsz6leges nemnegativ egész, és az n darab ¢; egyiitthato
egyelore ismeretlen. Tegyiik fel, hogy az r € N indextdl kezdve ismerjiik a sorozat 2n szamu egymas
utan kovetkez0 s, ..., Sy1on—1 €lemét. Most n >t € N-re Z}Zol Sr+t+jXj = Srit+n €QY N egyenletbdl
allo, n ismeretlent tartalmazo linearis egyenletrendszer, amely megoldhato, hiszen egy megoldasa pél-
daul cg,...,ch—1. Legyen egy megoldas by, ...,b,_q1. Ekkor egyrészt minden n >t € N esetén
Z}l;& bjSryt+j = Sryt+n, hiszen éppen igy hataroztuk meg a b; egylitthatokat, masrészt

n-1 n-1, n-1 n-1 n-1 n-1
Z biSrin+j = z (bj Z Ct5r+j+t> = Z Ct z biSrit+j | = Z(Ct5r+n+t) = Sr+2n
=0 j=0 t=0 t=0 j=0 t=0

ezért a Z}’;& bjSyit+j = Sr4t+n rekurzios Osszefligges t = n-re €s innen indukcidval barmely t € N-re
is érvényes.
2n-nél kevesebb tagot ismerve n > 0, és n-nél kevesebb egyenlet irhato fel, viszont ha a rekurzi6
minimalis rendje n, ugy a minimal-polinomban n ismeretlen van, és minden, a sorozatot generalo ka-
rakterisztikus polinom megadasahoz legalabb ennyi egyiitthaté meghatarozasa sziikséges. Ekkor tehat a
rekurzids Osszefliggésben legalabb egy egyiitthatot szabadon valasztunk. Ha két azonos fokszamu
fopolinom egyikében egyetlen egyiitthatot szabadon valasztunk, akkor van olyan valasztas is, ahol a két
polinom nem azonos és igy nem is asszocialt (hiszen a féegyiitthatok azonosak). Ebben az esetben vi-
szont a két polinom kiilonb6z6 sorozatot general, mert ellenkez6 esetben nem lenne egyértelmii a sorozat
minimal-polinomja.
U

Bizonyos esetekben az elébb bemutatott tulajdonsag nem kivanatos. A rejtjelezésben inkabb
olyan sorozatra van sziikségiink, amely rendelkezik az alvéletlen sorozatok tulajdonsagaival, de az el6-
rejelzés minél bonyolultabb. Ezen bonyolultsag egy lehetséges mértéke az, hogy mekkora n-nel tudjuk
az adott sorozatot homogén linearis rekurzidval generalni. Ez persze véges test és nem periodikus soro-
zat esetén nem lehetséges, de barmely k nemnegativ egészre a sorozat elsé k elembdl allo szegmensére
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mar igen (masrészt véges test feletti rekurziv sorozat biztosan periodikus). Ez indokolja az alabbi defi-
niciot.

10.41. Definicié
Legyen e, bal oldali egységelem az R gyiiriiben, k € N, s:N —» R és S = ¥ s;x". EKkor

1. skl = Smodxkazs k-hosszisagu kezddszelete;
2. ha A®(s) = {f € RIx]|f*(0) = e, A (3(t € Q()): t!¥] = s¥1)}, akkor s k-hossziisagi
kezddszeletének linearis komplexitasa Ly (s) = m(}(r)l( ){deg(f )}
fEA S

3. s linearis komplexitasa L(s) = supyen{Li(s)} € N U {c0}.
A

AU (s) az R feletti azon polinomok halmaza, amelyek altal generalt homogén lineéris rekurziv
sorozatok kozott van olyan, amelynek a k hosszusagu kezddszelete azonos a szintén R feletti s sorozat
k hosszusaga kezdészeletével, stKl-val, vagyis amely karakterisztikus polinomja egy olyan homogén
linearis rekurziv sorozatnak, amelynek elsé k eleme azonos s els6 k elemével. L (s) az ilyen karakte-
risztikus polinomok fokszamainak a minimuma.

L (s) — ha létezik — nemnegativ egész szam, ezért ha az Ly (s)-ek halmaza korlatos, akkor van
benne maximalis elem, és ekkor L(s) € N, mig ha nem korlatos, akkor L(s) = +oo (ha L (s) egyetlen
nemnegativ egész k-ra sem létezik, akkor L(s) az iires halmaz fels6 hatara, és ez szintén +o0).

A kovetkez6kben tobbek kozott igazoljuk, hogy Ly (s) minden nemnegativ egész k-ra 1étezik.

A sorozat elemeit 0-t6l kezdve indexeljiik, igy az elsé k elem a k > i € N indexekhez tartozik,
azaz sl = s, ..., sp_1.

Célunk a tovabbiakban, hogy becslést adjunk a linearis komplexitasra. A K test feletti sorozatokat
vizsgaljuk, egy A% (s)-beli, L, (s)-fokd polinomot m§k>-val jeloliink, és st¥) egy Q(m<k))-be|i sorozat,
amelynek k hosszusagn kezdészelete sl Amennyiben nyilvanvalo, hogy melyik sorozatrdl van szo,
akkor Ly (s) helyett egyszeriien Lj-t irunk.

10.42. Tétel
Legyen s:N — K egy X feletti sorozat, és k € N. Ekkor

1. Li(s) létezik és egyértelmii;
2. barmely s®-ra m{¥’ az s) minimal-polinomja;
3. k> L(s) € N:
4. minden k > j € N-hez van olyan s, hogy L (s) = j;
5. has és s’ k-hosszusagh kezdSszelete azonos, akkor A®) (s) = A®)(s") és L (s) = Li(s);
6. Li(S) < Liy41(s);
7. AB(s)) = AW(s), és igy Ly (s®) = Ly (s);
8. ha s, = s, akkor L1 (s) = Li(s);
9. Liy1(s™) = L (s™).
A
Bizonyitas:

1. A X feletti valamennyi legalabb k-adfoki f fépolinom eleme A% (s)-nek, mert egy n-edren-
dfi rekurzié elsd n eleme szabadon valaszthatd. Ekkor A% (s) nem iires, és a nullpolinom nem fépoli-
nom, tehat biztosan nem eleme a halmaznak, igy az A% (s)-hez tartozé polinomok fokainak halmaza a
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nemnegativ egész szamok halmazanak nem iires részhalmaza. N jolrendezett, igy barmely nem {iires
részhalmazanak van legkisebb eleme, amely egyértelmi, ezért L (s) 1étezik és egyértelml;

2. hat € Q(f) olyan, hogy t*) = 5%} ¢s m a t minimal-polinomja, akkor m € A®)(s), és m
foka legfeljebb akkora, mint f foka;

3. 1.-bél kovetkezik, hogy Ly (s) € N, valamint az is, hogy Ly (s) < k;

4. anullsorozat minden f fépolinomra, tehét e-re is eleme Q(f)-nek, igy e € A®)(0), tehat 0 <
L, (0) < deg(e) = 0, azaz L, (0) = 0. Most legyen k = j € N, és legyen s; = §; je, vagyis s olyan
sorozat, amelyben a j indexhez tartozo, azaz a j + 1-edik, és csak ez az elemnem 0. Ha f = x/*?, akkor
s € O(f), és ekkor f € A®)(s). Valoban, az f-hez tartozé6 homogén linearis rekurzidban az elsé j + 1
elem szabadon valaszthato, tehat lehet példaul s+l = So --Sj—1Sj = 0...0e, mig a sorozat tovabbi
elemei sj,q4; = Z{=O(—fi)si+l =0, ahol f = Z{:;fix", hiszen f = x/*1-b6l a j-nél nem nagyobb i

'+
i=0
’

barmely olyan t € Q(g)-re, amelyre tUl = 0-.-0, tj = 2{:0 gitj_jr4; = 0, tehat az ilyen g-hez tartozo6
valamennyi t sorozat esetén t; # s;, és igy tll = Ikl hiszen j < k, ezért g ¢ A¥)(s), amibél kovet-
kezik, hogy erre az s sorozatra Ly (s) = j + 1;

5. f € A¥)(s) akkor és csak akkor, ha van olyan t € Q(f), hogy t!¥l = slkl. A feltétel szerint
viszont skl = 5™ vagyis tK1 = s ¢s foy £ € AR (s"), tehat A% (s) € AK)(s"). Mivel ez akkor
is igaz, ha felcseréljiik s-t és s'-t, ezért A (s) = AXI(s"), ebbél viszont kdvetkezik, hogy Ly (s) =
Ly (s");

6. Ha tlk+1] = glk+1] akkor ¢tk = slkl g5 ezért AX+D(s) € A®)(s). De sziikebb halmaz mi-
nimuma nagyobb, vagy egyenld, mint az 6t tartalmazo halmaz minimuma, igy Ly (S) < Ly41(S);

7. s _ §IK {0y a7 allitas kovetkezik 5.-b8l;

8. s(k)[k] = skl ¢shamég s, = S;<<R>, akkor s<k>[k+1 = slk+1] tehat 7.-b81 Ly 41 (S) = Ly (S);

k
9. s gk &g ezért ez az llitas kovetkezik 8.-bol,

indexekre f; = 0, mig fj,, = e. Ugyanakkor, haa g = %, 1gl-xi fépolinomban j' kisebb j-nél, akkor

]

10.43. Tetel
Ha s és t test f6l6tti sorozatok, és a, b a test eleme, akkor Ly (as + bt) < Li(s) + L (t).

Bizonyitas:
Ha az s sorozat kezd6 k-hosszasagh szeletének linearis komplexitasa Ly (s), akkor van olyan
Ly (s)-rendti s**) homogén linedris rekurziv sorozat, amelynek els6 k eleme megegyezik s els6 k ele-
mével, €s ugyanez igaz az s és t felcserélésével a masik sorozatra is. Az el6bbi két sorozattal az is
teljesiil, hogy a k > i € N indexekre as + bt és as® + bt{k) megegyezik, vagyis ha f karakterisztikus
polinomja as® + bt¥)-nak, akkor Ly (as + bt) < deg(f). Legyen a két homogén linearis rekurziv so-
rozat minimal-polinomja mék) és mé""). Ekkor mfsk), m§k> és mfsk)mim foka az elébbi sorrendben Ly (s),
Li(t) és Li(s) + L (£). mfm{¥ karakterisztikus polinomja mind s%)-nak, mind t*)-nak, de akkor
ezen két sorozat barmely linearis kombinacidjanak, igy as® + bt )-nak is, amibél az eléz6ek alapjan
kovetkezik a tételben megadott egyenldtlenség.
U

10.44. Tetel
Ha m{¥) helyteleniil generéalja s k + 1-edik elemét, akkor Lj,; = max{Ly, k + 1 — L;}.
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10. Rekurziv sorozatok

Bizonyitas:
Legyen & = s — S,im. A feltétel szerint az u = s — s{¥) sorozat elsé k eleme 0, mig a k + 1-

edik éppen u; = &, # 0. Ekkor

k1= Ligy(0) = Ly (s = 8%) < Liy (8) + L1 (s99)
= Lg41(8) + Ly (S(k>) = Ly41(S) + Li(s) = Lyy1 + Ly,

vagyis Lyyq = k + 1 — Ly, és korabban mar belattuk, hogy Ly 41 = Ly.

Most megmutatjuk az ellenkezd iranyu egyenldtlenséget azaltal, hogy megadunk egy olyan L =
max{Ly, k + 1 — L, }-foka polinomot, amely helyesen generalja s-nek valamennyi elemét a k indexiiig,
beleértve még ezt a tagot is.

A bizonyitas indukcidval torténik. A nullahosszisagh kezddszeletre nyilvan vehetd Ly = 0 és
m(® = e, ahol e a test egységeleme. Ez a polinom mindaddig helyesen generalja a sorozatot, amig a
sorozat tagjai 0-k. Legyen a sorozat elsé nem nulla eleme az u indexnél (ez tehat az u + 1-edik elem!).
Ekkor L, még 0, m™ = e, mig L, = u+1=max{0,u + 1} = max{L,, u + 1 — L.}, és m®**1 =
x“*1 egy alkalmas miniméalpolinom (de tetszdleges u + 1-edfokt fépolinom megfelel, igy lathato, hogy
mig a linearis komplexitas egyértelmi, tehat a polinom foka is, addig maga a polinom nem). Tegyiik
fel, hogy az u + 1 < k esetekben mik) helyesen allitja el6 az s sorozat els6 k elemét, de a k + 1-ediket,
azaz sy-t egy 8, # 0 hibaval. Mivel Ly = 0, de a feltétel szerint L, > L, 41 > 0 = L, ezért kell lennie
olyanu < t < k indexnek, hogy Ly, = max{L;,t + 1 — L.} # L;, vagyisamelyre L;,; =t + 1 — L,
és ha az ilyen indexek maximuma r, akkor tehat L, = L,,; = r + 1 — L,.. Ebbdl az is kovetkezik, hogy
m{™ az s,-et a megeléz6 elemekbél egy 8, # 0 eltéréssel generalta. Nézziik az

Ly L,
Ll L) — 8k6r—1xL—(k+1—Lk)m(r) — Z C§k>xi+(L—Lk) _ 5k5r_1 Z Cl§r>xi+(L—(k+1—Lk))
i=0 i=0

polinomot. A jobb oldali els6 polinom egy L-edfoku, mig a masodik L — (k — r) < L-edfoka fopoli-
nom, hiszen 6,672 #0, és Ly =Ly =7+ 1—Lb8l L+ (L—(k+1—L))=L—(k—1),
ahol r < k. Ez azt jelenti, hogy m egy L-edrendii homogén linearis rekurziv sorozat karakterisztikus
polinomja, és pontosan akkor generalja s els6 k + 1 elemét, ha barmely k — L > i € N-re

Ly Ly
(k) - (r)
Z ¢;'Sitjrt-Ly — Ok0r ' Z ¢St (L-(k+1-L0)
j:O ]:0
Ly Ly
_ (k) - (r) _
= z G Siaja(r-L) ~ k0! Z G Sisj((-L)-(k-r) = O
j=0 j=0

Adott i-re s legnagyobb indexe az els6 6sszegben u =i + Ly + L — L, = i + L, mig a masodikban ha-
sonlo szamitassal v =i + L — k +r.Hai < k — L, akkor tehatu < k, v < r, igy mindkét 6sszeg nullat
ad. Maradtaz i = k — L eset, vagyis amikor u = k és v = r. Ekkor az elsé dsszeg az s-nak és az m®
altal generalt s sorozat k indexii tagjanak, s,((k>-r1ak a kiilonbsége, vagyis §j, mig a szumma el6tt allo
tényez06 nélkiil a masodik 6sszeg hasonlo modon §,-et ad, igy a teljes Osszeg értéke ismét 0. Ez azt
bizonyitja, hogy m egy olyan karakterisztikus polinom, amely helyesen generalja az s sorozatot a k >
i € N indexekre. Ebbol kovetkezik, hogy Lyy1 < L, és mivel kordbban belattuk az ellenkezd irdnyu
egyenlGtlenséget, ezért L, = L.

|

Ismét hangsulyozzuk, hogy mig a linearis komplexitas értéke, tehat L, egyértelmiien meghataro-

zott, addig egy alkalmas m¥) polinomra ez altalaban nem igaz, hiszen nyilvanvaloan tobb olyan Lj-
rendit homogén linearis rekurziv sorozat 1étezik, amelynek az els6 k tagja azonos. Ha egy adott k-nal
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Véges testek

8 # 0, akkor m *1 biztosan nem egyenlé m‘¥)-val. Ugyanakkor Ly, = max{Ly, k + 1 — L, } alap-
jan eléfordul, hogy Lyy; = Ly. EKkor m*+ = m® | de deg(m**V) = L., = L, = deg(m®),
ami azt jelenti, hogy m) mellett m*1 is olyan homogén linearis rekurziv sorozatot general, amelynek
k hossziisagh kezd6szelete megegyezik a vizsgalt sorozat hasonlé szakaszaval, vagyis s%'-hoz
mk+1) = )’ i alkalme}s generald polinom, ami mutatja azt, hogy ez a polinom nem mindig egyér-
telmiien meghatarozott. Erdemes még a kovetkez6t észrevenni. Ly,q = max{Ly, k +1 — Ly} > Ly
pontosan akkor, amikor k + 1 — Lj, > Ly, azaz akkor, amikor L; < % vagyis Ly, < ; De a legutdbbi

relacio éppen azt jelenti, hogy s elsd k eleme egyértelmiien meghatarozza azt az egyetlen legfeljebb S—

edrendii homogén linearis rekurzidt, amelynek ugyanez az els6 k eleme, hiszen egy n-edrendii homogén
linearis rekurziv sorozatot egy adott ponttol kezdve egyértelmiien meghatdrozza az adott ponttdl kez-
dédé 2n egymas utani eleme, vagyis ha L, < S s 6 # 0, akkor Ly, nem lehet egyenl6 L,-val. Ha
viszont még k < 2L, akkor az aktualis s*) elsé k eleme nem hatarozza meg egyértelmiien a sorozat
tovabbi részét, tobb kiilonbozd L -rendii homogén linearis rekurzio is ugyanezt a kezdd sorozatot gene-
rdlja, amelyek azonban mas €s mas soron kovetkezd elemet generalnak, vagyis ekkor még egy ugyan-
olyan rendii, de masik rekurziéval eld tudjuk allitani s**1)-et,
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Fiiggelék: Abel-csoportok karakterei
Véges Abel-csoportok alaptétele

F.1.Definicio

Legyen G Abel-csoport, ® # B € G. B a G Abel-csoport bazisa, ha B generalja G-t, és a B bar-
mely nem iires B’ részhalmazara [[,cprcp b = e = (V(b € B'): b'» = ¢), ahol e a csoport egység-
eleme, és t, minden b-re racionalis egész szam.

A
F.2.Tétel
Ha B a G Abel-csoport bazisa, e az egységelem, és G legalabb kételemti, akkor B \ {e} is bazis.
A
Bizonyitas:

Ha e € B, akkor nincs mit bizonyitani, legyen ezért e € B. |G| > 1 kovetkeztében 1étezik g €
G \ {e}, ezért [e] = {e} # G ([A] az A generatuma), @ # B + {e}, B \ {e} # @. e elball barmely B \
{e}-beli elem nulladik hatvanyaként. B generatorrendszer, igy az el6z6 g el6allithatd B-beli elemek
hatvanyanak szorzataként. Mivel g # e, ezért ez a szorzat biztosan tartalmaz legalabb egy e-tdl kiilon-
bo6z06 elemet, és ha e egy hatvanya is tényezd, akkor ezt az e-vel egyenld tényezot elhagyva ismét g-t
kapjuk, B \ {e} is generatorrendszer. Ha egy szorzat csak igy lehetett e, hogy a szorzatban szerepld
valamennyi kiilonb6z6 B-beli b-hez tartozo hatvany kiilon-kiilon e, akkor ez a tulajdonsag megmarad
akkor is, ha csupan azokat a szorzatokat nézziik, amelyek nem tartalmazzak e valamely hatvanyat, tehat
B \ {e} is bazis.
0

A tovabbiakban |G| > 1 esetén bazis olyan halmaz, amely nem tartalmazza a csoport egységele-

mét.
F.3.Tetel
Ha B a legalabb kételemii G Abel-csoport bazisa, akkor B a G minimalis generatorrendszere.
A
Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy b € B-re B' = B \ {b} is generalja G-t. Mivel |G| > 1, ezérte € B, b # e, és
e &€ B'. Ha B’ generatorrendszer, akkor az elemeibdl vett hatvanyok szorzataként felirhato b is. Legyen
b egy ilyen felirasa b = [[ceccpr cte, ahol C nem iires (mert b # e). Ezek szerint a csupa baziselem-
hatvanyokbol allé b~ [[.eccp’ ¢t szorzat a csoport egységelemét, vagyis e-t adja tigy, hogy van a
szorzatban olyan baziselem-hatvany, amely maga nem az egységelem (mert b # e = b~ # ¢), ami
tehat B egyetlen valdodi részhalmaza sem generalja G-t, B minimalis generatorrendszer.
U
Harom fontos megjegyzést fiiziink az el6z6 tételhez.

a) Ugyanazon csoportnak tobb kiilonb6z6 elemszamu bazisa lehet. Ha példaul G egy n-edrendii
ciklikus csoport, és g egy generatoreleme, akkor g a G csoport egyelemii bazisa. Legyen n Osszetett,



Véges testek

n=uv,ahol1<u €N, 1<veNc¢E (uv)=1. Mind g%, mind g¥ G-nek valdodi részcsoportjat ge-
neraljak, ugyanakkor alkalmas r és s egészekkel 1 = ru + sv, igy g eléallithato g* r-edik és g¥ s-edik
hatvanyanak szorzataként, de akkor G minden elemét is felirhatjuk g* és g alkalmas hatvanyanak szor-
zataként, igy g% és g” a G minimélis generatorrendszerét adja. Végiil, ha e = (g*“)*(g")/, akkor e =
eV = g”zj, ami csak akkor lehet u és v relativ primsége miatt, ha u|j, de akkor (g¥)/ = e, és hasonléan
adédik a (g*)* = e egyenléség is, {g*, g¥} a G-nek kételemii bazisa.

b) Minimalis generatorrendszer nem feltétlentiil bazis. Legyen G ismét ciklikus csoport a g gene-
ratorelemmel, a rendje n, u és v 1-nél nagyobb relativ prim természetes szdmok tigy, hogy szorzatuk az
n egy valddi osztdja. Ekkor az el6z6 ponthoz hasonldan g és g¥ (egyiitt) minimalis generatorrendszer.
Ugyanakkor ha n = quv (a feltétel alapjan g > 1), és q = r + s pozitiv egész r-rel és s-sel, akkor sem
g™, sem g™ nem az egységelem, a szorzatuk viszont az.

c) A tétel megforditasaként kapjuk, hogy ha egy kommutativ csoportnak nincs minimalis gene-
ratorrendszere, akkor bazisa sem lehet. Kérdés, hogy van-e minimalis generatorrendszerrel nem rendel-
kez6 Abel-csoport. Ha igen, akkor ez végtelen elemszamu, hiszen véges csoportnak van véges genera-
torrendszere (példaul 6nmaga), és véges generatorrendszerbdl biztosan kivalaszthaté minimalis genera-
torrendszer. Az el6z6 kérdésre a valasz pozitiv, amint az alabbi példa mutatja.

A racionalis szamok halmazanak az 6sszeadassal mint Abel-csoportnak nincs minimalis genera-
torrendszere, barmely generatorrendszer tartalmaz nala sziikebb generatorrendszert. Ezt a kovetkezo-
képpen lathatjuk be. Legyen az A nem tires halmaz egy generatorrendszer. Ha A tartalmazza a 0-t, az
nyilvan elhagyhato, feltehetjiik ezért, hogy egyetlen A-ba tartozdé @ sem egyenld nullaval. Ekkor egy

tetszbleges A-beli a és 1 < s € N kivalasztasaval % @ is (nullatol kiilonb6z6) racionalis szam, igy A-val
generalhato, é a € [A]. Az [A]-t A-beli elemek egész-szamszorosainak Osszege alkotja (hiszen a miivelet

az Osszeadds), ezért minden elem ¢és igy é «a is ilyen formaju, azaz %a = ua + f3, ahol u egész szam, és
B az A a-tol kiilonbozé elemei altal az Gsszeadassal generalt halmaz egy eleme, vagyis B € [A \ {a}].
B # 0 biztosan teljesiil, mivel ellenkez6 esetben us = 1 lenne, ami s > 1-gyel lehetetlen (hiszen u
egész szam), ezért semmilyen u egésszel nem lehet éa—t a tobbszoroseként, tehat csupan a generatu-
maként kifejezni. Amennyiben u = 0, akkor maris a = sf8 € [A \ {a}]. Ellenkez6 esetben a korabbi
egyenldségbdl azt kapjuk, hogy (1 — us)a = sp. %usa is racionalis szam (1 — us nem lehet nulla,

hiszen akkor  is nulla lenne, amir6l el6bb lattuk, hogy lehetetlen), ennélfogva %w a = va +y meg-
feleld v egész és y € [A \ {a}] szammal. Most irhatjuk, hogy

a=0—-us)(va+y) =0 —us)va+ (1 —us)y
=v((1 —us)a) + (1 —us)y = vsf + (1 — us)y.

vsB + (1 —us)y € [A\ {a}], ennélfogva a elballithatd a generatorrendszer tobbi elemével, ezért el-
hagyhato A-bol, igy A-bol barmelyik elemet elhagyva ismét generatorrendszert kapunk, tovabba ez bar-
mely generatorrendszerre igaz, igy nem létezhet minimalis generatorrendszer.

Az el6z6 harom pont alapjan latjuk, hogy ez a bazis nem mindenben rendelkezik a lineéris algeb-
raban latott bazis ismérveivel (példaul, hogy egy linearis tér minden bazisanak szamossaga azonos, bar
lattunk mar mas ilyen struktirat is, nevezetesen a modulusokat). Ennek ellenére van k6zos tulajdonsa-

guk.

F.4.Tétel

Ha B a G Abel-csoport bazisa, akkor G minden eleme 1ényegében véve egyértelmiien irhatod B-
0

. . . : (2) o
beli elemek hatvanyanak szorzataként, vagyis [1peprcp ' = [Ipep'cp b esetén minden b € B'-re

® @) . . . ;
bty = b' . Forditva, ha B a G nem iires részhalmaza, és a csoport minden eleme lényegében véve
egyértelmiien irhato fel B-beli véges sok elem hatvanyanak szorzataként, akkor B a csoport bazisa.
A
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Fiiggelék: Abel-csoportok karakterei

Bizonyitas:
e W_ @
Haa G csoport g elemére [Ipeprcp b = g = [lpeprcp bt 5 akkor e = [lpegrcg b ~'» ,ami

) (1) (2) .

baziselemekkel csak ugy teljesiilhet, ha a B’ valamennyi elemére e = bts =t ,azaz b'» = b'» . Visz-
szafelé lathatéan B generatorrendszer, és ha minden elem alapveten egyertelmﬁen irhato B-beli elemek
hatvanydnak szorzataként, akkor ez igaz a csoport egységelemére is, marpedig ez mindig irhat6 gy,

hogy a baziselem-hatvanyok maguk az egységelemmel azonosak.

U
A kovetkez6 tétel a véges Abel-csoportok alaptétele.
F.5.Tétel
Minden véges Abel-csoportnak van bazisa.
A

Bizonyitas:

Elsoként leszogezziik, hogy véges csoport minden olyan generatorrendszere, amelyben egy elem
csak egyszer fordul el6 véges (hiszen legfeljebb csak annyi elembdl allhat, amennyi magaban a csoport-
ban van), ezért ha van bazis, az is csak véges lehet mint minimalis generatorrendszer (minimalis gene-
ratorrendszer nyilvan nem tartalmaz tobbszords elemet). Ha a G véges Abel-csoport ciklikus, akkor
egyetlen elemmel generalhato, és ha egy ilyen generatorelem g, akkor g% = e nyilvan pontosan akkor
teljesiil, amikor g* = e, {g} tehat bazis (ha G legalabb kételemii, akkor a generatorelem nem lehet az
egységelem).

Nézziik ezek utan azt az esetet, amikor G nem ciklikus. EKkor van G-ben e-t6l kiilonb6z6 elem,
igy n = r;gg{o(g)} € N*\ {1}, hisz véges csoport minden eleme véges rendi, és g°9 = e-bdl

o(g) = 1-re g = e. Legyen g € G olyan, hogy o(g) = n (ilyen elem biztosan létezik), és legyen G; a
G g altal generalt ciklikus részcsoportja. A feltétel szerint G # G;, ezérta H = G/G, csoport is legalabb

kételemd, & |G| = 0(g) = n > 1 kivetkeztében |H| = |G/G,| = |'(f'| 161 < 16]. Mivel ciklikus cso-

portra belattuk a tétel allitasanak helyességét, és az egy- és kételemil csoport ciklikus, ezért tegyiik fel,
hogy mar minden s > k € N* \ {1}-re bizonyitottuk a tételt, és legyen |G| = s. 1 < |H| < s azt jelenti,
hogy H -nak van bazisa, mondjuk B = {i_ll-|r >i€ N}, €s O(f_li) = d;. h; a G-nek egy G, szerinti mel-
1ékosztalya, és ha g; és g, azonos mellékosztaly elemei, akkor g; = g5, 0(g;) = 0(gy). o(h) = d azt
jelenti, hogy h%G; = (hG,)? = G,, ami masként irva azzal egyenértékii, hogy h® € G, és d a legkisebb
ilyen tulajdonsagu pozitiv egész. Legyen h a B egyik eleme, h a h = hG; mellékosztalynak egy olyan
eleme, amelynek h% = g%, n > u € N alaku felirasiban u a lehet6 legnagyobb, és legyen o(h) = m
Belatjuk, hogy d = m. Tegyiik fel az ellenkezéjét. k™ = e € Gy, igy d < m. Had < m, akkor h® # e
(mert d > 0), g sem az egységelem, n > u € N*. h4G, = (hG;)?® = G;, ezért d|m, masrészt véges
kommutativ csoportban minden elem rendje osztdja a maximalis rendnek (lasd a 3.52. Tétel bizonyita-
sanak b) és C) pontjat a 64. oldalon) igy m|n (és ebbdl kovetkezik, hogy m < n is teljesiil). e = h™ =

(hd)d = (g”)d =g" @ , ennélfogva u— =0(n),techatu=0 <(n )> d|m|n-bél — |n Innen( =
'd

nq)

;d ésu=0 (;d ), azaz u = qu, és az u korlatai alapjan — S 4E€ N*. h-val egyiitt gh is eleme
hGi-nek, ezért hg d-edik hatvanya is benne van G,-ben, hg is g-nek egy hatvanya, méghozza a legki-
sebb pozitiv egész kitevovel irva hg a g-nek legfeljebb u-kitevds hatvanya. (hg)? = h%g? = g¥g% =
g¥te, és igy u +d > u, tehat u + d > n, mivel d pozitiv egész. Ekkor n <u +d = q%d + d-bol
% >q > %—% > %— 1 (a legels6 egyenlétlenség a korabbi feltétel g-ra), ami egész g-val lehetetlen,
mert % egész. Az ellentmondas a g < %, azaz az u < n feltételbdl ered, amit azért kellett feltenniink,
mert d < m csak igy teljesiilhet, tehat az ellentmondas oka a d < m megkdtés, és igy d = m.
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A B; = {g} U {h;|r =i € N*} halmaz generalja G-t. Legyen ugyanis a a G egy eleme. G minden
eleme, igy a is benne van egy G, szerinti mellékosztalyban, mondjuk a € hG;. hG; megadhato a h;G;
hatvanyainak szorzataként, azaz a h; hatvanyainak és G;-nek a szorzataként, a € (H§=1 hf i)Gl, igya =
(M=, hj")g¢, azaz a € [B,].

Végiil belatjuk, hogy B; bazis. A h;-k egyike sem e, ugyanis h; = e-bél h; = &, ami nem lehet,
hiszen B a legalabb kételemii H bazisa, g sem az egységelem, igy B;-nek nem eleme e. Tegyiik fel,
hogy gt [T/—1 b = e. Innen & = gt [TI_, h,* = gt [Ti—; h;* = [T'—, h;’, ami akkor és csak akkor lehet-
séges, ha minden i-re i_liti = e, tehat m; = d;|t;. Ekkor viszont hf" = e, emiatt g¢ = e, és B, bazis.

U

Csoportkarakterek

k
Az alabbiakban S,En) = (el(n)) = (1, k 27”) ak 27” sz0ghoz tartozo n-edik komplex egységgyok.

F.6.Definicio

Legyen G kommutativ csoport, y a G-nek a komplex szamok multiplikativ félcsoportjaba valo
nem azonosan nulla félcsoport-homomorfizmusa. Ekkor y a G karaktere.
A

F.7.Megjegyzés

Karaktertdl altalaban megkivanjak, hogy abszolut értéke 1 legyen a csoport minden elemén. Mi
ezt nem kotjiik ki, de l1atni fogjuk, hogy véges esetben a sziikebb és tagabb értelmezés megegyezik.
A

F.8.Tétel
Legyen y a G kommutativ csoport karaktere, ekkor

V(g € G): x(9) # 0;
x(e) =1, ahol e a G egységeleme;

V(g E®):x(g™ = (x(@) )
ha g € G -re o(g) =n € N*, akkor y(g) = s,&n) = (efl)) =lx(@))=1)egyn>keN

egésszel; véges G esetén | y| az azonosan 1 fiiggvény, igy x korlatos;
ha y korlatos, akkor V(g € G): |x(g)| = 1;

ha [x(g)| = 1, akkor x(g~") = x(9).

» LR

o

Bizonyitas:
1. Tetszbleges G-beli g-hez adott h esetén van olyan g', hogy hg' = g. Ha y(h) = 0, akkor

x(g) = x(hg') = x(W)x(@") =0-x(g') =0,

tehat y azonosan nulla, ami ellene mond a definicidénak.

2. Az el6z6 pont alapjan y(e) # 0, ezért 1- y(e) = y(e) = y(e?) = x(e-e) = x(e) - x(e).
x(e)-vel egyszertsithetiink, és ekkor y(e) = 1.

3. x(g7Hx(9) = x(g™1g) = x(e) = 1, ahonnan adddik az allités.
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Fiiggelék: Abel-csoportok karakterei

4. A feltétel szerint g"* = e, ezért ()((g))n = x(g™) = x(e) = 1, x(g) egy n-edik komplex egy-
séggyok, ennek abszolut értéke viszont 1. Véges csoport minden eleme végesrendd, tehdt minden cso-
portbeli elemen a karakter értékének abszolut értéke 1, ami egyben korlatossagot is jelent.

5. Legyen g a G-nek olyan eleme, amelyre |x(g)| # 1. Lattuk, hogy ekkor g rendje végtelen.
Ha|x(g)| < 1, akkor a 3. pont alapjan |y(g~1)| > 1, ezért feltehetjiik, hogy |x(g)| > 1. Innen barmely

n € N-re |y(g™)| = |()((g))n| = |x(g)|", és ez tart a végtelenhez, a karakter nem korlatos.

6. x(g7b) = ()((g))_l, és egységnyi hosszusagi komplex szam inverze a szam konjugalja.
H

F.9.Tetel

Legyen G egy kommutativ csoport. Ha y;, x,, x a G karaktere, akkor a g = x,(9)x2(9), g »
x(g™D), g » x(g) szabalyok karaktert definialnak. Amennyiben y korlatos, akkor a két utobbi karakter
egybeesik.

A

Bizonyitas:

a) Mind y;(g), mind y,(g) minden g-re értelmezett és nem nulla komplex szam, ezért nullatol
kiilonboz6 komplex szam a szorzatuk is, tovabba egy g-hez y; és y, egyértelmiien rendel egyetlen
komplex szamot, ezek szorzata is egyértelmiien meghatarozott, igy az els6 szabaly egy leképezést defi-
nial G-r6l C*-be. Komplex szamok szorzasa kommutativ és asszociativ,

X1(9192)%2(9192) = (x1(9)x1(92)) (x2(91)x2(92))
= (X1 (9)x2(90)) (11 (92)x2(92)),

igy g192 képe a g4 és g, képének szorzata, a leképezés miivelettarto.
b) g egyértelmiien meghatarozza az inverzét, ehhez egyértelmiien rendel y egy nem nulla komp-
lex szamot; ez minden g-re érvényes, igy g = x(g~1) a G-nek C*-be valo leképezése.

x((9192)™) = x(g3 g1 ") = x(9z Dx (91 ") = x(gix (g2 1),

igy a leképezés homomorfizmus.

c) Minden g € G-re y(g) létezik és egyértelmii nem nulla komplex szam, de akkor ez igaz a
konjugaltjara is, hiszen a konjugalas automorfizmus C-n. Mivel szorzat konjugaltja a konjugaltak szor-
zata, ezért ez ismét homomorfizmus.

d) Ha a feltétel teljesiilés, akkor az el6z6 tétel 5. és 6. pontja alapjan a G minden g elemére tel-
jesiil, hogy x(g~1) = x(g) , de ekkor a két fliggvény megegyezik.

0

F.10. Definicio

Legyen x1, x2, ¥ @ G kommutativ csoport karaktere. Ekkor a g = x;(g)x»(g) karakter a y, és
X karakter szorzata, a g — y(g~1) karakter a y karakter inverze, a g » y(g) karakter a y ka-
rakter konjugaltja, az elsé jele y = y;x,, a masodiké y 1, az utolséé j. G karaktereinek halmazat G-
vel jeldljiik.

A

F.11. Tétel

TetszSleges G kommutativ csoport esetén G kommutativ csoport a karakterszorzassal.
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Véges testek

Bizonyitas:

1. G nem iires: ha minden g-hez 1-et rendeliink, akkor ez egy leképezés G-rdl C-be, nem azono-
san nulla, és nyilvan szorzattarto, tehat karakter, jeloljiik y,-val.

2. A karakterszorzas asszociativ: ha yq, x, €s y harom karakter, akkor tetszoleges g-re

(Oax2)x3)(@) = (Cax2)@)xz(9) = (1@ x2(9))x3(9) = x1 (D (x2(Dx3(9))
= 11 (C2x3)@) = (1 (2x3)) (@)

tehat (yix2)xs = (1 Orzxs) ) (9)-

3. Barmely y karakterrel a G minden g elemére (xox)(g9) = xo(g9)x(g) =1 x(g) = x(9g), igy
XoX = X, tehat y, baloldali egységelem G-ben.

4. Ismét tetszéleges G-beli y-vel és G-beli g-vel

0@ = x (@x(9) = x(g7Dx(g) = x(g7'9) = x(e) =1 = xo(9),
azaz a karakterekre atirva y 1y = xo.

1.-4. egyiitt biztositja, hogy G csoport a y, egységelemmel és y~*-gyel mint inverzzel. Ezt a
csoportot G-vel fogjuk jelolni.

5. Crx2)(9) = x1(9x2(9) = x2(9)x1(9) = (r2x1)(g), mivel C-ben a szorzasa kommutativ,
igy x1X2 = X2X1, a karakterszorzas kommutativ.

0
F.12. Definicio
Ha G Abel-csoport, és y,: G — C*-gal minden G-beli g-re x,(g) = 1, akkor y, a fékarakter.
A
F.13. Tétel
Ha G véges Abel-csoport, akkor § = G.
A

Bizonyitas:

A véges G Abel-csoportnak van bazisa, legyen ez B = {b;|r =i € N*},éso(b;) = n; € N*. Az,
hogy G véges, nyilvanvalé: G minden eleméhez csak véges sok érték rendelhetd, hiszen g € G-re tet-
szbleges y karakterrel y(g) egy véges foki komplex egységgyok valamilyen hatvanya, és ilyen csak
véges szamu van, a kommutativitast pedig mar belattuk. § igy véges kommutativ csoport, ezért van

bézisa. Legyen r > i € N*-ra y;: G — C olyan, hogy b; € B-re y;(b;) = ££ni), ha i = j, egyébként

s K Dk o
xi(b;) = 1, tovabba x; () = x; (TTf=1 b5Y) = Mica (i (00))* = (81(” )) ,hag = [Tf-y bi*. Belatjuk,
hogy ekkor B = {y;|r = i € N*} egy bazis G-ben.

k
a) (1, sz) = (1, 2%) =1 = (1,0) akkor és csak akkor teljesiil, ha k%n =t - 2m, ami azzal ek-

vivalens, hogy n|k, és igy £ rendje n;.
b) x; karakter. A definiciobdl latszik, hogy értéke minden csoportelemre egy nullatol kiilonbozo

komplex szam. g felirasa a bazis elemeivel egyértelmil, ezért a g-hez rendelt komplex szam egyértelmil.
D @]
Legyen g, = [1i=1 bf b és g, =[li=1 bf ¢ két elem a csoportbdl. Ekkor g9, = [1i=1 bf

t € N* mellettn, > k, € Nés k, = k™ + kP (n,). A definiciobol

t ahol r >
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Fiiggelék: Abel-csoportok karakterei

Xi(9192) = (Eini))ki
€)) @ D, .2
Xi(g)xi(g2) = (ani))kl (gl(ni))kl - (Sini))kl -

és a két komplex szam azonos a k-kra vonatkoz6 kongruencia kdvetkeztében.

m;
c) Legyen y a G egy karaktere. b; rendje n;, ezért y(b;) = (e("")) egy n; > m; € N egésszel.
m;
Terkintsiik a ' = [Ti=, x,; ¢ Karaktert, ekkor x'(b;) = [Tr=1 x; t(b;) = ( ("")) . Amennyiben g =
1bkf akkor

r

s =e([Jo) ] Jeoor =[] ()"
1_[(’( b)) = X(Hb >=x’(g)

igy a y;-k generdljak G-ot. Ha [T7—; x;° = xo, akkor 1 = yo(b)) = [Ti=q x5 (b)) = (el(”"))sl, ami csak
ugy lehet, ha n;|s;. Ekkor viszont y; a B minden elemén 1, de akkor G valamennyi elemén is 1, y; = 1,
vagyis x; = xo. Mivel ez minden r > i € N*-re igaz, ezért B valoban bazis.

Végiil B és B elemeinek szdma és minden i-re b; és y; rendje azonos, ezért G és G izomorf.

F.14. Tétel

Ha a G kommutativ csoportnak van bazisa, akkor tetsz6leges g € G \ {e}-hez van olyan y karak-

ter, hogy x(g) # 1 (e a G egységeleme).
A

Bizonyitas:

Jeloljiik G bazisat B-vel. g baziselemek hatvanyainak szorzataként valo felirasaban van legalabb
egy olyan tényez0, amely nem az egységelem, vagyis ha ez b € B a k kitevével, akkor b* # e. Ha b n-
edrendd, akkor legyen @ = 8 ), kiilonben a = €27, ahol k™1 # ¢ € R (itt most e a természetes loga-
ritmus alapja, és k # 0 a feltetel értelmében). Definialjuk y-t ugy, hogy x(b) = a, b’ € B\ {b}-re
x(b')=1,éshaaG g’ eleme g’ = b*» Hb,EB,gB\{b}(b’)kf, alaku, akkor y(g") = a*». Ez G minden
eleméhez hozzarendel egy és csak egy nem nulla komplex szamot, hiszen a bazisban valo feliras egyér-
telmti. Ha g, = b*1h;, g, = b¥2h,, ahol h, és h, felirdsaban mar nem szerepel b, akkor x(g195) =

akitke = gkigke = y(g,)x(g,), igy x karakter G-n. a valasztasa folytan a® # 1, ezért a® = y(g) #
1.
.
F.15. Kévetkezmény
Véges kommutativ csoport g # e eleméhez van G-nek olyan y karaktere, amelyre y(g) # 1.
A
Bizonyitas:
Véges Abel-csoportnak van bazisa, igy alkalmazhat6 az el6z6 tétel.
U
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Véges testek

F.16. Tétel

|G|, ha xy = xo

Legyen x a G véges Abel-csoport karaktere. EKkor ¥ ;¢ x(g) = { 0, hay # g
) 0"

Bizonyitas:

Ha y = y,, akkor az 6sszeg minden tagja 1, igy az 0sszeg megegyezik G elemeinek szamaval.
Ellenkez6 esetben van G-nek olyan g, eleme, amelyre xy(go) # 1, vagyis 1 — x(go) # 0. G csoport,
ezért barmely G-beli g-hez van pontosan egy olyan g’, hogy g = gog’, igy, mikozben g’ végigfut G
elemein, azalatt g is egyszer és csakis egyszer egybeesik G valamennyi elemével, kdvetkezésképpen

1 Z x(9) = Z x(909") = x(g0) Z x(g") = x(go) Z x(9)-

geG g'eG g'ec geG

Innen (1 — x(go)) Ygec X(g) = 0, és mivel az els tényez6 kiilonbozik nullatél, igy Y.geq x(g) = 0.
|

F.17. Tétel
|Gl,hag =e

Legyen g a G véges Abel-csoport rogzitett eleme. Ekkor },,cq x(g) = { 0, hag e

Bizonyitas:

Ha g a csoport egységeleme, akkor minden karakter értéke g-n 1, az 6sszeg megegyezik a karak-
terek szamaval, ami viszont azonos G elemszamaval, hiszen G és G izomorf csoportok. Ha viszont g #
e, akkor az F.15. Kovetkezmény szerint van olyan y, karakter G-n, amelyre x;(g) # 1. G csoport, igy
valamennyi G-beli y-hez egyértelmiien megadhaté egy olyan y’, amellyel y = y,x’, ezért

1- Z x(g) = z CxH (@) = x1(9) Z x'(9) = x1(9) Z x(9),
X€G x'eé x'eé geG

tehat (1 - X1 (g)) Yyec x(g) = 0, ami csak Ugy lehet, ha az dsszeg nulla.

F.18. Tétel (ortogonalitasi tételek)
Legyen G véges Abel-csoport, y; és y, illetve g, és g, a G két karaktere és két eleme. Ekkor

|G|,ha)(1 :)(2
0, ha y; # x»;

R — _ |G|,hag1=g2
0) Trec (@070 ={ o pa o L

) Sgeo @729 = |

Bizonyitas:
Q) x1(9)x2(9) = (raxz1)(9) = x(9), és x akkor és csak akkor a fokarakter, ha y; = x2;
b) x(91)x(g2) = x(919:") = x(g), és g pontosan akkor lesz G egységeleme, ha g; = g,.

Most mindkét esetben alkalmazhatjuk az el6z6 tételek eredményeit.
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Fiiggelék: Abel-csoportok karakterei

Véges test karakterei

Amennyiben a csoport miivelete additiv, akkor a miivelettartas kdvetelménye azt jelenti, hogy
x(g1 + g2) = x(g1)x(g). Ezt figyelembe véve testnek mind az additiv, mind a multiplikativ csoport-
jan definialhatjuk a karaktereket, és értelemszertien besz€liink a test additiv illetve multiplikativ karak-
terérdl, ahol ez utdbbit kiegészitjiik azzal, hogy a nullelemen legyen az értéke 0. Véges test multiplikativ
csoportja ciklikus, igy ciklikus a multiplikativ karakterek csoportja is ugyanazon renddel. Kénnyen meg
tudjuk adni a generatorelemét: ha a test g-elemti, és egy primitiv eleme g, akkor legyen y,(g) = sl(q_l),
a test tobbi nem nulla elemére pedig a szorzattartas definialja y, €s vele egyiitt tetsz6leges karakter

érteket.

Most megvizsgaljuk a véges test additiv karaktereit.

F.19. Tétel

Legyen FF, egy g-elemii véges test, [F, a primteste, a bévités foka n, a € Fy-ra S(a) az a F,
folotti nyoma, tovabba ¢: F, — Z olyan, hogy p > k € N-re ¢(ke) = k, ahol e az [F,, egységeleme.
Ekkor a k(a) = (ef”))q)(s(“))

raktere kg, ahol § az F, tetszleges eleme és kg(a) = k(Ba), és kiilonbdzé By, B,-hdz kiilonbdzo
karakter tartozik.

definicioval k az [F, additiv csoportjanak karaktere, [F, minden mas ka-

A

Bizonyitas:

[F; minden nem nulla elemének additiv rendje p. Legyen y a test primitiv eleme, ekkor minden
clem egyértelmiien irhat6 fel a y legfeljebb n — 1-edfoki nemnegativ egész kitevds hatvanyainak [,
elemeivel vett linearis kombinacidjaként. K()/j ) a definiciobol lathatéan egy nem nulla komplex szam,
¢s az S-fliggvény tulajdonséaga alapjan ez igaz lesz F; minden elemére. A bazisfeliras egyértelmiisége
miatt k(@) egyértelmii, és ismét S valamint ¢ additivitasa miatt k miivelettartd, tehat karakter. Mindez
igaz k(Ba)-ra is, igy kg szintén karakter. Azt kell még megmutatni, hogy a kg-k halmaza ekvivalens
[F4-val. Tudjuk, hogy ha f; # f8,, akkor van olyan a, hogy u’ = S(f;a) # S(B,a) = v', de ekkor kii-
16nboz6 lesz u = @(u') és v = @(v') is. Ugyanakkor p > u € N, p > v € N, és egy p-edik primitiv
komplex egységgyok két kiilonbozd, p-nél kisebb nemnegativ egész kitevds hatvanya kiilonbozo, igy a
Kg-k szdma legalabb gq. De tobb karakter nem lehet, hiszen véges Abel-csoport esetén a karakterek
szdma azonos a csoport elemszamdval, igy valoban nincs mas additiv karaktere [F,-nak.

0

F.20. Definicio
Legyen [F, a p-elemi test bovitése, [F,-ra S(a) az a [F,, f6l6tti nyoma, ¢: [F, — Z olyan, hogy

(Sip))(p(S(a))

p >k € N-re p(ke) = k, ahol e az [F,, egységeleme. A k:F; > C, k:a — fiiggvény az

[, (additiv csoportjanak) kanonikus karaktere.
A

Ciklikus csoport karaktereinek csoportja is ciklikus, igy a csoport egyetlen alkalmas karakterének
ismeretében ismert a csoport barmely karaktere. Az el6z0 tétel alapjan a kanonikus karakter meghata-
rozza a véges test additiv csoportjanak minden karakterét, a test dsszes additiv karakterét, jollehet nem
pimszamelemi véges test additiv csoportja nem ciklikus csoport. Mindez azt jelenti, hogy véges testben
mind a multiplikativ, mind az additiv csoport karaktereinek csoportja egyszerii szerkezetii.
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Véges testek

Félcsoport-karakterek

Test multiplikativ struktiraja nem csoport, igy a multiplikativ csoport karaktere nem a teljes testet
képezi le a komplex szamok halmazaba. Hasonlo a helyzet, ha egy Osszetett m egész szamra tekintjiik
a modulo m maradékosztalyok multiplikativ félcsoportjat. Az alabbiakban kiterjesztjiik a karakter fo-
galmat bizonyos feltételeket kielégit6 félcsoportokra.

Tekintsiik az § egységelemes kommutativ félcsoportot az £ egységcsoporttal. Most €z a csoport
is kommutativ. Ha ¢ = ab egység, akkor mind a, mind b egység. Ezt elegend6 a-rol belatni, koszonhe-
tden a kommutativitasnak. Ha ugyanis ab invertalhato, akkor jobbrol invertalhato, tehat a jobbrol in-
vertalhato, masrészt ab = ba-bol hasonldan adodik, hogy a balrdl is invertalhatd, végeredményben te-
hat invertalhato.

Legyen most k az € egy karaktere, és legyen k': S — C olyan, hogy k'(s) = k(s), has € E, mig
az S minden mas s elemén legyen k' (s) = 0. Ezzel a szaballyal k' valoban az S-t C-be képez6 fiiggvény,
amelynek E-re valo megszoritasa k. k'(ab) = k'(a)x'(b), mert k' (u) = 0 akkor és csak akkor, ha u
nem egység, és az elébb mar belattuk, hogy ab akkor és csak akkor egység, ha mindkét tényezdje egy-
ség, ekkor viszont k' (ab) = k(ab) = k(a)x(b) = k' (a)x'(b). A Kiterjesztett fiiggvény tehat szorzat-
tarto, vagyis k' S-nek C-be valé homomorfizmusa.

Ha k; és K, az egységcsoport két karaktere, akkor ezek k = K4k, Szorzata is karaktere a csoport-
nak. Legyen k', k; és k5 rendre a k, k; és k, Kiterjesztése, ekkor E-beli a-ra k'(a) = k(a) =
k1 (a)k,(a) = k1(a)ky(a), migha a € S\E, akkor k'(a) = 0 = 0- 0 = k3 (a)k;(a), tehat K,k Kiter-
jesztése a kiterjesztések szorzata. A C-beli szorzas asszociativ és kommutativ, ezért a kiterjesztett fiigg-
vények szorzasa is ilyen tulajdonsagi. A k, fokarakter kiterjesztése neutralis eleme a szorzasnak, mert
E-beli elemeken az értéke 1, mig a tobbi helyen barmely kiterjesztett karakter értéke 0,és 0- 0 = 0, igy
a kiterjesztett fiiggvények a szokasos fliggvényszorzassal egységelemes kommutativ félcsoportot ké-
peznek. Végiil, ha egy k-hoz tekintjiik a k=1 kiterjesztését, akkor kdnnyen igazolhatéan (k1) k' = K,
vagyis k'-nek van inverze, a kiterjesztett fliggvények a fliggvényszorzassal csoportot alkotnak, és ez az
S csoport 1ényegében véve megegyezik £-pal, az € karaktereinek csoportjaval.

Az igy kiterjesztett fliggvények a félcsoport-karakterek.

A fentebbi kiterjesztéssel mar egy test, valamint egy maradékosztaly-gyiirli minden elemére 1éte-
zik a struktura multiplikativ miiveletére vonatkoz6 karakter. A szummacios és az ortogonalitasi tételek
is Iényegében véve, értelemszerti modositasokkal érvényesek:

|E|,ha x" = xo
! —
ZX @ _{ 0,hay’ # x
aes

i~ _ (|El,haa=ce
ZAX (@) = 0 ,haa=+e
x'€s
! T _ |E|:haX1=Xé
D a@x@={' e
aes
' = _(lEl,haa; = a,
D Hara) =R
x'es
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rész~ indexe, 10

A trivialis rész~, 9
AA
affin altér, 157 D
affin fok, 160
affin leképezés, 157 DFT. Lasd diszkrét Fourier-transzformacio
affin g-polinom, 158 digitalis jelfeldolgozas, 138
~ linearizalt része, 158 direkt 6sszeg
affin tobbszoros, 165 gytirtik ~e, 125
legkisebb ~, 165 diszjunkcio, 76
algebra, 24 diszkrét logaritmus. Ldsd index
~rangja, 24 DSP. Lasd digitalis jelfeldolgozas, Lasd Digital Signal
rész~, 24 Processing
annullator, 128
bal oldali ~, 128 -
asszocialt, 16 E!E
balrol ~, 17 egySég, 17
jobbrol ~, 16 bal oldali ~, 17
asszociativitas félcsoport ~ei, 10
éltalén-os ~ torvénye, 6 egységgyok, 108
automorflzmus, 5,61, 62 primitiv ~, 65,109
relativ ~, 67 , test feletti ~, 65
véges test relativ ~ai, 82 egyszertisités, 8
egytagu, 76
B egyiitthato, 8
elem
bazis, 56 ~ bal oldali inverze, 7
Abel-csoport ~a, 187 ~ foka, 54
beagyazas, 5 ~ hatvéanya, 7
Berlekamp-algoritmus, 93 ~inverze, 7
binom, 121 ~ minimalpolinomja, 53
Boole-fliggvény, 76 ~ rendje, 9
bdvités algebrai ~, 52
~ foka, 49, 54, 56 bal oldali egység~, 7
algebrai ~, 52, 54, 67 bal oldali null~, 7
A-val valo ~, 51 bal oldali zérus~, 7
egyszerii ~, 51, 67 balrol regularis ~, 7
nem valddi ~, 45 egyseg~, 7
test ~e, 45 felbonthatatlan ~, 18
valodi ~, 45 felbonthat6 ~, 18
véges ~, 49, 54 felcserélhetd ~ek, 7
végtelen ~, 49 idempotens ~, 8
invertalhato ~, 7
C irreducibilis ~, 18
jobbrol invertalhat6 ~, 7
centralizator, 117 neutralis ~, 7
centrum, 15 null-, 7 o
csoport ~a, 15 pa.rorllkent relativ prim ~ek, 18
félcsoport ~a, 15 primitiv ~, 65
gytirti ~a, 15 reducmllls ~, 18
regularis ~, 7
relativ prim ~ek, 18
Cs semleges ~, 7
transzcendens ~, 52
csoport, 9 zérus~, 7
Abel-~, 9 ellentett, 7
g';y';'g;s Ni(? bal oldali ~, 7
faktor~, 10 eltolt, 157

endomorfizmus, 5, 61
endomorfizmus-gyiird, 158
epimorfizmus, 5

normalis rész-~, 10 ES-kapcsolat, 76
rész~, 9

invarians rész~, 10
nem trivialis rész~, 9



Véges testek

F

faktorhalmaz, 6
faktortér, 157
félcsoport
~ egységcsoportja, 10
regularis ~, 44
ferdetest, 14, 43

FFT. Lasd gyors Fourier-transzformacio

formalis hatvanysor, 29
~ok gytirtije, 29
fliggvény
Osszegzési ~, 13
szorzat~, 13

G

Galois
~-test, 63
generatorrendszer, 5
részstruktura ~e, 5
grupoid, 9

Gy

gyok, 120
n-edik ~, 120
négyzet~, 120

gylrd, 13
~ karakterisztikaja, 14
egységelemes ~, 14
kommutativ ~, 14
maradékosztaly-~, 16
nem trivialis rész~, 14
nem valodi rész~, 14
null~, 14
nullosztomentes ~, 14
rész~, 14
trivialis rész~, 14
valodi rész~, 14
zéro~, 14

H

hatarozatlan, 33
hatvany, 7, 120
~ alapja, 7
~ kitevdje, 7
~elem, 120
n-edik ~, 120
nem n-edik ~, 120
homomorfizmus, 5

.
LI

ideal, 16
bal oldali ~, 16
bal oldali f6~, 16
f6~, 16
jobb oldali ~, 16
maxcimalis ~, 16
nem trivialis ~, 16
nem valodi ~, 16
trivialis ~, 16
valodi ~, 16

IDFT. Lasd inverz diszkrét Fourier-transzformacio
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index, 65

integritasi tartomany, 14
involucio, 6
izomorfizmus, 5

J

Jacobi-logaritmus, 66

jelanalizis, 138

K

karakter
~inverze, 191
~ konjugaltja, 191
~ek szorzata, 191
félcsoport-~, 196
f6~, 192
kanonikus ~, 195

kommutativ csoport ~-¢, 190

karakterisztika, 46
KIZARO VAGY, 76
komplexus, 9
kompozicio, 39
polinomok ~-ja, 39
kongruencia, 96
konjugalt, 80, 118
~ak Osszege, 83
~ak szorzata, 83
konjunkcio, 76
konstans, 6
konvoluacio, 126
ciklikus ~, 126
gyors ~, 148
linearis ~, 126
korosztasi test, 108
kvadratikus elem, 120

nem ~, 120
kvadratikus maradék, 121
nem~, 121

kvaternio, 14, 43

L

Lagrange-féle alappolinom, 69

Lagrange-interpolacio, 69
Lagrange-tétel, 10
Laurent-sor, 35

~ok teste, 35
leképezés

~ magja, 6

kanonikus ~, 6

mivelettart6 ~, 5
linearizalt polinom, 158
logaritmustabla, 66
logikai fliggvény, 76

M

maradékosztaly, 16
mellékosztaly, 9

a-val reprezentalt bal oldali ~, 9

bal oldali ~, 9

jobb oldali ~, 9
minterm, 76
modulus
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bal oldali ~, 24 ~rendje, 149

két oldali ~, 24 ~gyurt, 29

rész~, 24 irreducibilis ~, 79, 85

unitér ~, 24 irreducibilis ~ gyokei, 80
monom, 76 irreducibilis f6~ok szama, 84
monomorfizmus, 5 karaktersiztikus ~, 83
mivelet, 5 konstans ~, 29

~ megszoritasa, 5 korosztasi ~, 113

asszociativ ~, 6 legfeljebb n-edfoka ~, 29

binér ~, 6 Mattson-Solomon ~, 138

disztributiv ~, 13 minimal~. Ldsd még elem ~ja

involutorikus ~, 6 n-edfokt ~, 29

konstans ~, 5 null~, 29, 33

n-valtozos ~, 5 ondualis ~, 89

primitiv ~, 152
N reciprok ~, 89

sorozat karakterisztikus ~ja, 174

negalt, 76 sorozat minimal~ja, 175
négyzetelem, 120 ponalt, 76
normalizator, 117
normalosztd. Lasd invarians részcsoport, Lasd normalis Q

részcsoport
nulla, 13 g-affin polinom, 158
nulloszto, 14 g-modulus, 163

~par, 14 g-polinom, 158

bal oldali ~, 14

jobb oldali ~, 14 R

Ny rekurzid
~ minimalis rendje, 168

nyom ~ rendje, 168

abszolut ~, 155 ~s kapcsolat, 168

elem ~a, 155 ~s Osszefliggés, 168

~s szabaly, 168

~ relaciod
0,0 kompatibilis ~, 6
kongruencia~, 6

ortogonalitas
~i tétel, 194 rend_ _
osztalyegyenlet, 119 Clk|I|.<u5. ~, 78
oszthatosag, 16 multiplikativ ~, 11
0szto, 16 részhalmaz
bal oldali ~, 16 miiveletre nézve zart ~, 5
kozos ~, 17 részstruktira

részhalmaz altal generalt ~, 5

legnagyobb k6zos ~, 17
snagy résztest, 45

nem trivilis ~, 18 _
nem valdodi ~, 18 nem valodi ~, 45
trivialis ~, 18 Valc’)'dl ~ 45
valodi ~, 18 RTI-matrix, 100

0.6 s

dsszeadds, 6 sorozat, ‘27' .
Osszeadd tabla, 66 ~ decm_laltja, 170
Osszeg, 6 ~ eltoltja, 170
iires ~, 7 ~ generatorfiiggvénye, 174

~ karakterisztikus polinomja, 174
~ kezdbszelete, 183

P ~ kiiszobindexe, 167
~ linearis komplexitasa, 183

pollngm'r " ~ minimalis perodusa, 167
: ualisa, 149 ~ minimalpolinomja, 175
) ?())(E:n;gse, ~ periodusa, 167

~ tagja, 27

homogén linearis rekurziv ~, 172
linearis rekurziv ~, 172
maximalis periodusu ~, 179

~ formalis foka, 33
~ konstans tagja, 29
~ periodusa, 149

~ reciproka, 88
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periodikus ~, 167
rekurziv ~, 168
rekurziv ~ éllapota, 168
rekurziv ~ kezdeti allapota, 168
rekurziv ~ kezd6 allapota, 168
s-~, 167
tisztan periodikus ~, 167, 168
Spur. Lasd nyom
struktira
~ alaphalmaza, 5
~rendje, 6
~ tartohalmaza, 5
additiv ~, 6
algebrai ~, 5
balrdl regularis ~, 7
egységelemes ~, 7
faktor~, 6
invertalhat6 ~, 7
jobbrol invertalhatd ~, 7
kommutativ ~, 7
multiplikativ, 6
nem valodi rész~, 5
regularis ~, 7
rész~, 5
valodi rész~, 5
zéruselemes ~, 7

Sz

szimbolikus
~ hanyados, 160
~ osztoja, 160
~ XE "szimbolikus:~ szorzat" szorzas, 160
~ szorzat, 160
~an osztja, 160
~an osztoja, 160

szorzas, 6

szorzat, 6
bels6 ~, 134
egytényezds ~, 7
n-tényezos ~, 7
nullatényezés ~, 7
skalar~, 134
ires ~, 7

szorzo tabla, 66
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T

tag, 6
tényezo, 6
test, 14, 43
alap~, 45
algebrailag zart ~, 67
bovitett ~, 45
felbontasi ~, 60
kommutativ ~, 43
kozbiilsé ~, 45
prim~, 48
relativ ~, 45
tobbszoros, 16
bal oldali ~, 16
jobb oldali ~, 16
ko6zos ~, 18
legkisebb kozos ~, 18
torlés, 8
trace. Ldsd nyom
transzformacio
diszkrét Fourier-, 138
gyors Fourier-, 138
inverz diszkrét Fourier-, 138
megforditasi képlet, 13
transzformalt
diszkrét Fourier-, 138
inverz diszkrét Fourier-, 138
Moebius-~, 13

Vv

VAGY-kapcsolat, 76
véges Abel-csoport alaptétele, 189
vektortér, 23, 24

Z

Zech-logaritmus, 66

Zs

Zsegalkin-polinom, 76
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