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Eloszo

Ez a jegyzet az ELTE-n tartott Algebrai kodolaselmélet cimii targy anyagat tartalmazza. A targy
egyrészt a mesterképzésben, masrészt a doktori iskoldban kertil eldadasra. A teljes jegyzet a két kurzus
egylittes anyagat tartalmazza. Az elso tizennégy és a 20. fejezet ajanlott az els6 részhez, mig a tovabbi
fejezetek azon doktoranduszok szamadra, akik mar a regularis képzés keretében is tanultdk a targyat.
Tekintettel arra, hogy a targy heti két (tan)oraban, egy-egy félév keretében kertil el6adasra, az anyag
ehhez a sziikre szabott idokerethez igazodik, igy is az ennyi id6 alatt elmondhat6 ismeretek mennyiség-
ének felsd hatarat strolva, esetleg ezt a korlatot kissé t is 1épve. Eppen erre val6 tekintettel sziikséges
megjegyezni, hogy bizonyos részek a tényleges eldadas €s szamonkérés soran tobbé vagy kevésbé to-
morithetdek, beldliik egyes részek kihagyhatoak vagy csupan érintdlegesen keriilhetnek szoba. Ez fiigg-
het az eldado izlésétdl, a targyat hallgatok Gsszetételétol és ,.eloéletétol”, a targyban tanultakra esetleg
tamaszkodo tovabbi targyaktol, az adott félév tényleges hosszatol, és még mas koriilményektdl is.

Mirdl szol a targy és ez a jegyzet? A cimik szerint az algebrai kddolaselméletrdl, illetve a hiba-
korlatozo kodokrol. A cimek ilyen forman egy teljes, lezart témat igérnek a hallgatonak illetve olvaso-
nak. A valdsag ezzel szemben lényegesen szegényesebb. A mar emlitett idékorlatot figyelembe véve
nem vallalkozhattunk masra, és a valdsag is az, hogy csupan az emlitett témakor egy kis, bar viszonylag
jol kortilhatarolhat6 részével foglalkozzunk. Amirdl sz6 lesz, az 1ényegében véve a véletlen hibat javito
blokk-kodok elmélete, illetve ennek is csak egy része. Nem foglalkozunk gyakorlati kérdésekkel, csupan
érintjiik a hibacsomd-javitoé kodokat, szoba sem keriilnek az egyébként fontos konvolucidés kodok, és
csupan burkoltan, mas néz6pontbdl, a kapcsolatot még csak meg sem emlitve targyalunk bizonyos al-
gebrai geometriai kddokat. Igen szlikre szabottan, majdhogynem ismeretterjesztd szinten beszéliink a
hibakorlatozas valoszinliségi kérdéseirdl, ami annyiban érthetd, hogy a targy a kodolas algebrai vonat-
kozasaival foglalkozik. Nagyon kevés sz6 van nemlinearis kodokrol, bar helyenként a szokasosnal alta-
lanosabban targyalunk egyes kérdéseket, kiterjesztve a fogalmakat a nemlinearis kodokra is. Végiil a
linearis kodok jelenlegi ismeretanyaga is Iényegesen bévebb annal, mint ami egy ilyen csaknem beve-
zet0 jellegli targy anyagaba belefér. Természetesen az Osszevalogatott anyag sok egyéb mellett a valo-
gatast végzo személyiségétol, izlésétol is fiigg, vagyis nem nélkiiloz bizonyos szubjektivitast sem.

Mivel algebrai koddokrol van sz, az anyag megértéséhez sziikség van algebrai ismeretekre. Ez
részben linearis algebrat, részben altalanos algebrai ismereteket (csoportokkal, gytriikkel, testekkel, po-
linomokkal kapcsolatos fogalmakat) jelent, jelenti azonban azt is, hogy lényegesen tamaszkodik az al-
talaban sokkal kisebb részben oktatott véges testek bizonyos foku ismeretére. Jollehet a gyakorlatban
alkalmazott kodok tilnyomo tobbsége binaris, ez nem jelenti azt, hogy csak ilyen kodok vannak és csak
ilyeneket hasznalnak a gyakorlatban, sét, van olyan igen fontos kodosztaly, amelyben csak trivialis, és
igy lényegében véve hasznalhatatlan formaban léteznek a binaris kodok. Eppen ezért mindeniitt altala-
nosan, tetszéleges szimbolumhalmaz, illetve linearis kod esetén tetszéleges véges test folott targyaljuk
a kodokat, és ezen beliil utalunk a binaris kodok esetleges specialis tulajdonséagaira.

A téma irant mélyebben érdekl6do olvasd az irodalomjegyzékben emlitett konyvekbol szerezhet
tovabbi ismereteket, éppen ezért nem csak olyan kdnyveket soroltunk ott fel, amelyek szorosan kapcso-
l6dnak az altalunk kifejtett részletekhez.

Végiil néhany jeldlésrdl szolunk. Ebben a jegyzetben N* a pozitiv egész szdmokat jeloli, és N
jeloli a nemnegativ egész szamokat. Egy polinomot példaul f-fel, és nem f(x)-szel jel6liink, megfele-
16en annak, hogy a polinom egy formalis kifejezés, amelyet az egylitthatoi hataroznak meg. Az f poli-
nomhoz tartozé polinomfiiggvény jele f . A matrixokat és vektorokat félkovér betii jeloli, a halmazokat
dolt betti, és egy struktarat a hozza tartozé halmaztol a betli tipusa kiilonbozteti meg, példaul az A hal-
mazra épitett struktura jele A. Végiil a g-elemi test jele ebben a jegyzetben .
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1. A hibakorlatozasrol

Az adatok tarolas illetve atvitel soran megvaltozhatnak, meghibasodhatnak, ezért szeretnénk
olyan eljarast megadni, amellyel kiolvasaskor illetve a vétel helyén észre tudjuk venni, hogy sériilt az
adat, s6t, amennyiben lehetséges, helyre tudjuk allitani az eredeti allapotot. A fenti cél megvalositasat
szolgalja a hibakorlatozas.

Nyilvan irredlis kivansag, hogy barmely meghibasodast észrevegyiink, hiszen ha egy iizenet ugy
sériil, hogy a megvaltozott jelsorozat maga is egy értelmes iizenet, akkor semmilyen eszkdzzel nem
vessziik észre a valtozast. Az is nyilvanvalo, hogy a javitashoz legalabbis észlelni kell a hibat, igy min-
den hibajavité kod egyben jelezni is képes a hibat, de ez visszafelé nem igaz. Ahhoz ugyanis, hogy
javitani tudjunk, ahhoz a hiba észlelésén tul azt is tudni kell, hogy az {izenet mely pontjan tortént a hiba,
¢és milyen hiba lépett fel. Ez utobbi feltétel automatikusan teljesiil, ha az iizenet kodja binaris, hiszen
ekkor a meghibasodas azt jelenti, hogy ha a vétel helyén 1-est olvasunk, és tudjuk, hogy ez a bit hibas,
akkor az eredeti jegy csakis 0 lehetett, és forditva.

Mivel a hibakorlatozas szempontjabol elvileg k6zombos, hogy adattarolasrol vagy adatatvitelrol
van sz0, ezért barmelyikrdl is szolunk, az a masikra is érvényes.

Tegyiik fel, hogy az eredeti adatok egy-egy tetszéleges bajtot jelentenek. Ekkor persze semmilyen
hibajelzés nem valosithatdo meg, hiszen barhol is sériil a bajt, ismét egy érvényes adatot, nevezetesen
egy bajtot kapunk. Egészitsiink ki minden bajtot egy kilencedik bittel olymodon, hogy a kilenc bitbdl
vagy paros, vagy paratlan szamu legyen 1 (de mindegyik bajtot azonos rendszer szerint, vagyis vagy
mindegyiket parosra egészitjiik ki, vagy mindegyiket paratlanra, elére rogzitett, és a vétel helyén is is-
mert modon). Ez azt jelenti, hogy ha az eredeti bajt byb; b, bsbybsbgb-, ahol minden 7 > i € N-re b; €
{0,1}, akkor bg = (691-7=0bi)690, ahol @ modulo 2 6sszeadast jelent (tehat 0 az értéke, ha a kozonséges
Osszeg paros, és 1, ha a szokasos 0sszeg paratlan), és ¢ éréke 0, ha paros szamu 1-re akarunk kiegészi-
teni, mig ¢ = 1 az ellenkezd esetben. bg az ugynevezett paritasbit. Ha most az tvitel soran egy bit
meghibasodik, akkor az egyesek szamanak paritasa (vagyis hogy ez a szam paros illetve paratlan) az
ellenkezdjére valtozik, és ezt a vétel helyén az egyesek leszamlalasaval konnyen ellendrizni tudjuk,
barmelyik bit is hibasodott meg (tehat akar a paritasbit is lehet hibas), a rendszer egyetlen hibat biztosan
észrevesz, €s igy jelez. Két hiba esetén azonban az egyesek szamanak paritasa valtozatlan, hiszen vagy
két nulla valtozott 1-re, vagy két 1-es nullara, és mindkét esetben az 1-esek szama kettovel valtozott,
vagy egy 0 1-re, egy 1-es pedig 0-ra valtozott, amikor az 1-esek szama valtozatlan, igy két hibat ez a
rendszer biztosan nem jelez. A fentiek egyszer folytatasaként konnyti belatni, hogy ez a moédszer min-
den olyan esetben jelez, amikor egy kiegészitett bajtban paratlan szamu bit hibasodik meg, €s soha nem
jelez, ha a meghibasodott bitek szama paros. Azt is konnyen belathatjuk, hogy ez a koddolas hibajavitasra
nem alkalmas, hiszen csak annyit tudunk, ha egyaltalan tudunk (vagyis ha paratlan szamu hiba tortént),
hogy a kapott adat biztosan nem azonos a kiildeménnyel, de barmely bit meghibasodasa ugyanolyan
eredményt ad, igy semmiképpen nem tudjuk megallapitani, hogy melyik bittel tortént a baj. Ezt a hiba-
korlatozast igy foleg olyan helyen érdemes alkalmazni, ahol a hibdk egymastol fiiggetleniil 1épnek fel,
és igen kicsi a hiba valoszintlisége, tovabba hiba esetén lehetség van ismétlésre. Ezeknek a kivanalmak-
nak tobbé-kevésbé megfelel a szamitdogép operativ memoriaja, igy ezekben szinte mindig ezt a fajta
hibakorlatozast alkalmazzak, mégpedig a paratlanra vald kiegészitéssel. Amikor bekapcsoljuk a szami-

crer

crer

irasa torténik, a gép automatikusan kiszamitja a bajthoz tartozo paritasbitet, €s ezzel egyiitt tarolja az
adatot, majd kiolvasaskor ellenérzi, hogy a 9 bit paritasa paratlan-e, ha nem, akkor hibajelzést ad, mig
ha igen, akkor elhagyja a 9. bitet, és a 8-bites bajtot atadja a tovabbi feldolgozasra. Az aszinkron adat-
atvitelnél is alkalmazzak az egyszerii paritasbites ellendrzést; ilyenkor szokasos a parosra valo kiegészi-
tés is.



Hibakorlatozas

Most bovitsiik az el6bbi modszert. Legyen egy adatblokkunk, amelyben minden bajtot egy-egy
paritasbittel latunk el az el6bb ismertetett médon. Egymas ala irva a blokk igy kiegészitett bajtjait, 6sz-
szesen kilenc oszlopot kapunk. Most a korabbiakhoz hasonléan minden oszlopot egészitsiink ki legalul
egy-egy paritasbittel:

b0,0 ann bo,j ann b0‘7 bo‘g
bi‘o e bl:] e bi’7 bi’8
bn—l,o bn—l,j bn—1,7 bn—1,8
bno o bpj o bn7 |bng

aholn > i € N-re bi,Obi,lbi,Zbi,3bi,4bi,5bi,6bi,7 a blokk i-edik béjtja, és bi,8 = (®;:0bi,j)®CV ennek a
bajtnak a paritasbitje (c, minden béjt esetén azonos), mig 8 > j € N-re b, ; = (ea?;olbi, ]-)GBCL az ugy-
nevezett ellenérzd bajt (szokas az egyes bajtok ellenérzését végzo paritasbiteket VRC-nek nevezni, ami
a Vertical Redundancy Check kezddbetiiib6l allo rovidités, és ami keresztiranyu ellenérzést jelent, mig
az ellen6rz6 bajt az LRC, azaz Longitudinal Redundancy Check, a hossziranyu ellen6rzés). Ez a rend-
szer egyetlen hiba esetén képes azt javitani. Ha ugyanis b; ; €s csak ez a bit hibas, akkor pontosan egy
hiba van az i-edik bajtban, tehat ennek ellenérzése soran hibajelzést kapunk, az 6sszes tobbi bajt ellen-
Orzése azt adja, hogy azokban nincs hiba, és hasonldan, a j-edik és csak a j-edik oszlop ellendrzésénél
hibajelzésre keriil sor, vagyis a két eredménybdl azt kapjuk, hogy az i-edik bajt j-edik bitje és csak ez a
bit hibas, amit ennek a bitnek az invertalasaval kijavithatunk. Minden olyan esetben azonban, amikor az
i-edik és csak az i-edik bajtban valamint a j-edik oszlopban és csak a j-edik oszlopban kapunk hibajel-
z¢ést, azt gondoljuk, hogy ez a bit hibasodott meg, és ezt ,,javitjuk”, vagyis valtoztatjuk az ellenkezdjére,
pedig konnyen belathatjuk, hogy ellenérzéskor ugyanerre az eredményre jutunk akkor is, ha minden
oszlopban és minden bajtban, kivéve a j-edik oszlopot és i-edik bajtot, paros szamu hiba 1ép fel (ebbe
beleértve a hibatlan esetet is 0 hibaval), mig a kitilintetett i-edik bajtban és j-edik oszlopban a hibak
szama paratlan, tehat ha példaul az i-edik bajtban a j + 1-edik bit, valamint az i + 1-edik bajt j-edik és
J + 1-edik bitje hibasodik meg, és mas hiba nem torténik. A vétel helyén semmilyen modszerrel nem
tudjuk eldonteni, hogy valdban egy hiba tortént-e, és igy helyesen javitunk, vagy a megfigyelt hibajelzés
tobb hiba egylittes hatasa, aminek kdvetkeztében vagy egy addig helyes bitet javitunk helytelenre, vagy
egy tényleg hibas bitet javitunk, de még tovabbi, felderitetlen hiba is van a vett lizenetben. Hasonléan
elofordulhat, hogy volt hiba, de mi nem vessziik észre, nevezetesen ha minden bajtban és minden osz-
lopban a hibak szama paros; ennek tipikus példaja, amikor négy hiba egy téglalap négy sarkaban 1ép fel,
ahol a téglalap két éle egy-egy bajtban van. Végiil elofordulhat, hogy egynél tobb bajtban, vagy/és egy-
nél tobb oszlopban kapunk hibajelzést, amikor biztosan tudjuk, hogy volt hiba, de a hibak szama egynél
nagyobb, igy javitasra ebben a rendszerben nincs lehetdségiink; ennek legegyszer(ibb példaja, amikor
pontosan két hiba 1ép fel. A most ismertetett rendszert nevezhetjiik kétdimenzids paritasellenérzésnek;
ilyet hasznalnak nagy magnesszalagos taroloknal (egy bizonyos rogzitési mod esetén, mert tobbféle is
létezik), ahol egymas mellé irjak ki egy kiegészitett bajt 9 bitjét, és az adatokat mindig blokkosan tarol-
jak (egyébként ilyenkor az LRC utan még egy egy vagy két 9-bites bajtbol alld tovabbi ellendrzé szot
is kiirnak, ez az ugynevezett CRC, a Cyclic Redundancy Check, ciklikus ellen6rzés), ebben az esetben
vizszintesen paratlanra, mig fiiggélegesen parosra egészitenek ki, vagyis ¢, = 1 és ¢, = 0. llyenkor
érdekes kérdés, hogy az ellendrzébajt 8-as indexii bitjének értéke azonos-e, ha vizszintesen és fliggdle-
gesen szamitjuk, és ha nem, akkor milyen ¢y, és ¢, érékeknél lesz az igy szamitott két érték biztosan
azonos, illetve ha nem mindig azonos, akkor milyen tovabbi feltételtdl fligg az egyezés, am ezeket a
kérdéseket hazi feladatnak hagyjuk.

Egy tovabbi hibajavité kodot ismertetiink, az Ggynevezett Hamming-kédot, amely szintén egy
hiba javitasara alkalmas. Legyen r > 2 egész szam, n = 2" — 1 és k = n — r. Most készitsiik el azt az
r X n méretli H matrixot, amelyben az n > j € N* indexre a j-edik oszlopban a j szam kettes szam-
(j)zi

rendszerbeli felirasanak jegyei talalhatoak, vagyis ha j = Y1_} a;”’ 2, akkor a matrix i-edik soranak j-
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edik oszlopaban, aholr > i € Nésn > j € N*, H; ; = al@ all (mivel j < n < 27, ezért j biztosan fel-

irhat6 7 jeggyel a kettes alapt szdmrendszerben). Legyen példaul r = 3, ekkorn =23 —1 =7 ésk =
1010101

4, tovabba H = (0 11001 1). r >t € N-re 2¢ kettes szamrendszerben valé felirasa olyan, amely-

0001111
ben a 0-t61 kezd6d6 indexelés mellett a t-edik és csak a t-edik jegy 1, az 6sszes tobbi 0, ezért a H matrix

r darab oszlopa, amely a 2¢-alakt indexhez tartozik, egy egységmatrixot ad (az el6bbi példaban az 1.,
a 2. és 4.), igy a matrix rangja legalabb r, ugyanakkor annal nagyobb nem lehet, hiszen r sora van,
vagyis rang(H) = r. Legyen most ¢ = c; ... c, egy n-méretii sorvektor, amellyel Hc = 0, ahol ¢ az
elébbi ¢’ -hez tartozd oszlopmitrix, és 0 az r-méretii, csupa 0-bol 4llé oszlopmatrix (a miiveleteket
modulo 2 végezziik). Az elobbi matrixegyenlet egy r egyenletbdl alld n-ismeretlenes homogén linearis
egyenletrendszer. Az egyiitthatomatrix rangja r, ezért az n darab c; k6ziil n — r = k szabadon valaszt-
haté, példaul azok, amelyek indexe nem 2¢-alaku, és a maradék r komponens egyértelmiien meghaté-
rozhaté. Legyen C = {(¢; ...¢,) € {0,1}"|Hc = 0}, vagyis azon n-dimenzids binaris vektorok halmaza,
amelyeknek H-val vett szorzata 0. Lattuk, hogy az ilyen vektorokban k komponens szabadon valaszt-
hato (persze nem barmelyik k, csak azok, amelyekkel a kimaradt komponensekhez tartozé indexek H
regularis részmatrixat hatarozzak meg, példaul a fenti példan nem jo valasztas az utols6 négy kompo-
nens, mert a matrix elsé harom oszlopa linearisan 0sszefiiggd), legyenek ezért a kodolando lizenetek k-
bitesek, és egy-egy ilyen iizenetet egészitsiink ki r bittel ugy, hogy a kapott n-bites vektor eleme legyen
a C halmaznak. Tegyiik fel, hogy egy ilyen n-bites {izenet az atvitel soran megsériil. Ez azt jelenti, hogy
bizonyos bitek az ellenkezdjlikre valtoznak, amit Ggy is megkaphatunk, ha ezekhez a bitekhez hozza-
adunk 1-et modulo 2 (hiszen 00 = 0 = 11 és 01 = 1 = 1P0), vagyis tegyiik fel, hogy c az ere-
deti n-bites vektor, és £ = ¢, ...&, a hibavektor, akkor a vétel helyére a v = ¢ + £ vektor érkezik.
Szamitsuk ki a Hv szorzatot. Mivel ¢ kodszo, tehat He = 0, és a matrixszorzas disztributiv, ezért Hv =
H(c + €) = Hc + He = He. Ha a H matrixban a j-edik oszlopot h;-vel jeldljiik, akkor Hv = He =

i-1hjg = 251:1 h;, hiszen ¢; értéke csak 0 és 1 lehet. Ha pontosan egy hiba Iépett fel, akkor egy és
csak egy indexre, mondjuk s-re lesz &; nullatdl kiilonbozo, és ekkor Hv = h,. De H konstrukciodja ko-
vetkeztében hg éppen s kettes szamrendszerbeli felirdsa, vagyis Hv éppen a hiba helyét adja. Legyen
példaul az eldbbi 3 X 7-es H matrixhoz ¢’ = 0100101, ekkor ellendrizhetd, hogy Hc = 0, vagyis ¢
kodszo, és tegyiik fel, hogy €7 = 0000100, vagyis az 5. bit és csak ez a bit az iizenet atvitele soran
megsériil. Ekkor a vétel helyén av? = 0100001 bitsorozatot kapjuk, és ismét kénnyii szamol4s mutatja,

0 1 1
hogy Hv = <1> + (1) = (0) (az egyes komponensek 0sszeadasat modulo 2 végezziik), ami mint bi-

0 1 1
naris szam éppen 5-6t ad, és éppen ez a hiba helye. Megvaltoztatva a vett iizenetben az 5. bitet, a

0100101 bitsorozatot kapjuk, egyezésben az elkiildott bitsorozattal.

Nyitott még, hogy egy adott k-bites iizenethez hogyan tudjuk konnyen meghatarozni az n-bites
kédolt iizenetet. Legyen by ... by, az iizenet. A kiszdmitandé n-bites c¢”-ben a 2-hatvanynak megfelelé
indexekhez tegyiik a kiszamitando biteket, vagyis legyen c-ben a 2¢ indexhez tartozo, egyeldre ismeret-
len bit p¢, és a tobbi helyre helyezziik el eredeti sorrendben a b vektor bitjeit. H-val szorozva ezt a
vektort, egy egyenletrendszert kapunk, mégpedig olyat, hogy minden egyenletben pontosan egy isme-
retlen szerepel, igy azt konnyen ki tudjuk fejezni. A korabbi r = 3 esetben ez azt jelenti, hogy n = 7,
k = 4, az iizenet bT = b;b,b3b,, harom ellenérzd bit lesz, és ezeket a 2° = 1-, 21 = 2- és 22 = 4-
indexi helyekre rakjuk, vagyis c; = pg, ¢; = p1, €3 = by, €4 = Py, 5 = by, cg = b3 és c; = b,. Konk-
rétan legyen az lizenet bT = 0101. Ekkor ¢ = pop,0p,101, és a Hc szorzat, amelynek az értéke 0,

Q) () role) e (5) 1) ol2) () )

Atrendezés és kissé masként valo irds utan ebbol azt kapjuk, hogy teljesiilnie kell a
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)=o) (o) o) ()-(2)()-(2)

matrixegyenletnek, azaz p, = 0, p; = 1ésp, = 0,ahonnan ¢’ = 0100101 (nem véletleniil a kordbban
mar hasznalt kodszot kaptuk). Ha az egyszeriibb irasmod kedvéért H oszlopait atrendezziik olyan sor-
rendben, hogy a bal sz¢élén alljon az egységmatrix, amelyet a 2-hatvanyhoz tartozé indexek jeldlnek ki,
és ettdl jobbra helyezkedik el H tobbi oszlopa az eredeti sorrendben, akkor

Po
H = Z h’;+1"
Pr-1 bj=1
1001101

ahol h; az atrendezett matrix i-edik oszlopa. Ismét az elébbi példaval H = (0 10101 1) az atrende-

0010111
zett matrix, és a bT = b, b,b3b, iizenethez tartozé paritasbitek

Po 1 1 0 1 b, ©b,®b,
<P1) = by (1) + b, (0) + bs (1) + b, (1) = <b1€9b3®b4).

pZ 0 1 1 1 bz ®b3 ®b4
Az ellendrzést és a javitast mar lattuk: megszorozzuk H-t a beérkezett n-nessel jobbrol, és a Hv
altal mint binaris szammal meghatarozott helyen 1év bitet az ellenkezdjére valtoztatjuk, ha a szorzat
értéke nem nulla. Ez az eljaras azonban ismét helytelen eredményre vezet, ha a hibak szama nagyobb,
mint egy. Hazi feladat annak meggondoléasa, hogy ha két hiba van, akkor egy, az elobbi két helytdl
kiilonb6z6 harmadik helyen, azaz egy hibatlan bitet javitunk, mig ha harom hiba van, akkor eléfordul,
hogy a szorzat értéke 0, vagyis azt hissziik, hogy nem volt hiba, mig ha a szorzat nem nulla, akkor
biztosan egy negyedik helyen ,,javitunk”. Mindenesetre az esetleges (néha hibas) javitas utan a kodszo-
rol levalasztva a paritasbiteket, visszakapjuk az eredeti tizenetet (feltéve, hogy legfeljebb egy hiba volt,
és igy helyesen dekddoltunk). Ismét a korabbi példaval, ha a vett bitsorozat, amint lattuk, 0100001,

akkor javitas utan a 0100101 kodszot kaptuk, és levalasztva a paritasbiteket, amelyek ebben a sorozat-

ban az 1., 2. és 4. helyen allnak, kapjuk a 0101 iizenetet. Ha viszont eredetileg ismét ez volt az tizenet,
0

de az atvitel soran a 3. és 7. bit sériil, akkor vI' = 0110100, ezt H-val szorozva Hv = <0>, ezért atfor-

1
ditjuk v-ben a 4. bitet, ekkor azt kapjuk, hogy 0111100, és kihamozva az iizenetbiteket azt gondoljuk,

hogy az eredeti lizenet 1100, ami hibas eredmény. Konkltzioként azt mondhatjuk, hogy a Hamming-
kod is viszonylag kis hibavaldsziniiség esetén alkalmazhato.

A Hamming-kodhoz az eredeti tizenetek hossza olyan k érték kell, hogy legyen, amelyhez van
olyan pozitiv egész r, amellyel k = 2" —r — 1 (ilyen példaul 4, 11, 26, 57, stb.). Ez nem feltétlentil
sziikséges: ha k nem ilyen érték, akkor az lizenetet megfeleld szamu nullaval kiegészitve, kodolas utan
ezeket a nullakat elhagyhatjuk, mig dekddolas el6tt ismét beirjuk 6ket, és dekodolas utan megint eldob-
juk.

Eddig két olyan kodot ismertettiink, amelyek egy hiba esetén helyesen javitottak, de két hibat
nem. Vannak az eldbbieknél bonyolultabb kodok, amelyek tobb hiba esetén is helyesen javitanak. A
tovabbiakban részletesebben foglalkozunk az itt elmondottakkal.



2. A koédtér geometriaja

2.1. Definicio

Legyen S nem iires véges halmaz, és n € N*. Ekkor az S™ u és v elemének Hamming-tavolsaga
d(u,v) = |{n > i € N|u; # v;}|, és ha C az S™ legalabb két elembdl all6 részhalmaza, akkor d(C) =
min {d(u,v)}a C (minimalis) tavolsaga.
u#*vec

Amennyiben § additiv Abel-csoport a 0 neutralis elemmel, akkor w(u) = |{n > i € N|u; # 0}]
az u Hamming-silya, és hamég a C € S™ halmazra C \ {0} # @, ugy w(C) = Oriliélc{w(u)} ac (mi-

u
nimalis) silya, ahol 0 = 0 ... 0.
n

A definici6 alapjan |C| < 1 esetén C tavolsaga, C S {0}-nal C sulya definialatlan.

2.2. Tétel
Legyen S # @ véges halmaz, n € N*, C < S™. Ekkor

e a Hamming-tavolsag metrika az S™ halmazon;
e ha|C| =2, akkor d(C) € N, és van olyan (u,v) € C X (C \ {u}), hogy d(u,v) = d(C);

ha S Abel-csoport a 0 neutralis elemmel, 0 a csupa 0-bol allo vektor, és tetszéleges u € S™, v €
S™, elemekkel u — v = u; — vy, ..., u, — vy, akkor

e d(u,v) =wu—v)éw(u) =d(u,0);
e ha a legalabb kételemii C < S™ olyan, hogy C — C < C is teljesiil, akkor d(C) = w(C);
e haC\ {0} # @, akkor w(C) € N, és létezik C-nek olyan u eleme, amelyre w(u) = w(C).
A

Bizonyitas:

1. d(u, v) minden S™-beli rendezett parra értelmezett, értéke mint egy véges halmaz szamossaga
nemnegativ egész, vagyis egyben nemnegativ valds szam, és egy adott u, v parhoz pontosan egy ilyen
szamérték tartozik, ezért d egy S™ X S™ » R{ leképezés (R$ a nemnegativ valés szamok halmaza),
tovabba d (u, v) pontosan akkor 0, ha minden fellépé i indexre u; és v; azonos, azaz hau = v. A szim-
metria nyilvanvald, hiszen a nem-egyenldség szimmetrikus tulajdonsag, ezért még a haromszog-egyen-
16tlenséget kell megvizsgalni. Ha z is S™ eleme, akkor u; = z; és z; = v; esetén u; = v;, ami megfor-
ditva azt jelenti, hogy ha egy adott i-re u; # v;, akkor vagy u; nem egyezik z;-vel, vagy z; és v; kiilon-
bozik, igy egy olyan i index, amely szerepel d(u, v) meghatarozasaban, eleme a d(u, z)-t és d(z, v)-t
meghatarozé indexhalmaz legalabb egyikének, tehat d(u,v) < d(u,z) + d(z,v).

2. d(C) meghatarozasaban nem egyenld u és v elemek szerepelnek, ezért a definicidban szerepld
halmaz minden eleme pozitiv egész szam, és a halmaz nem fires, ezért ez a halmaz a természetes szamok
halmazanak nem iires részhalmaza, igy van benne egy és csak egy legkisebb pozitiv egész, de akkor ez
valamely u, v par tavolsaga.

3. Abel-csoportban u; = v; és u; — v; = 0 egyszerre igaz, igy az u; # v;-t és u; — v; # 0-t tel-
jesit6 i indexek azonosak, d(u,v) = w(u — v), amib6l v = 0 helyettesitéssel w(u) = d(u, 0), hiszen
0-ban minden i-re 0 all, és tetszoleges u;-re u; — 0 = u;.

4. Most legyen C < S™ legalabb kételeml, és C — C S C. Mig u és v végigfut minden C-beli
kiilonb6z6 elemparon, azalatt u — v egy-egy C-beli, 0-t6l kiilonb6z6 elem lesz, ezért az adott d(u, v)
érték szerepel w(C) meghatarozasaban is. De forditva is igaz a dolog: ha u a C egy nem nulla eleme,
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akkor d(u, 0) benne lesz a d(C)-t definialé halmazban, ezért a két halmaz, de akkor a minimumuk is
azonos.
5. Ez hasonl6 a d(C)-re vonatkozo kijelentés bizonyitasahoz.
l

A suly definicioja alapjan w(—u) = w(u), és d(u,v) = |[d(u,w) — d(w, V)| a haromszog-
egyenldtlenségbdl. Szintén a haromszog-egyenldtlenség alapjan

wu+v) =w(u—(-v)) =d(u,—v) < d(u,0) + d(0,—v) = wu) + w(-v) = w(u) + w(v)
illetve

w(u +v) =w(u—(-v)) = d(u,—v) = |d(u,0) — d(0,—V)|
= lw() —w(-v)| = [w() —w(v)],

vagyis a sulyokra is teljesiil a haromszdg-egyenldtlenség.

A tovabbiakban altaldban d(C) helyett d-t, w(C) helyett w-t irunk.

2.3. Megjegyzés

1. Legyen S nem iires, véges halmaz és n € N*. S-t szimbélumhalmaznak, C € S™-t kédnak
nevezziik, v € S™ egy S folotti n-hosszusagi szo, és u € C egy S folotti kodszé. Ha M = |C|, d(C) =
d és q = |S|, akkor C egy (n, M, d),-paraméterii kod. A jeldlésben g-t és d-t, egymastol fiiggetleniil,
el lehet hagyni.

2. A hibakorlatozo kédok szinte mindig egyenletesek, azaz azonos hosszisagiak a kodszavak
(ha nem igy lenne, és hiba van az atvitel soran, akkor esetleg mar a kodszéhatarok sem ismerhetdek fel).
A tovabbiakban feltessziik, hogy nincs szinkronhiba, azaz a vétel soran ugyanannyi szimbolum detek-
talhatd, mint amennyit elkiildtiink, a vett sz6 hossza azonos az elkiildott sz6 hosszaval (ez nem mindig
igaz, és vannak olyan kédok, amelyek képesek detektalni, és esetleg — legalabbis részben — javitani a
szinkronhibat).

A

2.4. Definicio

Legyen S nem iires, véges halmaz, n € N* ést € R¢. Ekkor G, (u) = {v € S™|d(u,v) < t}, ahol
u € S™, az S™-beli u kozéppontu, t sugara gomb.
A

2.5. Tétel
Legyen S # @ véges halmaz,n € N*,C € S™, |C| = 2ést € N.Hat < g, akkor a C-beli kozép-

pontl, t-sugard gombok paronként diszjunktak, de t > g esetén van olyan u € C, u # v € C, hogy

G.(u) NG, (v) # @.
A

Bizonyitas:

HaueC, u#veclC, teN, é az S"beli x-re x € G,(u) N G;(v), akkor d(u,x) <t és
d(v,x) < t,azaz2t =t +t > d(u,x) + d(x,v) = d(u,v) > d, tehit t >3, igy t < esetén a C-beli
kozéppontok koré irt gdmbdok paronként diszjunktak.
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Nézziik a masodik allitast. Korabban belattuk, hogy van olyan u és v # u vektor C-ben, ame-
lyekkel d(u,v) = d. Ez azt jelenti, hogy u és v pontosan d(< n) helyen tér el egymastol, mondjuk a
0 <i; < - <iyz < n-indexti komponensekben. Legyen z € S™ u-val azonos, kivéve az elébbi indexek

kozil E] helyet, ahol v-vel egyenlé. Ekkor d(u,z) = E] ésd(z,v) =d — E] = EJ teENést> %,
tovabba EJ < % < E] < §+ 1, igy t > El= ezért d(u,z) = E] <tésd(zv)= EJ <t azaz z €

G:(u) ész € G:(v), vagyis z € G.(u) N G(v), ez a C-beli kozéppontu két gomb nem idegen.
0

2.6. Kévetkezmény
Legyen S # @ véges halmaz,n € N*, C € S™, |C| = 2,u € Césx € S™. Had(u,x) < %, akkor

minden C \ {u}-beli v vektorra d(u,x) < d(v,x), mig d(u,x) > % esetén ez nem feltétleniil igaz.
A

A tétel 1ényege, hogy % egy vizvalasztd. Amennyiben egy kodszo6 az atvitel soran ennél kevesebb

helyen hibasodik meg, akkor a megérkezett sz6 a kodszavak koziil az eredeti, elkiildott kodszohoz van
legkozelebb, attol tér el a legkevesebb helyen, viszont ha a hibak szama legalabb ennyi, akkor ez nem
feltétleniil igaz, s6t, biztosan van olyan kddszo és olyan hiba, amikor ez nem igaz.

Bizonyitas:

Legyen v € C \ {u}, és d(u,x) < % Ekkor §+ d(x,v) > d(u,x) + d(x,v) = d(u,v) > d-bél
atrendezés utan kapjuk, hogy d(x,v) > d —% = % > d(u,x). Ha viszont u, v és X = z az eléz6 tétel
bizonyitasaban szereplé harom elem, ugy d(u,x) = E] > % > EJ =d(x,v).

O

Hiba jelzésére alkalmas blokk-kodot konnyti szerkeszteni: ehhez elegendd, ha C valodi része S™-
nek, hiszen ha vételnél egy S™ \ C elemet talalunk, biztosak lehetiink benne, hogy hiba tortént az atvitel
soran. Tovabb vissziik a gondolatot: particionaljuk S™-t, és legyen C olyan, hogy minden osztallyal
legfeljebb egy koz0s pontja van. Ezt gy hasznalhatjuk hibajavitasra, hogy amennyiben a vett jel egy
olyan osztalyban van, amelyben talalhato kodszo, akkor tigy tekintjiik, mintha ez a kodszo lett volna az
iizenet, ellenkezd esetben jelezziik, hogy hibas volt az atvitel. Természetesen a jelzés elmarad, ha a
tovabbitas soran Ugy valtozott meg a kdzlemény, hogy az eredmény is eleme C-nek, illetve javitd kod
esetén maga is egy kodszo, hiszen ekkor a hiba rejtve marad; hasonléan hibajavitas esetén helytelenil
korrigalunk, ha a vett sz6 nem abba az osztalyba esik, amelyben az eredeti talalhato, de olyanba, amely-
ben van reprezentans. A probléma mindkét modszernél az S™ halmaz megfeleld felosztasa, és javitas
esetén a reprezentansok megfeleld kivalasztasa. Ez utobbi a dekédolas problémaja.

2.7. Definicié

Legyen A és S nem iires véges halmaz, |S| = q, n € N*, és ¢: A —» S™ injektiv. A ¢ A*-ra valo
homomorf kiterjesztése altal meghatarozott betiinkénti kod blokk-kod.
A

Rogton lathato, hogy a fenti C kod egy (n, M),-paraméteri kod, ahol M = |A|. Egyébként a
blokk-kodolas mellett 1étezik mas kodolasi eljaras is, ezzel azonban nem foglalkozunk.

Most egy specialis dekodolasi sémat ismertetiink.

11
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2.8. Definicié
Legyen S # @ véges halmaz, n € N* és C € S™. f:S™ — C a dontési fiiggvény vagy dontési
séma, és f minimalis tavolsagu dekédolas, ha minden v € S™-re d(v,f(v)) = meigl{d(u, v)}.
u

A

A hibajavitas minimalis tavolsagu dekodolas esetén tehat Ggy torténik, hogy amikor beérkezik n
szimbolum, akkor megkeressiik azt a (illetve egy olyan) kddszot, amely a legkevesebb helyen tér el a
vett n-est6l. Ezt vagy ugy tessziik, hogy a vétel helyén csak a kddszavakat taroljuk, és a beérkezett szot
mindegyik kodszoval dsszehasonlitva kikeressiik a(z egyik) legkdzelebb fekvo kodszot, vagy taroljuk
az Osszes lehetséges szot, és mindegyikhez a hozza legkdzelebb 1évo (egyik) kodszot, vagyis a dontési
fliggvényt, és ez esetben csupan a tablazatban kell kikeresni a beérkezett szot, és a hozza tartozo kodszo
megadja a dekodolast. Az elébbi esetben kisebb tarra, de hosszabb szamolasra van sziikség, mig a ma-
sodik esetben forditott a helyzet, vagyis most is a szamitastechnikaban szokasos tarméret - futasi id6
cserearany problémajaval allunk szemben.

A blokk-kodolas esetén a minimalis tavolsagh dekodolas szinte kizarolagos, jollehet nem minden
esetben eredményezi a legkisebb hibavaloszintiséget.

2.9. Definicio

Legyen t € N. Egy kod t-hiba jelzé, ha tetszdleges tizenetben el6fordulé minden legfeljebb ¢
szamu hibat képes jelezni, és t-hiba javité, ha tetszéleges ilizenetben el6fordulé minden legfeljebb ¢t
szamu hibat képes javitani. A kod pontosan t-hiba jelzé, amennyiben t-hiba jelz6, de van olyan t + 1
hiba, amelyet nem jelez, és pontosan t-hiba javito, ha t-hiba javit6, de van olyan t + 1 hiba, amelyet
nem javit, vagy hibasan javit.

A

A definicidban lényeges, hogy ha egy kod pontosan t-hiba jelzd, az nem jelenti azt, hogy t-nél
tobb hibat nem képes jelezni, csupan azt, hogy van legalabb egy ilyen t + 1 hibat tartalmazo6 hibaminta.
Ha visszagondolunk a bevezetdben emlitett paritasbites kodra, tehat ahol egy n-bites binaris szot gy
toldottunk meg egy bittel, hogy a keletkezett n + 1-bites szoban az 1-esek szama paros legyen, akkor
tudjuk, hogy ez a kod minden olyan esetben jelez, ha a hibak szama paratlan, de soha nem jelez, ha
paros szamu helyen tortént hiba, vagyis ez a kod 1-hiba jelz6, jollehet barmely olyan esetben jelzi, hogy
hiba tortént, ha példaul a hibak szdma harom. Olyan pontosan t-hiba jelz6 kodra is lehetne példat mu-
tatni, amelyben van olyan t + 1 hibat tartalmazo6 hibaminta, amelyet képes a rendszer jelezni.

Az el6bbi megallapitasok igazak a hibajavitasra is.

2.10. Tetel

Egy (n, M, d)-kdd akkor és csak akkor t-hiba jelz6, ha t < d, és akkor és csak akkor pontosan t-
hiba jelz6, ha t = d — 1. Minimalis tavolsaga dekddolassal a kod akkor és csak akkor t-hiba javito, ha
t< g, ¢és akkor és csak akkor pontosan t-hiba javitd, ha t = l% .

A

Bizonyitas:

Minden d-tavolsagu kodban van olyan u, v par, amelyre d(u, v) = d. Ha egy ilyen u iizenetben
a d hiba ugy 1ép fel, hogy u atmegy v-be, akkor a hibat nem tudjuk jelezni; viszont u-ban barhogy 1ép
is fel d-nél kevesebb (de lagalabb 1) hiba, a keletkez6 elem nem lehet kodszo, mivel két kodszo kozott
legalabb d pozicioban kiilonbség van.



2. A kédtér geometriaja

Korabban lattuk, hogy t < % esetén a vett sz0 az eredeti kddszohoz van legkdzelebb, minden mas
kodszo tavolabb esik a vett szotol, ezért minimalis tavolsagu dekodolassal helyesen dontiink, a dekodo-
las helyes. Mivel abban az esetben, ha t egész szam, t < % ekvivalensat < I%J relacidval, ezért ez
egyben azt is jelenti, hogy minimalis tavolsagu dekddoléssal minden olyan esetben helyesen javitunk,
amikor a hibak szama nem nagyobb, mint l%] Ha viszont t > %, akkor van két nem idegen, kodszo-
kozéppontu gomb. Legyen u és v két olyan kodszo, amelyek tavolsaga éppen d, és X az a szo, amely u-

(61 ||, v-t61 pedig |3 tavolsagra van. Tudjuk, hogy ekkor minden mis kodszotol is legaldbb [3| tavol-
sagra fekszik x. Legyen f a minimalis tavolsagu dekodolas dekodold fiiggvénye. Ha az elbbi két ta-
volsag nem azonos, akkor nyilvan f(x) = u, ellenkez6 esetben f(x) barmely olyan kodszo lehet, amely

x-t61 % tavolsagra van, tehat lehet példaul ismét u. Ekkor abban az esetben, ha v-t kiildjiik, és a beérkezett
d-1

sz0 X, akkor a hibak szama [5] = TJ + 1, és ezt a vett szot hibasan javitjuk, hiszen nem v-re, hanem

u-ra dontiink, ami azt jelenti, hogy egy d-tavolsagl kod esetén minimalis tavolsagi dekodolassal min-
den, legfeljebb l%] hiba javithato, de van olyan I%J + 1 hiba, amelyet rosszul javitunk, igy a mini-

malis tdvolsagu dekddolassal a d-tavolsagu kod pontosan l%J -hiba javito.

Végiil altalanositjuk a hibajelzés - hibajavitas feladatat. Két altalanositasrol lesz szo.

Legyen C egy (n, M, d)-paraméterti kod, és t, valamint a t-nél nem kisebb s olyan nemnegativ
egész szamok, hogy t + s = d — 1. Ekkor megadhat6 olyan dontési fliggvény, amely minden t-nél nem
tobb hibat javit, és s-nél nem tobb hibat jelez. Legyen ugyanis a v széra f(v) = u, ahol u kodszo, akkor
és csak akkor, ha d(u,v) <t.Mivel 2t =t+t<t+s=d—-1<d, ezértt < g, tehat a kodszavak
koriili t-sugart gdbmbok diszjunktak, igy egy v-hez legfeljebb egy kodszot rendel f. Ha d(u,v) = t’, és
uzu €C,akkord —1<d<d(uu’)<d(u,v)+d(v,u) =t"+d(v,u"), és innen kapjuk, hogy
dvvu')>d—-1—-t'.t' <tesetén d(viu')>d—-1-t'=2d—-1—-t=s=>t=>t'=d(u,v), igy
azon szavakra, amelyeket javit a rendszer, a dekodolas minimalis tavolsagu. Ha viszont t < t' < s, ak-
kord(vyu') >d—1—-t'>d—1—s =t, vagyis v valamennyi kodszo6tol t-nél nagyobb tavolsagra
van, igy a vett szot nem javitjuk, de jelezhetjiik a hibat.

Az elébbi séma két sz€1s6 esete, ha s = t, illetve ha t = 0. Az els6 esetben visszajutunk a tiszta
minimalis tavolsagi dekddolashoz, mig a masodik eset a hibajelz6é kod, ekkor ugyanis nem javitunk,
csak jelezziik a hibat.

A masik modositashoz legyen 2t + r = d — 1, ahol t és r nemnegativ egész szamok, u egy kod-
sz0, és v egy olyan sz0, amely u-bol t' + r' hibaval all el6, ahol t’ < t ésr' < r. Tegyiik fel, hogy az
r' hibanak ismerjiik a helyét (példaul ezeken a poziciokon olyan jel van, amely nem eleme az input-
abécének). Legyen u’ tetszleges, az u-tdl kiillonb6z6 kodszo, és U, v és U’ olyan, n — r’ komponenst
szavak, amelyeket rendre u-bol, v-bél és u’'-bél kapunk, ha az ismert hibdknak megfelelé r' poziciot
elhagyjuk. Ekkor

d—1<d<duu)<d@i)+r <d@v) +d@u) +r
=t +1r +d@W) <t +7r+d@ W),

majd ebbdl d(V,U') >d—-1—-t—r=2t+r—t—r=t=>t'"=d(U,V), tehat az ismert hibak he-
lyét lehagyva, minimalis tavolsag dekddolassal helyesen javitunk.

Most ismét megnézzilk a sz¢€lsé eseteket. r = 0 esetén ismét a jol ismert minimdlis tavolsagl
dekodolast kapjuk, mig ha t = 0, akkor a javithato hibak szama d — 1. Ez azt jelenti, hogy egy és csak
egy olyan kddszo van, amely a beérkezett szotol pontosan a megjeldlt r' helyen kiilonbozik, hiszen
barmely mas kodszotol még legalabb tovabbid —r' > d —r = d — (d — 1) = 1 helyen van eltérés.
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A 2.8. definici6 utan felvazoltuk, hogy hogyan torténhet altalanos esetben a minimalis tavolsagu
dekodolas. Ha példaul n = 50, és a koéd binaris, akkor [S™| = 259, vagyis a masodikként emlitett deko-
dolasi eljarassal ennyi szot és a hozza tartozé kodszot kellene tarolnunk (egyenként 50-bites adatok-
ként). Ha viszont csak a kodszavakat taroljuk, és mondjuk M = 24°, akkor a vett szot 24 kiilonbozé
koédszoval kell dsszehasonlitani, hogy kivalasszuk a vett szohoz legkozelebbi kodszot. Lathatd, hogy
egyik mddszer sem tilsagosan kedvez6 (az egyik a tarigény, a masik a futasi id6 szempontjabdl nem
polinomialis algoritmus). A dolgon igy tudunk segiteni, ha valamilyen egyéb modszerrel tudunk kdvet-
keztetni a vett sz6 alapjan az elkiildott kodszora, vagyis ha valamilyen modon ki tudjuk szamolni a
kodszot a beérkezett hibas szobol. Ehhez a kddba valamilyen matematikai strukturat épitiink.



3. A kédolas valoszinliségi alapjai

A kommunikacios modellt mutatja toméren az alabbi 1. abra.

ADO CSATORNA VEVO

1. abra

A kommunikaci6 soran informaciot visziink at az adotol a vevéhoz. Az informaciét adatok hor-
dozzék, igy valdjaban a csatornan az adatokat tovabbitjuk a bemenettdl a kimenet felé¢. Az informacio
atvitele térben és idében torténik, bar koziilik az egyik rendszerint dominans. Mivel a hibakorlatozas
szempontjabdl elvileg kozombos, hogy adattarolasrol vagy adatatvitelrdl van szo, ezért barmelyikrdl is
szolunk, az a méasikra is érvényes.

Az atvitel soran négy probléma meriil fel:

a miiszaki megvaldsitas

gazdasagossagi kérdések

az atvitel soran fellépo hibak korlatozasa
titkossag - sértetlenség - hitelesség.

A fenti négy feladat megoldasa kiilon - kiilon torténik (bar nem biztos, hogy igy a legjobb, de igy
lehet konnyen megvalositani), amint a 2. abra mutatja. Az eldbbi modellt tdmdrebben, a hibakorlatozas
feladatat kiemelve a 3. abra mutatja.

HITELE-

ADO SITO

CSATOR-
HIBA-
NA- CSATORNA P
KODOLO DEKODER

VISSZA-
FEJTO

ELLEN-
ORz6

VEVO

2. abra
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a FORRAS-

ADO =l 6DOLO

CSATOR-
HIBA-
NA- CSATORNA > -

COEILD DEKODER

DEKO- ,,

ool | VEVO

3. abra

A problémak megoldasahoz az adatokat kodolni kell. A kédolas soran az iizeneteknek az atvitelre
alkalmasabb jelsorozatot, adatot feleltetiink meg. A kddolastol elvarjuk, hogy injektiv legyen, kiillonben
nem lenne lehetséges a dekodolas. Ha az atvitel soran megengediink egy adott nagysagt hibat, akkor
az injektivitasnal gyengébb feltétel is elegendo.

Az el6z6 fejezetben leirt feltételnek megfelelden feltessziik, hogy a kddjaink egyenletesek, vagyis
a kodszavak hossza azonos, valamint hogy nincs szinkronhiba, tehat a vett sz6 hossza azonos az elkiil-
dott sz6 hosszaval.

Legyen I = {u;|q =i € N} a csatorna bemeneti abécéje (a tovabbiakban mindig feltessziik,
hogy a csatorna diszkrét), és legyen O = {v;|q’ = i € N*} a kimeneti abécé. Feltessziik (mert felte-
hetjiik), hogy I € O (mert ha nem igy lenne, akkor tekinthetnénk 0’ = I U 0-t), igy ¢’ = q, ahol mind
q, mind q' pozitiv egész szam. Ha adott a kodszavak hossza, n, akkor a koédszavak halmaza, C, I™ egy
részhalmaza. A csatorna kimenetén nem pontosan ugyanazt a jelsorozatot kapjuk, mint amit a bemene-
tére adtunk, és az eltérés altaldban nem determinisztikus, igy a kimeneti €s bemeneti jelsorozatok kap-
csolatat alkalmas valOszinfistigi eloszlasokkal adhatjuk meg. A kiilonbozd | € N*-okhoz tartozd
P(r)1 = Vi, e, M = vjl|fl = U, e § = uil) felteteles valoszintiségek, ahol u;, € I és v;, € 0, meg-
hatarozzak a csatornat. Ha mindig teljesiil a

l
P('h = Vg = Vil|51 = Ujy,n§1 = ujl) = np(’?k = Vik|fk = ujk)
k=1

feltétel, akkor a csatorna emlékezet nélkiili, és ilyenkoraq > j € N* ésq’ > i € N* indexekkel C; ; =
P(vi |u]) a csatornamatrix.

Legyen u € C. Ha u-t elkiildjiik, akkor a csatornazajok kovetkeztében egy u-tol kiilonb6zo v €
O™ érkezik a kimenetre. Ekkor donteni kell, hogy mi lehetett az eredeti {izenet. Ez egy dontési fiigg-
vény, vagy dontési séma, egy f: 0™ — C U {*} leképezés, ahol *¢ C. Ha valamely v € 0"-re f(v) =
u € C, akkor ez azt jelenti, hogy ugy véljiik, u volt az elkiildétt iizenet. Ha viszont f(v) =+, akkor csak



3. A kédolas valésziniiségi alapjai

annyit tesziink, hogy jelezziik, valami hiba tortént az atvitel soran, de nem tudjuk (vagy nem akarjuk)
eldonteni, hogy mi volt az eredeti iizenet. Nyilvan akkor helyes a dontésiink, ha valoban f(v) = u-t
kiildték, kiilonben dontési hiba keletkezik. Egy u € C koédszd kiildése esetén a dontési hiba
P(hibal|§ = u) = Yygr-10) P(M = V| = u), és a dontési hiba varhato értéke

P(hiba) = Z P(hibalE = w)P(§ = u) = Z Z P =vlE=u)P(§ =)

u€ec uecC vgf~1(u)

A cél ennek a hibanak a minimalasa (f a valtozo!). P(hiba) fiigg a bemeneti eloszlastol is, igy nem
lehet egy, csak a csatornatdl fliggd optimalis dontési fiiggvényt megadni. Megprobalhatnank egy maxi-
malis hibat el6irni, vagyis hogy egy adott ¢ € R*-ra legyen P(hiba|§ = u) < & minden kodszo esetén.
Sajnos nincs egzakt modszer arra, hogy a megadott feltételt kielégitd f fliggvényt megtalaljuk.

Nézziik a dontési hibat a kimenet oldalarol. Ekkor P(hibaln =v) =1 —-PE = f(V)[]n = V), és
P(hiba) =1 = Yyeon P(€ = f(V)In = V)P(n = V), ami Yyeon P(§ = f(V)In = V)P(n = v) maxi-
malis értékénél minimalis. Az 6sszeg minden tagja nemnegativ, igy akkor maximalis, ha kiilon-kiilon
minden tagja maximalis. Mivel P(m =v) >0, ezért ismét akkor kapjuk a maximumot, ha
P(& = f(v)|m = v) maximalis (bar P(q = v) = 0 esetén k6zombds az el6bbi érték). A valtozo most is
az f fuggvény, vagyis ugy kell az f (v) értéket megvalasztani, hogy a feltételes valoszinliség maximalis
legyen, tehat legyen P& =f(v)In=v) = rlrllgg{P(E =u|n =v)}. Ehhez ismerni kellene a

P(§ = u|n = v) feltételes valosziniiségeket, am nem ezek, hanem a P(n = v|§ = u) valdsziniiségek

adottak. Ha P( = v) # 0, akkor PE=uln =v) = rM = ‘Q‘fnjv)u)P(&u)
valésziniség rogzitett, és igy P(§ = uln = v) maximuma ismét fiigg a P(§ = u) bemeneti eloszlastol

(ez egyébként nyilvanvald, hiszen ugyanazt a hibavalosziniiséget hataroztuk meg, mint kordbban).

, ahol v, tehat a P(mq = v)

Ha a dontési figgvényt a P(§ = f(V)[n=vVv) = méig({P(E =u|n = v)} feltétellel hatarozzuk
u

meg, akkor ezt a dontési fiiggvényt idealis megfigyelonek nevezziik. Az el6bbiek alapjan az idealis
megfigyeld esetén a dontési hiba varhato értéke minimalis.

Most éljiink azzal a megkotéssel, hogy a bemeneti eloszlas egyenletes. Ha |C| = M, akkor az
elébbi megkotéssel minden u € C kodszo esetén P(§ = u) = %, és

P =vE=wPE=u) _
P(m=v) MP(m =v)

PE=un=v)= P =v[§=u).

1
MP(M=v)

Itt fliggetlen u-tol, igy

max{P(n = v|§ = u)}

IlTllealg(P(E =uln=v)= MP(m = V) uec

tehat f(v) =1, ahol P(m =v|§ =1) = méacx{P(n = v|€§ = u)}. Az ily modon meghatarozott dontési
u
fliggvény a maximum likelihood dontési séma.

Nézziink egy példat. Legyen I = {0,1} = O, a csatorna emlékezet nélkiili, és a csatornamatrix
1- .
legyen C = ( . p 1 f p)’ ahol p egy 1-nél nem nagyobb nemnegativ valos szam. Ez a binaris szim-
metrikus csatorna, réviditve a BSC (Binary Symmetric Channel). Legyen tovabba a bemeneti eloszlas
P(&=0)=qésP(& =1)=1-—q,ahol gis 1-nél nem nagyobb nemnegativ valds szam. Ekkor

Pm=0)=Pn=0=0PE=0+Pm=0¢=DPE=1)=>0-p)g+p(1—q)
Pn=1D)=Pn=1=0PE=0+Pn=1E=DPE=1)=pqg+(1-p)A—q),
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és ezt a két eredményt felhasznalva meg tudjuk hatarozni a forditott feltételes valoszintiségeket a Bayes-
tétel alkalmazasaval. Ekkor az alabbi eredményeket kapjuk.

o Pm=0lE=0PE=0)  (1-p)
e b= pe =y PR

_ _ _rn= = = _ plL—q
PE=1n=0)= PG =0) “A-pqipd—q)

ésigy f(0) = {2: EZZ Z l}j (és ha p = q, akkor mindegy),

. _Pm=1=0P(E=0) pq
e P =116 = DAGE = 1) PR

. . = = = _ —-p —q
PE=1n=1)= PG = 1) Tt -

. ,h 1—q , . . . . , .
vagyis most (1) = {(1) hzg Z 1— Z (és ismét mindegy, ha p = 1 — q). Az igy meghatarozott f fiigg-

vény az idealis megfigyeld. Ha feltessziik, hogy g = %és p < %, akkor f(0) = 0¢és f(1) = 1. Ugyanezt
kapjuka q = 2 feltétel esetén a max {P(n = v|& = w)} feltételbdl is:
2 ue{0,1}

1
P(n=0lf=0)=1—p/\P(n=0I€=1)=p/\p<§<1—p=>f(0)=0

1
Pln=18=0)=pAP(r=1{ =D =1-pAp<-<l-p=f1)=1
Az utdbbi dontési fliggvény a maximum likelihood dontési fliggvény. Ekkor a dontési hiba

PW(hiba) = P(n =11 = 0)P(E =0)+ P(n =0l = DP(E =1) =pq+p(1—q) =p.

Most legyen a csatorna az elébbi és n = 3, tovabba C = {000,111}. Legyen a dontési fiiggvény
f(v) = [*222|, vagyis legyen £(000) = £(001) = £(010) = £(100) = 0, és hasonloképpen le-

gyen f(111) = f(110) = f(101) = f(011) = 1 (arra a jelre dontiink, amely tobbszor fordul el6 a
vett szoban, ez a tobbségi dontés. Mivel paratlan hosszsagl a szo, és két kiilonbozo jel van, igy vala-
melyik mindig tobbségben lesz). Ekkor a dontési hiba

, 3 3 2
P@(hiba) = (5)p?(1 —p) + (3) p* = 3p* — 2p* = 3p° (1 - §p),

hiszen akkor dontiink rosszul, ha az atvitel soran harom 6sszetartozo bitbél legalabb ketté meghibasodik.
P®(hiba)
P@W(hiba) —

, 1 . . . . 1, oy . 1 . .
igy p < esetén az arany kisebb, mint p = E-nel, ahol az érteke 1, vagyis p < 5 esetén a haromszoro-

Osszehasonlitva ezt az eldbbi esettel, 3p (1 — gp) A fliggvény maximuma p = %—nél van,
z4snal a dontési hiba kisebb lesz. Ha példaul p = 1073 (ez egy elég zajos csatorna), akkor az el8bbi

B (ni
Pt = 3.1073 (12 1073) ~ 31073 ~ —, vagyis a javulas kb. 333-szoros.

arany m

Most legyen |I| = q(= 2), 0 = I, és a csatornamatrix C;; = 1 —p, és i # j-re C;; = ﬁ (eza

csatorna az emlékezet nélkiili diszkrét szimmetrikus csatorna, az MDSC, azaz a Memoryless
Discrete Symmetric Channel). Ekkor
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l
P =viE=w = | [P(m = vy, =)
k=1
=[] Powc=vilsc=w)- [] PO =viléc=w,)
ujk:vik

ujkqtvik
d P ¢
25 [ o-n -y e (B]
= . 1-p)=(—) 1- =(1- -,
]_[q_l a-p=(25) a-prt=a-pr {1
u]-k:tvik u]-k=vl-k

ahol n a kodszavak hossza, és d = d(u,v) az u és v azonos pozicioban 1év6, eltéré komponenseinek
szdma, az u és v Hamming-tavolsadga. Ha ﬁ <1l-p,azaz,ha0<p<1-— 7 akkor a fenti valdszi-

niiség akkor maximalis, ha d(u, v) minimalis, vagyis ha d(f(v),v) = meigl{d(u, v)}. Az igy meghata-
u

rozott dontési fliggvény a minimalis tavolsagu dekédolas (lasd a 12. oldalon a 2.8. definiciot). MDSC
esetén tehat a minimalis tavolsagu dekodolas a maximum likelihood dontési fliggvény.

Visszatérve a haromszoros ismétléshez, nyilvan harom helyett az ismétlések szama barmely n €
N*-ra 2n + 1 is lehet. Annak a valosziniisége, hogy egy 2n + 1 > k € N-re az atvitel soran k hiba 1ép

fel, P(k = k) = (Z”Ij 1

értéke E(k) = (2n+ 1)p. Hap < %, akkor E(k) =(2n+1p <n +% <n+1, a hibas jegyek var-
hat6 szama kisebb, mint a nem hibas jegyek varhato szama, a dontés varhatdan helyes lesz. Mi ennek
az ara? Ehhez bevezetjiik az alabbi fogalmat.

) p¥(1 — p)@n+ D=k Ez binomialis eloszlas, és igy a hibak szamanak varhato

3.1. Definicio

Legyen C egy (n, M) ,-paraméterii kod. Ekkor R, = ilogq M a kodsebesség.
A

log, M azt adja meg, hogy mekkora minimalis szohosszal lehet g kiilonb6z8 szimbolum felhasz-
nalasaval M kiilonboz6 szot megadni, igy a kodsebesség azt mutatja, hogy a minimalisan sziikséges
hosszhoz képest mekkora a kodszavak hossza. Nyilvan igaz, hogy 0 < R, < 1, feltéve, hogy a kod
legalabb egy sz6t tartalmaz. A fentebb ismertetett ismétléses kod esetén az volt a helyzet, hogy az is-
métlések szamanak novelésével a dontési hiba nulldhoz tartott, de ezzel egyiitt a kodsebesség is tart a
nullahoz, vagyis végiil hibatlanul vissziik at a semmit. Altaliban, ha n tart a végtelenhez, mikozben M
nem valtozik, vagyis ugyanannyiféle lizenetet egyre hosszabb kddokkal akarunk atvinni a csatornan,
akkor a kodsebesség, R, tart a nulldhoz, vagyis hidba tart a dontési hiba a nulldhoz, &m az atvitt lize-
netek szama is tart a nulldhoz. Shannon szerint ez nem sziikségszert.

Az entropia informacioelméleti fogalmat Shannon hatarozta meg. Korabban Heartley vizsgalta
matematikai szempontbol az informaciot, és gy talalta, hogy ha n kiilonb6z6 tizenet lehetséges, akkor
egy-egy iizenet informaciétartalma, az egyedi informaciomennyiség /| = logn. E szerint a kifejezés
szerint azonban a kiilonb6z6 lizenetek azonos mennyiségli informaciot, uj ismeretet kozolnek a fogado-
val. Ezzel szemben Shannon Ggy gondolta, hogy egy iizenet annal tobb informacidt szolgaltat, minél
varatlanabb, minél kevésbé lehet ra szamitani, azaz minél kisebb a valosziniisége. Ha X egy véges ese-
ménytér, az lizenetek halmaza, és az x; € X lizenet p; valosziniiséggel fordul el6, akkor tehat Shannon
szerint az x; tizenet I (p;) informaciot szolgaltat, ahol I egyeldre ismeretlen fiiggvény. A teljes iizenet-
halmaz atlagos informaciétartalma az egyes lizenetek egyedi informacidtartalmanak varhato értéke,
H(Pn-1, Do) = 2r=g pil (p;), ahol n a kiilonbdzd lizenetek szdma, és H az entrépiafiiggvény. Mivel
egyelore [ ismeretlen, ezért H-t sem ismerjik. H meghatarozasahoz bizonyos feltételeket kell megfo-
galmazni. Egy lehetséges axiomatikus bevezetés az alabbi kikotéseket tartalmazza:
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=

(Pn-1, Do) € 10,1[™ € R™ véges diszkrét valdsziniiségi eloszlas;

2. H(pp_1, -, Po) a valtozodinak szimmetrikus fliggvénye, azaz ha m az {i € N|i < n} halmaz
tetszbleges permutacioja, akkor H(py_1, ..., Pg) = H(pn(n—l)v s Pn(o))i

H(tpp-1, (1 — Opp-1 -, P0) = HPn-1, -, Po) + Pn1H(E, 1 — 1), hat €]0,1[ € R;
H(t,1 — t) t-nek folytonos fiiggvénye, ha t € ]0,1[ € R;

5. H(,3)>0.

2’2

~w

A fenti feltételeknek pontosan egy folytonos fiiggvény, H(pp_1, ..., Do) = — 2ieg p; logp; felel
meg, és ebbdl leolvasva I(p;) = —logp;. Ha minden iizenet valosziniisége azonos, tehat bérmelyik%

valoszinliséggel fordul eld, akkor valdban igaz, hogy az egyedi lizenetek altal kozvetitett informacio
mértéke I = logn. Altalanos esetben viszont az egyes iizenetek bekovetkezése kiilonbozd valoszinii-
séggel torténik, tehat altalaban I(p;) # logn. A valds értékii logaritmusfiiggvény csak a pozitiv valdos
szamokra értelmezett, és ha x a pozitiv valos szamokon keresztiil tart a 0-hoz, akkor a logaritmusfiigg-
vény értéke abszolut értékben a co-hez tart, igy |xlogx| — 0 - co. De xl}gri 0(x log x) 1étezik, és 0-val

egyenld, ezért az entropiafiiggvényt kiterjeszthetjiik arra az esetre is, amikor egy vagy tobb valosziniiség
értéke 0, azzal, hogy ekkor p; logp; = 0.

Lathatéan H(p,—_1, ..., Po) = 0, és a fiiggvény értéke akkor és csak akkor 0, ha egy kivételével
valamennyi valosziniiség 0 (és ekkor a nem nulla valdoszintiség 1, hiszen a valosziniiségek 0sszege 1).

Az elébbi felirasban nem adtuk meg konkrétan a logaritmus alapjat, am erre nincs is sziikség. Ha
ugyanis egy alaprol attériink egy masikra, az csupan a mértékegység megvaltozasat jelenti (hasonléan
mondjuk a méterhez és labhoz), hiszen log, u =log, b -log, u. Magat a logaritmus r alapjat
H (1,1) = ¢ hatarozza meg, ugyanis ¢ = H (l,l) =- (llogrl + llogr l) = log, 2-bol r = 2% > 1.

2’2 2’2 2 2 2 2
Az alap szokésos értéke az informacidelméletben 2, és ekkor az entropia egysége a bit. Ezt az elnevezést
John W. Tukey vezette be a binary digit roviditéseként. Tekintettel arra, hogy ugyanez a neve egy
kettes szamrendszerben felirt szam egy-egy szamjegyének, ezért megkiilonboztetésiil az informacioel-
méleti egységet szokas binary unit-ként, a binary unit roviditéseként emliteni.

Ha a p; valosziniiségek az X eseményhalmaz elemei eléfordulasainak a valészinliségei, akkor
H(pp—1, -, Po) tulajdonképpen az X tér entropiaja, ezért ezt az értéket H (X)-szel is jelolhetjik.

Csupan az érdekesség, és bizonyos patriotikus biiszkeség miatt jegyezziik meg, hogy Shannonnak Neu-
mann Janos javasolta az entropia elnevezést, 1évén, hogy a kifejezés matematikailag hasonlé alakid, mint a korabbi
fizikai entropia. Az elnevezést a formalis hasonlosagon kiviil bizonyos tartalmi azonossagok is alatimasztjak, bar
igen komoly eltérések is kimutathatéak a két entropiafogalom kozott, amiért tobben karosnak tartjak az azonos
megnevezést. Shannonnak mas ,,magyar kapcsolata” is volt: foglalkozott sakkautomataval, és ezzel kapcsolatban
megemlitette Kempelen Farkas nevét, valamint a kommunikacioréol szélva Gabor Dénest nevezi meg egyik tit-
toréként.

A fenti H-fiiggvény a Shannon-féle entrépiafiiggvény. Léteznek altalanosabb kifejezések is az
entropiara. Egyik a Hy, (pp_1, -, Do) = ﬁlogZ?;ol p{ Rényi-féle entrépia, ahol 1 > a € R}. Ez a
kifejezés hatarértékként tartalmazza a Shannon-féle entropiat, ha a balrdl tart 1-hez.

A H(pp_q, -, Do) fliggvénynek az értelmezési tartomanyaban pontosan egy maximuma van a
1
(Pn-1, -, P0) = (—,

n
n. Ez az entropia intuitiv értelmezése alapjan vilagos, hiszen atlagosan akkor jutunk a legtobb informa-
cidhoz, akkor lehet a legkevésbé megjosolni a soron kovetkezo lizenetet, ha 1ényegében véve semmit
sem tudunk az egyes lizenetekrol, barmelyik esemény azonos valdszintiséggel kovetkezhet be. A pontos
bizonyitashoz tegyiik fel, hogy n €N, n>i€N-re 0<aq;ERé 0<b, €R, a=Y"la;, b=
Y™ 4b; és 1 < r € R. Ekkor, kihasznalva, hogy az r-alapt logaritmusfiiggvény az értelmezési tarto-
manyanak minden pontjaban alulrél szigortian konkav,

s ;) helyen, ¢és ekkor az értéke logn, ami éppen 1, ha a logaritmus alapszama is
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n-1 n-1 n-1 n—1

Za-log ﬁ—azﬂlog ﬁ<alog ﬂﬁ—alog i=—0bi—alog é
,0‘ "a; Lia "a; ~ T,Oaai " a "a
1= 1= =

¢és pontosan akkor van egyenléség, ha minden i-re ﬂ = g Most legyen a; = p; és b; = 1, ekkora =1

és b = n, és az elobbi eredménybdl kapjuk, hogy - Zl o pilog, p; <log, n, és pontosan akkor éri el
az entropia a maximumat, amikor valamennyi valdszinliség azonos értéki.

A tovabbiakban sziikségiink lesz az entropiafogalom kiterjesztésére. Legyen két véges valoszinii-
ségi szkémank, az egyik az X, a masik az Y eseménytéren, az el6bbiben m, az utdbbiban n elemi ese-

ménnyel. Legyen pi( azx; € X és p(Y)

az y; € Y esemény el6fordulasanak valoszinlisege, p; j az x; €s
yj esemeny egylittes bekdvetkezésének valoszinlisége, mig p;); az x; € X esemény eléfordulasanak va-

loszintisége, felteve, hogy y; € Y bekovetkezett. Most az alabbi entropidkat vezethetjlik be:

a) HX,Y) = =Y ? ” oD jlogp;; az egyuttes entropia;

b) HX|Y) = E(H(X|yj)|n >j € N) =750 p(y)H(X|y]) az Y-ravonatkozo feltételes entro-
pia, és hasonld az X-re vonatkozo H(Y|X) feltételes entropia. A definiciokat alkalmazva
H(X|yj) =-ymn! Di|j logp”j, majd ezt felhasznalva megkapjuk H(X|Y)-t, nevezetesen

Y
HX|Y) = =213 ¥mst oy logpyj = — Xi2a St pi i log by

Mivel a fent bevezetett fogalmak 1ényegében véve azonosak a korabbi entroépiafogalommal (annyi
eltéréssel, hogy a feltételes entropia egy atlagos entropia), ezért a fenti fiiggvények értéke is nemnegativ.
Belathato tovabba, hogy

1. HX|Y) < H(X);
2. HX) + HY|X) = H(X,Y) = H(Y) + H(X|YV).

Valoban, a logaritmusfiiggvény 1-nél nagyobb alap esetén szigortian konkav, igy az ellentettje
szigoruan konvex, tehat

n-1m-1

H(X) - HXIY) = Z PP logp™ + > " py;logpy

j=0 i=0
m1n1 n-1m-1

E pijlogp™ + E E pilog ok (Y)
0
1

j j=0 i=
(X) (Y) n 1m- 1 (X) (Y)

pi jlo >logZ Zpulog

j=0 i=0 j=0 i=

0J
1m

=logl =0,

ami igazolja az elsé allitast, mig a masodikhoz

-1m-
H(X) + H(YIX) = - Zp(")logp ZZ pilogp;

j=0 i=0
n1 n-1m-1

pi,,-logpi —ZZP ilogpji

j:O =0
n—-1m-1

i
pyjlogp{ (l;)— ZZpulogpu H(X,Y).

0 i=0 j=0 i=

S
o

Il
|
NI

-
Il
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Az els6 egyenldtlenség azt fejezi ki, hogy ha az X tizenethalmazrol mar van valamilyen a priori
ismeretiink, akkor legfeljebb annyi 0j informaciohoz jutunk, mint az el6bbi ismeretek nélkiil. A masodik
egyenldség viszont azt jelenti, hogy az egyiittes lizenethalmaz atlagos informdaciotartalmat példaul ugy
kapjuk meg, hogy meghatarozzuk 6nmagéaban az X forras informaciotartalmat, és ehhez még hozzavesz-
szik azt az informaciomennyiséget, amelyet mar az X ismeretében az Y forrasbol nyerhetiink. A két
pont dsszevetésébdl az is latszik, hogy az egyiittes entropia nem lehet nagyobb, mint a két kiilon-kiilon
szamolt entropia Osszege, vagyis H(X,Y) < H(X) + H(Y).

Végezetil még egy fontos fogalmat definialunk, az I(X,Y) = H(X) — H(X|Y) kolcsonos infor-
maciot. A fentebbi 2. 6sszefliggésbdl azonnal leolvashato, hogy az I(X,Y) = H(Y) — H(Y|X), valamint
az I(X,Y) =HX)+ H(Y) — H(X,Y) Osszefliggés is teljesiil. A kolcsonds informacid azt fejezi ki,
hogy Y-t megfigyelve még mennyi bizonytalansag marad X vonatkozasaban. Figyelembe véve a
H(X|Y) < H(X) egyenl6tlenséget, latjuk, hogy a kolcsonds informacio értéke is mindig nemnegativ, és
ha X és Y fiiggetlenek, hiszen ekkor H(X|Y) = H(X), és I(X,Y) = H(X), haY és X kozott (legalabbis
1 valészintiséggel) determinisztikus fliggvénykapcsolat van.

Az itt megfogalmazott entrdpia fiiggetlen valdszinliségi valtozokra érvényes. Az entropia altala-
nosabb esetre is megadhatd, de ezzel a tovabbiakban nem foglalkozunk.

A csatorna kapacitdsa nem mads, mint a csatorna bemenetén és kimenetén 1évo valoszinliségi

matikailag felirva C = rgl(e;())({l (X, Y)}. Itt arrdl van sz, hogy a csatorna kimenetén megjelend jelsorozat

a bemenetre adott jelsorozattol és a csatornatdl fligg. Minél er6sebb az eltérés, annal kevésbé lehet re-
konstrualni a kimeneten megfigyelt jelsorozatbol az elkiildott kodszot. Az azonban, hogy milyen mér-
téki a torzulas, attdl is fiigg, hogy hogyan valasztjuk meg a csatorna bemenetére adott jelsorozatokat.
Ezt fejezi ki a csatornakapacitas.

Shannon azt allitja, hogy bizonyos csatornak esetén a csatorna kapacitasanal kisebb barmely se-
bességgel tetszoleges kis hibavalosziniiséggel atvihetd az informacid, vagyis lehet olyan kodot konstru-
alni, amellyel az el6bb emlitett moédon lehet kommunikalni (a kisebb megkotés akkor igaz, ha a kolcso-

rrrrr

feleld, az alkalmazott alaptdl fiiggd konstanssal valo szorzas utan igaz a kisebb feltétel). Ismeretes a tétel
két megforditasa is. A gyenge megforditas szerint a csatorna kapacitasat meghalado sebesség esetén a
dontési hiba akarmilyen kodolas esetén is nagyobb lesz egy pozitiv korlatnal, mig az erds megforditds
szerint a kod hosszanak ndvekedésével a dontési hiba valosziniisége 1-hez tart (a gyenge megforditas
nem kovetkezik az erds megforditasbol, a két tétel 6nallo, tovabba most is igaz a logaritmus alapjara
vonatkozé korabbi megjegyzés).

Bizonyitas nélkiil a tételek az alabbiak, feltéve, hogy ¢ szimbolummal kédolunk.

1. A zajos csatorna kédolasi tétele. Ha C > R, € R*, akkor van olyan C,: (n, [qRq"])q kod-

sorozat és dontési fliggvények olyan sorozata, hogy P,fmax) (hiba) = 0,han — co.
Ezt a tételt néhany csatornatipusra, tobbek kozott az emlékezet nélkiili csatornakra igazoltak.

2. Gyenge megforditas. C < R, € R* esetén barmely C,,: (n, [qRq”Dq kodsorozat és tetszole-
ges dontési fiiggvény mellett van olyan ¢ € R*, hogy minden n € N*-ra B, (hiba) > «.

3. Erés megforditas. Ha C < R, € R*, akkor barmely C,,: (n, [qan])q kodsorozat, és a don-

tési fliggvények tetszbleges sorozata esetén lim P, (hiba) = 1.
n—oo
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A megforditasi tételek lényege, hogy a csatornakapacitasnal nagyobb sebességgel nem lehet hi-
batlanul dekddolni, s6t, minél hosszabbak a kddszavak, annal biztosabb, hogy hibdsan dekodolunk.

Shannon tétele elvi jelentdségii. A tétel szerint 1étezd kodot még senkinek nem sikeriilt konstru-
alnia, ami nem okoz til nagy problémat, ugyanis egy ilyen kod hossza és mérete hasznélhatatlanul nagy
lenne. A tétel jelentsége, hogy megmutatja, hogyan lehet egyszerre csokkenteni a dekodolasi hibat a
kodsebesség 1ényeges csokkenése nélkiil: tobb ilizenetet egyszerre kell, nagyobb hosszisagi kodsza-
vakba kodolni, igy n6é a kod mérete is, ellensulyozva a kodsebesség csokkenését.

Az entropia fogalmanak segitségével példaul az alabbi csatornatipusokat definialhatjuk:

e Veszteségmentes csatorna
a kimenet teljesen meghatarozza a bemenetet, vagyis az alabbi feltételek barmelyike teljesiil:

a) O particionalhato ugy, hogy az osztalyok szama megegyezik a bemeneti abécé méretével,
e&sPMmE OIS =x) =1,

b) V(y € 0):P(n=y) #0=> @ €N:Pn=yl§ =x) =1);

c) HX|Y) =0.

Ekkor a csatorna kapacitasa C = log|I|.

e Determinisztikus csatorna
a bemenet teljesen meghatarozza a kimenetet, ami ekvivalens az alabbiak barmelyikével:

a) V(x€e DAY € 0):P(m=yl§ =x) =1,
b) H(Y|X) = 0.

Most a csatorna kapacitasa C = log|{y € 0|3(x € I): P(n = y|¢ = x) = 1}|.

e Zajmentes csatorna
ha egyszerre veszteségmentes és determinisztikus, vagyis ha

A(p:1 = 0): (lm((p) =0ANNVExEeD:Pn=pX)|E=x)= 1)).
A csatorna kapacitasa megegyezik a veszteségmentes csatorna kapacitasaval.

e Haszontalan csatorna
ha Y teljesen fliggetlen X-t6l, azaz ha a kovetkez6 két feltétel valamelyike igaz:

a) V(y € 0)V(x; € DV(x; € I): P(n = y|¢ = x;) = P(n = y|¢ = xy);
b) H(X|Y) = H(X).

A haszontalan csatorna kapacitasa € = 0, hiszen most I(X,Y) = 0.
Mas szempontbdl a csatorna lehet

e sorszimmetrikus
ha a csatornamatrix sorai egymas permutacioi;

e o0szlopszimmetrikus
ha a csatornamatrix oszlopai egymas permutacioi;

e szimmetrikus
ha egyszerre sor- és oszlopszimmetrikus.
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Konnyen belathato az alabbi tétel.

3.2. Tétel

Sorszimmetrikus csatornamatrixnal egyenletes bemeneti eloszlashoz egyenletes kimeneti eloszlas
tartozik. Oszlopszimmetrikus csatornamatrix esetén H (Y |X) nem fligg a bemeneti eloszlastol.
A

Most legyen adott egy Cs; csatorna a q;-elemii I; bemeneti, az 0, kimeneti szimb6élumhalmazzal
és a PL(m = v|§ = u) feltételes valosziniiségekkel, ahol u € C; S I;'* és v € 0;'%, és hasonldan adott
egy 2-vel indexelt csatorna és kod. A két kod ekvivalens, ha Ry = R,, s minden f; dontési fiiggvény-
hez van olyan ¢q:C; = C, injekcio és f, dontési fiiggvény, hogy minden u € C; esetén
P, (hibal§ =u) = P, (hiba|£ =@, (u)), ¢és a masik iranyban is megadhat6 hasonl6 tulajdonsagokkal
rendelkezd injektiv leképezés. Hasonloan, (Cy, f;) ekvivalens (Cs, f,)-vel, ha a kodsebességek azono-
sak, és megadhato a két kod kozott egy bijekciod, hogy az egymashoz rendelt kodszavakra a dontési hiba
értéke megegyezik. Ha mindkét iranyban 1étezik injektiv leképezés, akkor létezik a két kod kodzott bi-
jektiv megfeleltetés is, tehat M; = M = M,, és a két kod sebessége pontosan akkor azonos, ha

1 1
log, M = n—llogq1 Mi=R =R, = n—zlogq2 M, = log, M,

nylog, 44 - n,log; q,

r n n
azaz akkor ¢s csak akkor, ha q;* = q,°.

Specialis esetként tegyiik fel, hogy qil = qg 2 és: 01n > 0;1 2 bijektiv leképezés, amelynek C; -
re vald ¢ megszoritasa bijektiven képezi le Cy-et C,-re, és amelynél minden (u,v) € C; X Of ! parra
Py =V =u)=P, (112 = 1,0(v)|§2 = qo(u)). Belatjuk, hogy az el6bbi feltételekkel barmely f;
dontési sémahoz megadhato olyan f, dontési séma, hogy a két kod ekvivalens.

Mivel q;* = g2 és @:C; - C, bijektiv, ezért a két kodsebesség megegyezik. ¥ bijekcio, igy

létezik az inverze, =1, Legyen v(?) € 0,%-re f, (V(Z)) = (f1 (lp'l(v(z)))), ekkor f, egy dontési

séma az 0,2 halmazon. Egy tetszéleges (u(z),v(z)) € C, X 0;%-re

v € £ (u®) o u® = £,(v?) = ¢ (f1 (¢-1(v(2>)))
¢=¢‘%ﬂ”)=ﬁ(w*@90)
o v =y 1(v@) e ((p—l(u(z))) = fr(u®),

aholu® = o 1(u@) € ¢; és vV = yp=1(v?) € 0;"*. A dontési hiba egy u® iizenet esetén

P, (hibalg, = ¢(u)) = P,(hibalg, = u®)
= Z Pz("]z = V(2)|§2 = u(z))
v(z)efz_l(u(z))
p, (‘]2 = ¢(V(1))|Ez = 4’(“(1)))
v(l)efl_l(u(l))
Pi(ny = vV|g, = u®) = P, (hibalg; = u®),
v(l)efl_l(u(l))

igy a két kod barmely egymasnak megfeleld eleme esetén azonos a dontési hiba, a két kod ekvivalens.
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Most tegylik fel, hogy I; =1, =1 =0 = 0; = 0,,n, = n, Cs; = Cs = Cs, egy MDSC, végiil
fi1 a minimalis tavolsagu dekodolas. Ha ¥ az O™ 6nmagaba vald tavolsagtarté leképezése (vagyis
d(u,v) = d(l/)(u), tp(v)) az O™ barmely két u és v elemére), amelynek C;-re valé ¢ megszoritasa a
C;-et C,-re képezi le, akkor a két kod ekvivalens, feltéve, hogy f, is a minimalis tavolsagi dekodolas.
Ekkor ugyanis n; = n, és ha ¥(u,) = y(u,), akkor d(uy,u,) = d(l/)(ul),l,b(uz)) =0, tehat u; =
u,, a leképezés injektiv, és mivel ¢ raképezés, tehat sziirjektiv, igy bijektiv, tovabba

p )d(<p(u>.w(v))

Pa(nz = pWlEz = o) = (25
p

d(u,v)
=(55) @ = b = vig = w)

(1- p)n—d(<p(u).w(v))

barmely u € Cy, v € O™ par esetén, amib6l kovetkezik a hibavaloszinliségek egyenlésége is. (Megje-
gyezziik, hogy i a teljes O™ halmazon bijektiv, hiszen lattuk, hogy tavolsagtarto leképezés injektiv, és
egy véges halmaz 6nmagaba valo injektiv leképezése egyben sziirjektiv is.)

1 akkor és csak akkor tavolsagtartd, ha Y (uy ...u,) = o0y (un—l(l)) an(un—1(n)), ahol r az in-
dexhalmaz permutacidja, mig a o;-K az O halmaz permutacioi. Az konnyen belathatd, hogy sem , sem
a 0;-k nem valtoztatnak a tavolsdgon. Nézziik a masik iranyt, legyen tehat i az O™ onmagaba vald
tavolsagtarto leképezése, és legyen u(® egy tetszéleges, rogzitett eleme 0™-nek, valamint minden n >
i € N* indexre legyen u® egy-egy olyan 0™-beli elem, amely az i-edik és csak az i-edik pozicioban
kiilonbdzik (de kiilonbozik!) u(@-t6l. A tovabbiakban barmely u € O™-re legyen (u) = v. Ekkor
d(v®,v®) = 1, vagyis v(® ¢s v is pontosan egy helyen, mondjuk a k;-edik poziciéban kiilonbozik.
Ha i # j, akkor k; # k;, ugyanis ellenkezd esetben 1 > d(v(i),v(j)) = d(u(i),u(j)) = 2 lenne, ami
nyilvanvalo képtelenség. Ez azt jelenti, hogy a t: i = k; szabaly az indexhalmaz egy permutacioja. Most
legyen @ olyan vektor, amely u(®-t6l pontosan egy helyen, az i-edik pozicioban kiilsnbézik, tovabba
amely kiilsnbozik uV-t61. Ekkor ¥ is egyetlen helyen kiilonbozik v(®-t61, mondjuk k;-ben. Ha k; #
k;, akkor d(u(i),ﬁ(i)) =1, de d(v(i),\”/(i)) = 2, ami ellentmondas, igy k; = k;. Ugyanakkor v,gii) =

17,&? esetén d(v(i),f/(i)) = 0, tehat U,E? * 17,5?, igy oy ul@ - v,gi) 0 egy-egy permutacioja.

Most tegyiik fel, hogy ha d(u®,u) < k < n, akkor Y(u; ...un) = 01 (Up-1(1)) - 0 (U100,
és legyen u € O™ olyan, amelyre d(u(o), u) =k + 1. Az egyszerliség kedvéért feltehetjiik, hogy a két
vektor az elsé k + 1 pozicidban kiilonbozik. Legyen u' az a vektor, amely az els6 k pozicioban u-val,
a tobbi helyen u(®-val azonos, és igy d(u®,u’) = k és d(u’,u) = 1, mig u” olyan, amely csak a k +
1-edik helyen tér el u®-tol, és itt u-val egyezik. u”-re d(u®,u’”) =1 és d(u”,u) = k, tovabba
d(u’,u”") = k + 1. A tavolsagtartas miatt d(v(®,v) = k + 1. De d(v,v’) = d(u,u’) = 1, vagyis v’
és v egy helyen kiilonbdzik. Ha ez egy olyan pozicid, ahol v(®) és v’ eltér, akkor v és v(©) legfeljebb
csak k helyen tér el, ami nem lehet. Ha ez az egy eltérd pozicioé nem ott van, ahol v(® és v’ kiilonbozik,
akkor d(v,v'") = k + 2, ami ismét lehetetlen. Végiil abban az esetben, ha az el6bbi pozicidk megegyez-
nek, de nem azonos a két érték, akkor d(v,v'') = k + 1, mig d(u,u’") = k, igy ez sem lehet, tehat u
képét is meghataroztak a m és o; permutaciok.

Altalaban csak akkor mondanak két kodot ekvivalensnek, ha a fenti médon felelnek meg egymés-
nak, vagyis ha az egyik a masikbol a komponensek, valamint az egyes pozicidkon a szimbolumhalmaz
alkalmazott permutaciok a test valamely nem nulla elemével val6 szorzasok. Ebben az esetben a két
kodot skalarekvivalensnek mond;jak.

Ha a csatorna MDSC, és a bemeneti eloszlas egyenletes, akkor a hibak varhat6 szdma n-hosszii-

sagu kodszoban np, ahol p annak a valdsziniisége, hogy a kimeneten megjelené szimbolum kiilonbozik
a bemenetre adott jeltdl, vagyis annak, hogy egy jel az atvitel soran megvaltozott. Minimalis tavolsagi
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dekodolasnal a javithato hibak szama a 2.10. Tétel szerint aranyos a kod tavolsagaval, igy ahhoz, hogy
a vérhatoan fellépé valamennyi hibat ki tudjuk javitani minimalis tdvolsdgu dekddoldssal, sziikséges,
hogy d aranyosan n6jon n-nel (mint lattuk, nagy kodsebesség és kis dontési hiba nagy kodszohosszii-

saggal érhetd el), vagyis biztositani kell, hogy np~d teljesiiljon, azaz hogy § = %~p legyen. Sajnos a
legtobb kodesalad nem teljesiti ezt a feltételt, altalaban § — 0, han — oo.



4. Linearis kodok

4.1. Jelolés

Legyenn € N*. Fg-et mint F, folotti n-dimenzios linearis teret Vq(n), ennek elemeit és a kompo-

nensekbdl 4ll6 oszlopvektort u, a megfeleld sorvektort u” jeloli. n > k € N-re Wq(n ) a Vq(n) (egy) k-

dimenzids altere.
A

4.2. Definicio

Ha § Abel-csoport, és C < §™ a komponensenkénti S-beli miivelettel, akkor C csoportkod. Ha
S™egyben egy test feletti vektortér, és C ennek k-dimenzios altere, akkor a kod linearis. Az elébbi
linedris kod jele [n, k, d],, ahol d és q egymastol fiiggetleniil elhagyhato.

A

A (C kéd nyilvan pontosan akkor csoportkod, ha § additiv Abel-csoport és C — C € C, tovabba a
korabbi és a mostani definiciokbol lathato, hogy egy [n, k], kodban M = qk.

4.3. Tétel
Han € N*, és € € V™ legalabb 1-dimenzios altér, akkor d(C) = w(C).

Bizonyitas:
k>16ésq=>2,igy |C| =q* > q =2, ahol k az altér dimenzidja. Linearis tér additiv Abel-
csoport az dsszeadassal, és altér zart a kivonasra, ezért § = [F,-val Fy és C megfelel a 2.1. Definici6 és
2.2. Tétel eldirasainak.
0

4.4. Definicio
Legyenn € N*, a € Vq(") ésbe Vq("). (a,b) = a’b = Y} a;b; az a és b skalarszorzata, és
1
a, b ortogonalis, ha (a,b) = 0. Wq(n'k) = {X € Vq(”)|v (v € Wq(n’k)) ((v,x) = 0} a Wq(n’k) ortogona-

lis altere.
A

4.5. Tetel

1 N =
Wq(n'k) a Vq(n) n — k-dimenzios altere, és (Wq(n’k) ) = Wq(n'k). Wq(n'k) és Wq(n’k) metszete

altalaban nem csupan a nullvektort tartalmazza, igy a két altér direkt sszege altalaban nem Vq(n).

Bizonyitas:
L L L
Wq(n'k) c Vq(n) a definicié kdvetkezménye. Amennyiben x € %(n’k) ,YE %(n’k) ,a €T, és
b € F,, akkor barmely Wq(n'k) -beli u-val
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n-1 n—1 n-1
(u,ax + by) = Z u;(ax; + by;) = a z uix; +b Z w;y; = a(u,x) + b(u,y) =0,
i=0 i=0 i=0

L
Wq(n'k) altere Vq(”)—nek. Ha k = 0, azaz az altér csupan a nullvektorbdl all, akkor az ortogonalis altér a
teljes tér, hiszen a nullvektorra minden vektor merdleges, ekkor az ortogonalis altér dimenzioja valoban
n — k. Nézziik a k > 0 esetet. Legyen x az ortogonalis altér egy eleme, és u(®, ..., u®*~1 a Wq(n‘k) egy

béazisa. Ekkor Y1 ugj )xt = 0 a szobajovo j értékekre, azaz x megoldasa az Ux = 0 egyenletnek, ahol

U az egyiitthat6-matrix: a k > i € N, n > j € N indexekre U; ; = u]@. A matrix sorai a linearisan fiig-

getlen u® vektorok, igy a matrix rangja k, de akkor az n-méretii x-ben pontosan n — k komponens
valaszthat6 szabadon, a megoldasok n — k-dimenzios teret alkotnak.

Ha u olyan eleme az altérnek, hogy er:ol u? = 0, akkor u 6nmagéra ortogonalis. Ha g = 2™,

q-1y2

akkor e = —e-bdl e? = —e, éshaq = 1 (4), akkor (uT) = —e, ahol u a test egy primitiv eleme, igy
q-1

az elébbi esetben ee0 ... 0, mig a masodik esetben a = u + -gyel ea0 ... 0 nem nulla 6nortogonalis vek-

tor, vagyis ilyen g-k esetén minden legalabb kétdimenzios térben van nem nulla dnortogonalis vektor.
Most legyen q = —1 (4). Az x? = a egyenletnek, ahol a = u!, akkor és csak akkor van egy b = u*
megoldasa, ha 2k = [ (q — 1), vagyis pontosan akkor, ha [ paros, igy a nem nulla elemeknek pontosan
a fele négyzetelem a testben (ez lathatéan minden pératlan g esetén igaz), vagyis az ilyen elemek szdma
qT_l. Figyelembe véve, hogy 02 = 0, |{e + x%|x € F,}| = [{-y?|y € F,}| = qTH. A két halmaz egyiit-
tesen g + 1 elembdl all, de F,-nak csupan g kiilonb6z0 eleme van, ezeért van legalabb egy kozos elem,
mondjuk e + a? és —b?, igy e + a? = —b?,azaz e + a? + b? = 0, és az eab0 ... 0 vektor dnortogona-
lis.

Az eredeti altér minden vektora merdleges az ortogonalis altér valamennyi vektorara, tehat

1\t 1\t

Wq(n‘k) c (Wq(n’k) ) . Am a két tér dimenzioja és igy a két tér is azonos, tehat (Vl{l(n’k) ) = %("’k).

[]

4.6. Definicio
Legyenn € Nt*, n >k € N és Wq(”'k) egy [n, k], -kéd. A Wq(”'k) linearis tér egy bazisanak ele-

L
meibdl mint sorvektorokbol all6 G matrix a kéd generatormatrixa, a Wq(n’k) ortogonalis tér bazis-

vektoraihoz tartozo sorvektorokbol mint sorokbol allé H matrix a kod (paritas)ellenérzé matrixa.
A

4.7. Tetel

Egy [n, k],-paraméter(i kod generatormatrixa egy IF, folotti, k X n méretii, k-rangli matrix, mig
a kod ellendrzd matrixa [, fol6tti, (n — k) X n méretli, n — k-rangli matrix.

Az F, folotti k X n méretii, k-rangi G és (n — k) X n méretii, n — k-rangi H matrix akkor és
csak akkor generétor- és ellenérzé matrixa ugyanazon [n, k], -paraméterti kodnak, ha HGT = 0, tovabba
VE Vq(n) akkor és csak akkor eleme a kddnak, ha Hv = 0.

A

Bizonyitas:

I/Vq(n’k)-nak mint az [F, f6l6tti n-komponensii vektorokbol all6 tér k-dimenzids alterének minden
eleme szintén [, folotti n-komponensii vektor, a bazis k vektort tartalmaz, és ezek linearisan fiiggetle-
nek, igy kiadodik a G méretére, rangjara és elemeire vonatkozo allitas.
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H sorai Vq(n) -beli vektorokhoz tartozo6 sorvektorok, igy F, folotti n-esek, tovabba az ortogonalis
altér dimenzidja n — k, tehdt H [F, elemeibél all6 (n — k) X n-es matrix, és sorai mint bazisvektorok
linedrisan fiiggetlenek, a rang n — k. G sorai az altér elemei, H sorai az ortogonalis altérhez tartoznak,
igy H barmely sorit a G tetsz6leges soraval szorozva nullat kapunk, H és GT szorzata nulla.

Forditva, ha G sorai n-komponensiiek, akkor elemei Vq(n) -nek, és mivel a matrix rangja azonos a
sorok szamaval, ezért a sorok linearisan fliggetlenek, és igy az n-dimenzios tér egy k-dimenzids alterét
feszitik ki. Hasonl6an kapjuk, hogy H sorai a %(n) egy n — k-dimenzios alterének bazisat alkotjak. Vé-
giil HGT =-bol kovetkezik, hogy a két matrix sorai, vagyis a két altér bazisanak vektorai merdlegesek
egymasra, amibdl kovetkezik, hogy G sorainak barmely linearis kombinacidja merbleges H sorainak
tetszbleges linearis kombinaciojara, tehat a G illetve H altal meghatarozott altér meréleges egymasra, és
a két dimenzi6 6sszege n, igy a két altér egymads ortogonalis komplementere, amibdl kdvetkezik, hogy
G és H egy [n, k],-paraméterti kod generator- és ellenérzé matrixa.

Legyenv € Wq(n'k), akkor az ortogonalis altér minden eleme, de igy H minden sora merdleges v-
re, minden ilyen szorzat, és emiatt Hv is 0 lesz. Forditva, ha Hv nulla, akkor v a H minden sorara mint

L 1
Wq(n‘k) -beli vektorra ortogonalis, de akkor Wq(n’k) minden vektorara is merdleges, hiszen ezek a mat-

k)t
Wy

rix sorainak linearis kombindcioi, v ortogondlis a teljes altérre, azaz v € Wq(n ),

[

A G illetve a H matrix ismeretében egy [n, k], kodot tekinthetiink a kovetkezé modon is. A ko-
dolando tizenetek az [F, folotti k-dimenzids tér elemei, amelyeket a szintén [F, fol6tti n-dimenzids tér
elemeivel kodolunk, vagyis a kodolas egy ¢: F ’,; - [y leképezés, és a leképezést a @: u’” » u’ G meg-
feleltetés adja, ahol u az IFZ‘ tetsz6leges eleme. Ekkor € = Im(¢p) = Im(G) a kod. Ugyanakkor azt is
mondhatjuk, hogy a kod az F, folotti n-dimenzids tér azon é€s csak azon elemeibdl all, amelyeket a
P:v » Hv megfeletetés az n — k-dimenzids tér nullelemére képez, vagyis amelyek benne vannak a
leképezés magjaban, tehat C = Ker(y) = Ker(H). Az els6 leképezésnek injektivnek kell lennie, hiszen
csak ilyen leképezéssel kapunk kodolast, és ez teljesiil, hiszen G sorai linearisan fliggetlenek. Ugyanak-
kor a méasodik leképezés sziirjektiven képezi le [Fy-t IFZ“" -ra, mivel H sorai linearisan fliggetlenek, igy
generaljak az n — k-dimenzios teret. Az el6bb mondottakat szemlélteti az alabbi 4. abra.

4, abra

Az 4brabol leolvashaté az az egyébként nyilvanvalo tény, hogy Fk = € < 7 , és hogy HG™ = 0.

Felhivjuk a figyelmet ra, hogy egy kodnak tobb kiilonbdzé generatormatrixa €s tobb kiilonbzo
ellenérz6-matrixa lehet, hiszen egy linearis tér bazisa korantsem egyértelmii. S6t, még az sem igaz, hogy
egy adott generatormatrixhoz egy és csak egy ellenérzé matrix tartozik, mivel a kod barmely generator-
matrixara €s tetszéleges ellen6rz6 matrixara igaz a tétel. Végiil a tételbol az is kiolvashatd, hogy egy
kodot egyértelmiien meghatarozza valamely generator- vagy ellendrz6 matrixa, és akkor ez a matrix
meghatarozza a kod valamennyi generator- és ellendrz6 matrixat. Kérdés, hogy hogyan lehet adott ge-
neratormatrixhoz meghatarozni egy ellen6rzé matrixot, vagy forditva.
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4.8. Definicio

Az [n, k]-paraméter(i kod generatormatrixa standard alaka, ha G = (I P) vagy G = (P I)
alaka. Hasonloan definialjuk a standard alak ellen6rz6 matrixot is.
A

4.9. Tétel
Ha H = (I,_x P) az [n, k] -paraméterii kod ellendrz6 matrixa, akkor G = (=P” I,) a kod egy
generatormatrixa. Forditva, ha G = (I P) egy linearis kod generatormatrixa, akkor H = (—=PT I,,_,)
egy lehetséges ellenérzé matrix.
A

Bizonyitas:
—P . .
-k PY(-PT I,)T = (I— P) ( I ) = —P 4+ P = 0. A masik allitas bizonyitasa hasonlo.
k
t

Az el6z6 tétel alapjan konnyen meghatarozhatunk egy adott generatormatrixhoz egy ellenérzo
matrixot, vagy forditva. Tegyiik fel, hogy adott egy [n, k], kod ellenérzé-matrixa, H. Mivel a matrix
sorainak szaman — k, €s a rangja ugyanekkora, ezért van a matrixban n — k linearisan fiiggetlen oszlop,
és igy egy n — k-méretii regularis részmatrix. Most H-t jobbrol megszorozva egy alkalmas IT permuta-
cios matrixszal, a regularis részmatrix a matrix els6 n — k oszlopdba vihetd, és ha ez a részmatrix M,
akkor H' = M™tHII = (I,_x P) lesz, és G’ = (—PT 1) a H’ altal meghatérozott kod egy generator-
matrixa. Most legyen G = G'II”. Permutaciés matrix inverze egyenlé a maétrix transzponaltjaval, igy
G’ = GII. Ekkor 0 = H'G'" = (M~*HIT)(GIT)” = M~*HMNN”G” = M~1(HG"), és mivel M~ regu-
laris, ezért M~1(HGT) = 0 akkor és csak akkor, amennyiben HGT = 0, vagyis G a kod generatormat-
rixa.

Az el6zbek szerint egy ellendrz6 matrixbol gy tudunk meghatarozni egy generatormatrixot, hogy
a sorokon végzett regularis miiveletekkel (példaul Gauss-eliminacioval), valamint az oszlopok sorrend-
jének valtoztatasaval ugy alakitjuk at H-t, hogy a bal szélén egységmatrix alljon. Ebbdl a matrixbol
meghatarozzuk G'-t, és az igy kapott matrix oszlopait a H oszlopain végrehajtott cserékkel ellenkezd
sorrendben és irdnyban permutalva megkapjuk a keresett generatormatrixot.

2103142
s _ . _(1301020 ,, . . 1t
Legyen példaul F, = Zs és H = 2101441 | Ebbdl csak a sorokon végzett invertalhatd
3314213
4333\ /2103142 1030220
. i . w1y | 33241[/1301020)1_/0140400 (o
atalakitasokkal kapjuk a H” = M™"H = 2410l 210142411 V0001100 matrixot.
2220/ \3314213 0000001
Ez utobbi matrix oszlopait a m = (3,5,6,7,4) ciklusnak megfelelé permutacioval felcserélve a
1000000
1030220 8388288 1000322
0140400 0100440
" H — = =, P
H =HT 0001100 88(1)8828 0010010 (1. P)
0000001 \0000001/ 0001000
0001000
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Zig 2100100
matrixot kapjuk, ahol P = .Bbb8l G' = (—PT13) =(3140010 ), és végiil
010 3000001
000
1000000
0100000

2100100,/0001000 2110000
G=GN"={3140010|[{ 0000001 |=(3104100].
3000001/10010000 3000010

\0000100/
0000010

4.10. Definicio
Az S folotti (n, M), kod szisztematikus vagy szeparabilis a 0 < i; < -+ < i; < n indexekre,
hal = [logq M ], ¢s a kodban ezen az [ pozicion allo [-esek paronként kiilonbozéek. A kod szisztema-

tikus, ha vagy az els6, vagy az utolsé [ poziciora nézve szeparabilis.
A

Ha egy kod szisztematikus valamely pozicidkra, akkor az ezen pozicion allo [-esek tekinthetdek
az lizenetnek, igy hibajavitas utan a dekodolas a tobbi pozicion 1évo jegyek elhagyasat jelenti.

Valamely indexekre szeparabilis kod ekvivalens egy szisztematikus kdddal, hiszen oszlopcserék-
kela0 < i; < - < i; < n-indexii oszlopok atvihetéek a 0,1, ..., | — 1-indexii oszlopokba.

4.11. Tetel

Minden linearis kod ekvivalens egy szisztematikus koddal.

Bizonyitas:

Tekintsiik a kod G generatormatrixat. G-nek k sora van, és a sorai linearisan fiiggetlenek, igy van
k linearisan fiiggetlen oszlopa is. Ha ezek az oszlopok a 0 < iy < -+ < i, < n indexekhez tartoznak,
akkor, mikozben elGallitjuk a kodot, azaz vessziik a generatormatrix sorainak valamennyi linearis kom-
binaciojat, a kijelolt oszlopokhoz tartozo részmatrix eléallitja a k-dimenzios tér valamennyi vektorat
egyszer és csakis egyszer, vagyis a kod szeparabilis az elé6bb megadott indexekre, és akkor a korabbi

srer

[]

Az alabbi tétel szerint egy kod ellendrz6 matrixa szoros kapcsolatban all a tavolsagaval.

4.12. Tetel

Legyen H a d-tavolsagh [n, k] kdéd ellenérzé matrixa, ahol k > 1. Ekkor H-nak van d linearisan
Osszefliggd oszlopa, de barmely ennél kevesebb oszlopa linearisan fiiggetlen.
A

Bizonyitas:

A Vq(")-beli c akkor és csak akkor eleme Wq(n’k)-nak, haHc = 0. Legyena 0 # c € Vq(n) vektor
sulya(n 2)t €N, 0 < i; <--- <i; <nazokaz indexek, amelyekre c; # 0, és h(; a H i-edik oszlopa.
0 =Hc= Z§=1 Cijh(ij) pontosan akkor teljesiil, ha a megadott cij-k egy kodszo nem nulla komponen-
sei. Linearis kod stilya és tdvolsaga azonos, vagyis a kod stlya is d, igy a kodhoz tartozd barmely nem
nulla vektor legalabb d nem nulla komponenst tartalmaz, Hc csak ugy lehet 0, ha t > d. Ez azt jelenti,
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hogy d-nél kevesebb (de legalabb egy) nem nulla komponensii vektor esetén He # 0, d-nél kevesebb
oszlop linedrisan fiiggetlen. Masrészt mindig van olyan ¢ kodszo, amelynek a stlya pontosan d, és akkor
H-ban a ¢ nem nulla komponenseihez tartozé indexek altal meghatarozott oszlopok linearisan 6sszefiig-
genek, van H-ban d linearisan 6sszefiiggd oszlop.

U

4.13. Definicio

A C linearis kod dudlisa C*. C énortogonalis, ha C € C*, és 6ndualis, ha C = C*.

4.14. Tetel

Legyen G és H az [n, k]-paraméterii C kod generator- és ellenérzé matrixa. Ekkor G? = H és

HP = G a dualis kod generator- és ellendrzé matrixa. C pontosan akkor dnortogonalis, ha GGT = 0, és

akkor és csak akkor 6ndudlis, ha énortogonalis, és n = 2k. Onortogonalis kéd barmely lineéris rész-
kodja 6nortogonalis.

A

Bizonyitas:

G sorai a kod mint altér egy bazisanak elemei, és H sorai ezen altér ortogonalis alterének egy
bazisa. Ortogonalis altér ortogonalis altere az eredeti altér, igy igaz az els6 allitas.

GG = 0 akkor és csak akkor, ha a generatormatrix sorai, azaz a kod mint altér egy bazisanak
elemei paronként merdlegesek egymasra. Ekkor az altér barmely két vektora merdleges egymadsra,
vagyis az altér barmely vektora mer6leges az altér dsszes vektorara, amibdl kovetkezik, hogy € minden
eleme benne van az ortogonalis kiegészitében is. Ez viszont azt jelenti, hogy GGT = 0 pontosan akkor
igaz, ha teljesiil a C € C* tartalmazas, vagyis ha a kod 6nortogonalis.

C = C1-bol kdvetkezik, hogy egyrészt C S C*, tehat a kod dnortogonalis, masrészt, hogy k =
n — k, tehathogy n = 2k. Haviszont C € C+, ésn = 2k, akkor egyben az is igaz, hogy C = C+, vagyis
a kod ondualis.

Az utolsé allitas abbol kdvetkezik, hogy ha G sorai merdlegesek egymasra, akkor a kod barmely
generatormatrixanak sorai is paronként ortogonalisak, ez a sorok barmely részhalmazara is igaz, és ez a
részhalmaz az eredeti kod egy linearis részkddjat hatarozza meg, tovabba a linearis részkod barmely
bazisa kiegészithetd az eredeti tér egy bazisava, tehat valamely generatormatrixava.

(]
) 1010101
Onortogonalis példaulaG = {01 1 0 0 1 1 | matrix altal generalt [7,3],-paraméterii kod, és egy
0001111
11111111
w1 112 . _[10101010 o
[8,4],-paraméterii 6ndualis kodot general a G = 01100110 matrix.
00011110

Amennyiben egy kdd generatormatrixanak valamely oszlopa csak nullat tartalmaz, akkor nyilvan
a kod valamennyi szavaban ezen a pozicion 0 4ll. Ellenkezd esetben igaz a kovetkezo tétel.

4.15. Tetel

crer

crcr

eld, és az ezen oszlop elemeibdl 4116 vektor sulya (g — 1)g*~1.
A
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Bizonyitas:

Tekintsiik a kod azon kddszavainak halmazat, amelyekben a j-edik pozicion 0 all. Egy ilyen kod-
sz6 barmely konstansszorosaban, és két ilyen kodszd 6sszegében is 0 all ezen a pozicidn, tehat ezek a
koédszavak a kdd egy linearis alterét alkotjak. Amennyiben a kod valamennyi kédszavaban ezen a helyen
0 van, akkor ez az altér azonos magaval a koddal, ellenkez6 esetben annak egy valodi altere. Nézziik az
utobbi esetet. A linedris kdd az dsszeadassal additiv Abel-csoport, és ennek az elobbi altér elemei egy
részcsoportjat képezik. Az eredeti tér két eleme akkor és csak akkor esik az altér szerinti ugyanazon
mellékosztalyba, ha a két kodszo kiilonbsége benne van a részcsoportban, azaz ha a kiilonbségvektorban
a j-edik pozicion 0 all. Ez viszont pontosan akkor teljesiil, ha a kivalasztott két vektorban a megadott
pozicidn a test azonos eleme van, vagyis azt kaptuk, hogy a kod azon és csak azon elemei vannak azonos
mellékosztalyban, amelyeknek a j-edik komponense azonos. Egy csoport valamely részcsoportja sze-
rinti valamennyi mellékosztalyban ugyanannyi elem van, ezért mar csak a mellékosztalyok szamat kell
meghatarozni. Legyen az eredetileg tekintett u szoban, amelyben tehat a j-edik pozicion all6 elem nem
0,ezanemnullaelem0 #a €F q- Mivel a kod linedris, ezért kodszo barmely konstansszorosa is kod-
sz6, igy ha b a test egy eleme, akkor a v = ba™1u kédszdban a j-edik pozicién b lesz, vagyis a test
minden eleme eléfordul a j-edik pozicion, igy a mellékosztalyok szama q. A kédszavak szama q*, ezért
egy-egy mellékosztalyban pontosan g%~ elem van, tehat a test minden eleme pontosan q*~*-szer fordul
el6 a j-edik pozicion kodszavak kdzott. Végiil a stilyra vonatkozo6 allitast ugy kapjuk, hogy az oszlopban
a 0 g% -szer talalhato, az sszes tobbi vektorban ezen a helyen nem 0 4ll, tehat az oszlop stlya g% —

q“ 1= (q-Dg" .
t

Az (n, M) z-paraméterti C kod kodsebessége R = %logq M. [n, k],-kodban M = q, és ezt alkal-
mazva kapjuk egy linearis kod kodsebességét.

4.16. Tetel
Az [n, k],-paraméterti C linearis kod kodsebessége R = %
A

Most tekintsiik az n-dimenzids bindris linearis teret, és definidljunk egy j miiveletet: ha u és v a
Z3 két eleme, akkor legyen (u Nv); = u;v;. Ekkor

n-1 n-1
du,v) =wu—-v)=wlu+v) = Z((ui + v;) mod 2) = Z(ui + v; — 2u;v;)
n—-1 n—-1 izg—l =0
= Zui +Zvi —ZZuivi =w(u) + w(v) —2w(u nv).
i=0 i=0 i=0
Ha ebben a térben két vektor, u és v ortogondlis, akkor 0 = (u,v) = @ Ju;v; = Y1 u;v; mod 2,
igy Y™ u;v; paros. Ha u dnortogonalis, azaz u = v, akkor tehat Y1t u? = ¥t u; = w(u) paros

(mert 02 = 0 és 12 = 1), igy egy 6nortogonalis binaris kod barmely kodszavanak sulya, és akkor bar-
mely két kodszavanak tavolsaga is, paros.

Bizonyos binaris kodoknal fontos az alabbi

4.17. Tetel

Ha a G generatormatrixszal megadott C binaris kod dnortogonalis, és G valamennyi soranak sulya
oszthato néggyel, akkor a kod valamennyi kodszavanak stlya oszthatd 4-gyel.
A
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Bizonyitas:

Binaris kodban a nem nulla egyiitthatokkal vett linearis kombinacié osszeadas, igy barmely line-
aris kombinacid megkaphat6 6sszeadassal, ezért elegendd azt bizonyitani, hogy ha két vektor sulya oszt-
hat6 néggyel, akkor hasonl6 igaz az 6sszegiikre is. Legyen a két vektor u és v. A tétel el6tt belattuk,
hogy w(u + v) = w(u) + w(v) — 2 X" 1 u;v;, és ha C 6nortogonalis, akkor Y1t w;v; paros szam.
Ekkor viszont az el6bbi egyenldség jobb oldalan minden tag, és igy a bal oldal is, oszthato néggyel.

U

Korabban azt mondtuk, hogy a dekodolas egyszertisitése érdekében alkalmazunk olyan kddokat,
amelyeknek a szerkezete bizonyos strukturalis Oszefliggéssel rendelkezik. A linearis kodok ilyenek,
ezért azt reméljiik, hogy valamilyen jol hasznalhat6, viszonylag egyszerii és gyors algoritmussal végez-
het6 a dekddolds. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy ez valdban igy van.

Tekinsiink egy [n, k, d],-paraméterii C kodot, és legyen u ennek egy eleme. Tegyiik fel, hogy az
u-t elkiildve, a vétel helyére egy v € Fy vektor érkezik. Mivel [Fj linedris tér, ezért v-t felirhatjuk v =
u + £ alakban, ahol € szintén [F7 egy eleme. £ a hibavektor, ugyanis pontosan € nem nulla elemei
mutatjak, hogy mely pozicioban és az adott pozicioban milyen hiba tortént az atvitel sordn.

A korabbiakban H-t csupan arra hasznaltuk, hogy ellenérizziik, vajon v eleme-e a kodnak: mint
tudjuk, v € C akkor és csak akkor igaz, ha Hv = 0. Valdjaban az utobbi szorzat ennél tobb informaciot
rejt. Legyen s = Hv. s a v széhoz tartoz6 szindréma. A szindroma az [F, foltti n — k-dimenzids tér
egy eleme, hiszen s a H oszlopainak linearis kombinacidja, é¢s H rangja n — k. Ha v-t javitani akarjuk,
akkor ismerniink kell e-t. Mivel € az n-dimenzids tér barmely eleme lehet, azaz q™ kiilonb6z6 hibavek-
tor van, és a szindromak szama ennél kevesebb, csupan q™ ¥ (feltéve, hogy valédi kodrol van szo, azaz
k legalabb 1), a szindroma ismeretében nem varhatjuk el, hogy minden esetben helyesen javitunk. Ezt
egyébként egyetlen kodtol sem remélhetjiik, hiszen ha a vétel helyére egy, a kiildottol eltéré kodszo
érkezik, akkor arrol elég kevéssé meggy6zoen lehetne allitani, hogy hibéas. A szindroma ismeretében
azonban bizonyos kdvetkeztetést le tudunk vonni a hibara vonatkozoan:

s=Hv=H(u+¢€) = Hu+ He = 0 + He = Hg,
vagyis a szindroma értéke a hibatol fiigg. Masrészrol
H£1:S:L:SZ:H£2<:0=51_52 =H€1_H€2 =H(£1_€2)<=>€1_€2 EC,

tehat két hibavektor szindromaja akkor €s csak akkor azonos, ha a kiilonbségiik kodszo. Mivel a kod
egy altér és az altér az Gsszeadassal részcsoport, ezért az el6z6 megallapitas azt jelenti, hogy két hiba-
vektor szindromaja pontosan akkor azonos, ha a két sz6 a C mint additiv részcsoport szerinti azonos
mellékosztalyban van. Ezek szerint a szindréma alapjan két hibavektort akkor és csak akkor tudunk
megkiilonboztetni, ha kiilonb6zé mellékosztalyban vannak, vagy masként, azonos mellékosztalyban
1évé hibavektorok kozott a szindroma alapjan nem tudunk kiilonbséget tenni. Mindez azt jelenti, hogy
azonos mellékosztalyban 1év6 hibavektorok koziil egyet és csak egyet tekinthetiink reprezentansnak,
azaz minden olyan esetben, amikor a vett sz6 alapjan szamitott szindroma s, akkor az s altal meghata-
rozott mellékosztaly reprezentansat tekintjiik javithato hibamintanak, vagy masként mellékosztaly-
vezetonek, vagyis feltessziik, hogy ez volt a hiba, és ezzel a vélt hibaval korrigaljuk a vett szot, a mel-
1€kosztalyba tartozo tobbi hibavektor viszont nem javithaté hibaminta. Ennél tobbet nem is varhatunk.
Ha a vett sz6 v, akkor ez a g* kiilonbozd kodszo barmelyikébél szarmazhatott, vagyis v g kiilonbdzd
€ hibavektorral, hibamintaval johetett 1étre, de a dontési fiiggvény ezek koziil egyre és csak egyre dont-

n
het. Mivel a lehetséges hibamintak szama g™, ezért atlagban Z_" = q" ¥ lehet a javithaté hibamintak

szama, éppen annyi, ahany kiilonb6z6 szindroma van.

A kovetkez6 kérdés, hogy milyen alapon vélasszuk ki az egy mellékosztalyba tartozé g kiilon-
b6z6 hibamintabdl az egyetlen javithato hibamintat. Legyen ez a mellékosztalyhoz tartozo vektorok
koziil (egy) minimalis sulyu, vagyis egy tetszéleges € hibavektor esetén az g-t tartalmazo, s szindromaju
C szerinti mellékosztaly €5)-sel jel5lt reprezentansa
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(s) n — e = N —
e® ee+C={¢ eF}|He =s=He}rwfe®} = rgslilc{w{s 3
Ekkor az f dontési fiiggvény olyan, hogy tetszdleges v € Fy-re f(v) = v — £ ahol s = Hv. Hau az

{izenet, akkor, amint azt mar lattuk, He®® = s = Hv = He, vagyis a tényleges hibaminta a javitisra
felhasznalt hibamintaval azonos mellékosztalyban van. Ekkor viszont

d(v,f() =d(v,v—£9) =w (v —(v— s(s))) w(e®) = min {w(e)}

e +C

= mln{w(s(s) + u)} mm{w(v fv)+uw)}= I;Illelél{W(V - (f(v) — u))}

= min{w(v — u")} = min{d(v, u)}

tehat a fenti modon valasztott mellékosztaly-vezetokkel f minimalis tavolsagu dekodolast valosit meg.

Amint latjuk, linearis kodok esetén a minimalis tavolsaga dekodolashoz elegendé minden szind-
réomahoz tarolni a hozza tartozo hibamintat. Altalanos esetben a minimalis tavolsagn dekodolashoz a
lehetséges g™ sz6 mindegyikéhez tarolni kell a dontési fiiggvény értékét, vagyis egy q™-méretii tombot
kell tarolni. Ezzel szemben az ismertetett szindréma-dekodolasnal a sziikséges tarméret csupan g™,
ami lényegesen kisebb az eldz6 értéknél, és ennek ara minddssze egy matrixszorzas.

Most legyen € tetszdleges, %—nél kisebb stlyt hibaminta, és € az €-nal azonos mellékosztalyban
1év6, €-t6] kiilonb6z6 hibaminta. Ekkor 0 = € — €' € C, igy a sulyokra vonatkoz6 haromszog-egyenl6t-
lenséggel d < w(e—€') <w(e) +w(e') < %+ w(g'), és innen w(e') > d —% = % > w(g), vagyis
egy mellékosztalyban legfeljebb egy %—nél kisebb stlyu hibaminta lehet, az ilyen hibamintak mind-
egyike mellékosztalyvezetd, tehat a szindroma-dekodolassal minden %—nél kevesebb hiba javithato, a
kéd a szindromadekodolassal legalabb I%J -hiba javito. Legyen ugyanakkor u egy d-sulyu kodszé. u
felirhatou = u® — u® alakban ugy, hogy u” megegyezik u-val, kivéve valamely EJ olyan poziciot,
ahol u nem nulla, és ezeken a helyeken u®-pen 0 all, mig u® éppen ezeken a helyeken azonos —u-
val, és minden mas helyen 0. Ekkor W(u(l)) [ ] l J +1, w )) \f;J, és u®, u@® azonos
mellékosztalyban van (hiszen a kiilonbségiik kodszo), vagyis kettejiilk mint hibamintak koziil legfeljebb
az egyik javithatd, igy biztosan lesz olyan, legfeljebb [ ] l J + 1 stlyt hibaminta, amely nem ja-
vithato, igy a kod pontosan ITJ—hlba javité (ez nyilvan nem meglepd, hiszen a szindroéma-dekddolés
minimalis tavolsagu dekodolas, és d-tavolsagi kod minimalis tavolsag dekodolassal pontosan l%]—

hiba javito).
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5. Ciklikus kédok

Emlékeztetiink ra, hogy ha a és ¢ # 0 valds szamok, akkor amod c = a —c¢ EJ, ami abban az
esetben, ha a egész szam ¢és ¢ pozitiv egész szam, azt jelenti, hogy a mod c az a osztasi maradéka a c-
vel valo osztaskor, azaz ¢ > amod ¢ € N és amod ¢ = a (c). Most legyen R egységelemes kommu-
tativ gylird, és f valamint h R f616tti polinomok, ahol h féegyiitthatdja egység R-ben. Ekkor f mara-
dékosan oszthaté h-val ugy, hogy a maradék vagy 0, vagy a fokszama kisebb h fokszamanal, és ez a
maradék egyértelmilen meghatarozott. Jelolje ezt az egyértelmilen meghatarozott osztasi maradékot
f mod h. Legyen most b egy tovabbi valos szam, és g az R[x] egy eleme. A definiciok alapjan konnyti
latni, hogy valds szamokra igaz az (a + b) mod ¢ = ((amod c¢) + (b mod ¢)) mod ¢ egyenldség, &m
R-ben altalaban nem teljesiil, hogy (a + b) mod ¢ = (amod ¢) + (b mod c) (példaul legyeng <a=
b < ¢), mig polinomgyfiriiben az (f + g) mod h = (f mod h) + (g mod h) Osszefliggés mindig ér-
vényes, ugyanis polinomok 6sszegének fokszama nem nagyobb a tagok fokszamai maximumanal.

Most legyen f legfeljebb n-edfoku, és h m-edfokt. Nulla-egyiitthatos tagoktdl eltekintve f egy-
értelmiien irhato az f = £1% 4+ x™f[] alakban, ahol §(f[%1) < m. Az elébbiek alapjan, figyelembe
véve, hogy ha az osztandé fokszama kisebb az osztd fokszamanal, akkor a maradék megegyezik az
osztandéval, f mod h = fI% + (x™f 1 mod h), illetve, ha f = ¥ a;xt ésn > m — 1, akkor

n-m
fmod h =l + (xmfmod h) = fI0 + (xm Z ai+m(x* mod h) mod h).

i=0

Ha m = n és h fépolinom, akkor ebbdl egyszeriien f mod h = f — a,h, ahol a,, az f féegyiitthatoja
(ez lehet 0 is, hiszen csak azt tettiik fel, hogy f legfeljebb n-edfoka).

5.1. Definicio

ACCc STL kod CIk|IkUS, ha uT =Ug ... Up_2Up—1 € C esetén uz = Up—1Ug - Up—> eEC.AzleZ
hellyel valé ciklikus jobbra Iéptetéssel kapott vektort u jeloli.

A

Nyilvan igaz, hogy ug+1) = (U(z)) , tovabba Uy = U@modn).
— - - -

—

A definicioban nem kotottiik ki, &m a tovabbiakban feltessziik, hogy a ciklikus kod linearis is.
Ekkor a ciklikus kodok targyalasat segiti, ha a kodszavakat polinomként kezeljiik.

5.2. Definicio
Legyenn € N*, u € I/zl(n), u =Y uxt és SM = {u € I, [x]|u € Vq(n)}. Ha C egy [n, k]4-

paraméterii ciklikus kod, akkor SI¢! = {u € F,[x]|u € C} a kédpolinomok halmaza, és u € Sl az u
kodszohoz tartozo kédpolinom.
A

Kozvetleniil lathatd, hogy barmely két kodszora és testbeli elemre ag-hez illetve g + g®-hoz
tartoz6 kodpolinom ag és g + g@.



Hibakorlatozas

5.3. Tétel
Han e Nt ésu € I/Zl(n), akkor u_, = xumod (x™ —e).
A
Bizonyitas:
w = Y uriobl xumod (7 — €) = ;2 + X0 gy xt = XU gy modnt’ = 1
U

A fentiekbél kénnyen kapjuk, hogy ug = x!™°4"ymod (x™ — e) = x'umod (x™ — e), tekin-

tetbe véve, hogy U@ = Uamodn) s f(g modh) = fgmodh.

5.4. Tétel

Legyen n € N* és n > k € N*. Az [n, k],-paraméterti C ciklikus kodhoz van S [€1_ben olyan
egyértelmiien meghatarozott n — k-adfoku g f8polinom, hogy SI¢! = {agla € Fqlx] Ad(a) < k}, to-
vabba S€] elemeinek ilyen felirdsa egyértelmdl, és g|x™ — e. Forditva, ha az n — k-adfoku g fépolinom
oszt6ja az x™ — e polinomnak, akkor az S = {ag|a € F,[x] A §(a) < k} halmaz egy [n, k] ,-paramé-
terli ciklikus kodhoz tartozé kodpolinomhalmaz.

A

Bizonyitas:

1. k € N*, ezért C legalabb egydimenzios, van benne nem nulla vektor és S€1-ben nem nulla
polinom, tehat @ = A = {deg(f)|0 # f € SI1} € N, igy 1étezik és egyértelmii az A legkisebb eleme.
Ha ez t, akkor van S[¢1-ben olyan p polinom, amelynek a foka t. p féegyiitthatéja nem nulla, ezért van
inverze, és ezzel szorozva p-t, egy t-edfokt g fépolinomot nyeriink. n > t € N, hiszen a kodszavak n-
komponensiiek. Legyen S = {ag|a € Fylx] A6(a) <n-— t}, belatjuk, hogy t =n —k és S = slel,

g € S, tehat g = g e €. A kéd ciklikus, ezért iteracioval kapjuk, hogy barmely i € N-re
g = 0] is eleme a kodnak. Fentebb lattuk, hogy g® = 9o = xtgmod (x™ —e). Hai <n—t, ak-
kor x!g fokszama alacsonyabb n-nél. Mivel egy n-nél alacsonyabbfoku polinomot egy n-edfoka poli-
nommal osztva a hanyados 0, és igy a maradék megegyezik az osztanddval, ezért az el6bbiek alapjan
kapjuk, hogy a megadott intervallumba esé i-k esetén g(i) = xig. Az ]Fq-beli Qg, -, Ap_t—1 elemekkel

?;Ot_l a; g(l) is kodvektor, hiszen a kod linearis, ezért

n—

1 n—-t-1 n—t—1
Z ag® = Z a(x'g) = < z aix")g = ag

t_
i=0 i=0 =0

is benne van S'¢1-pen, ahol a = ¥7=F~ a;xt € Fy[x] és 8(a) < n — ¢, tehat S < SICL,

Most legyen u € SI¢1. u egyértelmiien irhaté u = cg + r alakban, ahol §(r) < deg(g) = t. Mi-
vel u n-nél alacsonyabbfoki, mig r t-nél alacsonyabbfokd, és t kisebb, mint n, ezért cg = u — r is n-
nél alacsonyabbfoku polinom, vagyis §(c) < n — t. Ekkor cg € S, és innen r = u — cg € SI¢! hi-
szen a kod linedris, igy két kodszo kiilonbsége is kodszo. De az S[¢1-beli nem nulla polinomok legalabb
t-edfokuak, igy r csak a nullpolinom lehet, tehat u = cg és u € SI¢I, azaz SI¢1 € S. Figyelembe véve
az el6bb megallapitott ellenkezd iranyu tartalmazast kapjuk, hogy S = S1¢1,

g#0,igyaVg=a®g e a® =a®, és ag pontosan akkor kodpolinom, ha §(a) < n — t,
ezért kolesondsen egyértelmii megfeleltetés 1étesithetd C és S elemei kozott. C-nek g*, mig S-nek g™t
eleme van, a két érték megegyezik, igy k = n — t,azazt = n — k, tehat g egy n — k-adfoku fépolinom.
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2. g® € ¢, tehat x*gmod (x™ —e) = g®® € SI€. Mivel g egy n — k-adfoku fépolinom, ezért
xkg = (x"—e)+r, ahol §(r) <n.r=g® €, igy r, és akkor x™ — e = x¥g — r is oszthat6 g-
vel.

3. Tekintsiik az S-beli polinomokat. Ezek mindegyike n-n¢l alacsonyabbfoku, [F, feletti poli-
nom, ezért mindegyikiik egy-egy [, feletti n-dimenzos vektort hatdroz meg. S-beli polinomok dsszege

¢s [F;-beli konstansszorosa is S-beli, igy a megfeleld vektorok alteret alkotnak Vq(n)-ben, és a szamossag
alapjan az altér dimenzidja k. Legyen Y=l fix! = f € S. EKkor xf = f_1 - (x" —e) + 1, és 8§(r) <
n. Itt g|f, mivel f kédpolinom, tovabba g|x™ — e a g valasztasa folytan igaz, de ekkor g|r is teljesiil,
¢és mivel a fokszam is megfeleld, ezért f, = r € S, S egy ciklikus kod polinomhalmaza.

U

Ham € N* kisebb, mint n, és az [n, k]-paraméterii ciklikus kodhoz tartoz6 g polinom oszt6ja az
x™ — e polinomnak, akkor x™ — e is kodpolinom. De az x™ — e-nek megfelel6é kodszoban pontosan
két nullatdl kiilonb6z6 komponens van, igy a kod tavolsaga legfeljebb 2, a kdd egyetlen hiba javitasara
sem alkalmas (pontosabban szolva van olyan egyetlen hiba, amelyet a kod nem képes javitani).

n_
Mivel g osztdja x™ — e-nek, és mindkét polinom fépolinom, ezért h = % is fépolinom.

5.5. Definicio
Az [n, k] ciklikus kodhoz tartozd, egyértelmiien meghatarozott g polinom a kéd generatorpoli-
nomja, és h = % a kod ellen6rzé polinomja.
A

Amint a generatorpolinom ismeretében valamennyi kddsz6 megkaphatd egy polinommal valo
szorzassal, az ellenérzéshez is elegend6 az ellenérzé polinommal valo szorzas.

5.6. Tétel

Legyen h egy [n, k],-praméterii C ciklikus kod ellendérzd polinomja. Ekkor ¢ € IF,[x] pontosan
akkor kodszopolinom, ha §(c) < n és hcmod (x™ —e) = 0.
A

Bizonyitas:
[n, k]-paraméterii ciklikus kod barmely ¢ kodpolinomjara §(c) < n, legyen tehat ¢ € Fy[x]-re
6(c) <n. hcmod (x™ — e) = 0 akkor és csak akkor, ha hc = a - (x" —e) = a(gh) = (ag)h egy a
polinommal, vagyis pontosan akkor, ha ¢ = ag, ahol §(a) < k, vagyis ha ¢ kodpolinom.
]

Konnyii latni, hogy barmely n természetes szamra [n, 0], és [n,n], ciklikus. Az elébbi csak a
nullvektort tartalmazza, mig az utobbi a teljes tér, marpedig a nullvektor barmely linearis kombinacioja
és ciklikus eltoltja nmaga, mig a teljes tér nyilvan linearis, és minden vektor eltoltja is eleme ugyanezen
térnek. Az elébbi kodot akkor kapjuk, ha g = x™ — e, hiszen most ahhoz, hogy ag legfeljebb n — 1-
edfoku legyen, sziikséges, hogy a maga a nullpolinom legyen. Ez a nullvektornak felel meg, ami minden
linearis kodnak eleme. Az utdbbi kodot a g = e polinom generalja, és igy minden legfeljebb n — 1-
edfoku polinom koédpolinom, ezek halmaza viszont izomorf az n-dimenzios térrel.
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5.7. Tétel
Legyen C; és C, egy [n, k,]4- illetve [n, k,],-paraméterii ciklikus kéd rendre a g és g, genera-
torpolinommal. Ekkor

a) C, € C, akkor és csak akkor, ha g,|g4;
b) C; N C; ciklikus kod a g = [g,, g,] generatorpolinommal;
c) C ={u; +uyluy € Cy Auy € G} = Cy + C, ag = (94, g») altal generalt ciklikus kod.

Bizonyitas:

a) HaC; € C,, akkor g, € C,, tehat g,|g,. Haviszont g,|g; és ¢ € C;, akkor §(c) < n, tovabba
g21g91lc, ésigy c € C,, tehat C; < C,.

b) Mind g, mind g, osztdja x™ — e-nek, ezért g is osztdja x™ — e-nek, és fopolinom, vagyis g
is egy n hosszusagu C ciklikus kod generatorpolinomja. ¢ € C; N C, akkor és csak akkor, ha ¢ € C; és
¢ € C,, tehat g4|c és g,|c, vagyis ha g|c, azazhac € C.

C) g nyilvan osztdja x™ — e-nek, tehat g nem 0, és egy n hosszasagh szavakbol allé C' ciklikus
kodot general.

Ha u € C; + C,, akkor u = uy + u,, ahol u; € Cy, és u, € C,. EKkor glgq|uq és glgalu,, igy
gluy +u,, tehatu € C',azaz C < C'.

A masik iranyhoz legyen u € C'. Ekkor §(u) < n ésu = ag. g = (91, 9>2), igy alkalmas t; és
t, polinommal g = t; g, + t,g,. Ha u; = at;g; mod (x™ —e) és u, = at,g, mod (x™ — e), akkor
g1luq, tehat u; € Cy, és hasonldan, u, € C,. §(u) < n-bdl kovetkezik umod (x™ — e) = u, igy

u=umod (x" —e) =agmod (x" —e) = (at;g9; + at,g,) mod (x™ —e)
= (aty g mod (x™ —e)) + (at,g; mod (x"™ —e)) = u; + u,,

vagyisu € C,tehat C' € C,azaz C = C'.

5.8. Definicio
Az T, foldtti C ciklikus kod maximalis, ha g és minimalis, ha h irreducibilis [F, folott.
A

Ha n = 1, akkor csak trivialis ciklikus kod 1étezik. Ellenkez6 esetben, ha € maximalis, akkor g
irreducibilis, tehat g nem konstans, tovabba g az x™ — e valddi osztdja (hiszen ennek e gyoke, igy nem
irreducibilis), C tehat nem trivialis kod. Legyen C < C’, ekkor g'|g, és mivel g irreducibilis, ezért g’ =
g vagy g' = e, azaz C' = C vagy C' = Fy. Ez azt jelenti, hogy egy maximélis kodot nem tartalmaz

egyetlen, tble kiilonbozd, nem trivialis ciklikus kod sem. Ha viszont C minimalis és C' < C, akkor
x"—e x"—e

— = g = o vagyis h'|h, és ebbdl vagy h' = e vagy h' = h, hiszen h felbonthatatlan. A ma-

sodik esetben C’ = C, mig az els6ben g = x™ — e, azaz C' = {0}. Most tehat egy minimalis kod nem
tartalmaz t6le kiilonb6z6, nem trivialis ciklikus kddot.

Ha n és q relativ primek, akkor egy [F, f616tti minimalis kod mint olyan gy(r(i, ahol a szorzast
modulo (x™ — e) végezzilk, testet alkot. Legyen ugyanis ¢; = a, g és ¢, = a,g olyan kddszd, amelyek
szorzata 0, vagyis (a,a,)g? = (a;9)(a,g) = c- (x™ — e) = c(gh) = (ch)g, ekkor (a,;a,)g = ch.
Mivel n és q relativ primek, igy x™ — e gyokei egyszeresek, ami azt jelenti, hogy g és h relativ primek,
hiszen a szorzatuk x™ — e, igy nem lehet k6z6s gyokiik. Ekkor az eldbbi szorzatfeliras alapjan h osztoja
a,a,-nek, és mivel a feltétel szerint a kod minimalis, azaz h felbonthatatlan, és akkor egyben prim is, h
osztdja a, és a, kozil legalabb az egyiknek, mondjuk a,-nek, a; = uh. Innen viszont azt kapjuk, hogy
¢ =a;9 = (uh)g = u(gh) =u-(x™ —e) =0, vagyis a gylrli a most bevezetett modulo (x™ — e)
szorzassal nullosztomentes, és mivel a gy(irii véges, tehat test. Masként mondva, F,[x]-nek az x™ — e
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szerinti maradékosztalygyiirtijében a h altal generalt kod mint részgyfirii test. Erthetd tehat, hogy a mi-
nimalis kodot irreducibilisnek valamint felbonthatatlannak is mondjak.

Legyen g az x™ — e polinom egy fépolinom osztoja, és gh = x™ — e, ekkor persze h is f6poli-
X e s innen — = —=. Mivel
—, ¢sinnen — = —.

nom. Ha c a g éltal generalt kod egyik eleme, akkor tehatc = ag = a

6(c) < n, ezért az el6bbi egyenléség jobb oldala egy n szerint periodikus formalis hatvanysor, vagyis
c-t eléallithatjuk ugy, hogy a —a polinomot mint formalis hatvanysort osztjuk a h polinommal mint
formalis hatvanysorral, és vessziik a hanyados els6 n elemét.

Egy tovabbi generalast kapunk, ha tovabb alakitjuk az el6z6 egyenl6ség jobb oldalat:

SZZS.xi = ¢ :__a:Lala
: e—x" h (hylh")”

ahol f* = 3™, fr_ix" az n-edfoka f = 3L, fix* polinom dualisa, és S a korabban mér emlitett perio-
dikus formélis hatvanysor. A jobb oldali tort szamlaloja legfeljebb k — 1-edfok, ugyanakkor hgth*
egy k-adfokt fopolinom, vagyis hy*h* az S formalis hatvanysor karakterisztikus polinomja. Ebbél ko-
vetkezik, hogy tetszlegesen megadva az s, ..., Sy_1 elemeket, az s;,, = Zf;&(—halhk_j)siﬂ rekur-
zibval n — k > i € N-re megkapjuk az sy, ..., S,—1 elemeket, és igy a teljes kodszot.

Eddig a ciklikus kédok generalasanak harom modjat lattuk: ha g az [n, k], ciklikus kod genera-
torpolinomja, a € Fy[x] és §(a) < k, akkor C

e 3z ag-alaka polinomok halmaza;
e a _Ta alaku formalis hatvanysorok n-hosszisagl kezdészeleteinek halmaza;

e a hylh* karakterisztikus polinom 4ltal generdlt homogén linearis rekurziv sorozatok n-hosz-
szusagu kezddszeleteinek halmaza.

5.9. Példa
Legyenn = 8, ¢ = 5. Az x® — 1 € Zg[x] polinom Zg folétti felbontasa
XB-1=0*-DE*+ D) =0C*>-DE*2+DE*+ D) =(x-Dx+ D2 -4 (x* - 4)
=(x—-Dx+DxE-2)(x+2)(x2—2)(x*>+2)
=(x+DE+2)(x+3)(x+4)(x%+2)(x% +3),

és a két utolso faktor mar irreducibilis Zs folott, ugyanis (£1)% = 1 és (£2)? = 4. Valasszuk példaul
g-nek az els6 harom faktor szorzatat, akkor g és h az alabbi:

g=Ex-2)x+2)x+1D)=C*+Dx+1D=x3+x>+x+1
h=x—-1Dx*?-2)x?>+2)=(x—-Dx*+1) =x°+4x* + x + 4,

és g egy [8,5]5-paraméterii ciklikus kodot general.
Ha most a = x2 + 2, akkor az a ~ ag leképezéssel

c=02+2)P+x%+x+1) =x% +x* +3x3+3x% + 2x + 2,

azaz ¢’ = 22331100.
Ugyanezzel az a polinommal, de az a - _Ta (1 — x®) szaballyal valé kédolashoz a —a polinomot

mint formalis hatvanysort osztjuk a h polinommal mint formalis hatvanysorral, és vessziik a hanyados
hatvanysor elsé nyolc elemét. (Formalis hatvanysoroknal az osztd legalacsonyabb foku nem nulla
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egyiitthatos tagjaval osztjuk az osztand6 legalacsonyabb foku tagjat. Az eredmény csak akkor formalis
hatvanysor, ha ennek a hanyadosnak a kitevéje nemnegativ, vagyis ha az oszto legkisebb foki1 nem nulla
tagjanak foka legfeljebb akkora, mint az osztandoban a legkisebb foki1 nem nulla egyiitthatos tag foka.)

3 +4x2) : (4 + x +4x*+ x5) = 2 + 2x +3x%2+ 3x% +x* + x5 + 0x° + 0x7

3x + 4x? + 2x* + 3x°
2x2 + 2x* + 3x°
2x3 + 2x* + x6 +2x7
4x* + x© + 2x8
4x5 + x© + 3x8 + 4x°

3x8 + 410

és ismét azt kaptuk, hogy ¢ = 22331100 (latjuk, hogy 3x8 + 4x1° = x8(3 + 4x2) = x8(—a) ama-
radék, vagyis innen kezdve az eddigi egyiitthatok periodikusan ismétlddnek).

Végiil nézziik a homogén linearis rekurzival valé generalast. Most legyen adott az iizenet: u’ =
22331 (a c” 5-hossziisagn kezdé szelete). Ekkor cocycyczc, = 22331, és a rekurzid

Ciys = hsCi + hyCipq + h3Ciyy + hocing + hiCiys = ¢+ 4Ci41 + Cigas
igy

cs=2+4-24+41=1
C6=2+4-3+1=0
c;=3+4:340=0,

vagyis most megint ¢’ = 22331100.

Az f=3", b;x' fépolinom 4ltal generalt s homogén linearis rekurziv sorozat %—ként is felir-
hat6, ha 7 = 3720 tix! a t; = Xi_g by js; egyiitthatokkal. Most f = hg*h* = x° + 4x* + x + 4 és
s = ¢ycicp050, = 22331, igy

to=1-2 =2
t,=4-2+1-2 =0
t,=0-2+4-2+1-3 =1
t3=0-2+0-2+4-3+1-3 =0

ty=1-2+0:-24+0-3+4-3+1-1 =0,

tehat az osztassal torténd generalashoz a szamlalo T = x2 + 2, ami megegyezik —hgy1a-val.

-hyta
(ng'ne)’
pozitiv egész r-rel. Mivel h osztoja x™ — e-nek, ezért a 0 nem gyoke h-nak, igy h akkor és csak akkor
irreducibilis F, folott, ha h* felbonthatatlan a megadott test folott. Tegyiik fel, hogy h egy r-edfoka
primitiv polinom [, foltt (vagyis a gydke primitiv elem [F,r-ben). Ekkor hy*h* is egy r-edfoka pri-
mitiv polinom [F, fol6tt, és (ha a # 0) S egy [F, fol6tti maximalis periddust sorozat, vagyis a minimalis
periodusa q" — 1 = n. Maximalis periodust sorozat minimalpolinomja altal generalt minden nem nulla
sorozat egyetlen ilyen sorozat eltoltja, és valamennyi ilyen sorozat egyetlen minimalis periédust szaka-
szanak silya azonos, nevezetesen (q — 1)q"~*. Ez viszont azt jelenti, hogy ha az [n, k],-paraméterii
kédban, aholn = q" — 1, az ellen6rz6 polinom egy r-edfok, F, f616tti primitiv polinom, akkor a meg-

Térjiink vissza az S = alakhoz. Legyen a C kod [n, k],-paraméterii és n = q" — 1 egy

feleld kod minden nem 0 kédszavanak sulya (g — 1)q" ™1, vagyis barmely két kodszo tavolsaga azonos,
és megegyezik a kod minimalis tavolsadgaval. (Mivel primitiv polinom irreducibilis, tehat legalabb elso-
foku, és k azonos h fokaval, ezért k nem 0, a kod legalabb két szot tartalmaz, a kodnak van minimalis
tavolsaga.) Az ilyen kodokat definialja a kdvetkezo
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5.10. Definicio

A C kod egyenlé tavolsagi, ekvidisztans vagy szimplex, ha barmely két kiilonb6z6 kodszo ta-
volsaga d.
A

Legyen n = 8 = 32 — 1, ekkor a Z5 folétti x® — 1 polinom Z; fo16tt irreducibilis polinomokra
valo felbontasa x8 — 1= (x + D(x + 2)(x? + D(x® + x + 2)(x® + 2x + 2). Mivel h = x? + x + 2
irreducibilis, ezért a rendje csak 2, 4 vagy 8 lehet. De h nem osztoja sem x? — 1-nek, sem x* — 1-nek,
igy h primitiv polinom Zs f616tt. Ha h egy [8, k]5-paraméterii C ciklikus kéd ellenérzé polinomja, akkor

8_
k = deg(h) = 2, és a C generatorpolinomja g = x§+x:-2 = x5+ 2x° + 2x* 4+ 2x% + x + 1. A kéd tar-

talmazza a nullvektort, valamint a g-nek megfelelé 11202210 vektort, és mivel C ciklikus, ezért az
utobbi vektor valamennyi eltoltjat, azaz a kod elemei tobbek kdzott a

00000000 20221011 21011202
11202210 02210112 10112022
12022101 22101120 01120221

szavak. Ha az utdlso szot ismét elléptetjiik egy hellyel ciklikusan balra, akkor a kiindulé nem 0 kddszot
kapjuk. De M = g = 32 =9, és a fentiekben éppen kilenc, paronként kiilonbozé kodszét soroltunk
fel, vagyis a teljes kodot megadtuk. A megkonstrualt kod barmely nem nulla kodszava tehat egyetlen
kodszo ciklikus eltoltja, igy minden nem nulla kodszo stlya azonos, a kdd egyenld tavolsaga.

Egy ciklikus k6d nem feltétleniil linearis, am a gyakorlatban szinte mindig az. Ekkor a kddhoz
megadhatd a generator- és ellenérz6 matrix. Legyen az [n, k]-paraméterii ciklikus kod generator- és
ellen6rz6 polinomja g és h. Tekintsiik azt a k X n-méretli G matrixot, amelynek i-edik sora az x'g
polinom altal meghatarozott g(i)T =0..09g . gn_k 0 ...0 sorvektor, mig H egy (n — k) X n-méretii

i k—1—i
, . . . (l)T _ -1 1 L s .
matrix, amelynek i-edik sorah'Y" =0 .j.O (hg "hy) ... (hg “hy) Okl() ,azazazx hg “h* polinomhoz
L n—Kk—1-1
tartozo kodszo (a hy 1-gyel valo szorzas biztositja, hogy hy 1h* fépolinom legyen).

5.11. Tetel

Legyen g = YK gixt és h = ¥ hyx! egy C ciklikus kéd generator- és ellenérzé polinomja.
Han>j €N melletta k > i € N indexekre G; j = g;j_; és n—k > i € N-re H; ; = hg'hy_4;, ahol
[>n—késl<Oeseténg; = 0,1l < 0ésl > kesetén h; = 0, akkor a G és a H matrix a kod generator-
¢s ellendrz6 matrixa.

A

Bizonyitas:

Mivel gh = x™ — e, ezért gohy = —e # 0, és ekkor gy # 0 # hy. Az rogton lathato, hogy G i-
edik sora az x‘g-hez tartozé sorvektor, mig H-ban az i-edik sor az x*(hy h*) polinom altal meghataro-
zott n-méretli sorvektor. A G els6 k oszlopabol allo kvadratikus matrix f6atlojaban gy # 0 all, mig a
f6atlo alatt mindentitt O van, tehat ez a kvadratikus részmatrix regularis, a rangja k, és ekkor ez a rangja
a teljes matrixnak is, hiszen a matrix sorainak szama k. Hasonloan kapjuk, hogy H rangja n — k. Az

u” = uy ...uy_, ilizenettel
k-1 k-1 k-1
T . .
u'G= Z u;g® = Z uix'g = Z uix' g =ug,
i=0 i=0 i=0
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ahol u egy legfeljebb k — 1-edfoku polinom, tehat u’ G € C, G generalja a kodot. Most belatjuk, hogy
HGT = 0. Ehhez azt kell megmutatni, hogy G és H barmely két sora meréleges, vagyis hogy barmely
n—k>r€Nésk>s€Nesetén X]2) H,. ;G ; = 0, illetve hy X725 H,. ;G ; = 0, hiszen hy # 0.

n-1 n-1 k+r
ho z Hr,st,j = hy Z halhk+r—jgj—s = z hk+r—jgj—s
j:() ]:0 j:s

k—s+r

= Z hk—s+r—jgj = (G k-s4r = (X" — ) g—s4r-
=0

Az r-re és s-re adott hatarokkal 1 <k—s+7r <n-—1, é x™ — e-ben az ezen indexekhez tartozo
egylitthatok mindegyike 0, igy Z;‘;& H, ;Gs; = 0, tehat HG” = 0, H a kod ellenérzd matrixa.
0

Nézziik az 5.9. példa generatorpolinomja altal generalt kod generator- és ellenérzé matrixat:

11110000

01111000 41004100
G=100111100 H=<04100410>.

00011110 00410041

00001111

Mint tudjuk, k-dimenzios linearis kdd generatormatrixaban van k linearisan fiiggetlen oszlop. Ha
a kad ciklikus, akkor ennél tobb is igaz.

5.12. Tétel
Ha egy [n, k]-paraméterii ciklikus kod generatormatrixanak 0 < iy < -- < i;_; < n index{i osz-
lopai, ahol k > t € N, linearisan fiiggetlenek, akkor tetszdleges [ egész szammal az (ij — ) modn in-

dexii oszlopok is linearisan fiiggetlenek, ahol t > j € N.
A

Bizonyitas:

Mivel az i; oszlopindexek paronként kiilonbdzoek, ezért az (ij - l) mod n indexek is ilyenek, és
nyilvan mindegyik n-nél kisebb nemnegativ egész szam, tehat a matrix kiilonboz6 oszlopainak indexei.
Generatormatrix sorai a kod elemei. Ha a kod ciklikus, akkor ezeket a sorokat ciklikusan elléptetve ismét
kodszavakat kapunk, és ha az eredeti sorok linearisan fliggetlenek voltak, akkor minden sort ugyanany-
nyival elléptetve, a kapott vektorok is linearisan fliiggetlenek lesznek, vagyis ismét generatormatrixot
kapunk. Az 0j matrix oszlopai koziil pontosan azok linearisan fliggetlenek, amelyek az eredeti helyiikon
is linedrisan fiiggetlenek voltak, igy valoban igaz az allités.

(]

Ha ismerjiik egy linearis kod G generator- és H ellenérz6 matrixat, akkor meg tudjuk adni a dualis
kod valamely GP generétor- és HP ellenérzd matrixat, hiszen példaul G? = H és H? = G egy alkalmas
valasztas. Ebb6l lathato, hogy a dualis kod generatorpolinomja g‘®) = hyh*, hiszen a ciklikus kod
generatormatrixaban a generatorpolinom szerepel, eldl a konstans taggal, mig H-ban az ellenérzo poli-
nom, de balrél a legmagasabb foku taggal. A hy1-gyel valo szorzas azért kell, mert a generatorpolinom
fépolinom. Mivel (gh)* = g*h*, és goho = (gh)o = —e, ezért a dudlis kod ellenérzd polinomja h(P?) =
9o 1g*. Ha az eredeti kod n hossziisagt, akkor hy1h* is osztdja x™ — e-nek, igy
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5.13. Teétel

Ciklikus kod dudlisa is ciklikus kod.
A

Gyakran a h altal generalt kodot tekintik a g-hez tartozo ciklikus kod dualisanak. Ez nem azonos
az eldbbivel, de skalarekvivalens vele. Nyilvan mindketté azonos paraméterti kodot general (mert h
konstans tagja nem zérus, igy h és h* foka azonos). A h altal generalt kod egy lehetséges generatormat-
rixaban az i-edik sor az x‘h polinomhoz tartoz6 vektor, vagyis az i-edik sor j-edik eleme h;_;, mig a
definicio szerinti duélis kédban az x‘(hg'h*) polinombol az elébb megadott pozicion allo elem
ho'hysij. Osszehasonlitva a két matrixot latjuk, hogy az el8bbi oszlopait hy *-gyel szorozva, majd az
imn—k—1—iésj—»n—1-—jmegfeleltetéssel az elséként emlitett generatormatrix a masodikba
megy at, am ezek az atalakitasok egy bazistranszformaciot és oszlopok permutalasat jelentik.

Misként nézve, ha a dualis kodot a g®) = hy'h* polinom generalja, akkor a kodpolinomok hal-
maza C® ={ag®|a € Fy[x] A§(a) <n—k}, és hP) = % = ;;:T_: = —hog* = g5lg*, mig a
masik esetben, vagyis ha §® = h, akkor C®) = {agP|a € F,[x] A 8(a) <n —k}ésh® = g. Tet-
sz6leges f polinomra és t € N-re f = f = xt(f o x™1) involticio, ugyanis

xt(fox 1) =xt ((xt(f ox™1))o x—1) — 5t ((xt ox ) ((fox 1o x'l))
=2t (x7(fo (7t ox ™)) =xf(xH(F o)) = (Xx O = f,

és a legfeljebb t-edfoku polinomok halmazanak onmagaba val6 bijekcidja, mert ebben az esetben f
ugyanazon gylrii folotti legfeljebb t-edfokii polinom. Most legyen ¢ = ag®®), @ = x" % 1(aox1) és
¢ = hox" 1(cox™1). Ekkor

&= hoxn_l(C ox™1) = hoxn—l ((ag(D)) o x—l)

- (xn—k—l(a o x‘l)) (hoxk(g(D) o x‘l))
= a(hox*(hgh* o x™1)) = a(h")" = ah = ag®,

vagyisac - ¢ = hgx™ (cox 1) ésacé o c = (—go)x" 1(& o x~1) par biztositja az atjarast az egyik
generatumbol a masikba, illetve vissza (ez utdbbira megadott kifejezés az elébbihez teljesen hasonléan
igazolhato). Az is konnyen lathatd, hogy a leképezése felel meg a matrixok esetén az i, mig a ¢ leképe-
zése a j index megfeleltetésének a két generalas esetén.

A ciklikus kodra adott generatormatrix altalaban nem standard alaki, azonban az u + ug helyett
mas megfeletetést alkalmazva a kod szisztematikussa tehetd. Legyen az [n, k],-paraméterii ciklikus
kodban u - v = x"Fy — (x”‘ku mod g). Mivel (a mod b) mod b = amod b, ezért az el6bbi v-re
vmod g = 0, vagyis g osztdja v-nek, v tehat kddpolinom. Az igy generalt kod szisztematikus az utolso

crcr

jebb n — k — 1-edfoku, azaz v-ben az n — k-nal nem kisebb fokszamu tagok egyiitthatoi egybeesnek u
ugyanolyan sorrendben 4l16 egyiitthatéival. Az elébbiek alapjan, ha r = x™ ¥umod g, akkor az u iize-
nethez tartozé kodszo v = —rT|u”. Ekkor generitormatrixot kapunk, ha az x'-khez tartozod

—r®" [e®" kodszavakat mint sorvektorokat tartalmazé matrixot tekintjiik, ahol e® a k-dimenzios tér

i-edik egységvektora, és rd az x™ k*i g-vel valo osztasakor keletkezé maradékanak, r®-nek megfe-
lel6 vektor, vagyis G6? = (—PT I,.), ahol P i-edik oszlopa r® (az sz jelolés a szisztematikus genera-
lasra utal). Ebbdl az is kovetkezik, hogy az igy generalt kod ellendrzé matrixa H = (I,_x P).
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Most nézziik meg, hogy milyen generatormatrixot kapunk, ha a homogén linearis rekurzioval

generaljuk a kédot. Ekkor G sorai lehetnek a 0..0e0...0lizenetekhez tartoz6 kodszavak, és ebben
i k—1-i

az esetben a kod generatormatrixa G = (I, T), vagyis ez is standard alaku, és a generalt kod szisz-
tematikus. Most vegyiik tekintetbe, hogy a kod ciklikus. Ekkor nyilvan a generatormatrix oszlopainak
ciklikus eltolasaval ismét a kod egy generatormatrixat kapjuk, tehat G' = (T I) is ugyanezt a kodot
generalja. Ez viszont csak ugy lehet, ha P = —PT, amit a kovetkezéképpen lathatunk be. Mivel G’ ge-
neratormatrix, ezért sorainak linearis kombinacidjaval megkapjuk példaul G2 i-edik sorat. Ekkor ez
a linearis kombinacio6 az egységmatrix hasonlo egyiitthatos linearis kombinacidjaként éppen az egység-
matrix i-edik sorat adja, ami csak igy lehet, ha a linearis kombinacidban minden egyiitthato 0 az i-edik
kivételével, amely e, vagyis a két matrix i-edik sora, és igy a teljes matrix is, megegyezik.

A linearis kodok eldénye az altalanos, strukturdlatlan kodokkal szemben, hogy kénnyebb a gene-
ralas, masrészt a szindroma segitségével konnyebb a hibajavitas is. A ciklikus kodok erésebb struktira-
val rendelkeznek, mint altalaban egy linearis kod, és ez megmutatkozott példaul abban is, hogy mig a
linearis kod generalasahoz egy egész matrix kell, addig a ciklikus kodot teljes egészében meghatarozza
a generatorpolinomja (persze ha ismerjiik a kod hosszat is). Most belatjuk, hogy a hibajavitas szempont-
jabol is tomorebben tudjuk megadni a ciklikus kddot, mint egy altalanos linearis kod esetén.

Tekintsiik a g altal generalt [n, k],-paraméterti C ciklikus kédot, és legyen S az [, folotti, n-nél
alacsonyabbfok polinomok halmaza (beleértve a nullpolinomot is). v € S pontosan akkor eleme a kod-
nak, ha g osztdja v-nek, vagyis ha vmod g = 0. Tetsz6leges v € S-re legyen s = vmod g. s a g-vel
valo osztas maradéka, ezért §(s) < deg(g) =n — k, és deg(v) < n — k esetén s = vmod g, vagyis
minden, legfeljebb n — k — 1-edfoku polinom fellép maradékként, igy a kiilonb6z6 maradékok szama
q" k. Az S v ¢s v@ elemére a v mod g = s = 5@ = v@ mod g egyenléség pontosan akkor
teljesiil, amikor (v® —v®)modg = (vP modg) — (v modg) = s@ — s =0, vagyis ha
v® — v € (, azaz akkor és csak akkor, ha a két polinomhoz tartozé vektor szindroméja azonos. Ez
azt jelenti, hogy kdlcsondsen egyértelml megfeleltetés adhato az [, folétti n-dimenzids tér € szerinti
szindrémai, valamint a megfelelé polinomok g-vel valo osztasi maradékai kozott, igy ez a maradék
ugyanugy alkalmazhato6 hibajavitasra, mint a linearis kodok esetén a szindréma.

Egészen szoros a kapcsolat egy vektor szindroméja és az el6bbi osztasi maradék kozott, ha a
kodolast az u - x™ *u — (x™ *umod g) szaballyal végezziik. Ekkor a v = Y= v;x* polinomhoz
tartozo v vektor szindromaja

n—-k—1 n—1
( . .
s=Hv=(,_; P)v=(I,_x P) (v(zi) — v® 4 py@ — z vied 4 Z pr(i=(=i0))
v i=0 i=n—-k
¢és ennek a vektornak az
n—-k-1 n-—1
s = Z vixt + z vi(x”_”(i_(”_k)) mod g)
i=0 i=n—-k
n—-1

n-1
= Z vi(xi modg) = Z vix'modg = vmodg
i=0 i=0

polinom felel meg. Az atalakitasnal kihasznaltuk, hogy Y- %~1v;x' maradéka a g-vel valé osztéskor

onmaga. Azt latjuk tehat, hogy ebben az esetben a korabban emlitett bijektiv megfeleltetés soran egy
szindromat az altala reprezentalt polinomnak feleltetiink meg.

Ciklikus kodban egy vektor eltoltjanak szindromajat az eredeti vektor szindromajabol is megha-
tarozhatjuk. Legyen s a v és s~ a v_, szindromaja. Ekkor
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s7” =v_modg = (xv mod(x™ —e))mod g = x(vmodg) modg = xsmodg = x5 — Sp,_r_19,
ahol s,,_x_4 az s polinom n — k — 1-edfoku tagjanak egyiitthatoja.

Most a ciklikus kodok mas tulajdonsagait vizsgaljuk. Az [n, k] ,-paraméterii C ciklikus kod a kéd
g generatorpolinomjanak legfeljebb n — 1-edfoku tobbszordseibdl all, igy egy legfeljebb n — 1-edfoku
c € Fy[x] polinom pontosan akkor kodszo, ha oszthaté g-vel. Ebbdl kapjuk a kovetkezd tételt.

5.14. Tetel

Az T, folotti legfeljebb n — 1-edfoku ¢ polinom pontosan akkor eleme a g polinom altal generalt
[n, k]4-paraméterti C ciklikus kodnak, ha a g egy t-szeres gyoke legalabb t-szeres gyoke c-nek.
A

Bizonyitas:

Legyen a a g t-szeres gydke. Ha ¢ € C, akkor (x — a)t|glc, és igy a legalabb t-szeres gyoke c-
nek. Forditva, ha ay, ..., @;_ @ g paronként kiilonboz6 gyokei a ty, ..., t;_q multiplicitasokkal, és min-
den [ > i € N-re a; a c legalabb t;-szeres gydke, akkor minden i-re (x — a;)t osztodja c-nek, és igy
ezek legkisebb kozos tobbszordse is osztja c-t. De az a;-k paronként kiilonbozoek, igy az x — a; gyok-
tényezOk, de akkor ezek barmely pozitiv egész kitevOs hatvanya is paronként relativ prim, €s igy az
(x — ;)% polinomok legkisebb kdzos tobbszorose ezek szorzata, vagyis g, tehat g osztdja c-nek.

U

Az x™ — e polinom gydkei n-edik egységgyokok. A tovabbiakban feltessziik hogy az [n, k],-
paraméterii kodban n és q relativ prim. Ekkor x™ — e gydkei egyszeresek, 1étezik primitiv n-edik egy-
séggyok, és a polinom gyokei egy primitiv n-edik egységgyok paronként kiilonbdz6, n > i € N kitevos
hatvanyai.

Ha x™ — e gyokei egyszeresek, akkor minden osztdjanak, tehat g-nek a gyokei is egyszeresek, és
az elébbi tétel gy modosul, hogy ¢ akkor és csak akkor kodpolinom, ha g minden gyoke gyoke c-nek.
Ennél kevesebb is elég. Legyen g = [[‘Zdm; a g [F, folotti irreducibilis felbontasa. Ha a; gyoke m;-

nek, akkor m; lényegében véve (egy esetleges nem nulla konstans szorzotol eltekintve) a; F, folotti
minimalpolinomja, igy m; akkor és csak akkor osztoja c-nek, ha a; gyoke c-nek, és nyilvan c¢ akkor és
csak akkor kodpolinom, ha valamennyi m;-vel oszthat6. Ebbdl azt kapjuk, hogy ¢ akkor és csak akkor
kodpolinom, ha valamennyi m; legaldbb egy gydke gyoke c-nek. Mindez azt jelenti, hogy az FF, folétti,

n hosszsagh kodszavakat tartalmazoé ciklikus kod megadhaté mint a legb6vebb halmaz, amelynek bi-
zonyos elemek a gyokei. Ha az eldirt gyokok ay, ..., a;_1, ahol [ nemnegativ egész, és az a;-k paronként

gq) az a; I, folstti minimalpolinomja, akkor
ezen polinomok legkisebb k6zds tobszordse a legalacsonyabb fok olyan polinom, amelynek a megadott
egységgyokok mindegyike gyoke, és ha ez a polinom g, akkor tehat a g altal generalt kod a legbdvebb,
amelynek minden megadott «; gyoke.

Legyen a g altal generalt [n, k],-paraméterti ciklikus kéd C, ay, ...,a;—; a g gyokeinek olyan
halmaza, amely a g valamennyi, FF, f6l6tt irreducibilis tényezdjének legalabb egy gyokét tartalmazza,
¢s S az [F, folotti, n-nél alacsonyabbfoku polinomok halmaza. Ekkor az el6bbiek szerint az S-beli ¢
pontosan akkor eleme a kodnak, ha valamennyi megadott a; gydke a polinomnak. Ha ¢ = ¥ ! ¢;x?,

akkor tehat ¢ akkor és csak akkor eleme S-nek, hamindenl >i e N -re 0 = ¢é(a;) = ;:01 cjai]. Most

kiilonbozo, F, 616t n-edik egységgyokok, tovabba m

legyen H egy [ x n-méretii métrix, amelyben az [ > i € N és n > j € N indexekre I:I'i,]- = ai]. Ekkor

(ﬁv)i =Yg Hijv; = X750 alv; = D(a;), vagyis v akkor és csak akkor kodszo, ha v = 0. H rangja
[. Ehhez elég megmutatni, hogy a sorai linedrisan fliggetlenek. Mivel az a;-k paronként kiilonboz6 n-
edik egységgyokok, ezért | < n. Tekintsiik az els6 [ oszlopbdl allo részmatrix determinansat. Ez a pa-

ronként kiilonbozé «;-k altal generalt Vandermonde-determinans, igy az értéke nem 0, ami mutatja,
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hogy ez a részmatrix regularis, vagyis a sorai linearisan fiiggetlenek. Ebbél viszont kévetkezik, hogy H
sorai is linearisan fiiggetlenek.

A megadott H azonban 4ltalaban nem a kod ellendrz6é matrixa, ugyanis a; altalaban nem eleme
[F,-nak, és igy H nem egy [F, test folotti matrix. Legyen [F,r az F, legsziikebb olyan bdvitése, amely
tartalmazza a kod megadott gyokeit, és legyen {ﬁ(i)|r >i€ N} az IF,r egy [, folotti bazisa. [F,r va-
lamennyi eleme egyértelmiien felirhaté a S M) [F,-beli egylitthatos linearis kombinaciojakent, igy kol-
csondsen egyértelmii megfeleltetés adhaté IF - elemei, valamint az IFf, elemei kdzott, és az is igaz, hogy
ez a megfeleltetés miivelettartoan képezi le [F,r-t mint F, folotti linedris teret az IF, folotti Ff; linedris
térre. Helyettesitsiik most H elemeit a megfeleld [Fz-beli elemmel, tehdt egy r-komponensii oszlopvek-
torral. Ekkor egy FF, folotti Ir X n-méretli H' matrixot kapunk. Ennek a matrixnak a sorai azonban nem
feltétlentil linearisan fiiggetlenek. Legyen H az eldbbi matrix sorainak egy maximalis linearisan fiigget-
len rendszerébél 4llo métrix. Az nyilvan igaz, hogy egy v € [F-re Hv = 0 akkor és csak akkor, ha
H'v =0, ésha H'v = 0, akkor Hv = 0. De H' minden sora a H sorainak linearis kombinacidja, igy ha
Hv = 0, akkor H'v = 0 is teljesiil, és végeredményben Hv = 0 pontosan akkor igaz, ha Hv = 0, igy H
a kod ellendrzo matrixa.

Mivel H sorai linearisan fiiggetlenek [F4r, de ekkor [F, folott is, ezért van H-ban [ [, folott line-
arisan filiggetlen oszlop. Az ezeknek megfelelé H'-beli oszlopok is linearisan fiiggetlenek [F, folott, és
igy H'-ben van [ [F, fo16tt linearisan fiiggetlen sor. Ekkor H sorainak szdma legalabb [, ugyanakkor
legfeljebb Ir, hiszen ennyi sora volt H'-nek, azaz ha a kod [n, k]-paraméterti, vagyis H sorainak szama,
azaz Hrangjan — k,akkorl <n—k <lr,ésinnenn—Ilr <k <n-—1L.

Az eldbbi eredmények alapjan tegyiik fel, hogy a a g-elemi test f6l6tti n-edik primitiv egység-
gyok, és az [n, k],-paraméterti kodnak — esetleg tobbek kozott — a™i-k paronként kiilonbozé gyokei,
aholt€Z,2<6 €N, és d—1>i€N. Azt nyilvan feltehetjiikk, hogy k > 0, mert kiilonben a kod
csupan a nullvektorbdl allna, és igy § < n (hiszen csak n kiilonb6z6 n-edik egységgyok van, és ha § >
n, akkor valamennyi n-edik egységgyok gyoke a kddnak, tehat minden kodszonak legalabb n gyoke
van, ami csak ugy lehet, ha egyediil a nullpolinom eleme a kédnak, mert minden mas kodpolinom leg-
feljebb n — 1-edfoku, azaz legfeljebb n — 1 gydke van), tovabba 0 < T < n. Legyen a kod el6bbi gyo-

keire @; = a™. Ekkor A ; = (a™!)’ = (a/")(a’) a6 — 1> i € Nésn > j € N indexekre. Tekint-
siik a H els6 § —1 sorabodl és a 0 < j, <+ < js_, <n indexii oszlopokbol all6 & — 1-edrendii
M UorJ6-2) részmatrix determinansat. Ebben a determinansban a t-edik oszlopban mindegyik elem tar-
talmazza szorzoként a 0-t61 kiilonbozd a’/t?-t. Ha ezt az elemet kiemeljiik az oszlopbél, akkor a t-edik

oszlop i-edik soraban (ajf)l all, vagyis ha minden oszlopb6l kiemeltiik az adott oszlophoz tartozo
kozos tényezot, akkor a visszamaradt determindns egy csupa kiillonb6zo elemmel generalt Vander-
monde-determinans, tehat kiilonbozik nullatél. Ez azt jelenti, hogy H barmely legfeljebb & — 1 oszlopa
lenarisan fiiggetlen, de akkor ez igaz H-ra is, és igy a kod tavolsaga legalabb §. Bebizonyitottuk tehat a
kovetkezot.

5.15. Tétel
Legyen C egy [n, k, d],-paraméterii ciklikus kod, ahol k > 0, a egy F, folotti primitiv n-edik
egységgyok, T €Z,2 < 5§ €N, és 6 —1 > i € N-re a®™" a C gydke. Ekkord > &, ha é < n.
A

A tétel alapjan annak az [F, folotti legb&vebb, n-hosszisagh kodszavakbol 4llo, legalabb egydi-
menzids C ciklikus kodnak a tavolsaga, amelynek az n-edik primitiv egységgyok 6 — 1 egymas utani
hatvanya a gyoke, legalabb §. Az igy konstrualt kéd az [F, folotti (n, 7, ),-paraméterii BCH-kod,
ahol 7 az elsé gyok kitevoje. (A BCH-kod elnevezés a harom megalkotdjanak nevébdl ered: Bose és
Ray-Chaudhuri 1960-ban, Hocquenghem 1959-ben foglalkozott ezzel a kédkonstrukcioval).
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A BCH-kod olyan kod tervezésére ad lehetdséget, amelynek minimalis tavolsaga egy elére adott
értéknél nem kisebb, marpedig a javithato hibak szama a tavolsaggal van Osszefiiggésben.

A kod gyokeivel kapcsolatban még egy dolgot emlitiink. Legyen g|x™ — e, de g(e) # 0. e gyoke
az x™ — e polinomnak, ezért még gV = (x — e)g is osztoja x™ — e -nek. Ha C a g és C a g altal
generalt ciklikus kod, akkor a nyilvanvalod g| g® kovetkeztében CV < €, és egy C-beli ¢ akkor és csak
akkor eleme € (-nek, ha c-nek gydke e, azaz ha 0 = é(e) = Yt ;e = ¥ L c;. Ez azt jelenti, hogy
€D paritaselemes maximalis részkodja C-nek.

BCH-kodnak példaul e pontosan akkor gyoke, haegy § —1 > i € N-re (t + i) modn = 0.

A szisztematikus linearis kddok egy, foként ciklikus kodokra alkalmazhaté dekodoldsi eljarasa a
hibacsapda-dekédolas. Ilyen esetben mind a kodszd, mind a vett sz, mind a hibavektor felirhato

T T e . s
c@" |c¢®" alakban, ahol a az adatrészre, p a paritasrészre utal. Ekkor igaz az alabbi

5.16. Tétel
Legyen G = (I, —PT) az [n, k, d]-paraméterti C kod generatormatrixa, v egy %—nél kevesebb hi-
bat tartalmazo sz0, és € a hibavektor. Ekkor £(®) = 0 akkor és csak akkor, ha w(s) < %.

A

A tétel szerint, ha a szindroma stilya kisebb, mint a tavolsag fele, akkor valamennyi hiba a pari-
tasrészben van, vagyis az adatrész hibatlan, és mivel a kdd szisztematikus, ezért a kodszo, tehat a vett
sz6 adatrésze maga az eredeti lizenet, igy a javitas és dekodolas ebben az esetben annyibdl all, hogy
elhagyjuk a vett szo6 paritasrészét.

Bizonyitas:

Felhasznaljuk, hogy G = (I, —PT), ezért H = (P L,_y), és igy s = He = Pe(@ + £®) tovabba
g >t=w()=w (s(“)T |£(p)T) =w(e@) + w(e®).

Elészor legyen €@ = 0. EKkor s = Pe@ + £® = £®) ¢s w(e@) = w(0) = 0, tehat a szind-
roéma stlya ebben az esetben w(s) = W(S(p)) =0+ W(S(p)) = W(s(“)) + W(S(p)) =w(e) < %.

Forditva tegyiik fel, hogy €@ # 0. Ekkor ¢T = £@" G sem 0, igy a stlya legalabb d. De
ol = 8(a)TG = S(a)T(Ik —PT) = s(a)T |(_p£(p))T’
és ennek a vektornak a sulya
d<w(c)=w (s(a)T |(—Ps(a))T) = w(e@) + w(Pe@),
Innen

w(Pe®) > d - w(e@) 2 d - (w(e@) + w(e®))

d d
=d-w(e)>d —5=3> w(g) > w(e®),

amivel a szindroma sulyara ebben az esetben azt kapjuk, hogy
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w(s) = w(Pe@® + @) > |w(Pe@) — w(e®)| = w(Pe@) — w(e®)
> (d - w(e@)) - w(e®) = d - (w(e@) + w(?))
d d
—d—w(e® |e®") = q - ==
d w(s |£ ) d—w(e) >d 5=
vagyis most w(s) > %.
U
Mielé6tt tovabbmennénk, és az el6bbi eredményt ciklikus kodokra alkalmaznank, vegyiik figye-
lembe, hogy v —s = v(® — (Pv(a) + v(p)) = —Pv(@, vagyis ha a szindréma silya kisebb, mint a
kod tavolsaganak a fele (azaz ha minden hiba a vett szo paritasrészében van), akkor

ul = u@" |u(p>T —y@T |_(pu(a))T — y@T |_(pv(a))T — y@T |(V(p) _ S)T,
tehat az eredeti kodszot ugy kapjuk, hogy a vett szo6 paritasrészébdl kivonjuk a szindromat.

Most tegyiik fel, hogy a kod egy standard alaktl generarormatrixszal generalt ciklikus kod. Ha a
szindroma sulya kisebb, mint a tavolsag fele, akkor az elébbiekben leirt médon jarunk el: egyszeriien
elhagyjuk a vett sz6 paritasrészét, és el6ttiink all az eredeti lizenet. Ha azonban a szindroma sulya na-
gyobb a kod tavolsdganak felénél, akkor a vett sz adatrésze is tartalmaz hibat. A vett sz6 v =u + €, és
ebbdl v, = u_, + £_. Mivel a kod ciklikus, ezért u_, is kodszd, tehat vizsgalhatjuk u_, szindromajat
(a korabbiakbol tudjuk, hogy ezt kozvetleniil v szindromajabol is megkapjuk). Ha ennek a stlya ismét

nagyobb, mint g, akkor ezt az eltoltat ciklikusan Gjra eltolhatjuk, és igy tovabb. Amennyiben n egymas

utani egylépéses ciklikus jobbraléptetés minden 1épésében a szindroma sulya meghaladja %—t, akkor

egyik Iépésben sem tudjuk kihasznalni a hibacsapda-dekodolas elényeit, és az n [épés utan visszajutunk

a kiinduld helyzetbe, igy ekkor ezzel a modszerrel nem tudjuk megoldani a dekodolast. Tegyiik azonban
0)
fel, hogy valamely n>1 €N -re a v vektor s~ szindromajanak sulya kisebb g-nél. Ekkor

oT

T T T T
V((g) V(%)) —-s7 = ugg) ug)’) =ug’, és ebbdl Gjabb n — [ jobbraléptetéssel (vagy [ balralépte-

téssel) u” -re jutunk, tehat a hibacsapda-dekodolassal megkapjuk az eredeti, hibatlan {izenetet, amelybdl
elhagyva a paritasrészt, rendelkezésiinkre all a kodolatlan {izenet.

A hibacsapda-dekodolast akkor tudjuk hatékonyan alkalmazni, ha barmilyen %—nél kevesebb hiba

esetén valahany Iéptetéssel elérhetd, hogy valamennyi hiba a sz6 paritasrészében legyen. Ehhez az sziik-
séges, hogy barmilyen is legyen a hibaminta (természetesen a tavolsag felénél kevesebb hibahellyel),
legyen legalabb egy olyan szomszédos hibapar (szomszédosnak tekintve az utolso és elso hibat is), ame-
lyek kozott legalabb k hibatlan pozicio all, hiszen ekkor eltolhatjuk ugy a vett szot, hogy az el6bb em-

litett hibatlan helyek mindegyike a sz6 adatrészébe essen. Tegyliik fel, hogy a vett szoban % >teNt
hiba van. Két hiba atlagos tdvolsaga % ¢és ha ez nagyobb k-ndl, azaz t < %, akkor van legalabb egy olyan

szomszédos hibapar, amelynek két hibdja kdzott minimum [?] — 1=k +1—1 = k hibatlan hely ta-

lalhat6. Ha k < n (és hibat javitani csak ilyen esetben lehet), akkor ez a feltétel t = 1 esetén minden
tovabbi nélkiil teljesiil (hiszen az egy hiba biztosan betolhato a paritasrészbe). Most tegyiik fel, hogy

t>1. Az % > k feltételbdl t < %, ¢€s ez a javitashoz elengedhetetlen t < g feltétellel azt adja, hogy

hibacsapda-dekodolassal biztosan javithatdo barmely g-nél kevesebb hiba, ha% < % = %, ahol R a kod-
sebesség. Ez azt jelenti, hogy a hibacsapda-dekodolas csak igen kis kodsebesség esetén alkalmazhato
legalabb két hiba javitasara, hiszen az ilyen hiba javitasdhoz d > 5, tehat R < % =0,4.

Végezetiil megjegyezziik, hogy a hibacsapda-dekddolas akkor is miikddik, ha G nem standard
alaku, de van k oszlopa, amely egy esetleges oszloppermutacioval k-adrendil egységmatrix.



6. Kédkonstrukcio |.

Ebben a részben azt vizsgaljuk, hogy adott kodbol vagy kodokbol hogyan lehet 11j kodot konstru-
alni, és hogyan fiiggnek az 1j kod paraméterei az eredeti kod(ok) paramétereitdl. A teljesség kedvéért
megvizsgaljuk a patologikus eseteket is, de természetesen nem ezek a lényegesek. A konstrukciok egy
része inkabb csak elméleti szempontbol, elméleti megfontolasoknal érdekes, mas modszerek azonban a
gyakorlatban is jelentOsek, segitségiikkel ugyanis valamilyen jo kodbdl kiindulva, a konkrét felhaszna-
lashoz jobban igazodo, jo tulajdonsagt kodot lehet [étrehozni.

Kiterjesztés (extending). A g-elemii S szimbolumhalmaz folétti (n, M, d) ;-paraméterti C kod
minden kodszavat jobbrol kiegészitjiik egy, a q''-elemii S'’- halmazbo6l vett (ij komponenssel. Az uj C’
kod szimbdélumai a q'-méretii S = S U " halmaz elemei. Ha C' (n’, M’, d") ,s-paraméterti, akkor nyil-
van n’ = n + 1, a kdd mérete nem valtozik, tehat M' =M, és q<q'=q+q" — G <q+q", ahol
g =15 N S"|. Most még megnézziik az 0j kod tavolsagat.

Ha M = 1, akkor sem a régi, sem az 11j kddnak nincs értelmezve a tavolsaga. Most legyen a kod-
nak legalabb két eleme. A kod tavolsaga nyilvan nem csdkken, ha az eredeti komponenseket kiegészit-
jik egy ujjal, hiszen ha két koédszo valamelyik pozicion eltért, akkor a kiegészités utan is kiillonbozik
ezen a pozicion. Az is magatol értet6dd, hogy a tavolsdg legfeljebb eggyel ndhet, ugyanis
d(Wy 41, Vo) = d(W,v) + d(Upy1, Vnyt), €s a jobb oldali masodik tag, d(uy4q, Vny1), 0 Vagy 1,
attol fliggben, hogy U1 = Vpqq VAQY Uptq # Upaq, tehatd < d' < d + 1. d akkor és csak akkor nem
valtozik, ha C-ben van olyan d tavolsagn kodszopar, amelyeket azonos elemmel egészitettiink ki. Osz-
szefoglalva

Kiterjesztés(n, M, d, q,q", G, n',M',d’', q")
n=n+1
9 =q+q"—q
M =M
haM > 1
havanolyanu € C ésv € C, hogy d(u,v) = d és up4q = Vpy1
d =d
kiilonben
d=d+1
elagazas vége
kiilonben
d’ nem létezik
elagazas vége
Kiterjesztés vége.

Az 0j komponenst természetesen nem ,,hasraiités-szeriien” valasztjuk, hanem egy f:S™ - S”
figgvénnyel hatarozzuk meg, vagyis u,,+q = f(uy, ..., u,). Ha most az u-t elkiildve, a vétel helyére v
érkezik, akkor ellendrizziik, hogy teljesiil-e a v, .1 = f(v4, ..., v,) egyenléség. Ha nem, akkor biztosan
hibés a vett sz0, de azt ebbdl az eredménybdl nem lehet megallapitani, hogy melyik komponense(i)
hibas(ak), és mi a hiba. Természetesen az a szerencsétlen helyzet is el6fordulhat, hogy a v, ..., v, jegyek
mindegyike azonos az eredeti sz6 megfeleld komponensével, vagyis maga az eredeti lizenet hibatlanul
érkezett meg, és csupan a kiegészitd ellendrzo jegy sériilt.

Amennyiben a kod valamilyen algebrai strukturara épiil, akkor az f fiiggvény specialis alakot 6lt.
A leggyakoribb ilyen fiiggvények a kovetkezoek.

Legyen S additiv Abel-csoport, ® # C S S™, n>i €N*t-rak; €Z, cazS=S" egy rogzitett
eleme, és legyen u, ., = — 21—, kju; + c. C" akkor és csak akkor csoportkdd, ha barmely két elemének
kiilonbsége is kodszd. Mivel a kivonast komponensenként végezziik, és C' minden eleme egy eredeti
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kodszo kiegészitésével keletkezett, ezért sziikséges, hogy az elsé n komponensbol allé részek kiilonb-
sége kodszo legyen C-ben, vagyis hogy C csoportkdd legyen. Ha viszont C csoportkod, és u, v C két
eleme, amelyek kiilonbsége w, akkor még teljestilnie kell a wy, 1 = U1 — v,41 €gyenléségnek. De

n
kal+0—wn+1—un+1 vn+1—( Zkul+c> (—Zkivi+c>
i=1 i=1

Zk(ul v) =~ kal

akkor és csak akkor teljesiil, ha ¢ = 0. Mivel minden lineéris kdd egyben csoportkdd, ezért az eddigiek
sziikségesek ahhoz is, hogy az 01j kod linearis legyen. Ez azonban elégséges is, ugyanis az eldbbi felté-
tellel awy 1 = a(— X, kiwy) = — Sity ky(aw,).

Linearis kod és ¢ = 0 esetén tehat C' is linearis, és C' generator- és ellenérzé matrixa

I r_ kT e
¢=@-aio w=(% <)

ahol G és H az eredeti kod megfelelé matrixa, (K); = k;e, és 0% az n — k-méretii nullvektor.

Csoportkdd ilyen kiterjesztésénél a kod tavolsaga pontosan akkor nem nd, ha van olyan d-sulyt
u kodszo, amelyre u, 1 = — Xi=; kju; = 0. Most tegyiik fel, hogy C csoportkod, valamennyi i indexre
és S minden u elemére k;u; = 0 csak u = 0 esetén igaz (ez példaul biztosan teljesiil, ha minden k;
értéke 1), és legyend = 1. Hau € C-re d(u) = 1 (ilyen van, mert a kod tavolsaga a feltevésiink szerint
1), és az egyetlen nem nulla komponense u;, akkor u, 1 = — Y-, kju; = —kju; # 0, igy kiterjesztés
utan a megfeleld kodszo stlya 2 lesz. Ez minden 1-stlyt kodszora igaz, és a legalabb 2-stlyu kodszavak
stlya a kiterjesztésnél biztosan nem csokken, igy most a kiterjesztett kod tavolsaga 2 lesz, vagyis egy
1-sulyu kod kiterjesztésével egy pontosan 1-hiba jelz6 kddot kapunk. Mar a tavolsagbol is lathato, hogy
ez a kod minimalis tavolsagu dekodolassal nem képes javitani a hibat, de ez kozvetleniil is belathato.

Legyen & # 0 a csoport o-rendii eleme, i, j két kiilonbozd index, d = (k;, k;), k©® = % és k) = %

tovabba &; = kWe és g = kWe. 0 = ¢, = kWe = %s akkor és csak akkor, ha o |% ami lehetetlen,
hiszen o nem osztdja kj-nek, tehat &; # 0, és hasonloan, &; # 0. Ha az i-edik, és csak az i-edik helyen
van egy & hiba, majd a j-edik, és csak a j-edik helyen egy ¢ hiba, akkor k;e; = k;kWe = ke =
kikWe = k;e;, ahol k a k; és k; legkisebb kozos tobbszordse, és igy nem tudhatjuk, hogy melyik pozi-
cioban Iépett fel a hiba, tehat nem is tudunk javitani.

A koédkiterjesztésnél k; altaldban 1, és egyik leggyakoribb alkalmazasa a binaris kodok paritas-
bittel valo kiegészitése. Ez azt jelenti, hogy ha az eredeti kodszoban az 1-ek szama paros, akkor a kod-
szot egy 1-gyel, ellenkezd esetben egy 0-val egészitik ki, tehat a kiterjesztett kod minden kodszavaban
az 1-esek szama paratlan. Ez a paratlanra valo kiegészités, és ekkor valamennyi kodszo, és igy a kod
stulya is, paratlan. Hasonldoan miikodik a parosra valé kiegészités, csupan most akkor fliziink 1-et a
kodszohoz, ha az eredeti kodszo paratlan sok 1-est tartalmazott, és ebben az esetben a nem nulla kod-
szavak, és ha van nem nulla kodszo, akkor a kod stilya is, paros. Az el6bbit hasznaljak a szamitogépek
operativ memoriajanal: miel6tt a gép kiirna a memoriaba egy bajtot, paratlanra egésziti ki, és az igy
kapott kilencbites kodszo keriil a memoriaba, kiolvasaskor pedig a gép ellendrzi, hogy a kiolvasott bajt-
ban valoban paratlan-e az 1-esek szama. Ha igen, akkor rendben van, ellenkezd esetben hibajelzés jon
létre, amely példaul egy megszakitast generalhat. Parosra vald kiegészitést hasznalnak viszont altalaban
az aszinkron adatatvitelnél.

A paritasbit kiszamitasa u,; =@~ u;@c szerint torténik, ahol ¢ = 0 vagy ¢ = 1, és az elb-
biek alapjan a kod akkor és csak akkor linearis, ha az eredeti kod lineéris és ¢ = 0 (binaris esetben egy
kod pontosan akkor linearis, ha csoportkod, igy a két esetet nem kell megkiilonboztetni).
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Ha egy binaris kod d tdvolsaga paratlan, akkor a kiterjesztett kod tavolsaga eggyel nagyobb. Le-
gyen ugyanis u ¢és v két eredeti kodszod, akkor a fentebbi képlet alapjan

Un41BVny1 = (@%1 u®c )®(Diz, vi®c) =B, (w;dv;)
= Z(ui@vi) mod2 =w(u—v)mod2 = d(u,v) mod 2,
i=1

és ha d(u,v) = d, akkor d(u,v) mod 2 = d mod 2 = 1, a két paritasbit kiilonb6z6, igy a kiterjesztett
kodban a két kodszo d + 1 helyen tér el egymastol. Ebbol kovetkezben, ha 1étezik (n, M, 2t + 1),-
paraméterti kod, akkor van (n + 1, M, 2t + 2),-paramétert kod is.

Azt mar lattuk, hogy a kiterjesztett kod (feltéve, hogy k;u csak u = 0 esetén 0) egy hibat mindig
képes jelezni. Bindris esetben ennél tobbet tud a kdd, ugyanis minden olyan esetben jelez, amikor a
hibak szama péaratlan. Ekkor ugyanis

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
wu+eg) = Z(uiEBsi) = Z(ui + & — 2u;g) = Z u; + Z & — 2 Z U;&;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n+1

— w(u) + w(e) 2 Z we = w(u) + 1 (2),
i=1

és mivel korabban lattuk, hogy egy paritasbittel kiterjesztett binaris kodban minden kodszo stilya azonos
paritasu, és a hibas vektor stilydnak paritasa ezzel ellentétes, ezért észrevessziik a hibat. Ugyanakkor az
elébbi levezetésbol lathato, hogy ha a hibak szama paros, akkor w(u + €) = w(u) (2), tehat a hibat
nem vessziik észre, a hiba nem jelezhetd. Oszefoglalva tehat, egy binaris kodot egy paritasbittel kiter-
jesztve, a kiterjesztett kod minden paratlan hibat jelez, de egyetlen paros hibat sem jelez (altalaban csak
annyit tudtunk megallapitani, hogy barmely 1-hibat jelez a rendszer, és van olyan kettds hiba, ami nem
jelezhetd, hiszen a kod tavolsaga 2).

Ha S gyirt, és S = S”, akkor a kiegészit6 jegy szamitasa példaul u,,, = Yi=, a;u; + ¢ lehet,
ahol a € S™ és c € S rogzitett elemek. Ennek specialis esete az u, 4, = — Xi=, u; + ¢ szabaly. Megint
az a helyzet, hogy a kiterjesztett kod pontosan akkor csoportkdd illetve linearis kod, ha az eredeti kod
hasonl6 tulajdonsagt és ¢ = 0. Ekkor a kiterjesztett kod generator- és ellendrzé matrixa

_ _(aT e
¢ =G-6a) H=(% o(n-k))

ahol a” = (ay, ..., a,).

ban, és van is olyan euklideszi gytlirt és euklideszi norma, amelyben ez nem igaz, példaul a Gauss-
egészek gylirlije az abszolut értékkel mint normaval), akkor legyen u, .1 = Q]2 a;u; + ¢) mod s, ahol
s is a gylir(i rogzitett eleme. Ez nem csoportkdod még akkor sem, ha az eredeti kod az volt, és a konstans
érteke 0, ugyanis az Osszeg maradéka altalaban nem azonos a maradékok Osszegével (legfeljebb a ma-
radékok Osszegének maradékaval). Erre a kddra egy példa a személyi szam. Ez egy olyan 11-jegyii
decimalis egész szam, ahol uy; = ¥.}2; iu; mod 11. Ez a maradék 10 is lehet, amit a 10-es szamrend-
szerben nem tudunk abrazolni, ezért az olyan tizjegyli szimokat, amelyeknél a maradék 10, nem hasz-
naljak. (A személyi szam ellendrz6 jegy elotti utolsé harom szamjegye csupan arra szolgal, hogy meg-
kiilonboztesse azokat, akiknek egyébként az els6 hét jegybdl allo azonositdja megegyezik. Ha egy adott
kiegészitéssel a maradék 10, akkor az elébbi haromjegyli szamot eggyel ndvelve a stlyozott dsszeg
vagy 10 - 1=10-zel n6, vagy ha az utols6 szamjegy 9 volt, akkor 9 -10 — 1 -9 = 81-gyel vagy 9- 10 +
9-9 —1-8 = 163-mal csokken, attol fiiggden, hogy a kilencedik jegy milyen volt. Mivel a valtoztatas

53



Hibakorlatozas

el6tt az ellenérzo osszeg 11-gyel osztva 10-et adott maradékul, €s a valtoztatas egyik esetben sem oszt-
hat6 11-gyel, igy az 01 szam biztosan nem 10-et ad maradékul a 11-gyel val6 osztaskor.)

Atsziiras (puncturing). Ez a kiterjesztés megforditasa: minden kodszobél elhagyjuk egy elére
megadott, rogzitett pozicion all6 komponensét. Ha az eredeti kod szohossztsaga 1, akkor az uj kod iires.
Ellenkez6 esetben az a kérdés, hogy van-e a kodban két olyan kddszo, amelyek csak a kijeldlt pozicion
kiilonboznek, ekkor ugyanis atszuras utdn ez a két kodszd azonos lesz, csokken a kod mérete, mig ha
nincs ilyen kodszopar, akkor a kod mérete nem valtozik. Nézziik az 0j kod tavolsagat. Ha eredetileg
csak egy kodszo volt, vagy az eredeti kod valamennyi kodszava csak a most elhagyott pozicion kiilon-
bozott, akkor sem a régi, sem az uj kodnak nincs tavolsdga. Ha csokken a kod mérete, és az 1) kod
legalabb kételemi, akkor az 0j kod tavolsaga barmilyen, n-nél kisebb pozitiv egész szam lehet. Minden
mas esetben az atszart kod tavolsaga vagy megegyezik az eredeti kod tavolsagaval, vagy eggyel kisebb
nala, hiszen ha két kodsz6 valahany helyen eltért egymastol, akkor elhagyva egy pozicidt, az eltérd
helyek szama biztosan nem nd, és legfeljebb eggyel kevesebb, mint volt. Osszefoglalva:

Atszaras(; n, M, d;n’', M, d")
han=1
C'=09
kiillonben
n=n-1
haM =1
M' =
kiilonben ha van olyan kodszopar, amely csak az l-edik pozicion kiilonbozik
ha mindegyik kodszopar csak az l-edik pozicion kiilonbozik
M =1
kiillonben
1<M <M
1<d' <n
elagazas vége
kiillonben
M =M
ha van olyan d-tavolsagu kodszopar, amely az I-edik pozicion kiilonbozik
d=d-1
kiilonben
d=d
elagazas vége
elagazas vége
elagazas vége
Atsziiras vége.

Konnyen belathato, hogy ha az eredeti kod csoportkod vagy linearis kod, akkor az 0j kod is ilyen,
feltéve, hogy az 0j kod nem iires. Nyilvan érdektelen az az eset is, amikor C-nek egyetlen eleme van,
amely csoportkodban (€s igy a linearis kodban is) csak a nullelem lehet.

Most nézziik a linearis kodokat. Az el6z6ek alapjan feltehetjiik, hogy n > 1. Ha C-nek legalabb
két eleme van, akkor a kod legalabb egydimenzids. Legyen az eredeti kod generator- és ellendrzé mat-
rixa G és H, és az [-edik pozici6 atszurasaval kapott kod megfeleld két matrixa G® és H®, tovabba az
u atszirasaval el6allo vektor u®. Ha v € €', akkor v = u®, ahol u = ¥ , 1;g; € € valamilyen 1;
egyiitthatokkal, és minden n > j € N*-ra u; = Z{":Migi,j- Innen u® = {-‘=1/1ig§l), vagyis G l-edik
oszlopat elhagyva, a kapott matrix sorai generaljék az atszart kédot. Forditva, ha v/ = ¥ | Aggl@, és
u =Yk Alg;, akkor v’ = w'®, az eldbbi matrix sorainak generatuma része C'-nek, ¢s igy az atszurt
matrix sorai az atszurt kod egy generatorrendszerének elemei.
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Most tegyiik fel, hogy esetleg g4 kivételével G valamennyi soraban az [-edik pozicion 0 all. Ilyen

generatormatrix mindig 1étezik. Ekkor tetszSleges p; egyiitthatokkal Y%, u; gl@ pontosan akkor a null-

vektor, amikor Y.X_, u1;g; a nullvektor, igy az atszurt generatormétrix sorai, az elsét elhagyva, biztosan
linedrisan fliggetlenek. Ha tehat az atszart matrix sorai lenarisan dsszefiiggdek, akkor ebben a matrixban
az els0 sor linedrisan fligg a tobbi sortol, [ kivételével minden j-re gq ; = >K gi,j- Az eredeti matrix
sorai linearisan fliggetlenek, ami az el6bbi egyenl6ségek esetén csak ugy lehet, ha g, ; # Zi“:z Uigi =
0. Ekkor g; — X, u;8; = g1,€, tehat az l-edik egységvektor eleme a kédnak. Forditva, tegyiik fel,
hogy ez a vektor kodszo. Ekkor van olyan generatormatrix, amelyben ez a vektor az elsd sor, és az
0Osszes tobbi sorban az [-edik pozicion 0 all. Ha most elhagyjuk a matrix [-edik oszlopat, akkor az els6
sor a nullvektor, amely nyilvan linearisan fiigg a tobbi sortdl (mert mar 6nmagéban is linearisan dssze-
fliggd), és a matrix tobbi sora linearisan fiiggetlen. Ha tehat G olyan, amelyben az [-edik oszlopban
legfeljebb az elsd sorban all 0-tdl kiilonbdzo elem, és ha a kodnak az l-edik egységvektor eleme, akkor
az els6 sor ez az egységvektor (vagy valamely nem nulla konstansszorosa), akkor az l-edik pozicion
atszart kod GO generatormatrixat gy kapjuk G-bél, hogy elhagyjuk az l-edik oszlopot, és ha az elsé
sorban csak az [-indexii elem kiilonbozik nullatél, akkor még elhagyjuk az elsé sort is. Ez utobi esetben
a kod dimenzidja eggyel (és a mérete a g-adara) csokken, mig az ellenkezd esetben a kod dimenzidja
(tehat a mérete is) valtozatlan.

Nézziik, hogyan valtozik atszaraskor a linearis kod ellendrzé matrixa. Ismét csak az az eset érde-
kes, amikor a komponensek szama legalabb 2, és ha a kod a teljes tér egy nem trivialis altere, vagyis ha
n > k € N. H esetén is feltehetjiik, hogy az [-edik oszlopban legfeljebb csak az els6 sorban van nullatol
kiilonboz6 elem. Ha egy h vektorban az l-indexti komponens 0, akkor barmely u vektorral (h,u) =
(h(l), u(l)), igy H-ban az elsd sort nem szadmitva, az [-edik pozicion atszlrt matrix tobbi sora ortogonalis
az atszurassal kapott kod valamennyi vektorara, és ezek a sorok linedrisan fiiggetlenek is, igy ezek a
sorok az atszurt kod valamely ellen6rz6 matrixanak sorai lehetnek. Ha most az elsé sorban is 0 van az
atszuras helyén, akkor az atszrt matrix valamennyi sora linedrisan fiiggetlen, és az elsd sor is ortogo-
nalis az atszart kod minden elemére, igy H® a H atszurasaval kapott matrix. Ez most tehat az az eset,
amikor H [-edik oszlopa a nullvektor. EKkor H minden sora meréleges az e; egységvektorra, vagyis e;
eleme az eredeti kodnak. Forditva, ha ez a vektor benne van C-ben, akkor a kod ellen6rzé matrixaban
az [-edik oszlop minden eleme 0, mert ha nem igy lenne, és valamelyik sorban az [-indexi elem v # 0,
akkor ennek a sornak és e;-nek a skalarszorzata v # 0 lenne. Mint mar tudjuk, € dimenzioja akkor €s
csak akkor csokken az [-edik pozicion valo atszaraskor, ha e; eleme a kodnak, és ebben és csak ebben
az esetben H l-edik oszlopaban csak 0 all, tovabba ekkor H-t atszarva megkapjuk H(®-t. Ha viszont e,
nem eleme a kodnak, akkor nem csokken a kod dimenzioja, viszont eggyel csokken a hossza, a teljes
tér dimenzidja. Mivel C és C1 dimenzidjanak dsszege a teljes tér dimenziojaval egyenld, ezért, ha 4t-
szlrasnal C dimenzidja nem csdkken, akkor csdkkennie kell C* dimenzi6janak, és ezzel egyiitt az el-
lendérzé matrix sorai szamanak. Mivel lattuk, hogy H atszartjaban az els6 sort elhagyva, a kapott matrix
sorai linearisan fliggetlenek, és valamennyien merdlegesek az atszart kdd mindenegyes vektorara, ez a
matrix lesz az 4tszirt kod ellenérzd matrixa, HY. Az elébbiekben tehdt igazoltuk az alabbi tételt.

6.1. Tetel
_ o4 '
Legyen n > 1, az [n, k]-paraméterti C generatormatrixa G = [ 81 911 81 és ellenbrzd
G® k-1 g

, NOLEETEN Y
matrixa H = | ™ Ll 1 |, éslegyenn =1 € N*. Ekkor
H® on-1-k) gO)

1. g1, = 0 akkor és csak akkor, ha e; € C*, és igy van olyan H, amelyben az elsé sorban
hi; = e, és minden més elem 0;

2. hy; = 0 pontosan akkor igaz, ha e; € C, és ekkor G-t meg lehet Ggy valasztani, amelyben
az elsé sor el ;
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. , N RONOL
3. hae; € C, akkor GO = (g g)) ¢sHW = (M1~ Dy )

H® HW
. l OO l ,
4. minden més esetben GV = (81~ 81 és HO = (g® g»).
G® W

A

Amennyiben egy binaris kod tavolsaga legalabb 2, és paros, akkor egy olyan helyen atszirva a
kodot, ahol egy minimalis tdvolsagl kodszopar eltér, a kod tavolsdga csokken, tehat azt kaptuk, hogy
ha létezik (n + 1, M, 2t + 2), kdd, akkor van (n, M, 2t + 1), kdd is. A kiterjesztésnél latott ellenkezd
iranyu megallapitasbol tehat azt kapjuk, hogy akkor és csak akkor van (n, M, 2t + 1),-paraméterti kod,
havan (n + 1, M, 2t + 2),-paraméterii kod. Ezt majd a kodolasi korlatoknal felhasznaljuk.

Novelés (augmenting). Ennél az eljarasnal a kodhoz uj kddszavakat vesziink, amelynek a kom-
ponensei esetleg mas szimbolumhalmazbol lehetnek. Az 0j szavak hozzavételével a meglévo szavak
tavolsaga nem valtozik, igy a kod minimalis tavolsaga — ha volt — biztosan nem nd, de hogy mennyi
lesz, azt altalanossadgban nem tudjuk megmondani. Azt sem lehet elvileg megmondani, hogy az uj kod
csoport- vagy linearis kod lesz-e, ez ugyanis semmi korrelaciot nem mutat az eredeti koddal.

Novelés(n, M, d, q, g;n',M',d', q")

n=n
q<q' =q+q"—-G<q+q"
M >M

d' (haM > 1, akkor d’' < d)
Novelés vége.

Legyen C egy (n, M, d),-paraméterii kod, ekkor a kéd komplementere C = {1 + u|u € C}, ahol
1 a csupa 1-bal allo sz6 (vagyis a komplementer kod szavait ugy kapjuk, hogy az eredeti kddszoban a
0-t 1-re és az 1-et 0-ra cseréljiik). Jeloljiik az igy kapott kodszot u-sal. Ekkor

n

(W, 7) = 2:1= §:1=dmw)
i=1

i=1 =
@ ;#(™); (w);#(v);

amibdl kovetkezik, hogy C paraméterei megegyeznek C paramétereivel. Most legyen C' = C U C. A
koédszavak hossza nem valtozott, az alkalmazott szimbolumoké sem, ellenben megvaltozhatott a kod-
szavak szama (nbhetett), valamint a kod tavolsaga, amely a novelésre megallapitott tulajdonsagok alap-
jan legfeljebb kisebb lehet, mint az eredeti kodé volt (mar ha annak volt tavolsaga). Hatdrozzuk meg az
0j kod tavolsagat. Ha vesziink két kodszot C'-bél, akkor vagy mindkettd az eredeti kodnak az eleme,
vagy mindkett6 a komplementer kodbdl van, és ekkor a tavolsaguk azonos az eredetijiik tdvolsagaval,
igy az ilyen kodparok tavolsaganak minimuma azonos az eredeti kod tavolsagaval, d-vel. Az utolsd
eset, hogy mondjuk u € C ésv € C,de u # v. v € C-b8l Vv € C, mig u # v azt jelenti, hogy 0 # u +
v=u+V+1,vagyisu+ v # 1. A két kodszo tavolsaga

n n n

d(u,V): z 1= Z 1=n- Z 1=n—d(u,\7).
i=1 i=1 i=1
Uj#V; u;i=(¥); u#();

Ez az érték biztosan nagyobb, mint 0, ugyanis kikotottiik, hogy a két kodszo kiilonbozd, igy viszont
d(u, v) < n, tehat az ilyen tavolsagok maximuma is kisebb, mint a kodszavak hossza, n. Ezekb6l az
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eredményekbdl azt kapjuk, hogy d’ = min{d,n — Jhax C{d (u,v)}; lesz az Gjonnan szerkeszett, no-

u+v
velt kod tavolsaga.

Ha C linearis, és C N C # @, akkor C = €. Ha ugyanisu € C n C, akkoru € C ésu € C, az utob-
bibol U € C, és a linearitasbol 1 = u + U € C, majd ismét a linearitdsbol tetszéleges V € C-re v.=1 +
v € C,azaz C S C. De ugyanigy kapjuk azt is, hogy C € C, tehat valoban igaz, hogy C = C. ACNC #
@ feltétel ekvivalens azzal, hogy 1 € C, hiszen a kod linedris, tehdat 0 € C, vagyis 1 € C mindig igaz.
Azt latjuk tehat, hogy egy linedris binaris kod esetén vagy 1 € C, és ekkor C = C,vagy C N C = @,. Az
elsé esetben C U C = C, tehat a komplementalassal nem valtozik a kod. A méasodik esetben viszont
M' =2M (vagy, mivel a kod linearis, ezért k' = k + 1), és ekkor a ndvelt kod tavolsaga d' =

min {d, n-— max{w(u)}}.
uec
Linearis kod esetén, amennyiben a kod a teljes tér valddi altere, akkor az el6bbi konstrukcid alta-
lanositasaként eljarhatunk gy, hogy egy u € Fg \ C vektorral képezziik a C' = [C, u] generatumot. Az
igy kapott kéd az eredetinél pontosan eggyel nagyobb dimenzidji kod lesz.

Torlés (expunging, expurgating, throwing away codewords). Ez az el6bbi ndvelés parja: kodsza-
vakat hagyunk el. Sziikebb halmaz minimuma nem kisebb, mint az eredeti halmazé, tehat ha marad a
kodban legalabb két elem, akkor tdvolsaga nagyobb, vagy egyenld, mint a kiinduld koéd tavolsaga volt.
A csoporttulajdonsagrol és a linearitasrdl ismét semmit nem lehet altalanosagban mondani

Torlés(n, M, d; n', M’', d")
n'=n
M <M
haM' > 1
d >d
elagazas vége
Torlés vége.

Egy alkalmazésa a konstrukcionak, amikor egy bindris kodban csak a paros sulyu kodszavakat
hagyjuk meg. Ha egy binaris kod linearis, akkor vagy minden kodszo paros sulyu, vagy pontosan a
kodszavak fele ilyen tulajdonsagu. Legyen ugyanis u és v két kodszo. Mivel

w(u+v) —Z(u ®v;) —Z(ul+vl 2u;v;) =iul+§n:vi—2iuivi

i=1 i=1 i=1

= w(u) + w(v) — 2 Z w; = wu) + wv) (2),

ezért a paros sulyt koédszavak részcsoportot képeznek (ezek halmaza nem {ires, mert a nullvektor sulya
paros). Az 0sszefliggésbol az is latszik, hogy két kodszo kiilonbsége akkor és csak akkor eleme a rész-
csoportnak, ha a salyuk paritdsa megegyezik, igy valamennyi paratlan sulyu kodszo, ha van, azonos
mellékosztalyban van az el6z6 részcsoport szerint. De egy részcsoport szerinti mellékosztalyok szamos-
sdga azonos, igy ha van paratlan sulyt kodszo, akkor pontosan a kodszavak fele ilyen. Ez tehat azt
jelenti, hogy ebben az esetben a csokkentéssel a kod mérete a felére, és a dimenzidja eggyel csokkent.

Nem feltétlentil binaris, de legalabb két vektort tartalmazo linearis kod esetén egy lehetséges el-
jéras, hogy a kod egy valodi alterét tartjuk meg.

Rovidités (shortening). Ez a konstrukcié a csokkentés és atsziras kombinacioja. Ha adott a C
kod, akkor ebbdl elhagyunk bizonyos kddszavakat, majd a megmaradt kodszavakat atszarjuk egy adott
pozicion. A kodszavak szama nyilvan csokken, a kodhosszlisag szintén (ez utobbi eggyel). Mi a helyzet
a tavolsaggal? A csokkentésnél nem csokken, legfeljebb nd a tavolsag, mig az atszirasnal (a specialis
esetektdl eltekintve) legfeljebb csokken, igy két ellentétes hatas érvényesiil. Ha a két mddositas kozott
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semmi kapcsolat nincs, akkor nem lehet altalanossagban megmondani, hogy hogyan valtozik a roviditett
kod tavolsaga. De ilyen altalanosan nincs is értelme a konstrukcidnak, hiszen igy ez nem tobb, mint két,
egymastol fiiggetlen eljaras egymads utani alkalmazésa. A gyakorlatban rogzitjiik a kddszavak valamely
nek a megadott pozicion 1évé komponense a megadott elemmel azonos, és végiil ezen a pozicion atszir-
juk a kodot, vagyis

C' = {(uqg, e, Upmq, Uppgy ooos Up) | (U, oo, Upmq, €, U1,y o, Up) € CB,

ahol [ a kijelolt pozicio indexe, és ¢ az S adott eleme. Most egyaltalan nem biztos, hogy csokken a
koédszavak szama, de az is eldfordulhat, hogy az 0j kod iires lesz (vagy mert az adott pozicion nem
szerepel a megadott karakter, vagy mert az eredeti szohosszusag 1 volt). Ha azonban az 0j kod legalabb
két szot tartalmaz, akkor a tavolsdga legalabb akkora, mint a kiindul6 kédé volt. Azt mar mondtuk, hogy
a csokkentés kovetkeztében a kod tdvolsaga nem csokkenhet. De az atszaras sem csokkenti most a kod
tavolsagat, ugyanis a csokkentés utan mar csak olyan kodszavak maradtak, amelyek az atszuras helyén
megegyeztek, és igy két megmaradt kodszo tavolsaga nem valtozik, ha ezt a kzos szimbolumot elhagy-
juk.

Rovidités(l, c;n, M, d;n', M', d")
han > 1 és van olyan kodszo, amelyben az [-edik pozicion ¢ all
n=n-1
M <M
haM' > 1
d >d
elagazas vége
elagazas vége
Rovidités vége.

A rovidités egy igen gyakran alkalmazott eljaras, a késobbiek soran tobbszor talalkozunk vele.
Linearis kodok esetén a roviditett kod akkor és csak akkor lesz linearis, ha vagy 0-ra roviditiink, vagy a
kod tartalmazza azt az egységvektort, amelynek egyetlen, 0-t6] kiillonb6z6 komponense az atsziras he-
lyén all. Tegyiik ugyanis fel, hogy a roviditést egy nullatol kiillonb6zo c-re végezziik, és az egyszerliség
kedvéért az utolso poziciora torténik a rovidités. Ha u és v eleme a roviditett kodnak, akkor benne kell,
hogy legyen u + v is, vagyis az eredeti kddban benne volt uc, vc és (u + v)c, tovabba a linearitas
kovetkeztében uc + ve = (u + v)(2c¢). Ekkor viszont, ismét a linearitas miatt, az eredeti kodnak eleme
(u+ v)(2c) — (u+ v)c = 0c, és mivel ¢ # 0, ezért c~1(0c) = Oe is (vagyis ebben az esetben az ere-
deti kod tavolsaga 1).

Amennyiben egy linearis kodot nem 0-ra roviditiink, és a roviditett kod is linearis, akkor az el6b-
biek szerint a kiindul6 kod tartalmazza e(®-et, ahol I a révidités pozicidja. Ebbél viszont az kovetkezik,
hogy barmely olyan u vektorral egyiitt, amelyben az elhagyott pozicion c all, a kodnak eleme u — ce®
is, amely mindeniitt megegyezik u-val, kivéve a rovidités helyét, ahol viszont 0 all. Mivel ez forditva is
igaz, ezért ez azt jelenti, hogy c-re réviditve a kodot ugyanazt az eredményt kapjuk, mintha 0-ra rovidi-
tettiink volna, igy ha roviditéssel linearis kodbol linearis kodot akarunk kapni, akkor elegend6 0-ra ro-
viditeni.

Nézziik meg, hogy mi lesz a roviditett kod generator- és ellendrzé matrixa, feltéve, hogy mind az
eredeti, mind az 01j kod linearis. Az eldbbiek szerint feltehetjiik, hogy 0-ra roviditiink az [-edik pozicion.
Két eset lehetséges: vagy mindegyik kodszoban 0 all ezen a helyen, és akkor a rovidités egyszeriien csak
egy atszuras, vagy pontosan a kodszavak g-adrésze marad meg (ami ekvivalens azzal, hogy a dimenzid
eggyel csokken). Az elsd esetet mar megtargyaltuk az atszarasnal, igy most a masik esetet nézziik. Mivel
az l-edik pozicion nem csak 0 all, ezért a generatormatrixban van legalabb egy olyan sor, amelynek [-
edik komponense kiilonbozik 0-t6l. Egy ilyen sor megfelel6 konstansszorosait levonva a tobbi sorbol,
ismét a kod egy generatormatrixat kapjuk, amelyben az eldbbi sor kivételével minden mas sor [-edik
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komponense 0. Mivel generatormatrix sorai linedarisan fiiggetlenek, ezért az atszaras helyén 0-t tartal-
mazo sorok is linedrisan fiiggetlenek, és mivel az atszuras helyén megegyeznek, ezért elhagyva az [-
edik komponenst, az atszirt vektorok is linearisan fliggetlenek. Az ezen vektorok altal generalt tér azo-
nos azzal a térrel, amelyet az atszaras el6tt kapott vektorok generatumabol kapunk, az [-edik, mindeniitt
0-bol 4ll6 pozicio torlése utan, igy megkaptuk a roviditett kod generatormatrixat. Ezek utan az ellen6rz6
matrix meghatdrozasa is konnyti. Mivel atszuras el6tt az j generatormatrix valamennyi soraban a rovi-
dités helyén 0 allt, és ezeket a vektorokat az eredeti kdd ellen6rzé matrixdnak barmely soraval szorozva
0-t kapunk, ezért H-bol elhagyva az l-edik oszlopot, az igy kapott matrix tetszdleges sorat a roviditett
kod generdtormatrixdnak barmely sordval szorozva szintén 0-t kapunk, ami, figyelembe véve a dimen-
ziokat is, mutatja, hogy ez a matrix lesz a roviditett kod ellendrzé matrixa. Mindezt egybevetve az at-
szurasnal mondottakkal, igazoltuk az alabbi tételt.

6.2. Tétel

Egy legalabb kétdimenzids térben értelmezett C linedris kod esetén C és C1 egyikének 4tsziirasa
az l-edik pozicion ekvivalens a masik kod [-edik pozicion 0-ra val6 roviditésével.
A

Hosszabitas (lengthening). Ez az eljaras a rovidités megforditasa, vagyis egy kiterjesztés és egy
novelés egymads utani végrehajtasa, igy a tulajdonsagai kdnnyen megadhatdak.

Direkt 6sszeg. Ez a konstrukcio két kodbol hoz 1étre egy ujat. Legyen C; az S; szimbolumhalmaz
feletti (ny, My, dq)q,- és C; az S, feletti (ny, My, d3) 4, -paraméterii kod. C elemei a C; és C, szavainak
egymas mellé irasabol allnak eld, vagyis u|v alakuak, aholu € C; ésv € C,. EKkor C egy S = S; U S,
feletti kod, és max{q;,q,} < q < q; + q,. A kddszavak hossza nyilvan n = n; + n,, és a kod mérete
M = M;M,. d(uq|vq,uz|ve) = d(uy,uy) + d(vy,vy), tovabba u, |v; = u,|v, akkor és csak akkor tel-
jesil, ha u; =u, és vy =v,, ennélfogva minden olyan esetben, amikor wu;|v; # uy|vy,
d(uy|vy,uz|vy) = d(uqg,uyp) + d(vy,vp) = min{d(uy,uy), d(vy,v2)} = min{d,, d,}, igy C tavolsaga
nem lehet kisebb, mint d; és d, minimuma. De nagyobb sem lehet ennél a minimumnal, ugyanis az elsé
koédban van olyan kodszopar, amelynek a tavolsaga pontosan d; és a masodik kddban olyan par, amely-
nek a tavolsaga d,, ezért az 0j kodban is lesz olyan kodszopar, amelynek a tavolsaga az el6bb megadott
érték barmelyike, tehat az dsszetett kdd tavolsaga pontosan a két kod tavolsaganak a minimuma.

Direkt_osszeg(n, My, dy, 4, Ny, My, d5, q5, G;n, M, d, q)
n=n,+n,
max{q1, 42} <q=q1+ @2 — < q1 + q;
M = MM,
ha min{M,;, M,} > 1
d = min{d,, d,}
kiilonben ha M; > 1

d = dl
kiilonben ha M, > 1
d = dz

elagazas vége
Direkt_osszeg vége.

Azonos karakterisztikaju test f616tt linearis kodok direkt dsszege is lineéris, a konstrualt kod pa-
raméterei, ha az eredeti két kod [nq, kq]gq, - illetve [n,, k,],, -paramétert, [ny + ny, kq + kz]p[sl,sz], ahol

q1 = p*, q; = p%2, p a két test kozos karakterisztikaja, és az indexben a szogletes zardjel a legkisebb
koz06s tobbszordst jeloli. A kod generator- illetve ellenérzé matrixa

G, 0(k1,n2) H, 0(”1—k1rn2)
G= 0(k2,n1) G, H= 0(nz—k2rn1) H, ’
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u, u + v konstrukeié. Két azonos karakterisztikaju test f616tt definialt linearis kodbol képeziink
egy U linearis kodot a kodok direkt 6sszegéhez hasonloan, azzal az eltéréssel, hogy a kod masodik
részében nem egy C,-beli kddszoé all, hanem ehhez még hozzdadjuk az elsd részben alld C;-beli kodszot.
Amennyiben a két kod hossza kiilonb6z0o, akkor a révidebben a kodszavakat balrél megfeleld szamt
nullaval egészitjiik ki a kod masodik részéhez. Az 0j kod a két kod elemeit tartalmaz6 legsziikebb test
feletti kod, a kodszavak hossza n = n, + max{n,, n,}, és dimenzidja a két kod dimenzidjanak Gsszege
lesz. Még meg kell hatarozni az 0j kod tavolsagat. Ha mindkét kdd csak a nullvektort tartalmazta, akkor
ez igaz az uj kodra is, a kodnak nincs tavolsaga. Ha az els6 kod nulldimenzids, de a masodik nem, akkor
az 1j kod kodszavai csak annyiban térnek el a masodik kod kodszavaitol, hogy mindegyik elején lesz
egy n, hosszusagu nullstring, igy a kod tavolsaga azonos lesz a masodik kod tavolsagaval. Amennyiben
a helyzet forditott, tehat az elsé kod legalabb egydimenzids, de a masodik kod csupan a nullvektort
tartalmazza, akkor most egy olyan kodot kapunk, amelynek a kodszavai dadognak, mert az eredeti kod
kodszavait kétszer egymas mellé irjuk. Ebbdl az kovetkezik, hogy most a kod tavolsdga az els6 kod
tavolsaganak a kétszerese. Végiil vizsgaljuk meg azt a (normalis) esetet, amikor mindkét kod legalabb
egydimenzids. Mivel mindegyik kod linearis, ezért a tavolsag helyett nézhetjiik a sulyokat, és tudjuk,
hogy a kod minimadlis tavolsaga a minimalis sulyt nem nulla koédszé sulya. Egy kddszo6 akkor és csak
akkor nulla az 4j kodban, ha mindkét kiindulé komponense a nullvektor, ezért azon u|u + v kddszavak
sulyat kell vizsgalnunk, amelyekben u és v legalabb egyike nem nulla. Ez a halmaz két részre particio-
nalhat6: az egyikben vannak azok, amelyekben v = 0, mig a masikban a tobbi vektor. A sulyokra alta-
lanosan teljestil a w(uju + v ) = w(u) + w(u + v) egyenléség. Amennyiben v = 0, akkor w(u|u +
v) =w(u) +w(u) = 2w(u), és mivel most v = 0, ezért ha az Osszetett kod kddszava nem nulla,
akkor u # 0, igy w(u|u + v) = 2w(u) > 2d;. A masik osztalyban v # 0. Ekkor

wuju+v)=w)+wl+v)=w() + |w(v) —w(u)|
>w) +wlv) —w) =w(v) >d,,

tehat a két eredménybdl d = min{2d,, d,}. Ugyanakkor ha u; és v, olyan C;- illetve C,-beli kodszo,
amelynek a sulya rendre d; és d,, akkor w(uy|u; + 0, ) = 2d;, w(0,]0; + v, ) = d,, ezért a kod
tavolsaga nem nagyobb a 2d; és d, minimumanal, és igy a kod tdvolsaga pontosan ez a minimum.

u_u + v_konstrukcio(n,, kq, d1, q1, N2, ko, do, g2;n, k, d, q)

q — p[slrSZ]
n =n, + max{n,,n,}
k = kl + k2

ha min{k,,k,} > 0
d= min{Zdl, dz}
kiilonben ha k; > 0

d = Zdl
kiilonben ha k, > 0
d = dZ

elagazas vége
u_u + v_konstrukeié vége.

A kod generatormatrixédhoz a két generadtormatrixot azonos hosszal kell megadni, amit Ggy érlink
el, hogy a kisebb hosszusagl kod matrixat példaul jobbrol nullakkal egészitjiik ki. Ezzel a kiegészitéssel
G G

G; = (G; 0%en—m) ahol n = max{n,,n,}, i € {1,2} és G = <0(k2'n1) G

). A kod egy ellen6rzé mat-

. H, 0M1i—kun) ~ ~
rixa H = Hl” H! , ahol H, = (H, 0(M2—kan—n2)y HY = (H, 0(M2—kz2n-12)) 45 H, a H,
—i12 2

elsé, min{n,,n,} szamh oszlopat tartalmazo matrix, mert HG” = 0.

Maradékkéd (residual code). Ez a konstrukcid is linedris kodbol allit el6 ) kodot. Legyen az
[, k, d],-paraméterii C linedris kodban k > 1és (1 + q—il) d < n,tovibba 0 = uegy (1 + q—il) d-nél
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kisebb w sulyt kodszo. Az eredeti koddal ekvivalens kodot kapunk, ha Gigy rendezziik at az oszlopokat,

crer

végziink, ha ezen bal sz¢élsé w oszlop mindegyikét egy olyan nem nulla konstanssal szorozzuk, hogy u-
ban valamennyi nem nulla elem az egységelem legyen, ezért eleve tegyiik fel, hogy van a kodban ilyen
minimalis sulyd u kodszo. Irjuk a tér v = vg ... vy,_1 vy ... v, vektorat vT = v Ty alakban,
ahol v®' = vy vy, 1 ésvDT =1, v, ekkoru®’ = e .. eésu®’ = 0...0. Nem nulla vektor

w n-w
kiegészithetd bazissa, igy van a kddnak olyan bazisa, amelyben szerepel u, tehat olyan generatormatrixa,

ew T gn-w)T

G®» W

Legyen C’ a GY) altal generalt kod. Megmutatjuk, hogy C’ egy [n —w, k — 1,d'];-paraméterii kod,
, 1

ahold’ > d — [(1 - E) wJ.

amelynek elsé sora u’, azaz G = ( ), ahol e®) a csupa e-bol allé w-dimenzids vektor.

T T
A kod hossza nyilvan n — w. Vegyiik G utolso k — 1 soranak valamely v7 = v®)" v()" nem
trivialis linearis kombinacidjat. Mivel a testnek g eleme van, a test egy-egy eleme a w-komponensi

v®)_ben 4tlagosan %—szor fordul eld, igy van a testnek legalabb egy olyan eleme, amely legalabb [g]—

szor szerepel. Legyen ez az elem c, és nézziik aw = v — cu vektort. Ez szintén a generatormatrix sora-

crer

W, = v, — cuy = ¢ — ce = 0, igy W elsé w poziciojabol legalabb [g] helyen 0 4ll, tehat w®-ben leg-

feljebb w — [g] = Kl — %) WJ helyen van 0-t6l kiilonb6z6 elem. Ha egy kodszo nem a nullvektor, ak-

crcr

d—|(1- %) w| nullatdl kiilonbzo elemnek kel lennie. |(1 - %) w| < (1- %) w<d, igy d—
Kl - %) WJ > 0, vagyis w) nem 0, és a sulya legaldbb d — l(l - %) WJ. Ez tehat azt jelenti, hogy

G sorai linearisan fiiggetlenek, tovabba C' egy k — 1-dimenziés kéd, és a tavolsaga legalabb d —

[(=3)wl
Specialis esetként legyen w = d, ekkor d — l(l - %) WJ =d— l(l — %) dJ = E], ¢és most a ka-

pott maradékkod egy [n — d, k — 1,d'],-paraméterti kod a d’ = [g] tavolsaggal.
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7. Kédolasi korlatok

A kodolasi korlatok a kéd harom paramétere, nevezetesen a kddszavak n hossza, a kod M mérete
és d tavolsaga kozotti kapcsolatra mutatnak ré, arra, hogy ha koziiliik kett6t megadunk, a harmadik mar
nem vehet fel tetszéleges értéket. A f6 probléma az, hogy nagy kodsebességhez és kis hibavaloszinti-
séghez a Shannon-tétel szerint hossz( kodszavakra, azaz nagy n-re, és minimalis tdvolsagu dekodolas
esetén nagy kodtavolsagra, tehat nagy d-re van sziikség, am ez a két feltétel ellentmondd: ha nagy a kod

tavolsaga, akkor az 0sszes lehetséges szonak csak kis része hasznalhato kodolasra, vagyis kicsi lesz pe

é¢sazR=n"1! log, M kodsebesség, ahol g a kddol6 szimbolumok szdma.

A tovébbiakban tobbszor lesz sziikségiink egy adott szotdl legfeljebb t tavolsagra 1évo szavak
szamadra, ahol t tetszéleges nemnegativ valos szam. Ezt az értéket V, (n, t)-vel jeloljik. A V jeldlés azt
fejezi ki, hogy ez az érték mintegy az adott sz6 mint kdzéppont koriili t sugarti gomb ,,térfogata”. Ha
adott egy u € S™ sz6, ahol S a szimbélumok halmaza, és n > i € N, akkor (g — 1)’ olyan sz6 van S -
ben, amely régzitett i szdmu pozicidban kiilonbozik u-tol, hiszen ezen pozicidok mindegyikén S barmely
eleme elofordulhat, kivéve azt az egyet, amely u-ban az adott helyen all. Ebbol kovetkezik, hogy

Lt

o => (1) @-1,

=0

feltéve, hogy n > t € Ry, mig V;(n,t) = q", han <t € R.

Egy masik, tobbszor hivatkozott kifejezés a kodsebesség lesz, amelyet korabban mar definialtunk:
egy (n, M),-paramétertii kod sebessége R = nt log, M. Innen kozvetleniil kapjuk, hogy egy n-hosz-

szusagu kodszavakbol allo, R kédsebességii kodban a kédszavak szama M = ™%,

A tovabbiakban S jeldli a kodolo szimbolumok halmazat, g az S elemeinek szamat, amelyrdl
feltessziik, hogy legalabb 2, n a kddszavak hosszat, amely minimum 2, és d a kod tavolsagat, amely
szintén legalabb 1, tovabba M > 1, ahol M a kddszavak szama.

7.1. Definicié
Az (n, M, d),-paraméterii C kod

e maximailis, ha nincs olyan (n, M’,d") ;-paraméterii C’ kod, amely valodi részként tartal-
mazza C-t, és amelyre d’ = d;

e optimilis, ha M = max{M'|3C": (n, M’, d)q kéd}, vagyis C a leheté legnagyobb méretii n-
hosszusagu, d-tavolsagh kod. A q szimbolummal felirhatd, n-hosszusagh és d-tavolsagu
optimalis kod méretét A, (n, d)-vel jeldljiik.

A

Ha u és v a C két olyan eleme, amelyre d(u,v) = d(C), és C < C', akkor u és v C'-ben is benne
van, igy d(C") < d(u,v) = d(C), tehat a maximalis kodnal d’ = d helyett irhato d’ = d is.

Egy optimalis kod nyilvan maximalis is, de ez forditva nem igaz. Legyen példaul

¢ = {0000,0101,0110,1011,1100} < {0,1}*.
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Ez egy (4,5,2),-paraméterii maximalis kod. A maximalitast belathatjuk ugy, hogy a kodban nem sze-
repld 4-hosszasagu binaris sorozatok mindegyikéhez van a kodban olyan szo, amely legfeljebb csak egy
helyen kiilonbozik a kivalasztott sz6tol, de a kovetkez6 modon is. 0000-t6l legalabb 2-tavolsagra 1évo
szavak legalabb két 1-est tartalmaznak. Azok a pontosan két 1-est tartalmazé szavak, amelyekben a
masodik pozicion 1 all, benne vannak a kodban. Ha viszont egy 2-stlyu sz6 ezen a pozicion 0, akkor
csak gy kiilonbozhet legalabb két helyen az 1011 kodsz6tol, ha a harom 1-esbél legalabb kett6 0, de
ekkor az igy kapott sz0 stilya legfeljebb 1, tehat nem lehet kodszo. Az 1111 csak 1 tavolsagra van 1011-
t6l, tehat szintén nem szerepelhet a megadott kod bévitésében. Végiil ha a nem kodszo v sulya 3, akkor
2-sulyt kddszotol vett tavolsaga 1, igy ilyen v-vel sem bdvithetd a kod. Ugyanakkor C nem optimalis,
hiszen példaul C = {aaaa, aabb, abab, abba, baab, baba, bbaa, bbbb} is 4-hossziisagh és 2-tavol-
sagu, 2 szimbolummal felirt kod, és a kddszavak szama 8. Az ennek a fejezetnek egy késobbi részén
ismertetett Singleton-korlat alkalmazasaval belathat6, hogy ez a kdd optimalis, vagyis két szimbdolum-
mal legfeljebb nyolc sz6bdl allhat egy kod, ha a tavolsaga 2.

Ezek utan ratériink a korlatok ismertetésére. Nézziik el6szor a , trivialis” korlatokat.

Az elsd korlat a legkisebb tavolsagu kédra vonatkozik. Legyen C = S™, ekkor C egy (n,q")4-
kod, hiszen |S™| = [S]™* = q™. q > 1 ésn = 1 kovetkeztében M = q™ = q > 1, és két kiilonboz6 sz6
tavolsaga legalabb 1, igy barmely legalabb két elembdl allo kod tavolsaga minimum 1. Ugyanakkor a
teljes halmazban van két olyan szd, amely pontosan egy helyen, mondjuk az elsé pozicion kiilonbozik,
tehat a kod tavolsaga legfeljebb 1, vagyis d pontosan 1. Mivel g szimbolummal legfeljebb g™ sz6 irhatd
fel, ezért C optimalis n-hosszasagu, 1-tavolsagu kod, és

A,(n, 1) =q™

Most a legnagyobb tavolsagn kédokat nézziik. Tegyiik el6szor fel, hogy C egy (n, M,n),-para-
métert kod. Ekkor a kddhoz tartozo barmely két kiilonb6z6 sz6 mindegyik pozicidban, tehat az elsében
is kiilonbozik egymastol. De ilyen sz6 legfeljebb g darab lehet, hiszen a kiilonb6z6 szimbolumok szama
q, tehat g-nal tobb sz esetén legalabb kettd megegyezik ezen a pozicion. Ebbol kovetkezik, hogy
Aq(n,n) < q. A masik irdnyhoz vegyiik az S halmaz tetszéleges n (nem feltétleniil kiilonboz6) permu-

s

tacijat, és legyen ¢ =i € N*-ra és n = j € N*-ra ) (i) az S i-edik eleme a j-edik permutaciéban.
Ekkor az u®" = 7@ (@) ...m™ (i) vektorok szama q, és ha a k és | # k pozitiv egészek egyike sem
nagyobb g-nal, akkor barmely 1 < i < n egészre 19 (k) = @ (1), igy d(u(k), u(l)) =n, és aq darab
u-bél all6 kod tavolsaga n, vagyis Ay(n,n) = q, igy a korabbi ellenkezé irdnyu relacioval egyiitt

Aq(n,n) = q.
Binaris kodokra érvényes a kdvetkezo korlat:
A,(n, 2k +1) = A,(n + 1,2k + 2).

Ez azért igaz, mert a kodkonstrukcioknal lattuk, hogy akkor és csak akkor létezik n-hosszusagu, 2k +
1-tavolsagl binaris kéd, ha van n + 1-hosszusagu, 2k + 2 tavolsagi bindris kod, igy ez igaz a legtobb
kodszobol allo megfelel paraméterti kodokra is.

Most kiilonboz6 tavolsagu optimalis kodokat hasonlitunk 6ssze. Ekkor

diy <d, > A;(n,dy) = Ag(n, dy).

Legyen ugyanis C, egy (n, M, d,)4-kod. Ekkor van a kddban olyan u és v kddsz6, amely pontosan d,
helyen kiilonbozik. Valasszunk ki ebbdl a d, pozicidobol tetszoleges, de rogzitett d, — d; helyet, és
szarjuk at a kddot ezeken a poziciokon. Az Gj kodban, C-ben, az u-bol és v-bol kapott kodszo d, —
(d, — d;) = dy > 0 helyen tér el, és barmely mas kodszoparban is legalabb ennyi az eltérések szama,
amibdl kovetkezik, hogy egyrészt az 0j kod mérete azonos az eredeti kod méretével, masrészt az uj kod
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tavolsaga d,, igy C egy (n — (d; — dy), M, dy) 4-kod. Most legyen u az S szimbolumhalmaz tetszéleges
eleme. Terjessziik ki C-t oly modon, hogy minden sz6 végére irjunk d, — d; darab u-t, és legyen az igy
kapott kod C;. C1-ben a kodszavak hossza n, a kodszavak szama M, és mivel valamennyi kodszot ugyan-
azon toldalékkal egészitettiik ki, a kodszavak tavolsaga, tehat maganak a kddnak a tavolsaga sem valto-
zott, igy C; egy (n, M, d,) q-paraméterti kod, ami mutatja, hogy ha létezik (n, M, d,),-paraméterti kod,
akkor biztosan létezik (n, M,d;),-paraméteri kod is. De Agz(n,dq) = M, és mivel ez barmely
(n, M, d) 4-kod esetén igaz, igaz akkor is, amikor C, optimdlis, vagyis amikor M = A,(n,d;), igy
A,(n,dy) =2 M = Ag(n,dy).

A masik dsszehasonlitasban a kodszavak hossza tér el. Ebben az esetben
A,(n+1,d) < qA;(n, d).

Vilasszunk ugyanis egy (n + 1, M, d) -paraméterii C kédot. A kdédszavak szama M, az alkalmazott
szimbolumok szama q, igy van olyan u € S, amely a kodszavak els6 betlijeként legalabb %—Szor fordul
el6. Roviditsiink az elsé pozicion erre az u-ra. Az uj kod (n, M’, d") 4-paraméterii, ahol M' > % ésd' >
d. Ez barmely (n + 1, M, d),-kod esetén igaz, igy akkor is, amikor C optimlis, vagyis amikor M =
Ag(n+1,d), tehat A;(n,d) 2 A;(n,d) =2 M' = %Aq (n+ 1,d), és innen atszorzassal kapjuk az alli-

tast.

Most nézziink tovabbi korlatokat. Ezek egyrészt also, masrészt felsé hatart adnak adott hosszi-
sagu és tavolsagu kodok méretére. A felso hatar azt jelenti, hogy a megadott hosszisaggal és tavolsaggal
maximum hény kodszot tudunk kivalasztani, az azonban egyaltaldin nem biztos, hogy létezik is ilyen
kod, vagyis a korlatok nem adnak garanciat arra, hogy ez a maximum ténylegesen elérhetd. Ugyanakkor
az alsé korlat azt garantalja, hogy mindig lehet talalni ennyi kodszobol allo, a megadott hosszusaggal és
tavolsaggal felépitett kodot. Elséként egy alsé korlatot adunk.

Varshamov-Gilbert korlat. Ennek két valtozatat szokas megadni.

1.
qn
A >

Ez az elso alak tetszdleges szimbolumhalmaz esetén érvényes. A korlat azt mutatja, hogy mindig
n
WD
d. Legyen ugyanis C egy (n, M, d) ;,-paraméter(i maximélis kod. A kodszavak koriili d — 1-sugart gom-
bok unidja lefedi S™-t. Ha nem igy lenne, akkor lenne olyan u € S™, amelynek barmely kodszotol valo
tavolsaga legalabb d. EKkkor viszont u hozzavehetd C-hez ugy, hogy az 0j halmaz barmely két elemének
tavolsaga minimum d, vagyis egy (n, M + 1, d) ;-paraméterti, a C-t tartalmaz6 kodunk lenne, ami lehe-
tetlen, hiszen € maximalis kod. Ebbdl kovetkezik, hogy a gdmbok térfogatainak dsszege legalabb ak-
kora, mint S™ térfogata, vagyis q™. De valamennyi gémb térfogata V;(n,d — 1), és dsszesen M gomb
van, tehat a gdmbok térfogatanak egyiittes dsszege MV, (n,d — 1) = q", ahonnan atosztassal kapjuk,

q
hOgy Aq(n, d) =M= m.

kivalaszthat6 legalabb sz6 S™-bol tigy, hogy barmely két kiilonb6z6 sz6 tavolsdga minimum

2. A masik valtozat linearis kodok méretére ad als6 hatart, igy q primhatvany. A korlat szerint
haegy ! € N-re
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ahol 2 < d < n, akkor van [n, I, d],-paraméterii kod. A bizonyitashoz felhasznaljuk, hogy ha egy F,
folotti (n — 1) X n-méretii, n — [-rangt H matrix barmely legfeljebb d — 1 oszlopa linearisan fiiggetlen,
akkor H egy [n,l,d'],-kod ellen6rz6 matrixa, ahol d’ > d, igy elég megmutatni, hogy ha a megadott
feltétel teljesiil, akkor van ilyen H matrix.

A0 <i < u < v egész szamokkal (111) < (?),ésZ <d<nesettn 0 < d — 2 <n— 1. Ekkor

a-2

qd—z — ((q . 1) n 1)(1—2 _ Z (d - 2) (CI _ 1)1’

i
i=0

d-2
n—1 AN — _ _ n—-1
<> ("T)@-v=vn-1d-2 <,

i

Il
=

ésmivelq > 1,ezértd —2 <n-—1[,azazd — 1 < n — . Azn — [-dimenziods térben van n — [ lineari-
san fiiggetlen vektor. Ha HD egy olyan (n — 1) x (n — I)-méretii matrix, amelynek oszlopai az ]Fg_l
tér linearisan fiiggetlen vektorai, akkor H™™ rangja n — I, igy az oszlopai, de akkor az oszlopaibol
kivalasztott barmely d — 1 oszlop is linearisan fliggetlen. Ha most ehhez a matrixhoz ujabb oszlopokat
adunk, akkor a matrix rangja nem valtozik. Tegyiik fel, hogy mar kivalasztottunk n — [ < j < n olyan
vektort, amelybél barmely d — 1 linearisan fiiggetlen, és HU) az ezen vektorokbél mint oszlopvekto-
rokbol all6 matrix. Legyen T azon vektorok halmaza, amelyeket a HY) oszlopaibol kivalasztott d — 2-
elem részhalmazok generalnak, vagyis azok a vektorok tartoznak T-be, amelyek eléallnak a j vektorbol
vett legfeljebb d — 2 vektor linearis kombinaciéjaként. T-ben legfeljebb Y& 2 (Jl) (g — 1)* vektor van.

Dej<n—b61j£n—1,igy(]i)g(nzl),hajZieN,tehét

a-2 a-2

Oa-vi=> ("7 Ha-Di=vo-1d-2<q

i=0

]
=]

i

Ez az egyenl6tlenség azt mutatja, hogy van még olyan vektor Fj~‘-ben, amely a HY) oszlopaibol kiva-

lasztott barmely d — 2 vektortol linearisan fiiggetlen, vagyis amelyet az elébbi j vektorbol allo HY)
métrixhoz j + 1-edik oszlopként csatolva, a kapott HU*Y) métrix barmely d — 1 oszlopa line4risan fiig-
getlen. Mivel ez j = n — 1-re is igaz, ezért igaz az allitas.

Ha q primhatvany, akkor két alsé korlatot is kaptunk A, (n, d)-re: egyrészt az 1. pontban megadott

q" , i _ _ l qa”
A,(n,d) = Va(nd=D) korlatot, masrészt ha 2.-ben k = max{l € N|q < Vq(n—l,d—Z)}' akkor van

[n, k, d] 4-kod, tehat (n,q%, d)q-paraméterﬁ kod, hiszen az F,, folotti k-dimenzios tér elemeinek szdma

n

q" q

k 7.7 k . .
q*, ésigy A,(n,d) = q*. Mindenesetre VoD < Vet-1d-2) ugyanis
a-2 d-1
_ _ _ n—1 _ i n—1 _ i
V,(n—1,d 2)_2( IC 1)<Z( A ICESY
=0 =0

d-1

<) (H@-i=vmd-n,

i=0
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q" q"
Vy(nd-1) Vy(n-1,d-2)
adott korlat szigorubb, azaz nagyobb alsé korlatot biztosit az adott paraméterii kddok méretére. Meg-
mutatjuk, hogy mindig van ilyen pozitiv egész [ (feltéve, hogy g primhatvany!), vagyis a masodik korlat
minden esetben jobb becslést ad.

Legyen1 < a és sa < b, ahol a és b valds szamok, és 1 < s € N. 1 < a, ezértvanolyanl € N*,
hogy s!™' < a < s!, és innen a < s' <sa < b. d < n, ezért Vy(n,d — 1) <V;(n,n) = q", és igy

ezért ha van olyan [ nemnegativ egész, amellyel <q'< akkor a masodikként meg-

a” __at q" - NI
Va1 >1.Haa= Va1 ésb= Vo142 akkor az 4llitas igazolasahoz elegendd belatni, hogy
a” q"

q Vo nd=D) < VoG-1d=2) vagyis hogy qV;(n — 1,d — 2) < V,(n,d — 1). Ez viszont igaz, ugyanis

d-2
an-1d-2=q) ("7 @-D
i=0
d-2 d-2
=@-0) ("TH@-v+) (*THa-v
i=0 i=0
a-1 d-2
> D@0+ (*THae-v
i=1 i=0
a-2

Eredményiink szerint tehat a linearis kodra adott masodik feltétel nagyobb alsé korlatot ad

Aqy(n, d)-re, mint az elsé, és ez a korldt nem csupéan azt biztositja, hogy van ennyi kodszobol 4llo n-
hosszlisagu, d-tavolsagn kod a g-elemii abécé f616tt, de még linearis kod is 1étezik ezekkel a paraméte-
rekkel. Ne feledjiik azonban, hogy ez csak olyan g-ra igaz, amely egy primszam pozitiv egész kitevos
hatvanya.
Ha egy (n, M, d),-paraméterii C kédban M > Vq(+;l_1),
ennyit a Varshamov-Gilbert korlat garantal, akkor C kielégiti a Varshamov-Gilbert korlatot. Ameny-
nyiben C egy kodcsalad, vagyis minden n € N*-ra C,, egy (n, My, d,,) ;-paraméterti kod, és mindegyik
C,, kielégiti a Varshamov-Gilbet korlatot, akkor C egy jo kod.

A Varshamov-Gilbert korlatot mas alakban is megadhatjuk, felhasznalva a kodsebességet. Ha
M= Vq(+;l_1), akkor V;(n,d — 1) = % = qur; = q"1~R) vagyis barmely adott g-hoz, n-hez és d-hez
l1étezik olyan kod, amelynek a sebességére teljesiil az

vagyis legalabb annyi koédszobol all, am-

R=1-n""tlog, V,(n,d—1)
egyenlGtlenség.
Attériink a fels6 korlatokra.

Hamming-korlat, gombkitoltési korlat:

67
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n

q

v, (n |22)

Valoban, egy d-tavolsagu kodban a kodszavak koré irt, g-nél kisebb t-sugara gdombok paronként

Ag(n,d) <

diszjunktak, azaz a térfogatuk Gsszege nem haladhatja meg a teljes tér térfogatat, q™-t. A legnagyobb
ilyen sugar l%], ¢s mivel a kodszavak koriili azonos sugari gombok térfogata azonos, ezért

MV, (n, IEJ) < q", ahol M a kodban 1év6 kodszavak szdma. Ez minden (n, M, d), kédra igaz, ezért
2

igaz az optimalis kodra is. Linedris kod esetén M = q* egy nemnegativ egész k-val, és ekkor a Ham-

ming-korlat alakja V], (n, l%]) < q" k.

Egy (n, M, d) ;-paraméterti C kod tokéletes, teljes vagy perfekt, ha M = illetve line-

Va(n ld )

aris kod esetén ha 1, (n, I%D = q”_k. A kod tehat akkor tokéletes, ha a kodszavak szdma a Hamming-
korlat altal megadott maximalis érték. Korabban lattuk, hogy egy [n, k, d]-kod esetén minden olyan sz0,
amelynek a sulya kisebb, mint g, mellékosztalyvezetd. De a %—nél kisebb stlyl szavak szama megegye-
zik a nullvektor koriili || -sugarii gomb térfogataval, Vg (1, |S*|)-vel, és ha a kod tokeéletes, akkor
ez g™ ¥-val, amely viszont a kod szerinti mellékosztalyok szama, vagyis tokéletes kod esetén pontosan
a %—nél kisebb sulyu vektorok mellékosztalyvezetok. Ez mas szavakkal azt jelenti, hogy ha a kod toke-
letes, akkor a %—nél kisebb sulyt hibamintak és csak ezek a hibamintak javithatoak, mas szoval a kod

kijavit, tehat helyesen javit minden olyan hibat, ahol a hibahelyek szama kisebb, mint %, és egyetlen

olyan hibat sem javit helyesen, amelyben a hibak szama legalabb %-

Péros tavolsagt kod nem lehet tokéletes. Legyen ugyanis u és v két olyan kodszo, amelyek ta-

volsaga pontosan d, ahol d a kod tavolsaga. Ha d paros, akkor van olyan w sz6, amely mindkét kod-

‘e d., . d- d-1 . s
sz0t6l pontosan > tavolsagra van. lTJ — < , igy w nincs benne sem az u, sem a v kodszo kortili

I%J-sugarﬁ gdmbben, és nem lehet benne egyetlen ¢ kodszo koriili l%] -sugari gombben sem, mert
ha ¢ # u, akkor d(c,u) > d, és d(u,w) = g felhasznalasaval a haromszog-egyenlétlenségnek a kii-
lonbségre vonatkozo alakjabol azt kapjuk, hogy

d(c,w) = |d(c,u) —d(u,w)| =d(c,u) —d(u,w) >d— g =

N

Ez viszont azt jelenti, hogy w nincs benne a kodszavak koriili l%J -sugaru gombok unidjaban, vagyis

M hatérozottan kisebb, mint a Hamming-korlatban megadott lehetséges maximalis érték, igy a kod nem
tokéletes.

Tokeéletes kod nem sok létezik, ami érthetd, hiszen a tokéletesség azt jelenti, hogy a teljes tér
egyrétiien lefedhetd azonos sugarti gdmbokkel. Mivel kevés tokéletes kod van, ezért érdekesek és fon-

) =M <

kodszavak koriili I%J-sugarﬁ gémbok nem tartalmaznak valamennyi szot, de az 1-gyel nagyobb su-

tosak az ugynevezett kvaziperfekt kodok, amelyekre vagyis amelyeknél a

garti gdmbdk mar igen. Linedris kodnal ez azt jelenti, hogy valamennyi mellékosztalyvezetd legfeljebb
l— sulyu, azaz javithato minden g-nel kisebb sulyu hiba, de nem javithato egyetlen olyan hiba sem,

amelyben a hibas helyek szama nagyobb T-nel.

Mint mar mondtuk, nem sok tokéletes kod van. Tokéletes minden Hamming-kod, amelyekkel
majd részletesen foglalkozunk, tovabba a Golay-kédok fele. Négy Golay-kod van, a [24,12,8],-para-
méterii G,,, az ebbdl atszarassal kapott [23,12,7],-paraméterii G,3, a [12,6,6]5-paraméterii G;,, és az
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2i3) = 2048 = 223-12

és V3 (11, l% ) =¥2, (11'1) 2t =243 = 31176 {gy a két atszart kod tokéletes. Bizonyithato, hogy
ha egy nem trivialis g-aris kod perfekt, ahol g primhatvany, akkor a kod paraméterei azonosak egy
Hamming- vagy egy Golay-kod paramétereivel, tovabba a masodik esetben maga a kod is ekvivalens a
megfeleld Golay-koddal, mig ha a kod paraméterei egy Hamming-kod paramétereivel azonosak, és a
kod linearis, akkor a kod ekvivalens az ugyanolyan paraméteric Hamming-koddal. Masként mondva
1ényegében véve nincs mas [23,12,7],-paraméterti tokéletes kod, mint G,3, minden [11,6,5]5-paramé-
q’-1 q"-1
q-1" q-1

ebbol tszirssal kapott [11,6,5]5-paraméterii Gy kod. V; (23, [%1 ) =28o(

ter(i tokéletes kod ekvivalenciatol eltekintve a G, kod, és minden [ -7, 3] -kod ekvivalens
q

az ugyanilyen paraméterekkel rendelkez6 Hamming-koddal. Az ilyen kodok tehat tokéletesek, de azt
nem allitottuk, hogy csupan a felsorolt kodok perfektek (azt azonban igen, hogy a kodok halmazaban
igen ritkan fordul el6 tokéletes kod).

A Hamming-korlatot is atirhatjuk olyan alakba, amelyben a méret helyett a kodsebesség all. A
megfeleld atalakitas utan kapjuk, hogy barmely kodban

R<1-n"llog,V, (n ld_1J>
= qa q\'"” 2 '

Singleton-korlat. Legyen C egy (n, M, d),-paraméterii kod. Ha ezt atszarjuk d — 1 helyen, ak-
kor még mindig legalabb egy helyen kiilonbdzik az eredeti kod barmely két kodszava, vagyis atszuras
utan is M kiilonb6zo kodszavunk lesz, és a kodszavak hosszan — d + 1. De a g szimbolummal felirhato
n — d + 1 hosszasagu szavak szama ™41, vagyis legfeljebb ennyi kiilonboz6 kodszo lehet, ahonnan
M < g™ 1, és mivel ez barmely (n, M, d) ;-kodra igaz, ezért

Ag(n,d) < g™t
A kodsebességet tartalmazo alak most ugy szol, hogy
R<1-n"1(d-1).

A 7.1. Definici6 utan a 63. oldalon megadott példaban a masodik kéd (4,8,2),-paraméterii volt,
és 2472%1 = 8 vagyis a kod valoban optimalis.

Linedris kod esetén a Singleton-korlatot az M = q* dsszefiiggéssel kapjuk: g* < q™~%*1, vagyis
barmely [n, k, d],-kodban

k<n-d+1,
vagy atrendezés utan
d<n-k+1.

Ezt a korlatot masként is megkaphatjuk: ha a kod [n, k, d],-paraméterti, akkor az ellenérzé mat-
rixaban barmely d — 1 oszlop linedrisan fiiggetlen, vagyis a matrixban van d — 1 lineérisan fliggetlen
oszlop, a matrix rangja legalabb d — 1. De a rang nem lehet nagyobb a sorok szdmanal, jelen esetben
n —k-nal,igyd — 1 < n — k,ahonnand < n — k + 1. Az olyan linearis kodot, amelyben a Singleton-
korlat egyenl6séggel teljesiil, vagyis amelyben d = n — k + 1, maximalis tavolsagu kodnak, vagy
MDS-kodnak neveznek, amelyekkel késobb részletesen foglalkozunk.

Plotkin-korlat. Tekintsiink ismét egy (n, M, d),-kodot. Vegyiik a kodszavakbol alkotott rende-

zett parokat, és adjuk 6ssze ezek tavolsagait, ekkor T = Y cc Yvec d(u, V). Barmely u és v # u kod-
szoparra d(w,u) =0 és d(u,v) = d, ezért T = Yyec Ywecd(,v) = ¥M YM1q = M(M - 1)d.
Most T értékeét feliilrdl is megbecsiiljiik. Rendezziik sorba az S szimbolumhalmaz elemeit, és indexeljiik
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(")ket a sorrendnek megfeleléen 1-t6l g-ig. Jelélje kl J azt a szérnot ahényszor aj- edik szimb(')lum a

crer

hogy mely p021010k0n tértek el, és ezek szamat 0sszegeztiik. De eljarhatunk gy is, hogy el6szor csak
az els6 pozicidt vizsgaljuk, és meghatarozzuk, hogy ezen a pozicion Osszesen hany eltérés van, majd
egymas utdn ezt minden pozicidra elvégezziik, és 6sszeadjuk az egyes pozicidkon kapott eltérések sza-
mat. Az i-edik pozicion k; ; (M —k; ]-) eltérd par van (mindegyik part mindkét sorrendben szamolva).
Ha ugyanis kivalasztjuk S j-edik elemét, akkor ez az adott pozicion k; j-szer fordul eld, €s kiilon-kiilon
mindegyik eléfordulas akkor és csak akkor tér el egy masik kodszo ezen pozicion allo szimbolumatal,
ha ez nem a j-edik szimbolum. De 6sszesen M sz6 van, ebbdl k; j-ben ugyanaz a szimbolum 4ll, vagyis
M — k; ; olyan sz6 van, amely a kivélasztott sz6tol eltér az i-edik pozicion. Osszefoglalva tehat T =

LYl ki j(M — k). Mivel valamennyi i indexre Y7 k;; = M, ezért az elébbi osszeg T =

(D% U(M kij) =nM* =Y B k?;. T akkor a legnagyobb, ha az egyenlet jobb oldalan
allé Y-, Z osszeg a legklsebb Az osszeg mmden tagja pozitiv, igy akkor kapjuk a minimumot,
ha mlndegylkuk a lehetd legkisebb. Nézziik ugyanis Y1_, t2-et, ahol t; valés szam és az sszegiik m.
Legyen t=—¢st; =t+u;. Ekkor Yi_ju; =X (t; —t) =Xl t; —rt =m —m = 0, tovabba

th= 1(t +u)? =rt? + 2t N u + Yo uf = rt? + Y1, u? > rt?. A jobb oldali osszeg
masodik tag]aban minden elem nemnegativ, igy a legkisebb értéket akkor kapjuk, ha valamennyi i-re

2
t,=t= E és a minimalis érték Zl  t? 1 (E) = m—. A most kapott eredményt az eredeti 0sz-

2
szegre alkalmazva T=nM?-Y% 2] klzj <n (M2 M7) =nM?9,ahol9 =1 — 2.
A T-re kapott also és fels6 korlat egybevetésébdl azt kapjuk, hogy M(M — 1)d < nM?9. M-mel
egyszertsitve és atrendezve M (d — 9In) < d. Most kossiik ki, hogy d > In. Ezzel a feltétellel d — In
pozitiv, tehat osztva vele az egyenlétlenség irdnya nem valtozik, vagyis M < ——

kédra is igaz, tehat ha d > 9n, akkor

T ¢és ez az optimalis

A (nd) <
a(nd) < T—o.

Ez az egyenldtlenség a megadott feltétellel a Plotkin-korlat.

Binaris kodra a Plotkin-korlat szigorithato:

A,(n,d) <2 [Zd —nJ'

Ha q =2, akkor 9 = 1 — =, tehat az eredeti korlatbol A,(n,d) < 2%. Mivel A, (n,d) egész

szam, ezért még az is igaz, hogy A,(n,d) < lZ %J. De barmely a valds szamra 2|a] < 2a, és mivel
a bal oldalon egész szam all, ezért 2|a| < [2a], igy a most bizonyitandd binaris korlat valoban legfel-
jebb akkora maximélis k(’)dméretet ad, mint az altalanos Plotkin-korlat. Lassuk be ezt az erésebb korla-

tot. Paros M eseten i d ) lMJ < l J tehat M < 2 l—J A pératlan esethez
2d—on = 2d-n 2 2

2d—
visszatériink T-hez. Mivel M paratlan és q = 2, ezért a maximalis T-t ado kifejezésben % nem egeész.
Most azonban minden i-re csak két k; ; értékiink van, és ha az egyik k;, akkor a masik M — k;, igy most
ayht 1(k2 + (M — k;)? ) osszeg minimumat keressiik, ahol k; egész szam. x? + (M — x)? = 2x? —
2Mx + M? minimuma az 5 helyen van, €s erre a pontra a fliggvény szimmetrikus, tovabba ettdl a pont-

1ol jobbra és balra tdvolodva egyarant szigorian monoton no a fiiggvény értéke. Ekkor az St kozrefogod

két legkozelebbi egész szam, M1 gs M—+ adja a T fiiggvény minimumat az egész helyeken és barme-

lyiket valaszthatjuk, hiszen a ma51k ertek a masik szimbolum eléfordulasainak szdma. Azt kaptuk tehat,
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hogy M(M — 1)d < T < n ™20 ha g = 2 és M paratlan. M — 1-gyel osztva (M + 1) — 1)d <
n%, ebbdl atrendezés utan (2d —n)(M + 1) < 2d, és innen % < %. M paratlan, ezért M1
egész szam, ekkor % = I%J < l d J, M<M+1<2 I%J, vagyis paratlan M-re is teljestil

2d-n
az egyenlétlenség.

Most egy mas jellegili korlatot adunk. Meghatarozzuk, hogy minimum milyen hossziisagl koddal
lehet adott k-dimenzios, d-tavolsagu linearis kodot konstrualni. Ehhez a maradékkodot vessziik segit-
ségiil.

Griesmer-korlat: ha C egy [n, k, d],-kod, akkor

Lattuk ugyanis a maradékkodnal, hogy [n, k, d],-paraméterti C kodbol [n™), k — 1, d(l)]q-para-
méterti CPY kodot kapunk, aholn® =n—d =n — [%] ésdW > E]. Legyen €@ = ¢, n(® = n és
d©® = d.Hak > 2, akkor CV-b§l maradékképzéssel kapunk egy [n®, k — 2, d(z)]q—paraméterﬁ c®

d
(1) -
kodot, ahol n®@ = n( — g = 5 — O _ g g5 g@ > ["T] > [[qi]l = [qi] Hak > j € N*, akkor

CD-ben k — j pozitiv, tehat a kod tartalmaz nem nulla kodszot, amelynek a sulya, és igy a kod hossza

is pozitiv, és az eljaras megismételhetd. Indukcidval azt kapjuk, hogy n) = n — Z{;g d® s dU) >
-1 .

[d . ] > [%]. Ekkor 0 < n( = nk=D — k=1 = 5 _ $E-1 gD <y — yk-1 [%], és atrendezéssel

kapjuk az allitott egyenldtlenséget.

Most vezessiik be a § = % jelolést. Mivel innen d = &n, ezért A,(n,d) = A,(n, 6n), vagyis ez
az n-tél és §-t6l fliggd kifejezés, jeldljik Az(n,)-val. A Shannon-tételbdl tudjuk, hogy nagy kodse-
bességet és kis dekodolasi hibat hosszii kodokkal lehet megvaldsitani, ezért érdekes és fontos Ay (n, &)
aszimptotikus viselkedése. Ez indokolja, hogy bevezessiik az a,(8) = E(n_l log, Ag(n, 5)) fiigg-
vényt. Mivel A; (n, §) egy kod mérete, ezért n~*log, Ay (n, §) kodsebesség, azaz a, () a & fiiggveé-
nyében megadja az elérhet6 kodsebességek fels6 hatarat. Kérdéses még & szerepe. Tudjuk, hogy mini-
malis tavolsaga dekodolas esetén a javithato hibak szama d-vel aranyos, igy 6 = % lényegében véve az
n-hossziisagu kodszoban fellépd javithato hibak aranyat fejezi ki. Ez azt jelenti, hogy a,(8) a javithato
hibaarany fiiggvényében elérheté maximalis kodsebességet adja meg. Az a,(5)-ra az alabbiakban meg-
adott kifejezéseket aszimptotikus korlatoknak nevezziik.

Miel6tt ratérnénk az aszimptotikus korlatok ismertetésére, ismertetiink néhany ezzel kapcsolatos
dolgot. Korabban mar volt sz6 az entropiardl: ha () egy n elemi eseménybdl allo eseménytér, és az i-

edik esemény bekovetkezésének valoszintisége p;, akkor I; = —log, p; ezen esemény egyedi informa-
cidja, ahol r tetszdleges, 1-nél nagyobb valds szam, €és ha r = 2, akkor az informacio egysége a bit.
H, (1, .., Pn) = — Xi=q1 Pi log, p; az eseménytér atlagos informacidtartalma, az entropia. Lathatoan ez

a fiiggvény a pozitiv p;-ken értelmezett, &m kiterjeszthetd az értelmezés arra az esetre is, amikor egyes
i indexre p; értéke 0, ugyanis x log x-nek a 0-ban van jobb oldali hatarértéke, nevezetesen a 0. Legyen
tehat definicioszeriien I = 0, ha p = 0, igy H,, mar a nemnegativ valds argumentumokon értelmezett,
és természetesen )i, p; = 1. Amennyiben n = 2, akkor az elébbi feltétel azt jelenti, hogy p, = 1 —
p1, Vagyis p; helyett egyszeriien p-t irva az entropia ebben az esetben egyetlen valtozotol, p-tél fugg,
és ekkor azt irjuk, hogy H,(p), ahol p 1-nél nem nagyobb nemnegativ valos szam. Nézziik meg ezt a
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fliggvényt. A definici6 alapjan H,.(p) = —plog, p — (1 — p) log,-(1 — p), és szintén a definicié miatt
H,.(0) =1 = H,(1), tovabba az is konnyen lathat6, hogy H,(p) = H,(1 —p). Ez masként irva

H, G + x) =H, G - x), vagyis a fiiggvény szimmetrikus az abszcisszatengely % pontjan atmeno, és
az ordinatatengellyel parhuzamos egyenesre. A fiiggvény a (0,1) intervallumban derivalhato, és a deri-
valtja Hy.(p) = —log, p + log,(1 — p) = log, 1%’. A derivalt akkor és csak akkor 0, amikor a logarit-

musfiiggvény argumentuma 1, vagyis amikor 1%’ =1, vagyis, hap = % Mivel 0-ban és 1-ben a fligg-
vény értéke 0, és az intervallum tobbi pontjaban pozitiv, ezértap = % pontban maximuma van, tovabba

a maximum értéke H, (%) =log, 2 = 10; ésez1l,har =2, migr > 2 esetén 1-nél kisebb. A 0-ban

g2’
a derivaltfiiggvény jobb oldali hatarértéke +oo, és a szimmetria miatt 1-ben a bal oldali hatarérték —oo.
A masodik derivalt H)' (p) = — ﬁﬁ, és ez (0,1)-ben negativ, igy a fiiggvény alulrél konkav.

Természetesen a H,. fliggvény argumentuma tetsz6leges 1 = § € R{ érték lehet, nem kell, hogy
valosziniiség legyen. Ezek utan megrajzolhato a fliggvény, amelyet r = 4-re az 5. abra mutat.

0.5
g 0s 1
5
5. abra
1_
0.79
0 : .
5 0.75 1
6. abra

Sziikségiink lesz az el6bbi entropiafiiggvénybol szarmaztatott Hy: fliggvényre is: ez szintén az 1-
nél nem nagyobb nemnegativ valds szamokon értelmezett, és Hy (6) = H,.(8) + 6 log,.(r — 1), ahol
r > 1. Rogton latni, hogy H; = H,, tovabba H;(0) = 0, H; (1) = log,(r — 1), és H;(6) > 0,ha 1l >

§ € R*. A derivalt H;'(8) = H.(8) + log,(r — 1) = log, (? (r — 1)), igyad = 1— - =1 pontban

maximum van, és a maximum értéke 1. A 0-ban a derivalt jobb oldali hatarértéke ismét +oco, és 1-ben
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. I I _ i 1
a bal oldali hatarérték —oo. Hy" (§) = o7 5(1=3)
figgvény alulr6l konkav. Az r = 4 esetre a fliggvényt a 6. abra mutatja.

Hasznalni fogjuk még az alabbi dsszefiiggést, amelyet nem bizonyitunk: ha 0 < § < 99, akkor

= H,'(§) a 0 < § <1 intervallumban negativ, a

lim (™" log, V;-(n, 1n])) = H;(6).

A tovabbiakban § tetszéleges nemnegativ valos szam lehet, igy altalaban dn sem egész szam, és
esetleg 0, ezért legyen A,4(n, 0) = 1, tovabba A, (n,t) = A4(n, [t]), ahol t € Ry. Ezek utan lassuk az
aszimptotikus korlatokat.

A Varshamov-Gilbert korlatbol egy aszimptotikus also korlatot kapunk: ha 0 < § < 9, akkor
aqg(8) 21— Hy(5).

A definici6 és a Varshamov-Gilbert korlat els6 alakja alapjan ugyanis

n n

" __ q ._ 4
V,(n,d=1) Vy(n,én—1) — V;(n,|6n])

Ay(n,8) = A;(n,6n) = A;(n,d) =
ésha0 < 8§ <99, akkor

0u®) = T (1~ o8 431) i (n”* og, 7o )

. _ q" o .
> lim <n tlog, m) =1- Tlll_r)ro10(n log, V;(n,16n])) = 1 — H; (8).

n—-oo

A Hamming-korlat szerint Ag(n,d) < q—nd;lD, ¢és ebbdl némi ligyeskedéssel kijon, hogy ha
2

Va(n,

0<

NFRSH

< 9, akkor

a,(8) <1—H; (g)

Ded > % ezért ez a korlat a teljes 0 < § < 1 intervallumban érvényes.

Az aszimptotikus Singleton-korlat kénnyen megkaphat6. A korlat szerint A;(n,d) < qnatt
igy Ay(n,6) < g™ %"*1 ésinnenn~! loga Ay(n,6) <1—-6+ % A két oldal hatarértéke adja a korla-
fot:

ay(6) <1— 4, feltéve, hogy 0 < 6 < 1.

A Plotkin-korlatbdl szarmaztatott aszimptotikus korlat bonyolultabb. Ha9 < & < 1, akkor a Plot-
kin-korlat A, (n, d) < d_dm, vagyis Az (n, §) < %. A jobb oldali kifejezés értéke egy n-tdl fiiggetlen
pozitiv valds szam, igy a logaritmusa sem fiigg n-t6l. Ezt n-nel osztva a kapott érték a 0-hoz tart, mi-
kdzben n minden hatéron tal nd, igy azt kaptuk, hogy a ¥ < § < 1 tartoményban a,(5) = 0. Nézziik
ezekutdna 0 < § < 9 értékeket. Ekkor a Plotkin-korlat kdzvetleniil nem alkalmazhat6, &m némi tigyes-

kedéssel eredményre juthaunk. Legyenn’ = l%], ekkor% —-1<n' < %, ésebbdl1 <d —9In' <
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1 + 9. Tekintettel arra, hogy most% =6 <9Y,ezértn’ = [%J < % <2< n, és had > 1 (amit fel-
d- 1 9

tehetiink, hiszen kiilonben a trivialis korlatot kapjuk), akkor % -1= > 0, hiszen9 < 1, ésigy

n’ > 1 mert n’ egész szam. Réviditsﬁnk egy (n, M, d)q—paraméterﬁ C kodot egy (n M ! d )q parame—

? vagyis M < qM ’, ¢és innen 1ndukc1ova1 azt kapjuk, hogy ha n > n’, akkor lehet n — n’ kulonbozo

helyen Ggy réviditeni, hogy az eredményiil kapott C’ kédban g™ M’ > M. A rovidités sorén a kod
tavolsaga nem csokken 1gy az is igaz, hogy d' = d. C'-re alkalmazhato a Plotkin-korlat, ugyams 1=

!

1 d ' d’
n— =6 = n— > n— pTr— ¢s felhasznalva, hogy 0<d9n' < d < d’, ,—19, S
5 -<d, vagyISM’<d és 1gyM<q" ”M’<q” n'q. Akorabbankapott——1<n <t 3
egyenlotlenseget n-nel OSZtva —-—= (1 + —) <— E - l— ahonnan latjuk, hogy ha n tart a végtelen-

hez akkor tart ——hoz M < dq™ n' mmdket oldalat logarltmalva és n-nel osztva az —logq M <

= (n —-n') + —log d egyenlodtlenséget kapjuk, amelynek a jobb oldala az elébbi eredmény szerint 1 —
n n o4

1;-hoz tart. Ez fliggetlen a kod méretétdl, igy az optimalis kod esetén is érvényes, tehit a,(6) <1 — 5

Ennek a kifejezésnek 1étezik a hatarértéke, amikor & tart 9 -hoz, és 0, amely megegyezik a korabban a
Y < § < 1 esetre kapott érték jobb oldali hatarértékével, vagyis

6
<1-——,ha0 <
aq(6) S 19, ald<o<?
=0, had <§ < 1.
A fentiekben megadott aszimptotikus korlatokat g = 4 esetén a 7. dbra mutatja. Az als6 gorbe a
Varshamov-Gilbert korlat, a fels6 egyenes a Singleton-korlat, a masik egyenes adja a Plotkin-korlatot,
¢és a negyedik gorbe a Hamming-korlat. Az abra is mutatja, hogy miért van sziikség tobb kiilonb6z6

korlatra: kiilonb6z0 tartomanyban mas és mas korlat ad szigorubb feltételt.

1_

0117

&
7. abra

Az ismert kodcsaladok legtobbjénél a szohosszusag novekedésével vagy a § = % relativ tavolsag,

vagy a kodsebesség 0-hoz tart. A Varshamov-Gilbert korlatnal definialtuk a jo kod fogalmat. Most ezt
kicsit altalanositjuk. A névekvé szohosszasagu (n;, M;, d;)-paraméterti C; kodokbol allé kodszocsaladot
jo koédnak mondjuk, ha aszimptotikusan mind a relativ tavolsaga, mind a sebessége nagyobb, mint 0.
Ennél erésebb, ha 0 < § = lim&<1- q 1, és aq(8) eléri az aszimptotikus Varshamov-Gilbert kor-

n-oon

latot, azaz ha a,(6) = 1 — Hy(6).
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A megismert korlatok alkalmazasara lassunk egy példat. Legyen g = 2, n = 13 ésd = 5.

Mivel a kod binaris, és d paratlan, ezért A,(13,5) = A,(14,6), igy mindkettét meghatarozzuk,
és koziilik az er6sebbet valasztjuk.

Az Ay(n+1,d) < qA4(n,d) szabaly alkalmazasaval A,(13,5) < 284,(5,5) = 28-2 =512,
és hasonloan kapjuk, hogy 4,(14,6) < 284,(6,6) = 512.

Most nézziik a Varshamov-Gilbert korlatokat. 2 primhatvany, alkalmazhat6 a lineéris kodokra
adott erdsebb alak. 2% = 16 < a 28 _ 8192 < 32 = 25, és a 14-hosszisagn kodokra

Vq(n—l,d—2)= "3=°(1i2) 299

14
hasonl6 szamitassal 8 < 2—13 < 16, tehat A,(13,5) > 16, és az is igaz, hogy van [13,4,5], kod.

zio()
A Singleton-korlatbol A,(13,5) < 213751 = 512, ¢és ugyanezt kapjuk A, (14,6)-ra, tovibba az
5-tavolsagu, 13-hosszasagu lineéris kodok legfeljebb 9-dimenzidsak.

13
A Hamming-korlattal A;(n,d) < ——7=w ( Ty ami most 4,(13,5) < 222— = 3%

— =~ 89,04 ¢és
92

4,(146) < =gy (14) = 22222 ~ 154,57, vagyis innen 4,(13,5) < 89.
=0
A Plotkin-korlat nem alkalmazhat6 kézvetleniil, hiszen 9 = 1 — 5 = %, és 5 nem nagyobb, mint

~-13, illetve 6 is Kisebb 7-nél. Tudjuk azonban, hogy 2*4,(9,5) = 4,(13,5), és 5 nagyobb, mint 9

fele, igy alkalmazhato a Plotkin-korlat. E szerint A,(9,5) < 2 l%] = 10, és innen A,(13,5) < 160.
A masik kodnal elég harom pozici(’)val csOkkenteni a kod hosszﬁségét Most 23A2(11 6) = A,(14,6)

Az eddlgleket osszefoglalva azt kaptuk hogy 16 < A,(13,5) < 89, tovabba linearis kodokra
4 < k <log,89 = 6,48, vagyis 4 < k < 6. Linearis kodokra van még egy korlatunk, a Griesmer-kor-

lat, amely minimalis hosszt hatiroz meg, nevezetesen egy [n, k, d], koédban n > Z{-‘z'ol [%]. Ebbdl meg-
hatarozhatjuk a maximalis k értéket is, amely kielégiti a Zﬁ‘;ol [%] <n< 2?:0 [%] egyenlbtlenséget.

Konnyt ellenérizni, hogy most k = 6, vagyis nem kaptunk a korabbinal szigorubb feltételt, igy linearis
kodra a végeredmény 4 < k < 6.
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8. MDS-kédok

Az MDS kodok maximalis tavolsagu kodok, Maximum Distance Separable kezdébetiii adjak az
elnevezést. Az elsO két betll jelentése vilagos, az utolsé szo értelmére késobb visszatériink.

Az 52. oldalon lattuk, hogy a Singleton-korlat szerint barmely [n, k], lineéris kodra teljesiil a k <
n —d + 1, vagy maskéntirva,ad < n — k + 1 6sszefiiggés. Ez mutatja, hogy linearis kodnal a tavolsag
legnagyobb értékét adott n és k esetén akkor kapjuk, ha az elobbi relacidoban egyenldség all, vagyis az
ilyen kdéd az adott hosszlisag €s méret mellett maximalis tavolsagu, és éppen az ilyen tulajdonsagu ko-
dokat neveztiik ott maximalis tavolsdgunak. Itt most ezt definicioként is megismételjiik.

8.1. Definicio
Az [n, k, d],-paraméterti C kod maximalis tavolsaga vagy MDS kéd, had =n —k + 1.

Az els6 kérdés az, hogy vajon létezik-e egyaltalan MDS-kod.

8.2. Tétel
Tetszbleges n € N*-ra az [n, n],-paraméterii kod maximalis tavolsagu, tovabba létezik [n, 1]4-,
éshan > 2, akkor [n,n — 1],-paraméterti MDS-kod.
A

Bizonyitas:

[n,n],-kéd a teljes n-dimenzids teret jelenti, és mivel n > 0 és g > 2, nem csupan a nullvektor-
bol all. Ekkor a kod tavolsaga pozitiv, ezért d > 1. A Singleton-korlattal 1 < d <n—n+1 =1, ami
csak egyenl6séggel igaz , tehatd =n—n+ 1 =n—k + 1, hiszen most k = n.

Az [n, 1], kod egy nem nulla vektor IF,-beli konstansszorosaibol all. Ha a konstans nem nulla,
akkor az adott kodszoban pontosan az a komponens nulla, amely a generald vektorban, ezért ha n-salyu
vektorral generaljuk a kodot, akkor a nem nulla kodszavak sulya, és igy a kod tavolsaga is n. EKkor d =
n=n—1+1=n-—k+ 1, akod maximalis tdvolsagl.

Most legyenn > 1 és C egy [n — 1,n — 1], kod, ekkor C tavolsaga 1. Terjessziik ki a kodot egy
[n,n — 1], kodda egy ellendrzdjeggyel, vagyis legyen az eredetileg V7' = vy ... v,,_, kodszohoz illesz-
tett uj komponens értéke v,,_; = — X1=Zv;. Mivel C tivolsaga 1, a kiterjesztett kod tavolsaga 2 lesz
(lasd az 52. oldalon), ésd =n — (n — 1) + 1 = n — k + 1, vagyis Gjra MDS-kddot kaptunk.

(]

8.3. Definicio

Ak = 1-hez, n-hez vagy n — 1-hez tartozé maximalis tavolsagu kod trivialis MDS kéd, minden
mas esetben nem trivialis MDS kod.
A

Az alabbi tételben az MDS-kodok néhany alapvetd tulajdonsagat igazoljuk.

8.4. Tétel

Egy [n, k, d]4-paraméterii C kodra, amelynek a generatormatrixa G és ellenérzé matrixa H, az
alabbi tulajdonsagok ekvivalensek:
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d=n—-k+1;

d=n—-k+1;

H barmely legalabb d oszlopa linearisan 9sszefiiggo;

H barmely d oszlopa linearisan 6sszefiiggod;

barmely d pozicidhoz van olyan kodszo, amely pontosan ezen a d helyen nem nulla;
G barmely n — d + 1 oszlopa linearisan fiiggetlen;

G-ben van n — d + 1 linearisan fliggetlen oszlop.

Nook~owdE

Bizonyitas:

Els6ként megjegyezziik, hogy ha egy linearis kodnak van tavolsaga, akkor mind k, mind d na-
gyobb, mint 0. Az allitast ciklikusan bizonyitjuk.

e A Singleton-korlat alapjan d < n — k + 1, és ha 1. is teljesiil, akkord = n — k + 1.

e a H matrixnak n — k sora ¢€s n oszlopa van, igy a rangja legfeljebb n — k, tehat barmely leg-
alabbn — k + 1, és ha 2. igaz, akkor barmely d oszlopa linearisan 0sszefiiggo.

e Ez az el6bbi pont alapjan nyilvanvalé.

e Ha H barmely d oszlopa linearisan 0sszefiiggd, akkor barmely 0 < iy < -+ < iz_; <n in-
dexhez van olyan, nem csupa nulla F-beli ¢; egyiitthato, amellyel 395 cihy; = 0,ahol h;, az ellenérzs
matrix ij-index{i oszlopa. Legyen u € Fg olyan, amelyben a megadott i; indexekre u;; = ¢j, ¢ minden
mas [ indexre u; = 0. Ezzel az u-val Hu = 0, tehat u € C. Mivel u nem minden komponense 0, ezért
u # 0, és u kodszo, igy w(u) = d. Ugyanakkor u nem nulla komponenseinek szama legfeljebb d, igy
pontosan d, vagyis u olyan kodszo, amely a kivalasztott d pozicion, és csak ezeken a helyeken kiilon-
bozik 0-tol.

e Ha valamely G-re igaz 6., akkor a kod valamennyi generatormatrixara teljesiil, hogy barmely
n —d + 1 oszlopa linearisan fliggetlen. Ezen kiviil elegendé megmutatni, hogy mondjuk G els6é n —
d + 1 oszlopara teljesiil az allitas, hiszen az oszlopcserékkel linerasian fiiggetlen oszlopok hasonld tu-
lajdonsagu oszlopokba mennek at, és ha egy kodban teljesiil az el6z6 allitas, akkor ez abban a kédban
pont alapjan létezé —n — d + 1 kddszavat, amelyek mindegyikében az utolsé d — 1 pozicion, valamint
az els6 n — d + 1 hely kddszavanként kiilonboz6 egyetlen helyén all a nullatol kiilonboz6 elem, a to-
vabbi n — d helyen pedig mindegyik kivalasztott kodszoban 0 all. Mivel ezen kodszavak els6 n — d +
1 pozicioja — megfelel sorrenddel — egy diagonalmatrix, ezért ezek a kodszavak linearisan fiiggetlenek,
igy a kod egy generatormatrixanak sorai lehetnek, és ebben a matrixban az elsé n — d + 1 oszlop line-
arisan fliggetlen.

e Ha 6. igaz, akkor 7. nyilvanvaldan teljesiil.

o G sorai egy bazis elemei, tehat linearisan fiiggetlenek, és a szamuk k, a matrix rangja k. Ekkor
a matrix linearisan fiiggetlen oszlopainak maximalis szama is k, igy, ha 7. teljesiil egy kddban, akkor
k=>2n—-d+1,azazd=>n—k + 1.

U

A 6.-ban megfogalmazott allitas azt jelenti, hogy maximalis tavolsag kod generatormatrixanak
parabilisnak, ha t = [logq M ], ahol M a kod mérete, és ezen a t pozicion az alaphalmaz elemeibdl allo
minden lehetséges rendezett t-es legfeljebb egyszer fordul eld. Ekkor az eredeti iizeneteket beagyazhat-
juk a kédba olymoddon, hogy azonositjuk 6ket a megfeleld részsorozattal. Ez viszont azt jelenti, hogy a
kodszoban kozvetleniil el tudjuk valasztani, el tudjuk szeparalni egymastol az ilizenet jegyeit azoktol a
jegyektol, amelyek a hibajavitast szolgaljak, vagyis az ellendrzod jegyektdl. Az eldbbiek szerint MDS
kodban barmely k pozicio lehet az lizenetjegyek helye, ez indokolja a kod nevében a szeparabilis jelzot.

Az el6z6 tételbdl kdzvetleniil kapjuk a kovetkezot.
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8.5. Tetel

A C lineéris kod akkor és csak akkor maximalis tdvolsagt, ha a dudlis kod is hasonld tulajdon-
sagu.
A

Bizonyitas:

Linearis kod generatormatrixa a dualis kod ellen6rz6 matrixa és forditva, tovabba egy [n, k]-kod
dualisa [n,n — k]-kod, és igy a tavolsaga legfeljebb n — (n — k) + 1 = k + 1. Ha € maximalis tavol-
sagu, akkor generatormatrixaban, tehat a dualis kod ellendrzé matixaban barmely k 0szlop linearisan
fliggetlen, a dualis kod tavolsaga igy legalabb k + 1, és mivel ennél nagyobb nem lehet, ezért pontosan
ennyi a tavolsaga, a dudlis kod is maximalis tavolsagu. A szimmetria miatt visszafelé is hasonlo a bizo-
nyitas.

U

Most az MDS koédok mas jellemzoéit vizsgaljuk.

8.6. Tetel

Legyen az [n, k],-paraméterti C kod generatormatrixa (I, A%m~K)). C akkor és csak akkor ma-

ximalis tavolsagu, ha A barmely kvadratikus részmatrixa regularis.
A

Bizonyitas:

Barmely linearis kod generatormatrixa ekvivalens atalakitassal standard alakra hozhat6, ezért a
G-re adott megkotés nem sziikiti az érintett kodok korét.

Legyen egy A-bol kivalasztott négyzetes részmatrix, B, s-méretii (ahol nyilvan k > s € N). Sor-
cserével elérhetd, hogy a B altal meghatarozott s sor a matrix felsé s sora legyen. A sorcserékkel I,
sorai is cserélddnek, de az tovabbra is igaz lesz, hogy a sorcserékkel nyert matrix els6 k oszlopanak
mindegyikében egyetlen helyen az egységelem, mindeniitt masutt a nullelem all, és kiilonb6z6 oszlop-
ban allo egységelem a matrix kiilonbdz6 sordhoz tartozik. Vegyiik azt a k — s oszlopot, amelyben az
egységelem az alsé k — s sor valamelyikében all, és jeloljiik az igy keletkezé k — s méretii négyzetes
matrixot T-vel. Az elébbiek alapjan az ugyanezen k — s oszlop ¢és a fels6 s sor részmatixa csupa null-
elembdl all, ezért ezt 0CK=5)-sel jelsljiik. Oszlopeserékkel elérhetjiik, hogy B oszlopai a matrix elsé s
0szlopaba keriiljenek, és a T altal meghatarozott oszlopok kovetkezzenek olyan sorrendben, hogy az
alsé k — s sorban a k — s méreti egységmatrix alljon; ekkor az ugyanezen oszlopokhoz tartozo felsé s
sorban tovabbra is 005%5) 411, vagyis az atrendezés utan keletkez8 G’ matrix a kovetkezd alaku:

U

. B O(S,k—s)
G _( \

X I

)=o),

ahol C az elsé k oszlopbol 4116 négyzetes matrix, vagyis a B-bsl, X-bol, 0K bg] és I,_,-bbl allo
részmatrix. C szerkezetébdl latjuk, hogy det(C) = det(B), tehat C és B egyszerre szingularis. Sorok és
oszlopok sorrendjének valtoztatdsa a determindns abszolut értékét nem valtoztatja. C determinansa vi-
szont akkor és csak akkor 0, ha oszlopai, azaz G valamely k oszlopa linearisan osszefiiggé. Mas sza-
vakkal ez azt jelenti, hogy amennyiben a kod maximalis tdvolsagn, tehat barmely k oszlop linearisan
figgetlen, akkor A barmely négyzetes részmatrixa reguldris, mig ha nem MDS, akkor van k linearisan
Osszefliggd oszlop G-ben, ez legaldbb egy oszlopot A-bdl tartalmaz (hiszen I oszlopai lineérisan fiigget-
lenek), és akkor ez a k 0szlop sor- és oszlopcserékkel a fenti alakt lesz, és a hozza tartozo B szingularis,
vagyis A valamely kvadratikus részmatrixa nem regularis.

]
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8.7. Kbvetkezmény
MDS-kod szisztematikus generatormatrixaban az egységmatrixon kiviili elem nem nulla.

Bizonyitas:
Minden elem 1 X 1-es kvadratikus részmatrix, és ennek determinansa maga a kivalasztott elem.
U

Az éppen bizonyitott tételbdl korlatot kapunk egy MDS-kddban k lehetséges értékére.

8.8. Tétel
Nem trivialis [n, k],-paraméterit MDS-kédban 2 < k < qg—1ésn—q+ 1<k <n— 2. Min-
den binaris MDS-kod trivialis.
A

Bizonyitas:

Ekvivalens kodok tavolsaga azonos, ezért feltehetjiik, hogy a kod generatormatrixa (I A) alaka,
ahol A legfels6 soranak minden eleme az egységelem: az el6z6 kdvetkezmény alapjan A minden eleme
nullatdl kiilonbozik, és igy van inverze, amivel a generatormatrix megfeleld oszlopat végigszorozva
ekvivalens kodot kapunk. Feltettiik, hogy a kod nem trivialis, igy k = 2, G tehat legalabb két sorbol all.
A minden soraban n — k nem nulla elem van, és mivel a koéd g — 1 kiilonb6z6 nem nulla szimbolumbol
all,ezérthan — k > q — 1, vagyis amennyibenn — k = g, akkor legalabb egy nullatél kiillonb6z6 szim-
bolum minimum kétszer szerepel G masodik soranak A altal meghatarozott részében. Legyen ez az elem
u, és tekintsiik az elsd sor —u-szorosanak ¢€s a masodik sornak az dsszegét. Ez a G két soranak nem
trivialis linearis kombinacidja, tehat a kod nullatol kiilonbozo eleme, €s igy a sulya legalabb n — k + 1.
Ugyanakkor az utols6 n — k oszlopban legalabb két nullelem all, mig az els6 k oszlopban (amit az
egységmatrix hataroz meg) pontosan két elem kiilonbozik nullatdl, igy a keletkezett kodszo sulya leg-
feljebb n — k — 2 4+ 2 = n — k, ami ellentmond annak, hogy a kod maximalis tavolsagu, és igy sziik-
ségszerienn —k < g, n — q + 1 < k. Viszont ugyanezen meggondolas igaz a dualis kodra is, hiszen
MDS kod dualisa is maximalis tavolsagu, igy az el6z6 egyenlétlenségben k-t n — k-val helyettesitve is
érvényes korlatot kapunk: k < g — 1. Végiil még azt kell tekintetbe venni, hogy definici6 szerint nem
trivialis MDS koédban 2 < k < n — 2, igy valoban fennall a tételben felirt korlat.

Az elébbiek szerint nem trivialis bindris MDS kodban 2 < k < 2 — 1 = 1, ami lehetetlen.

U

Belatjuk, hogy ha létezik [n, k],-paraméterii MDS-kod, akkor tetszoleges n — k > t € N-re léte-
zik [n — t, k], illetve minden k >t € N -re [n — t, k — t];-paraméterti MDS-kéd.

8.9. Tétel
[n, k],-paraméterti MDS-kédot barmely t < n — k helyen atszarva [n —t, k], illetve tetszdle-
ges, t < k pozicion 0-ra roviditve [n — t, k — t],-paraméterti MDS-kodot kapunk.
A

Bizonyitas:

a) C tavolsigan — k + 1, és barmely n — k + 1 pozicidhoz van olyan kodszd, amely ezeken és
csak ezeken a poziciokon nem nulla. Ha ebbdl az n — k + 1 poziciobdl ennél kevesebb t komponenst
elhagyunk, akkor egyrészt tovabbra is barmely két szo legalabb n — k + 1 — t > 0 helyen eltér, mas-
részt lesz olyan sz, amelynek a stlya az elébbi érték, tehat a nyert kod hossza n' = n — t, elemeinek
szama tovabbra is g*, igy dimenzidja k'’ = k, és a tivolsdgad' =n—k+1—t=n'—k' + 1, azaz
az 0j kod is maximalis tavolsagu.
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b) MDS-kdédban nem lehet olyan pozicio, amelyen a kod valamennyi eleme 0, ugyanis ellenkezd
esetben ezt a poziciot elhagyva a hossz csokkenne, de a dimenzid és a tdvolsdg valtozatlan maradna,
ami lehetetlen, hiszen igy megsértenénk a Singleton-korlatot. Ebb6l viszont kdvetkezik, hogy minden
pozicion az alaptest minden eleme ugyanannyiszor szerepel, igy ha csak azokat a szavakat tartjuk meg,
amelyeknél egy kijelolt pozicion 0 all, akkor a kodszavak szama a g-adrészére csokken, és mivel a kod
tovabbra is linearis, ezért ez azt jelenti, hogy k eggyel csokkent, tehatn’ =n — 1, k' = k — 1. Rovidi-
tésnél a tavolsag nem csokken, d’ > d, ugyanakkord' <n' —k'+1=n—-k+1=d, tehatd =d,
¢és ismét MDS-kodunk lesz. Innen indukcioval kapjuk a tételbeli allitast.

]

A legfontosabb kérdésre még nem valaszoltunk: létezik-e egyaltalan a trivialistol kiilonb6z6 ma-
ximalis tavolsagu kod. A késobbiekben egy gyakorlatilag is fontos kodrol latjuk, hogy MDS kod. Most
megmutatjuk, hogy adott g primhatvany esetén minden 1 < k < n < q + 1 feltételt kielégitd esetben
létezik [n, k],-paraméterii maximalis tavolsagu kod.

8.10. Tetel

Ha g primhatvany, és k, n olyan természetes szamok, hogy 1 < k <n < q + 1, akkor van
[n, k]4-paraméterti (nem feltétleniil nem trivialis) maximalis tavolsaga kod.
A

Bizonyitas:
Soroljuk fel IF, elemeit valamilyen sorrendben, azaz legyen F, = {a;|q > i € N}, és nézziik azt

ak x (q + 1)-méreti, [F, fol6tti A matrixot, amelybena 0 < i < k és 0 < j < q indexekre 4; ; = a},
mig az utolsé oszlop minden eleme nulla, az utolso kivételével, amely tetszoleges nem nulla elem, tehat
példaul az egységelem lehet (vagyis A; ; = 6; x—,€). Ebben a matrixban az els6 g oszlopbol barmely k
Vandermonde-tipusu matrixot alkot, és az egyes oszlopok generatoreleme paronként kiilonb6zo, igy
ezek az oszlopok linedrisan fliggetlenek, hiszen a megfelelé matrix determinansa nem nulla. Ha viszont
az utols6 oszlophoz valasztunk k — 1 oszlopot, akkor az igy keletkez6 kvadratikus matrix determinansa
elojeltdl eltekintve megegyezik a k — 1 oszlop elsé k — 1 soradhoz tartozo négyzetes részmatrix deter-
minansaval, és ez ismét paronként kiilonbozo elemekkel generalt Vandermonde-determinans, igy ez a
k oszlop is linearisan fliggetlen. Ebbdl kovetkezik, hogy amennyiben A tetszOleges n oszlopat egy
[n, k], kod G generatormétrixanak tekintjiik, akkor G barmely k oszlopa linearisan fiiggetlen, tehat a
generalt kod maximalis tavolsagu.

(]

MDS-kédok dekodoléasa tobbek kozott tobbségi alapon torténhet. Az alabb ismertetett dekddolasi
eljaras egyuttal példat mutat arra, hogy hogyan lehet dekodolni abban az esetben, amikor a hibak egy
részének a helyét ismerjiik. Emlékeztetiink ra, hogy egy d-tavolsagi kod minimalis tavolsagu dekddo-
lassal biztosan helyesen javit, ha 2t +r < d — 1, ahol r azon hibak szama, amelyeknek ismerjiik a
helyét, és a hibak teljes szama t + r.

Tekintsiink egy [ X m méretii, [-rangi A matrixot, ahol m > [, és legyen b” = aT A, ahol a egy
[-komponensii vektor. Hamost 0 < iy < -+ < i;_4 < m olyan indexek, amelyekhez tartozé A-beli 0sz-
lopok linearisan fiiggetlenek, I az el8bbi indexek halmaza, és AX?) az a matrix, amely A-nak az I-beli
. . : T
indexekhez tartozo oszlopaibol 4ll, valamint b a b-b8l hasonléan nyert vektor, akkor az A?)" x = b(®
egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van, hiszen A®) reguléris, és ez a megoldas nem lehet

. T
més, mint a. Ha viszont ¢ a bP-t8] kiilonboz8 I-méretii vektor, akkor az A" x = ¢ egyenletrendszer
egyértelmii megoldasa nem lehet a. Végiil, ha B az A linearisan fiiggetlen, [-nél kevesebb, " oszlopat

tartalmazé részmatrixa, akkor tetszéleges I’-méretii z vektorral a B'x = z egyenletrendszernek egynél
tobb megoldasa van.
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Most legyen G egy [n, k]-paraméterli MDS-kod generatormatrixa, és v egy vett sz, amelyben
t + r-szamu hiba van, amelyek koziil r-nek ismerjiik a helyét. Legyenek az ismert hibahelyek indexei
0 <iy<--<iy_, <n,ezenindexek halmaza I, és GO az a matrix, amelyet G-bdl az I-beli indexek-
hez tartozé oszlopok térlésével kapunk, ekkor GO egy k x (n — r)-méretli matrix, és v(?, amelyet v-
bol az I-beli indexekhez tartoz6é komponensek torlésével kapunk, egy n — r-méretii vektor. G-ben bar-
mely k oszlop, tehat akkor barmely legfeljebb k oszlop linearisan fiiggetlen, és ez nyilvan igaz lesz G-
re is, hiszen ez az eredeti matrixbol oszlopok elhagyasaval keletkezett. Ha n — r < k, akkor tehat G

oszlopai linerisan fiiggetlenek, és a GU Mg = y® egyenletrendszernek egynél tobb megoldasa van,
vagyis ekkor a dekodolas nem végezhetd el. Ebbdl kovetkezik, hogy egyértelmili dekodolashoz sziiksé-
gesazn —r = k feltétel, vagy masként irvar < n —k = d — 1. A tovabbiakban feltessziik, hogy ez a
feltétel teljesiil. Legyen J azon indexek halmaza, amely pozicidkon a t-szamu tovabbi hiba van (termé-
szetesen ezeket az indexeket nem ismerjiik, de attol még léteznek). Nyilvan igaz, hogy I és J diszjunkt
halmazok. Legyen még T az n-nél kisebb nemnegativ egész szamok halmaza és S a T \ I halmaz egy
k-elemi részhalmaza. Mivel G barmely k oszlopa linedrisan fiiggetlen, ezért G-nek az S-beli indexekhez

tartoz6 oszlopaibol allo GIS) részmatrixa regularis, és igy a GISI"x = vI5! egyenletrendszernek is van

egy és csak egy megoldasa, ahol vIS! a v-nek az S-beli indexekhez tartozé komponenseibél 4116 vektor.

Ha S < (T \ 1) \J, akkor a megoldasként kapott ¢ vektor az eredeti lizenet, mig ha S N J # @, akkor a

megoldas biztosan kiilonbozik az eredeti ¢ iizenett6l. Az elsé eset csak ugy lehetséges, ha k = |S| <

[(T\I)\J|=(n—r)—t=n—(t+r),azazhat +r <n—k =d — 1, vagyis hibatlan dekodolas

(n —(t+ r))
k

is csak ilyen feltétel teljesiilése esetén varhato. Ekkor olyan k egyenletbdl allo egyenlet-

rendszer van, amelynek a megoldasa a c lizenet, és barmely mas k egyenletbdl allo egyenletrendszer
megoldasa ettdl kiilonboz6. Most tegyiik fel, hogy S N ] # @, kérdés, hogy hany olyan egyenletrendszer
van, amelynek a megoldasa megegyezik az ezen S indexhalmazhoz tartozé egyenletrendszer megolda-
séval. Ha S és S, két olyan, k elembdl all6 indexhalmaz, hogy a két indexhalmazhoz tartozé egyenlet-
rendszer megoldasa azonos, akkor az §; U S, indexhalmazhoz tartozo barmely k egyenlet megoldasa is
az elébbivel megegyez6 megoldas. Legyen tehat S’ a legb6vebb olyan indexhalmaz, amelybdl vett tet-
szbleges k egyenlet megoldasa azonos az el6bb megadott S indexhalmazhoz tartozé megoldassal. S’ a
J barmely elemét tartalmazhatja, am (T \ 1)\ J -bdl legfeljebb csak k —1 elemet, ugyanis ha
|S"n ((T\1)\J)| = k, akkor S’-bdl kivélaszthaté k olyan index, amely a hibatlan helyekhez tartozik,
és amely altal meghatarozott egyenletrendszernek a megoldasa c lenne. Ebbdl kovetkezik, hogy |S'| <
t + k — 1, és akkor azon k-egyenletbdl all6 egyenletrendszerek szama, amelyek megoldasa megegyezik
az S indexhalmazhoz tartozd egyenletekbdl 4llo egyenletrendszer megoldasaval, legfeljebb

(t+i—1).Hatehét(n—(li+T))>(t+lli_1),vagyishan—(t+r)>t+k—1,akkoraT\I

indexhalmaz minden k-elemii S részhalmazahoz tartozo egyenletrendszert megoldva, a helyes megol-
dast kapjuk a legtobbszor, vagyis ez lesz a dekodolas eredménye. Az elébbi egyenletrendszer alapjan
ennek az a feltétele, hogy 2t + r < d — 1. Ezen til még valami megallapithaté az eddigi eredmények-
bol. Ha 2t + r < d — 1, akkor

d—1-r 2n—(d—-1)+r—-2r n+k-r
n—(t+r)2n—(T+r>= > = 5

n+k-r

vagyis kell, hogy legyen legalabb ( 2 > olyan egyenletrendszer, amelyeknek a megoldasa azonos.
k

Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor 2t +r > d — 1, és a helyes javitas nem garantalhato.



9. Hamming-kédok

Ebben a részben olyan linedris kodokat vizsgalunk, amelyek egy hibat javitanak. Ilyen kodot ak-
kor célszerli hasznalni, ha a hibak egymastol fiiggetleniil jelentkeznek, és a hiba valoszinlisége 1ényege-
sen kisebb a kodszavak hosszanak reciprokanal, ekkor ugyanis egy-egy kodszoban legfeljebb egy hiba
varhato.

Mivel minimalis tavolsagu dekodolas esetén a maximalisan javithatd hibaszam d — 1 felének
egészrésze, ezért most d értéke legalabb harom kell, hogy legyen. Nézziink egy [n, k, d], kodot. A
Singleton-korlat alapjan k < n — d + 1, és természetesen k > 1 (hiszen ha k = 0, akkor a kod egyetlen
elembdl all, ami a linearitassal egyiitt éppen a 0), igy ha d = 3, akkor n > k + 2 > 3, és ha bevezetjik
azr = n — k jelolést, akkor r = 2. Mivel [n, k]-kodban k komponens sziikséges az tizenet kodolasahoz,
ezért r az ellendrzo jegyek szama.

Egy lineéris kod akkor egy-hiba javito, ha az ellen6rzé matrix barmely két kiilonbdzé oszlopa
linearisan fiiggetlen, és pontosan egy hibat javitd, ha ezen til az is teljesiil, hogy van harom, paronként
kiilonbozd, linearisan dsszefiiggd oszlop a H ellenérzdé matrixban. Adott r-hez keressiink maximalis, 3-
tavolsagl, linearis kodot. Ehhez k, és k = n — r kovetkeztében n maximumat kell meghatarozni. A

feladat tehat az, hogy keressiink V;I(r)-ben maximalis olyan részhalmazt, amelyben barmely két kiilon-
b6z06 vektor linearisan fiiggetlen.

Legyen 2<7r €N, és A C Vq(r) egy ilyen maximalis részhalmaz. q és r végessége, valamint
Vq(r) = IFgr) kovetkeztében |Vq(r)

= q" véges, és véges halmaznak barmilyen tulajdonsagra nézve léte-
zik maximalis részhalmaza, igy A 1étezik. Vq(r) r-dimenzios tér, igy van r-elemil bazisa, és bazis elemei
paronként linearisan fliggetlenek, ezért A legalabb r elemet tartalmaz, A nem fires. Ugyanakkor a %(T)

tetsz6leges nem nulla u vektordvale -0 + 0-u = 0 (e az [F, egységeleme, 0 a test nulleleme), és a bal
oldal a 0 és u vektorok nem trivialis linearis kombinacioja, ezért a nullvektor nem lehet eleme A-nak,

igyAa Vq(r) \ {0} nem {ires részhalmaza. A tovabbiakban Vq(r) \ {0}-t Vq(r) -gal jeloljik.

Tekintsiik a Vq(r) X Vq(r) halmazon az alabbi ~ relaciot: u € Vq(r) ésv € Vq(r) -ra u~v akkor és
csak akkor, ha van olyan [F,-beli A, hogy v = 1-u. Mivel v € Vq(r) , igy v # 0, tehat A sem lehet 0,
A € Fg. A ~ relacio ekvivalencia-relacio Vq(r) -on. Eldszor is a definicio alapjan ~ homogén binér re-
lacio Vq(r) -on. Tetszbleges u € Vq(r) -rau = e - u, ahol e az [, egységeleme, igy ~ reflexiv; ha u~v,
akkor alkalmas A € [Fg-gal v = 4-u, de 4 # 0 kdvetkeztében létezik a szintén [Fy-beli, és igy F,-bel
A1 amellyelu = 271 - v, a reldci6 szimmetrikus; végiil ha w € Vq(r) egy harmadik (az el6bbi kett6tol
nem feltétleniil kiilonb6z8) vektor ugy, hogy u~v és v~w, akkor van olyan [F,-beli A és u, hogy v =
A-uésw=p-v,azazw =p-(A-u) = (Aw)-u=v-u,ésv =7 € Fy, u~w, arelacio tranzitiv is.

Ekkor ~ egy osztalyozast hatdroz meg Vq(r) -on: ha Vq(r) -raT, = {v € Vq(r)

u~v}, akkor az ilyen hal-

mazok egyike sem iires, az unidjuk lefedi Vq(r) *-ot, és koziiliik barmely ketté vagy azonos, vagy idegen.
Mivel v akkor és csak akkor eleme T,-nak, hav = 1 - u egy [F;-bol vett A-val, ezért T, elemeinek szdma
legfeljebb |Fy| = g — 1, masrészrél T, két eleme, v; = 41 -u és v, = 1, - u akkor és csak akkor
egyenld, ha (1; — A,)u = 0, ami pontosan akkor teljesiil, ha 1; — A, = 0, azaz ha 1; = 1, (mert u #

0), ami mutatja, hogy T,-nak u-tdl fiiggetleniil ¢ — 1 eleme van. Ebbél, és abbdl, hogy |Vq(r)
—1=q" — 1, viszont kapjuk, hogy az osztalyok szama, és igy barmely reprezentansrendszer

e
q e

szamossaga pary
Vq(r) valamely két vektora, u és v akkor és csak akkor linearisan 6sszefliggd, ha azonos osztaly-
ban vannak: ha Au + uv = 0 az [Fg-beli A-val és F,-beli u-vel (tehat egy nem trividlis kombinéciorol
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van sz0), akkor u = (=A7') -v=v-v, és v is eleme F,-nak, igy v € T,,, mig a forditott esetben,
vagyis hav € Ty, akkor v =7 - u, ahol 7 € [F, és ebbdl (—7)u + ev = 0, vagyis u és v linedrisan 6sz-
szefliggd vektorok (hiszen e és —7 eleme az alaptestnek, ¢és e # 0, vagyis az eldbbi dsszeg egy nem
trivialis linearis kombinacioja a két vektornak).

Legyen % = n, ekkorn = % =Y"1q' >1+4q =1+ 2= 3.HaR egy reprezentinsrend-
szer a korabbi ~relaciora, akkor R elemeinek szama n, és az el6bbi egyenl6tlenség alapjan ez a szam
legalabb harom. Azt mar tudjuk, hogy R barmely két kiilonb6z6 eleme linedrisan fliggetlen, mig az
azonos osztalyban 1évé vektorok linearisan Osszefiiggéek. Valasszunk két reprezentanst, u-t, valamint
az u-tol kiilonb6zé v-t. z =u + v = 1-uekvivalensav = (1 — e) - u = p - u egyenldséggel, ami u és
v valasztasa folytan még A = 0 mellett is lehetetlen, igy a z 6sszegvektor nem a nullvektor, és sem T, -
nak, sem T,,-nek nem eleme. Ebbdl az kovetkezik, hogy van olyan, mind u-t6l, mind v-t61 kiilonbozé w
vektor R-ben, amellyel u + v = 4 - w (mert az osztalyok egyiittesen lefedik a nullatol kiilonboz6 vek-
torok halmazat), vagyis 1étezik R-ben harom, paronként kiilonbdz6, linearisan 6sszefliggd vektor. Ebbol
latjuk, hogy A-nak valaszthatjuk az R halmazt.

Jeldljiik R elemeit h;-vel, ahol n > i € N*, és legyen H az az r x n-es F, folotti matrix, amely-
nek i-edik oszlopa éppen h;. H sorai linearisan fiiggetlenek. Valéban: minden r > t € N-re lesz olyan
n > i, € N*, hogy h;,-ben a t-edik és csak a t-edik komponens kiilonbozik nullatol, hiszen az ilyen
vektorok biztosan paronként fliiggetlenek. Ekkor van H-ban r linearisan fiiggetlen oszlop, de akkor van
ugyanennyi linedrisan fiiggetlen sor is. Ez viszont azt jelenti, hogy H egy [n,n —r],-kéd ellen6rzd

matrixa. Ha C < Vq(n) az a kod, amelyet C = {u € I/;I(n)|Hu = 0} definial, akkor a kod paritasellendrzo

matrixdnak barmely két, kiilonbdz6 indexhez tartozd oszlopa linearisan fiiggetlen, ugyanakkor 1étezik
harom olyan, paronként kiilonboz6 oszlop, amelyek linearisan nem filiggetlenek, igy d(C) = 3, C egy

ot 1t -1, . s
[n,n — 7, 3];-paraméterti kod, ahol n = ZT’ ¢s az adott r-hez nem lehet n-nél nagyobb hosszsagu, a

minimalis tdvolsagli dekodolassal legalabb egy hibat javitd linearis kodot konstrualni.

9.1. Definicié

2 <r € Nesetén az r ellen6rzd jeggyel konstrualt, [F, f616tti, legalabb egy hibat javito, maxima-
lis hosszlisagu linearis kod az r-paraméterii g-aris Hamming-kod.
A

9.2. Tétel
Egy [n, k]4-paraméterii kod pontosan akkor Hamming-kéd, han = % ésk=n—r,ahol 2 <
r € N. A Hamming-kod pontosan egy hibat javito kod.

A
Bizonyitas:
Az el6bbi definicid el6tti részben bizonyitottuk a tételt.
]
9.3. Tétel
[F, f6l6tt azonos hosszusagn Hamming-kodok skalarekvivalensek. A Hamming-kod tokéletes.
A

Bizonyitas:



9. Hamming-kodok

1. A linedris kodot meghatarozza az ellenérz6 matrixa. F, folotti barmely két Hamming-kod
ellendrzé matrixanak oszlopai a kod konstrukcidjanak kdvetkeztében csak sorrendben és egy — 0szlo-
ponként esetleg mas és méas — nem nulla IF;-beli szorzoban kiilonbozhetnek. Ekkor ez igaz a generator-
matrixra, és igy a teljes kodra is, marpedig éppen ez a skalarekvivalencia definicidja.

2. Legyen C egy [n, k]-paraméterii g-aris Hamming-kod, ekkor n = % és k = n — r alkalmas
T pozitiv egésszel, és a kod tavolsaga d = 3. A kod elemeinek szama M = g = q™". Ezekkel az ada-
tokkal M - 1, (n, l%]) =M-V,(n,1) =q"" o (rll) (g—-1) = qn_r(l +n-(q— 1)). n-etazr-
rel valo megadasaval helyettesitve n- (@ — 1) = % (@q—1) =q" — 1, és ezzel az el6z6 egyenletbol

M-V, (n, l?]) =q""(1+n-(q—-1) =q""(1+(q"— 1)) = q""q" = q", ami mutatja, hogy
a Hamming-kod valoban tokéletes.

[]

Az elobbi tételbol kovetkezik, hogy nem csak a linearis kodok, de tetszdleges kodok kodzott is a
Hamming-kod biztositja r ellen6rz6 jeggyel a legbévebb, legalabb egy hibat javitd kodot.

Most nézziik meg, hogyan lehet Hamming-kod esetén dekodolni. Latni fogjuk, hogy ez H alkal-
mas valasztasa esetén rendkiviil egyszeri feladat.

Legyen u egy ekvivalenciaosztaly reprezentansa. Tudjuk, hogy u nem a nullvektor. Ekkor van
olyan egyértelmiien meghatarozott t index, hogy r >t € N és u, # 0, de minden t < i < r indexre
u; = 0. Mivel az osztaly minden eleme u egy nem nulla konstansszorosa, ezért ez a tulajdonsag az
osztaly valamennyi elemére érvényes. u; # 0, ezért van inverze, és u-t ezzel az inverzzel szorozva olyan
v vektort kapunk, amelyben v, = e, és az elobbieknek megfelelden t < i < r-re v; = 0. A tovabbiak-
ban legyen az igy meghatarozott v az osztaly reprezentansa, igy ez lesz a H valamely oszlopa, mondjuk
h;. Nyilvanvalo, hogy kolcsondsen egyértelmiien tudjuk a h; oszlopokat és az i indexeket egymasnak
megfeleltetni.

Tegyiik fel, hogy u € C és v =u + &, ahol € egy Vq(r)—beli olyan vektor, amelynek a stlya 1,
vagyis w(g) = 1, tehat €-nak pontosan egy komponense kiilonbozik 0-t6l. Legyen ez az [ indexhez
tartozo komponens, és legyen az értéke o, vagyis e, = a € Fg, és az [-t6l kiilonboz6n > i € N* indexre
g; = 0. Most s = Hv = He = ah,, ahol s a szindroma, vagyis az ismert v-b6l szamithaté s szindroma
a H métrix valamelyik (egyel6re ismeretlen) indexii oszlopanak nem nulla konstansszorosa. Ha h;-ben
a t-indexti komponens nem nulla, de minden t-nél nagyobb indexhez tartozé komponens nulldval
egyenld, akkor ez igaz lesz ah;-ben is (mert & # 0), tovabba a h; valasztasa folytan a t-indexti kompo-
nens értéke e, tehat s, = a, ami azt jelenti, hogy megkaptuk a hiba értékét. a ismeretében h,-et is meg-
kapjuk. h; = a™s, és a h; és i kozotti kolesonosen egyértelmii meghatarozottsag alapjan [-et is meg-
allapithatjuk. [ és a egyiittes ismeretében a hiba javithato: az [-t6] kiilonbozo indexekre u; = v;, mig
u =7v, —a.

H barmely két, kiilonb6z6 indexhez tartozo oszlopanak minden, nullatol kiilonb6zo egyiitthatok-
kal vett linearis kombinacidja a matrix valamely, az el6z6 kett6tdl kiillonbdzo oszlopanak nem nulla
konstansszorosa, igy ha pontosan két hiba 1ép fel az atvitel soran, akkor azt ugy érzékeljiik, hogy volt
hiba, de a megallapitott hibahely biztosan kiilonbozik mindkét eredeti hibahelytdl, igy ,,javitas” utan
harom hiba lesz a korrigalt szoban. Ha a vett szoban harom hiba volt, akkor a paronként kiilonb6z6 i, j
és | indexszel és nullatol kiilonbozé ay, a, és as egyiitthatokkal s = a;h; + azil]- + azh, = ah,. H-
ban van harom linearisan 6sszefiiggd oszlop, igy eléfordulhat, hogy s = 0, nem érzékeljiik a hibat, azt
gondoljuk, hogy hibatlan volt az 4tvitel. Lehetséges, hogy t azonos i, j és | valamelyikével (és csak az
egyikkel, hiszen ez a hdrom index paronként kiilonb6z6), mondjuk i-vel. Ekkor a # a4, mert ilj és h,
linearisan fiiggetlen, igy ismét nem torténik javitas, tovabbra is harom hiba lesz a "javitott" szoban (ez
binaris esetben nyilvan nem lehetséges). Amennyiben viszont a # 0, és t kiilonb6zik mindharom hiba-
helytol, akkor a beavatkozas utdn négy hiba lesz az 01j szoban.

85
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Az el6z6 bekezdésben targyalt esetek nyilvanvaloak: a Hamming-kod tokéletes, és korabban be-
lattuk, hogy d-tavolsagl tokéletes kod pontosan a l%J -nél nem nagyobb sulya hibamintakat javitja,
vagyis a 3-tavolsagi Hamming-kodok esetén az egyetlen hibat tartalmazo szavakat.

Binaris esetben kiilonosen egyszerl szerkezetii a paritasellenérzé matrix €s konny(l a javitas.
Most minden ekvivalenciaosztaly pontosan egy vektort tartalmaz, és H oszlopai azn > i € N* egészek
kettes szamrendszerben adott felirasai, tovabba rendezhetjiik ket olyan sorrendben is, hogy az i-edik
oszlopban 4ll6 szam értéke éppen i legyen (az oszlopokat 1-t61 indexelve). Mivel a hiba értéke is csupan
1 lehet, a szindréma mint egy bindrisan felirt szam, kdzvetleniil megadja a hiba helyét.

1010101
Nézziink egy példat. Legyenq = 2ésn = 7,ekkork = 4 ésH = (0 11001 1). H sorai line-
0001111
arisan figgetlenek: a szamuk harom, és H 1., 2. és 4. oszlopa linearisan fiiggetlen. Két vektor akkor és
csak akkor linedarisan 0sszefligg6, ha egyik a masiknak konstansszorosa, ami [F, felett azt jelenti, hogy
vagy megegyeznek, vagy egyikiik a 0-vektor, marpedig H-ra egyik feltétel sem teljesiil, barmely két
oszlop H-ban linearisan fiiggetlen, a tavolsag legalabb 3. Viszont H els6é harom oszlopanak Osszege a
nullvektor, van harom linearisan 6sszefiiggd oszlop, igy a kod tavolsaga pontosan 3, a kod egy hiba
javitasara alkalmas. Tegyiik fel, hogy ¢” = c; ...c; kddszd, ekkor Hec = 0. Ha 4tvitelnél egyetlen hiba
1ép fel, mondjuk az m-edik pozicidban, akkor a vételnél c helyett egy ¢’ vektort kapunk, amely c és
el = 0..010...0 dsszegének tekinthetd. Most Hc' = Hc + He = Hg, hiszen az els6 tag 0. € minden
. an_l n-m
Figyelmesen megnézve H oszlopait lathatd, hogy azokat mint 2-es szamrendszerbeli szamot olvasva
(feliil all a legalacsonyabb helyiértékhez tarozo jegy) éppen az oszlop indexét kapjuk (1-t6l 7-ig sza-
mozva), azaz Hc' ilyen olvasata pontosan a hiba helyének indexét adja. A javitas tehat abbol all, hogy
a Hc' altal meghatéarozott indexhez tartozé pozicidban a bitet az ellentettjére modositjuk (IF, esetén a

hiba azt jelenti, hogy 0 helyett 1, 1 helyett 0 4l1). Kevés munkaval ellenérizhetd, hogy pontosan 2 hiba
esetén Hc' biztosan nem 0 (hiszen barmely két oszlop lineérisan fiiggetlen), és olyan indexet ad, amely
kiilonbozik mindkét hiba helyétdl, ezért most “javitas” utdn harom hibank lesz. Ha viszont c¢’-ben leg-
alabb 3 hiba van, akkor lehet, hogy Hc' = 0 (példaul ha az elsé harom bit és csak ez hibasodik meg),
igy azt hissziik, hogy nem volt hiba, és lehet, hogy Hc' # 0, és ekkor egy addig hibatlan bitet javitunk,
amikor a hibak szama nd. Koénnyen belathatéan — mert a kod binaris — most nem fordulhat el6, hogy
javitaskor valamelyik hibas bitet javitjuk, amikor a hibak szama eggyel csokkenne, de még mindig hibas
lenne az adat (viszont mi azt hinnénk, hogy mar hibatlan). Ez a kod a [7,4]-paraméter(i binaris Ham-
ming-kod. A késdbbiek kedvéért megmutatjuk, hogy ez a kod nem ciklikus. Legyen ¢’ = 1110000,
ekkor Hc = 0, c tehat eleme a kddnak. Ugyanakkor az egy pozicidval valo ciklikus jobbraléptetéssel

1
kapott ¢’" = 0111000 sz6 nem eleme a kodnak, hiszen He' = (0)
1

Most nézziik az 6sszellendrzdjeggyel, vagyisac, = — ?;01 c; jeggyel kiegészitett kodot. Legyen

H a kiterjesztett kod ellenérzé matrixa, u az eredeti kodszo, u’ =u” |p a kiterjesztett kodszo és v =
vT|p’ a vett szo. Ekkor az s’ = Av’ szindroma s’ = s”|s, alaki, ahol s = Hv, és s, a v’ jegyeinek
Osszege. Azt tudjuk, hogy s = 0 v-re vonatkozoan hibatlan esetet vagy legalabb harom hibét jelent, mig
s, = 0 azt jelzi, hogy vagy v’ = u’, tehat egyaltalan nem 1épett fel hiba az atvitel sordn, vagy legaldbb
két jegy hibas v'-ben. Harom esetet kiilonboztetiink meg:

a) s = 0. Az el6bbiek szerint ez vagy v = u-t, vagy v-ben legalabb harom hibat jelent. Mivel
feltettiik, hogy egy szoban varhatdan legfeljebb egy hiba lehetséges, vagyis nagyon kicsi a
hibak valoszinlisége, €és tobb hiba valdszinlisége az egyes hibak valosziniliségének szorzata,
igy igen nagy valosziniiséggel hibatlan volt az atvitel, és ez lesz a dontésiink is, vagyis ugy
dontiink, hogy v = u.
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b) s # 0 és s, = 0.s # 0 csak ugy lehet, ha u # v, vagyis legaldbb egy hiba tortént, és s, = 0
legalabb két hibat jelez, ezért tudjuk, hogy legalabb két hiba tortént az atvitel soran. Ezt javi-
tani csak akkor tudjuk, ha v-ben egy hiba 1épett fel, és a masodik hiba az 6sszellen6érz6 jegyben
van, minden mas esetben korrigalas utan is hibas lesz a kodszo. Arra azonban semmilyen le-
hetdséglink nincs, hogy a kedvezd esetet megkiilonboztessiik a tobbitdl, és két hiba esetén
annak valosziniisége, hogy az egyik hiba az dsszellendrzo jegyben van, nem nagyobb annal a
valoszinliségnél, hogy mindkét hiba az eredeti részben van, igy nem tudunk javitani, de észre-
vessziik a hibat, tudunk jelezni. Az elébbi allitas pontosabban azt jelenti, hogy ha v hossza n,
akkor annak a valoszintisége, hogy mindkét hiba erre a részre esik, p-valosziniiségi fliggetlen

hiba esetén (721) p%(1 —p)™ 1, mig ha csak az egyik hiba van az eredeti részen, akkor a meg-

feleld valdszintiség np?(1 — p)™ 1, és az elébbi eset valdsziniisége nT_l-szerese a masodik
eset valoszinisiigiinek, ami n > 3 esetén 1-nél nagyobb.

¢) s # 0¢éss, # 0. Ha 6sszesen egy hiba tortént, és ez a hiba az eredeti részben van, akkor ezt a
kombinacidt kapjuk, illetve egy hibaval ez a kombinaci6 csak ugy lehet, ha a hiba v-ben van.
Mivel az a legvalosziniibb, hogy ténylegesen egy hiba keletkezett, ezért ebben az esetben ja-
vitunk. Binaris kodnal még jobb a helyzet, hiszen ha egynél t6bb hiba van, akkor legalabb 3
helyen hibasodott meg az iizenet, és ebbdl legalabb kettdnek v-ben kell lennie. Ekkor ismét
nagysagrendekkel az elsd eset a legvaldsziniibb, és ezt tudjuk javitani.

A harom eset egybevetésébdl latjuk, hogy binaris kodnal két hiba esetén nem fogunk ,,javitani”,
tehat csokken a dekddolési hiba. Igaz, hogy bizonyos esetekben olyankor sem javitunk, amikor ez le-
hetséges lenne, nevezetesen abban az esetben, amikor az iizenetrészben pontosan egy hiba van, és
ugyanakkor a paritasjegy is hibas, am mint lattuk, ennek a valosziniisége kisebb (s6t mar nem tal nagy
n esetén is 1ényegesen kisebb), mint az, hogy mindkét hiba az iizenetrészben talalhato.

Most megadjuk a Hamming-kod egy lehetséges, specialis elrendezésii paritasellen6rz6 matrixat.

9.4. Tétel

A 2 < r € N pozitiv egész altal meghatarozott [n, k]-paraméterti g-aris Hamming-kod ellen6érzé

@ [eT®" e [(HD T

matrixa skalarekvivalenciatol eltekintve H;” = q ésH qr = q q alakq, ahol n =
0 e’ o™ e™T

qT

T_l, 0 a Z—_ll darab 0-bol, e™ a q” darab e-bél allo oszlopvektor, és Ttgr) a g-elemt test folotti r

dimenzids vektortér vektoraibol mint sorvektorokbol allo matrix.
A

A fenti matrixban balrdl jobbra el0szor az az oszlop all, amelyben a 0-indexii elem e, az Gsszes
tobbi 0, majd egymas utan az dsszes olyan vektor, amelyben az 1-indexii elem e, és az 1-nél nagyobb
indextiek 0-k, ezutan valamennyi olyan vektor jon, amelyben a 2-indexti elem e, a 2-nél nagyobb inde-
xtiek értéke 0, stb., végiil azok a vektorok kdvetkeznek, amelyekben a legnagyobb indexii elem e:

e Hoy = Hogo1  Hopgr—1 = Hop-1
0 e - e ves Hln—qr_l oee Hl,n—l
0 0 + 0 - Hypgr-1 = Hypoy
00 0 a Hr—z,n—qr_1 “Hr_on-1

o0 - 0 eee e eee e
Bizonyitas:

Legyen u a korabbi R reprezentansrendszer valamelyik eleme. Hau” = uyu; ...u,_; a megfeleld
sorvektor, akkor van olyan r > t € N index, hogy u; # 0 (mert u nem a nullvektor), de minden t <

87



Hibakorlatozas

i < rindexre u; = 0. T,, barmely eleme valaszthato reprezentansnak, és mivel T;, elemei az u nem nulla
konstansszorosai, ezért u’ = u; 'u is lehet reprezentansa a T, osztalynak. u’ sorvektoraban a t-edik
komponens a test egységeleme, és tovabbra is igaz, hogy a t-nél nagyobb indexii komponensek értéke
0, vagyis a megfeleld sorvektor ug ... ur—1 €0 ... 0 alaku. Tegyiik fel, hogy mar u ilyen alak. Ha A az [F,
0-tol és e-t61 killonbozd eleme, vagyis A € g, \ {0, e}, akkor ug ... up_;A0 ... 0 mar nem lehet benne R-
ben, hiszen ez szintén T,, eleme, de u-tdl kiilonbozik. Legyen v egy masik vektor, és hasonléan az el6b-
bihez, ebben a vektorban is legyen e a maximalis index{i nem nulla komponens. Most u és v csak akkor
lehet linedrisan Osszefiiggd, ha a két vektor megegyezik, ami azt jelenti, hogy minden lehetséges n >
s €N és wy..ws_1e0...0, és csak ezek, el6fordulnak H-ban. Az is igaz, hogy ezeket a vektorokat
tetszbleges sorrendben valaszthatjuk, igy abban a sorrendben is, hogy ha T, és T,, reprezentansaban s
illetve t az az index, amelyre a vektor megfelel6 komponense nem nulla, de amelynél nagyobb indexi
valamennyi komponens nulla, és s < t, akkor a T,,-t reprezental6 vektor a matrix kisebb indexii oszlopa,
mint a T,-t reprezentald. Innen maris kapjuk r = 2-re a matrixot. Ha r 4+ 1-re nézziik a H-matrixot, és
t a maximalis olyan index egy vektorban, amelyhez nullatol kiilonb6zé komponens tartozik, akkor t =

r esetén €ppen T(gr) transzponaltjat kapjuk, mig t < r-nél a megfeleld vektorok legmagasabb helyiér-
tékii komponense 0, a tobbi része pedig olyan, amely Hér)-ben is megtalalhatd, mégpedig ugyanazon

sorrendben. Az elébbiekkel viszont kimeritettiik ngﬂ) oszlopait.
t

Most tegyiik fel, hogy egy iizenethalmaz q¥ iizenetet tartalmaz, ahol k € N* és q egy primszam
pozitiv egész kitevos hatvanya, €s ehhez keressiink minimalis hosszusagu egy-hiba javito linearis kodot.
Ha a megfelelé C kod [n, k, d],-paraméter(i, akkor d > 3, és az a jo, ha d pontosan 3.

Ahhoz, hogy C legalabb egy hibat javitson, sziikséges, hogy ¢*(1+n-(q — 1)) < g™ legyen,

qn—k_l

e Legyen r a legkisebb olyan pozitiv egész, amellyel k +r < qq__—11’ és legyen

n = k + r. llyen n-nel mindenesetre 1étezik g*-elemii, 3-tavolsagn kod, ugyanis megmutatjuk, hogy
teljesiil a linearis kodokra vonatkozo Varshamov-Gilbert korlat. g* V (n, l%]) < q", ahol d = 3, hi-

szen n-et éppen ennek alapjan valasztottuk. De lﬂ = l?’z;lJ =1=3-2=d — 2, amibdl kovetke-

2
zik, hogy V, (n, [%]) =V, (n,d — 2), és nyilvan az is igaz, hogy V,(n,d —2) > V,(n — 1,d — 2)

azaz legyen n <

(mert n > d), igy viszont q"Vq(n -1,d-2)< quq (n, l?]) < q™. Masrészrél minden pozitiv
qx
1+x(q—1)
kisebb valos szamok halmazan folytonos és feliilrél nem korlatos, és x = 2-ben a fliggvény értéke ki-

sebb, mint g, tehat mint g*.

egész k-hoz létezik a megadott egyenl6tlenséget kielégit6 n, ugyanis a fiiggvény a 2-nél nem

vyiny Q71 . e o .
Jeloljiik qul-et n'-vel, ekkor n' > n. n'-héz létezik [n',n" — r]-paraméterii g-aris Hamming-

kod, legyen egy ilyen C'. Han' = n, akkor ez a kdd teljesiti az el6irast, C = C'. Nézziik azt az esetet,
amikor n’ > n. Most k' =n' —r >n —r = k. Barmely [n’, k']-kdd szisztematikus legalabb egy, k'
oszlopbol allo komponens-rendszerre. Ha roviditjiik a kodot ebbdl a k’ oszlopbdl vett k' — k oszlopra
ugy, hogy a megtartott kodszavak valamennyi komponense ezeken az oszlopokon nulla legyen, akkor
az igy keletkezett kod linedris, és a hossza n’ — (k' — k) = n lesz, vagyis egy [n, k],-tipusu C* kodot
kapunk. Roviditésnél a kod tavolsaga nem csdkkenhet (feltéve, hogy a roviditett kod legalabb két kod-
sz6t tartalmaz, de ez most teljesiil), igy d(C*) = d(C) = 3. Ugyanakkor d* = d(C™*) > 3 nem lehet: ha

a tavolsag nagyobb lenne hdromnal, akkor C*-ot alkalmas d* — 3 helyen atszarva [n~, k, 3] ;-paramé-
n~-k_ ,
ter(i kodot kapnank, igy érvényes lenne az n~ < 2 = ! relacio. Amn~ =n — (d*—=3) <n-bolr~ =

q -1
q-1

n~—k<n—k=r,ésigy az r-nél kisebb r~-re is teljesiil a k + r~ < feltétel, és igy r nem

lenne minimalis. Latjuk tehat, hogy most C = C* lesz egy megfeleld kod.
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9.5. Definicio

Ha az [n, k],-paraméterti C Hamming-kod szeparabilis valamely k oszlopara, k >t € N, és C’
olyan [n —t, k —t, 3], kéd, amelyet C-bol az el6bbi k oszlopbdl t oszlopon a csupa 0 komponensekre
réviditve kapunk, akkor C' az [n — t, k — t],-paraméterii g-aris réviditett Hamming-kéd.

A

Minden Hamming-kod tokéletes, igy az elemszama megegyezik a Hamming-korlattal, amib6l
kovetkezik, hogy egyben optimalis is az adott hosszasaggal és kodtavolsaggal. Roviditett Hamming-
kodra az elébbiekben egyuttal belattuk a kdvetkezo tételt.

9.6. Tétel
Han € N*, g primhatvéany, r a legkisebb egész, amellyel n < %, akkor egy [n, k, 3] ,-paramé-

terlt kod mérete legfeljebb g7, igy a megfeleld (roviditett) Hamming-kod optimalis lineéris kod.
A

Bizonyitas:
A roviditett Hamming-kod konstrualasakor azt mutattuk meg, hogy a k-dimenzios, 3-tavolsagu

linearis kod hossza legalabb k + r, ahol r a legkisebb olyan egész, amellyel teljesiil a k +r < %

egyenldtlenség. Legyen most n adott, amelyre a tételben megfogalmazott feltétel érvényes, és k = n —
r. Ha k' = k-val létezik [n, k', 3],-paraméterii kod, akkor a Hamming-korlat alapjan teljesiil a
n—k' -1

qk’(l +n-(q— 1)) <q" ésigyazn < 2 p egyenlétlenség, amely ismét a tétel feltételeivel csak

ugy lehet,han — k' > r,vagyishak' <n—r =k,azazhak' = k.
0

Ha a tételben valodi egyenldtlenség all, akkor bar a megfeleld roviditett Hamming-kod optimalis
linearis kod, de nem feltétleniil optimalis kod. Ha példaul 2" < n < 32771 egy pozitiv egész r-rel,
akkor erre az n-re létezik (n, A - 2771, 3),-paraméterii kod, ahol A = 156 és 18 < k < 20 (n-t6l fiig-
gben), vagyis A > 1, ugyanakkor az optimalis linearis kod elemszama az eldbbiek szerint 2771,

Bizonyos Hamming-kod ekvivalens egy azonos paraméterti ciklikus koddal. Nézziink példaul egy
q=2,n=7,1=1, § = 3-paraméterii BCH-kodot. x” + 1 irreducibilis faktorokra valo felbontdsa
x"+1=(x+DE3+x+ D3 +x2+1) (F, folott az osszeadas egybeesik a kivondssal, ezért
x” —1=x"7 + 1, tovabba 1 az F, egységeleme). Egy [, fol6tti 7-edik primitiv egységgyok vagy x> +
x + 1, vagy x3 + x? + 1 gyoke, vélasszuk az el8bbit, ekkor ez lesz @ minimalpolinomja. Mivel T = 1
és 8 = 3, ezért most a-t és a?-et kell tekinteniink. g-elemii test folott a és a9 minimalpolinomja azonos,
ésmost g = 2, ezért g = x3 + x + 1, ami egy [7,4]-kodot general. A kod ellendrzé polinomja, h, x” +
1 masik két faktoranak szorzata, azaz h = x* + x% + x + 1, igy a g-vel generalt kod egy ellenérzd

1011100
matrixa H = (0 10111 0). Ha megnézziik H oszlopait mint kettes szamrendszerbeli szdmokat (feliil
0010111
all a legalacsonyabb helyiérték), akkor latjuk, hogy azok kiadjak az 1, 2, 3, 4, 5, 6 és 7 szamokat,
hasonléan a [7,4] binaris Hamming-kodhoz. Azt talaltuk, hogy ez a kod megkaphat6 az emlitett Ham-
kod hibajavito tulajdonsagait, tehat a két kod ekvivalensnek tekinthetd. Ami kiilonbség, hogy a mostani
kod ciklikus, igy egyetlen polinom ismeretében generalhato €s az ellendrzés is elvégezhetd, mig a ko-
rabban a 86. oldalon ismertetett Hamming-kod nem ciklikus.
Nézziik most altalaban a kérdést, els6ként a binaris esetet, és legyen n = 2™ — 1, ahol m 2-nél

nagyobb egész. Ha a a 2™-elemii test primitiv eleme, akkor FF, fol6tti minimalpolinomja m-edfok. a
nyilvan gyoke az f = x™ — e € F,[x] polinomnak, igy m((Z[FZ) osztoja f-nek, m((Z[FZ) egy n-hosszusagi C

ciklikus kodot general F, folott. Ha £ a g-elemli K test bovitése, akkor az L barmely § elemének és
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f9-nak a minimalpolinomja azonos. Most ¢ = 2, igy a? minimalpolinomja is mgFZ), ezért az mSFZ) altal

generalt ciklikus kod egy F, folotti, n = 2™ — 1, t = 1, § = 3-paraméterit BCH-kod, ennélfogva d >
3. Mivel deg (mgFZ)) = m, ezért a kdd n — m-dimenzios, a paritasellen6rz6 matrix, H, m X n-méretii.

d = 3 kovetkeztében H barmely két oszlopa linedrisan fiiggetlen, vagyis a matrix oszlopai paronként
kiilonbdzoek, és nem szerepel kozottiik a nullvektor. De az [F, f616tti m-komponensii, nem nulla vekto-
rok szama 2™ — 1 = n, igy a matrix valamennyi nem nulla vektort tartalmazza oszlopként, amib6l ko-
vetkezik, hogy a megkonstrualt kod [n, n — m],-paraméterit Hamming-kod (azt nem allitjuk, hogy min-
den binaris Hamming-kod ciklikus, ha ugyanis Hamming-kddban a komponensek sorrendjét permutal-
juk, akkor ugyanolyan paraméteri Hamming-kodot kapunk, am a ciklikussag nem invarians erre a
transzformdciora, amint az el6zéekben a konkrét példaban lattuk).

Nem mindenr, n = 2—__11pérosra 1étezik ciklikus Hamming-kod. Legyen példaul ¢ = 3 és r = 2
azazn = 4, k = 2. Az ellen6rz6 matrix oszlopait Bj-vel jelélve, ahol 4 > j € N, egy j = u-rahl, = 10
vagy hY, = 20, és csak az egyik szerepel H-ban. Hasonloan, egy alkalmas v # u-ra a v-edik oszlop vagy
h” = 01, vagy h? = 02, ismét kizaro értelemben, ezért a H 4ltal generalt altér u és v indexii poziciéjan
eléforul az 10 és 01 kombinacio. Ekkor valaszthaté a kodhoz olyan H is, ahol eleve az elébbi kombi-
naciét tartalmazo két vektor a sorvektor. Tegyiik fel, hogy a két sor xy10 és zw01. xz és yw egyike,

mondjuk yw, 12 vagy 21 (és csak az egyik lehetséges), mig xz mar csak 11 és 22 egyike (és ismét csak

egyike) lehet. Ha yw = 12, akkor H; = G % (1) 2) vagy H, = (; ; é g) ellenkezd esetben a két sort

és az els6 két oszlopot felcserélve kapjuk az elébbi matrixokat, és a sorcsere nem valtoztatja meg a
kodot, az oszlopcsere pedig csak a kodszavak komponenseinek sorrendjét valtoztatja. Ha H,-ben az elsd
sort hozzaadjuk a masodikhoz, és felcseréljiik a két sort, akkor ugyanazon kod paritasellenérzé matrixat
1011
2110
Ez azt mutatja, hogy barmely két [4,2]-paraméterti ternéris (azaz FF5 f616tti) Hamming-kéd csak az osz-
1022

0121
1110 is eleme a koédnak, ugyanakkor 0-val kezd6dd (és nem nulla) kddszé csupan a masodik sor és

annak kétszerese lehet, amelyekben biztosan eléfordul a 2, ami mutatja, hogy 1110 ciklikus eltoltja,
0111, nem eleme a kodnak, és ez nem valtozik az oszlopok cseréjével, igy a [4,2]3-kod nem ciklikus.
(Csupan az érdekesség kedvéért emlitjiik, hogy amennyiben a ciklikus eltolasok utan az els6 kompo-
nenst megszorozzuk 2-vel, akkor ismét kodszot kapunk. Altaldban egy linearis kod konstaciklikus, ha
barmely ag ... a,_ay,_1 kOdszora (ca,_1)ag ... ap_ is kodszo, ahol ¢ a test tetszbleges rogzitett, nem
nulla eleme. Ha ¢ = —e, akkor a kod negaciklikus. Az el6bbi példa is ilyen, hiszen a harom elemi
testben 2e = —e.)

kapjuk, és ez a matrix Hz = ( ), ami az oszlopok sorrendjétdl eltekintve megegyezik Hy-gyel.

lopok sorrendjében tér el egymastol. A H;-hez tartoz6 G, generatormatrix ( ) A két sor Osszege,

Ezek utan nézziik, hogy mi mondhaté a Hamming-kédok és ciklikus kodok kapcsolatarol.

9.7. Tétel

Ha q egy primszam pozitiv egész kitevds hatvanya, r ketténél nem kisebb pozitiv egész, n =
r

q -1
q-1

, és 7 a q — 1-hez relativ prim, akkor van [n,n — r],-paraméterti ciklikus Hamming-kod.
A
Bizonyitas:
Mivel n|q™ — 1, igy van [F,r-ben olyan 3, amelynek a rendje IF; r-ban n. Els¢ként igazoljuk, hogy
(r,q—1) =(n,q —1),igy (r,q — 1) = 1-bdl adodik, hogy n és q — 1 is relativ primek. Valdban,
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(q—1)2(1+1)qr 2= ‘+r—Z(l+1)qr 1-i Z(l+1)qr 2=l 4y

r—1

Z(l +1Dg™ 1t - Z igm vt 4 r

i=1

_r1 r—1-i —
= + —-(r-1)+ n,
Eq r—D+r= Eq q—1

vagyisn = (q — 1) - t+r, és alkalmazva a legnagyobb koz6s osztokra Vonatkozo (a,ac +b) =(a,b)
Osszefiiggést latjuk, hogy a mondott két legnagyobb kdzos osztd megegyezik. Ebbdl kovetkezik, hogy
B91 rendje is n, ami viszont azt jelenti, hogy n > i € N*-ra g@=1 =« ¢, ahol e az F,, és ezzel egyiitt
az [Fr test egységeleme. Ekkor nincs olyan n-nél kisebb nemnegativ i # j kitevd, amelyekhez létezne
olyan [F,-beli A, hogy B¢ = A-BJ. Ellenkezd esetben ugyanis e # f5=/ = 1 € [F4, amihez sziikséges,
hogy fennélljon a 14 = Bi=J egyenlbség, azaz @D = e legyen. De az i-re és j-re tett meg-
szoritas azt jelenti, hogy a kiilonbségiikre fennall azn > |i — j| € N* korlat, igy az el6bbi hatvany nem
lehet az egységelem.

Legyen {a; € For|r > i € N}az Fyr egy F, foltti bazisa,n > j € N-re ] = By ; ... Br_1 ;2 B/
egyiitthatoinak vektora az el6bbi bazissal valo felirasban, és H egy olyan r X n-es matrix, amelyben az
r>1i €Nésn > j € Nindexekre H; ; = B; ;. Mivel B; és B; pontosan akkor linedrisan dsszefliggd, ha
van olyan nullatol kiilonb6z6 F-beli 4, amellyel B = A BY, ez viszont az adott indexekkel csupan i =
j esetén lehetséges, H oszlopai paronként linearisan fiiggetlenek, ugyanakkor r és n értékére valo tekin-
tettel kell lennie harom, paronként kiilonb6z6, linedrisan 6sszefliggd oszlopnak, H egy [n, k]-paramé-
terli g-aris Hamming-kodot definial. De a Hu = 0 egyenlGség ekvivalens az @i(8) = 0 egyenldséggel,
igy ha B F, fol6tti minimalpolinomja g, akkor a kod a g altal generalt ciklikus kod.

[

q = 2 esetén barmely pozitiv egész r-re r és g — 1 relativ prim, ami azt jelenti, hogy minden
binaris Hamming-kod generalhato ciklikusan, amint korabban lattuk.

Legyen C egy F, folotti, r-paraméteri Hamming-kod. Hamming-kédnal n —k =7 és d = 3,
tthait3=d<n—k+1=r+1,8éigyr =2eseténd = n — k + 1, vagyis a kod egy MDS-kod. Ek-

r_ 2_
korn=qq—_11=qq—_11:q+1ésk =n—r=(q+1)—2=q—1. Az el6bbiek szerint a kod egy el-
0 -a; —e
lenérzé matrixa (e % aq_l), ahol {a;|q > i € N*} = Fy, és innen : _1 |akdd egy
Oee - e —ag_, —e

generatormatrixa. Ha ¢ = 2, akkor a kod nem tual érdekes, hiszen ekkor n = 3 és k = 1, viszont érdekes
lehet a kod g = 2° esetén, ha 1 < s € N, ugyanis barmely pozitiv egész s esetén 25 — 1 paratlan, tehat
relativ prim 2-hoz, és igy a kod generalhato ugy, hogy ciklikus legyen. Az igy generalt Hamming-kod
tehat egy ciklikus MDS-kaod.

Most megvizsgaljuk egy Hamming-kod dualisat. Mint ismeretes, a dualis kod generatormatrixa
az eredeti kod paritasellendrz6 matrixa €s forditva.

Binaris Hamming-kodbol indulunk ki. Egy ilyen kédban n = 2" — 1, ez a hossza a dualis kodnak
is, igy az r-dimenzios dualis kod minden vektora egy n = 2" — 1 hosszisagu binaris sorozat. Binaris

Hamming-kaod ciklikus, de ciklikus kod dualisa is ciklikus, amelyet hy e;’:n = g® gene-

ral, ha g az eredeti kod generatorpolinomja. Legyen ¢ a dualis kddhoz tartozé kodszopolinom. Ekkor
c=ag® = %(6 —x") egy F, folotti, legfeljebb r — 1-edfoku a polinommal, majd ebbdl S =

e_an = ZO ¢s deg(g) =r, igy S a g altal generalt binaris homogén lineéris rekurziv sorozat. De g
egy primitiv n-edik egységgyok minimalpolinomja, tehat primitiv polinom, és igy S maximalis perio-

dust sorozat. Ekkor a g(P) 4ltal generalt barmely nem nulla sorozat egy periddusaban az 1-ek szama
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2771 vagyis a dualis kod valamennyi nem nulla vektoranak stilya azonos, és értéke 2”71, a binaris
Hamming-kod dualisa ekvidisztans, vagy mas elnevezéssel szimplex kod.

Most igazoljuk, hogy ez a tulajdonsag minden Hamming-kodra igaz. Eldtte megadunk egy sziik-
séges feltételt ahhoz, hogy egy kod ekvidisztans legyen.

9.8. Tetel
Legyen az [n, k] ,-paraméterii szimplex kodban n' a 0-tol kiilonboz6 elemet tartalmazé oszlopok
k_
szama. Ekkor & 1| n'.
q-1
A
Bizonyitas:

A 4.15. Tételben lattuk, hogy ha az [n, k],-kéd egy oszlopaban van nullatol kiilonbozo elem,
akkor annak az oszlopnak a stilya (g — 1)g*~. Mivel n’ olyan oszlop van, amely nem csak a nullat
tartalmazza, ezért a kod dsszstilyan’(q — 1)g*1, vagyis a teljes kodban ennyi nullatél kiilonb6z6 elem
van. A kodszavak szdma g*, és ha minden nem nulla kodszé sulya azonos, akkor egy-egy nem nulla

I 1y, k—1
kodszo sulyaw = n(qq%. De w egész szam és (qk -1, qk'l) =1, ezért q* — 1|n’(q — 1), vagyis
qk_l ’
n'.
q-1

[

A Hamming-kod dualisa megfelel a megadott feltételnek, ugyanis a kod dimenzidja r, és a kod

. q' -1
hossza éppen vy

9.9. Tétel
Legyen 2 <r € N, g = p®, ahol p primszam és s € N*, tovabba n = %. Az [n,n — r]-para-
méterti q-aris Hamming-kodhoz tartozé dualis kéd egy [n, 7, d],-paraméterii szimplex kod, ahol a kod,

és igy az allando tavolsag értéke g7 1.
A

Bizonyitas:

Az egyetlen, amit bizonyitani kell az, hogy minden nem nulla kédszo sulya " 1.

El6szor belatjuk, hogy az ellen6rzé matrix barmely soranak sulya a fenti érték. Az i-edik sorban
1évé nem nulla elemek szama megegyezik az r-dimenzios tér azon vektorainak szdmaval, amelyeknek
az i-edik komponense mondjuk a test egységeleme, hiszen a generatormatrix minden oszlopat meg tud-
juk szorozni egy olyan nem nulla elemmel, hogy az oszlop adott nem nulla eleme egységelem legyen.
Ilyen vektor dsszesen q"~1 van, i-td] fliggetleniil, igy a matrix valamennyi soranak ez a stlya.

Mivel a matrix sorai linearisan fliggetlenek, és igy a kod egy bazisanak elemei, tovabba a tér
barmely nem nulla vektora eleme a tér valamely bazisanak, ezért az el6bbi megallapitas a kod minden
elemére igaz, vagyis valamennyi nem nulla kodszé stilya azonos, és a kozos suly "~ 1.

[

Binaris esetben a kod hossza 2" — 1, a kod elemeinek szdma 27, és valamennyi nem nulla vek-
torban pontosan 2771 1-es és 271 — 1 0-as taldlhatd, jeldljiik ezt a kodot A,-nel, ahol n = 2. Ha
kiterjesztjiik a kodot egy paritasbittel, akkor valamennyi kodszo paritasbitje 0 lesz, hiszen r > 1 kdvet-
keztében minden kodszo paros sulyt. Az Gj kod hossza 27, a kodszavak szama nem valtozott, tehat
szintén 271, és a vektorok sulya is valtozatlan, azaz — nem szamitva a nullvektort — ismét 2”1, vagyis
most a csupa nullabol allo kodszotol eltekintve mindenegyes vektorban azonos szamu 0 ¢és 1 talalhato.



9. Hamming-kodok

Ez mint kod nem kiilondsebben érdekes, hiszen A,-nel azonos elemszammal és hibajavito képességgel
rendelkezik, de nagyobb hosszon, azaz nagyobb koltséggel. Ha a nulldkat 1-re és az egyeseket —1-re
cseréljiik, akkor egy olyan n X n-es H,, matrixot nyeriink, amelyben minden elem 1 vagy —1, és
H,HT = nl,, ahol I,, az n-edrendii egységmatrix. Az ilyen tulajdonsaga métrixot n-edrendii Hada-
mard-matrixnak nevezik, segitségiikkel képezziik a Hadamard-koédokat, azaz az elébbi A, -t, valamint
egy By-nel és egy C,-nel jeldlt kodot. Az eldbbit ugy kapjuk, hogy A, -t megnoveljiik a kddszavak
komplemenseivel, mig az utdbbit hasonlé modon, de a kiterjesztett kodbdl kiindulva (azaz az eredeti
kédot meghosszabbitottuk). Kénnyti belatni, hogy B, egy (2" —1,2"*1,2""1 —1),-kéd, mig C,
(27,27*1, 27 1), -paraméterti kod, és A, -t az elsé oszlopon nullara réviditve (27 — 2,271, 271),-pa-
raméteri kddhoz jutunk. A dualis Hamming-kéd linearis, ugyanakkor nem minden Hadamard-koéd line-
aris. (Csak megjegyezziik, hogy Hadamard-matrix n = 1 és n = 2-n kiviil csupan néggyel oszthato n-
re 1étezhet, de azt a sejtést még nem sikeriilt bizonyitani, hogy minden ilyen n-re 1étezik is.)

Korabban definialtuk az 6nortogonalis és 6ndualis kodot, aktualizaljuk most ezeket Hamming- és
Kiterjesztett Hamming-kodokra valamint ezek dualiséra.
Ha egy kod dnortogonalis, akkor része a sajat dualis terének, igy az eredeti tér dimenzidja nem
haladhatja meg a dudlis tér dimenzidjat, tehat k < n — k, azaz 2k < n, és egyben egy kod és dudlisa
r_
csupan az 6ndualis esetben lehet egyszerre dnortogonalis. Hamming-kodnal n = ‘2—_11 ésk =n—r,igy

az el6bbi feltétel most (2—__11 < 2r alaku, és az 6ndualitashoz egyenldségnek kell teljesiilnie. Innen 2r >

‘2_‘11 =Yis0q  =2r+Xi-5(q" — 2) , tehat T1=5(q" — 2) < 0, és ez 2-nél nem kisebb r és q mellett
csupanazr = 2 ésq = 2 illetve r = 2 és g = 3 esetén lehetséges. Kozvetlen ellendrzéssel latjuk, hogy
a binaris eset nem jo, ugyanakkor a 2 hosszsagl ternaris Hamming-kod ondualis. Kiterjesztett Ham-
ming-kodnal az eltérés az, hogy n helyett n + 1 szerepel, és az utolso Osszeg értéke 2-nél kell, hogy ne
legyen nagyobb. Ezt a feltételt nyilvan kielégitik az el6z6 esetek, tovabbar =3, q=2¢ér =2,q =
4. Ujra kozvetlen szamolassal kapjuk, hogy r = 2 és q = 2 illetve r = 3 és g = 2 j0, és az utdbbi 6n-
dualis.

Attériink a dualis kodokra, a Hamming-kéd dualisaval kezdve. A kod generatormatrixa az eredeti
kod paritasellendrzé matrixa, és ezt — skalarekvivalencia erejéig — korabban megadtuk. Tcgr) barmely

oszlopanak négyzete azonos az elsé oszlop négyzetével, barmely oszlopanak szorzata e(™-rel azonos
az els6 oszlopnak és e(-nek a szorzataval, azaz magaval az elsé oszloppal, végiil tetsz6leges két kii-
16nb6z6 oszlop szorzata megegyezik az elso két oszlop szorzataval, ezért elég ezeket megvizsgalni. Az
elsé oszlopban a test mindenegyes eleme pontosan q”~ -szer szerepel, igy az e™-rel vett szorzatban és
az dnmagaval vett szorzatban is minden érték q”~1-szer fordul elé. Ha r > 2, akkor "~ oszthato g-
val, ez pedig a test karakterisztikajaval, igy ezek az 6sszegek nullat adnak. Hasonloan lathatjuk be, hogy
az els6 ket oszlopban minden lehetséges I -beli rendezett par pontosan q"~2-szer szerepel, és ezért r >
3 esetén a két oszlop szorzata is 0-t ad. v = 2 esetén viszont a skaldrszorzat értéke az FF, elemeibdl
képzett Osszes lehetséges a - b szorzat Osszege, ami azonos a test elemei Osszegének négyzetével, és
q > 2 esetén ez is nulla, hiszen legalabb kételemii véges testben az elemek Gsszege maga 0. Arra jutot-

tunk, hogy HC(ITH) barmely két — nem sziikségszertlien kiilonb6z6 — soranak szorzata r > 3, vagy r = 2
és q = 3 esetén azonos ng) megfeleld két soranak illetve megfeleld soranak és 0 transzponaltjanak

a szorzataval, tehat H C(IT) megfeleld két soranak szorzataval, hiszen a nullvektorral valé szorzas eredmé-
nye 0. Ez indukcidval mutatja, hogy adott g mellett barmely r-re akkor és csak akkor lesz a dualis
Hamming-kod 6nortogonalis, ha r = 2, vagy ha g = 2, akkor még r = 3. HC(IZ) els6 soranak négyzete
az [F4-beli elemek négyzetének dsszege plusz az egységelem. Az el6bbi 6sszeg q = 2 esetén e, g = 3-
ra —e, minden mas esetben 0, igy az els6 sor négyzete akkor és csak akkor 0, ha g = 2 vagy q = 3. A
masodik sor négyzete mindig 0, hiszen ebben a sorban g darab egységelem all. A két sor szorzata viszont
éppen a test elemeinek 6sszege, ami mindig nulla. A g = 2, r = 3 eset kozvetleniil ellendrizheto, €s azt
adja, hogy barmely két sor skalarszorzata nulla, igy kiadddik, hogy a dudlis Hamming-kod pontosan a
binaris és ternaris esetben 6nortogonalis, és ebben a két esetben ez minden r-re igaz. Végiil a kiterjesztett
Hamming-kod dualisat nézziik. Most a matrix annyiban kiilonbozik az el6z6t61, hogy minden sor végén
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szerepel egy nulla, illetve van egy csupa e-bél allo sor. Az elobbi sorok szorzatat nem befolyasolja a
kiegészitd 0, ezért ez a kod csak akkor lehet Gnortogonalis, ha a kiterjesztés nélkiili kod dualisa is az.
Az 1j sor négyzete (n + 1)e = 2e, ami viszont csak akkor 0, ha g 2-nek egy hatvanya, ezért ¢ mar csak
2 lehet. Ezt a sort egy régi sor kiterjesztettjével szorozva az eredeti sorban allo elemek 6sszegét kapjuk,
ami 0, mert Tér) oszlopaira és e-re ez igaz, ng) két sorara is igaz, és ezért indukcioval belathato,
hogy minden r-re is igaz. Igazoltuk tehat a kdvetkezd tételt.

9.10. Tetel
Legyen r ketténél nem kisebb egész, n = Z—__ll, és q egy primszam pozitiv egész kitevos hatvanya.

Ekkor az [n, k]-paraméterli g-aris Hamming-kod akkor és csak akkor 6nortogonalis, har = 2 és q = 3,
és ekkor a kod egyben 6ndualis is. A kiterjesztett Hamming-kod akkor és csak akkor énortogonalis, ha
q = 2ésvagyr = 2vagyr = 3, és ez utobbi, és csak ez, egyben dndualis is. Minden binaris és ternaris
Hamming-kod dualisa valamint kiterjesztett binaris Hamming-kod dualisa 6nortogonalis, és semmilyen
mas g-ra nincs ilyen tipust 6nortogonalis kod.

A

Utolsoként megnézziik a kodsebességet és a hibajavito-képességet. Ismeretes, hogy altalaban
ezek egymads rovasara ndvelhetdek, és az is nyilvanvald, hogy egy kod csak akkor hasznalhat6, ha mind-
két érték meghalad egy ésszerti als6 korlatot. Sajnos sem a Hamming-kod, sem a dualisa nem jeleskedik
ebben a tekintetben.

9.11. Tétel
Legyen g egy primszam pozitiv egész kitevés hatvanya, 2 < r € N, és C™ egy [n,n — r] q-ha-
raméterli Hamming-kod. Ekkor r novekedésével €7 kodsebessége 1-hez és hibajavitd képessége 0-
hoz, mig a dudlis kod kddsebessége 0-hoz, hibajavito képessége 1 — %—hoz tart.
A

Bizonyitas:
Ha C egy (n, M, d),-kod, akkor a kodsebesség R = n~'log, M, és ez [n, k, d],-paramétert li-

nearis kod esetén k - n™1, mig a hibajavito képességre § = d - n~ ! jellemzé.

a’-1
. . e 1 -1 .
CM-pen k = n — r, igy a kodsebesség értéke qqu_l =1- rqqr_l >1-— #, ahol a masodik
q-1

tag értéke r novekedesével tetszbleges kis eltéréssel megkozeliti a nullat. &) szamlaloja r-tdl fligget-
lentil 3, mig a nevezd korlatlanul né, igy a hanyados értéke tart a 0-hoz.

TetszOleges linearis kodra érvényes, hogy ha a kod sebessége R , akkor a dualis kodé 1 — R,
hiszen(m — k) -n™! =1 — k- n~1, igy a Hamming-kod dualisdnak sebességére vonatkozo allitas nyil-

, . ’1: . . . r—1 4 _qr_l_ _l ' 1 5
van igaz. Ugyanakkor a dualis kod tavolsaga q" ™", tehat most § = Z7— = (1 q) (1 + qT—1)’ ésa

q-1
masodik tényez6 értéke r névekedésével 1-hez tart.



10. Reed-Solomon kédok

Felidézziik a BCH-kodokat. Adott a g-hoz relativ prim n, a T egész és a 2-nél nem kisebb, de n-
(Fq)

o A at [F, f6l6tti minimal-

nél nem nagyobb & egész. Ha a egy F, folotti primitiv n-edik gyok, €s m
(Fq)
a‘r+i
méterti BCH-kod. Ez a kéd [n, k, d],-paraméterii kod, ahol k = n — deg(g), és d = 4, feltéve, hogy
k> 0.

polinomja, akkor a g = 1kkt {m

6—1>i€ N} polinom altal generalt ciklikus kod (n, , &) g-para-

10.1. Definicio
Az (n,t,8),-paraméterii BCH-kod Reed-Solomon kéd, han|q — 1.
A

Mivel n|g — 1, ezért n és q relativ prim, létezik primitiv n-edik egységgydk F, folott. Az F,
folotti primitiv n-edik egységgyok eleme [Fy-nak, igy a' F, fol6tti minimélpolinomja x — a’, tehat a
kod generatorpolinomja g = ]_[fz_oz(x - a”i). Ekkork =n—deg(g)=n—(0—-1)=n—-6+1,¢s
a Singleton-korlat valamint a BCH-kodok tavolsaga alapjan d > § = n — k + 1 > d-bdl kapjuk, hogy
d =n—k + 1, vagyis igaz az alabbi tétel.

10.2. Tétel

A Reed-Solomon kodok MDS-kodok.
A

n_g =4 (x—af) _ i
e I (e
duélis kod generatorpolinomja g(®) = hgth* = [[I4,(x — a=C*D) (mert hgh* fopolinom, és re-

ciprok polinom gyokei a polinom nem nulla gydkeinek inverzei). Ez szintén egy Reed-Solomon kod
generatorpolinomja, ami igazolja a kdvetkezo tételt.

A Reed-Solomon kéd ellenérzé polinomja h = ad

10.3. Tétel

Reed-Solomon kod dudlisa is Reed-Solomon kod.
A

Azt tudjuk, hogy ciklikus kod dudlisa ciklikus, most pedig azt lattuk, hogy Reed-Solomon kod
dualisa is Reed-Solomon kod. Mivel minden BCH-kod ciklikus, ezért egy BCH-kod dualisa is ciklikus,
az azonban altaldban nem igaz, hogy BCH-ko6d dualisa BCH-kdd. Ha példaul n =8, g =3, t =1 és
8 = 3, akkor a kod gydkeinek kitevéi egyrészt 1 és 2, masrészt az a és a? minimélpolinomjai gydkeinek
kitevdi. a/ minimalpolinomjanak akkor és csak akkor gyoke a®, ha k = jq' (n) egy alkalmas [ kitevo-
vel, vagyis a-hoz tartozik még az 1 kitevon kiviil 3 - 1 = 3, és mas mar nem, mert 3-3 =9 =1 (8),
¢és hasonloan 2-hoz tartozik 2 és 6, mert 18 kongruens 2-vel modulo 8. Ekkor a dualis kod gyokeinek
kitevdi 0, 4, 5 és 7. A 0-hoz nem tartozik mas gyok, és hasonloan a 4 is egyediil all, mig az 5. és 7.
hatvany minimalpolinomja azonos. Ha a dualis kod BCH-kod, akkor kell, hogy legyenek egymas utani
kitevohoz tartozo gyokei ugy, hogy az ezen gyokokhoz tartozd minimalpolinomok gyokei kiadjak az
elobb felsorolt valamennyi gyokot. Ezek szerint minden minimalpolinombdl legalabb egy gyoknek sze-
repelnie kell a sorozatban, tehat a 0. és 4., tovabba az 5. és a 7. legalabb egyike (a 0. és a 7. gydk
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szomszédosak, mert a 8. hatvany azonos a 0. hatvannyal!), de barhogy is valasztunk ki a megadott mo-
don harmat, vagy mind a négyet, ezek a kivalasztott gyokok nem alkotnak hézagmentes sorozatot, tehat
a dualis kod nem lehet BCH-kod.

Mint azt a BCH-kodoknal lattuk, haegy 6 —1 > i € N -re (t + i) modn = 0, akkor e gyoke a
kodnak, vagyis ekkor a kdd egy paritaselemes kod.

Most ismét emlékeztetiink a ciklikus kodokra. Ha a kéd gydkei az a;-k, ahol I > i € N, és H az
a matrix, amelyben azl > i € N, n > j € N indexekre ﬁi,]- = ai], akkor az u € [Fg vektor akkor és csak
akkor eleme a kodnak, ha Hu = 0, jollehet H altalaban nem a kod ellenérzé matrixa. Ha azonban a kéd
egy Reed-Solomon kod, akkor az a; = a®*! gyok eleme az alaptestnek, igy H egy [F, folotti matrix,
tovabba | = n — k, vagyis most H a kod ellenrzé matrixa, H=H, ésazn—k>i€N,n>j €N
indexparokra H; ; = (a”i)J. Legyen 4; ; = (ai)] = ((a‘l)‘i)] az n X n-es A -1 matrixban, ekkor u
pontosan akkor eleme a kodnak, ha A, -1u-ban a T <i <t +n — k indexekhez (pontosabban az
i modn indexekhez) tartoz6 komponensek értéke 0. Mivel a rendje n, és a € g, ezért A,-1u nem
maés, mint u-nak az a~1-gyel vett diszkrét Fourier-transzformaltja, vagyis azt kaptuk, hogy az [F, folotti
n-dimenzios tér egy vektora akkor és csak akkor eleme a kddnak, ha az a ~1-gyel vett U diszkrét Fourier-
transzformaltjaban a T < i < T + n — k indexekre U; yoqn = 0. A diszkrét Fourier-transzformacio bi-
jektiven képezi le az n-dimenzids teret onmagara, igy kiilonb6z6 kodszo képe kiilonbozo, és az n-di-
menzios térben pontosan azon vektorok inverz diszkrét Fourier-transzformaltjai lesznek elemei a kod-
nak, amelyekben az el6bb megadott komponensek mindegyike 0. Mindez azt jelenti, hogy a Reed-So-
lomon kdédot generalhatjuk gy is, hogy a k-dimenzids tér egy adott elemét mint iizenetet kiegészitjiik
n — k darab 0-val Ggy, hogy a kapott n-komponensii vektorban a fentebb megadott indexekhez tartoz-
zanak ezek a 0-k, és az igy kapott vektor a~t-gyel vett inverz Fourier-transzformaltja lesz az iizenethez
tartozo6 kodsz6. Ezzel meghataroztuk a Reed-Solomon kod egy lehetséges generatormatrixat, ugyanis ez
egy olyan métrix, amelyet A -1 inverzébdl, vagyis (ne) 1A ,-bol kapunk (ne felejtsiik el, hogy most a
transzformaciot generald primitiv n-edik gydk a~1!), ha tordljiikk ezen matrix i mod n indexekhez tar-
toz6 sorait, ahol T < i < 7+ n — k. Legyen tehat a kodolando iizenet ¢ € IF',;, éslegyenk >i € N -re
Ur—k+i)modn = Ci» mig U tdbbi komponense legyen 0. Ekkor

k-1

k-1
4= (1) D Ugesiymoan(@™) " = (e) 1 ) i@ )T = ey (@0 e(a),
i=0 i=0

ahol ¢ = XX ¢;xt, és ¢y ... cx_q a kodolando iizenet.
Most legyen (t — k) modn = 0 ésn = q — 1. Ekkor U els6 k komponense ¢ megfelel6 indexi
komponense, igy a c-hez és U-hoz tartozo polinom azonos, tovabba (ne)™! = (—e)™! = —e (mert g a

karakterisztika egy tobbszorose) és a~*7%) = e. Ha ily modon generaljuk a kodot azzal a médositassal,
hogy a minden kddszoban meglévd —e szorzotol eltekintiink, akkor tehat a ¢ {izenethez tartozo u kodszo
j-edik komponense u; = é(a™’) = U(a™/). Szirjuk at a kodot ugy, hogy dsszesen m komponens ma-
radjon, ahol m > k, és legyenek az ezen komponensekhez tartozo gyokok «y, ..., &, 1. Mivel a Reed-
Solomon kod MDS-kéd, és MDS-kod atszarasaval kapott kod is MDS-kdd, ezért az igy kapott kod is
MDS-kod, és akkor dekodolhato példaul az MDS-kodoknal megadott tobbségi eljarassal, tovabba mivel
k-dimenzidos MDS-kod generatormatrixaban barmely k oszlop linearisan fliggetlen, ezért a kapott kod
[m, k]-paraméter(i lesz. Eredetileg a Reed-Solomon kodot ily mddon definialtak, vagyis hogy vessziik
a g-elemi test m kiilonb6z6 nem nulla elemét, és a Cj ... C,_; lizenethez, ahol k < m, aztacg ...c;p_q
kodszot rendeljiik, ahol ¢; = Z;‘;& Cjai] , a dekddolast pedig a tobbségi modszerrel végezzik (az igy
definialt kod egy atszurt Reed-Solomon koddal skalarekvivalens, amelyet az atszart kod oszlopainak
egy permutacidjaval kapunk, és igy altalaban nem ciklikus). Ennek nyilvan specialis esete, amikor a; =
a~t, ahol « a test n-edrendii eleme, és n > m. Amennyiben az utobbi esetben még az is igaz, hogy m =
n, akkor visszajutunk az altalunk definialt Reed-Solomon kodhoz.



10. Reed-Solomon kédok

A Reed-Solomon kod generatormatrixat mas modon is megkaphatjuk. Egy linearis kod genera-
tormatrixa azonos a kod dudlisanak ellendrzé matrixaval, igy elegend6 meghatarozni ez utobbi matrixot.
A 10.2 Tétel utan lattuk, hogy a duélis kod generatotpolinomja g = H?;(Sl_l(x — a*””). Kis at-
alakitasokkal g(D) — H?Z—Ot?(x _ a—(‘r+8—1+i)) — Hﬁc:_ol(x _ a—(‘r+n—k+i)) — Hi’cz_ol(x _ a,—(r—k+i)),
vagyis a dualis kod gyokei az a~~*+D hatvanyok, ahol k > i € N. Ennek a kodnak az ellen6rz6 mat-
rixa az a k x n-méretii H®) matrix, amelyben k > i € N-re ésn > j € N -re Hi('?) = (a_(T_k”))], és
ez egy nem nulla konstans szorzoétol eltekintve (ami generatormatrixbo6l generatormatrixot, ellenérzd
matrixbdl ellendrzé matrixot ad) azonos A;ﬁ (t — k + i) mod n-indexii soranak j-edik elemével.

A Reed-Solomon kédoknak egy tovabbi definicigjat is adhatjuk. Legyen m < q, g, ..., @jp_q @
test m kiilonbdz6, nem 0 eleme, n az a;-k rendjeinek legkisebb kozos tobbszordse,n —1 > 1 € N*, és
H olyan [ X m-es matrix, amelyben a T egésszel H; j = a]-”i, tovabba C = {c € IFZ”|HC = 0}. Most ko-
nyen lathato, hogy ez a kod egy n-hosszasagl, § = [ + 1-paraméteri Reed-Solomon kod roviditésébol
kapott koddal skalarekvivalens kod, amely m = n és a; = a' esetén éppen egy, az altalunk adott defi-
niciénak megfelelé Reed-Solomon kod.

Az eredeti Reed-Solomon koédnal is egy n < g-ra adottak az F, test ay, ..., a,_q paronként Kii-
lonboz6 elemei, amelyek kozott valamelyik akar a 0 is lehet, és adott egy, az n-nél nem nagyobb nem-
negativ egész k. Most az iizenetek az I, folotti legfeljebb k — 1-edfoka polinomok, és ha f egy ilyen
polinom, akkor a hozza tartozo kodszé i-indexii komponense ¢; = f(«;), aholn > i € N. Az igy kapott
kod nyilvan linearis, hiszen polinomfiiggvények 6sszege a polinomok 6sszegéhez tartozé polinomfiigg-
vény, és polinom konstansszorosa is a polinom ugyanezen konstanssal vett konstansszorosa altal meg-
hatarozott polinomfiiggvény. Ebben a kédban minden kédszé n-hosszasagu, és a nem nulla kodszo su-
lyan —t, ahol t a 0 komponensek szama. A csupa nulla koédszé a nullpolinomhoz és csak a nullpoli-
nomhoz tartoz6 kodszo. De egy adott f # 0 tizenet esetén ¢; = 0 akkor és csak akkor, ha a; gyoke az
f polinomnak, igy t az f gyokeinek szama. Ha f nem a nullpolinom, akkor a gyokok szama legfeljebb
a polinom foka. A legtobb gyok akkor van, ha f pontosan k — 1-edfoka, k — 1 paronként kiilonb6z6

gyoke van, és minden gyoke az adott a;-k valamelyike. Ilyen polinom (g — 1) (k z 1) van, és egy ilyen

polinomhoz tartozo kodszo sulya, tehat a kod tavolsagad = n — (k — 1) = n — k + 1, ami azt jelenti,
hogy a kod egy [n, k],-paraméterii MDS-kod.

A beérkezett n-jegy szobol interpolacio segitségével egy legfeljebb n — 1-edfoku polinomot ka-
punk. Ha az igy kapott polinom fokszama kisebb k-nal, akkor vélelmezhetjiik, hogy az eredeti kodszot
vettiik, mig ellenkez6 esetben biztosan tortént hiba az atvitel soran. Amennyiben ismerjiik a hibak helyét
és legfeljebb d — 1 ilyen hiba van, akkor a vett sz6bol térolve az adott helyekhez tartozé komponense-
ket, az interpolacio még mindig elvégezhetd, és az elébbi esethez hasonléan, ha a kapott polinom leg-
feljebb k — 1-edfoku, akkor megkaptuk az eredeti iizenetet, mig ellenkezé esetben a vett sz6 tovabbi
hibakat tartalmaz. Altalanos dekodolésra alkalmazhatjuk a 81. oldalon megismert tobbségi dekodolast.

Térjlink vissza a mi Reed-Solomon kddunkhoz, és nézziik meg, hogy hogyan lehet egy ilyen ko-
dot dekodolni. Mivel ez egy MDS-kod, ezért alkalmazhatjuk a minden MDS-kod esetén mikodo tobb-
ségi dekodolast, &m a Reed-Solomon kodok specialis tulajdonsagait kihasznalva ennél jobb modszerek
is léteznek. Ezek egyikével késébb az alternans kodoknal foglalkozunk, ugyanis az alternans kodok a
BCH-kodok altalanositasai, igy minden olyan mddszer, amely alkalmazhato az alternans kodokra, nyil-
van miikodik a Reed-Solomon kddok esetén is. Itt most egy olyan modszert ismertetiink, amely elsGsor-
ban a Reed-Solomon kdédok esetén alkalmazhato.

Ha H a Reed-Solomon kod ellenérzé matrixa, akkor S = Hv a v sz6hoz tartozé szindréma (most
szandékosan jeloltiik a korabbiaktol eltéré modon nagybetiivel a szindromat). S az n — k-dimenzios tér
vektora, és ha € a hibavektor, akkor egyben S = He. Korabban lattuk, hogy Hv a v vektor a ~1-gyel vett
diszkrét Fourier-transzformaltjanak a 7-t6l kezd6d6 n — k ciklikusan egymas utan kovetkez6 indexhez
tartoz6 komponense, vagyis ha A -1 a korabban mar bevezetett n X n-es matrix, akkor E = A -1€ a
hibavektor a~1-gyel vett diszkrét Fourier-transzformaltja, és ennek az el6bb megadott indexekhez tar-
tozo szelete a szindroma. Tegytik fel, hogy w(€) = t,azaz t hibavan, ésahibdka0 < iy < -+ <i;_q <
n indexhez tartoznak, vagyis ; # 0 pontosan akkor, hai € J = {i;|t > [ € N}. Jeloljiik a-et X;-lel, és
legyen L = [[{Z3(e — X;x). Természetesen L-et nem ismerjiik, de ha meg tudnank hatarozni, akkor a
gyokeibol ismernénk a hibak helyeinek indexeit, ezért ezt a polinomot hibahely-polinomnak nevezik.
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L egy t- edfokl'l polinom, amelyhez 0 egyiitthatoval tovabbi tagokat kapcsolhatunk, igy kapjuk, hogy

= Y14 Lix'. Ha most L az L egyiitthat6ibol 4116 n-dimenzids vektor, akkor tekinthetjiik ennek a~1-
gyel Vett 1 inverz diszkrét Fourier-transzformaltjat. Tudjuk, hogy [; = 0 pontosan akkor, ha L(a J ) =
0. Legyen u a polinom egy gyoke, akkor 0 = L(w) = [[!Za(e — X;u), vagyis valamely i indexre e —
X;u = 0,ahonnanu = X; ! = a~Ji. Ez azt jelenti, hogy [; = 0 pontosan akkor teljesiil, ha j € J, vagyis
akkor és csak akkor, ha & # 0. EbbdI viszont kovetkezik, hogy 1- € = 0, ahol a két vektor szorzatat a
komponensenkénti szorzassal szamoljuk, vagyis (1-€); = [l;&;. De 1- € = 0 akkor és csak akkor igaz,
ha L x E = 0, ahol = a ciklikus konvoluciodt jeloli. A ciklikus konvolucidt kiirva minden n > i € N in-
dexre 0 = Z}:& LiE_pym, ahol a j™ = j mod n roviditést alkalmaztuk. Mivel L-ben a t-nél nagyobb
indexi egyiitthatok értéke 0, ezért

n—1 t t
0= Z LiE_ym = Z LiEq_jym = Z LeejE ey jym-
j=0 j=0

j=0

Terjessziik ki az n-komponensii E sorozatot egy végtelen sorozattd a T; = E (i+7)® definicioval. Ez a
sorozat periodikus az n periodussal, tovabba azn — k > i € N indexekre T; = Eivpym = Si, vagyis a
T sorozat els6 n — k komponense a szindroma, tehat ismert. Most

t

0= Z LejE ¢ jym = Z Le-jTiot4jo
j=0 ]:0

de mig korabban az egyenl6ség csak az n-nél kisebb i indexekre terjedt ki, addig most ez az Osszefiigges
tetsz6leges olyan i-re igaz, amellyel i — t — T nemnegativ, vagyis Z] =0 L;Ti+j = 0, ahol L* az L poli-

nom reciproka, és i € N. Ha még azt is tekintetbe vessziik, hogy L} = L, = L(0) = e, vagyis L* fopo-
linom, akkor latjuk, hogy T egy t-edrendli homogén linearis rekurziv sorozat az L* karakterisztikus po-
linommal, amelynek ismerjiik az els6 n — k elemét. Amennyiben n — k > 2t, akkor viszont az ismert
elemek egyértelmiien meghatarozzak a teljes sorozatot, vagyis ebben az esetben a szindromabdl meg
tudjuk hatarozni T-t, de akkor ismerjiik E-t, és ennek inverz Fourier-transzformalasaval megkapjuk az
€ vektort, azaz a hibavektort, és evvel a javitott kodszot, u = v — &-t. Az n — k > 2t feltétel viszont,

mivel Reed-Solomon kodnal d =n — k + 1, ekvivalens a t < % feltétellel, ami pedig az egyértelmii

dekddolhatosag feltétele minimalis tavolsaga dekodolasnal.

Az elébbi eredmény alapjan tehat a Reed-Solomon kodok egy lehetséges dekodolasa ugy torténik,
hogy a szindroméat mint egy n-periodustt homogén linearis rekurziv sorozat els6 n — k elemét kiegé-
szitjiik a periodus tovabbi elemeivel. Ezt megtehetjﬁk a linearis komplexitasnal latott moédon, vagy ugy,

hogy megoldjukat’ = l—J egyenletb6l allo Z i=o c] i+j = Si+¢regyenletrendszert, és a megoldasként
kapott ¢; egyiitthatokkal meghatarozott homogén linearis rekurzioval kiszamoljuk E-t.

A Reed-Solomon kodokat kiterjedten hasznaljak olyan helyeken, ahol a véletlen hibakon kiviil
ugynevezett csomds hibak el6fordulasa is gyakori. A csomos hibara az jellemzd, hogy ha valahol fellép
egy hiba, akkor a kdrnyezetében 1év6 tovabbi jegyek meghibasodasa is valdszinii. Gondoljunk példaul
egy megkarcolt lemezre, egy kavéval ledntott CD-re, vagy példaul arra, hogy ha 100 Mbit/s-os sebes-
séggel visziink at adatokat (nem tivegszal-kabelen), vagyis egy-egy jel idétartama 10 ns, akkor egy
1égkori elektromos kisiilés, amelynek az id6tartama ennél 1ényegesen nagyobb, sok egymas utani jel
értekét valtoztatja meg. Az ilyen helyzetekre definialjuk a hibacsomot.

10.4. Definicio
Egy [-hossziisagu hibacsomo egy olyan jelsorozat, amelynek az els €s utols6 eleme nem 0 (te-
hat lehetséges, hogy a kozbiilsé helyeken bizonyos jelek hibatlanok).
A



10. Reed-Solomon kédok

A hibacsomokat is javitd egyes kodtipusokkal foglalkozunk a kovetkezd részben.

Mivel a k-dimenzids Reed-Solomon kod generatormatrixanak barmely k oszlopa linearisan flig-
MDS-kédot kapunk, feltéve, hogy I < k. Az igy kapott kodot roviditett Reed-Solomon kodnak nevez-
ziik, és a Reed-Solomon kodokra kidolgozott barmely dekodolasi eljarassal dekodolhatjuk, ha a vett szot
a kihagyott pozicidkon 0-val egészitjiik ki. Ugyanezen okbdl a Reed-Solomon kod jol alkalmazhatd
olyan esetekben is, amikor varhatdan bizonyos hibak helye ismert.

A Reed-Solomon kodok felhasznalhatoak a kriptografiaban titokmegosztasra. Titokmegosztasnal
n résztvevo mindegyike rendelkezik egy olyan adattal, amelybdl akkor lehet megismerni a titkos adatot,
ha legalabb k résztvevo adata rendelkezésre all. A kod tulajdonsagainak koszonhet6en a segitségével
megosztott titkot akkor is helyesen kapjuk vissza, ha néhanyan hamis adatot szolgéltatnak.

A CD-ken (mind a zenei, mind az adatokat tartalmazo6 lemezeken) roviditett Reed-Solomon ko-

dokat alkalmaznak, de egyrészt a kovetkezd fejezetben targyalt direkt szorzat kod formajaban, masrészt
a blokk-kodnal bonyolultabb konvolucios kod részeként.

99






11. Kédkonstrukcio Il.

Az alabbiakban harom konstrukciods eljarast ismertetiink. El6tte azonban lassunk két tételt a hiba-
csomorol.

11.1. Tétel

Egy [n, k],-paraméterii C kod hibacsomoé-javito képességére fennall, hogy | < lnT_kJ, ahol [ a

javithat6 hibacsomo6 hossza.
A

Bizonyitas:

Tekintsiink egy tetszdleges nemzérus kodszot, s abban a leghosszabb, nemzérussal kezd6do, s
nemzérussal végzodo részsorozatot, masként csomot. Tegyliik fel, hogy az 6sszes nemzérus kodszot te-
kintve a legrovidebb ilyen részsorozat hossza b + 1. Ekkor egy adott kodszopozicidban kezd6do, leg-
feljebb b hossza hibacsomoknak megfelelé hibavektorok a szindroma-dekodolas standard elrendezési
tablazataban kiilonb6z6 sorokba (mellékosztalyokba) kell, hogy essenek, ellenkezd esetben két ilyen
hibavektor kiilonbsége kodszo lenne, ami ellentmondésra vezetne. Mivel a tablazat sorainak szama
g™, tovabba a kiilonbozo, legfeljebb b-hosszisagh hibacsomok szama q?, ezért g? < q™*, ahonnan
b < n — k adddik. Tehat van a kédban olyan kodszo, amelyben a leghosszabb csomo hossza legfeljebb
n — k + 1. Ha ezen kodszoban ezen csomot szétvagjuk két rovidebb csomora, és az egyiknek vessziik
a —1-szeresét, akkor az azoknak megfeleld hibavektorok azonos mellékosztalyba kell, hogy essenek,
hiszen ezen vektorok kiilonbsége kodszo6. Ennélfogva csak egyikiik valaszthaté mellékosztaly-vezet6-
nek, vagyis javithatdé hibamintdnak. Innen mar kovetkezik, hogy garantalhatoan legfeljebb az lnT_kJ-

hosszusagu hibacsomok javithatok.
(]

11.2. Megjegyzés

A csom6t és hibacsomot ciklikusan tekintjiik, vagyis egy b-hosszisagi csom6 elhelyezkedhet ugy

........

1évé jegyek alkotjak.
A

A tételbeli korlat Reiger-korlat néven ismert. Azon hibacsomoé-javito kodot, amelyre | = nT_kJ
fennall, Reiger-optimalisnak hivjuk.

11.3. Tetel
MDS-kod Reiger-optimalis.

Bizonyitas:

MDS-kédban d = n — k + 1, azaz a kod maximum lnT_kJ egyedi hibat képes javitani. Masrész-
rol, ha egy kod képes t (egyedi) hibat javitani, akkor nyilvan ki tud javitani barmilyen, legfeljebb t-
hosszsagu hibacsomoét. Ezt alkalmazva, MDS-kod esetén I%J = lnT_kJ << ln%kj, és ebb6l mar

kozvetlentl adddik az allitas.
!



Hibakorlatozas

Ezek utan nézziik a kdvetkez0, elsdsorban csomos hibak javitasara szolgald kodkonstukciokat.

Atfiizéses kéd

Adott egy (n, M, d) ;-paraméterti C koéd, valamint a A pozitiv egész szam. A C tetszdleges A kod-
szavat egymas ala irva, majd oszlopfolytonosan kiolvasva kapjuk az j kod egy kddszavat:

(0) (0) (0)
uO cee uj cee un_l
ul u]@ TP
-1 -1 (-1
uO cee uj cee un_l

(0) @ (1-1) (0) @® -1 0 @ (1-1)
0 Uy Uy WU U e lUp 2q e UpZq U1,

sul =u
vagyis uyj4; = uJ@, ahol A > i € Nésn > j € N. Haakapott C' kod paraméterei (n’,M’,d’)q:, akkor

az rogton latszik, hogy n' = An és q' = q, tovabba az is vilagos, hogy M’ = M*, hiszen a A sorba egy-
mastol fiiggetleniil a C barmely eleme valaszthat6. Ebbdl az is kdvetkezik, hogy

1

1
Y/ - —
AnlquM = EIquM =R,

1
R = Flogqr M =
vagyis az Uj kod sebessége megegyezik az alapkdd sebességével. Nézziik még a kod tavolsagat. Mivel

A pozitiv egész szam, ezért M* akkor és csak akkor nagyobb, mint 1, ha M is legalabb 2, vagyis az 0j
koédnak pontosan akkor van tavolsaga, ha az eredeti kodnak is volt, tegyiik tehat fel, hogy M > 2. Hau
és v # u C' két kiilonb6z6 eleme, akkor legalabb egy i-re és j-re uJ@ * vj(L). De ha uJ@ * vj(L), akkor
u® = v(i), ¢s mivel C tavolsaga d, ezért u® gg v® legalabb d helyen kiilonbozik, amibdl kovetkezik,
hogy u és v tavolsaga is legalabb d, tehat d’ = d. Most legyen u(® és v(® a C két olyan eleme, amelyek
tavolsaga d, és legyen u és v tobbi eleme azonos. Ekkor u és v tavolsaga d, vagyis van a kodban két
olyan sz6, amelyek tavolsaga d, amib6l kovetkezik, hogy d' < d, azaz C' tavolsaga megegyezik C ta-
volsagaval, d’ = d, és C’ egy (An, M*%, d)q—paraméterﬁ kod.

Felmeriil a kérdés, hogy mire jo egy olyan kdd, amelyben nagyobb kddhosszisaghoz azonos ta-
volsag, vagyis azonos szamu javithato hiba tartozik, azaz amelynek a relativ hibajavitoképessége kisebb.
Nyilvan semmire. Vegyiik azonban tekintetbe, hogy bar t-hiba javité kod esetén A kodszoban 6sszesen
At hiba kijavithatd, de ez nem jelenti azt, hogy egymads utan kiildott A kodszoban kozvetleniil egymas
utan kovetkezo At szamu hibat tudunk javitani. Az 4j kod azonban képes barmely [ < At- hosszasagu
hibacsomo¢ javitdsara, ugyanis amennyiben a vett szoban legfeljebb At hosszu hibacsomo van, akkor ezt
a sz6t oszlopfolytonosan irva a 4 X n méretii matrixba, a hiba minden sorban legfeljebb t egymas mel-
letti elemet érint. Valoban, legyen a hibacsomo elsé elemének indexe r;, az utols6é r,, a csomo két
eleme tartozzon az s, és az s, > s, indexekhez, €s legyen a csomo hossza legfeljebb At. Ekkor s, —
51 £ 1y — 11 < At. Tegyiik fel, hogy az el6bbi két hibahely a matrix azonos, mondjuk az i indexi so-
rahoz tartozik. Ekkor At > s, —s; = (4, + i) — (4j; + i) = A, — j1), és mivel 4 > 0, ezért j, —
J1 < t, vagyis egy-egy eredeti szoban legfeljebb t hiba van, amit az eredeti kod képes kijavitani, és igy
a teljes vett szot ki tudjuk javitani. Ezzel belattuk, hogy igaz a kdvetkezo tétel.

11.4. Tétel

t-hiba javito kodbodl A-szoros atflizéssel kapott kod At hosszusaga hibacsomot javitd kod.



11. Kodkonstrukeié II.

Most tegyiik fel, hogy C egy [n, k, d],-paraméterfi lineéris kod. Ekkor M = g, mig a A-szoros

atfiizés utan M’ = M* = (qk) = g**. Legyenu és v C', a és b a test két eleme. An > i € N-re au; +
bv; € Fg, igy au + bv € ]Ff;n. Legyen au + bv = w és au® + bv® = z®_ ( linedris, ezért 1 > i €
N-rez® e C.Han>j €N ésl=Aj+i, akkor w, = au; + by, = au]@ + bvj(i) = z].(i), vagyis w-t
oszlopfolytonosan a matrixba irva, annak minden sora eleme C-nek, és igy w eleme C'-nek, C' linearis.
De ha C’ linearis, és M’ = q**, ahol q a test elemszama, akkor C’ egy Ak-dimenzids kod, azaz C' egy
[An, Ak, d] ;-paraméterii kod.

Végiil tegyiik fel, hogy C a g generatorpolinommal generalt ciklikus kod, és nézziik meg, hogy
milyen szot kapunk, ha C' egy elemét ciklikusan egy hellyel jobbra Iéptetjiik.
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l
0D, G 0D @ @ a0 @ G-2)
Up 3 Uy Uy U U U U Up g e Upyoq U g
vagy a tablazatos alakban
© © L0 O
uo cee uj cee n 2 n 1
@ G ' (z) 0
uO cee uj cee n 2 un_l
(i+1) (i+1) (L+1) (i+1)
Uy U; Up—2” Up—q
(1-2) -2 ' (/1 2) (/1 2)
uo cee uj cee n 2 n 1
(A-1) (A-1) LD -1
uo e uj e n 2 un_l
l
LD G- e 0D e
Up_1" Yp j Up—2
©) © OO
uO cee uj cee n 2 n 1
(i-1) -1 ' (l 1) (l 1
U U; Up_2” Up_q
§e - u® NGO
(A-2) (1-2) L2 ,0-2)
uo cee uj cee n 2 n 1

Latjuk, hogy a 0. sor az 1. sor helyére keriilt valtozatlan formaban, az i-edik sor az i + 1-edik
helyére, és a A — 2-edik sor a A — 1-edik helyére szintén minden valtozas nélkiil, ugyanakkor az utolso,
A — 1-edik sor felkeriilt a 0. sor helyére, de ciklikusan egy hellyel jobbra tolva. Mivel az eredeti tablazat
minden sora egy-egy C-beli kodszo, és C ciklikus, vagyis barmely kodszavanak ciklikus eltoltja is kod-
sz0, ezért a masodik tablazat valamennyi soraban is C egy-egy kodszava all, és igy ez a tablazat is,
oszlopfolytonosan kiolvasva, C’ egy kodszava, ami éppen azt jelenti, hogy C' is ciklikus.

Az elébbi eredmény algebrai uton is kijon. A kod egy u kddszavahoz tartozé kodszo-polinom az
oszlopfolytonos kiolvasasnal
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An—-1 A-1n-1 A-1n-1 A-1 n—-1
= z ulx uAijlf” = ](l) A+ — z z (l)(x’l) z (u(l) o .')C
=0 i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
Ekkor a polinom eltoltja
-1
u_, = xumod (xl" - e) = xz xi(u(i) o x’l) mod (x’ln — e)
-1 =0
= Z(xi“(u(i) ° x’l) mod (x'm —e))
i
= Z(xi(u(i_l) ox*)mod (x*™ —e)) + (xl(u(l_l) o x*)mod ((x’l)n - e))
]
= Z xi(uVox?) + (xu*Vmod (x™ —e)) o x*
Pt -1
_ z i(ul=D o x2) + x0 ( -1, 1) = in(v(i) o x%)
i=1 i=0

ahol v = u?™V ¢s 1> i€ Ntra v® = ul=D. De ha ¢ ciklikus, akkor v = u?™Y € ¢, gy
u_, € €', aC’ kéd ciklikus.

Hatarozzuk meg C' generatorpolinomjat, g’'-t (a vesszé nem a derivalast jelenti). C' egy
[An, Ak, d] 4-paraméterii ciklikus kod, amelyben a generatorpolinom az egyetlen An — Ak = A(n — k)-
adfoku fopolinom, tehat ha megadunk egy ilyen polinomot, akkor az lesz a kod generatorpolinomja.
Legyen u(® = g, ahol g a C generator-polinomja, és legyen A > i € N*-rau® = 0. Ekkor

A-1

u= Z xH(u®ox?) =u®oxt = gox?
i=0

tehat u fopolinom, és a fokszama A(n — k), vagyis g’ = g o x*. Belattuk tehat a kovetkezot.

11.5. Tétel
[n, k, d] 4-paraméterti C kod A-szoros atflizésével kapott C' kod [An, Ak, d],-paraméteri kod, és
ha C ciklikus a g generatorpolinommal, akkor C’ is ciklikus a g’ = g o x* generatorpolinommal.
A

Direkt szorzat kod

Legyen adott egy My-elemii A és egy Mg-elemii B lizenethalmaz, egy (nq, My, d;) 4, -paramétert
Cy kod az Sy abécé felett, és egy (ny, My, d;),,-paraméterti C, kod az S, abécé felett, tovabba egy q-
elemii S abécé, és tegyiik fel, hogy My < q¥4 < My, Mg < q*8 < M,, qu < M, és q;(B < M,, ahol k4
és kg pozitiv egész szam. Mivel M, < q*4, ezért az A-beli iizeneteket felirhatjuk az S abécé feletti k ,-
hosszusagu szavakként, és ezeket kodolhatjuk a C; kéddal, hiszen g¥4 < M;. Most csinaljuk azt, hogy
kg szamu tlizenetet kodolunk az eldbb leirt modon, €s irjuk egymas mellé a kapott, oszlopként irt kod-
szavakat, ekkor egy S; f616tti n, X kg-méretii tablazatot kapunk:
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NORNINORNNOTY
NORNN I Cet)
© 0 (ke-1)
unl_l cee unl_l cee unlB_l

Itt valamennyi u" eleme S, -nek, és giF < M, kivetkeztében az elébbi tablazat egy-egy sora kodolhatd

C,-vel, vagyis egy-egy S; feletti, kg hosszisagu sorozathoz egyértelmiien hozzarendelhetd egy S, f6-

go) ...ul(j) ...ung_l)—et véi) @ v,&iz)_l—gyel kodolva a

16tti n,-hosszusagu sorozat, igy u ]

(0 ©) (0)
’UO cee ’Uj cee Unz_l
SO OB

J n,—1

P D) )

tablazatot kapjuk. Ha most ezt a tablazatot kiolvassuk igy, hogy minden eleme egyszer és csak egyszer
forduljon el6, akkor az A*4 halmazt egy C, koddal kédoltuk. Ez a kod a g,-elemii S, folotti kod, szo-
hosszlisaga n = nyn,, és elemszama M:B . Meg kell még hataroznunk a kod tavolsagat.

Ha A-nak egyetlen eleme van, akkor C,-ban is csak egy elem van, a koddnak nincs tavolsaga.
Ellenkezé esetben tegyiik fel, hogy A*4 két kiilonbdzé elemét kodoljuk. Ekkor a kiinduld két tablazat
legalabb egy helyen kiilonbozik, és igy a C;-gyel valo kodolas utan a qg szamu kddszoparok legalabb
egyike eltérd. Mivel C; tavolsaga d,, ezért ez a két kodszo legalabb d; helyen kiilonb6z6. Ha most a
sorokat C,-vel kodoljuk, akkor azok a kodszoparok, amelyek az el6bbi eltéré helyekhez tartoznak, szin-
tén kiilonbozoek, és akkor egy-egy ilyen kodszopar minimum d, helyen tér el, hiszen ez a C, kod ta-
volsaga. Mindebbdl az kovetkezik, hogy a C4-beli két kddszo eltérése legalabb dqd,, és igy a C4 kod
tavolsaga dy = d,d,.

Kiindulhatunk B-bél is. rjuk fel B elemeit az S betiiibl alkotott kz hosszu szavakként, és irjunk
egymés ala ky ilyen szot. q*B < M,, ezért egy-egy szot kodolhatunk a C, koddal, és igy, tovabbra is
egymas ala irva ezeket a kodszavakat, egy S, feletti k, X n, méretii tablazatunk van. Mivel qf 4 < My,
ezért a tablazat egy-egy oszlopa kodolhatod C;-gyel, és kddolas utan egy S; feletti n; X n,-méretii tab-
lazatot kapunk, amelyet valamilyen sorrendben kiolvasva, egy n,n, hosszusagu, S; feletti kodszot nye-
riink. Az eldbbihez hasonléan kapjuk, hogy igy egy (nlnz, M g“‘, dB)ql—paraméterﬁ Cy kodot konstrual-

tunk, ahol dg = d,d,.

Most nézziik meg a két kod sebességét.

kg log, M
kp _ B q 1
Ry = — logg, M,® = — log,, My < logg, M; = py— logql -
1
kg 1 1
= n—long qln—logq1 M, =R, n—logq 4, < Ry—logq, M; = Ry Ry,
1 2

és teljesen hasonloan kapjuk, hogy Rp < R R,.

Legyent, = I%J ésty, = l%] Tegyiik fel, hogy A-bdl indultunk ki, és a kodolas eredmé-

nyeképpen kapott tablazatot oszlopfolytonosan olvassuk ki. Amennyiben az atvitel soran egy legfeljebb
nqt,-hosszsadgu hibacsomo 1ép fel, és ezen kiviil még olyan véletlen hibak vannak, amelyeket soron-
ként C, képes javitani, akkor oszlopfolytonosan visszairva a vett szot a tdblazatba, és C,-vel kijavitva
a véletlen hibakat, a tablazat minden soraban legfeljebb t, hiba lesz, amit a C, kod képes javitani.
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Ugyanigy, ha B-t kodoljuk, és sofolytonos a kiolvasas illetve beiras, akkor a kod képes egy maximum
n,t; hosszl hibacsomo, valamint a C;-gyel javithatd tovabbi véletlen hibak javitasara.

o )

Upgo - Ugk,-1 70,0 Tony—k;—1
u N @ e 7D
ky—1,0 ko—1k;-1  Tk,~1,0 ky—1,m,—k;—1
() ()
oo 7 Tok,-1 Too ° Tong—ky—1
r(z) ..-r(z) T‘ ..;T‘
nz—kz—].,o nz—kz—l,kl—l n2_k2_170 nZ_kZ_lvnl_kl_l
T
(1 (€Y}
Ug,0 Uo,ky—1 Upgo ° Ugkr.-1 Too 7 Tong—ks-1
. ‘. H BN . . : S . .
Uy _ Uk 1 ke — (1 (1
k,-1,0 ky—-1k;—-1 Uky-1,0 " Uky—1ki-1 Ti,210 " Tk,=1mg—ky—1
l
(1 (€9)
Ug,0 Ugk, -1 Ugo = Ugky-1 Too 7 Ton,—k,—1
U _ o Up 1 ke — (€Y (€Y
kz 1,0 kz 1,k1 1 uk2_1,0 s ukz—l,kl—l Tk2—1,0 cee Tkz—l'nl—kl—l
T RS S @ . @
. ) ol 70,0 10,k —1 70,0 Ton,—ky -1
@ @ : ‘
Tnz—kz—l,o Tnz—kz—l,kl—l ""(2) ...‘r'(z)

Na—ky—1,0" T, —ky—1,k; 12—k, =1,0"" Ty —k,— 1,0y —ky -1

8. abra

Az elébbieket specializaljuk linedris kodokra. Legyen adott a g-elemii test folotti [nq, kq, dq]4-
paraméterli C; és [ny, ky, d;],-paraméterti C, kéd, Gy és Hy a Cy, G, és Hy a C, kod generator- és
ellendrzd matrixa, tovabba legyen az iizenethalmaz q*1¥2-elemii. Ekkor az iizenetek tekinthetek az Fq
folotti kq X k,-méretli matrixoknak (ezt persze ugy is felfoghatjuk, hogy az iizenethalmaz a g-elemi
test folotti k,-dimenzios tér, és ennek a térnek k; lizenetét kodoljuk, illetve a g-elemi test folotti k-
dimenzids tér mint lizenettér k, elemét kddoljuk). Egy ilyen U matrix egy-egy sora kodolhato a C,
koddal, és UG, egy kq X n,-méretli matrix, amelynek minden sora egy-egy C,-beli kodszo. Ugyanakkor
UG, minden oszlopa [, folotti kq-dimenzios vektor, amely kodolhato C;-ben. Ez a kodolas a Gy-gyel
valé szorzéssal végezheté el, és a szorzas utdan a V = ((UG,)7G,)" = GTUG, matrixot kapjuk mint az
U iizenet kodjat. De ugyanezt a kodot kapjuk, ha el6szor az U oszlopait kodoljuk a G matrixszal, és
utédna az igy kapott matrix sorait G,-vel: ebben az esetben az elsé 1épésben az UT G;, majd a masodik
1épés utan az (UTG,)T G, = GI UG, matrixot kapjuk, ami éppen az elébbi V matrix. Ebbdl kovetkezik,
hogy a végsé matrix oszlopai C;-beli, mig sorai C,-beli kddszavak. Ez onnan is latszik, hogy H;V =
H;(G{UG,) = (H;G])(UG;) = 0 ¢és HV' = Hy(GTUG,)" = (H,G3)(UTGy) = 0.

Standard alakt generatormatrixszal az eldbbieket a 8. dbra szemlélteti.

Ha U; és U, két iizenet, és a; valamint a, az [F, két eleme, akkor a;U; + a,U, is F, folotti
k, X k,-méreti métrix, és GI (a,U; + a,U,)G, = a;GIU,G, + a,GI'U,G,, tehat a kapott kod is line-
aris. Meg kell hatarozni ezen C kod paramétereit. A kodszavak n; X ny-méretii IF, f6lotti matrixok, igy
a kodhossz n = nyn,. Mivel az lizenetek az [F, folotti kq X k,-méretli matrixokkal reprezentalhatoak,
ezért a kod az F, f016tti nyn,-dimenzids tér k k,-dimenzios altere, k = k,k,. A kod tavolsagahoz ele-
gendd a kod sulyanak meghatarozasa, hiszen a kod linearis (feltessziik, hogy az eredeti mindkét kod
legalabb egydimenzios, és igy az eredd kod is tartalmaz nem nulla kodszot). Ha V nem nulla, akkor a
matrix legalabb egy eleme nem nulla. Ha az i-edik oszlopban van nem nulla elem, akkor az i-edik oszlop
a C; kod nem nulla eleme, €s mivel a C; tavolsaga d,, ezért az i-edik oszlopban legalabb d; nullatol
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kiilonbozé elem all, vagyis a matrixban legalabb d; nullatdl kiilonb6z6 sor van. Ezek a sorok C,-beli
nem nulla kédszavak, és igy a stlyuk legalabb akkora, mint a C, kdd tavolsaga, azaz legalabb d,. Ez
azt jelenti, hogy legalabb d; olyan sor van, amelyek mindegyikében legalabb d, nem nulla elem talal-
hato, tehat egy nem nulla kédszoban minimum d4 d, nullatol eltérd elem all, vagyis a két kodbol kelet-
kezett C kod d tavolsaga legalabb d,d,. Most legyen u® a C; kod egy d,-sulyu eleme, és u® egy C,-
beli, d,-sulyt kodszo, tovabba legyen V egy olyan n; X n,-es matrix, amelyben V; ; = ugl)u]@). AV j-

edik oszlopaban all6 elemek esetén u}z) allando, tehat ez az oszlop az u® C;-beli kodszo u}z)-szerese,

és igy maga is C;-beli kodszo. Hasonléan lathatjuk, hogy a matrix i-edik sora a C,-beli u® kodszo

ugl)-szerese, tehat C,-beli kodszo. Mindebbdl kovetkezik, hogy ez a V eleme C-nek. V; ; = ul@ujgz)
akkor és csak akkor nem nulla, ha mind ugl), mind u](Z) nullatol kiilonbdzs. Osszesen d; olyan i index

van, amelyre ugl) # 0, és azon J indexek szama, amelyekre u}z) # 0, d,, igy V sulya d;d,, amibdl

kovetkezik, hogy a kdd sulya legfeljebb ekkora. Mivel korabban azt talaltuk, hogy a kod stilya legalabb
dyd,, ezért d = dyd,, tehat C egy [nyny, kqk,, did,]4-paramétert linedris kod. Belattuk tehat a kovet-
kezd tételt.

11.6. Tétel
Legyen C; egy [nq, kq,d;]4-paraméterti kod a Gy és C; egy [ny, ky, d;],-paramétert kod a G,
generatormatrixszal. Ekkor az ]Ff;l)(k2 elemein az U » GIUG, szaballyal értelmezett C kod egy
[n1n2, k1 ky, dqd; ] g-paraméterii linearis kod.
A

11.7. Definicié

Legyen C; a G, és C, a G, generatormatrixszal generalt kod, és legyen U € IF';leZ. Ekkor az

U - GI'UG, szabillyal értelmezett C kod a C; és C, direkt szorzata, egy direkt szorzat kéd.
A

Mivel a direkt szorzat kddban a koédszavak olyan matrixoknak tekinthetéek, amelyeknek mind a
sorai, mind az oszlopai egy-egy kod elemei, ezért megprobalhatjuk a hibajavitast oly mddon, hogy el6-
szOr példaul soronként javitunk a C, kod alapjan, majd az ily mddon javitott matrix oszlopait javitjuk a
C;-beli dontési fuggvény alapjan. Ilyen modszerrel azonban nem hasznaljuk ki az 6sszetett kod hibaja-
d;—1

2

vito képességét. A C, kod tavolsaga d,, igy soronként t, = l J hiba javithat6, mig az oszloponként

javithato hibak szama t; = l%], hiszen a C; kod tavolsaga d,, vagyis dsszességében a soronként és
oszloponként elkiilonitetten torténd hibajavitas esetén t; t, hiba javithatd. Ennél valamivel jobb a hely-
zet. Ha ugyanis a hibak szama kisebb, mint (t; + 1)(t, + 1), akkor ez soronkénti és oszloponkénti
javitassal kijavithato. Ekkor ugyanis az olyan sorok szama, amelyben t,-nél t6bb hiba van, legfeljebb
t,, igy a soronkénti javitas utan legfeljebb t; sorban marad hiba (nem feltétleniil az eredeti poziciokban).
Ez viszont azt jelenti, hogy minden oszlopban legfeljebb t; hiba van, amelyeket az oszloponkénti javi-
tassal meg lehet szilintetni.

Most legyen u™ a C; egy d;-stilyn, mig u® a C, egy d,-sulyt kodszava, és legyen v(P) az u(®
valamely l%], v® pedig az u® valamely l%] karakterének 0-val val6 helyettesitésével el6alld szo.

vV a ¢, kod 0 kodszavabol dy — [%J = [%] hibaval keletkez8 s76. Paratlan d;-nél ez t; + 1 hiba, és

mivel a test barmely nullatél kiilsnbdzé ¢ eleme esetén cu™ cv-8] vett tavolsaga csak t, ezért cv(D
esetén a kod cu™-re dont, vagyis a dekodolas eredményeként nem az elkiildétt kodszot kapjuk, a de-
kodolas hibas eredményt ad. Ha d, péaros, akkor mind az eredeti kodszo, 0, mind u™ azonos tavolsagra
van vAD-t8l, és ez az azonos, nem nulla konstansszorosokra is igaz, ezért a dekddold vagy nem dént,
vagy, ha dont, akkor barmelyikre (de adott rendszeren belill mindig ugyanigy) dont. Tegyiik fel, hogy
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most a dekodold dont, és u-re, illetve a megfeleld konstansszorosara dont, ekkor a helyzet ugyanaz,

mint a paratlan tavolsag esetén. Ha a szorzatkdd {izenete a csupa 0-bol all6 matrix, és a vett szd, vissza-
0,@
i

-szerese lesz, vagyis t; + 1 sor lesz a csupa 0-t tartalmazo sortol eltérd sor. Ezen sorok
€Y)

i

irva a matrixba, olyan, hogy az (i, j) indexparhoz tartozé elem v , akkor a matrix i-edik soraban

@)
l

»javitasa” utan a matrixunk (i, j)-indext helyén v

av® szo v
u]@ lesz, hiszen a nem 0 sorokban v Pv®@-n¢l a

dekodolo vi(l)u(z)-re dént. A sorkorrekciok utdn a matrx minden sora u® egy konstansszorosa (kiilon-
®
i

minden oszlopa a v konstansszorosa, kozelebbrél a j-edik oszlop a vt u]@—szerese lesz. Az oszlo-

b6z6 indexii sor altaldban mas és mas konstanssal), az i-edik sor az u® v;"-szerese, ezért a matrix

ponkénti javitas soran ebbdl az oszlopbol u(l)ujgz) lesz, a végeredményként kapott matrix tehat az i-

edik sor j-edk oszlopaban ulgl)

adott kod kddszava, tehat egy olyan matrix, amelyben a hibadk szama minden sorban és minden oszlop-
ban nulla. Ugyanakkor a nullatél kiilonb6z6 elemek szama nem nulla (pontosan d, d,, de a 1ényeg csak
annyi, hogy nagyobb, mint 0), a dekodolas eredményeként nem az eredeti kodszot kapjuk, a dekodolas
helytelen eredményt ad. A vett matrixban a hibak szama a nullatdl kiilonbdz6 elemek szama, tehat
(t; + 1(t, + 1) volt, ezt a hibamintat a dekodolo nem az eredeti kodszora modositotta, vagyis ez a
hibaminta a soronkénti és oszloponkénti kiilon javitassal nem javithato, igy van olyan (t; + 1)(t, + 1)
hibat tartalmazé hibaminta, amelyet a szeparalt javitassal nem lehet javitani. Ez mutatja, hogy van olyan
(t; + 1)(t; + 1) hibat tartalmazo hibaminta, amely a kiilon-kiilon soronként és oszloponként végrehaj-
tott javitassal nem javithato.

u}z)—t tartalmazza. Ebben a matrixban minden sor és minden oszlop az

Ugyanakkor a direkt szorzat kod tavolsaga d = d,d,, ennélfogvaezakod t = l% = l%]

hibat képes javitani minimalis tavolsagu dekodolassal, tehat, ha t > (t; + 1)(t, + 1), akkor a soron-
kénti-oszloponkénti javitassal nem hasznaljuk ki teljes mértékben a kdd hibajavito képességét. Az elobbi
egyenlGtlenség masként t + 1 > (t; + 1)(t, + 1). Legyen d, = 2k, + & és d, = 2k, + &, ahol k;
és k, nemnegativ egész szam, és &; valamint &, egyarant {0,1} eleme. Ha ¢ € {0,1}, akkor koénnyuii
ellendrzésel kapjuk, hogy € = F;—IJ Most t + 1 = l%] = 2k 1k, + ki&y + kyeq + €185, és ha-

sonlo moédon (tl + 1)(t2 + 1) = l%] - leZ-FlJ = (k1 + 81)( k2 + 82) = k1k2 + klgz + kzgl + &1&7

lesz., igy az eredeti egyenl6tlenség a k. k, > 0 feltételre egyszertisddik, ami pontosan akkor teljesiil, ha

a bal oldalon mindkét tényezd legalabb 1. Azt kaptuk tehat, hogy t > (t; + 1)(t, + 1) pontosan akkor
igaz, ha mindkét kod tavolsaga legalabb 2.

Ha példaul egy n darab m-bites binaris szobdl all6 adatblokk minden szavat kiegészitjiik egy-egy
paritasbittel, és a blokk valamennyi, az egyes szavakban azonos pozicion allo bitekbol allo oszlopat is
megtoldjuk egy paritasbittel, akkor ha mindkét irdnyban parosra egészitiink ki, a keletkezett kod linedris,
és az eredeti szavak paritasbitjeibdl allé oszlop ellenérzoébitje megegyezik az oszlopok ellenérzd bitjei-
b6l allo sz6 paritasbitjével. Most mind a soronként, mind az oszloponként alkalmazott kod tavolsaga 2,
vagyis kiilon-kiilon egyik sem alkalmas hibajavitasra, ugyanakkor a direkt szorzat kod tavolsaga 4, tehat
képes egy hiba javitasara és két hiba jelzésére. Az egy hiba ugy javithatd, hogy egyetlen hiba esetén
pontosan egy sorban és egy oszlopban kapunk hibajelzést, és a jelzett sor és jelzett oszlop metszéspont-
jaban 4ll a hibas bit, amelyet az ellentettjére valtoztatva kijavitottuk a hibat. Am ha két hiba van, akkor
legalabb két sorban, vagy minimum két oszlopban kapunk hibajelzést, ami mutatja, hogy legalabb két
hiba Iépett fel, amit a kod mar nem tud (és nem is kell, hogy tudjon) javitani.

Masik példaként legyen mindkét kod 7-hosszisagn bindris Hamming-kod. Ha mondjuk a 0. és 1.
sorban a 0. és 1. oszlopban 1ép fel hiba, azaz 6sszesen négy hiba keletkezik, akkor a soronkénti ,,javitas”
megvaltoztatja a 0. és 1. sor 2. oszlopaban allo biteket, majd az oszloponkénti ,,javitas” soran invertaljuk
a 0., 1. és 2. oszlop 2. soranak bitjeit, vagyis az eredeti négy hiba helyett kilenc hiba lesz a blokkban,
am ez a modositott tablazat mar olyan, amelynek minden sora és minden oszlopa kddszo, vagyis maga
a hétszer hetes tablazat is kodsz6. Most tehat a négy hibat tartalmazo szot rosszul javitottuk, holott a
kod képes lenne négy hibat javitani, hiszen az eredeti két kod tavolsaga 3, vagyis a direkt szorzat kod
tavolsiga 9. Ennek ellenére gyakran alkalmazzuk a szeparalt dekodolast, de iteralva. Azt tudjuk, hogy
sor-oszlop javitassal biztosan javithaté 2 X 2 — 1 = 3 hiba, és van olyan négy hibabol all6 hibaminta,
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amelyet a kod nem tud javitani. Ez azonban nem jelenti azt, hogy egyetlen négy hibabol 4ll6 hibaminta
sem javithato sor-oszlop javitassal. Nézziik példaul az el6bbi két kodbol konstrualt direkt szorzat kddot
a kovetkezd hibamintaval:

1100000
0101000
0000000
0000000
0000000
0000000
0000000

Most ismét négy hiba van. Kezdjiik a dekodolast soronként. Ekkor a kovetkezd tablazatot kapjuk:

1110000
0101010
0000000
0000000
0000000

\0 000000 /
0000000
majd az oszloponkénti javitas utan

0100000
0100000
0100000
0000000
0000000
0000000
0000000

Most még harom hiba van, és a soronkénti ellenérzésnél nem mindegyik szindroma értéke 0. Am ha
ismét javitunk soronként, akkor ez a hdrom hiba eltlinik, hiszen minden sorban legfeljebb egy hiba van,
és olyan tablank lesz, amely sem a sorokban, sem az oszlopokban nem tartalmaz hibat, és valoban a
hibakat javitottuk ki. Ha a dekodolast az oszlopokkal kezdenénk, akkor mar csak egy oszlopban maradna
hiba, tehat soronként legfeljebb csak egy hibat kellene javitani, amire az eredeti kod képes.

A direkt szorzat kdd, mint korabban az altalanos esetben lattuk, jol hasznalhato hibacsomo javi-
tasara. Az adatatvitel soran a kétdimenzios kodszo jeleit altalaban sorosan tovabbitjak, igy a tablazatot
altalaban — de nem mindig, mint azt késobb latjuk — soronként vagy oszloponként olvassuk ki, és a vétel
helyén hasonldan toltjiik fel a tablazatot a javitas el6tt. Most tegyiik fel, hogy az oszlopfolytonos olvasast
alkalmazzuk, és az atvitel soran egy t,n,-nél nem hosszabb hibacsomo 1épett fel. Ekkor a tablazatba
valo beiras utan az egyes sorokban legfeljebb t, hiba van. Amennyiben mas hiba nincs, akkor a sorira-
nyu javitas esetén a teljes hibat ki tudjuk javitani, vagyis a kod oszlopfolytonos atvitel esetén képes
barmely legfeljebb t,n, hosszl hibacsomo javitasara. Hasonloan kapjuk, hogy sorfolytonos alkalmazas
esetén a t;n,-nél nem hosszabb hibacsomokat tudjuk a koddal javitani, igy a megfeleld iranyt miiko-
déssel max{t,nq, t;n,}-hosszsagn hibacsomo javitasara alkalmas a kod.

A linearis direkt szorzat kod kodsebessége konnyen meghatarozhato, hiszen

log, M = log, g**z = ks _kake _ RiR,.
nin,; 1 nin; 1 nin, nin,

R =
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Végiil vizsgaljuk a kod ciklikussagat. Sor- illetve oszlopfolytonos miikodés esetén hiaba ciklikus
mindkét kdd, a direkt szorzat kéd nem ciklikus. Ha mondjuk oszlopfolytonos a kiolvasas, akkor az egy
hellyel valé ciklikus jobbraléptetés soran példaul a masodik oszlopban allé kodszo ugy modosul, hogy
az utolso jegye elvész, mig az elejére az els6 oszlop utolso jegye keriil, és ez a jelsorozat altalaban nem
kodszo (a sorokkal a helyzet ugyanaz, mint az atfiizéses kodnal, vagyis az egyes sorok egy sorral lejjebb
keriilnek, mig az utolsé sor a 0. sor helyére megy, egy hellyel ciklikusan jobbra Iéptetve, tehat sorirany-
ban nincs probléma, am a direkt szorzat kodban oszloponként is kodszavaknak kell allnia, és ez nem
teljesiil a teljes kod egy hellyel valo elléptetése esetén, ha a kodot oszlopfolytonosan olvassuk — és nyil-
van a sorirany sériilne sorfolytonos kiolvasasnal). Probaljuk megallapitani, hogy van-e olyan kiolvasas,
amikor ciklikus kddokbol ciklikus kddot kapunk. Az természetesen feltétel, hogy a kiolvasasndl minden
ny > i € Nésn, > j € Nindexpar egy és csak egy n;n, >l € N indexnek feleljen meg.

Amennyiben mindkét kod valamennyi kodszava konstans, vagyis minden kodszoban egy adott
elem és csak ez az elem fordul el6 (ez az ismétléses kod), akkor a szorzatkdd is ilyen tulajdonsagu, és
ekkor barmely olyan kiolvasasnal, ahol minden jegy pontosan egyszer szerepel, az 0sszetett kod is cik-
likus. Legyen a kiolvasott szoban az [ indexhez tartozo elem a tablazat (i, j)-indexil eleme, és legyen
I' = (1+ 1)) 3 kdvetkezd elem a kiolvasas sorrendjében, ahol a® = amodb. Ez az elem az
(i",j') helyen 4ll. Ha minden (i, j) indexpérra teljesiil, hogy az ((i + 1)), j) helyen all6 elemet az
((i' + 1)), ') poziciéra esd elem kdveti, mig az (i, G+ 1)("2)) racsponthoz tartozé elemet kovetd
elem indexparja (i’, g'+ 1)(”2)), akkor tetszbleges, rogzitett (iy, jo) és barmilyen r valamint s egész
szam esetén ((io + )@, (o + s)(”z)) utén az ((ig + )™, (i + s)(”z)) indexpar kovetkezik. Ez azt
jelenti, hogy (iy, Go +5)") = (ig, jo + S), vagyis az eltolas utan a matrix iy index{ soraban az eredeti
matrix i, index{i soranak ciklikus eltoltja, tehat a C, kod egy kodszava all, hiszen most C, ciklikus.
Ugyanilyen megfontolassal a j, indexii oszlop ciklikus eltoltja az eltolassal atkeriil a j; indexii oszlopba,
ahol most a C1 kod egy kc')dszava lesz, hiszen eza kod is ciklikus Ha tehét a kiolvasés olyan hogy jobb
ciklikus kodok szorzata is 01k11kus.

Ha az el6bb emlitett feltétel teljesiil, akkor barmely (r,s) egész szampar esetén teljesiil, hogy

(o + 7)) — (ip + Tl)(nl)) (iy — i)™ &s (g + )™ — (jo + S)(nZ)) = (jo — jo) "2,
vagyis minden (i, j)-re (i’,j') = ((l + r)(nl), G+ S)(n2)) azr = (iy — i)™ és s = (j§ — jo) ™2 je-
161éssel. Tegyiik tehat fel, hogy egy elem kiolvasasa utan a téle s pozicidval jobbra és r pozicidval

lejjebb allé elem kovetkezik, ahol a jobbra illetve lefelé 1€pést egyarant ciklikusan értjiik, vagyis ha egy
adott l-re u; = u; j, akkor ezen l esetén uyq = U, ymp) (j+s)@2)- Hamost minden elemre teljesiil, hogy

jobb oldali szomszédjanak, illetve az alatta allé elemnek a rakdvetkezdje az 6 utana kdvetkezo elem
jobb oldali szomszédja illetve alatta allo elem (természetesen ismét mindeniitt ciklikusan értve), akkor
tehat a szorzatkod kodszavanak egy hellyel val6 ciklikus elléptetésekor a tablazat barmely sora egyetlen
sorba megy at s hellyel ciklikusan jobbra Iéptetve, és minden oszlop egyetlen oszlopba megy at r pozi-
cidval valo lefelé 1éptetéssel, amint a 9. abra (111. oldal) mutatja. Ekkor, mivel a tablazat minden sora
és minden oszlopa egy-egy ciklikus kod eleme, az athelyezés utan is olyan tablazatot kapunk, amelynek
minden sora és minden oszlopa benne van a megfelelé kodban, vagyis az elléptetett kodszo eleme a
szorzatkodnak, a direkt szorzat ciklikus kod. Kérdés, mi a feltétele, hogy minden elem szomszédjara
(jobbra ¢és lefelé) kovetkezo elem a rakdvetkezd elem megfeleld szomszédjaba keriiljon. Ez nyilvan
teljesiil, ha valamennyi elemre igaz, hogy a kiolvasas soran a kovetkezo elemet az ettdl az elemtdl jobbra
s és lefelé r pozicioval all6 helyrél vessziik, vagyis minden [ indexre teljesiil, hogy ha u; = u; ;, akkor
Upp1 = Uy (1) (j45) ) Ennek sziikséges és elégséges, hogy pontosan nqn, 1épés utan érjiink eldszor
egy olyan elemhez, amelyben mar jartunk, és akkor ez az els6ként ismétl6do elem éppen a kiinduld elem
lesz. A feltétel tehat az, hogy n n, legyen az a legkisebb pozitiv egész m szdm, amellyel i + mr =
i(ny) és j+ ms = j (n,) teljesiil, azaz m legyen a legkisebb pozitiv egész, hogy n,|mr és n,|ms.

r ny ny n, ab
Innen( o )| S G (nl,r)'(nz,s)]' [a,b] = 7 b) < ab, és egyenloseget akkor ka-

punk, ha (a, b) = 1, igy m = n,n, pontosan akkor lehetséges, ha

|m és ekkor m = [

=n, és —— = n,, vagyis ha

(Tl1r ) ( )
(nq,7) = 1és (ny,s) =1, valamint (ny,n,) = 1. Tehat ha n; és n, relativ prlmek, akkor tetszdleges,
az ny-hez relativ prim r-rel és az n,-hoz relativ prim s-sel ciklikus lesz a direkt szorzat kod, ha egy
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kiolvasott elem utan a téle ciklikusan s pozicioval jobbra és r pozicidval lefelé allo elemet olvassuk ki.
A tetsz6leges, de rogzitett (io, jo) indextdl kezdve a kiolvasast u; = U(j, +1r) modn,,(j+1s) mod n, SZEiNt
végezziik, ahol nyn, >1 € N.

uo_j
ul'o cee ul,] eee sees sse sees see ses ui,nl—s—l ui,nl—s cen ui,nl—l
unz—r—l,j
unz—r,j
unz—l,j
l
unz—r,j
unz—l,j
uolj
ui’nl_s ......... ui,n1—1 ui'o ves ul'] eee ses ses ese ui,n1—5—1 «— -|— T
Un,—r-1,j
T
j+s
9. abra

Az eldbbi kiolvasasi sorrend nem valtoztat a hibacsomo-javitd képességen. Ha a hibacsomoé hosz-

sza L, akkor a soronkénti hibak szama LH <hg < LH, mig az oszloponkénti hibak szdma az el6bbihez
1 1

hasonloan lnizl <h, < [nizl, ez pedig éppen azt jelenti, hogy ha L < t,n,, akkor soronkénti, L < t;n,

esetén pedig oszloponkénti javitassal meg tudjuk sziintetni a hibat.
1 minden egészhez relativ prim, ezért mind r, mind s lehet 1, azaz a tablazat bal fels6 sarkabol
indulva mindig az eggyel jobbra és eggyel lejjebb all6 elem kovetkezik (természetesen ciklikusan értve).
Ha példaul n; = 7 és n, = 5, akkor az alabbi kiolvasassal ciklikus kodot kapunk, feltéve, hogy
az eredeti két kod ciklikus volt:

0 15301025 5 20
21116311126 6
7 22 2 173212 27
28 8 23 3 183313
1429 9 24 4 19 34
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Kaszkad kod

Ismét két kodbol alkotunk egy tijat, amely alkalmas hibacsomok javitasara. Legyen C; a q;-elemi
Sy dbécé feletti (ny, My, dy)q,-paraméterti, C, a q-elemi S, dbécé feletti (ny, My, d;),,-paramétert
kod, és A egy M-elemi lizenethalmaz, ahol M < g, < qfl < M;, M*2 < M, valamilyen k, és k, pozi-
tiv egésszel. Ekkor megadhatunk egy ¢: S, — Sf ! injekcot, valamint egy olyan yY: M — Sf L injektiv
leképezést, hogy Im() S Im(¢). Most legyen u” = u(® . .u2=D € M*2_ és kodoljuk kiiln-kiilén
u valamennyi komponensét -vel, igy egy S; folotti k, k,-hosszisagu szot kapunk. Egy-egy k,-hosz-
szusagl szakasznak feleltessiik meg azt az S,-beli betiit, amelynek a képe éppen ez az S; feletti k-
hosszusagu szo, ily médon egy S, feletti k,-hossziisagl szot nyerve. Mivel MX2 < M,, ezért az ilyen
szavak kodolhatoak C,-vel, vagyis u-hoz hozzarendelhetjilk C, elemeit. A hozzarendelés eredménye
egy S, feletti n,-hosszsagu sz6. Ha most ennek a szonak mindenegyes betiijét leképezziik ¢-vel, akkor
egy-egy betii képét kodolva a C; koddal, egy S; feletti n;n,-hosszisagn szo keletkezik, vagyis A*2
elemeit S; feletti nyn, hosszisagu szavakkal kodoltuk, azaz egy C kodot kaptunk.

Hatarozzuk meg az 0j kéd paramétereit. A kod kodszavainak hossza nyn,, a kod mérete M¥z,
tehat C egy (nlnz,M"Z, d)ql—paraméterﬁ kod, ahol d még ismeretlen. Ha A*2 két kiilonbozd elemét

koédoljuk, akkor az elsd, C,-vel vald kodolas eredményeként két kiillonbozo kodszot kapunk, amelyek
legalabb d, helyen kiilonboznek, vagyis a két kodszdban legalabb d, kiilonbdzo betii van. Mivel kiilon-
b6z6 betliknek kiilonbdzo C;-beli kodszo felel meg, €s két eltérd Cy-beli kodszo minimum d; helyen tér
el, ezért a két lizenet kodjanak tavolsaga legalabb dd,, a C kod tavolsaga d = dd,.

dy— , . e,
22 1J—nel nem tobb hibat minimalis tavol-

A tavolsagok alapjan C, ki tud javitani barmely t = l
sdgu dekodolassal. Amennyiben egy kodszo az atvitel sordn gy sériil meg, hogy az egyes n;-hosszu-
sagu szakaszokat mint C;-beli kodszavakat javitva, egy legfeljebb n,(t — 1) 4+ 1-hosszasagu hiba-
csomo marad, akkor az n, hosszl szakaszokat visszairva az eredeti k, hosszusagu S; feletti szavakka,
majd ezeket a megfelel6 S,-beli betiivel helyettesitve, egy olyan S, feletti n,-hosszusagu szot kapunk,
amely legfeljebb t hibat tartalmaz, és ezt C, képes javitani, vagyis C ki tud javitani egy legfeljebb
ny(t — 1) + 1 hosszusagu hibacsomot (10. abra):

10. abra

A kodolas most a 11. abra szerint néz ki. Az abra alapjan érthetd, hogy C;-et bels6, mig C,-t kiilsé
kodnak nevezik.

o m

11. abra

dekodolt

tizenet

11.8. Definicio

Ha egy tizenetet egy C, koddal kodolva, a kodszavak bettiit egy C; koddal kodoljuk, akkor az igy
kapott C kod egy kaszkad kod, ahol C, a kiilsé kéd, és C; a bels6 kod.
A
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Allapitsuk meg a kaszkad kéd kodsebességét.

1
R = logg, Mk < logg, M, = Elong M, logg, g2

nin; nin,;

= (n—llogql qZ) (n—zlong Mz) = (n—llogq1 qz)Rz < (n_110gq1 Ml):Rz =R, R,
tehat az Ry sebességii C; ¢s R, sebességli C, kodbol konstrudlt kaszkad kod sebessége R < Ry R,.

Egyszerii a helyzet, ha C, egy [n,, k;,d,]q,-, mig C; egy [ny, kq,d;]4,-paraméterti kéd, ahol
q; = qf‘ . Ha most ]P'Z‘ikz az lizenettér, akkor egy-egy lizenet az [F, elemeibdl 4ll6 kqk,-hosszisaga
sorozat. Ennek minden k;-hossziisagt szakasza kdlcsonosen egyértelmiien leképezhetd g -be, és a le-
képezés utan egy [, feletti k,-hosszisagu sz6t kapunk, amely C,-vel szintén egy F,, feletti n,-hosz-
szisagh szoba kodolhato. Ennek a szonak minden betiije visszairhato egy [, folotti kq-hosszsagh
sz0ba, ¢és ez C;-gyel kodolva F,, folotti n,-hosszisagu szot ad, vagyis végeredményként az [F, ~test
folotti kqk,-hosszasagu tizenetet egy Fy, folotti nyn,-hosszisagu kodszoba kodoltunk, tehat igy egy
[n1ny, ki ks, d] g, -paraméterti C kodot kapunk. Azt a korabbiak soran mar lattuk, hogy a kod tavolsaga

legalabb d,d,, vagyis d > d;d,. Ennél tobbet azonban most sem mondhatunk, ugyanis ha az tizenetet
elso 1épésben a C, egy minimalis stlyt kddszavaba kodoltuk, akkor utdna az egyes betlik C;-beli kodja
altalaban nem minimalis stlyu, vagyis altalaban nincs C-ben d,d, stlya kodszo. Végiil a linearis ko-

dokbol osszeallitott kaszkad kod kodsebessége R = <22 = ¥1%2 — p % amint az kénnyen belathato.

nin; nin;
Igazoltuk tehat a kovetkez6t.

11.9. Tétel
Az FF,, folotti [ng, ky,d;],, -paraméterii, R, sebességli C; kodbol mint belsé kodbol és az ]Fqk1
1
folotti [n,, ko, dz]qk1 -paraméteri R, sebességii C, kddbol mint kiilsé kodbol konstrualt kaszkad kod
1

egy Fy, folotti [nyn,, kik,, d]g, -paraméterti, R = R R, sebességli € kod, ahol d > d;d,.
A

A kaszkad kod altalaban nem ciklikus, hiszen ha egy kodszot egy pozicioval ciklikusan jobbra
tolunk, akkor az egyes n;-hossziisagl szakaszok mint C;-beli kddszavak ugy valtoznak, hogy a jobb
sz¢€1s6 betii kicstszik, viszont a bal oldalon az elétte 1évo kodszo utolsé betiije jelenik meg elso betiiként,
¢és altalaban egy ilyen sz6 nem eleme a C; kodnak (ha példaul C; egy paritasbites binaris kod, akkor
jobbrdl lehagyva egy bitet és balrdl kiegészitve egy masik kodszo utolso bitjével, a kapott szoban az
egyesek szama akar paros, akar paratlan is lehet).

Végezetiil gondoljuk meg, hogy milyen kodot kapunk akkor, ha elobb a C; kéddal kédolunk,
majd az igy kapott n,-hosszusagl kodszavakat [F M elemeinek tekintve, k, egymas utani kodszora al-
1

kalmazzuk a C;, kodot, végiil egy ilyen kodsz6 minden betiijét visszairjuk FF, -be. Az eredmény egy Fy,
folotti nyn,-hosszisagu kddszo lesz, ugyanugy, mint az elobb, és a kod mérete, valamint a sebessége
sem valtozik. Mas a helyzet azonban a kod tavolsdgaval. Ha egy nullatél kiilonbozd iizenetet kodolunk,
akkor els6 1épésben legalabb egy nem nulla kodszot kapunk. Az igy kapott kodszavak az atiras utan egy
nem nulla lizenetet adnak a C, bemenetére, amelyet kodolva egy legalabb d,-sulyt kodszot kapunk. Ha
azonban most ezt a kodszot visszairjuk [, -be, akkor csak annyit allithatunk biztosan, hogy a nem nulla
elemek nem nulla F, fol6tti nq-hosszusagh sorozatot adnak, azonban hogy egy-egy ilyen sorozatban
hany nem nulla elem van, azt nem tudhatjuk (sz€ls6 esetben az ilyen elemek szama akar egy is lehet).
Mindossze tehat annyit tudunk, hogy a konstrualt kodban egy nem nulla kodszé legalabb d, nem nulla
elemet tartalmaz, azaz a kod stlya d’ > d,.
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A kaszkad kod egy elterjedt hasznalata, amikor a binaris iizenetet kiilsé kodként egy 2"-elemii
test folotti Reed-Solomon koddal (vagy roviditett Reed-Solomon koddal) koédolunk. Az ilyen kodot bi-
narisba fejtett Reed-Solomon kédnak nevezik. Az elterjedt hasznalatban r = 8, vagyis a kiils6 kod
betlii bajtok, mig a belsé kod tobbnyire egy paritasbites kod, vagyis a Reed-Solomon kodbol kapott
bajtokat egy paritasbittel egészitjiik ki.



12. Euklideszi algoritmus

Emlékeztetiink ra, hogy az R integritasi tartomany akkor euklideszi gytrli, ha létezik olyan
@: R* = N leképezés (az euklideszi norma), hogy tetszéleges u € R és v € R* esetén u = qv + r, ahol
qER, TER,ésr=0,vagyr # 0¢és o(r) < @(v). Ekkor a gyiirii egységelemes, barmely két elemé-
nek létezik asszocialttol eltekintve egyértelmiien meghatarozott legnagyobb k6zos osztdja, és ez a leg-
nagyobb k6zds 0sztd meghatarozhat6 az euklideszi algoritmussal. Az algoritmus a kdvetkezd. Vezessiik
be az r_; = u, ry = v jelolést. Ekkor van olyan n € N, hogy minden n > i € N indexre

Ti-1 = qi"1 T Tiv1
ugy, hogy r; # 0 és 1,41 = 0, tovabba hai < n, akkor ¢ (r;,1) < @(1;). EKkor d = r;, az u és v legna-
gyobb kozos osztdja, és minden —1 < i < n indexre van R-nek olyan a; és b; eleme, amellyel r; =
a;u + b;v. Ezeket az egylitthatokat is meghatarozhatjuk az euklideszi algoritmussal. a_; = e és b_, =
0-ra nyilvan igaz, hogy r_; =u = a_qu+ b_,v és az ag = 0, by = e egyiitthatokkal a hasonl6 ry =
v = agu + byv egyenléség. Ha most ;_; = a;_qu+ b;_1v és 1; = a;u + b;v az n > i € N indexre,
akkor aiy1 = aj—1 — Qq;a;, bi+1 = bi—l — qibi jelé')léssel

Tip1 = Tiog — qi1y = (@j—qu + bi_yv) — q;(aq;u + b;v)
= (aj-1 — qia)u + (bi—1 — q;b)v = a;1u+ biyqv,

vagyis i + 1-re is teljesiil az Osszefiiggés.
Igazolhato, hogy euklideszi gytirliben mindig van olyan euklideszi norma, amelynél uv # 0 ese-
tén @ (uv) = @(u). A tovabbiakban feltételezziik, hogy az euklideszi norma teljesiti ezt a feltételt.
Legyenu # 0 és @(u) < ¢(v). Ekkor
ri=u=0"v+u=qyry+r,
aholry =u#0¢s () =) < ) = @(ry), majd
v = 7"0 == qlT‘l +7"2.

Ugyanide jutunk, har_; = v és ry = u, de eggyel kevesebb 1épésbol all az algoritmus, elmarad az els6,
felesleges 1épés. Emiatt a tovabbiakban azt is feltessziik, hogy ha u # 0, akkor ¢ (u) = @ (v).

Mint tudjuk, test fol6tti polinomgyftirti euklideszi, ahol a nem nulla f polinomra ¢(f) = deg(f)
euklideszi norma, amely kielégiti a fenti megkdtést.

Az alabbiakban az euklideszi algoritmus néhany tovabbi tulajdonsagat vizsgaljuk.

12.1. Tétel

Legyen R euklideszi gyiirli az e egységelemmel €és ¢ normaval, amelynél ¢ (ab) > ¢(a), vala-
hanyszor ab # 0, és legyen u € R és v € R* ugy, hogy u = 0, vagy u # 0 és ¢ (u) = ¢(v). Ekkor

1. hau|v, akkor v|u;
ha az euklideszi algoritmusban (u, v) = d = r,, akkor

2. n = 0 akkor és csak akkor, ha v|u;
3. hau =0, akkor gy = 0, egyébként n > i € N esetén q; # 0;
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n=>1i€N"¥eseténa; # 0, b; # 0;

han>i€ N, akkor ai_lbi - aibi_l = (—1)16,

ha—1 <i < n,akkor (a;, b;) = e, mign =i € N-re (a;_1,a;) = e és (b;_1,b;) =e;
n=i€N-rera,_; —1i_1a; = (—1)wésr;_1b; — 1;bi_; = (—1)'w.

No ok

Ha R egy X test feletti polinomgytirii az f # 0 polinomokra a ¢ (f) = deg(f) normaval, akkor
az f és g nem nulla polinomokra

8. n =i € N esetén deg(q;) = deg(r;—1) — deg(r;), és hai > 0 akkor deg(g;) > 0;

9. —1<i<n-redeg(q;) = deg(f) — 23-:0 deg(qj);
10.
a) deg(bo) < deg(b,), ésn > i € N*-re deg(a;) < deg(a;,1), deg(h;) < deg(bs1);
b) azn > i € N indexekre deg(b;) = deg(f) — deg(r;_;) < deg(f), és ha az index pozitiv,
akkor deg(a;) = deg(g) — deg(r;—1) < deg(g).
A

Bizonyitas:
Az euklideszi algoritmus szerintn > i € N-re r;_y = q;1; + ;4. INnnen q;1; = r;_1 — 1y41, Mas-
részt ;41 = 1i_q1 — q;1;- Ezt a két Osszefliggést tobbszor alkalmazzuk.

1. Hau|v, akkor u # 0 (mert v # 0) és v = q'u, igy
u=quv+r=qqu+r,

ahol r =0, vagy r # 0 és @(r) < @(u). A fenti egyenlGségbdl r = (e — qq’ )u = q"'u, és har # 0,
akkor ebbdl kovetkezik, hogy @(u) < ¢(r) < ¢(uw), ami nyilvanvaldan lehetetlen, igy r = 0, és akkor
u = qu, tehat v|u.

2. Tegyiik fel, hogy v|u. Ekkor

r1=u=quv=quv+0=qyry+rm,
vagyis ekkor n = 0 és d = ry = v. Forditva, han = 0, akkor
U=7_1=qor +1 =qoro +0=qero = qv,

ami azt jelenti, hogy v|u.

3. Hau =0, akkor u = 0 v + 0, tehat g, = 0, és mivel ekkor v|u, ezért n = 0. Most tegyiik
fel, hogy u # 0. Ekkor q; = 0 esetén r;_; = 17,4, ami lehetetlen, mert r;_; # 0, és vagy ;. = 0, vagy
ha nem, akkor @ (r;_1) = @(1;) > @(1i41)-

4. Han>i€N%raa; =0, akkor 0 # r; = byv, és igy o(v) = ¢(ry) > @(1;) = @ (v), mig
b; = 0-val 0 # r; = a;u, igy u # 0, és ekkor @(u) = @(v) = @(ry) > @(r;) = @(u), ami mindkét
esetben lehetetlen.

5. a_1bg—agh_;=e-e—0-0=-e,éshan>i€N-rea;_,b; — a;b;_, = (—1)**'e, akkor

aibiy1 — Aipab; = a;(bi—1 — qiby) — (a;-1 — qia)b; .
= —(aj_1b; — a;b;j_y) = —(—=1)*le = (—=1)+D+1g,

6. 5. szerint a;_1b; — a;b;_1 = te, és ez csak a tétel legnagyobb k6zos osztoival lehetséges,
hiszen a felsorolt legnagyobb kozos osztok mindegyike sziikségszeriien osztdja a jobb oldalnak, e-nek.
7. Hai = —1vagyi = 0, akkor

Tody —T_1ap=v'e—u-0=v=(-1)%
rnay—1oa, =71, 0—v-e=—v=(—1)lv,
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valamint

r_1bg—Tob_i=u-e—v-0=u=(-1)
Toby —T1bg = 19(—qo) —11e = —(qoTo t 11) = —T_; = —u = -Dy,

ami mutatja, hogy a fentebb megadott két indexre érvényesek az egyenldségek. Most tegyiik fel, hogy
0<j<i<mneseténrjaj_, —1j_1a; = (—1)/v ésrj_1b; —1jbj_; = (—1)/u. EkKor

Ti+1Qi — Qi1 = Tip1 @ — 13(Q-1 — qia;) = (T§+1 + qm)qi AL
= —(na;-1 —1-1a) = —(=D'v = (=D,

Tibiy1 — Tiya1by = 1y(bi—1 — qiby) — Typaby = —(ry1 + qir) by + b4
= —(1i-1b; — 1ibiy1) = —(-D'u = (D",

tehat valamennyi tekintetbe vett indexre érvényes az allitott egyenldség.

A polinomokra vonatkozo6 allitasok bizonyitasanal felhasznaljuk, hogy test f616tti nem nulla po-
linomok szorzatanak foka a tényezok fokainak Gsszege, és kiilonbozé foku polinomok 6sszegének és
kiilonbségének foka a tagok fokszdmainak maximuma.

8. n>i€N-re q#0 ¢é r_; #0#r, ezért q;1; =1i_1 —Ti4q # 0, deg(r;_,) = deg(r;),
ri41 = 0 (az i = n esetben) vagy r;,1 # 0 és deg(r;) > deg(ri41), igy

deg(q;) = deg(ri_y —1141) — deg(ry) = deg(r;—1) — deg(ry),

¢és ez nagyobb nullanal, hai > 0.
9. deg(f) — Xj2odeg(q;) = deg(f) = deg(r_,). Ha n =i €N, akkor deg(q;)-t az eldz8
pontbal helyettesitve

z deg(q;) = Z (deg(rj—1) — deg(r;)) = deg(r_y) — deg(r;) = deg(f) — deg(ry),
=0 =0

és ebbdl atrendezéssel kapjuk r; fokat.
10.Azt tudjuk, hogy az a; és b; egyiitthatok és a q; hanyadosok egyike sem 0, és a pozitiv inde-
xekre deg(q;) > 0. Legyen n pozitiv egész.

a) by =0 =ag, by = e = ay, igy deg(by) = 0 = deg(ay), és by = b_; — qoby = —q, te-
hat deg(b,) = deg(qy) = 0 = deg(by). Legyen n > 1. deg(a,) = deg(q,) > 0 = deg(a,), hiszen
a, = ay— q1a1 = —q4, ¢és ha deg(b;) = deg(b;_,) és deg(a;) > deg(a;_;), akkor a rekurzios Gssze-
fliggésbol és deg(q;) > 0-bol deg(b; 1) > deg(b;) és deg(a;,+1) > deg(a;).

b) Az elébbi pontot felhasznalva

deg(by) = 0 = deg(f) — deg(f) = deg(f) — deg(r_) = deg(f) — deg(ro-1)
és
deg(a;) = 0 = deg(g) — deg(g) = deg(g) — deg(ry) = deg(g) — deg(r1_1).

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy i < n esetén egy nemnegativ i-re deg(b;) = deg(f) — deg(r;_1) és
deg(a;) = deg(g) — deg(r;_1), ha az i pozitiv. Ekkor

deg(b;;1) = deg(q;) + deg(b;) = deg(ri_1) — deg(r;) + deg(f) — deg(ri_1)

= deg(f) — deg(r;) = deg(f) — deg(r(i+1)-1)
valamint

117
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deg(a;+1) = deg(q;) + deg(a;) = deg(ri_1) — deg(r;) + deg(g) — deg(r;—1)
= deg(g) — deg(r;) = deg(g) — deg(r(+1)-1),
mert ha i < n, akkor deg(r;) > deg(r;;1) = 0. Még azt kell belatnunk, hogy deg(b;) < deg(f) vala-
mint deg(a;) < deg(g). Ellenkez6 esetben deg(r;_1) = 0. Ekkor deg(r;) = 0 is igaz, mert a maradé-
kok fokszama nem novekedhet, és a fokszamok egyenldsége is csak akkor lehetséges, ha i = 0, ami

most nem igaz, hiszen i pozitiv egész.
U

A tovabbiakban elsdsorban az n > i € N indexekkel talalt
deg(d) = deg(r,) < deg(r;) < deg(g) < deg(f)
deg(b;) = deg(f) — deg(ri_1)

egyenldtlenségekre, valamint arra lesz sziikségiink, hogy az a; és b; polinomok relativ primek valam-
ennyi, a —1 < i < n feltételnek megfelel$ indexre.
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Elészor megismétliink néhany dolgot a ciklikus kodoknal tanultakbol.

Legyen C egy [n, k, d], ciklikus kod az [F, test folott, ahol k pozitiv egész, és g a kod generator-
polinomja. EKkor 0 # g € F,[x], deg(g) = n — k, g osztoja az x™ — e polinomnak, ahol e az F, egy-
ségeleme, tovabba az I, folotti legfeljebb n — 1-edfoku ¢ polinom akkor és csak akkor kodszopolinom
a C koddal, ha g osztdja c-nek. Ha g gyokei egyszeresek, és biztosan ez a helyzet, ha n és g relativ
primek, akkor az el6bbi feltétel pontosan akkor teljesiil, ha g minden gydke gydke c-nek. Legyen g I,

s o ; D) - . ; na!
fol6tti irreducibilis felbontasa g = [[5_; m®. Ha a® gyoke m®W-nek, és deg(m(l)) = n;, akkor a®
is gyoke m®-nek, ahol 0 < j < n;, ezek a gyokok paronként kiilonbozoek, és nincs mas gyoke m-
nek. De a® akkor és csak akkor gydke c-nek, haa [0..n; — 1] intervallumba esé legalabb egy j kitevére

N
a®1 gyoke c-nek, igy az el6bbi feltétel Ggy is igaz, hogy ¢ akkor és csak akkor kodpolinom a € koddal,

ha minden m® legaldbb egy-egy gyoke gydke c-nek. Legyen AW = {a(i)q] n;,>je N}, és
{ayln—k=t>1€N} =B c A= U5, AD g gyokeinek olyan halmaza, amely valamennyi m(® leg-
alabb egy gyokét tartalmazza, vagyis |B| =t <n—k és V(s =i € N): B n AD # @, tovabba H egy
olyant X n-méretii matrix, amelybena 0 < i <t és0 < j < nindexekre H; ; = ai], ahol @; € B. Mivel
¢ pontosan akkor kodszo, ha 0 = é(a;) = ;-‘;01 cj l] = Z?;& H; jc; = (Hc); mindent > i € N indexre,
ezért ¢ akkor és csak akkor kodszo, ha Hec = 0.

Mivel g osztoja x™ — e-nek, ezért g valamennyi gyoke az x™ — e-nek is gyoke. Az utdbbi poli-
nom gyokei [F, folotti n-edik egységgyokdok, és ha (n,q) = 1, akkor ezek a gyokok egy F, folotti
primitiv n-edik egységgyok n-nél kisebb nemnegativ egész kitevos hatvanyai. Tegyiik fel, hogy n és q
relativ primek. Legyen az A halmaz valamely B; részhalmaza olyan, hogy a B;-ben 1évé gyokok az a
egymas utan kovetkezd hatvanyai, vagyis B; = {a**|6 — 1 > [ € N}, ahol t € Z tetszdleges egész, és
n—k+ 1> 3§ €N (nem kotjiik ki, hogy B; a g minden faktoranak tartalmazza legalabb egy gyokét),
és legyen H olyan matrix, amelyben az i-edik sor j-edik eleme (a“’i)j, ahol§ —1>ieNésn—1>
J € N. Ekkor H; ; = (a”i)J = a’j(afj)l = th}, ahol h; = a’l és B = a’. Ha most H' a H tetsz6le-
gesen kivalasztott, paronként kiilonb6z6 § — 1 oszlopabdl all6 részmatrix, akkor H' egy & — 1 -edrendi
kvadratikus matrix. Legyen D a H' determinansa. A determinans j;-indexii oszlopabdl, ahol § — 1 >
l € Nésn > j; €N, kiemelhet0 a 0-t6l kiilonb6z0 h;, €s ha minden oszlopbol kiemeltiik ezt a szorzot,
és a kiemelés utani determinanst D’-vel jeloljiik, akkor D = D' [[9-2 h;,. Mivel a D" mogott allo szorzat
nem nulla, ezért D pontosan akkor nulla, ha D' nulla. De D' egy olyan Vandermonde-determinans,
amelyben a generatorelemek paronként kiilonbozéek, hiszen Dy ; = a’l, az a primitiv n-edik egység-
gyok és a j; indexek csupa kiilonb6zd, n-nél kisebb nemnegativ egészek. Ebbdl kovetkezik, hogy H'c =
0 csak ugy lehet, ha c a nullvektor, vagy w(c) = 6, és igy a kod stlya legalabb 6.

A BCH-kddot az eldbbieknek megfeleléen konstrualjuk. Legyen n a g primhatvanyhoz relativ
prim pozitiv egész, rtetsz8leges egész, €s § 1-nél nagyobb egész, tovabba a egy [F, f6l6tti primitiv n-
edik egységgyok, végiil g az a® -k [F, 616tti minimalpolinomjainak legkisebb kozds tobbszordse, ahol
6 — 1 > i € N. Ekkor a g altal generalt ciklikus kod dimenzidja k = n — deg(g), és tavolsaga legalabb
6, feltéve, hogy k > 0 (ellenkezd esetben a kod csupan a nullvektort tartalmazza, igy a kod tavolsaga
nincs értelmezve). A konstrukciobol latszik, hogy ha -t tetszéleges, vele modulo n kongruens egésszel
helyettesitjiik, akkor ugyanazt a kddot kapjuk, tovabba ha § nem kisebb n-nél, akkor g & -t61 fiiggetlenil
x™ — e, igy kikothetjiik, hogy n > 7€ Nésn > § € N.

A BCH-kédnak § — 1 > i € N-re a™ gycke, és a kod valamennyi gyoke az elébbi gyokok mi-
nimalpolinomjainak gyoke, tehat az [F, folotti legfeljebb n — 1-edfoku ¢ polinom akkor és csak akkor
eleme ennek a BCH-kodnak, ha az eldbbi ai-k mindegyike gyoke c-nek, vagyis ha Hc = 0, ahol H

(6 — 1) X n-méretli, és H; j = (a“'i)j (6 —1>1i€eNésn>j € N). Hogy ennek a kodnak a tavolsaga
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legalabb &, az azon mulott, hogy a H barmely § — 1-rendii kvadratikus részmatrixa, az oszlopokbol egy-
egy alkalmas nem nulla értéket kiemelve, regularis Vandermonde-determinanst hataroz meg. Ebbdl vi-
szont kovetkezik, hogy ha H tetszdleges olyan, r X n-méretli matrix, amelynek barmely r-edrendii
kvadratikus részmatrixahoz tartoz6d determindnsa az oszlopokbol vald alkalmas, nullatol kiilonbozo
elem kiemelése utan regularis Vandermonde-determinans, akkor mindazok az [F, f6l6tti n-dimenzids
vektorok, amelyeknek H-val vett szorzata 0, egy olyan kodot adnak, amelynek a tavolsaga legalabb r +
1.

13.1. Definicié
Legyen m, r és az r-nél nagyobb n pozitiv egész, n > j € N-re h; az F,m nem nulla elemei,
ugyanezen indexekre az a;-k az F,m paronként kiilonbdzd elemei, és C = {c € Fi|He = 0}, ahol H az
[Fym f6l6tti olyan r X n-méretli matrix, amelyben H; ; = hja} (r>i€eN,n>jeN).Ekkor C egy F,
folotti alternans kéd. Ezt az alternans kodot A(q, m, r, h, &), vagy ha q, m és r ismert, akkor A(h, o)
jeloli.
A

Egy BCH-kod nyilvan alternans: ha a kod hossza n, és a kezd6 értéket megado paraméter 7, akkor
hi=a"ésaj=al.

Az rogton latszik, hogy az alternans kdd linearis, és a kddszavak hossza n, tovabba a kod konst-
rukciodja kovetkeztében a kod d tavolsaga legalabb r + 1. Korabban azt is lattuk, hogy a fenti H matrix,
amennyiben m > 1, altalaban nem ellendrzé matrixa a kodnak, hiszen H nem minden eleme van benne
feltétleniil F,-ban. Ha megadjuk F,m-nek egy [F, folotti bazisat, akkor [F;m minden eleme bijektiven
megfeleltethetd egy [F, folotti m-dimenzios vektornak, ahol a vektor komponensei az [F,m adott elem-
ének az elGbbi bazisban valo felirasanal kapott egylitthatoi. Ha a H minden elemét helyettesitjiik a neki
megfeleld vektor oszlopmatrixaval, akkor mar egy H folotti mr X n-méreti matrixunk lesz. Ennek a
matrixnak azonban lehetnek linearisan 0sszefiiggd sorai. Kivalasztva maximalis szamu linearisan fiig-
getlen sort, az igy kapott matrix lesz a kod ellendrzé matrixa. A linedrisan fiiggetlen sorok szama leg-
alabb 7, hiszen az eredeti matrix sorai linearisan fiiggetlenek, és igy van benne r linearisan fliggetlen
oszlop, de akkor az j matrixnak is legalabb r oszlopa lineérisan fiiggetlen, és maximum rm, igy a kod
k dimenzidjara azt kapjuk, hogy n — mr < k <n —r, és C egy F, foltti, [n, k, d],-paraméterti kod.
Meg kell jegyezni, hogy ez a kod altalaban nem ciklikus (ugyanakkor minden BCH-kod alternans,
vagyis léteznek ciklikus alternans kddok).

Most egy masik kodot definialunk, amelyr6l kideriil, hogy szintén alternans. A definicio eldtt
sziikségiink lesz egy egyszerli tényre. Ha g egy X test f616tti r-edfoku polinom, ahol r nagyobb nulla-
nal, és u € K olyan, hogy g(u) # 0, vagyis u nem gyoke g-nek, akkor g és x — u relativ primek. Test
folotti polinomgytrh euklideszi, igy 1étezik, és asszocialttdl eltekintve egyértelmii a legnagyobb kozos
osztd. x — u mint elséfoku polinom, irreducibilis a K [x] gyfirliben, igy az elébbi legnagyobb kozos
0szt0, asszocialttol eltekintve, csupan e vagy x — u lehet, ahol e a test egységeleme. De ha a legnagyobb
kozos osztd x — u, akkor x — u osztdja g-nek, ami ekvivalens azzal, hogy u gyoke g-nek. Mivel g(u) #
0, ezért a legnagyobb ko6zds 0sztd csak e lehet. Euklideszi gytirliben a legnagyobb k&zos oszto felirhatd
a megadott elemek olyan linearis kombinaciojaként, ahol az egytitthatok a gytlirtibol vannak, igy 1étezik
olyan g és t® K f6l6tti polinom, hogy e = g« (x — u) + t™ g. g™ nem nulla, mert r > 0, és
mindig megvalaszthat6 tigy, hogy a foka kisebb legyen, mint g foka. Ha ugyanis f; és f, nem konstans
polinomok, amelyek relativ primek, €s e = hyf; + h,f,, akkor f, # 0, igy hy = qf, + r, ahol r = 0,
vagy r # 0 és deg(r) < deg(f,). Innen behelyettesités és atrendezés utan e = rf; + (qf; + hy)fs =
t1f1 + tof5, és t; = r # 0 ismét azért, mert f, nem konstans.

Aze = g®W - (x —u) + t@Wg felirasbol latjuk, hogy g|e — g™ - (x — ), amit ugy is irhatunk,
hogy e = g(u) - (x —u) (g), vagy hogy g(u) = (x —u)~1 (g), és azt mondjuk, hogy g(”) (x—u)
kongruens e-vel modulo g, illetve hogy g™ modulo g inverze x — u-nak. Altalanosan, ha egy test
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folotti polinomgyiriiben az f; és f, polinom kiilonbsége oszthato a g polinommal, akkor f; és f, kon-
gruens modulo g, és azt irjuk, hogy f; = f, (g), mig ha hih, = e (g), ahol a bal oldali szorzat két
tényezdje ugyanezen polinomgyiri két eleme, és e a test egységeleme, akkor h, a h; modulo g inverze,
jelolésben h, = hit (g).

Ezek utan lassuk a kodot.

13.2. Definicié
Legyen m és n pozitiv egész, 0 # g € Fym[x], n > j € N-re az a;-k az F,m paronként kiilon-
b6z6 olyan elemei, amelyek nem gydkei g-nek, végiil C = {c € IF2| Yrdc(x—a)t=0 (g)}. Ek-
kor C egy IF, folotti Goppa-kéd, amelyet I'(q, m, g, &), vagy réviden I'(g, ) jeldl.
A

13.3. Tétel
[F, folotti Goppa-kod [, folotti alternans kod.

Bizonyitas:

Agd = (x — aj)_l (g) polinom kénnyen megadhatd. Egységelemes kommutativ R gyiirii (te-
hat barmely test) folotti g polinomra, és az eldbbi gyiiri u elemére g = (x — u)h + §(u) egy alkalmas,
R folotti h polinommal, igy g — §(u) oszthaté x — u-val, és h = %Aiu). Ha g(u) invertalhatdé R -ben

(és igy u nem gyoke g-nek), akkor g = (x —u)h + g(u)-bol (g (u))_l—gyel valo szorzassal €s atren-

. ~ -1 ~ -1g-g A -1 L ..
dezéssel e = (G(w)) (g9— (x —wh) = (—(g(u)) %iu)) (x—w)+ (W) g, és innen koz-
~1g-9(a))

x—aj

Legyen g = Yo gix", ahol g, # 0, és lgy g # 0 és deg(g) = 1. X1y ¢;(x — )‘1 =0(9)
ekvivalens azzal, hogy g|¥7= ¢;g¥. Ha g|2 !c;g®, ahol a c;-k F, elemei, akkor ¥7= ¢;g@ = 0,
hiszen a g(-k r — 1-edfokuak, ezért az dsszegiik is legfeljebb r — 1- edfoku. De egy legfeljebb r—1-
edfoku polinom csak ugy lehet oszthato egy r-edfokl polinommal, ha 0, ahonnan kapjuk az elébbi
egyenléséget. Ebbdl kdvetkezik, hogy ¢ € [Fi akkor és csak akkor eleme C-nek, ha Srtcg® =0 A

vetleniil leolvashaté, hogy g = — (g (a-))

rovidség kedvéért legyen hy, = —(g(ak))_l, és nézziik a Y1t c;g@ = 0 feltételt.

n-1 n-1 ,\( ) n-1 A( )
_ k) _ N -19 —g\ag)\ _ g — g ag
O—chg( )—Z —(g(ap)) ———| = k| e ———
ak X — g
k=0 k=01 k=
T
_ h Yi-19;(x _“k) h x/ _“k
= Cr Nk Ck k 91
X — Ay X — g
k=0
n—1 r j-1
_ J-1-i g
= Z crhy gj aj X
k=0 j=1  i=0
r—1 n-1 r r—1 n—-1r—-1-i
_ i j-1-i i Jj
= Z X Z g]hkak Ck = X gi+1+jhkakck
i=0 k=0 j=i+1 i=0 k=0 j=0
r—1 n-1r-1 r— n-1r-1
_ i r—1-i j
= ve Ji+1+jhejCre X r—i+jhr®jCr,
i=0 k=0 j=0 i=0 k=0 j=0
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ahol g; = 0, ha r <1 € N. Vezesslink be néhany 1j jelolést. Azr >i €N, r>jeENén>keN
indexekre legyen x; = x"~17¢, Gij = Gr-i+j €S Hj = hka,](, tovabba X, G és H a megfelel6 vektor
illetve matrix. Az x;-k linearisan fiiggetlenek, hiszen az x* polinomok a polinomgyfirii egy bazisat ké-
pezik, igy az x komponenseinek csak a trivialis linearis kombinacidja a nullvektor. Ha j > i, akkor r —
i +j>r,ezért G als6 hdromszogmatrix. G féatlojaban g,_;,; = g, 4ll, amely nem nulla, ennélfogva
G determinansa nem nulla, G regularis, és ha A egy r sorbol allé6 matrix, akkor GA = 0 akkor és csak
akkor igaz, ha A = 0. A bevezetett jeldlésekkel a fenti 6sszefliggést folytatva

n—-1r-1 - n-1 /r-1

O—Z r-1- ‘ZZgr lﬂhkakck—z Z ZG” ik o | | =xT(G(HO)).

De XT(G(HC)) = 0 akkor és csak akkor, ha G(Hc) = 0, ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha Hc = 0.

-1
Viszont H olyan r X n-es matrix, amelyben H; ; = h; a], h; = — (g(aj)) # 0, és az a;-k paronként
kiilonbozdek, igy a Goppa-kdd valdban alternans kod.

[]

Az elobbiekbdl kovetkezik, hogy a fenti Goppa-kdd tavolsaga legalabb r + 1, a kod linearis, és
n—mr < k <n—r,ahol k akdéd dimenzidja.

Egy BCH-kodot sziikebb értelemben vett BCH-kédnak neveziink, ha 7 = 1. Sziikebb értelem-
ben vett BCH-kéd Goppa-kod. Most ugyanis H; ; = aj(aj)L, ahol 6 — 1 >1i €N, és § a kod tervezett

o . , . o in8—2—i N A
tavolsaga. H sorait forditott sorrendben irva H; ; = a’ (a/ ) = — (—(a J ) ) (a77), igy ha

g =—x%"1és a; = a”, akkor §(a;) # 0, hiszen g-nek a 0 és csak a 0 a gyoke, és egységgyok nem

-1
nulla, és H; j = — (ﬁ (aj)) a;. Ugyanakkor egy BCH-kéd altaldban nem Goppa-kod.

Ezek utan vizsgaljuk meg a binaris, vagyis az F, folotti Goppa-kédokat. Egy ilyen kodhoz tar-
toz6 kédszoban minden elem 0 vagy 1. Az alabbiakban kihasznaljuk, hogy egy F,r folotti polinom
derivéltja teljes négyzet. Legyen ugyanis h = Y.f_, h;x* € F,r[x], ekkor

t 1

=

2

h' = Zlh xt1 = Z(l+1)hl+1x = Z hyipqx% Z fiix?t = Z fixt | =12
i=0

t—1
ahol f = Zl Jhgl 41X xt. Az atalakitasnal kihasznaltuk, hogy ha i paratlan, akkor i + 1 péros, igy parat-
lan indexre F,r-ben (i + 1)h;,, = 0, azt, hogy p-karakterisztikaja testben barmely pozitiv egész [-re
minden elemnek van egyértelmiien meghatarozott p'-edik gyoke, tehat h;,,-nek is van egy és csak egy
fi négyzetgyoke [F,r-ben, végiil hogy p-karakterisztikaju testben egy 6sszeg p*-kitevds hatvanya, ahol
k nemnegativ egész, a tagok p*-adik hatvanyainak 6sszege, ezért F,r folotti 9sszeg négyzete a tagok
négyzeteinek Osszege.

A masik tulajdonsag, amit felhasznalunk, a kovetkezd. Legyen t € N, az u;-k, ahol t > i € N*,

egy X test elemei, és h = []¢_, (x — u;), ekkor

=Y Jemuy - lemtd 5 b

i=1 j=
];tl
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Tegyiik fel, hogy az u;-k egyike sem gyoke a K folotti g polinomnak. Ekkor mindegyik i indexre 1étezik
ag® = (x—u)"*(g) polinom, és h' = X! ho= t  hg® =hY¥t_ g® (g). Mivel h-nak az

i=1y_y;
u;-k és csak az u;-k a gyokei, amelyek egyike sem gyoke g-nek, ezért g és h relativ primek, igy g akkor
és csak akkor osztdja a ¥f_; g polinomnak, ha osztoja h'-nek. De h' = f2. Legyen g irreducibilis

nki i . , . ey q e
felbontasa a K valamely bdvitése folott g = [[7-; m®™ ahol az m® polinomok paronként kiilonbo-
z6ek (a bovités lehet trivialis is, azaz maga XK, vagy lehet a X felbontasi teste, de a K barmely mas

~201— i .
bovitése is). Ha valamely i-re k; = 21 — 1, akkor m®? 1| f2 = f- f-bdl, és abbol, hogy m® irredu-
cibilis, kovetkezik, hogy m(i)l f, és ekkor m(")21|f2 = h'. Mivel ez mindegyik i-re igaz, ezért g pon-

ki
tosan akkor osztoja Y't_, g®W-nek, ha ez utobbi polinom oszthaté § = [5_, m® [ 2] négyzetével. Kony-

ny( latni, hogy amennyiben valamennyi i-re k; = 1, vagyis ha g minden gyoke egyszeres (példaul ha
g irreducibilis I folott, és K véges, vagy 0-karakterisztikaju), akkor § = g.

Igaz tehat a kovetkezo tétel.

13.4. Tétel
Legyen C egy I'(g, a) Goppa-kod, g = Hlem(i)ki a g irreducibilis felbontasa az FF, valamely

ki
bévitése folott, és § = Hlem@[?]. Ekkor I'(g, @) = I'(§?, ).
A

Bizonyitas:

A tétel el6tt belatott tényekkel mar konnyii a bizonyitas. ¢ € F} akkor és csak akkor eleme C-
nek, ha g|X7g c;g®. Most ¢; csak 0 és 1 lehet, igy ha J azon indexek halmaza, amelyekre ¢; = 1, és
h = [ie;(x — a;), akkor ¥7= cig® = Yiej g®, és g akkor és csak akkor osztoja Yiej g®-nek, ha g2
osztoja az Osszegnek.

(]

7 = deg(§?®) = deg(g) =, és a tétel alapjan C tavolsiga legaldbb 7 + 1. Ha g gydkei egysze-
resek, akkor 7 = deg(g?) = deg(g?) = 2r, vagyis ekkord = d(C) = 2r + 1.

A 67., majd a 74. oldalon definialtuk a jo kodot, valamint az olyan kddot, amely aszimptotikusan
kielégiti a Varshamov-Gilbert korlatot. Most igazoljuk a kovetkez6 eredményt.

13.5. Tetel
Létezik Goppa-kodok olyan csaladja, amely aszimptotikusan eléri a Varshamov-Gilbert korlatot.
A
Bizonyitas:
e . . q" _yt (M — 1) &
A Varshamov-Gilbert korlat szerint A, (n, d) = AT ahol V;(n,t) = Xi-o (l) (@ — 1) és

ad = %jeléléssel amegfeleld aszimptotikus korlat a,(6) = hm (n—lAq (n, 6n)) > 1 — H;(8), hatel-
n—oo

jesiila § <1 —q~! feltétel. A jobb oldalon all6 fiiggvény Hy(8) = §log,(q — 1) + Hy(8), és ebben
Hy(6) = —61ogy(6) — (1 — &) log, (1 — &) a Shannon-féle entropia. Felhasznaljuk még a bizonyitds
soran, hogy tetszéleges pozitiv egész r-re a g-elemi test folotti r-edfokua irreducibilis fépolinomok

szama I (1) = %Zd|ru(d)q3, éshar > 1, akkor
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3 IZJH 1
Zu(d)qd>q —Zq 1 >qr(1—q2 )20,

d|r
1 _r
azaz I,(r) > -q" (1 —q z“).

Ezek utdn megmutatjuk, hogy barmely véges test f616tt meg tudunk adni a tételben megfogalma-
zott tulajdonsagu kodcsaladot.

Legyen m, r = 2 és d pozitiv egész szam, q egy prim pozitiv egész kitevos hatvanya, n = q™
tovabba a = F,m = {a;|n > i € N}. Ha az r-edfokt g € F,m[x] polinom irreducibilis IF,m fol6tt, ak-
kor teljesiil az a feltétel, hogy a egyetlen eleme sem gyoke g-nek, igy kapunk egy I'(g, a) Goppa-kodot
[F, folott. g-t Ggy szeretnénk megvalasztani, hogy a kod tavolsaga legalébb d legyen. A generalt C kod

. " r — Ci
[Fg azon ¢ elemeinek 6sszessége, amelyekre g s x_la = chio

Ci

el6bbi 6sszeg a k6z0s nevezdvel ZCFOE = %, ahol h a paronként kulonbozo x — a; polinomok szor-

zata, tehat egy t-edfoku polinom, mig a szamlaloban 4ll6 f polinom t — 1-edfokd polinomok [F,-beli
egyiitthatos linearis kombinacioja. f és h relativ primek, mivel h barmely gydke az f-et alkotd Osszeg
egy és csak egy tagjanak nem gyoke, és igy maganak f-nek sem gyoke. g %—bél hg|f, azaz g|f, igy c
akkor és csak akkor eleme a kodnak, ha g osztdja f-nek, vagyis ¢ pontosan akkor nincs benne a kodban,
ha g nem faktora f-nek. f-nek legfeljebb || r-edfoku irreducibilis osztéja van. A kod tavolsaga

biztosan nem kisebb d-nél, ha teljesiil, hogy valahanyszor 1 < t < d, mindannyiszor a t-silya ¢ nem
eleme I'(g, a)-nek. Lesz tehat d-tavolsagu kodunk, ha meg tudjuk g-t valasztani Gigy, hogy minden ilyen

p . o , n
esetben a megfeleld f polinomnak nem faktora. A pontosan t-sulyu szavak szdma [F7-ben ( t) (g — 1,
minden ilyen esetén maximum lt;—lj irreducibilis fc’ipolinomot kell kizarnunk, tehat a nem alkalmas po-

linomok szama dsszesen Y41 ltrlj ( ) (g—1Dt< Vq(n, d — 1). Az eddigi eredmények alapjan te-
hat biztosan konstrualhato a g-elemii test f616tti, n szohosszﬁségﬁ, legalabb d tavolsagh kod, ha teljesiil

—“V,(n,d) < %qmr (1 - q_?ﬂ), maskéntadV, (n,d) < q™" (1 - q_?ﬁ) egyenlGtlenség. Attérve
a logaritmusokra a feltétel n=*(log,(6n) + log, V,(n, 6n)) < % +n71 (logq (1 — q_?ﬂ)) alak.
Amennyiben § <1 — g1, akkor n - +oo esetén hatarértékben Hy(6) < 111—{2) ?-et, vagy kis atalaki-
tassal 1 — Hg(6) = 1 — 1%1_1)120 %—et kapunk. r-edfokt polinommal generalt Goppa-kédban k = n — mr
ésd =1 +1,igy akod R, sebessége legalabb 1 — % r-et meg tudjuk Ugy valasztani, hogy hatarér-
tékben teljesiiljon az 1 — Hg(8) =1 — 7lll_r)rolo %, vagyis az a(8) = 1— Hy(8) egyenlSség, ami az

aszimptotikus Varshamov-Gilbert korlat, .
Mivel m = log, n, ezért tudunk ennélfogva ez a sorozat eléri az aszimptotikus Varshamov-Gil-
bert korlatot.
]

A Goppa-kodokat alkalmazzak a rejtjelezésben is, a McEliece-féle titkositoé rendszer a Goppa
kodra épiil.



14. Alternans kodok dekodolasa

Alternans kodok dekodolasara tobb modszer 1étezik, mi az egyik leghatékonyabbat ismertetjiik.

Legyen C egy A(q, m, r, h, a)-paraméterii alternans kod, ekkor a kod d tavolsaga legalabb r + 1,
és kossiik ki, hogy a egyetlen komponense sem 0. Legyen t, = EJ ekkor C t, hibat biztosan javit.
Legyen egy tizenet tovabbitasanal fellép6 hibavektor €, és 1 < w(g) =t < t, ahol w(€) a hibavektor
sulya, vagyis a hibahelyek szama, ¢és legyen a hibds poziciok indexeinek halmaza | =
i EN|t>i€NAn>j} Jeloliet > i € N-re X; a;-t, és ¥; ¢ -t. Ha ismerjiik az X;-ket és ¥;-Ket,
akkor ismerjiik a hibas pozicidkat, és a hibas helyeken a hiba értékét, igy a javitds mar elvégezheto.
Kérdés, hogy hogyan tudjuk ezeket az értékeket meghatarozni.

Legyen H az az r X n-méretli matrix, amelyben 0 <i <r-reés 0 <j<n-re H;; = h; a], va
vett sz0 az € hibaval, és s = Hv = He a szindroma, ekkor ismét 0 < i < r-re

i = (He); = Z H;je = ZHUSJ ZHUngz Z X1

JjE€J

A korabbi feltétel szerint a hibak t szama legalabb 1 és legfeljebb t, igy s # 0. Definialunk harom

polinomot. Legyen o = [[‘Z5(e — X;x), ekkor lathaté, hogy 6(0) = e, deg(o) =t < g ésG(u) =0

akkor és csak akkor, hau = X; ! egy t > | € N indexszel. A masodik polinomhoz legyen t > i € N-re

oW =[liZ3(e — X;x), ésw = Yis htiia(i). Az a;-k, tehat az X;-k is, paronként kiilonbozdek, és egyi-
L#i

kiik sem nulla, igy 0 gyokeinek halmaza {Xj_1|t >jENAj+ i}, és

t—1
G(X™) = Y I h6O () = 6O (8 ),
=0

o(X ")
hji&(i)(Xi_l).
&3(X[ 1) # 0, amibdl kovetkezik, hogy o és w relativ primek. Mivel feltettiikk, hogy van hiba, és igy
legalabb egy indexre Y; # 0, ezért w nem lehet a nullpolinom. w egy olyan 6sszeg, amelynek minden
tagja egy t — 1-edfoku polinom, igy deg(w) < t — 1. ¢ a hibahelypolinom, mig w a hibaérték-poli-
nom. Az elnevezések érthetéek: ha ismerjiik o-t, akkor a polinom gyokeinek inverzei megadjak a hiba-
helyeket, mig w ismeretében meghatarozhatjuk a hiba értékét.

A harmadik polinom, S = ¥7-1s;x%, a legfeljebb r — 1-edfokii szindrémapolinom.

6O(X;7') # 0, tovabba a kod definicidja alapjén h;, # 0, ezért ¥; = Y; # 0 is igaz, tehat

Most belatjuk az egész eljaras lényegét jelenté w = oS (x") kongruenciat.

r-1 t-
w—0S = Zh Yla(l)—ZJsx —Zh Yla(l)—z Z WYXt

e— (X x)"
h'zYl"”‘Z YIZWY Z Yl“(’)‘zah' X

t 1

— (X r
h Ylo-()_Eh Ylo-()(e—Xx)e ( IX) <Zh Ylo'(l)Xl>

=0

n
;_x

o~ ~
mO

=

o
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vagyis w — oS oszthat6 x"-rel, és ez éppen az emlitett kongruencia. A fenti kongruencia ekvivalens az
w = I9x" + dS§ polinomegyenléséggel, ahol 9 egy alkalmas polinom. Ebben az egyenldségben ismert
x" és S. Ha ismerjiik w-t, akkor o az euklideszi algoritmus segitségével meghatarozhatd, azonban w-t
nem ismerjiik. Az alabbi tételbdl azonban kideriil, hogy S ismeretében mind o, mind w eldallithato.

14.1. Tetel
Legyen r_y = x", 1y = S # 0, és az euklideszi algoritmus szerint b_; = 0, b, = e, valamint
Ti_q = q;7; + 741 s bjy1 = bj_1 — q;b;, amig deg(r;) = g Ha 7, az els6 maradék, amelynek a fok-

~ R -1 . -1
szama kisebb, mint g, akkor b, (0) # 0,és 0 = (bk (0)) by ésw = (bk (0)) Tk

Bizonyitas:

Lattuk, hogy w felirhato az x™ és S polinom-egyiitthatds linearis kombinaciojaként, vagyis meg-
oldhat6 az w = x"y + Sz egyenlet. A megoldhatdosagbol kovetkezik, hogy x” és S legnagyobb kozos
osztdja osztdja w-nak, és mivel w nem nulla, ezért a legnagyobb k6zos 0sztd fokszama nem nagyobb w

fokszaméndl, vagyis kisebb, mint . Ekkor van olyan | € N, hogy r; foka kisebb, mint . Mivel a mara-

dékok fokszama szigoruan monoton csokken, ezért az ilyen [ indexek halmazaban van egyértelmiien
meghatarozott legkisebb k index, tehat a tételben megfogalmazott feltételnek megfeleld 3, polinom 1é-
tezik és egyértelmii. Most nézziik az alabbi két egyenletet:

w=9x"+0S
Tk = akrk + ka

(a;-taza_; =e, a9 =0, a;;1 = a;_1 — q;a; rekurzid hatarozza meg). A fenti két egyenletbdl
bka) —Tx0 = (bkl9 - aka)xr.

Ha a jobb oldalon zaréjelben all6 polinom nem nulla, akkor a jobb oldali polinom legalabb r-edfoku.
deg(by) = deg(x™) — deg(ry_1) <7 — = 7, hiszen k a legkisebb I index, amelyre ; foka kisebb >-
nél, deg(w) <t < g, deg(ry,) < g és deg(o) =t < g. Ebbdl deg(byw) < g + g = és hasonldan
deg(r,o) < £+ g = r, tehat ha a bal oldali polinom nem nulla, akkor a fokszama r-nél kisebb, ami

lehetetlen, hiszen az el6bb lattuk, hogy a jobb oldalon legalabb r-edfoku polinom all. Ebbél kdvetkezik,
hogy az egyenlet mindkét oldalan nulla all, és igy a bal oldali illetve a jobb oldalon a zardjelben allo
kiilonbség nulla, és igy

bk(JJ =Tx0
bk19 = ago.

Figyelembe véve, hogy egyrészt a; és by, masrészt o és w relativ prim, a fenti egyenldségekboél kovet-
kezik, hogy o osztoja by-nak €s by osztoja o -nak, vagyis by €s o asszocialtak, és ha ¢ = cby, akkor c
egy nem nulla konstans polinom és w = cry. A o = cb, egyenl8ségbél e = 6(0) = chy(0), tehat

b, (0) # 0, majd innen ¢ = (Ek(o))_l, és végill 0 = (B,((O))_1 by és w = (lAJk(O))_1 Tk-

14.2. Megjegyzés

Bar az algoritmus szempontjabol nem lényeges, azért megjegyezziik, hogy S nem osztdja x"-nek,
¢és igy S # 0 esetén k > 0. Ha S = 0, akkor nyilvan igaz, hogy S nem osztja az x” polinomot, ezért
tegylik fel, hogy S # 0. Ekkor sem o, sem w nem 0, s6t, o legalabb elséfoku. o foka nagyobb, mint w
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foka, és igy oS foka még inkabb meghaladja a hibaérték-polinom fokszamat, ezért w — oS nem a null-
polinom, és a foka oS fokaval azonos. w — a$ oszthaté x"-rel, amib6l kovetkezik, hogy oS foka leg-

alabb r, és akkor S foka legalabb g, hiszen ¢ foka azonos a hibak szamaval, amir6l feltettiik, hogy
legfeljebb g Ha S osztdja x"-nek, akkor osztdja w — oS -nek, tehat w -nak is, ami lehetetlen, hiszen
ekkor S foka nem haladhatna meg w fokat, ami viszont kisebb, mint o foka, tehat kisebb, mint g Mel-
lékeredményként azt kaptuk, hogy ha van hiba, de a hibdk szdma nem haladja meg g—t, akkor az egyéb-

ként legfeljebb r — 1-edfokl S polinom foka legalabb g
U
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15. A kéd idempotense

Test folotti egyhatarozatlant polinomgytiri euklideszi gytirti, olyan euklideszi gytirti, ahol a ha-
nyados és az osztdsi maradék egyértelmiien meghatarozott. Euklideszi gytirii egyben féidealgytrt, igy
minden idealja generalhat6 egyetlen elemmel, és ha az euklideszi gyliriiben a maradék egyértelmii, ak-
kor egy adott, nem nulla elem altal generalt idedl szerinti maradékosztalyok egyértelmiien reprezental-
hatdak a generalo elemmel vald osztasi maradékkal.

Legyen C egy [n, k]-paraméterti ciklikus kéd a g-elemi test folott. Ekkor C-t mint a kod elemei-
hez tartozé koédpolinomok &sszességét tekintve C = {agla € Fqlx] A ((a#0) = (deg(a) < k))},
ahol az n — k-foku g fépolinom maga is eleme a kddnak. g osztdja az x™ — e polinomnak, C nem iires,
zart a kivonasra €s az [F, elemeivel val6 szorzasra, €s a C minden ¢ elemére és minden a € Fq-ra
xcmod (x™ —e) € C és ac mod (x™ — e) = ac € C, vagyis mod (x™ — e), ahol mod f az f-fel valo
(egyértelmiien meghatarozott) osztasi maradékot jeldli, zart az x-szel és a-val valo szorzasra. Ezen tu-
lajdonsag alapjan mod (x™ — e) barmely polinommal vald szorzasra is zart C. mod (x™ — e) végezve
a miiveleteket 1ényegében véve az F,[x]/(x™ — e) maradékosztaly-gylirti elemeivel végezziik a miive-
letet, ami azt jelenti, hogy C (pontosabban szolva a C-beli elemekkel reprezentalt osztalyok, amelyeket
azonban az egyértelmiség miatt azonosithatunk most magukkal az osztalyokkal) idealja az
Fqlx]/(x™ — e) gyiiriinek. Ez indokolja, hogy kicsit foglalkozzunk az idedlokkal.

15.1. Definicié

Az n-valtozés f miiveletre nézve u idempotens, ha f(u, -, u) = u.
A

Multiplikativ félcsoportban tehat u idempotens, ha u? = u. Példa a félhalé, ahol minden elem
idempotens (a félhalé egy halmaz egy asszociativ, kommutativ, idempotens miivelettel; tipikus példa
egy halmaz részhalmazai a kozos résszel mint miivelettel, vagy logikai algebraban az ES-miivelet).

15.2. Tétel
Félcsoportban felcserélhetd idempotens elemek szorzata idempotens.
A
Bizonyitas:
Ha a? = a, b2 = b és ab = ba, akkor (ab)? = abab = aabb = a?b? = ab.
l

Ha a félcsoport két idempotens eleme nem felcserélhetd, akkor mar altalaban a szorzatuk nem
idempotens. Erre példa a sik két, egymast egy pontban metszd egyenesére valo vetités kompozicioja.

15.3. Tétel

Félcsoport balrol neutralis eleme és bal oldali zéruseleme idempotens.

Bizonyitas:
Ha e}, és z, egy bal oldali egységelem illetve egy bal oldali zéruselem, akkor a félcsoport barmely
u elemével e,u = u és zyu = zp, tehat (e,)? = epe, = ey, és (2)? = zp2, = 2y,
l
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Egy A grupoid a eleme balrél regularis, ha A barmely b eleméhez legfeljebb egy olyan u eleme
van a struktiiranak, amellyel au = b. a regularis, ha mindkét oldalrol regularis. Ismert, hogy a ponto-
san akkor balrol regularis, ha valahanyszor au = av az A-beli u és v elemekkel, mindannyiszor u = v.

Bal oldali neutralis elem mindig regularis balrol, hiszen ha e, bal oldali semleges elem, és fennall
az epu = e, v egyenldség, akkor u = e,u = e, v = v. Ugyanakkor bal oldali zéruselem akkor és csak
akkor balrol regularis, ha nincs a grupoidnak mas eleme, mert ha z;, bal oldali zéruselem, és u is a
grupoid eleme, akkor z,u = z, = z,z,.

Félcsoportban balrol regularis elemek szorzata balrdl regularis. Legyen ugyanis a €s b egyarant
balrdl regularis és legyen (ab)u = (ab)v. Ekkor a(bu) = (ab)u = (ab)v = a(bv)-bdl bu = bv, és
innen u = v. Ha a neutralis elemes félcsoport egy a elemének van bal oldali inverze, példaul a;, akkor
au = av-bdl kapjuk, hogy u = eu = (apa)u = a,(au) = a,(av) = (apa)v = ev = v, vagyis ekkor
a balrol regularis.

Egy grupoid (és igy egy félcsoport) (balrol) reguléris, ha minden eleme (balrdl) regularis.

15.4. Tétel

Félcsoport eleme pontosan akkor balrol regularis idempotens elem, ha bal oldali neutralis elem.
A

Bizonyitas:

Bal oldali neutralis elem balrél regularis, és az el6z6 eredmény alapjan idempotens. Forditva,
legyen a félcsoportbeli u elem balrol regularis és idempotens. Ekkor a félcsoport barmely v elemével
teljesiil, hogy u(uv) = (uu)v = u?v = uv, és innen uv = v (Mert u-val balrdl lehet egyszeriisiteni),
tehat u bal oldali egységeleme a félcsoportnak.

U

Az elobbi eredménybdl kovetkezik, hogy bal oldali zéruselem akkor és csak akkor balrol regularis
idempotens elem, ha a félcsoportnak egyetlen eleme van. Az is adodik a fenti tételbol, hogy regularis
félcsoportban legfeljebb egy idempotens elem van, a neutralis elem (ha létezik a félcsoportban).

15.5. Tétel

Legalabb két elemet tartalmazo gytirii pontosan akkor nullosztémentes, ha regularis.

Bizonyitas:

A gylrl barmely r elemével r - 0 = 0, igy ha 0 # r balrol regularis, és rs = 0 a szintén a gyi-
riib6l vett s elemmel, akkor s = 0. Ha tehat mindegyik nem nulla elem regularis, akkor egy szorzat csak
ugy lehet nulla, ha legalabb az egyik tényez6 a nullelem, a gyiirii tehat ez esetben nullosztomentes.

Forditva, legyen a gytri{i nullosztomentes, és legyen a gyiriibeli nem nulla r-rel ru = rv, ahol a
jobb oldali tényez6k ismét a gytirti elemei. Ekkor 0 = r(u — v), ami csak ugy lehet, ha u = v, mert a
gylri nullosztomentes, tehat r balrol regularis. Ugyanigy kapjuk, hogy r jobbrodl is regularis, tehat re-
gularis, és a gylr( regularis.

]

15.6. Tétel

Véges félcsoport akkor és csak akkor csoport, ha regularis.

Bizonyitas:
Regularis § félcsoportban az § minden a elemével az u = au és u = ua leképezés injektiven
képezi le S-t onmagaba. De véges halmaz dnmagaba valo leképezése akkor és csak akkor injektiv, ha
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szlirjektiv. Ez viszont azt jelenti, hogy S-beli barmely a-val és b-vel megoldhaté az ax = b és ya = b
egyenlet, amibdl kdvetkezik, hogy § csoport.

Forditva, ha a félcsoport nem regularis, akkor van olyan a eleme, amely példaul balrél nem regu-
laris. Am ekkor a-nak még akkor sincs bal oldali inverze, ha van a félcsoportban bal oldali egységelem,
mert mar lattuk, hogy ha lenne, akkor a balrél regularis lenne.

U

15.7. Kévetkezmény

Legalabb két elemet tartalmazo véges gylrli vagy nem regularis, vagy ferdetest.

Bizonyitas:
Véges gyurti multiplikativ félcsoportja véges, és az el6bbi tételek szerint ha regularis, akkor a
nem nulla elemek a szorzassal csoportot alkotnak, igy a gytir( ferdetest.
t

15.8. Kiegészites

Legalabb két elemet tartalmazo, véges, regularis gylirti test.

A fenti allitas kovetkezik Wedderburn tételébol, amely szerint véges ferdetest kommutativ.

Legyen a az S félcsoport eleme. Ekkor az a pozitiv egész kitevds hatvanyai vagy paronként kii-
16nb6z6ek, vagy van olyan egyértelmlien meghatarozott k és a k-nal nagyobb [ pozitiv egész szam,

hogy az a [-nél kisebb pozitiv egész kitevés hatvanyai kozott nincs ismétlodés, am a® = a'.

15.9. Definicio

Félcsoport a elemének rendje a pozitiv egész [, ha a [-nél kisebb, pozitiv egész kitevds hatvanyai
péaronként kiilonbozéek, de a* = a' egy alkalmas, az [-nél kisebb, pozitiv egész kitevovel. Ha ilyen [
nem létezik, akkor a rendje végtelen. Az a elem rendjét o(a) vagy |a| jeloli.

A

15.10. Tétel

Legyen a az S félcsoport I-edrendii eleme, a' = a*, ahol | > k € N*, és legyen m = | — k. Ek-
kor minden pozitiv egész t-hez van olyan egyértelmiien meghatarozott, az [-nél kisebb s pozitiv egész
szém, hogy a* = a%, éshat > k, akkor s = k + ((¢ — k) mod m).

A

Bizonyitas:

Az egyértelmiiség kovetkezik abbol, hogy a [-nél kisebb kitevds, pozitiv egész kitevis hatvanyai
kiilonbozoek. Ugyanebbdl kovetkezik, hogy ha t < k, akkor s = t, hiszen ezesetben t < k < [.

gkrom — gk+0 — gk — gl — gk+(-k) — gk+m _ ak+1-m’ és ha ak = gk+am egy g € N-nel,
akkor ak = a! = @**™ = gkq™ = gktamgm = ghktamim = gk+@+D'm tehat minden nemnegativ
egész q-val a® = akt4™, Legyen t a k-nal nem kisebb egész szam, ekkor t — k nemnegativ egész
szam, és legyen r = (t — k) mod m. Most t = k + q - m + r egy nemnegativ egész g-val és r-rel. Az
el6z6 eredménnyel at = gkta™*7 = gktamar = gkq" = gk*" = q% De r = (t — k) mod m az m-
nél kisebb nemnegativ egész szam, tehats = k + ((t —k) modm) =k +r <k+m=1

U
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A tételbdl kdvetkezik, hogy ha a félcsoport a elemének rendje [, és a' = a* az [-nél kisebb pozitiv

egész k-val, akkor minden nemnegativ egész t-re a**t = a'*¢,

15.11. Tétel

Ha az § félcsoportban van véges rendii elem, akkor van idempotens elem.

Bizonyitas:
Legyen a a félcsoport [-edrendii eleme. Most a* = a* egy, az [-nél kisebb pozitiv egész k-val.
Ham =1—k, ésm > r € N, akkor a®*" akkor és csak akkor idempotens, ha 2(k + 1) = k +r + qm
egy alkamas nemnegativ egész m-mel. De ilyen r van, nevezetesen r = —k (m), azaz (—k) mod m.
l

Véges félcsoport minden eleme végesrendi, tehat, ha a véges félcsoport nem iires (és ezt altalaban
idempotens, ha a gylirii multiplikativ félcsoportjaban idempotens. A gytiriiben mindig van ilyen elem,
példaul a nulla. De ha a gytiri legalabb két elemet tartalmaz és véges, akkor van benne nullatél kiilon-
b6z6 idempotens elem is.

Egy gytiriben a 0-t és csak a 0-t tartalmazo6 halmaz idedl, a nullideal, és a gytiriinek idealja maga
a gylrti; ezek az idedlok a gytiri trivialis idealjai, a tobbi ideal (ha van) a gylirti nem trivialis idealja. A
gylrd mint 6nmaga idedlja a gyliri egyetlen nem valddi ideélja, minden mas ideal (ha van) valddi ideal.
Nyilvan a nullideal minden idealnak része, és minden ideal része a teljes gylirlinek mint a gytrti ideal-
janak, igy a nullgytrii a legkisebb, maga a gytir(i a legnagyobb eleme a gytirti idedljainak a tartalmazas-
sal részben rendezett halmazaban.

15.12. Definicié

Az R gytrii J ideélja minimalis, ha a gylrli egyetlen, tole kiilonbozo idealjat (a nullidealt) tartal-
mazza, ¢s maximalis, ha egyetlen, nala szigoruan bovebb idealja van a gyiiriinek (maga a gytr(i).

A
Részbenrendezett halmaz rendezett részhalmazat szokas lancnak nevezni.
15.13. Tétel
Gylira idealjai egy nem iires lancanak uniodja ideal a gytriiben.
A

Bizonyitas:

Legyen {7y|y e+ (Z)} az R gyliri idealjainak egy olyan rendszere, hogy a I' barmely y4 és y,
elemével 7, €s 7, koziil legalabb az egyik része a masiknak, €s legyen J = U, er J,,. A gyliri nulleleme
minden idealnak eleme, igy az uni6é minden tagja, de akkor maga az uni¢ is tartalmazza a 0-t (mert az
indexhalmaz nem fires), igy az unidban is benne van ez az elem, az uni6é nem iires. Ha a és b az unid
két eleme, akkor mindkettdt tartalmazza az uni6 valamely tagja, de a tagok rendezettségének kdszonhe-
toen a két tag koziil az egyikben mindkét elem benne van, és akkor benne van a kiilonbségiik is, hiszen
ez a tag ideal. Ugyanigy kapjuk, hogy a gyiiri tetszéleges r elemével ra és ar is benne van az a-t
tartalmazo bal oldali idealban, és igy J-ben is, J tehat valoban ideal.

]
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15.14. Tétel

Ha a legalabb két elemet tartalmazo R gytrt egységelemes, akkor a gytlirli minden valddi ideélja
része a gyuril egy maximalis idealjanak.
A

Bizonyitas:

A Zorn-lemma szerint ha egy részbenrendezett halmaz minden rendezett részhalmaza feliilrdl
korlatos az adott részbenrendezéssel, akkor a halmazban erre a részbenrendezésre nézve van maximalis
elem, és minden elemhez van nala nagyobb vagy vele egyenlé maximalis elem. Amennyiben a gyirii
egységelemes, akkor a gytlirli egy idealja pontosan akkor valddi, ha nem tartalmazza az egységelemet.
De egységelemet nem tartalmaz6 idedlok unidja sem tartalmazza a gyliri neutralis elemét, tehat egység-
elemes gytiriiben valodi idealok barmely lancanak unidja is a gytiri valodi idealja, igy a valodi idealok-
nak a tartalmazassal részbenrendezett halmazaban minden rendezett részhalmaznak van fels6 korlatja.
Ekkor a Zorn-lemma értelmében igaz a tétel allitasa.

U

Erdemes megjegyezni, hogy az iires lanc is feliilré] korlatos, mert egy felsé korlatja a nullideal.

Véges gytirinek csak véges sok idedlja van. Véges részbenrendezett halmazban van minimalis
elem, és minden elem nagyobb vagy egyenld legalabb egy minimalis elemnél, igy véges testtol kiilon-
bdz6 véges gylirliben van minimalis ideal, és minden idedl tartalmaz minimalis idealt. Végtelen gytri-
ben ez nem feltétleniil igaz: az egész szamok gy{irlije a szokasos miiveletekkel foidealgytirt, és a gylrii
barmely nem nulla elemének van valodi tobbszorose, igy ebben a gytirliben a nullidealtol kiilonb6zo
barmely ideal tartalmazza a gyirii egy nala hatarozottan sziikebb idealjat.

Ha 7 az R gytirii ideélja, akkor az R-beli azon ~ relacid, ahol a gylr(i a és b elemére a~b akkor
¢s csak akkor, ha a — b € R, ekvivalencia-relacié R-en, és igy osztalyoz. Az osztalyok a maradékoszta-
lyok, és az a altal reprezentalt maradékosztalyt a jeloli. A maradékosztalyok dsszeadhatoak és Ossze-
szorozhatoak, ha a miiveleteket tigy értelmezziik, hogy a reprezentansokkal végzett miivelet eredményét
tartalmazo osztaly az osztalymiivelet eredménye. Ekkor gytiriit kapunk, az adott ideal szerinti maradék-
osztaly-gytrit, R /J-t.

Kommutativ gytirii barmely idealja szerinti maradékosztaly-gylrii kommutativ, egységelemes
gylri barmely idedlja szerinti maradékosztaly-gyliri egységelemes (a maradékosztaly-gytrii egység-
eleme a gylirli egységelemét tartalmazo osztaly), de a nulloszto-mentességre ez altalaban nem igaz. Z
nullosztémentes, és nullosztomentes Z/77Z = 7., de nem nullosztomentes Z/12Z = Z,,. Nem nullosz-
tomentes Z,,/3%Z1, = 74, 4m nullosztémentes Z,, /4%, = Z. Nézziik, mikor lesz egy maradékosz-
taly-gytr(i nullosztomentes (fiiggetlentiil attol, hogy maga a gytrii ilyen tulajdonsagi-e).

A maradékosztaly-gytirti nulleleme az az ideal, amely szerint a maradékosztaly-gytrit képeztiik.
Ezek szerint a gytirii valamely a és b eleme altal reprezentalt osztalyok akkor alkotnak nullosztopart, ha
6k maguk nem, de a szorzatuk nulleleme a maradékosztaly-gytirtinek. Ez pontosan akkor igaz, ha a két
elem nincs benne az idealban, de a szorzatuk eleme az idealnak. Ez az alabbi definiciohoz vezet.

15.15. Definicié

Az R gyiiri egy nem trividlis P idealja primideal, ha valahanyszor a gylirti a és b elemének
szorzata eleme az idealnak, mindannyiszor a két elem legalabb egyike is benne van az ideélban.
A

15.16. Tétel

Nem trivialis J ideal szerinti maradékosztaly-gyiirii pontosan akkor nullosztomentes, ha J prim-

ideal. Ha M az R egységelemes kommutativ gy{irii maximalis idealja, akkor M primideal, és R/M
test.

A
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Bizonyitas:

Az elsd allitas bizonyitasa a fenti definicio eldtt megtortént.

Legyen M a gyiirii egy maximalis idealja, és a és b a gylrii olyan elemei, hogy ab € M, de
mondjuk a a gytrti M-en kiviili eleme. A legsziikebb, az a-t és M minden elemét egyarant tartalmazo
idedl az A = {ra + m|r € R Am € M} halmaz, amely maga a teljes gytir(i, hiszen ez hatarozottan bs-
vebb M-nél, és M maximalis ideal. Ekkor e € A, azaz e = r'a +m'. De innen kapjuk, hogy b =
r'(ab) + bm' = r'(ab) + M € M, b eleme az idealnak, M tehat primideal.

Még azt kell belatni, hogy R/M nem nulla elemeinek van inverze. a = 0 akkor és csak akkor,
ha a € M, legyen tehat a a gyiirii egy M-en kiviili eleme. Az elébbiek szerint ekkor e = r'a + m/,
maskéntirvaé =r'a+m’ =r'a+m’ =r'a+ 0 =1r'a, és igy R/M-ben r’ inverze a-nak, vagyis a
maradékosztaly-gytirit minden nem nulla elemének van inverze, a gytirii test (mert kommutativ).

U

A fenti tétel szerint egységelemes kommutativ gytrt legalabb két elemet tartalmazé maximalis
idedlja primideal, de ez altalaban forditva nem igaz. Tekintsiik Z[x]-ben a (2, x) idealt. Ebben azok és
csak azok az egész egylitthatos polinomok vannak, amelyeknek konstans tagja paros egész szam, tehat
ez valddi idealja a gytiriinek, és nyilvan valodi modon tartalmazza az x polinom altal generalt idealt, igy
ez utobbi biztosan nem maximalis. De primideal, mert egy polinom akkor és csak akkor tartozik hozz4
chhez az idealhoz, ha a konstans tagja 0, és nullosztomentes gytri feletti két polinom szorzatanak kons-
tans tagja akkor és csak akkor nulla, ha legalabb egyikiik hasonl6 tulajdonsagu.

Z[x] Gauss-gyfirii, tehat mar Gauss-gytiriiben sem mindig igaz, hogy primideal maximalis. Am
féideal-gytiriiben igaz a megforditas is. Féideal-gytiriiben egy ideal akkor és csak akkor maximalis, ha
a general6 eleme felbonthatatlan, és pontosan akkor primideal, ha egy primelem generalja. De féideal-
gytriben az el6bbi két tulajdonsag egybeesik, és ekkor pontosan a primidealok a maximalis idealok.

Gylirti barmely idealja egyben bal oldali idealja a gytriinek (ez forditva altalaban nem igaz, el-
lenpéldalehet 1 < n € N-nel egy gylir(i feletti n-edrendii négyzetes matrixok gytiriijében azon matrixok
Osszessége, amelyekben az oszlopok azonosak). A nullidedl és a gytliri mint 6nmaga ideélja a gytri
nem trivialis bal oldali idealjai, a tobbi bal oldali ideal nem trivialis bal oldali ideal. Bar nem lesz sziik-
ségiink ra, de a teljesség kedvéért megnézziik, melyek azok a gyliriik, amelyekben csak trivialis bal
oldali idealok (és igy még inkabb csak trivialis idedlok) vannak. Eldtte 1j fogalommal ismerkediink meg.

Az R gyiirii egy u eleme bal oldali annullatora az R egy X részhalmazanak, ha uX = {0}. Hau
és v bal oldali annullatora X-nek, és r a gyiir(i tetsz6leges eleme, akkor X barmely a elemével (ru)a =
r(ua) =r-0=0¢s (u—v)a=ua—va=0-—0=0,az X bal oldali annullatorainak B Osszessége,
az X bal oldali annullatora bal oldali ideal (mert nem fires, hiszen a gy(iri nullelemét biztosan tartal-
mazza). Ha maga X is bal oldali ideal, akkor (ur)a = u(ra) = ub = 0, mert mos ra = b is eleme X-
nek, vagyis ekkor B ideal a gytriiben.

Ha a legalabb két elemet tartalmazo R gyliriiben van jobbrol regularis elem, és van olyan balrél
regularis a elem, amellyel ae = a a gyiirii egy e elemével, akkor e egységeleme a gytrlinek. Legyen
ugyanis b egy jobbrol regularis elem és ¢ a gytrli tetszéleges eleme. Ekkor ac = (ae)c = a(ec) egy-
szer(isithetd a-val, tehat ¢ = ec, e bal oldali egységelem, és igy az is igaz, hogy b = eb, de ebbdl ugyan-
igy kapjuk, hogy e jobb oldalrdl is egységelem, tehat egységelem.

15.17. Tétel

Ferdetestnek csak trivialis bal oldali idealjai vannak. Forditva, ha egy legalabb két elemet tartal-
maz6 gylri minden bal oldali idealja trivialis, akkor a gylrli vagy egy primszamrendil zérégytiiri vagy
ferdetest.

A

Bizonyitas:

Legyen 7 az F ferdetest egy, a nullidealtol kiilonb6zo bal oldali ideélja, és legyen a # 0 az I, b
az F tetszoleges eleme. Ekkor b = be = b(a™'a) = (ba~1)a € I, I tartalmazza a ferdetest minden ele-
mét, igy I = F, F-ben csak trivialis bal oldali ideal van.
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Legyen most R egy olyan, legalabb kételemi gytirii, amelyben csak a két trivialis bal oldali ideal
van. R bal oldali annullatora bal oldali ideal, tehat vagy csak a nullat tartalmazza, vagy maga a gytiru.
Az utdbbi esetben RR = {0}, azaz ekkor R egy zérogylirii. Egy gylirli minden idealja a gy(ir{i additiv
csoportjanak részcsoportja, és zérogyliriben ez visszafelé is igaz. Ha egy csoport nem ciklikus, akkor
biztosan van nem trivialis részcsoportja. Legyen a egy ciklikus csoport generald eleme. Ha a csoport
végtelen, akkor az a? 4ltal generalt részcsoport nem trivialis, mint ahogy az a* 4ltal generalt részcsoport
is nem trivialis, ha a csoport rendje uv gy, hogy a szorzat mindkét tényezdje 1-nél nagyobb egész
szam. Ha viszont a csoport primszamrendi, akkor nincs nem trivialis részcsoportja, hiszen véges csoport
részcsoportjanak rendje osztdja a csoport rendjének.

A masik esetben R-nek egyetlen bal oldali annullatora a gyliri nulleleme. A gytirii jobb oldali
annullatora ideal, tehat bal oldali ideal, és igy ez is csak a nullat tartalmazhatja. Legyen r a gytiri tet-
szbleges, nem nulla eleme. Rr bal oldali ideal, tehat Rr = R, mert ellenkez6 esetben Rr = {0}, ami nem
lehet, mert ez azt jelentené, hogy R-nek van nem nulla jobb oldali annullatora. Rr = R egyrészt azt
jelenti, hogy R nullosztomentes, vagyis minden nem nulla eleme regularis, mert ha ab = 0, akkor a bal
oldali annullatora a {b} halmaznak. Masrészt Rr = R azt jelenti, hogy a gylrii barmely b és tetszéleges
a # 0 elemével megoldhato a gylirliben az ya = b egyenlet, tehat az ya = a egyenlet is, és ha ennek
megoldasa e, akkor e egységelem. Mivel az ya = e egyenlet is megoldhato, ezért minden nem nulla
elemnek van bal oldal inverze, vagyis a gytiri nem nulla elemeinek halmazaban van olyan e bal oldali
neutralis elem, hogy valamennyi a-hoz 1étezik a;,, amellyel aya = e, és ebbdl kévetkezik, hogy a gyliri
minden nem nulla elemének van inverze, a gytiri tehat ferdetest.

t

15.18. Tétel

Gylira idealjai tetszOleges rendszerének metszete a gyt idealja.

Bizonyitas:

A metszet minden tagja, igy maga a metszet is tartalmazza a nullelemet, a metszet nem tres.
Ugyanigy, a metszet barmely két elemének kiilonbsége, valamint barmelyikiiknek a gytri tetszoleges
elemével vett szorzata benne van minden tagban, és igy a metszetben is, a metszet tehat valoban ideal.

(]

A tétel akkor is igaz, ha a rendszer az iires halmaz, hiszen ekkor a metszet maga a gytr(.

A tétel szerint a gy(lirti idedljainak a tartalmazassal részbenrendezett halmazaban minden részhal-
maznak létezik az als6 hatara (a halmazban 1évo idealok metszete), de ekkor barmely részhalmaznak,
azaz idealok barmely rendszerének van erre a részbenrendezésre nézve fels6 hatara. Ez azonban nem az
idealok unidja, mert az altaladban nem tartalmazza a halmaz két kiilonboz6 tagjabol vett elem 0sszegét.
Igaz azonban a kdvetkezd definicio utani tétel.

15.19. Definicié
Legyenn € N, és legyen n > k € N-re J, az R gytirii idealja. Ekkor 7 = {3223 a |ak €7} az
7, idedlok dsszege, amit Y722 7, jelol.
A

15.20. Tétel

Legyen {7y|y € F} az R gylirli idealjainak egy rendszere és 7 = U acr X eaJy. Ekkor 7 az R
|AlEN
legszlikebb, a rendszer minden idealjat tartalmazo idedlja.
A
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Bizonyitas:

Ha J az J,-k mindegyikét tartalmazo ideal, akkor tartalmaznia kell barmely kett6bdl vett tetszo-
leges két elem Osszegét, és innen indukcioval akarhogyan valasztott véges sok idealhoz tartozo elemek
Osszegét, vagyis U | Alg YyeaJy, € J-nek biztosan teljesiilnie kell. De a bal oldali halmaz mar ideal. Ve-

AleN

gyiik ugyanis tetsz6leges két elemét, u = Yyea, (1)

tésu® =3, ep, )_t, ahol mindkét index-
halmaz a " véges részhalmaza. Legyen A = A; U A,, i € {1,2}, éslegyeny € A \ A;-re a(l) = 0. Ekkor

u® = Yyen; a( =Yyen a(l) tehatu = uW —u@ = Yyena ( W _ (2)) € Yyeal, € I, hiszen min-

@ _ (2)

den A-beli y indexre a,, € I,. Enn¢l meg egyszeriibben kapjuk, hogy ru(® is benne van a véges

sok J,, Osszegében, hiszen ru(l) = Dyen; ra ) e Yyenly.
U

Ha 7, és J, két ideal, a(l) €1, a (1) €Ji,a (2) €75, a (2) € J,, és agl) + agz) = agl) + agz), ak-

kor a(l) gl) = agz) 52). A jobb oldall elem J;-beli, mig a masik kiilonbség az J, ideal eleme,

ezért a kiilonbség eleme a metszetnek. Idealok metszete biztosan tartalmazza a gyrii nullelemét, és ha
mas kozos elem nincs, akkor a(l) agl) 0= (2) aiz), tehat agl) = agl) és a§2) = agz), vagyis
ebben az esetben az dsszeg mmden eleme egy ¢€s csak egyféleképpen all el a két ideal elemeinek 6sz-
szegeként. Ha viszont a metszetnek egynél tobb eleme van, akkor mar biztosan lesz az 6sszegnek olyan
eleme, amelynek a tagokbdl vett 6sszegként valo felirdsa nem egyértelmii. Indukcidval kiadodik, hogy
ez altalaban is igaz, vagyis pontosan akkor egyértelmii egy legalabb kéttagu 6sszeg egy elemének meg-
adasa, ha az 6sszeg barmely tagjanak a tobbi tag dsszegével egyetlen kdzos eleme van.

TetszOleges gyliriiben a nullidedl foideal, a nullelem altal generalt foideal, és egységelemes gyti-
riiben a teljes gylri mint 6nmaga idealja is foideal, ezt az idealt generalja barmely egység, példaul az
egységelem, €s csak ezek az elemek. Ha a az R gytir(i egy eleme, akkor Ra bal oldali idealja a gytir(inek,
de ez altalaban nem idedl és nem az a altal generalt bal oldali idedl. Amennyiben a gyliri egységelemes,
akkor mar bal oldali idedl, illetve ha a gytiri kommutativ, akkor ideal, kovetkezésképpen egységelemes,
kommutativ gyiiriiben (a) = Ra. Egy ilyen gytiriiben (a) S (b) akkor és csak akkor, ha b|a (kovetke-
zésképpen a két ideal pontosan akkor azonos, ha a két elem asszocialt).

15.21. Tetel

Legyen {(ay) |y €ElAa, € R} az R gyuri féidealjainak egy rendszere. Ha R Gauss-gytrii, akkor
az (ay)-k metszete az a, -k legkisebb kozos tobbszorose altal generalt f8idedl, mig féideal-gyfiriiben
Zyer(ay) = (d), ahol d az a, -k legnagyobb kdzds osztdja.

A

Bizonyitas:

Gauss-gytiri kommutativ és egységelemes, tehat egy adott elem altal generalt féideal az elem
tobbszoroseinek Osszessége. Egy ilyen gyiirti barmely részhalmazanak 1étezik az asszocialtsagtol elte-
kintve egyértelmiien meghatarozott legkisebb kzos tobbszordse. Ha az a, -k legkisebb kozos t6bbszo-
rose t, akkor ez a metszet minden tagjaban, de akkor magaban a metszetben is benne van, ¢s akkor a
metszet eleme a t minden tobbszordse, azaz a (t) minden eleme is, igy (t) része a metszetnek. Ugyan-
akkor a metszet egy u eleme kozos tdbbszorose az a, -knak, igy a legkisebb kozos tobbszorosiiknek, t-
nek is, amib6l kovetkezik, hogy a metszet része a t altal generalt féidealnak, tehat meg is egyeznek
egymassal.

Foidealgytirti Gauss-gytrt, a gylirti barmely részhalmazanak van lényegében véve egyértelmiien
meghatarozott legnagyobb k6zos osztdja, és minden idealja generalhato egyetlen elemmel. Ekkor ez
igaz az (ay) idealok Zyer(ay) = {ZyeA u, |A CTA|AlENAY, E ay} Osszegére is. u, oszthat6 a, -
val, ez pedig az a, -k legnagyobb kozos osztdjaval, d-vel, igy d osztdja Y., ea Uy -nak, tehat Zyer(ay)
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minden elemének, az ideadlok 6sszege része (d)-nek. Masrészrél Zyep(ay) = (a) a gylrl egy a elem-
ével, tehat a € Zyer(ay), vagyis a = Y eaty, a I valamely véges A részhalmazaval és a A elemeivel
indexelt (ay) idedlokhoz tartozo u,, elemekkel. De a ¥, u, 0sszeg minden tagja, kdvetkezésképpen
maga az 0sszeg, azaz a is oszthato d-vel, ezért (a) € (d), és ekkor Zyer(ay) = (a) = (d).

l

Gauss-gyturiiben altalaban nem igaz, hogy foidealok dsszege a generald elemek legnagyobb kozds
osztoja altal generalt foideal, és még csak az sem feltétleniil igaz, hogy az 6sszeg féideal. Mar korabban
néztiik Z[x]-ben a (2, x) idealt. Ez a (2) és az (x) idedl 6sszege. A két generald elem legnagyobb kozos
osztdja 1, és (1) nyilvan nem azonos a (2, x) idedllal, hiszen ez valddi részhalmaza Z[x]-nek. Az viszont
igaz, hogy Gauss-gyftirtiben (A) S (d), ha d az A (és akkor az (A)) legnagyobb ko6zos osztoja.

15.22. Kévetkezmény

Ha A és B az R fdidealgyiirii olyan részhalmazai, hogy A legnagyobb kdzds osztdja megegyezik
B legkisebb k6zos tobbszorosével, akkor Y. qea(@) = Npep(h).
A

Bizonyitas:
Ha A legnagyobb k6z0s osztoja d és B legkisebb kozos tobbszorose t, akkor Y. ca(a) = (d) és
Npep(b) = (t). Hatehat d = t, akkor Y e4(a) = Npeg(h).
0

15.23. Tétel

Legyen {As|6 € A} és {Bs|6 € A} az R f6idealgyiirii részhalmazainak olyan rendszere, hogy a A
minden § elemére ds = t;5, ahol ds az A5 legnagyobb koz0s osztdja és ts a Bs legkisebb k6zos tobb-
szOrose, €s legyen Usep Bs = B . EKKOr Ngep Yacas(@) = Npep(b).

A

Bizonyitas:
Nsea ZaEAg(a) = Nsea nbEBg(b) = Npes(b).
[]

Gylir homomorfizmusanal a leképezés magja ideal, a kép izomorf a mag szerinti maradékosz-
taly-gytiriivel, és a gylirli minden ideélja magja a gyuri egy homomorfizmusénak, példaul annak a le-
képezésnek, ahol a gy(irli minden elemét az 6t tartalmazd maradékosztalyra képezzik.

15.24. Tetel

Legyen 7 és J az R gyur(i idedlja, és legyen ¢ az R-nek R/J-re valo kanonikus sziirjekciodja,
vagyisa ¢:r - 7 leképezés, ahol most 7 az r-et tartalmazo J szerinti maradékosztaly. Ekkor ¢ ((7) ideal
a maradékosztaly-gyiiriiben, f6ideal képe f6ideal, és az R/J minden idealjanak teljes inverze az R egy,
az J-t tartalmazo ideélja. @ (J) teljes inverze 7+ J, éshal < J, akkor (¢ 1) (J) = J.

A

Bizonyitas:

@ homomorf, tehat ha a és b eleme J-nek és r az R-nek, akkor @ — b = a — b € ¢(J), valamint
ra =71a € @(J), és ideal nem iires, tehat az ideal képe sem iires. Homomorfizmusnal generatorrendszer
képe generatorrendszere a képnek, amibol kovetkezik, hogy féideal képe foideal.

A képtér idedljanak teljes inverze tartalmazza a képtér nullelemének teljes inverzét, tehat tartal-
mazza -t (és igy biztosan nem iires). Ha az idedl teljes inverzébdl vesziink két elemet, ezek képei, de
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akkor a kiilonbségiik is eleme az idealnak, és igy a két elem kiilonbsége, mint a képek kiilonbségének
inverze is benne van az idedl teljes inverzében. Ugyanigy lathatjuk, hogy az idedl inverzének a gytirii
barmely elemével vett szorzata is benne van az idedl teljes inverzében, tehat ideal teljes inverze ideal.

Ha c eleme ¢ ((J) teljes inverzének, akkor egy J-beli a elem képének egy 6se. Legyen b = ¢ — a.
Ekkor @(a) + 0 = ¢(a) = ¢(c) = p(a + b) = p(a) + ¢(b), tehat @(b) = 0, amibdl kovetkezik,
hogy b € J,igyc €7 + J, és (p_1(<p(<7)) € 7 + J. Ugyanakkor halmaz képének teljes inverze tartal-
mazza az eredeti halmazt, igy ¢ () teljes inverze egy, a J-t, tovabba az eldbbick szerint J-t is tartalmazd
ideal. A legsziikebb, mind az 7, mind a J idealt tartalmazo ideal 7 + 7, igy ez része (p_l(tp(J ))—nek, és
az el6bbi, forditott iranyu tartalmazassal kovetkezik, hogy a ¢ (7) teljes inverze 7 + J.

Hal < J, akkor (¢~ 1¢)(J) = (p_1(<p(<7)) =7+ J = J, mert az adott tartalmazas miatt minden
olyan 6sszeg, amelynek egyik tagja I-beli, a masik ] eleme, J-hez tartozik.

U

J és T + J képe azonos az R/J gyliriiben, és a tétel alapjan a J; és J, ideal R/J-beli képe akkor
¢és csak akkor azonos, ha 7 + J; = 7 + J,. Specialisan, ha R féidealgyiirii, 7 = (a) és J = (b), akkor
J képe az R/J gytriiben azonos (d) képével, ahol d az a és b legnagyobb kozds osztdja, hiszen most
J+ J = (d). Ebbdl kovetkezéen R /7 idedljai az a osztdi altal generalt R-beli idealok R /JT-beli képei.

15.25. Tétel
Ha J és minden y € I'-ra J, az R gyfirti ideélja, és ¢ az R gyfirli R/J-be valo homomorfizmusa,

akkor <P(Zyer Jy) = Yyer (p(Jy), ¢s ha minden y-ral < J,,, akkor (p(ﬂyepdy) = Nyer <p(Jy).
A

Bizonyitas:
ZyEF dy = {ZyEAjy |A cTAlAlE N}- ¢ miivelettarto, ezért (p(ZyeAjy) = ZyeA (p(j}/)! igy

0| D 3y | = o((Zyeaty |a €T AIAI € N)) = {0(Syeaiy)[A ST A 18I € N)
Yer

= {Syea () [aSTAIA €N} = ) 0(d)),

Yer

mert ¢(J,) idedl, és ¢(J,) = {@(D]j €/, }.
Ha f az A halmazt a B halmazba képez0 fiiggvény, és az A, halmazok az A, a Bs halmazok a B

részhalmazai a I'-beli y és A-beli 6 indexekkel, akkor f(ﬂyepAy) c ﬂyepf(Ay), f Y (NserBs) =

Nseaf 2(Bs). és (ff "1 (Bs) = f(f~(Bs)) = Bs N Im(f). Legyen most J és minden y € I'-ra J,
az R gytirti idedlja ugy, hogy valamennyi y-ral € J,, legyen J = Nyer J, tovibba ¢ az R gyiiri R/7-
be valé homomorfizmusa. Ekkor I € J, és

IJ=@ D=0 (e@D) =0 o ﬂﬂy co! ﬂw(ﬂy)

Yer Yer

- ﬂ 07 (9(3,)) = ﬂ(cp‘lw)(Jy) = ﬂgy =g,

yer yer yer
tehat g1 (‘p(nyel"(jy)) = ¢ *(Nyer ¢(J,)). De sziirjektiv leképezésnél f(f~1(V)) =V, igy ilyen

esetben kiilonb6oz6 halmazok teljes inverze kiilonb6z6, amibdl (p(ﬂyer Jy) = Nyer (p(g]y).
U
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15.26. Tétel

Fdéideélgytirti nem trivialis idealja pontosan akkor maximalis, ha general6 eleme irreducibilis, és
pontosan akkor primideal, ha a gytirii egy primeleme generalja.
A

Bizonyitas:

Legyen J; = (uq) és J, = (uy) az R féidealgytiri két idealja. Ekkor I; < I, akkor és csak akkor,
ha u, osztdja u;-nek, I, = R akkor és csak akkor, ha u, = e (pontosabban sz6lva, ha u, egység), és J;
pontosan akkor maximalis, ha I; # R, de minden olyan J # R ideélra, amellyel I; € I, I = I;. Most
legyen I; legalabb kételemd, ekkor u; # 0. Az eldbbiek szerint I; akkor és csak akkor maximalis, ha
nincs mas osztdja, mint az egységek valamint a sajat asszocialtjai, vagyis akkor és csak akkor, ha u,
irreducibilis.

(a) akkor és csak akkor primideal, ha uv € (a)-bdl, azaz abbol, hogy a osztdja a szorzatnak,
kovetkezik, hogy legalabb egyik tényezd is eleme az idedlnak, vagyis osztoja legalabb az egyik ténye-
zOnek,. De ez éppen azt jelenti, hogy a egy primeleme a gytiriinek.

U

Foidealgytiriiben a primek és a felbonthatatlan elemek Gsszessége megegyezik, amibol kovetke-
zik, hogy féidealgytiri egy nem trivialis idedlja szerinti maradékosztaly-gytirii vagy test, vagy nem null-
osztomentes. Egy Osszetett elem altal generalt idealja szerinti maradékosztaly-gytiri kommutativ, egy-
ségelemes és minden idealja foideal, de nem féidealgyliri, mert nem nullosztomentes. Most ilyen gyii-
riket és ezek idealjait vizsgaljuk.

Adott primeket tartalmazé Gsszetett elemek kozott a legegyszeriibbek azok, amelyek minden pri-
met csak egyszeres faktorként tartalmaznak, és ezek az adott primekbdl allo szorzatok mindegyikének
0sztoi, tehat az altaluk generdlt ideal tartalmazza az 6sszes olyan idealt, amelyeket az adott primekbdl
all6 szorzatok generalnak. Erdemes ezért az ilyen idedlokkal és maradékosztaly-gytiriikkel foglalkozni.

15.27. Definicio
Gauss-gytr(i a eleme négyzetmentes, ha nem nulla, nem az egységelem, és minden felbonthatat-

lan faktora egyszeres.
A

A nullideal egyetlen eleme 0, és ez idempotens. Mas idealnak is lehet olyan eleme, amelynek a
négyzete o\nmaga, de korabban lattuk, hogy legfeljebb egy lehet regularis. Az aldbbiakban egy R fdide-
algytiri a eleme altal generélt idedlja szerinti maradékosztaly-gyiiriit, azaz R/(a)-t R4)-val, a megfe-
leld halmazt R 4)-val fogjuk jeldlni.

15.28. Tétel

Ha az R f8idealgytiri a eleme négyzetmentes, akkor az R(4) gylirli minden nem nulla idealjaban
van egy és csak egy, az idealt generalo idempotens elem, és ez egységelem az idealban.
A

Bizonyitas:

R (q) minden nem nulla ideélja az a egy osztdja altal generalt ideal. Legyen az R egy b eleme a
o0sztdja, és legyen ¢ = %, ekkor b és c relativ primek, mivel a négyzetmentes. Ebbdl kovetkezéen R-ben
e = bu + cv az R valamilyen u és v elemével (e a szokasos mddon az R egységelfzme). bu = bii, tehat
bu = & Rq)-beli képe eleme a maradékosztaly-gytirii b altal generalt idealjanak. Atrendezve € = bu =
e — cv, majd ezzel €? = bu(e — cv) = bu — (bc)(uv) = € — aw, tehat £2 = £, & idempotens R ,)-
ban. Legyen most 5 a (E) idedl tetsz6leges eleme, és igy s € (b) is teljesiil. Ekkor s a b t6bbszorose,
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tehat s = bt, és es = es — cvs = s — (bc)(tv) = s — ar, vagyis £§ = §, € neutralis elem a (l_J) ideal
mint gytiri multiplikativ félcsoportjaban, tehat van regularis idempotens elem, és ez egyértelmii, hiszen
egységelem egyértelmiien meghatarozott.

Egységelem altal generalt ideal a teljes gylir(i, vagyis most maga az ideal. Legyen & az ideal egy
olyan idempotens eleme, amely szintén generalja az idealt. Ekkor az ideal barmely w elemére w = uv
a maradékosztaly-gylirii egy ¥ elemével. Innen, alkalmazva, hogy % idempotens, uw = 4?7 = uv = w,
u tehat neutrélis eleme az ideélbeli szorzasnak. De £ is egységeleme ennek a muveletnek, igy 7 = €.

U

15.29. Definicioé

Foidealgylirii egy négyzetmentes eleme altal generalt idealja szerinti maradékosztaly-gylrii egy
nem nulla idealjanak regularis idempotens eleme az ideal generalo idempotense, roviden idempotense.
A

R (q) mint onmaga idedlja a gylirli egységeleme, az e altal generalt idedl képe. Ekkor ¢ = a, ¢s
e =ee+c-0,azaz R, idempotense az e R4)-beli képe.

15.30. Tétel

Legyen a az R féidealgytiri négyzetmentes eleme, b € R osztdja a-nak és u € R. Ekkor ¢ = bu
pontosan akkor idempotense a (b) R,)-beli képének, haple —cac = % minden p primosztdjara.
A

Bizonyitas:

Ha e idempotense a (b) R4)-beli képének, akkor e = bu + cv, és igy plcv = e —bu =e —¢.
Forditva, legyen a ¢ minden primosztoja osztdja e — e-nak. Négyzetmentes a minden primosztoja egy-
szeres, ¢s igy legfeljebb egyszeres osztoja c-nek. Ebbdl kovetkezik, hogy ¢ paronként kiilonbdzd prim-
osztok szorzata, és ha minden primosztoja osztja e — e-t, akkor maga c is osztoja ennek a kiilonbségnek,
vagyis e — & = cv, ahonnan e = & + cv = bu + cv, tehit € idempotense (b) R4)-beli képének.

U

15.31. Megjegyzés

Az el6bbi tétel masként fogalmazva azt jelenti, hogy az R egy ¢ eleme akkor és csak akkor idem-
potense az R f6idealgytirli a négyzetmentes eleme egy b osztoja altal generalt idedl R 4)-beli képének,
ha a b primoszto6i e-nak, az a tobbi primosztdja e — e-nak osztdja. A mostani feltétel ugyanis ekvivalens
azzal, hogy € R-beli tobbszorose b-nek és az e — € kiilonbség ¢ = %—nek.

A

15.32. Tétel

Ha a az R féidedlgytiri eleme, € az R-beli 7 ideal R,)-beli képének idempotense, akkor J =
(b), ahol b = (¢, a).
A

Bizonyitas:

Gyftiri egysége, tehat példaul egységeleme altal generalt idedl maga a gyfirti, igy az & R,)-beli
tobbszoroseibdl all6 ideal az a egy b osztdjanak b képe altal generalt ideal. Ekkor R-ben az (&) és a (b)
R (q)-beli képének teljes inverze azonos, és ez a kdzos idedl az (&, a) és (b, a) éltal generalt ideal, ahol
most (u, v) az u és v legnagyobb k6z6s osztoja. De b|a, igy (b, a) = b, tehat b = (¢, a).

U
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Foidealok metszete a generald elemek legkisebb kozos tobbszordse altal generalt ideal, mig az
Osszegiiket a legnagyobb koz0s o0sztd generalja. Nézziik a metszetet és 0sszeget az idempotensekkel.

15.33. Tétel

Ha a az R f6idealgyliri négyzetmentes eleme, €s &; €s €; az R(,) két idealjanak idempotense,

akkor a metszet idempotense &; &,, mig az Osszegé &; + &, — €1 &;.
A

Bizonyitas:

£1&; = & &, mindkét idedlnak eleme, hiszen idedl zart a gylrli barmely elemével val6 szorzasra,
igy a metszetiiknek is eleme. Ha & a metszet tetszéleges eleme, akkor (& &)u = & (&u) = &§u = u,
tehat £, €, neutralis elem az idealban, kovetkezésképpen regularis és idempotens.

&, &, eleme a metszetnek, és igy példaul £ — €, &, az egyik idealnak, ezért £; + €, — &€, benne
van a két ideal 0sszegében. Még azt kell megmutatni, hogy ez az elem regularis és idempotens, amihez
ismét elég megmutatni, hogy semleges eleme az 6sszegnek.

Legyen u az 0sszeg egy eleme. Ekkor &4 = 1; + U, a két idealbol vett egy-egy elemmel, és

gt e —gau=¢ te -8y +uy) = (8 +& —§8)(U +Uy)
= E1Uy + E1Uy + EUp + EUp — E18Uy — E18U;p
=ﬂ1+aﬁ2+g_2ﬁ1+ﬁ2_g_2ﬁ1_aﬁ2 =ﬁ1+ﬁ2 =ﬁ,

ami azt jelenti, hogy €; + &, — €, &, egységeleme az ideal mint gylir(i multiplikativ félcsoportjanak.
U

Az elébbi tételbodl indukcioval konnyen kapjuk, hogy a maradékosztaly-gyiirii idealjainak met-
szetében az idempotensek szorzata, mig az 6sszegiikben ¥ g xcr (—1) %171 [T;ex &; a generdld idempo-
tens, ahol L az adott idealok indexeibdl all6 halmaz.

Ha a az R féidealgytirti dsszetett, négyzetmentes eleme, és a = [[;" a; az a irrdeducibilis ele-
mekre valo felbontasa, akkor az a;-k paronként kiilonbozdek, €s az R,y gytirli egy idedlja akkor €s csak

akkor maximalis, ha valamely i-re az (a;) képe, mig pontosan akkor minimalis, ha (ai) -nek a maradék-
i

osztaly-gyuribeli képe.

15.34. Tétel

Ha a az R féidedlgytirti osszetett, négyzetmentes eleme, a = [[7," a;, ahol a szorzat tényez&i a
gylirti felbonthatatlan elemei, K < {i € N|i < m} = N,,,, L = N,\K, b =[], a; és az N,,, részhalma-
zainak egy {Us|6 € A} rendszerének metszete az lires halmaz, akkor

1 Yiek (ail) = Nier(@) = (i @) = (b);
2. Nseadievs (ail) = (0);
3. ue (E) egy- és csak egyféleképpen irhatod (a)-beli elemek Osszegeként.

a,

Bizonyitas:
Lattuk, hogy homomorfizmusnal idealok 0sszegének képe a képek Osszege, €s ez a metszetre is
igaz, ha a metszet minden tagja tartalmazza a homomorfizmus magjat.
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a négyzetmentes, tehat ai nem oszthato a;-vel, de oszthaté minden i # j-re a;-vel. Ebbdl kovet-

kezik, hogy haW < N,,, akkorlaz {aii |i € W} halmaz minden eleme oszthaté minden olyan a;-vel, ahol
j & W, és pontosan egy eleme a halmaznak nem oszthatd a;-vel, ha i eleme W-nek. Ekkor viszont
{ail |i € W} legnagyobb ko6zos osztdja dy, = [lien, \w @i

1. Ha dg az {a% |i € K} halmaz legnagyobb k&z0s osztoja, akkor dyx = [lien,\k @i = [lier @i

és a jobb oldalon all6 szorzat az {a;|i € L} halmaz legkisebb kdzos tobbszorose. Ekkor Y;cx (azl) =
(dx) = (Ter @) = (Tier @) = Nier(@);
2. Nsealieus (ail) = Nsea Nien,\vs(@) = (ITsea [lien,\vs @) = ([Tieugea N \vs @) =
(HlEm al) = (HLE@ al) = (HLENm al) = (a) :_((_));
a

3. az el6zo pont alapjan minden i € N,,-re ( ) N Yjex\i (a) = (0).
1

a a,

[

A 2. pont alapjan kiilonb6z6 minimalis idedlok metszete a nullideal, és ha & a maradékosztaly-
gylri eleme, akkor ez az elem egyértelmiien irhaté a minimalis idealokbol vett elemek 6sszegeként.

15.35. Definicio

Az R foidedlgylirii egy Osszetett, négyzetmentes a eleme altal generalt idealja szerinti maradék-
osztaly-gyliri egy minimalis idealjanak generalé idempotense az R, primitiv idempotense.

A
15.36. Tetel
Ha a =[], a; az R fidealgytirti 6sszetett, négyzetmentes eleme, és e az R(q)-ban az (L%)-
hez tartozé minimalis ideal idempotense, akkor
1. kiilonbozd index esetén e® - £0) az R(q) nulleleme;
2. ¥t 0 =,
3. minimalis idealban a general6 idempotensen kiviil csak a nullelem idempotens;
A

Bizonyitas:

1. €@ .0 a kétideal metszetének eleme. Ha i # j, akkor a két ideal metszete az idealok valodi
része, és ez csak a nullideal lehet, hiszen a két ideal minimalis.

2. Az (aii)-k legnagyobb koz0s osztoja az R egységeleme, igy R(4) a minimalis idealok dsszege,
és az idempotense e. Ekkor & az idealok idempotenseinek, valamint idempotensek szorzatainak bizo-
nyos eldjelekkel vett 0sszege. De az el6z6 pont szerint a legalabb kéttényez0s szorzatok mindegyike O,
kovetkezésképpen Yot O =g

3. Legyen & idempotens az eW-t tartalmazé idealban. & R (q)-beli tobbszorosei idealt alkotnak
R (q)-ban, amely ideal része a minimalis idedlnak, tehat meg is egyezik vele. Am idealt generalo idem-
potens csak egy van, amibdl kdvetkezik, hogy minimalis idealban csak trivialis idempotensek vannak.

]

A minimalis idealok tovabbi fontos tulajdonsagat irja le az alabbi tétel.
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15.37. Tétel

Ha R f6idealgyliri, a € R Osszetett €s négyzetmentes, akkor R (4)-ban minimalis ideal test.

A

Bizonyitas:

Egy legalabb két elemet tartalmazo kommutativ gyiirii akkor és csak akkor test, ha minden nem
nulla elemének van inverze. Mivel a Osszetett, ezért az (a) szerinti maradékosztaly-gy(iriiben van nem
trivialis idedl, kdvetkezésképpen a minimalis idedlnak is van legalabb két eleme. Legyen it #= 0 az M
minimalis ideal egy eleme, ¢s legyen M idempotense . Mivel & nem nulla, és az 6t tartalmazo ideal
minimalis, ezért () = M, tehat £ is U egy tobbszordse, € = uv, ahol v az R/(a) eleme. Mostw = v&
mint az M ideal egy elemének tobbszordse maga is eleme M-nek, és £ = £2 = ivé = U, ami éppen
azt jelenti, hogy u-nak van inverze M -ben.

U

A fentebbiekben foleg foidealgytirii bizonyos tulajdonsagairdl irtunk. Gytiriik masik fontos tipusa
az euklideszi gylr(i. A targyalt tulajdonsagok az ilyen gytriikben is teljesiilnek az alabbi tétel alapjan.

15.38. Tétel
Euklideszi gytirti fSidealgytirti.

Bizonyitas:

Legyen R euklideszi gytird, és J az R legalabb két elemet tartalmaz6 ideélja (a csak a nullelemet
tartalmazo idedl nyilvan féideal). Mivel az idedl tartalmaz nem nulla elemet, az idedlbeli elemek eukli-
deszi normainak halmaza a nemnegativ egész szamok halmazanak nem tires részhalmaza, igy van benne
egyértelmiien meghatarozott legkisebb elem, mondjuk s, és az idealnak van s-normaju eleme, példaul
u. Ha most v az idedl egy tetszéleges eleme, akkor v-t maradékosan osztva u-val, v = qu + r, ahol
vagy r a gyurli nulleleme, vagy r normaja kisebb, mint u norméja. De ez utébbi nem lehetséges, ugyanis
u és v eleme az idealnak, ekkor qu és r = v — qu is benne van az idealban, és ;J-ben minden nem nulla
elem normaja legalabb akkora, mint u norméaja, hiszen u egy minimalis normaju eleme az idealnak.
Ebbdl kovetkezden r = 0, tehat v = qu, vagyis az ideal minden eleme az u tobbszordse, és kommutativ
egységelemes gylriiben — marpedig euklideszi gy(lri ilyen — egy elem tobbszorosei féidealt alkotnak.

U

Test f616tti polinomgyri euklideszi, tehat féidealgytirti. és ekkor nem trivialis ideal szerinti ma-
radékosztaly-gytirii (egymast kizar6 modon) test vagy nem nullosztomentes. x™ — e akkor és csak akkor
felbonthatatlan, han = 1, igy, ha K test és 1 < n € N, akkor K'[x]/(x™ — e) nem nullosztémentes.

Visszatériink a ciklikus kodokhoz. Legyen g egy pozitiv egész kitevds primhatvany, és 1 <n a
q-hoz relativ prim egesz. A fejezet elején megmutattuk, hogy ekkor az IF, f616tti, n-szohosszusagu cik-
likus kédok az x™ — e € FF,[x] altal generalt idedl szerinti maradékosztaly-gyiirii idedljai, ahol ezek az
idealok az x™ — e [FF,[x]-beli g fépolinom-osztéihoz tartozé idedlok képei. F,[x] féidealgytiri. Mivel
n nagyobb, mint 1 és relativ prim n-hez, ezért x™ — e a polinomgyr( felbonthat6, négyzetmentes ele-
me, alkalmazhatjuk a fentebb kifejtetteket. A rovidség kedvéért R[x]/(x™ — e) helyett R ™-et frunk.

x"—e

Legyen x™ — e = [["5' g; az irreducibilis fépolinomokra val6 felbontas, g = = h; és

G S {g € F,[x] |glx™ — e fépolinom}. Az alabbiakban C egy [n, k]4-paraméterti ciklikus kodot, mig
Cg a glx™ — e fopolinom altal generdlt kodot jeloli.

1. NgecCy és Xgec Cg [n, k]g-paraméterii kod, ahol az el6bbi generatoreleme a g-k legkisebb
koz0s tobbszordse, az utdbbié a legnagyobb kozos osztd (ciklikus kédoknal lattuk két halmaz esetére);
2. Nyec Cy idempotense [Tyeq &5 €8 T geg €y idempotense Yo pce (D e &5
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3. ha Kc {O,---,m - 1} =T és g = HiEKgi! akkor Niex Cgi = Cg = ZiET\K Cg(i), és Cg
idempotense [[iex &g, = &g = Z(D:tL;K(_l)lLl_l [TieL MoK
4. az f € Fy[x] altal generalt ciklikus kod pontosan akkor azonos Cy-vel, ha (f,x" —e) = g

(a nullatol kiilonbozo legnagyobb kozos osztonal mindig a fépolinomot tekintjiik);
(x"-e)

5. C4-hez van egy ¢s csak egy regularis idempotens elem: ha e = ug + v , akkor g5 =

ug, és a megfelel6 kodszo e, mod (x™ — e), amely a kéd neutralis eleme;
6. azeldzo két pont alapjan g = (eg,x" —e);
7. aprimitiv idempotensek az Ega)-k;
8. hai# j,akkor g®gW) =u- (x™ — e) egy nem nulla u polinommal;
9. C g(i)'ben 0¢és E40) idempotens, és mas idempotens nincs;
10. Cg(i) test.

Cy, maximalis, C o) minimalis kod, €s azt a ciklikus kodoknal lattuk, hogy minimalis kod test.

Kod idempotensével kapcsolatban kiilon kiemeljiik az n-edik egységgyokokkel valo kapesolatat.

15.39. Tetel
Legyen (n,q) = 1, € a g-elemt test fol6tti, a g polinom altal generalt n-szohosszusagu ciklikus
kod idempotense és a primitiv n-edik egységgydk [, folott. Ekkor é(ai) =0, ha a’ gyoke g-nek,
kiilonben £(a’) = e.
A

Bizonyitas:
x™ — e primtényezdi az x — a' polinomok, és test f6l6tti polinomok esetén x — u akkor és csak

akkor osztoja az f polinomnak, ha f (1) = 0. Ezek utan az allitas mér egyenes kovetkezménye az 15.30.
Tételnek és 15.31. Megjegyzésnek.

(]
15.40. Tetel
Ha e = Y10 &;x" a g polinom éltal generdlt [n, k],-paraméterti C ciklikus kod idempotense, ak-
€o
koraG=| €. | matrix sorai a kod egy generatorrendszere, ahol € az € polinomhoz tartozé kodszo,
Ek-1
¢sk > i € N-re €; az €i pozicioval valo ciklikus jobbra Iéptetésével kapott szo.
A
Bizonyitas:
€ kddszo, és mivel a kod ciklikus, ezért minden ciklikus eltoltja, tehat k > i € N-re €; is kodszo

-

(ahol £0 = ¢), igy elegendd belatni, hogy ezek a kodszavak linedrisan fiiggetlenek, vagyis, ha a egy
legfeljebb k — 1-edfoku polinom, akkor as mod (x™ — e) = 0 akkor és csak akkor, ha a = 0. Legyen
g a kdd generatorpolinomja. € egységelem a kodban, vagyis barmely ¢ kodszora ce mod (x™ —e) = c,
ezért ae mod (x™ — e) akkor és csak akkor lesz a nullpolinom, ha 0 = 0g = (as mod (x™ — e))g =
a(eg) mod (x™ — e) = ag, és ez pontosan akkor teljesiil, ha a = 0.

0
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15.41. Kiegészités

Hae = Y™ 1lext a g polinom altal generalt [n, k]4-paraméterti C ciklikus kéd idempotense, ak-
&
koraG' = | €i | matrix is kod egy generatormatrixa.
\Sn—l /
A
Bizonyitas:

A matrix sorai most is elemei a kodnak, igy barmely linedris kombinaciojuk az adott kod egy
kodszava. Az el6bbi tétel szerint a matrix elsd k sora bazisa a kddnak, és bazis barmely bdvitése gene-
ratorrendszere az adott linedris térnek.

J

15.42. Megjegyzés
Vannak olyan kodok, és majd mi is foglalkozunk ilyen koéddal, ahol a kod generatormatrixaként
G'-t adjak meg.
A

Legyen S egy legalabb két elemet tartalmazo szimbolumhalmaz, n € Nt és C € S™ egy (n, M, d)
paraméterd, S f616tti kod. Ekkor az S™-beliu = ug -+- u; - u,_; elemekre alkalmazott u ~ mu szabaly,
ahol mu = Uy (o) *** Un(p) * Ug(n—1) 8Z N, = {i € N|n > i} halmaz egy m permutacidjaval, az S™ egy
Onmagaba valo tavolsagtartd leképezése (és igy egy dnmagara valo bijekcioja). Ez azt is jelenti, hogy a
nC = {mc|c € C} halmaz a C-vel ekvivalens kod. Az n-hez relativ prim r egésszel am™: i + ri mod n
megfeleltetés az N,, permutacioja. Ha r, 1y és r, relativ prim n-hez, és s az r modulo n inverze, akkor
rr, és s, valamint 1 is relativ prim n-hez. 702 = g(er) = glrimodn) — p(rim, modn)
n72) = g0 7O = ¢ 65 7O g = ¢ = g7 (¢ az identikus leképezés), tehat az n-hez re-
lativ prim, n-nél kisebb, nemnegativ egész r-rekkel a 7™ permutaciok az n-edfoku szimmetrikus cso-
port egy részesoportjat képezik. A tovabbiakban w™Mu-t u™ ¢ -t €T jeldli. Az elébbi ered-
ménnyel (u(s))(r) =u™ =u=ul" = (u(r))(s), és hasonléan, (C (S))m =Cc=(C (r))(s).

Mivel u és u™ komponensei — a tobbszordsségiikkel egyiitt — azonosak, ezért a két sz6 sulya is

azonos. Ha S egy additiv Abel-csoport alaphalmaza, akkor még az is igaz, hogy az egymasnak megfelel6
szavak komponenseinek dsszege is azonos.

((rimod n) + 1) mod n = ((ri mod n) + (rs mod n)) mod n = r((i + s) mod n) mod n, és
ebbbl kovetkezik, hogy ha a C-beli c-vel c_, = ¢,_1¢ - c—5 is eleme a kodnak, akkor (n(r)c)_) =
n(r)ci e 7 C. Ennek alapjan, ha § = I, és C ciklikus kod, akkor a vele ekvivalens C ™) kod is cik-

likus (mert a komponensek permutacidja linearis kodot linearis kodba képez), jollehet, ciklikus koddal
ekvivalens kod nem mindig ciklikus (példaként tekintsiik a Hamming-kodokat).

Most tekintsiik a ciklikus kodokhoz tartozé polinomokat. Ha Y74 c;x" = ¢ € Fy[x], és r az n-
hez relativ prim egész szam, akkor

n-1 n—-1

r) i simodn
C( ) = § CrimodnX = Z Cr(si mod n) mod nX
=0 i=0
n-1 n-1
— simodn _ simodn
- Z C(rs)i mod nX - Cix ’
i=0 i=0
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ahol s ismét az r modulo n inverze. Lathatoan ¢ is az [F, folotti, legfeljebb n — 1-edfokti polinom.
Hay egy F,, feletti n-edik egységgyok, akkor cM(y) = Tl gysimodn — yu-lo ()i = a(yS), fgy
¥ pontosan akkor gydke c™-nek, amikor y* a ¢ gyoke. Ha példaul a egy primitiv n-edik egységgyok a
g-elemii test folott, és y = (a”)* egy k egész szammal, akkor y5 = a*, vagyis a® akkor és csak akkor
gyoke a ¢ polinomnak, amikor (a™)¥ gydke c(™-nek. Am a is primitiv n-edik egységgydk a q-elemii
test f6lott, ésa B = a” jeloléssel ¢ (ﬁk) = 6(ak), c(M-nek a B azon és csak azon kitevSs hatvanyai
gyokei, amely kitevohoz tartozo a-hatvanyok annullaljak a ¢ polinomot.

Ha g az F, folotti n-szohosszisaga C ciklikus kod generator-polinomja, akkor g minden gydke
[, folotti n-edik egységgyodk. Legyen egy adott, [F, f6lotti a primitiv n-edik egységgyokkel a g gyokei
kitevdinek halmaza K. g a C minden c elemének osztdja, tehat {ak|k € K} minden eleme gyoke mind-

egyik kodpolinomnak. De ebbél kovetkezik, hogy ha ¢ € €™, akkor ¢(™-nek a K minden k elemével
gydke a"™. Ez forditva is igaz. Legyen f € F,[x] egy legfeljebb n — 1-edfokd polinom, amelynek min-

den elébbi a™ gyoke. Ekkor £ egy olyan, [F, folotti, legfeljebb n — 1-edfoku polinom, amelynek a
g minden gydke gydke, tehat f) € €. Most f = (f (S))(r), ésigy f € M. Osszefoglalva, €™ ponto-
san azon polinomok dsszessége, amelyeknek g valamennyi gydkének r-edik hatvanya gyoke.
Legyen g¢y = Yrex(x — a™). A fenti eredmény alapjan g, eleme C (") _nek, és osztdjaa -
hez tartoz6 valamennyi polinomnak, kovetkezésképpen gy a C ™ ciklikus kod generatorpolinomja.
J(r) gyokei a g gydkei r-edik hatvanyai, azaz g™ azon gydkei, amelyek [F, folotti n-edik egy-
séggyokok. De ekkor g,y éppen a g™ és x™ — e legnagyobb kozds osztoja.

A ¢™ polinomot mas alakban is meg tudjuk adni. Legyen u nemnegativ és v pozitiv egész szam
ésu = lv + t, ahol [ és t nemnegativ egész szam ugy, hogy v > t. EKkor x* = x!V*t = xv+t — xt 4
xt = xt((x")! — e') + xt. (x")! — e! oszthatd x¥ — e-vel, igy x* mod (x” — e) = xt = x* M4V Ezt
alkalmazva

n—-1 n-1
c™ = cixSimodn — Z cixSt mod (x™ — e)
i=0 ne1 i=0
= Z c;(x%)t mod (x™ —e) = (c o x*) mod (x™ — e).
i=0

A fentiekben bizonyitottuk a kdvetkez6 tételt.

15.43. Tétel
Legyen g generator-polinomja egy [n, k],-paraméterti C ciklikus kodnak, és legyen r az n-hez
relativ prim pozitiv egész szam. Ekkor a g,y = (g o x°,x™ — e) polinom éaltal generélt C ™ ciklikus
kod az elgbbivel ekvivalens kod, ahol a C-beli ¢ = Y7 ¢;xt kodszonak megfelelé €)-beli kodszot a
™ =3l modnxt = (cox%) mod (x™ — e) polinom adja. It s az 7 modulo n inverze.
A

A kovetkez0 részben a fenti eredmények egy jo részét konkrét kodosztalyokra fogjuk alkalmazni.
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16. Maradékkod

Az alabb definidland6 kédhoz sziikségiink lesz a kovetkezd eredményre.

16.1. Tétel
Legyen n és m pozitiv egész szam, ésm > i € N-re C®D az F q test f0lotti, n-szohosszsagh cik-
likus kéd. Ha ¢® a ¢® egy ¢® eleméhez tartozd polinom, akkor a ¢ = (]‘[}”’;51 c(i)) mod (x™ — e)-
hez tartozé ¢ sz6 w(c) sulya legfeljebb [T7;! w(c(i)).
A

Bizonyitas:
mtc®@mod (x™ —e) = (IM%5? c® mod (x™— e))c(m_l) mod (x™ — e), ezért elegendd

m = 2 esetére bizonyitani az allitast, innen indukcioval kapjuk minden mas, pozitiv egész m-re az ered-
ményt (az m = 1 eset nyilvanvalo). c(Pc® mod (x™ —e) a ci(z)(xic(l) mod (x™ — e)) kodszavak
(2)

2 (xc™® mod (x™ — e)). Ez az 6sszeg w(c?) darab nemnulla sz6 sszege,

Osszege, azaz Zc(z) 20€
i

ahol mindegyik tag sulya W(C(l)). De a sulyokra teljesiil a haromszog-egyenldtlenség, igy az 0sszeg
sulya nem nagyobb a tagok sulyai 0sszegénél, a jelen esetben tehat W(C(l))W(C(Z))-Hél.
U

Felidézziik, hogy a pozitiv egész n-hez relativ prim u egész szdm m-edik maradék modulo n,
ahol m is pozitiv egész, ha van olyan v egész, amellyel v™ = u (n), mig ellenkezé esetben u m-edik
nemmaradék modulo n. Ha p > 2 primszam, akkor u akkor és csak akkor m-edik maradék modulo p,

p-1
ha u ¢t =1 (p), ahol t az m és p — 1 legnagyobb k6z6s osztdja. Ebbol kovetkezik, hogy u pontosan
akkor m-edik maradék modulo p, ha ugyanezen modulus szerint t-edik maradék. A modulo p m-edik

, , -1
maradékok szama pT'

16.2. Definicio

Legyenn > 2 primszam, 1 < t|n — 1 egész szam, R a modulo n t-edik maradékok halmaza,
és q olyan pozitiv egész kitevds primhatvany, hogy q € R©®. Ekkor a g = g = [,z (x — at) és
az (x — e)g polinomok altal generalt C(® = C és €© = C kod, ahol a egy [F, foldtti primitiv n-edik
gyok, a t-edik maradékkéd. t = 2 esetén a kod a kvadratikus maradékkadd, roviden QR-kéd.

A

n-1
q € R akkor és csak akkor, ha g ¢ = 1 (n), és ez a kongruencia pontosan akkor teljesiil, ha a
g modulo n rendje, o,,(q), osztoja nT_l-nek. Altalanosabban, legyen g a p prim m-edik hatvanya egy
pozitiv egész m-mel. m egyértelmiien irhaté m = kt + [ alakban egy nemnegativ egész k-val és t-nél

n-1 n-1 n-1 n—-1
kisebb nemnegativ egész I-lel. Ekkor g ¢ = (p™) ¢ = p¥=Dp e = p" ¢ (n), hiszen n prim és
nem tbbszordse p-nek. E szerint g pontosan akkor t-edik maradék modulo n, ha p' rendelkezik ezzel
a tulajdonsaggal (és biztosan ez a helyzet, ha [ = 0, azaz ha t|m). Ez azt is jelenti, hogy amennyiben p

egy modulo n t-edik maradék, akkor barmely pozitiv egész m-re ¢ = p™ t-edik maradék modulo n.

0¢ RO ésn > 2-b81 RO % @, tovabba g|(x — e) g, igy a € kod egy valddi, nem iires részkodja
a g-hez tartozo C kodnak, nevezetesen C a C azon és csak azon szavait tartalmazza, amelyekben a kom-
ponensek dsszege 0 (tehit 0 ¢ C\C). Ez a torlésnek felel meg, mig a mésik irdny a ndvelés, ezért C-re
mint a névelt kédra (augmented code), és C-ra mint a torléses kodra (expurgated code) is hivatkozunk.
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Tekintsiink az A = (4; +) véges additiv Abel-csoport mint szimbélumhalmaz fol6tt valamilyen
pozitiv egész n-nel egy C € A™ kodot. Legyen C a kiterjesztett kod, ahol az a” = ag - ay_q, @a € C
kodszot az a,, = — Y14 a; komponenssel egészitjiik ki. Ezt a jegyet neveztiik paritisjegynek. Ameny-
nyiben |A| = 2, akkor a kdod binaris, és ez esetben az is teljesiil, hogy a C egy kddszavanak sulya akkor
¢s csak akkor paros, ha az 6sszeg 0, de mas esetben ez éltalaiban nem igaz. Legyen b € A-ra Cy a C azon
és csak azon a elemeinek dsszessége, amelyekre Y1 a; = b. Nyilvanvalé, hogy ezek a halmazok pé-
ronként idegenek, €s az unidjuk a teljes kodhalmaz A nem {ires halmazok a kéd részkodjai. Legyen
most még C csoportkod, azaz olyan kdd, ahol valahdnyszor u és v eleme a kodnak, mindannyiszor a
kiilonbségiik, u — v is hozza tartozik C heZ ahol (u — v); = u; — v; (és C-nek van legalabb egy eleme).
Y u—v); =Y - vy) = X4 wp — X v; akkor és csak akkor 0, ha u és v ugyanazon b-
hez tartoz6 C, eleme. Ebbdl egyrészt kovetkemk, hogy a C,, részkdd maga is csoportkdd, masrészt, hogy
a Cp, részkodok a Cy szerinti mellékosztalyok, vagy masként mondva, a C, eltoltjai, azaz, ha aj, a C;, egy
tetsz6leges, rogzitett eleme, akkor C, = a, + Cy. Linedris kod csoportkdd, de ekkor még az is igaz,
hogy ha e a multiplikativ neutralis elem, akkor a;, = ba, egy lehetséges reprezentans-rendszer.

A tovabbiakban, feltéve, hogy a szimbdlumhalmaz véges additiv Abel-csoport és Cy # @, a C,
elemeit a kod parosszerii elemeinek, parosszerii kédszonak nevezziik, C, a kod parosszerii rész-
kédja, és ezen részkdd stlya a kod parosszerii részsilya. Magat ezt a részkodot altalaban C,-vel, a
sulyat w,-vel jelolik (az even-like utan) A C, = C \ C, részkdd a paratlanszerii részkod, minden eleme
egy paratlanszeri kodszo, és a sulya, w, a kod paratlanszerii részsialya (most az o index az odd-like
utdni). Nyilvan a kod w stlya a két részstuly minimuma. Ha C = C,, akkor a kod parosszerii.

A fentebb definialt maradékkodra alkalmazhatjuk az uj fogalmakat, és ennek alapjan C a C kod
parosszert részkodja, mig C\C = C,. Ha C n- széhosszﬁségﬁ kéd, r az n-hez relativ prim egész, és ¢
egy C-beli kodszo, akkor w(c) = W(C(T)) és Yoy =Xy (T) , igy a 145. oldalon kapott eredmény
szerint (CV) = (€)™ &s (€)= (C)P,

16.3. Tétel
A 16.2. Definicidban leirt kod IFq folotti kod.

Bizonyitas:
modulo n t-edik maradék relativ prim n-hez (kiilonben nem lehetne egy pozitiv egész kitevos
hatvanya 1-gyel kongruens modulo n), és t-edik maradékok szorzata t-edik maradék, ezért ha u, v, v,
és v, R elemei, akkor uv, és uv, is eleme ennek a halmaznak, és uv; = uv, (n) akkor és csak akkor,
ha v; = v,, tehat a v = uv megfeleltetés R(®) 6nmagaba valé injekcioja, azaz bijekcidja. Ekkor
{qv|v € R®} = RO hiszen q € R©®. Most g7 = [1;cp(x9 — a®) = [T,z (x7 — @) = g o x4,
tehat g € F,[x]. De x — e nyilvan eleme F,[x]-nek, igy (x — e)g is [F, fol5tti polinom.
(]

Ha n primszam, akkor l1étezik modulo n primitiv gyok, azaz olyan a egész szam, hogy a ¢(n)-
nél kisebb nemnegativ egész kitevis hatvanyai egy redukalt maradékrendszert adnak modulo n. Ebbol
kovetkezden {al mod n |n -1>i€ N} az n-nél kisebb pozitiv egészek halmaza.

16.4. Tétel
Legyen n primszam, t|n — 1 pozitiv egész szam, a egy modulo n primitiv gyok, és a t-nél kisebb
nemnegativ egész i-vel legyen R® = {a1t+‘| >j € N} Hat > 1, a q primhatvany t-edik maradék
modulo n és « primitiv n-edik gyok [F,, folott, akkor ag® =y 1er® (x - al) polinomok altal generalt
€@ kédok ekvivalensek, és x™ — e = (x —e) [1:22 9@, igy [T522 g© = ¥t «b.
A
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Bizonyitas:
at,aholn—1>1=jt+i€N,j € Nést > i€ N, pontosan akkor t-edik maradék modulo n,

n—1

n-1 n— n—
hal=(a') ¢ =(a/*)t = (a”‘l)faiT1 =di't (n). Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha t osztdja
i-nek, vagyis ha i = 0, tehat R© elemei, és csak ezek t-edik maradékok modulo n. a/t*i = a/tal-bél
kiolvashato, hogy R® = a!R©, s = ' € RW-re a° = o = ¢’ ahol s’ = aJt € RO, n prim-
szam ésn > a' mod n € N*, tehat (ai, n) = 1, amibdl méar kdvetkezik, hogy a C () kodok ekvivalensek
(lasd az 15.43. Tételt illetve az el6tte 1év6 eredményeket).
0

A tételbél kovetkezik, hogy az (x — e)g® polinomok altal generalt C® kodok is ekvivalensek.

Mind a tétel, mind az elébbi kiegészités eléggé nyilvanvald: primitiv n-edik egységgyok n-hez
relativ prim kitevOs hatvanya is primitiv n-edik egységgyok, igy masik ilyen gyokot valasztva a-nak,
egy masik i-hez tartozo g polinom lesz g(® és vele egyiitt C(® = C.

Ha az R kommutativ gyiiriiben a = b (u) és v|u, akkor a = b (v), és példaul vagy mindkettd
oszhat6 v-vel, vagy egyikiik sem. Amennyiben R euklideszi gytir(i, amelyben az osztasi maradék egy-
értelmt, b # 0, és a = tb + r, ahol r = amod b, akkor a = r (b), tehat a b egy osztdja vagy mind a-
nak és r-nek osztdja, vagy egyikiiket sem osztja, tovabba ha a p felbonthatatlan elem k-szoros osztdja
b-nek, akkor egy, a k-nal nem nagyobb pozitiv egész [-lel akkor és csak akkor osztja p' a-t, ha osztja a
maradékot is. Specialisan, ha R egy test f0l6tti egyhatarozatlanu polinom, akkor a b egy u gyoke vagy
mind a-nak, mind r-nek gyoke, vagy egyikiiknek sem, és ha u k-szoros gyoke b-nek, akkor k > 1 €
N*-szal vagy a-nak és r-nek is [-szeres gyodke, vagy egyikiiknek sem lesz ilyen tobbszordsséggel gyoke.

16.5. Tétel

Ha C egy n-szohosszusagu t-edik maradékkod, ahol 2 < n € N primszam ¢s 1 < t € N, tovabba
c € C\C sulyaw(c) = d, akkor d¢ > n.
A

Bizonyitas: B B
Legyen a c € C\C kodszo sulya d, és ¢ a megfeleld kodpolinom. ¢ € C\C-bdl kdvetkezik, hogy
c#0(¢sigyd>0).AcH= (c ° xal) mod (x™ — e) polinom a C\C-tal ekvivalens kédnak a c-vel

azonos stlyt kodszava. g |c@ és ¥l x!|x™ — e kovetkeztében T1gt xt = [1¢23 g© osztéjaazu =

i c¢® mod (x™ — e) polinomnak. Am x — e nem osztéja a maradéknak, mert nem osztdja a szorzat
egyik tényezOjének, tehat maganak a szorzatnak sem, igy a maradék nem a nullpolinom. u legfeljebb
n — 1-edfokud, mivel egy n-edfokil polinommal val6 osztds maradéka, masrészt legalabb n — ledfoku,
ugyanis nem nulla és oszthaté az n — 1-edfoki ¥7-; x* polinommal. Ekkor u pontosan n — 1-edfoki,

és tobbszorose az ugyanilyen fokszamu Y1 x* polinomnak, ami csak gy lehet, ha az utébbi polinom-
nak egy nem nulla konstansszorosa. Ebbél adédik, hogy w(u) = n. Masrészt a t-tényezds [[iZa c®
szorzat minden tényezdje d-sulyu, tehat n = w(u) = w ( i ¢ mod (x™ — e)) <[liZdd=dtn
primszam, igy nagyobb, mint 1, ebbdl kovetkezden d is 1-nél nagyobb egész szam, t pedig a tétel ki-
kotése szerint legalabb 2. Egyenldség esetén ebbdl azt kapnank, hogy d nem tirivialis osztoja n-nek,

ami nem lehet, igy az egyenl6tlenség szigora, d* > n.
]

A tétel semmit nem mond C tavolsagardl, mert részkod sulya lehet nagyobb a kod sulyanal.
Mivel a modulo n t-edik maradékok szama nT_l, ezérta C t-edik (novelt) maradékkod egy [n, k]-
n-1 _ (t-1)n+1

paraméteri kod, ahol k = n — "
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A tovabbiakban a kvadratikus maradékkddokat nézziik. Ezeket, mint mar korabban jeleztiik, al-
talaban QR-kodnak nevezik az angol quadratic residue code roviditéseként. Most t = 2, és t osztdja
n — 1-nek, ezért QR-kod esetén a szohossz paratlan primszam.

A 147. oldalon kapott eredmény alapjan a ¢ = p™-elemt test f6l6tt, ahol p primszam és m pozitiv
egész szam, pontosan akkor van paratlan n primszammal n-széhossziusagu kvadratikus maradékkod, ha
vagy p kvadratikus maradék modulo n, vagy m paros. Két fontos specialis esetet kiilon megnéziink.

n—-1
p = 2 esetén teljesiilnie kell a 272 = 1 (n) kongruencianak, ami akkor és csak akkor igaz, ha

n-1

n = 8k + 1, azaz han = +1 (8). Ennek igazolasara nézziik a HE(ZL') szorzatot:

" "7'1 " t "7 o
77 i= - H(zl) 1_[ @ = (-7 7 1_[(21) 1_[ (=21)
i=1 _|“ =T =
n-1
2
= -’z 17 ]_[(21) [T @-2
_ln ]J+1
n-— 1 n—-1
I 1y
= (- 1) 2 (21) 2i—-1)=(- 1) 2 i (n).
oo T] i

n primszam, igy minden, nala kisebb pozitiv egész, és akkor a szorzatuk is relativ prim n- hez kovetke-

111 n-1

zésképpen [],2, i-vel lehet a kongruenciat egyszerlisiteni. Marad tehdt a 272 = (— 1) 2 [ J (n)
kongruencia. A JObb oldal akkor ¢s csak akkor 1, és ennek megfeleléen a 2 pontosan akkor kvadratikus

maradék modulon, ha =— — I—J = [—] paros. n-et irhatjuk 8k + (2¢ + 1) alakban, ahol € = 0

vagy € = 1. Ekkor[ ] [Zk 1+(2£+1)] =2k — l1+(2£+1)l Ez akkor és csak akkor paros, ha paros
1+(25+1) 1F(2e+D)| _ —0 hae=0,

a masodik tag, l . € lehetséges értékeit kiprobalva azt kapjuk, hogy l

azazha2e+1=1,¢és l@J = +1, amennyiben £ = 1, amikoris 2e + 1 = 3. Az eredmény valo-

ban az, hogy paratlan n primszam esetén a 2 pontosan akkor kvadratikus maradék, han = 8k + 1 alaku,
és kvadratikus nemmaradék, ha n = 8k + 3.

Altaldnosan, ha 2 < n primszam, r pozitiv egész szam és q = 27, ugy a g-elemi test f6ltt pon-
tosan akkor van n-hosszl kodszavakbol QR-kod, ha r paros, vagy n 8-cal vald osztasi maradéka +1.

Masik fontos specialis eset, amikor a test karakterisztikaja 3. Most ismét az a kérdés, hogy milyen
n paratlan prim esetén kvadratikus maradék a 3. Mivel n és 3 egyarant primszam, ezért tekinthetjiik a

Legendre-szimbolumot, és alkalmazhatjuk a reciprocitasi torvényt. A p paratlan primre adott ( ) Le-

gendre-szimbolum lényegében véve a modulo p kvadratikus karakter, azaz (5) = 1, ha a kvadratikus
maradék modulo p, és —1 az értéke nemmaradék esetén. Ezt még ki lehet egésziteni azzal, hogy ameny-
nyiben (a,p) # 1, akkor (g) = 0. Mivel két egész szam szorzata akkor és csak akkor maradék, ha vagy

mindkét tényez6 maradék, vagy egyikilk sem az, és pontosan akkor relativ prim a szorzat p-hez, ha
mindkét szam ilyen tulajdonsagu, ezért lathatéan a Legendre-szimbdlum multiplikativ. Az is nyilvan-

valo, hogy p szerint kongruens egészekre a Legendre-szimbolum azonos értéket ad, valamint az is, hogy

(%) = 1. Az ¢l6z0 szakaszban azt is megmutattuk, hogy (3) = 1 akkor és csak akkor, ha a prim 8k + 1

alaku (paratlan primeket tekintve). A mostani kérdés tehat az, hogy mikor teljesiil a (p) =1 feltétel.

150



16. Maradékkod

p-1q-1
Ehhez hasznaljuk a kvadratikus reciprocitas torvényét, amely szerint (S) =(-1)z = (;), ahol g is

egy paratlan prim. Ezt alkalmazva, az € = n mod 3 jeloléssel

B) =077 (B) =07 (L) = (0T ()= (0T e7 =1

A fentiek szerint 3 akkor és csak akkor kvadratikus maradék n szerint, ha 3k + 1 = n = 41 + 1 vagy
3k —1=n=4l—1, vagyis akkor és csak akkor, ha n-et 3-mal és 4-gyel osztva egyarant vagy 1-et
vagy —1-et kapunk maradékul, azaz pontosan akkor, ha a 12-vel vald osztasi maradéka +1, masként
irva, han = 12k £ 1 alaka prim.

x"—e=(x—e)g@gD, ahol g = [[,eox — a”), g = [Tsenox — a¥), @ a g-elemii test
folotti primitiv n-edik gyok, @ a modulo n kvadratikus maradékok és NQ a nemmaradékok Osszessége.
Nyilvan az el6bb megadott két halmaz idegen, mindkettének n7—1 eleme van, egyikiiknek sem eleme 0,
végiil {0JUQ U NQ = N,,. A g‘© altal generalt C©@ &s a g(» altal generalt CP kéd ekvivalens, és
ekvivalens az (x — ) g@-hoz és (x — e)gP-hez tartozod Cc© g5 ¢ kod (esetenként a rovidség ked-
véért €O helyett C-t irunk).

Ekvivalens kodok kozott nincs 1ényeges kiilonbség, ezért mind a g(@, mind a g altal generalt
€ = €O gs ¢ kodot (ndvelt) kvadratikus maradékkodnak, mig a megfeleld torléses kodokat, tehat
€ = C©-4t ¢s CD-et torléses kvadratikus maradékkodnak nevezziik.

n-1 _ (t-1)n+1

Az elézéekben kapott k =n — - -b6l kvadratikus maradékkodnal k = nTH, és az

x — e-vel nem oszthatd kodszavak d sulyarol lattuk, hogy d? > n, azaz d > v/n. n = 4k — 1 esetén
ennél tobbet is tudunk mondani.

16.6. Tétel
Ha az IF, folotti kvadratikus maradékkod szohosszisaga n = 4k — 1, akkor az x — e-vel nem
oszthat6 kodszavak d sulydra d?> —d + 1 > n, tovabba g = 2 ésn = 8k — 1 esetén d = 3 (4).
A

Bizonyitas:

Az els6 allitas bizonyitasa kozben egy masik igazolédsat is latjuk majd, hogy egy t-edik maradék-
kod x — e-vel nem oszthaté kodszavainak sulya nagyobb, mint /7.

Legyeni =1,2-re f® = Z}li% a]@xj, 1@ = {n(i) >je€ N|a]@ + 0}, K az I™ és 1@ komple-
Xus-Osszege, és L = {k € K| Zjel(l) ajgl)a,(cz_)j +* 0}. Ekkor L€ K,ésd=|L| < |K| < |I(1) X 1(2)| =

|I @ | |I (2)| =dDd@ ahol tehat d® az f @ polinom nullatol kiilénbdzé egyiitthatdinak szdma, azaz a
szorzatban szerepl6 nem nulla egyiitthatok szama legfeljebb a két polinom nullatdl kiilonb6zo egyiitt-
hatéi szaménak szorzata. Innen indukcioval kapjuk, hogy ha m € N*, ésm > i € N-re az f® polinom
stlya d@, akkor a szorzat sulya legfeljebb a stlyok szorzata.

Most tekintsiink egy olyan kodot, ahol a szohosszisag n = 4k — 1. Ez esetben a —1 nemmara-
dék, és ha a d-sulyt ¢ kodszo x — e-vel nem oszthato, akkor ™1 = ¢ o x~1-gyel a ccV) szorzatban
minden olyan i indexre, amelyre ¢; # 0, szerepel c;c;x'~t = c;c;. Ilyen szorzat éppen d van, tehat a
szorzatban legalabbis d tag ugyanazon kitevohoz tartozik, amibdl kdvetkezik, hogy a szorzat sulya biz-
tosan legalabb d — 1-gyel kisebb, mint a stlyok szorzata, d?. Ebbél kapjuk, hogy n < d? — d + 1.

Ha n 8k — 1-alaku, akkor egyben 4k — 1-alaku is, alkalmazhato a d-re kapott el6z6 eredmény.
Vegyiik még figyelembe, hogy ha egy iy, j; és egy, az el6z6tdl kiilonbozo iy, j, parra 0 # iy — j; =
i, — jo, akkor a szorzatban szerepel a cilcjlxil‘jl + cl-zc]-zx"z‘j2 + cjlcl-lle‘il + cjzcizsz‘iz Osszeg,
és ez q = 2 esetén x't7/1 + xl27J2 4 xJ17l 4 xJ272 De az indexparok egyenlésége kovetkeztében
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most x4 71 + x27Jz 4 /17l 4 xl27le = yhiTi 4 xhTir 4 il 4 ximh = () vagyis mindig egy-
szerre négy tag esik ki. A szorzat végiil, a kitevék modulo n redukalasa utan, Y7 x¢, ami azt jelenti,
hogy valamilyen nemnegativ egész t-vel n = d? — d + 1 + 4t. Mivel most n = 4k — 1, ezért 4 osztoja
d? — d + 2-nek, és d paratlan. Paratlan szam négyzete mindig 8k + 1-alakt, de akkor 4-gyel osztva is
1-et ad maradékul. Ekkor d? + 2 maradéka 3 és igy d? — d + 2 pontosan akkor oszthaté 4-gyel, ha d
4-gyel val6 osztasi maradéka 3, azaz ha d = 3 (4).

U

Meghatarozzuk a kvadratikus maradékkod dudlisat.

16.7. Tétel

A g-elemt test f616tti, paratlan n szohosszisagu kvadratikus maradékkod dudlisa 4k — 1-alaka

n esetén C, mig az ellenkezd esetben C+ = C(1),
A

Bizonyitas:

(x = )9 Vg = x™ — bl (x - e)g =%,
6rz0 polinomja h© = (x—e) g(l). Tetszoleges C ciklikus kod esetén, feltéve, hogy q és n relativ prim,
a kod g generator- és h ellendrz6 polinomja relativ prim. Ebbdl kovetkezik, hogy az altaluk generalt két
kod metszete {0}, azaz csak a nullpolinomot tartalmazza, mig a két kod 6sszege valamennyi legfeljebb
n — 1-edfokua polinomot tartalmazza, ahol n a széhosszusag, és minden polinom egy és csak egyféle-
képpen irhato fel g(@ és h(® olyan linearis kombinaciojaként, ahol g(@ egyiitthatdja legfeljebb k — 1-
edfoku, mig a h(® egyiitthatoja legfeljebb (n — k) — 1-foku polinom, a két kod altal alkotott tér egymas
kiegészitd altere. Tudjuk azonban, hogy a g(© altal generalt € kod dudlisa nem a h(®) 4ltal generalt kod,

azaz a g altal generalt ciklikus kod ellen-

hanem az a kod, amelynek generator-polinomjaa h(® *-hoz tartozé fépolinom. Ha egy polinom konstans
tagja nem nulla, akkor a dudlisa, konstans szorzotol eltekintve, az a polinom, amelynek gyokei az eredeti
polinom gydkeinek inverzei az eredetivel megegyezd tobbszordsséggel. Ebbdl arra jutunk, hogy az
folotti primitiv n-edik egységgyokkel, a-val generalt g(® = [Treq(x — a”)-hez tartozo6 kod dualisat az
(x — e D [Iseno(x — ™) polinom generalja. Két egész szam szorzata akkor és csak akkor kvadrati-

kus maradék modulo n, ha vagy mindkett6 maradék, vagy mindketté nemmaradék. —s = (—1) - s, és
s € NQ, igy —s maradék, ha a —1 is nemmaradék modulo n, ellenkezé esetben —s € NQ. n paratlan
primszam, ekkor a —1 pontosan akkor maradék, ha n = 4k + 1. Ez azt jelenti, hogy 4k — 1-alakt n
esetén (x —e) [[rep(x —a") a g@-generalta kod dualisanak generator-polinomja, és ez a kod €, mig

a masik esetben a generatorpolinom (x — e) [[senq(x — @®), vagyis ebben az esetben Ct=cO,
il

Most a kod idempotensével foglalkozunk. Elsdként a 2-karakterisztikaju testek feletti QR-kod
idempotensét hatarozzuk meg.

16.8. Tétel
Legyenm € N*, q = 2™, p = —1 (8) primszim, g = Yreo(x — @™ és gV = Feeno(x — @®),
ahol a egy FF, folotti primitiv p-edik egységgyok, Q@ a modulo p kvadratikus maradékok és NQ a nem-
maradékok halmaza. Ha C a g- és CD a g altal generalt QR-kod, és rendre C és C(D a megfeleld
torléses maradékkdd, akkor az a primitiv p-edik gyok alkalmas valasztasaval a megfelel6 idempotensek
E=Yrex", EW = Yseno xS E = e+ Ysenox® ¢s EM = e + ¥,¢ox", ahol e a test egységeleme.
A
Bizonyitas:
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E pontosan akkor idempotense a kodnak, ha r € Q esetén a” gydke a polinomnak, E(e) = e, és
E(a®) = e, amennyiben s € NQ.

Mar lattuk, hogy x* mod (x¥V —e) = x Ligy Yt saixtmod (xP —e) = ¥l a;x
Ha r’ kvadratikus maradék és s’ nemmaradék modulo p, akkor modulo p r'Q = Q = s'NQ valamint
r'"NQ = NQ = s'Q. Ekkor (E ° xr') mod (x? —e) = X, ¢ x7'rmodp — YregXx” = E, és hasonloan
kapjuk, hogy (E ° xsl) mod (x? —e) = Y, ¢o xs'Tmodp — YsengX® = EM_ A test karakterisztikaja
2, igy E? = (Sreqx”) = Sregx? = E o x2, és mivel 2 € Q, ezért E2mod (xP — e) = E, E idem-
potens az xP — e szerinti maradékosztaly-gytriiben.

Ha f és g # 0 test fol6tti polinomok, akkor f® = fmod g = f — gh-bél ffd) W =fw -
Gw)h(w), és hau gyoke g-nek, akkor f @ (w) = f(w). E-re alkalmazva (E(u))2 = E2(w) = E(w) az

xP — e barmely u gyokére, kovetkezésképpen E(u) értéke vagy 0 vagy e. {0}, Q és NQ paronként
diszjunkt, egyikiik sem iires, és az unidjuk a p-nél kisebb nemnegativ egész szamok halmaza, amibdl
kovetkezik, hogy e + E + EMW = x0 + ¥, cox™ + Toeno ¥° = They b EKkor a 355 x tetszoleges v
gydkére e + E(v) + EM(v) = 0. xP —e = (x — e) X1_, x%, tehit v egyben xP — e-nek is gydke, igy
mind E (v), mind E® (v) vagy 0 vagy e. A két polinom helyettesitési értéke nem lehet azonos, mert
akkor e + E(v) + EMW (v) = e, igy egyikiik 0, a masik e, v az egyik és csak az egyik polinomnak gyoke.
Mivel x°-t egyikiik sem tartalmazza, mindkettd legfeljebb p — 1-edfokd, nem nulla fépolinom, és
Zfz_ol x! pontosan p — 1-edfoku fépolinom, ezért Z?z_ol x! nem osztodja egyik polinomnak sem. Ez egy-

umod v imodp

ben azt is jelenti, hogy egyikiiknek sem gyoke Zfz_ol x* valamennyi gydke, és ekkor mindkettének gyoke
az eldbbi gyokok legalabb egyike.

E@w")=(Eo(x" ov) = (Eox")mod (xP —e))ov = E(v), ahol v isméta X7~ x' gyoke
és ' €Q, mig E(v) = (Eo (x5 ov) = (Eoxs)mod (xP —e))ov = E@D(v), ha s’ nemmara-
dék. Zfz_ol xt gyokei az e-t6] kiilonbozé p-edik egységgyokok, vagyis az a p-nél kisebb pozitiv egész
kitevOs hatvanyai. a valaszthatd Ugy, hogy gyoke legyen E-nek. Ellenkezd esetben v = a-val és az
elz8 s'-vel 0 = E@ () =E (asl). p primszam, ezért s’ relativ prim p-hez, és igy a® is primitiv p-
edik egységgyok a test folott, ezért a helyett a® "_t valasztva mar olyan a-nk van, amely gyoke E-nek.

Ilyen a-val és p > t € N kitevével a pontosan akkor gydke E-nek, ha t kvadratikus maradék. Végiil
(4k—1)-1

E(e) = e, mert a test karakterisztikaja 2 és a polinom tagjainak szama = 2k — 1, azaz paratlan.

Ezen eredmények alapjan most E a C kod idempotense.
A fentiekbél az is rogtdn kiadodik, hogy az elébbi a-val EM a €D, e + EM a € és végille + E

aCc® kod idempotense, csak azt kell még figyelembe venni, hogy példaul (e + E)? = e + EZ.
(]

16.9. Tétel
Ha az el6z6 tételben p = 1 (8), akkora €, CP, € és CD kodok idempotense az a primitiv p-
edik gyok alkalmas megvélasztasaval rendre E = e + Y0 x”, EMW = e+ Toenox®, E = Tsenox®
valamint E = ¥, x", ahol e a test egységeleme.
A

Bizonyitas:
Az el6z6 esethez képest csak annyi az eltérés, hogy most Y.cq X7 €s Yseng x° paros szamu tagot

tartalmaz, igy ezeknek a polinomoknak gydke e, ezért csak a torléses kod idempotensei lehetnek.
]

A paratlan g primhatvany esete bonyolultabb. El6szor sziikségiink lesz egy specialis elemre.
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16.10. Tétel

Legyen 6 = Zl o Ly()at, ahol p > 2 olyan primszam, hogy q kvadratikus maradék a p modu-
lusra, @ a g-elemii test folotti primitiv p-edik egységgyok, és y egy modulo p kvadratikus karakter.
Ekkor 6 € Fy, és ha p = 4k + ¢ gy, hogy € € {+1, —1}, akkor 62 = epe.

A

Bizonyitas:

q relativ prim p-hez, igy {qi|p > i € N} teljes maradékrendszer modulo p, tetszéleges k € Z-re
ak = gkmodr igy {aqi|p >i€ N} = {ai|p >1i€ N}.){(i) 0-val illetve +1-gyel egyenld, és ezek bar-
melyikének paratlan egész kitevés hatvanya 6nmaga, ()((i))q = x(i). Mivel g kvadratikus maradék
modulo p, ezért qi és i egyszerre maradék, nemmaradék vagy p-vel oszthatd, ennélfogva y(qi) = x (i)
tetszdleges i egész szam esetén. Mindezek alapjan

p-1 7 p-1 p-1 p-1 p-1
D@t | = () =) ()" (@) = ) xadat =) x@ai =0,
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

ami azt jelenti, hogy 6 € [F,. Hatirozzuk most meg 6 négyzetét.

p—1 p-1 -1 p-1
0% = Zx(i)a Zx(l)a Zx(i)ai Zx(i)ai > x(a
i=0 =0 j=0
p—1

p—1 p 1-i p-1
= D x@at [ Y x(e Zx(i)ai > G- nai
i=0 j=-i i=0 j=0
p—1p-1 p—-1p-1
=) D) xOxG-dai@T =" N 3 (Ox( — D
i=0 j=0 i=0 j=0
p-1 /p-1

= x@OxG =10 |a.
i i=0

i = 0esetén y(i) = 0, igy j-t6l figgetlentl y () x(j — l) =0, Zl o )((l))((j i) = Zl 1 )((l))((j —

p > i € NT esetén i-nek létezik modulo p inverze, i’. A karakter multiplikativ, és barmely, a p-hez
relativ prim i egész esetén y(i?) = 1, igy az elébbi i-re (D) x(j — i) = x(H)x('j — 1) = x({@'j — 1).
Haj = 0, akkor x(i’j — 1) = y(—1) = ¢, ahol € = +1 gy, hogy p = 4k + &. 62 fentebbi kifejezésé-
ben az Osszeg j = 0 indexhez tartozo tagja Zfz_ol)((i))((O —Da = 2?2_11 ce = g(p — 1)e. Nézziik a
tobbi esetet, vagyis amikor p > j € N*. Kiilonb6z6 p > i € N*-hoz kiilonbdz6, szintén p-nél kisebb
pozitiv egész i’ tartozik, amely relativ prim p-hez, ennélfogva {i’j|p > i € N*} egy modulo p redukalt
maradékrendszer, vagyis a teljes maradékrendszerbdl csak a 0-nak megfeleld elem hianyzik. Ezt tudva
kapjuk, hogy {(i'’j — 1) mod p|p > i € N*} U {—1} egy teljes maradékrendszer p-re mint modulusra
nézve, és ezért p > j € N* esetén

p-1 p-1 p-1

D xOxG =0 =) xWj=1D =) x®-x(-1D=—x(-1 =
i=1 i=1 i=0

.. . , , -1 i e—aP™t  aq-aP a-e
A geometriai sor dsszegképletével Y2~ ) = a = =—
g gkep Zl:l e—a e—a e—a

—e. Ezt, valamint az el6z6
eredményt alkalmazva
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p-1 /p-1 p—-1 p—1 /p—-1
0= | > x0xG-0 |l = D x@x© -0 |a®+ Y | Y x0xG -0 |’
j=0 \i=0 i=0 j=1 \\i=0
p—-1 p-1
=e(p—De+ ) (—e)a/ =¢| (p— De— al | = 8((p —De+ e) = gpe.

0 €Fy,és 62 = epe azt jelenti, hogy spe kvadratikus eleme a g-elemii testnek.
Ha 6 € F,, akkor ez —6-ra is igaz, ¢s az is, hogy (—6)% = 6% = epe, vagyis akar 6, akar - 6
tekinthet6 epe négyzetgyokének. A két elemre egyiitt €6-ként is fogunk hivatkozni, ahol € € {+1}.

Ratérhetiink az idempotens meghatarozasara.

p (paratlan) primszam, igy minden, p-vel nem oszthat6 egész szam, tehat példaul a p-nél kisebb
pozitiv egész szamok, relativ prim p-hez, és ezek fele kvadratikus maradék, a masik fele nemmaradék
modulo p. Amennyiben t a p-hez relativ prim, akkor van modulo p inverze, azaz létezik olyan t' egész
szam, amellyel t't = 1 (p). Legyen a egy FF, folotti primitiv p-edik egységgydk és y egy modulo p
kvadratikus karakter. Ahogy mar fentebb is lattuk, ha u = v (p), akkor a* = a¥ és y(u) = y(v), to-
vabba tetszbleges i és t egész szammal y (ti) = y(t) x(i), és y(ti) egymast kizaré6 modon 0, ha t oszt-
hato p-vel, (i), ha t egy modulo p kvadratikus maradék, végil —y (i), amennyiben t egy modulo p
kvadratikus nemmaradék. p + t esetén x(i) = x(1-i) = x((t'0)i) = x(t'(t))) = x(t")x(ti). Legyen
p >t € N*. Ekkor a® is F, folotti primitiv p-edik egységgyok, és at # e, azaz e —a # 0, e — a'-
vel lehet osztani. Ezen eredmények felhasznalasaval

T ulC — (@)
D@)i=) @)i-(@)P=————e=—c
i=1 i=0

p—-1

e—at
p—1 p-1 p-1
D xO@ = ) x@xED@) = x(¢) ) x(ED@ = x(®) ) x(eat
i=1 i=1 i=1 i=1

p-1 p-1

= x® ) x(that = x® Y x@a' = x()0,
i=0 i=0

ahol felhasznaltuk, hogy t és t’ egyszerre kvadratikus maradék vagy nemmaradék, valamint azt, hogy a
ti-k Osszessége is egy teljes maradékrendszer modulo p.
b+c

Keressiik f-et a +bYreqx” + ¢ XsenoX* =a + ;Zf:ll xt+ bz—_eczgll)((i)x" alakban F,-
beli a, b és c egyiitthatokkal. f pontosan akkor idempotense egy FF, f6l6tti, n-szohosszasagh kvadrati-
kus maradékkodnak, ha vagy minden r € Q-ra a” gybke a kddnak, és NQ-beli s-re a® nem gyoke ennek
a kodnak, vagy forditva, és e is vagy gyok, vagy nem gyok. Ennek megfeleléen egy u € {0,1} és egy

v € {0,1} egésszel

-1 -1
b+cp ; b—cp . ; b+c b-c
ue =a+ . Z(ar)‘ +?Z (@) =a- + o,

2 Z2e Ze
=1 =1
p—-1 p—-1
a Ye = +b+cz( S)i+b_cz D) (@) = b+c b—cg
we=a 2e 4 “ 2e 4 ARE ) == 2e
=1 =1
p-1 p-1
_ +b+cz i+b—cz (el = a+( 1)b+c
ve =a P .1e e '1)(19 =a+(p e
1= =

155



Hibakorlatozas

Ez egy harom egyenletbdl allo, harom ismeretlent tartalmazo linearis egyenletrendszer. Az els6 egyen-
letb6l kivonva a masodikat (b — ¢) 8 = (2u — 1)e, vagyisb —c = @. Ugyanezt a két egyenletet

osszeadva 2a — (b + ¢) = e. A harmadik egyenlettel sszehasonlitva innen
et+(b+c)=2ve—(p—1)b+c),

és ebbbl b + ¢ = (va_el)e, majd ezzel és a 2a — (b + ¢) = e egyenlGséggel

e 2v—1)e
L@v=De

2e 2pe
Végiil b — c-bdl és b + c-bol

Ru—1e Qv-1e

- 20 T3 pe
_ (u—-1e (2v-1e
€= 26 2pe

Az u és v értékétol fiiggden négy kiilonbozé f polinomot kapunk, pontosan annyit, ahany kiilonb6z6
kvadratikus maradékkod van adott test folott egy adott szohosszlisaggal. A négy polinom

=00 =05~ (3= 20) (e ) 27~ (@20 2, ¥
v=0u=0:f= 2e 2pe 2pe 20 X 2pe 20 *

r€Q SENQ
v=ou=ti=(g-g0) - (3 m) 2 (Gt ) 2
=0,u=1:f - )= = Y T
2e 2pe 2pe 20 = 2pe 20 &,
v:lu:()f =<i+i>+(i_i>2xr+<i+i)z xS
’ 27 2e  2pe pe 26 2pe 26
TEQ SENQ
’ 137 \2e T 2pe pe 20 2pe 20 '
TEQ SENQ

Eppen négy idempotensre van sziikségiink, nevezetesena C,a C,aC™® ésa CO k6d E, E, E® és ED
idempotensére. Az els6 két egyenletnek gyoke e (ez a két egyenlet tartozik v = 0-hoz), a masik kettonek
nem, igy az els6 két egyenlet lehet a torléses kodok, a masodik kettd pedig a novelt kodok idempotense.
A polinomok az el6bbi sorrendben

i=1 i=1

p-1 p-1
2 Ze pe pe 4 20 ¢ X

i=1 i=1

p-1 p-1
fz = (i+i)+izxi +iz (i)xi
37 \2e 2pe pe & 29,1)(

l: l:

alakban is irhatoak (lathatd, hogy € masik valasztasaval csak annyi torténne, hogy felcserélodik egyrészt
fo és f1, masrészt f, és f3). Az a adott valasztasaval u = 0. EKKor f, = E, fo = E, f3 = E® és végiil
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fi = EM, megkaptuk a négy kod idempotensét. a helyett a -t valasztva egy kvadratikus nemmaradék
s-sel, felcserélddik egyrészt f, €s f;, masrészt f, és f3. Az eredményt az alabbi tételben megismételjiik
és kiegészitjik.

16.11. Tetel
Legyen q paratlan primhatvany, és legyen g = ¥,.co(x — a”) valamint g® = Yseno(x — a®),
ahol a egy F, folotti primitiv p-edik egységgyodk, Q a modulo p kvadratikus maradékok és NQ a nem-

maradékok halmaza. Ha C a g- és CD a g altal generalt QR-kod, és rendre C és C(D a megfeleld
torléses maradékkadd, akkor az a primitiv p-edik gydk alkalmas valasztasaval a megfelel idempotensek

acC,C,c® & ¢ sorrendben

E=(S4s0) (L_i)zerr(LJri)zxs
~\2e  2pe 2pe 20 2pe 20

SENQ

1
% 0+ Z—Z (e — ex()0)x*

£ = Ge ) (et 20) 2 o) 2,
—_——— —t+— —_——— x
2e 2pe 2pe 0 2pe 20 S

(p_l)e 0 . i
—Zpe - %Z(e + ex(i)0)x
2= (5 e+ () 2 e 3)
=(—+— —+— X — X
2e 2pe 2pe 20 = 2pe 20 &
(p+ e e =
_WPT e o _z D)y
2pe x° + 2pe 1(e+6)((1)9)x
1=
— e e e e e e
() (G - ) T
2e 2pe 2pe 20 = 2pe 20 S
p—1

-1
= —(pre)e x0 — —2; ;(e —ex()0)xt.
A

Legyen C a g-elemii test folotti, p-hosszusagh kodszavakat tartalmazé kvadratikus maradékkod.
(x—e) Zp xt=xP—e= (x — e)gg™M-bsl, valamint abbol, hogy xP — e gyokei egyszeresek ko-
vetkezik, hogy g osztéja Y1, ! xi-nek, (x — e)g viszont nem. Ekkor a minden pozicién e-t tartalmazé
sz6 eleme C-nek, de nem eleme C-nak. Korabban lattuk, hogy egy kod idempotensének eltoltjai gene-
raljak a kodot. Legyen G az E eltoltjait tartalmazé matrix. Ez a métrix a pT_l-dimenzi(')s C-t generalja.

Mivel ennek a koédnak gyoke e, ezért minden sz6 komponenseinek dsszege 0 (a g-elem testben). Ki-
bévitve G-t a csupa e-t tartalmazé e’ sorral, a kapott G matrix C-t generalja, hiszen ez utobbi kodnak

része C és tartalmazza e-t, tehat ezek barmely linedris kombindciojat, am igy p—“-dimenzi(')s kodot ka-
punk, éppen akkorat, amekkora C (egyébként az is konnyen kiszamolhato, hogy E=E + Zl 0 Lt
vagyis C idempotense linearis kombinécidja C idempotensének és Zi:o xi-nek, azaz a Csupa e-t tartal-
mazo szonak). Ugyanezt az eredményt kapjuk C®-ndl is.

Terjessziik ki ezeket a kodokat. A kiterjesztett kodokat C és C/(\l), a hozzajuk tartoz6 generator-
métrixot G és G fogja jelolni. A kod elemeit egy oo-indexti elemmel egészitjiik ki ugy, hogy az u
kédszora vy, = —yZ -0 ul legyen az [F, egy y elemével. C és C matrixdnak minden sordban az b%
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értékétol fiiggetleniil u,, = 0. Az el6bbiekbdl kovetkezik, hogy y-t a csupa e-t tartalmazo sor valami-
lyen tulajdonsagaval definialhatjuk. Valasszuk y-t Gigy, hogy 4k — 1-alaki szohossz esetén legyen C és
cD onortogonalis, mig a mésik esetben legyen a két kod egymads dualisa.

Hap = 4k — 1, akkor C*+ = C-bol C € C = C*, vagyis G barmely két soranak skalarszorzata 0.
Mivel egy sor komponenseinek dsszege 0, ezért, mint lattuk, kiterjesztésnél az uj elem is 0 lesz. Ha
pedig vessziik a skalarszorzatat e’ e,-nek és a”a., = a’0-nak, ahol a a G egy sora, akkor ez a” a,,
komponenseinek dszege, ami ismét 0. Az eddigiek szerint elegendd, ha a csupa e-t tartalmazo sorokat
gy egészitjiik ki, hogy legyen onmagéra meréleges. Ekkor a C kiterjesztésének, C-nak G matrixaban
barmely két sor ortogonalis, kovetkezésképpen € onortogonalis. De a kiterjesztett kod szohosszuséga
p + 1, mig a dimenzidja pTH (mert azonos az eredeti kdd, azaz C dimenzidjaval), és ebbdl kovetkezik,

hogy ez a kod 6ndualis, ¢ = C*. Az analogia alapjan ismét kapjuk az adott tulajdonsagokat a g(»-hez
tartozo kodnal.

— _ — 1 _ L -
4k + 1-alaka szohosszusag esetén CL = €D, és ekkor € € € = €D valamint CW™ = C, ¢s

innen CW € ¢ = €L, Az el6z8 esethez képest csupan annyi az eltérés, hogy most két olyan sor szor-

zata kell, hogy nulla legyen, ahol az utolsé6 komponensek kivételével mindkét sorban mindenditt e all,

¢s igy, ha a két utolso elem eg) ) &s e;l ), akkor pe + eg) )egol ) = 0-t kell biztositanunk. Ha ez teljesiil,

akkor most ¢+ = ¢, ami azt is jelenti, hogy cO = ¢

2-karakterisztikaju test esetén minden esetben mindkét matrixban a kiegészitd elem e. Nézziik a
tobbi esetet. frjunk y helyett y,-at és y;-et Gigy, hogy a 4k — 1-hez tartoz6 esetben legyen y, = y;, mig
a masik esetben egyikiik tartozzon az egyik, a masik érték pedig a masik kodhoz. A két kodnal az utolso
sor (a kiegészitd jegy nélkiil) azonos, és minden elem e, ezért a sor Snmagaval vett, illetve a két matrix
utolso soranak szorzata a kiegészitéssel azonos eredményt ad, nevezetesen (az y, €s y, el6bbi valaszta-
saval) az eredmény pe + (—pyo)(—py1) = p(e + p(¥o¥1)). Az dnortogonalitishoz illetve a dualitas-
hoz ez az érték 0-t kell, hogy adjon, ami akkor és csak akkor teljesiil, ha 0 = e + p(y,y;) = e +

(Voy1)(£0?), azaz ha yyy, = —s% = % . ;—;. Az eredménybdl kiolvashato, hogy a két kodhoz tartozo
y valaszthat6 Ugy, hogy az egyik kodnal az értéke % = ;—Z, a masiknal ;—; = —SZ—‘Z legyen. De ebbdl az
is latszik, hogy ilyen valasztassal € = —1 esetén y, = y;, ahogy azt eleve szerettiik volna, mig a masik

esetben y; = —y,. e-ként a két lehetséges érték barmelyikét valaszthatjuk, de a kés6bbiekben majd fi-
gyelembe kell venniink a valasztast. Most mar meg tudjuk adni a co-indexii sor co-indexii - py elemét,
ugyanis ez az el6bbi eredményeknek megfeleléen —e8, illetve ge6.

Konnyen meghatarozhato y értéke 3-karakterisztikaja test esetében. Ekkor p = 12k + ¢, majd
ezzel 62 = spe = e, O = ee, és most y, = €e, y; = —e, és ennek megfelelden - py értéke —e és ce.

16.12. Tétel
Legyen C egy binaris vagy ternaris, p = 4k — 1 szohosszusagu kvadratikus maradékkod. Ekkor

e g = 2 esetén C minden szavanak sulya oszthaté 4-gyel, mig a C-beli kodszavak sulya 0-val
vagy 3-mal kongruens modulo 4;
e ha g = 3, akkor a kiterjesztett kod minden kodszavanak sulya oszthaté 3-mal, mig az eredeti
kod szavainak salya 0-val vagy 2-vel kongruens modulo 3.

A

Bizonyitas:

Hagq =2 ésp =4k —1, akkor p = 8k — 1, igy a kiterjesztett kod szohosszisiga a 8 tobbszo-
rose. Most az E idempotensben a 0-, valamint a modulo p kvadratikus nemmaradékokhoz tartozé inde-
xeknél a komponens e, a tobbi helyen 0. A kvadratikus nemmaradékok szama pT_l =4k —1,1igy a

kiterjesztett kodban a 0-index{i sorban a nullatdl kiilonb6z6 elemek szama, tehat a kodszo sulya 4k, és
nyilvan ugyanez a helyzet a tobbi véges indexii sorban, hiszen ezek az el6bbi sor ciklikus eltoltjai. Az
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utolsé sorban minden elem, tehat p + 1 = 8k elem e, ennek a sornak a sulya is oszthato 4-gyel. A
generatorrendszer onortogonalis, és ez a tulajdonsag azzal, hogy a generatorrendszer minden elemének
sulya 4 tobbszorose, azt eredményezi, hogy a kiterjesztett kodban minden kodszé stlya oszthato 4-gyel.
A kiterjesztett kodbol elhagyva a kiegészitd komponenst, visszakapjuk az eredeti kodot. Ez az elhagyas
a kod atszurésa, és atszirasnal minden szo stlya vagy véltozatlan, vagy pontosan 1-gyel csékken, ami-
bél kovetkezik, hogy most egy kddsz6 stlya vagy 4-gyel oszthatd (ha az atszaras helyén 0 allt), vagy
eggyel csokkent, és ekkor a 4-gyel valo osztasi maradék 3.

A kiterjesztett kod minden soraban 2?2—01 aiz + a&, = 0 a testbeli miivelekkel, mert a kod onorto-
gonalis, tehat barmely sor 6nmagéval vett skalarszorzata 0. A haromelemt testben minden nem nulla
elem négyzete e, igy az 0sszeg azt jelenti, hogy a sorban talalhaté nem nulla elemek szama a 3 tobbszo-
rose, a sor sulya oszthatd 3-mal. Most hasonlo a helyzet a binaris esethez, vagyis visszatérve az eredeti
kodra, egy-egy kodszo sulya vagy valtozatlan, vagy eggyel csokken, tehat vagy oszthaté 3-mal, vagy a
3-mal valo osztasi maradék 2.

U

A ciklikus kédoknal foglalkoztunk a hibacsapda-dekodolassal. Kvadratikus maradékkodok esetén
ez a modszer az egyik legjobban alkalmazhato eljaras az esetleges javithatd hibamintak feltarasara és
korrigdlasara. A 1ényeg az volt, hogy ciklikus kod esetén a kddszavakban a szimbolumok ciklikus elto-
lasaval ismét kodszot kapunk, €s igy a beérkezett sz6 ciklikus eltoltjainak szindrémaibdl tudtunk kovet-
keztetni az eredeti vett sz6 hibahelyeire és hibaértékeire, feltéve, hogy valamely eltolt megfelelt a deko-
dolési feltételnek. Ez a gondolat altalanosithatd, a ciklikus eltolasnal esetleg altalanosabb transzforméacio
is alkalmazhat6. Kordbban megfogalmaztuk a kddok ekvivalencidjat, és lattuk, hogy emlékezet nélkiili,
diszkrét, szimmetrikus csatornat feltételezve, minimalis tavolsagu dekddolassal a tavolsagtartod leképe-
z¢s ekvivalens kodot eredményez. Azt is lattuk, hogy a leképezés akkor és csak akkor tavolsagtarto, ha
permutalja, valamint koordinatanként egymastol fiiggetlen permutacio a kod szimbolumkészletén. Két
kod permutacio-ekvivalens, ha csupan a komponensek sorrendjének valtoztatasaval ekvivalensek. Li-
nearis kod esetén tavolsagtarto leképezést kapunk, ha a komponensek sorrendjének permutalasa mellett,
az egyes koordinatahelyeken egymastol fiiggetlen, nem nulla elemmel szorozzuk a sz6 adott helyen 1évd
elemét. Az igy végzett atalakitassal kapott kodokat neveztiik skalar-ekvivalensnek. Skalar-ekvivalencia
helyett azt is mondjuk, hogy a két kod monomialisan ekvivalens. Linearis kod esetén minden sz6 min-
den komponensére a test azonos automorfizmusat alkalmazva linearis kodot kapunk, €s ez a leképezés
is tavolsagtartd. Linearis kddokat legaltalanosabban ez utébbival egyiitt mondunk ekvivalensnek.

Egy adott S szimbolumhalmaz fol6tti n-hosszisagh szavak halmazan az ekvivalens leképezéseket
aT = (m, 6) parok adjak, ahol  az indexhalmaz permutacioja, mig ¢ egy olyan rendezett n-es, amely-
nek minden komponense az S egy permutacidja, és ezzel (uT);,; = u;0;. A kddok ekvivalenciajanak
definicioja alapjan ez a tulajdonsag reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, tehat ekvivalencia-relacio az S™
részhalmazainak halmazan. A reflexivitast az (s, (0, t)) par biztositja. A tranzitivitas azt jelenti,
hogyaT = (m,0) ésT' = (n', ") ekvivalencia-leképezések kompozicidja is ilyen alakd. Valoban,

(u(TT’))i(mT,) = ((uT)T')(m)n, = (UT)ir0{y = (W;0;)0i; = u;(0;04;)

és 0;07, IS S egy permuticidja, mert egy halmaz permutacioinak szorzata is permuticidja ugyanezen
halmaznak. Végiil a relacio szimmetrikussaga azt jelenti, hogy T-nek van inverze. Ez konnyen megkap-
hat6 az el6z6 eredménybél. Ha ' a m inverze, tovabba o’-ben o/, = o; 1, akkor g, = (6{)71, és
kozvetleniil lathato, hogy (u(TT’))i =u; = (u(T’T))i, igy TT' és T'T az identikus leképezés, a két
leképezés egymas inverze.

Az el6bbiekben belattuk, hogy adott szimbolumhalmaz és adott szohosszusag esetén az ekviva-
lens leképezések a

(T[' (O-OJ Y PR O-n—l))(n,i (0-6' Y Gi" Y 0-7’1—1)) = (T”T,' (0-00-671" " O-io-i,n" ) O-n—lo-(’n—l)n'))

mivelettel csoportot alkotnak.
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Amennyiben egy C kodra alkalmazott valamely ekvivalens atalakitassal az eredeti kodot kapjuk,
ugy az adott transzformacié a kéd automorfizmusa. A kod automorfizmusai az el6bb adott szaballyal
egy csoport, a kod automorfizmus-csoportja, AUT (C). Azon automorfizmusok, amelyek csak a kom-
ponensek sorrendjét valtoztatjak, részcsoportot alkotnak, ez a kod PAUT (C) permutacio-automorfiz-
mus csoportja. Linearis kod esetén a monomialis leképezések is csoportot alkotnak, hiszen a test nem
nulla elemeinek szorzata is a test egy nullatdl kiilonboz6 eleme. A C linearis kod monomialis automortf-
izmusainak MAUT (C)-vel jelolt 6sszessége a kod monomialis-automorfizmus csoportja. Végiil a test
automorfizmusai is csoportot képeznek, igy példaul a test barmely t automorfizmusaval 7* =
(0i) 110/, is a test egy automorfizmusa, és igy (0;7)(07;7") = (0;07,)(1*T"), és ez a linearis kod
automorfizmus-csoportja, TAUT (C). Rogton lathatd, hogy monomialisan ekvivalens kodok ekvivalen-
sek és permutacio-ekvivalens kodok monomialisan ekvivalensek, PAUT (C) < MAUT(C) < TAUT(C),
de a forditott irany altalaban nem teljesiil. Binaris kod esetén a harom csoport egybeesik, mig primszam-
elemi test esetén a két utobbi csoport azonos. Adott kod esetén a kod Gsszes automorfizmusanak
AUT(C) csoportja TAUT (C)-nél bévebb is lehet.

Linearis kod esetén a generatorrendszer elemein végrehajtott fenti atalakitasok a teljes kod meg-
permutacios matrixszal jobbrol vald szorzassal kapjuk, azaz olyan matrixszal, amelynek minden sordban
¢s minden oszlopaban pontosan egy nem nulla elem all, amely e. A matrix inverze a matrix transzpo-
naltja. Monomialis transzformacié monomialis matrixszal jobbrol valéd szorzassal kaphatd. Az n-edren-
dii matrix monomialis, ha minden soraban €s minden oszlopaban egy és csak egy nem nulla elem van.
Minden ilyen matrix felirhat6 egy diagonalmatrix és egy permutacios matrix szorzataként, mégpedig
barmely sorrendli szorzataként (de a két esetben a diagonalmatrix kiilonb6zo lehet). A szokasos esetben
a diagonalmatrixot a permutacids matrix bal oldalara irjuk. Nullatél kiilonb6z6 elemek diagonalmatri-
xanak inverze diagonalmatrix, ahol az 4tloban az eredeti elem inverze talalhat6. Ezzel mar a monomialis
matrix inverzEt is megkapjuk, &m most a diagonalis rész a permutacios rész jobb oldalan van. Ezt kony-
nyen atvihetjiik a masik oldalra, mert csak azt kell megnézni, hogy a szorzatmatrix egyes soraiban mi-
lyen egyetlen nem nulla elem all.

Ha C n szohosszusagu ciklikus kod, akkor PAUT(C), és igy TAUT (C) biztosan tartalmazza az
i » (i + 1) modn leképezést, hiszen ez nem mas, mint a ciklikussag definicidja. Most a kvadratikus
maradékkodokhoz meghatarozunk egy b6vebb monomialis automorfizmus-csoportot.

Tekintsuk a K test elemein az u » % hozzarendelést a K-beli a, b, ¢ és d elemekkel. Az

rogton lathatd, hogy ha egy u-ra értelmezett a leképezés, akkor a képelem is K eleme, tovabba ha egy u
dv+(-b)
(=c)v+a
Ha c és d egyarant a test nulleleme, akkor a nevez6 a test minden u eleme esetén 0, és ekkor vagy

minden u-ra a leképezés nem értelmezett (a = 0 = b esetén), vagy legfeljebb egyetlen u kivételével

b P -y , b .o, 0
SZ: i %, ahol z # 0, mig az esetleges egyetlen kivételes pontban (a # 0-nal a - pontban) ismét s

alaku a leképezés, vagyis ez esetben sincs sehol értelmezve a megfeleltetés. Ennek megfelelden ki kell
kotniink, hogy ¢ és d legalabb egyike nem nulla.

képe v, akkor u = , az inverz leképezés hasonlo6 alakll, mint az eredeti megfeleltetés.

au+b a

Elsoként legyen ¢ = 0. Ekkor, az el6zoeknek megfeleléen, d # 0, és i ek S. Ez a test

minden elemén értelmezett, €s konnyen ellenérizhetden injektiv és sziirjektiv, tehat bijektiv leképezése

a testnek 6nmagara, ha a # 0, mig a = 0 esetén minden u képe -2 leképezés ez esetben nem injektiv
¢s nem sziirjektiv. Most a = 0 akkor és csak akkor, ha ad — bc = 0.
- o . d \ .
Nézziik a ¢ # 0 esetet. Nyilvan most a fliggvény a — - pontban és csak ebben a pontban nincs

értelmezve, fiiggetleniil a tobbi paraméter értékétdl. Atalakitjuk a kifejezést (a test egységelemét a szo-
kasnak megfeleléen e-vel jelolve):

au+b eclau+b) ealcu+d)+(bc—ad) a e bc—ad , —A

—_—— = — =_+_ =T+S )]

cu+d ¢ cu+d ¢ cu+d c ¢ .d u+t
c

160



16. Maradékkod

aholr = % s = E t=—¢s A = ad — bc. Kételemt test esetén az értelmezési tartomany egyetlen pontja

e + d, és ebben a pontban a figgvény értéke a + A, ami a, ha A = 0, kiilonben a + e. Nézziik a tobbi
esetet.

A = 0 esetén az értelmezési tartomany minden elemének képe azonos, igy a leképezés nem in-
jektiv, ezért nem invertalhatd. Az érdekesebb és fontosabb A # 0 esetben a leképezés injektiv, tovabba

. . . s dv+(=b) .
a képhalmaz a test egyetlen pontjat nem tartalmazza, r = %—t, igy a fliggvény v — D) inverze ezen

(=c)v+a

egyetlen ponttdl eltekintve mindeniitt 1étezik. A hasonlosag alapjan az inverz azonos tulajdonsagokkal
rendelkezik, mint az eredeti leképezés, ugyanis ad — bc-nek most ad — (—b)(—c) felel meg, és ez a
két kifejezés azonos.

A ¢ =0 és c # 0 esetet egyiitt tekintve latjuk, hogy mindkét esetben ad — bc a vizvalaszto (le-
szamitva a kételemi testet). A lényeges ad — bc # 0 esetén a leképezés mindig tartalmaz u » u +p
alaku eltolast (amely specidlis esetben lehet a helybenhagyas is) és u — zu alaku leképezést (amely
ismét lehet helybenhagyas), és ha ¢ # 0, akkor még u — u~?! alaka megfeleltetést. Ezen utolso leképe-
z€&s egy pontban nincs értelmezve. Bovitsikk K-t egy 1j, co-nel jelolt szimbolummal, és részlegesen a
miiveleteket is értelmezziik ezen elemre: % = oo, g =0, a+ o =00 = o + a tetszbleges a € K-val,

¢sa # 0esetén a0 = oo = 0o - a. Az eldbbiekbdl természetesen adodik az is, hogy barmely a # 0-
au+b 2 A . ao+b a s .

ol e bol pedig (ha A # 0), hogy il Ezzel a kiterjesztéssel
mar, feltéve, hogy ad — bc # 0, a leképezés értelmezési tartomanya a teljes kibdvitett test, a leképezés
bijekcid magara a kibdvitett testre, €és ennek megfeleléen az inverz leképezés is létezik ugyanilyen tu-

lajdonsagokkal (s6t, maga az inverz lényegében véve azonos az eredeti leképezésekkel, csupan mas

a , a r
val= = o0 és— = 0, és
0 oo

paraméterekkel). A 0 képe g, mig oo az %—re képzodik; — s képe a 0, végiil — % megy at a co-be.

WD zabaly az ad — be # 0 feltétellel
cu+d

a K egy permutacioja, és két ilyen permutacié kompozicidja is megadhat6 ilyen alakban (a, b, ¢ és d
tovabbra is K elemei). Valdban,

Haa K U {oo}-t K jeloli, akkor az eldbbiek szerint az u +

au+b’

au+b°a’u+b’ _ acura TP _ (aa’ + bcu+ (ab’ + bd") _ au+b
cu+d cu+d _au+b’ (ca’+dc)u+ (ch' +dd") éu+d
Ccutrd +d

ésitta’, b, ¢’ és d’ valamint @, b, ¢ és d szintén K eleme.

Egy A halmaz 6sszes permutacioja a kompozicidval csoportot alkot. Ennek egy részcsoportja egy
pozitiv egész k-val k-szorosan tranzitiv, ha A barmely (aq, -, a;, -+ ai) és (bq, -+, b;, -+ by ) rendezett
k-asahoz van a csoportban olyan 7 permutécid, hogy m(a;) = b; minden 1 < i < k-ra. ¢ haromszoro-
san tranzitiv. Ehhez elegendd belatni, hogy a K barmely, paronként kiilonboz6 u, v és w eleméhez van

. . b , .
olyan a, b, c és d elem K-ban, amellyel ad — bc # 0,ésaz — % szabaly az adott harom elemhez a

0, e, oo elemeket rendeli az elobb megadott sorrendben. Ehhez az

ua+b=0
va+b=vc+d
wc+d=0

egyenleteknek kell teljestilnitik. Kiilon kell nézni azt az esetet, amikor az u, v, w valamelyike (és a
feltételhez illeszkedden legfeljebb csak az egyike) a 0. 00 - a + b = 0 csak ugy lehet, haa = 0, és ekkor
ad — bc # 0-bol b # 0 # c. Most tetszdleges 0 # c-vel mar egyértelmiien kapjuk b és d értékét. Ehhez
hasonl6 a helyzet, haw = oo, csupan felcserélddik a és ¢ szerepe. Végiil, ha a oo képe e, akkor a masodik
egyenletbdl a = ¢ # 0, és tetszOleges, nullatol kiillonbdzo a-t valasztva megkapjuk b és d értékét.

Ha u, v és w mindegyike K-beli, akkor a fenti egyenletrendszernek az ad — bc # 0 feltételt ki-
elégitdé megoldasa pontosan akkor van, ha az
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ua + eb =0
va+eb+ (—v)c+(—e)d=0
wc + ed=0

homogeén linedris egyenletrendszer van nemtrividlis megoldasa. Az egyenletek szama kisebb, mint az
ismeretleneké, igy van nemtrivialis megoldas. Egy nemtrivialis megoldasban ad — bc # 0. Ellenkez6
esetben ugyanis (ac)u = —bc = —ad = (ac)w, és innen a és ¢ legalabb egyike 0. Ha a = 0, akkor
ua+b =0 miatt b = 0, és ha a és b egyarant 0, akkor vc + d is 0. De igy vc = wc, tehat c, és vele
egyiitt d is nulla, am ez a trivialis megoldas lenne. ¢ = 0-val hasonlé eredményre jutnank.

Az 1., 2. és 4. oszlop egyiitthatoibol allo determinans értéke u — v, mig a 2., 3. és 4. oszlop
egyiitthatoibol alloé w — v, és ezek egyike sem nulla, ezért egyetlen szabad érték van. Ekkor a c illetve
az a értéke (de csak az egyiké) szabadon valaszthato, tovabba, ha egy adott a, b, ¢ és d az el6bbi egyen-
letrendszer egy megoldasa, akkor az 6sszes megoldas Aa, Ab, Ac és Ad a test egy tetszdleges A elemével.
Az eredmények azt mutatjak, hogy ez a transzformacio legalabb haromszorosan tranzitiv. De négysze-
resen mar nem (ez nyilvanvald, ha K-nak harom eleme van, azaz K a kételemi test), ugyanis tetszéleges

, (Aa)z+(Ab) _ az+b
A # 0-val és z € K-val Gozrod) = ard

pontot mar nem tudjuk a kibdvitett test tetszéleges pontjara leképezni.

Lattuk, hogy ad — bc # 0 az alapmegoldasnal. (Aa)(Ad) — (Ab)(Ac) = A%(ad — bc) = A2A,
ahol A = ad — bc. Ha A a test valamely t elemének négyzete, akkor ezen t elem inverzével mint A-val
(Aa)(Ad) — (Ab)(Ac) = A%A = e, megvalaszthato tehat a négy paraméter, hogy ad — bc = e legyen.
Ha a % testben minden elemnek van négyzetgydke, akkor ez mindig lehetséges, vagyis ekkor a K bar-
mely, adott sorrendben megadott harom kiilonb6z6 pontja atvihetd szintén tetszéleges harom, paronként
kiilonb6z06 pontjaba olyan leképezéssel, amelynél teljesiil még az ad — bc = e feltétel. Ilyen test példaul
C, vagy barmely 2-karakterisztikaju test, tehat barmely paros szamu, azaz 2-hatvany szdmu elemet tar-

talmazo test, mas véges test esetén azonban nem ez a helyzet. Az a = e =d, b = 0 = ¢ valasztassal
az+b

cz+d
. o r s b, ., - . . L .
a A = e feltételt kielégit6 z - % leképezések kompozicidja, valamint egy ilyen leképezés inverze is

igy egy negyedik, az elsé harom mindegyikétdl kiilonb6zo

ze az identikus leképezés, és ezekkel a paraméterekkel A = e. Az is kdnnyen ellendrizhetd, hogy

ilyen tulajdonsagu, igy barmely test esetén az ilyen leképezések a kompozicioval csoportot alkotnak.
A fenti egyenletrendszer egy lehetséges megoldasa, ha példaul a-t valasztjuk paraméternek:

b =—ua
u—v

c=- a
v—Ww
u—v

d=w a,
vV—w

és ezzel
(u—v)(w—1u)
A=ad—bc= 2

v—w

Lathat6, hogy ha a harom adott pont koziil barmely kett6t feleseréljiik, akkor A egy négyzetelem ellen-
tettjével szorzodik. Ha a testben —e-nek van négyzetgyoke, akkor az adott harom pont minden permu-
tacioja esetén egységesen vagy van az aktualis A-nak (az adott testben) négyzetgyoke, vagy egyik eset-
ben sincs, mig ha —e nem kvadratikus az adott testben, akkor ha egy adott sorrend mellett van A-nak
négyzetgyoke, akkor a pontok paros permutacidjanal lesz négyzetgyok, mig paratlan permutacio esetén
(vagyis két pont felcserélésénél) nem lesz. Azt kdzvetlen behelyettesitéssel és kis atalakitassal lathatjuk,
hogy kompoziciondl a A-k szorzodnak, a kvadratikussag szorzattarto, igy az inverz transzformaciohoz
tartozo A is a négyzetgyok szempontjabdl hasonld tulajdonsagl, mint az eredeti, hiszen az identikus
leképezéshez tartozd A biztosan négyzetelem. A valds test esetén konnyii 1atni, hogy akkor és csak akkor
lehet +1-re normalni A-t, ha ciklikusan tekintve a pontokat, a harom pont ugyanolyan sorrendben kdveti
egymast, mint a megfelel$ képpontok. Ekkor ugyanisu < v < w-vel ésu’' <v' <w'-velu = 0,v
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e,w  oo-nél A > 0, és hasonldan, azu’ » 0, v’ » e, w' — oo transzformacional A’ > 0. De ekkor az
els6ként megadott transzformacio és a masodik inverze u-t u'-be, v-t v'-be és w-t w'-be viszi.

Ha a K testben nem mindegyik elem négyzete a test egy elemének, akkor a A = e feltételt kielé-
gité u - % leképezések csoportja, mint lattuk, nem lesz haromszorosan tranzitiv, de kétszeresen

igen. Ehhez ugyanis csak az kell, hogy két kiilonboz6 u és w elemhez legyen olyan a, b, ¢ és d, amellyel
ua+b=0,wc+d=0¢és ad —bc =e. Hamost a és c a test tetszoleges nem nulla elemei, akkor
d = —wc, b = —ua, ad — bc = (—ac)w — (—ac)u = —(ac)(w — u), és példaul a = —(w — u) " 1-et
¢s ¢ = e-t valasztva mar olyan paramétereket kapunk, amelyekre teljesiil a normalasi feltételiink.

. . .y b b : ,

A = e esetén ¢ = 0-ndl a transzformacié u - %u + i %u + 1= su+b’, vagyls a szorzas

most is a test egy elemének négyzetével torténik. Ha tehat A = e, akkor minden esetben a transzforma-
ciot megkapjuk eltolasbol, a test egy kvadratikus elemével valo szorzasbol, valamint esetleg még egy

u = — = alaki leképezésbol.

16.13. Definicié

Legyen K test, co a K-hoz nem tartozé szimbélum, K = K U {0}, K-beli u-val u + o0 = o0 =
00+u,%= 0,%: o0, ésu # 0 esetén u - 00 = oo = oo - u. Ekkor a K-beli a, b, c, d és K-beli v ele-
mekkel, ahol A =ad —bc+0,av % leképezések Osszessége a K feletti masodrendii proje-

ketiv linearis csoport, amelyet PL,(K), illetve g-elemii test esetén PL,(q) jelol. A A = e feltételnek
megfeleld leképezések halmaza, ahol e a test egységeleme, a K feletti masodrendii projeketiv speci-
alis linearis csoport, és ezt PSL,(K) illetve PSL,(q) jeloli.

A

Fentebb mar bizonyitottuk az alabbi tétel jorészét.

16.14. Tétel

PL,(K) minden eleme a K 6nmagara valo bijekcidja, és a kompozicioval mint binér miivelettel
csoportot alkot, amely haromszorosan tranzitiv. PSL,(K) az elébbi csoport egy részcsoportja. Ez ha-
romszorosan tranzitiv, ha K-ban minden elem négyzetelem, ellenkez6 esetben kétszeresen tranzitiv.

PL,(K) elemei az alabbi harom tipusu, PL, (K)-beli transzformaciok kompozicioi:

Teupu+t

Rrirupru
e
Viur ——
u

K-beli t és r elemekkel és a test e egységelemével. PSL,(K)-beli leképezéseknél r = s2, ahol s is K
eleme. Amennyiben K primszamelemi test, akkor az u = u + t eltolasok eléallnak az u = u + e elto-
lasok kompozicidjaként.

A

Bizonyitas:
Mar csak a transzformaciok eldallitasara vonatkozé részt kell bizonyitani.

b b . .
o (u + E)’ ugyanis 0 # A = ad — bc = ad, tehat

d
(g u) ° (u + 2) = (Rg o Tb) (u). Altalanos esetben auth _ a4 ad-he, _—ed, ésez
d a d P c u+d

¢ = 0 esetén a transzformacidé u -

au+b
d

(1) (2) (-2) - (ur2) = (1o Ry ov ome) 0.
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_ Kk A e e (e\?*_ 5, _ . . . "
Ha A = e, akkor il el (E) = 5%, mig X = [F,, esetén, ahol p primszam, a test additiv
csoportja is ciklikus, amelyet e general, igy a test barmely t elemére t = ke, ahol p > k € N.

[]

Mivel szamunkra nincs jelentsége, ezért nem bizonyitjuk, csak megemlitjiik, hogy PL,(C) kor-
tarto, ahol az egyenest egy végtelen sugart, a végtelenben 1évé kdzéppont koriili kornek tekintiink.

Az T, folotti n-szohossziisaga C linearis kod esetén MAutp,(C) = {P|M = DP € MAut(C)},
ahol P egy n-edrendli permutacios matrix és D ugyanilyen rendii diagonalmatrix. Az el6bbihez hasonlo
definicioval TAutp,(C) = {P|My = DPy € TAut(C)}, és itt y a g-elemii test automorfizmusa. Azt
mondjuk, hogy MAut(C) tranzitiv, ha MAutp,(C) tranzitiv, illetve TAut(C) tranzitiv, amennyiben
tranzitiv a TAutp,-(C) csoport. Az nyilvanvald, hogy PAut(C) < MAutp,(C) < Tl'Autp,(C), és ameny-
nyiben ezek barmelyike tranzitiv, akkor az 6t tartalmazd csoport(ok) is tranzitiv(ak).

Megmutatjuk, hogy 2-nél nagyobb p szohosszusagi kvadratikus maradékkod esetén az indexhal-
maz PSL,(p) elemeivel valé transzformacioja, paratlan karakterisztika esetén kiegészitve a kod egyes
indexekhez tartoz6 komponenseinek +e-val valo szorzasaval, automorfizmusa a kiterjesztett kodnak,
vagyis paros elemszamu testnél ez permutacido-automorfizmus, mig a tobbi esetben monomialis auto-
morfizmus. Masként mondva PSL,(p) < MAutp,-(C), igy a kod automorfizmus-csoportja tranzitiv.

Az eltolas a co-indexii elemet nem érinti, a tobbi komponensbdl 4ll6 sz6 az eredeti kod eleme, és
az eltolas C-beli elemet C egy elemébe viszi, mert a kod ciklikus. A kiegészit6 jegy értéke a ciklikus
eltolassal nem valtozik, igy az eltolas a kiterjesztett kod minden szavat ezen kod egy kodszavaba tolja,
az eltolas automorfizmusa a kiterjesztett kodnak.

Az indexek szorzasa ismét nem érinti a kiterjesztésnél kapott elemet, az egyrészt helyben marad,
masrészt nem valtozik az értéke, és helyben marad a 0-indexti elem is. Kvadratikus elemmel vald szor-
z4s kvadratikus maradékot kvadratikus maradékba, nemmaradékot nemmaradékba visz, igy a kod idem-
potense nem valtozik, de ekkor a kod maga is immunis az ilyen transzformaciéval szemben.

Még azt kell belatni, hogy a V-tipust transzformacio, egyes komponensek esetleges szorzasaval,
szintén automorfizmusa a kodnak. Definialjuk az ilyen atalakitasokat.

16.15. Definicio

Legyen ¢ € {1, —1}-gyel p = 4k + ¢ primszam, € € {1, —1}, y az FF, feletti kvadratikus karakter
€s p t q egy primszam pozitiv egész kitevés hatvanya. Az F, 6l6tti p + 1-dimenzids tér vektorainak
komponenseit a {j € N|j < p} U {oo} halmaz elemeivel indexeljiik, és az indexekkel modulo p szamo-
lunk (figyelembe véve a co-re adott szabalyokat). Ha ¢y = €e, p > j € N*-ra¢; = y(j)e és co, = eee,

tovabba ug -+ U; - Up_qUe = U € IFZH, akkor a vy = Coolle, V_1 = cju; (p > j € NT) és v, = oo
j
_ p+1 Ceso s ,
komponensekkel a vy -+ v; - vp_1 Ve = Vv € Fy "~ vektor az u Gleason-Prange permutaltja, és az igy

adott leképezés a Gleason-Prange permutacio. A permutaciot GP-vel, az u képét GP (u)-val jeloljik.
A

16.16. Megjegyzés
Paros q esetén IF, minden u elemére —u = u, és igy ¢; = e minden {j € N|j < p} U {oo} indexre.
A

16.17. Tétel
A 16.15. Definici6 szerinti u vektorra GP%(u) = GP(GP(u)) = cu.
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Bizonyitas:
Legyen GP(u) =v és GP?(u) = w, ekkor w = GP(v). Ezzel wy = CooVoo = Coo(CoUp) =
(cwColuy = (e€e)(€€)Uy = Uy, W, = CoVg = Co(Coollan) = (€oCo0)Uew = EU, Valamint, figyelem-

be véve, hogy )((— %) = ex(j), azaz )((— }) x(G) =¢és —% = j, kapjuk, hogy a p > j € N* inde-
j

J
nense az u megfelelé komponensének e-szorosa, és igy w is az u e-szorosa.

xekre w; = c¢_1v_1 = c_1(cu) = (c_lcj> u; = ()( (— 1) e) (x(De)u; = eu;, azaz w minden kompo-
i i j j

[
16.18. Kévetkezmény
A Gleason-Prange permutacio IFf‘;+1 involuciodja vagy egy involucio ellentettje.
A
Bizonyitas:
Egy f: A — A leképezés involucio, ha a négyzete a halmaz 6nmagara val6 identikus leképezése.
[

Megmutatjuk, hogy kvadratikus maradékkod Gleason-Prange permuticidja automorfizmusa a
koédnak. A tétel elott még definidljuk a Gleason-Prange-feltételt.

16.19. Definicio

Legyen p paratlan primszdm €s ug - u; == U,y =W E IFZ, ahol p + g. Az u Fourier-spektruma
kielégiti a Gleason-Prange feltételt, haaz U = U, -+ U; -+ U,,_; diszkrét Fourier-transzformaltban vagy
minden j € Q-ra vagy valamennyi j € NQ-ra U; = 0.

A

16.20. Tétel

Legyen p = 4k + ¢ primszdm ¢ € {1, —1}-gyel, C < [F, p-szohosszlisaga kvadratikus maradék-

kod, C a kiterjesztett kod gy, hogy az ag -+ @; =+ a1 @, kodszoban ag, = —y ¥F_ta; azy = :—i jelo-

léssel, ahol € € {1,—1} és 82 = epe. Ekkor a Gleason-Prange permutécié automorfizmusa a kddnak.
A

Bizonyitas:

Elegend0 a generatorrendszer elemeit nézni, mert a transzformacidé monomialis. A generatorrend-
szer elemei egyrészt a C idempotense eltoltjainak, masrészt a csupa e-t tartalmazo szonak a kierjesztései.
Ezeket mint sorvektorokat egy matrixba irtuk. Ennek a matrixnak dsszesen p + 1 soravan, Ry-tol R,,_;-
ig az idempotens eltoltjainak sorai, €s R, az e-k sora. Az i-indexii sor j indexii eleme, ahol az eredeti
elemek indexe p > j € N, és a kiegészitd jegy a oco-jelii indexhez tartozik, a; j. Véges i index esetén
Aj o = 0, mig ap oo = —py = —€0.

Kvadratikus maradékok illetve nemmaradékok szorzata maradék, mig egy maradék és egy nem-
maradék szorzata nemmaradék. Ebbdl kovetkezik, hogy x(ij) = x(i)x(j), ahol y egy modulo p kvad-

ratikus karakter. Mivel 1 maradék, ezért i és < azonos tulajdonsagt, tehat )((?) = y(i), masrészt

x(—=i) = (=) x(@) = ex(i), mert —1 pontosan akkor maradék, ha p = 4k + 1, azaz amikor ¢ = +1.
Elsoként legyen g paros. A co-indexii sor minden eleme e, igy ez a sor nem valtozik, a transzfor-
m4cio utan is eleme a kodnak. Véges i és j index esetén a; ;4 j = ao ; (az indexet mindeniitt modulo p
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szamoljuk, ezt nem fogjuk kiilon jelezni), és Y (a;)g = @i = 0, YP(@;)e = a9 = ap,—;, s a tdbbi in-

dexnél Y(@;)_1 = a;;4j = agj. app =0,hae=1¢ésagy = e, hae=—1. Ez azt jelenti, hogy a 0-
i+j
indexi sorban a két sz¢&Is6 elem helyére 6nmaga keriil, ha € = 1, mig a masik esetben felcserélodik. De

, . . . ISRV . 1 . , c 1 s ,
hasonl6 a helyzet az 6sszes tobbi pozicion is, ugyanis — 7 kvadratikussag szempontjabol azonos i-vel

poztiiv e-nal, mig eltérd a masik esetben. Ez azt jelenti, hogy R, transzformaltja 6nmaga az els6 esetben,
mig a masik esetben Ry+R.= 1P (Ry), vagyis Y(R,) eleme a kodnak. Nézziik a tobbi esetet.

Tekintsiik a — %—indexﬁ sortis. A co-indexti elem mostis 0,a_1, = a1, ¢s a1, =ap1,; minden
més j-nél. Megmutatjuk, hogy Y(R;) = Ro + R_1, ha e = x(i) és Y(R;) =Ro + R_1+ Rw, ha & és
x (@) ellentétes el6jelit (y most is a modulo p kvadratikus karakter). A 0-, co-, — % és — %},—indexﬁ pozi-
cidkat nézziik, ahol 0 # j # (—i) mod p. A tdjékozodasban segit az 1. tablazat. lit figyelembe vettiik,

hogy 1 pontosan akkor maradék, amikor i, valamint azt, hogya 1 1 =a_ 1 1 és l - i =—71_
i Y 0,7—;]. i i+j i(i+))
) A 1 1

0 J i i+j| — n - m 00

Ry | oo | Qo Qo—i | Ao-@+j) | 0

R; Qo,—i Qo0 | Qo,j 0

Y(R) 0 o0 Qo,j Ao,—i
R_% Ao i Qoo | Aoja+py | O
R e e e e

1. tablazat

Y (R;) csak akkor lehet eleme a kodnak, ha a generatormatrix sorainak linearis kombinacioja.
Amennyiben a co-indexti komponense nem 0, akkor R, nem nulla egyiitthat6val kell, hogy alljon ebben
a kombinécioban, és mivel ag _; csak 0 és e lehet, ezért ekkor ez az egyiitthatd e. a, _; akkor és csak
akkor 0, ha vagy € = +1 és i kvadratikus maradék, vagy € = —1 és i kvadratikus nemmaradék. Ez
esetben R = Ry + Y(R;) + R_1-t, mig az ellenkezdben R + R, -t fogjuk vizsgalni. Az Gsszegben a co-

4

indext komponens ennek megfeleléen mindig 0.
. . 1 .
Ro + ¥ (R;) + R_1-ben a 0-indexii komponens ago + 0+ ag; = agg + ag;, a —?-hez tartozo
i
érték ag _; + ago + ago = ag—;, és mindkettd ismét akkor és csak akkor 0, amikor e = y(i).
Maradt a — :j-mdexu oszlop —i-t6l és 0-t61 kiilonbozo j-vel. Ebben az oszlopban a véges indexii

sorokban all6 elemek Osszege ag _(i+j) + Qo,j + Ao ij(i+j)- @o,-(i+j) = Qo,ij(i+j) akkor €s csak akkor,
amikor € = y(—1) = x(ij) = x()x (). A 2. tablazatbol lathatd, hogy ezuttal is pontosan akkor 0 az
emlitett harom sorban az adott oszlop elemeinek 6sszege, amikor € = y(i). Ezzel belattuk, hogy az i-
edik sor transzformaltja Ry + R_1 ebben az esetben, és Ry + R_1 + R, a masik esetben, vagyis minden

L L
esetben a generatormatrix sorainak linearis kombinacioja, kovetkezésképpen eleme a kodnak.

e | x@® | x()
1 1 1 | ao-(+j) = Qo,ij+)) | Go,j =0 | Qo—q+j) T Qo,j + Ao,iji+j) =0
1 1 | =1 | ao—q+jp) # Qo,iji+)) | %oj =€ | Qo-q+j) T Qo,j + Ao,iji+j) =0
1] -1 1 | ao-(+jp) # Qo,iji+j) | Qo,j =0 | Qo-q+j) T Qoj + Aoijiarj) =€
1] =1 | =1 | ao—(i+j) = Qojijci+) | Goj = € | Qo-G+j) T o, t Qo,ijii+j) = €
-1 1 1 | ao-(i+j) # Qo,ij(i+j) | Qo,j =0 | Qo-qi+j) T Qo + Agijia+j) =€
-1 1 | =1 | ap—(i+p) = Qo,ijii+j) | Foj =€ | Go-i+j) T Qoj + Agjijii+j) = €
-1] -1 1 | ao-(+j) = Qo,iji+)) | Go,j =0 | Qo—q+j) T Qo,j + Ao,iji+j) =0
—1| =1 | =1 | ao—(i+j) # Qo,ijii+j) | Yo, =€ | Go-+j) T %oj + Aoijirj) =0

2. tablazat
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Ezek utan kovetkezik a paratlan elemszamu test.
Ap = 4k + € prim a kodszavak hossza, ahol € € {1, —1}, és az indexekkel modulo p szamolunk.
A transzformacional a 0-indexi elem cy-szorosa a végtelen indexi helyre, a végtelen index(i elem cq.-

szerese a 0-indexii helyre, mig i + j # 0 esetén az i + j-indexi helyen 1€v0 elem ¢, j-szerese a — ve

indexi helyre keriil (mindeniitt modulo p értve a véges indexeket).

0 j !
—= .
( ) : :
p—1)e e , e .
L ———(e+ 8) | —=—(+x()o
Ro | T | gt a®f) | —5 o+ 20)0) 0
R e e e —eb
Y(Ry) | —Coeb ce coe
e : (p—De
—Cc; — 0
Y(Ro) | 0 3 ¢+ OO | e

3. tablazat

Nézziik ennek megfeleléen R, és R, transzformaltjat. A 3. tablazatban p > j € N*. Keressiink
olyan A, és A, illetve ug és ue, egylitthatokat, amelyekkel (R ) és Y(R,) sora az els6 két sor linearis

kombinacidja. A 0-, — %— ¢s co-indexii oszlopokkal az egyiitthatokra az alabbi egyenleteket kapjuk.

(p—1e
/10 ZPT + /1006 = Coo(—Eg)
Ao (—€0) = cye

Ao <—%(e + )((j)@)) + A€ = cje

—1)e

2pe
(p—De
2pe

Ho <—2%(6 +)((]')9)) + lol = ¢ (—2%6(6 + 8)((]')9))

Heo (_69) = Co

A masodik és 6todik egyenletbdl po, = (pz;le)e Aw, €s ebbdl, valamint a negyedik egyenletbdl

Uo = —Aw. A hatodik egyenlet bal oldala az elébb kapott 6sszefiiggésekkel

Ho (—ﬁ(e +x(1')9)) + ool = Am%((e +x(DO) + (p — De)

= o Z%@e +x()8) = wao‘)eﬁ(e + ex()0),

és ezt egybevetve az egyenlet jobb oldalaval kapjuk, hogy ¢; = —x(j)8Aw. Az eddigi eredményekbdl
¢s a harmadik egyenletbdl 15 = 2pA.,. Végiil az elsé egyenlettel kapjuk, hogy c,, = —g€01,,. Az ered-
ményeket Osszefoglaloan mutatja a 4. tablazat.

Co» Cj €5 Co egyikét tetszOleges, 0-t0l kiilonbozd elemnek valaszthatjuk, hiszen helyettik az
elébbi sorrendben acy, ac; €s acy, egyiitthatokkal minden kodszo helyett az a-szorosat kapjuk, €s a két
vektor egyszerre eleme vagy nem eleme a kddnak, hiszen a kod linearis. Legyen tehat ¢, = ee. Ekkor
—Awb = e, és ezzel ¢; = x(j)e és c, = ece (lathatéan mindegyik oszlop egyiitthatoja ,,1-abszolut ér-
ték{i”). Most meg kellene még nézni, hogy a kapott ¢y, ¢; és ¢, szorzokkal megkapjuk-e az i-edik sor
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transzformaltjat a generatorrendszer sorainak valamilyen linearis kombinacidjaként. E helyett egy masik
utat valasztunk.

co = €(=1,6) Ao = (=2£0)(=1:,0)
0
Cj = X(])(_)'ooe) Ho = 819_6(_/1009)
_ _ (@p—1De
Coo = €6(—1so0) Uoo = —W(—lmg)
4, tablazat

Emlékeztetiink a diszkrét Fourier-transzforméciora. Legyen a pozitiv egész n a q primhatvanyhoz
relativ prim, és w egy primitiv n-edik egységgyok a g-elemt test fol6tt. Ha u egy n-dimenzios vektor a
test f0l6tt, akkor a diszkrét Fourier-transzformaltjanak i-indexti komponense U; = }’;& w"u; (mashol
w~Y volt az u; egyiitthatdja, de ez csupan formalis elterést jelent). Az u k-val val6 ciklikus eltoltjanak

. (_k)> _ L. _ L. _ . i L
a transzformaltja U;” = Z}L(}w” (u(_k)))j = Z}ng‘lu(j_k)(n) = Z}Lola)‘(”k)uj = (wk) U;, és igy
az eltolt transzformaltjanak i-index(i komponense akkor és csak akkor 0, amikor az eredeti vektor ezen
indexti komponense 0. Ha most u egy polinom egyiitthatoinak vektora, akkor U; = Z;-‘;Olw” u; =

120 (wi)j = fi(w"), ami azt jelenti, hogy U; pontosan akkor 0, ha w® gyéke a polinomnak. Ez egy-

ben azt is jelenti, hogy az eltolthoz tartozé polinomnak akkor és csak akkor gydke w', ha az alap-poli-
nomnak gyoke.
Visszatériink a tétel bizonyitasahoz gy, hogy valamivel tobbet latunk be. Megmutatjuk, hogy ha

Az Up U Up_1Ue = W E IFE“L1 vektorhoz tartozé ug -+ u; ++- u,_q vektor Fourier-transzformaltja-

. , . L , 6 wp—
ban a kvadratikus maradékokkal indexelt komponensek értéke nulla, és Uy, = — ;—e Zf_ol u;, akkor v =

GP(u) is hasonlo tulajdonsagu (hasonléan bizonyithaté a nemmaradékok esete).
Az elébbiek szerint két dolgot kell bizonyitani: egyrészt, ha u kielégiti a Gleason-Prange feltételt,

.. . 6 -
akkor ez v-re is igaz, masrészt vy, = — ;_6257:01 v;.
Az els6 allitas azt jelenti, hogy ha modulo p kvadratikus maradék r-re U,. = 0, akkor V}. is 0, azaz

ekkor (7—" (g?(?‘l(U))))r = 0.

p-1
pe
Uy = Zu- = ——Ue,
0 ' L 66
i=0
igy
p-1 p-1 p-1
e L e pe L e e L
U =— U0+Za) YU | =— ——um+Zw Yu; | = ——um+—zw YU;.
pe . pe €0 , €6 pe 4
]:1 J:l ]=1
Mostp >i € N*-ra
p-1
1 . € € L
v; =)(<——_>u 1= x| ——Uw +—Z Wi Uy
i/ -1 €0 pe
k=1
és
Vo = E€U-
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Innen
p-1
e e 1k
=vy + Z wYv; = geuq, + Z 0 Iy(=)| ——ue +—Z wi Uy
€0 pe
k=1
p-1 p-1
o1 1,
= E€Uy e——Z)((l)w” +—Z ”)((——,) wi Uy
pe =
i=1 =

—eeum(e—)((]) 0 +£—pz UZwl)(( ))((k)Uk.

p >k € Nt esetén y(k)U, = —Uy, mertha y(k) # —1, akkor U, = 0. Ezt alkalmazva

i =€ 6(1 )((]))uw——z ”Za)l)(( )

Haj € Q, akkor x(j) = 1, tehat €(1 — x())uc = 0, és ekkor

p—1

b= 002 ”ZM( k)i

Legyen most a egy primitiv p-edik gyok. Ekkor i = a”, j = a™5 és k = a' alakban irhat6, ahol 7, s és
t mindegyike p — 1-nél kisebb nemnegativ egész szam. Ezzel

p-2
- = —s—z z 0w y(am "at)U e = —s—z o Z(—l)_r+twa_r+tUat,
t=0

ahol felhasznaltuk, hogy y(a™"a') = y(a~"*%) akkor és csak akkor 1, ha a~"*t maradék, ami pontosan
akkor kovetkezik be, amikor a kitevoje paros. Tekintsiik az 5. tablazat négy polinomjat.

p-2 p-2
V’ = Z Vi’xi Vi’ = _ngai = Z U x’- Ui’ = Uai
i=0 i=0
p—2 p-2
9= gt | gi=w | h=D hat | b= Dl
i=0 i=0
5. tablazat

Most V!, = ZT 0 Js—r Zf;f h,_ U{. A jobb oldalon ghU’, a bal oldalon V' o x~1 s-edfokt tagjanak
egyiitthatdja 4ll, igy V' o x™1 = ghU’. A tablazatbol az is latszik, hogy h = g o (—x), amibdl kdvetke-
zik, hogy (gh) o (—x) = (g ° (—x))(h o (—x)) = hg = gh, igy gh-ban a pératlan indexii egyiitthatok
mindegyike nulla. Ugyanakkor U’-nél forditott a helyzet, tehat U’ o (—x) = —U’. Ennélfogva

(ghU") o (=x) = ((gh) ° (=x))(U’ ° (=x)) = gh(=U") = —(ghU"),
ezért V' o x~1-ben a paros fokszamu tagok egyiitthatdja, és igy paros r-nél V,-r nulla. De ez éppen azt
jelenti, hogy ha i egy modulo p kvadratikus maradék akkor V; = 0, és éppen ezt akartuk bizonyitani.

Még azt kell belatni, hogy ve, = — — zl G azaz Yt = -2

——Vs-
e *®
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p-1 p-1 p-1 ) p-1
ZVL- =vy + Zvi = E€UL + Z)((——,)u 1= EEUL + Z}((i)ul-.
c £ . l 1 £

i=0 i=1 i=1 i=1

u;-t a spektrumabol szamolva
p—-1 p—-1 p—-1
e :
> xus = —Z x® | Vs + Z w Uy
. pe ¢
=1
p-1 /p-—
= | v z x@® + z Zx(l)w - |y,
P

-1
0 Z 0
== X~k = —e—z U,
pe k=1 pe k=1

ahol ismét kihasznaltuk, hogy U, = 0, amikor y(k) # —1, és azt, hogy a Z -1 ! x(i) 6sszegben azonos
szamu tag értéke +1 illetve —1. A fenti eredménnyel

p-1
v; =eeuw—£—z Uy ——s—UO—e—z Uy
p 1

= —&— U = — = — o = —
gpe Z k g0uy gelv
k=0

p—-1

i=0
pe
va.

L]

Ha egy kod automorfizmus-csoportja tranzitiv, akkor ennek fontos kovetkezménye az alabbi tétel.

16.21. Tétel

1. Legyen a C kod automorfizmus-csoportja tranzitiv. Ekkor a kodot barmely pozicion atszirva,
a kapott kodok ekvivalensek;
2. haaC linearis kéd C kiterjesztésében minden u € C, kiterjesztése parosszerti, és Aut(é ) tran-
zitiv, akkor C sulya w(C,), és C minden minimalis sulyu kodszava paratlanszeri.
A

A bizonyitas el6tt megjegyezziik, hogy egy kiterjesztett kodot a kiterjesztésnek megfeleld helyen
atszurva az eredeti kodot kapjuk (a mésik irdanyban ez nem feltétleniil igaz, azaz egy kodot atszirva,
majd ugyanezen helyen kiterjesztve altalaban nem kapjuk vissza az eredeti kodot).

Bizonyitas:

1. Elegend6 azt megmutatni, hogy tetszdleges n > k € N-re a kodot a k-indexii helyen atszarva
a kapott kod ekvivalens a 0-indexnél atszart koddal. A feltétel szerint van az indexeknek olyan m per-
mutacioja, amely k-t a 0-ba viszi. {rjuk fel a C kodszavait tetszéleges sorrendben. Alkalmazva m-t, a C-
vel azonos €™ kodot, és ennek a kddnak a szavait alkalmas sorrendben irva az eredeti kodszosorozatot
kapjuk. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy az eredeti kod k-adik oszlopat torolve ugyanazt a kodot kapjuk,
mint amikor a 0-indexii oszlopot hagyjuk el.

2. Tegyiik fel, hogy C-ben van minimalis stly, parosszert kodszo. A kiterjesztésnél ezt a szot
0-val egészitjiik ki, és ennek a szénak a sulya nem valtozik. Ha most a kiterjesztett kodot egy olyan
helyen szirjuk at, ahol a megfelelé6 komponense nem nulla, akkor a sz6 sulya 1-gyel csékken, vagyis
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kisebb lesz, mint az eredeti kod sulya, ami nem lehet, mert az atszart kod azonos azzal a kéddal, amelyet
a kiterjesztésnek megfeleld helyen szirunk at, az igy kapott kod viszont az eredeti kod.
0

A 16.6. Tétellel rogton kapjuk az alabbi eredményt.

16.22. Kévetkezmény

n-szohosszusagl kvadratikus maradékkod d tavolsiga nagyobb, mint vn. Ha n mod 4 = —1,
akkor d? — d + 1 > n, és ha e mellett a kod bindris, akkor d = 3 (4).
A
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17. A Golay-kéd

Els6ként egy, latszolag a kodolastdl tavol esé kérdéssel foglalkozunk.

17.1. Definicio

Legyen v, k, t és 1 nemnegativ egész szam, X egy v-elemii halmaz, és B az X k-elemii részhal-
mazai 0sszességének egy részhalmaza. Az (X, B) part t — (v, k, A)-rendszernek mondjuk, ha az X min-
den t-elemii részhalmaza a B pontosan A elemének részhalmaza. Ekkor X elemeit pontnak, B elemeit
blokknak nevezziik.

A 2 — (v, k, A)-rendszer blokkrendszer, a t — (v, k, 1)-rendszer a Steiner-rendszer, ez utdbbit
S(t, k,v)-vel is jeloljuk.

A

Maris mutatunk egy példat, ahol az eldbbi rendszerek és a kddolas dsszekapcsolodik. Elbtte be-
vezetiink két fogalmat. Egy additiv Abel-csoport S alaphalmaza mint szimbolumhalmaz fol6tti n € N
szOhosszasagh szavak halmazaban egy u szé Sp(u) tartéja a nem nulla komponensek indexeinek hal-
maza. A v sz6 fedi az u szét, ha Sp(u) € Sp(v), és ezt u < v jeloli.

17.2. Tétel

Legyen C egy binaris, n-széhossziisaga, pontosan t-hibajavité tokéletes kod, és legyen C a pa-

rosra Kiterjesztett kod. Ekkor C 2t + 1-suly kodszavainak tartohalmazai S(t + 1,2t + 1,n)-, mig a
kiterjesztett kod 2t + 2-stlyu kodszavainak tartohalmazai S(t + 2,2t + 2,n + 1)-rendszert alkotnak.

A

Bizonyitas:

Legyen X a szavak indexeinek halmaza, a blokkok az elsé esetben C minimalis stly( kddszavai-
nak, a masodik esetben a kiterjesztett kod minimalis sulyl kodszavainak (ezek biztosan 2t + 2-stlyuak,
mert a 2t + 1-sulyu kodszavakat e-vel terjesztettiik ki) a tartbhalmazai. A C kod tokéletes, igy a tér
minden pontja egy és csak egy kodszo-kozéppontu, t-sugara gomb eleme. Egy t + 1-stlyt szotol leg-
feljebb t tavolsagra csak olyan kodszo lehet, amelynek a silya 1 < w < 2t + 1, és az adott kodban
ilyen csak w = 2t + 1-re van. Legyen u egy t + 1-stlyu szo6 és v az u-t tartalmazo egyetlen t-sugart,
kodszo-kdzéppontih gomb kozéppontja. Ekkor

t=zdu,v)=wlu—-v)=wu+v)=w) +w({v) —2wlunv)
=t+1D+Q2t+1)—-2w(unv),

és ebb6l w(u nv) =t + 1. Ugyanakkor w(u N v) < min{w(u),w(v)} =t + 1, és egyenldség akkor
és csak akkor van, amikor v fedi u-t. De a két egyenl6tlenségbdl w(u Nnv) = t + 1, v fedi u-t, u tarto-
halmaza része v tartohalmazanak, azaz egy blokknak, és csak egyetlen ilyen blokk van, amib6l kovet-
kezik az elsé allitas.

A masodik allitas bizonyitasanal két esetet kell megkiilonboztetni attdl fliggben, hogy a t + 2-
stlyu szoban a paritasbitnek megfeleld helyen allo jegynek mi az értéke. Ha ez e, akkor ezt elhagyva
egy t + 1-sulyu szét kapunk, és ez egy és csak egy C-beli, 2t + 1-sulyt kodszohoz tartozik. Mivel
ennek a sulya paratlan, ezért a hozza tartozo paritasjegy e, és az 6t tartalmazd kodszoban is ugyanez a
paritasjegy, vagyis ez egy 2t + 2-sulyt kodszo a kiterjesztett kodban. A masik esetben C-ben egy eset-
leges 2t + 2-sulyu kodszo is csak t tavolsagra van, vagyis a kodszo stilya most 2t + 1 + €, ahol ¢ értéke
0vagy 1. EKkor 2w(u nv) = 2t + 3+ &,ésebbbl t + 2 = w(uNnv) >t + 2, vagyis az adott kodszo
fedi u-t. De C-ben 2t + 1-sulyt koédszo paritasjegye e, mig a 2t + 2-stlya kodszavaké — ha vannak
ilyenek — 0, igy a t + 2-sulyl szavunkat tartalmazo6 kodszo sulya mindkét esetben 2t + 2.
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Most a t-rendszerek néhany tulajdonsagaval foglalkozunk.

17.3. Tétel

Az (X,B) t — (v, k, A)-rendszerben legyen A az X egy i-elemii részhalmaza, ahol t > i € N. Ek-
kor azon blokkok szdma, amelyek tartalmazzak A-t, fliggetlen az A-beli pontoktol, csak i-t6l fiigg, és a

(=)

szamuk A; =

Bizonyitas:
Egészitsiik ki A-t az X egy t-elemii A’ részhalmazava. Ehhez t — i elemet kell az X\ A halmaz

v — i clemébol kivilasztani, ami (7~ 7)-féle modon lehetséges. A’ pontosan A szama blokk részhal-

maza, és minden ilyen blokknak részhalmaza A is. A a potldlagosan valasztott elemekkel akkor és csak
akkor lesz ugyanazon blokk része, ha a kivalasztott pontok mindegyike ugyanazon blokk eleme. Ez

(I; : ll) esetben fordul eld, amibdl kovetkezik, hogy az A-t tartalmazo kiilonb6z6 blokkok szama a té-
at)

k=1

(:=0)

telben megadott érték, azaz A; =

A tételbdl specialis esetként kapjuk, hogy A4, = A. Tovabbi specidlis eseti = 0 ési = 1.

17.4. Kévetkezmény
av)

(=)

1. Csak akkor létezik t — (v, k, A)-rendszer, hamindent > i € N-re 4; =

egesz szam;

2. t>i€EN-rel;, = Aik—_l.;

V-1
3. egy t — (v, k, A)-rendszer minden t > i € N-re i — (v, k, A;)-rendszer;

y) v
4. t — (v, k,A)-rendszerbenb = A, = % bk =vr,ést = 2esetén A(v—1) = r(k — 1), ahol
t

b = |B| a blokkok, r pedig az X egyes pontjait tartalmazé blokkok szama.

Bizonyitas:

Az els6 harom allitas kozvetleniil adodik a tételbdl, ezért csak a negyedik pontot kell bizonyitani.
2 v

Ao = (Tt)) azt adja meg, hogy az iires halmaz hany blokknak része. De az {ires halmaz minden

(¢

halmaznak, tehat minden blokknak részhalmaza, igy Aq = b.

v-1
r az egyelemi részhalmazokat tartalmazo blokkok szama, igy r = 11 = (kt_ll). A b el6bbi kife-

(1)
M) _ Ay At

jezésébdl b = W = (k_l)k =1 %, és atrendezéssel ez bk = vr.t = 2 eseténr = (k—l) = /1:;_1, és
t t—1 t-1
ebbbl megkapjuk a A(v — 1) = r(k — 1) egyenlOséget.
]

A 4. pontbdl latjuk, hogy X minden pontja k;—k blokk eleme. Abban a specialis esetben, amikor a
blokkok és pontok szama azonos, a pontot tartalmazo blokkok szama megegyezik a blokkok méretével.
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Azt, hogy egy t — (v, k, 1) rendszerben a blokkok b szamara b (ltc ) =1 (:) kozvetleniil is meg
tudjuk hatarozni. Egy-egy blokk (I;)-szémﬁ, t-elemii részhalmazt tartalmaz, igy a b blokkban 6sszesen
b (Iz) t-elemi — nem feltétleniil kiilonboz6 — részhalmaz van. Az X halmaznak (1{) kiilonboz6 t-elemt

részhalmaza van, és mindenegyes ilyen részhalmaz A blokknak része, igy b (Iz) =1 (1{)

17.5. Tétel

Legyen v, k, t és A nemnegativ egész szam, X egy v-elemi halmaz, B az X k-elemii részhalmazai
Osszességének egy részhalmaza ugy, hogy a B-beli B halmazok szaima megegyezik egy t — (v, k, 1)-
rendszer blokkjainak b szamaval. Ha az X minden t-elemi részhalmaza legfeljebb A szamt B € B-nek
része, akkor az (X, B) par egy t — (v, k, A)-rendszer.

A

Bizonyitas:
Legyen az X egy t-elemii U részhalmazara A(U) az U-t tartalmazo, B-hez tartozé B-k szama.
Ekkor, a tétel feltételeit figyelembe véve, b ( ) Yuex A(U) < /1( ) =b (I;) Itt egyenlGség csak
|U|=t
ugy lehet, ha minden t-elemt U € X-re A(U) =
t

Egy t-rendszerhez megadhato az illeszkedési matrixa, azaz egy olyan b X v-méretli matrix, ahol
b a blokkok szama, a sorok a blokkokhoz, az oszlopok a pontokhoz tartoznak, és ahol az i-edik sor j-
edik eleme 1, ha az adott pont eleme a blokknak, az ellenkez6 esetben pedig ez a bejegyzés 0.

Ezek utan ratériink a kodok vizsgalatara.

23 és 11 primszam, és 23 =8-3 — 1,11 =12-1 — 1, igy létezik n = 23 szohosszisaggal bi-
naris é¢s n = 11 hosszusagu szavakkal ternaris kvadratikus maradékkod. Az eldbbit a tovabbiakban G, 3-
mal, mig az utobbit G, -gyel fogjuk jeldlni. Az elébbi generator-polinomja 11-edfok, a masiké 5-6d-
foku, tehat 11 = 23 — k-bol k = 12 és 5 = 11 — k-bdl k = 6, ennélfogva G,3 egy [23,12,d],-para-
méterii, G, pedig [11,6, d];-paraméterti kod. A kodok tavolsagat a 16.22. Kovetkezménybdl tudjuk
meghatarozni. E szerint a binaris kod d tavolsaga legalabb 6, és d = 3 (4), tehat a binaris kod tavolsaga
d = 7, mig a ternaris kodnal egyrészt d = 4, masrészt d mod 3 értéke 0 vagy 2, ahonnan d = 5. Meg-
mutatjuk, hogy mindkét esetben az egyenldség teljesiil.

17.6. Tétel

Ha C egy (23, M, d)-paraméterii binaris kod, ahol M > 212 és d > 7, akkor a kod tokéletes, és a
koéd mérete M = 212, a tavolsaga d = 7. Hasonloan, (11, M > 3%,d > 5); kodndl M = 3%,d = 5,¢ésa
kod tokéletes.

A

Bizonyitas:

A Hamming-korlatot alkalmazzuk, amely szerint a g-elemii abécé feletti (n, M, d)-kodra teljesil
azMYt (n) (g — 1)! < q™ feltétel, ahol t = l J A tételben t = lu > luJ = 3 a binaris kod-
nal,g—1=2—-1=1¢ésq" = 223, m1gamas1kesetbent—l J l—J—Z,q—1—3—1—2

és q™ = 311,
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23 2322 232221
13=°( i ): T+23+ =453

keztében Y.f_, (2i3) >3, (2i3)’ ezért a binaris kodnal M < 212, Ugyanakkor a tételben megadott fel-

tétel szerint M = 212, igy a kod mérete M = 212, Ekkor 22 < M35, (%) <My, (*)) < 2%,

tehat Y3_, (2i3) =Y, (2i3)’ ennélfogva t = 3. E szerint d = 7 vagy d = 8. Mivel tokéletes kod ta-

volsaga paratlan, ezért a kod tdvolsadga pontosan 7.

A masik kodnél zl?zo(lil)zi=1+11-2+%-4=1+22+220=243=35, M < 36,

Miésrészt a tételben M > 36, igy M = 36, Ekkor 35 < Y2, (1i1) G-1i<¥, (1i1) (3-1)i <35,

=1+23+253+ 1771 = 2048 = 211, ést > 3 kovet-

tehat Y2, (11'1) B-1)'=X, (1i1) (3 — 1)}, kovetkezésképpen t = 2. Ekkor d = 5vagy d = 6, és

a kod tokéletes, amibdl az is kovetkezik, hogy a tdvolsaga pontosan 5.
J

Egy Abel-csoport mint szimbolumhalmaz f616tti kodnal fontos informaciot ad a sulyeloszlas. Ha
C egy ilyen halmazon értelmezett (n, M)-paraméterii kod, akkor a stlyeloszlasa egy Ay, -+, 4;, *+, Ap
sorozat, ahol 4; a kod i-stlyu szavainak szama. Nyilvan teljesiil a Y;j—y A; = M egyenléség. Ha a kod
tartalmazza a 0 kodszot, és a kod stilya w, akkor Ag =1, A; = --- = A,,._; = 0 és 4,,. > 0. g-elemil
test folotti linedris kod esetén az is kdzvetleniil adddik, hogy minden i > 0-ra A; a ¢ — 1 tobbszorose.

A kodnak sem a sebessége, sem a hibajavito képessége nem fiigg a kodabécétol, ezért feltehetjiik,
hogy az mindig egy additiv Abel-csoport.

Tokéletes kod esetén a stlyeloszlas csak a kod paramétereitdl fiigg, amint az alabbiak mutatjak.

Legyen A egy g € N*-elemii szimbolumhalmaz, n pozitiv egész szam és C € A™ egy A feletti,

n-hosszisag kodszavakat tartalmazé kod. Ha a kod tavolsaga d, és t = lTll’ akkor a kodszo-kozép-

ponty, t-sugari gombok paronként diszjunktak, igy a tér minden eleme legfeljebb egy ilyen gdmbben
van benne, és ebbol kapjuk a gdmbkitoltési, gdmbpakolasi vagy masként Hamming-korlatot, amely sze-

rint MY, (:l) (@ —1)! < q", ahol M a kédszavak szama. Amennyiben az eldbbi egyenlétlenség

egyenldséggel teljesiil, akkor a kod tokéletes. Ebben az esetben minden szd egy és csak egy gomb eleme,
¢s ekkor az A; értékeket sorban egymas utan meg tudjuk hatarozni, feltéve, hogy 0 eleme a kddnak. Azt
mar leirtuk, hogy 4y = 1, és a kod tavolsagabol az is kovetkezett, hogy we > i € Nt-ra A; = 0, ahol
wc most is a kod stlya (ha € — C < C, akkor we = d, egyébként pedig w, = d, hiszen haw(u) = wg,
akkor d < d(u,0) = w(u) = w). A tovabbi értékek meghatarozasa az alabbi modon torténik.

n = w € N-sulyu szo6 6sszesen (‘:l/) van, €s minden ilyen szd egy és csak egy olyan kodszo-ko-

zéppontl, t-sugarti gombben van, amelynek a stilya legalabb w — t és legfeljebb w + t. Ha egy adott
w'-nél minden w'-stlyu kodszé mint kozéppont koriili t-sugari gdmbben azonos szami w-sulyd szo6

van, és ez a szam N (w, w"), akkor (:}) = xf;tw_tN(w, w')A,, feltéve, hogy t <w < n —t. Ebbdl

n r—1 !
d<r<n-reA, = () B Mot )t
N(r-t,r)
merjiik az A;-k értékét. Ez igaz a d = 2t + 1-nél kisebb i-kre, és ebbdl kiindulva a tobbi érték is kisza-
mithat6. Meg kell mutatnunk, hogy kodszotol fiiggetlen a gdmbben 1év6 w-sulyl szavak szama, és meg
kell adnunk N (w, w')-t.

Tekintstiink egy t < w' < n — t-stlyu szot, és hatdrozzuk meg, hogy hany olyan w-stlya sz6 van,
amely az el6bbi ponttol legfeljebb t tavolsagra van. Az el6bbi feltétellel w —t <w' <w -+t Aw'-
sulyt u és a w-sulyu v sz6 egymashoz viszonyitott helyzetében négy rész kiilonitheto el. Van egy kozos,
p-hosszlisaga rész, ahol mindkét szoéban 0-t6l kiillonbdzo elem all, €s ezen beliil van s olyan pozicio,

, és ez meghatarozhat6, amennyiben minden i < r-re is-

ahol a két szo6 kiilonbozik. A p helyet (V; )-féleképpen valaszthatjuk, és az s pozicié ezek kozott (z)-
féleképpen helyezkedhet el. A v tovabbi nem nulla komponenseinél u-ban 0 all. Tlyen hely w — p van,

!
és ezek n —w' pozicidbodl keriilnek ki, tehat ezen rész (Tiv _V; ) kiilonb6z6 alakzatban fordulhat el6.

176



17. A Golay-kéd

u-ban még w' — p olyan hely van, ahol 0-t6l kiilonb6z6 elem van, és v ezen komponensei 0-k. Egyiitt-
/ !

véve (V; ) (Tltv _M; ) (2;) (@ — 2)°(q — 1)"P a keresett érték egy adott p és s mellett, hiszenaw —p
pozicion v-ben barmi allhat, kivéve a 0-t, és az s-szamu helyen is szinte barmi lehet v-ben a 0-t és azt
az egyetlen karaktert leszamitva, amely u-ban ezen a pozicion van. Lathatoéan a kapott érték nem fligg
u konkrét valasztasatol. Az igy kapott értéket kell 6sszegezni a p és s lehetséges értékeire. A képletbdl
p-re amax{0,w’ + w — n} < p < min{w’, w} intervallumot kapjuk. A két sz6 tdvolsagaw —p + s +
w —p=w+w' —(2p —s), és ez nem lehet nagyobb t-nél, ahonnan megkapjuk az s-re vonatkozo,
p-t6] fiiggd korlatot, ami max{0,2p — (w' + w)} < s < min{p, ¢, ¢t + (2p — W’ + w))}. Ezek szerint
az Osszegzések tartomanyai, és ekkor a teljes 6sszeg sem fiigg u-tol, amit igazolni akartunk.

q = 2 esetén a kifejezés egyszeriisodik, hiszen ekkor s = p, igy N(w,w') a (V; ) (::V__V; ) szor-
zatok Osszege.

A 0-t tartalmaz6 binaris tokéletes kod parosra valo kiterjesztésének is konnyen megkapjuk a suly-

eloszlasat, hiszen a paros stlyu szé valtozatlan, a paratlan suly( szo stlya eggyel nd, és igy Ay = 1,

Apray = 0 Ay = Agrys + Agiey (|57] 2 L€ N, és A; az eredeti, A] a kiterjesztett kod eloszlasd-

nak az eleme, hozzatéve, hogy A, 1 = 0).

Az elobbi Osszefiiggés felhasznalasaval az altalunk megismert tokéletes kodokra az alabbi ered-
ményeket kapjuk (csak a nullatol kiilonbo6zo értékeket irjuk ki).

n=7,q=2¢éd=3esetén Ay =1=A4, és A; =7 = A, (példaul egy [7,4,3],-paraméterii
Hamming-kod);

n=23,q=2¢ d=7esetén Ag =1 = Ay3, A; =253 = A4, Ag =506 = A5 €és A1 =
1288 = Ay, (példaul G,2);

n=11,g=3éd=5esetén A, = 1, A; = 132 = A, Ag = 330, Ay = 110 és Ay, = 24 (pél-
daul Gyq).

G,z €s Gy kiterjesztése Gy, €s G1,. Mivel mind 23, mind 11 —1-gyel kongruens modulo 4, ezért
a kiterjesztett kodok éndudlisak. Mindkét kod esetén a —y Y1 a; kiterjesztésnél y = e, ennélfogva a
kiterjesztés a szokasos paritasjeggyel torténik. A fenti eredmények alapjan meg tudjuk hatarozni a két
kiterjesztett kod stlyeloszlasat is. Csak azt kell figyelembe venni, hogy egyrészt minden kddszo stilya
legfeljebb eggyel no, és a kiterjesztett ondudlis binaris illetve terndris QR-kod esetén a sz6 stlya oszthato
4-gyel illetve 3-mal. Ezt alkalmazva a binaris kod sulyeloszlasa Ay = 1 = Ay, Ag = 759 = A4 és
Ay, = 2576, és aternarisé Ag = 1, Ag = 264, Ag = 440 és A, = 24.

17.7. Definicio

A 23-szbhosszlsagu binaris kvadratikus maradékkod a binaris Golay-koéd, a haromelemii test
folotti 11-szo6hosszusagu kvadratikus maradékkod a ternaris Golay-kéd. A kodok kiterjesztései a Ki-
terjesztett binaris Golay-kod ¢s a Kiterjesztett ternaris Golay-kéd.

A

A 17.2. Tétel alapjan a minimalis sulyt kodszavak tartdi G, 5 esetén egy 4 — (23,7,1)-, mig Go4-
nél egy 5 — (24,8,1) Steiner-rendszert képeznek.

crcr

tole kiilonb6zd olyan linearis kod, amely [%, % — 1,3 | -paraméterii. A Golay-kodokra még még
q

erésebb allitas igaz, ugyanis ha egy kod paraméterei megegyeznek valamely Golay-kod paramétereivel,

akkor ekvivalens is az adott paraméterekhez tartozé Golay-koddal. Ezt a binaris kodokra igazoljuk.
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El6bb még belatjuk, hogy nemtrivialis, harom-hibajavit6 binaris tokéletes kod csak n = 23 sz6-
hossztsaggal 1étezhet (most az ismétléses kodot is trivialisnak tekintjiik).

Ismét a Hamming-korlatot alkalmazzuk. Ha a kod tokéletes, akkor Ya_ (7) osztdja 2™-nek. Az

Osszeg 1 +n + n(n2—1) + n(n_lz(n_Z), és ezt 6-tal szorozva

6(n+1D+3n(n—1D+nn—-1)n-2)=mn+1DnMn—-1)+6)
=(n+1)((n+1Dn-2)+8).

Mivel az eredeti 6sszeg osztdja 2™-nek, ezért ez egy nemnegativ, n-nél nem nagyobb egész k-val 2%, és
ekkor a hatszorosa 3 - 2%*1, n + 1 is 2-hatvany, vagy egy ilyen hatvany haromszorosa. Ha n + 1 oszt-
haté 2%-nel, akkor (n + 1)(n — 2) + 8 = 23(2I(n — 2) + 1) = 8(2m + 1). Mivel ez osztoja 3 - 2¥+1-
nek, ezért 2m + 1 csak 1 illetve 3 lehetne. Am ekkor 216 =16-13+8<(n+1)(n—2)+8 =
8(2m + 1) < 24, ami ellentmondas. Ekkorn + 1 a 3 - 23 = 24 osztdja, tehatn =0, 1, 2, 3,5, 7, 11
vagy 23. A megfelelé kodok mérete az elébbi sorrendben 1, 1, 1, 1, —, 2, — és 212 (a — azt jelenti,
hogy az adott n-nel nem teljesiil a Hamming-korlatnal az egyenldség). Egyetlen szobdl alld kod feles-
leges, hiszen atvitel nélkiil is tudjuk, hogy mi az iizenet. Ha egy binaris kodban 6sszesen két szo van, és
a tavolsdguk azonos a szo6hosszlisaggal, akkor feltehetd, hogy egyikiik a csupa 0-t, a masik a csupa e-t
tartalmazo szd, de ez egy ismétléses kod, és igy valoban csak egyetlen nem trivialis kod marad.

17.8. Tétel

Ha egy binaris, (n, M, d)-paraméterti C kodban n = 23, M > 212 és d > 7, akkor a kéd ekviva-

lens a binaris Golay-koddal, mig egy, a 0-t tartalmazo, (24, M > 212,d > 8),-paraméterii C’' kod G,4-
gyel ekvivalens.

A

Bizonyitas:

Legyen egy n-szohosszusagi € kod S szimbdlumhalmaza egy additiv Abel-csoport, és legyen u
az S™ egy tetsz6leges eleme. Ekkor a C u-val valé eltoltja C™ = u + C. Az eltolasnal a szavak hossza
nem valtozott, és kiilonb6z6 szo képe kiilonb6zo (mert a szavak 6sszeadasa csoportmiivelet, mivel kom-
ponensenként végezziik az Osszeadast), igy a kod mérete is azonos az eredeti kod méretével. A kod
tavolsaga sem véltozik. Legyen ugyanis ¢P € € és ¢® € € a kod két eleme. Ekkor az eltoltak tavol-
siga d(u+c®u+c?@)=w ((u +c®) - (u+ c(z))) =w(c® - @) =d(c®,c?), vagyis
azonos az eredeti két kodszo tavolsagaval. Ezek alapjan egy kod eltoltja ekvivalens magaval koddal. Ha
emellett ¢ € C, akkor 0 = —c+ c € €79,

A kodabécét egy vele azonos elemszamu abécével kicserélve ugy, hogy a koddban mindeniitt azo-
nos betlit azonos, kiillonbdzo betiit kiilonbdzoére cseréliink, a kod 1ényegi tulajdonsagai nem valtoznak,
igy a konkrét esetben feltehetjiik, hogy az dbécé a kételemi test, [F,, és a két eleme O és e.

Lattuk, hogy feltehetjiik, 0 € C. Azt mar belattuk, hogy ekkor M = 212, d = 7, a kdd tokéletes,
¢és meghataroztuk a kod sulyeloszlasat. Most szarjuk at a hosszabbik C’ kodot egy tetszbleges pozicion.
A kodszavak szama nem valtozik, hiszen barmely két kiilonbz6 kodszo legalabb 8 helyen kiilonbozik,
a hossz eggyel csokken, és a tavolsag legfeljebb eggyel lesz kisebb, igy egy olyan binaris kodot kapunk,
amelyben a kddszavak hossza 23, a kod mérete legalabb 212 és a tavolsdg minimum 7, azaz a C para-
métereivel rendelkezik a kod. Ekkor a méretnél és a tavolsagnal is egyenlOséget kapunk. Az eredeti kod
nem lehet mas, mint a rovidebb kod parosra valo kiterjesztése. Ha ugyanis ez nem igaz, akkor a hosszabb
kodban van 21 + 1-stlyu sz6, u. Szurjuk at a kodot egyszer egy olyan i pozicion, ahol u; = 0, majd egy
olyan j helyen, ahol u; = e. Az els6 esetben az atszart u’ silya tovabbra is 21 + 1, mig a masik esetben
w(u") = 21. Mindkét esetben olyan kodunk van, amelynek a stlyeloszlasa azonos a C-beli eloszlassal.
Am ez lehetetlen, mert C-ben nincs olyan kodszo, amely egy paratlan sulya kodszonél eggyel kisebb
sulyt. A hosszabb kod tehat 1ényegében véve C parosra vald kiterjesztése, azaz C.
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C-ben minden sz6 siilya oszthato 4-gyel. Tekintsiik most C két elemét, u-t és v-t. w=u+v
tekinthetd ™ = u + C elemének. C™ ekvivalens C-vel, és tartalmazza 0-t, igy a stilyeloszlasa is azo-
nos a C-beli eloszlassal. Ekkor w stilya is tobbszorose 4-nek, vagyis € barmely elemének, és barmely
két eleme dsszegének a stlya oszthato 4-gyel. Ebbdl kovetkezik, hogy C tetszdleges két (nem feltétleniil
kiilénboz6) elemének skalarszorzata 0, vagyis barmely két kodszo ortogonalis, € € C+, ahol €+ a €
minden elemére merdleges szavak sszessége. Konnyen belathato, hogy C* linearis tér, és igy a C altal
generdlt linedris tér, (C), altere C+-nek. C < (C)-bsl 212 = |C| < [(C)], és ebbdl (C) legalabb 12-di-
menzids. Mivel (€) < C*, ezért C* is minimum 12-dimenziés, am ekkor (C) dimenzidja nem lehet
nagyobb, mint 24 — 12 = 12, tehat (C) pontosan 12-dimenzi6s. 12-dimenzi6s binaris térnek 22 eleme
van, vagyis C-nek és az altata generalt linearis térnek azonos az elemszama, és az eldbbi része az utdb-
binak, amibdl kovetkezik, hogy ez a két halmaz megegyezik, C = (C), tehat C linearis kod. Linearis kod
atszurtja is linearis, amibdl kdvetkezik, hogy C is linearis kod.

C stlyeloszlasa szerint van a kodban 12-sulyu sz6. Legyen c a € egy 12-stlya kodszava. A kéd

crer

¢s akkor a jobb oldali tizenkét pozicié mindegyikében a sz6 komponense e. Egy lineéris kod barmely,
a 0-tol kiilonbo6zo eleme kiegészitheto a kod egy bazisava, tehat a kodnak van olyan generatorrendszere,
amelynek egy sora az adott kodszo. Legyen G a C olyan generatorrendszere, amelynek legfelsd sora c,
és legyen C' a megfelel maradékkod, azaz az a kdd, amelyet a G legfelsd soranak és jobb oldali tizenkét
oszlopanak torlésével kapott matrix general. Ennek a linearis kodnak a szoéhosszasaga 12, 11-dimen-
zi6s, és a d’ tavolsaga legalibb d — | (1— %) w(c)| = 8312 = 2. Masrészt a Singleton-korlit fel-
hasznalasaval d' <n' —k'+1=12—-11+1 = 2, tehat d' = 2. Ezekbdl az adatokbol kapjuk, hogy
C' H' ellenérz6 matrixa egy csupa e-b6l allo, egy sort és 11 oszlopot tartalmazd matrix (mert a tavol-
sagbol kovetkezik, hogy barmely oszlop linearisan fiiggetlen, igy nem lehet 0). Innen a kéd egy lehet-
séges G’ generatormatrixa (e 141 (e*V) a csupa e-t tartalmazo oszlopvektor, és I a 11-edrendii
egységmatrix). Maganak C-nek vannak olyan kodszavai, amelyek bal oldali felei éppen G’ megfelelé

0 0" e(ll)T>-alak1'1
e(1) (1D oD A/

generatormétrixa gy, hogy (0(*Y) A")-t A-bol kapjuk a ¢ = (e e(“)T)-nek az A legfelsd sora alatti

sorai, és ha ezek jobb oldali felébél allo matrix A, akkor C-nek van (

soraihoz val6 hozzaadasaval.

A’ minden soraban pontosan hatszor ll e, és barmely két kiilonb6z6 indexii soranak harom helyén
talalhaté mindkét sorban e. Azt tudjuk, hogy a generatormatrix minden soranak sulya csak 8, 12 vagy
annal nagyobb lehet, €s a legfelsd sort leszamitva minden sor bal felében két darab nullatél kiillonbozo
elem all. Ha az A’ egy soranak sulya w, akkor a teljes sor stlya 2 + w, és a legfels6 sor, valamint ezen
sor Osszegének stlya 2 + (12 —w) = 14 — w. Mindkett6 legalabb 8, igy 6 < w < 6, tehat A" minden
soranak sulya 6. Hasonl6 gondolattal kapjuk, hogy A’ barmely két kiilonb6z6 sordban pontosan harom
olyan pozicio van, ahol mindkét sorban e all. Legyen ugyanis valamely két kiilonb6z6 sor metszetében
t darab e. Most a két sor dsszegének stlya 2 + (6 + 6 — 2t) = 14 — 2t, mig az dsszeghez hozzaadva
a legfelso sort, a kapott sz6 sulya 2 + (12 —(6+6— Zt)) = 2 + 2t. Mindkét esetben a kapott szoban
van nem nulla elem, igy a suly legalabb 8, azaz 6 < 2t < 6, és igy t csak 3 lehet.

Megmutatjuk, hogy a fenti feltételeknek 1ényegében véve egyetlen 11-edrendli matrix felel meg.

A matrixot tekinthetjiik egy olyan (X, B) par illeszkedési matrixanak, ahol X egy 11-elemi hal-
maz, B az X 11 darab hatelemi részhalmazabol allo blokkok halmaza gy, hogy barmely két kiilonb6z6
blokk k6z6s elemeinek szama harom. Ez akkor és csak akkor lényegében véve egyértelmii, ha Iényegé-
ben véve egyértelmii a blokkok komplementereibdl allo rendszer. A komplementer blokkok mindegyi-
kének 6t eleme van, és barmely két kiillonbozé blokk pontosan két k6zos elemet tartalmaz, hiszen az
eredeti blokkoknal a két sorban a tizenegy pozicidbol haromban mindkét sorban, majd harom-harom, az
el6bbitdl és egymastdl diszjunkt pozicidban pontosan az egyik sorban all 1, igy marad két olyan pozicio,
ahol mindkét sorban 0, tehat a komplementer blokkokban 1-es all.

ElGszor belatjuk, hogy az igy kapott matrix egy 2 — (11,5,2)-rendszer illeszkedési matrixa,
vagyis barmely két kiilonb6z6 pontbol allé pontpar pontosan két blokknak része. Ketténél tobb blokkhoz
nem tartozhat azonos pontpar. Ha ugyanis ez nem igaz, és tekintiink harom olyan blokkot, amelyek
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mindegyikének része az adott két pont, akkor, figyelembe véve, hogy két-két blokknak pontosan két
kozos eleme van, a harom blokknak a két k6zos ponttol kiilonbdzo részei paronként diszjunktak. Mivel
mindegyik blokknak 6t pontja és 8sszesen tizenegy pont van, ezért mindharom blokknak harom-harom
tovabbi pontja van, és ezek, a két k6z0s ponttal egyiitt, a teljes tizenegy elemil halmazt lefedik. Nézziink
most egy negyedik blokkot. Ez vagy tartalmazza mindkét pontot, vagy koziilik pontosan egyet, vagy
egyiket sem. Az elsé esetben ennek a blokknak mas eleme mar nem lehetne, mert egyetlen tovabbi kozos
pontja sem lehetne a harom blokk egyikével sem. A masodik esetben egyrészt ez a pont lenne mindha-
rom blokkal k6zos pont, és ezen kiviil mindegyikkel kellene még egy és csak egy k6zos pont, de a harom
blokk esetén harom kiilonb6z6 pont. Ez most azt adna, hogy a blokknak dsszesen négy pontja van. Végiil
az utolso esetben mindegyik blokkal lenne két-két kdzos pont, minden blokk esetén mas-mas pontparral,
¢s mas pontja nem lenne ennek a blokknak, azaz most a blokk hat pontot tartalmazna. De mindharom
esetben a pontok szama kiilonbdzik 6ttdl, a blokkok k6zos méretétdl, igy egyik eset sem lehetséges, nem
lenne a harom blokkon kiviil egyetlen tovabbi blokk sem. E szerint barmely pontpar legfeljebb két
blokknak része. Ekkor viszont a 17.5. Tétel szerint a rendszertink egy 2 — (11,5,2)-paraméterii blokk-
rendszer, figyelembe véve, hogy egy ilyen blokkrendszer blokkjainak szama b (];) =1 (1;) -b6l b =11,
¢s ez megegyezik a sorok szdmaval, vagyis minden kételemii részhalmaz pontosan két blokknak része.

Mar csak az egyértelmiiséget kell belatnunk® (ilyen matrix 1étezése kovetkezik G,5 1étezésébdl).

Legyen B; egy blokk, és legyenek ennek pontjai a4. -+, as, a blokkhoz nem tartozo pontok pedig
P1-***» Pe- Minden p;-re szerkesztiink egy I, = (Bl, Epi) egyszerd, i