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1. Gylir(k, testek

1.1. Gyiird, test, integritasi tartomany, nulloszté

1.1-1. Vizsgaljuk meg, hogy gytrtit alkotnak-e az alabbi kétmiiveletes strukturak:
a. egész szamok az Osszeadasra és szorzasra nézve;
b. a paros szamok az Gsszeadasra és szorzasra nézve;

c. adott n egész szam tObbszOrosel az Gsszeadasra és szorzasra nézve (az n = 0
esetet kiilon nézzik meg);

d. {a+bv2 | a,b € Z} az Ssszeadéasra és szorzasra nézve;

e. {a+bi|a,b€Z} az dsszeadasra és szorzasra nézve (Gauss-egészek);

f. az n-edrendii (n x n-es) egész elemd méatrixok a matrix dsszeadasra és szorzasra
nézve;

g. az n-edrendd valés elemii matrixok a méatrix Osszeadésra és szorzasra nézve.

h. (Z,,+,-) a modulo m tekintett maradékosztalyok a maradékosztaly Ssszea-

désra és szorzésra.
1.1-2. Jeloljon (S; +) egy Abel-csoportot. Definialjuk a o miveletet a kovetkezd mo-

don: aob=0.0 az (S;+) egységeleme. Bizonyitsuk be, hogy az (S;+, o) struktira
gytrid. (Ezt nevezziik zérdgydrinek.)
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1.1-3. Teljesiiljenek az (R;+, ) struktaraban a kovetkezd tulajdonsagok:
a. (R;+) csoport, b. (R;-) egységelemes félcsoport, c. a szorzas az 6sszeadasra nézve
disztributiv.

Bizonyitsuk be, hogy (R;+,-) gyird.
1.1-4. Bizonyitsuk be, hogy ha az (R;+,-) egységelemes gy(lri minden elemének
van multiplikativ inverze, akkor a gytrtinek csak egyetlen eleme van.
1.1-5. Testet alkotnak-e a modulo 2m maradékosztalyok koziil a parosak,

{0,2,4,6,...,2m — 2} a maradékosztalyok kozotti tsszeadasra és szorzasra, ha
a. 2m = 10,
b. 2m = 20.

1.1-6. Bizonyitsuk be, hogy ha (T, +, -) véges, legalabb két elemet tartalmazé integ-
ritasi tartomany, akkor test.

1.1-7. Milyen m értékre ismeriink m elemd gytirtt, illetve testet?

1.1-8. Hatarozzuk meg a modulo 12 maradékosztalyok gytrtjében a nullosztokat.
1.1-9. Legyen (R, +, ) egységelemes gytrd. Jelolje a nullelemet 0, az egységelemet
e. Bizonyitsuk be, hogy ha az a € R elemre fennall az a™ = 0 valamilyen n € N-re
(a nilpotens elem), akkor az e — a elemnek van inverze.

1.1-10. Mutassuk meg, hogy egy gytiri egységeleme nem lehet két nilpotens elem
osszege. (Lasd az el6z6 példat.)

1.1-11. Vizsgaljuk meg, hogy gytrit alkotnak-e az alabbi kétmiiveletes struktuarak:

a. {a+bV3|a,b € Z} az 6sszeadasra és szorzasra nézve.

b. A [-1, 1] intervallumon értelmezett valos fiiggvények a fiiggvények Osszeada-
sara és szorzasara nézve. (Az f és g fiiggvények Osszegét (f +g)(z) = f(x) + g(x), a
szorzatat pedig az (f - g)(x) = f(z) - g(z), € [-1, 1] hozzarendeléssel definialjuk.)

2b
1.1-12. Vizsgaljuk meg, hogy testet alkot-e az {a + bv/2 | a,b € Q} halmaz az
Osszeadésra és szorzasra nézve.
1.1-13. Végerziik el a kijelolt miiveleteket a Z17 maradékosztaly testben.

a.(5)7!, b.9-11, ec. (I5+10)3+5)"!, d.1-2-3-...-16.
1.1-14. Bizonyitsuk be, hogy ha egy (R;+,) egységelemes gytirt a elemének van
bal oldali multiplikativ inverze, akkor az a elem nem lehet a gytrd bal oldali nul-
losztoja.
1.1-15. Legyen D = {2 | 2 € Q,z = m - 2¥, m,k € Z} a véges diadikus tortek hal-
maza. Lassuk be, hogy a véges diadikus tortek az Osszeadasra és szorzasra integritasi
tartomanyt alkotnak, de nem alkotnak testet.
1.1-16. al. Tekintsiik a Z;o maradékosztaly-gytirtit. Irjuk fel ebben minden elem
(minden maradékosztaly) osztoit.

a b . e . . .
c. Az { ( a ) |a, be R} matrixok a matrix Osszeadasra és szorzasra.

a2. Mik az egységek, és mik a nullosztok?

b. Legyen a a Z,, maradékosztaly-gytirt egy maradékosztilya. Adjunk sziikséges
és elégséges feltételt arra, hogy mikor oszthaté minden maradékosztaly a-val - vagyis
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hogy az a maradékosztaly mikor egység.

1.2. Karakterisztika

1.2-17. Mutassuk meg, hogy ha egy R gyfirti minden a elemére a?

akkor R karakterisztikija 2 és kommutativ. (Boole-gyird.)

1.2-18. Legyen H halmaz, R = {P(H),0,N}, ahol (Ao B = (ANB)U(ANB) =
(A\ B)U(B\ A), a szimmetrikus differencia.) Lassuk be, hogy R gytirt, keressiik
meg a nullelemét, és az egységelemét. Lassuk be, hogy R Boole-gyiri. Keressiink
benne nullosztot.

= a teljesiil,

1.3. Oszthatésag, oszték, egységek, felbonthatatlan,
prim

1.3-19. Ha valamely kommutativ gyirtiben a = a - e teljesiil, kovetkezik-e ebbdl,
hogy e egységelem?

1.3-20. a. Felbonthatatlan-e Zig-ben 5?7 b. Prim-e Zo-ben 57

1.3-21. Mely szdmok oszt6i az 1-nek a véges diadikus szdmok gytridjében? Mik az
egységek? Adjunk egyszerti feltételt arra, hogy ebben a gytriiben egy szam oszt egy
masikat.

1.3-22. A véges diadikus szamok gytirtjében hany osztoja van egy szamnak. Lehet-e
egy szamnak nala nagyobb osztdja is?

1.3-23. A véges diadikus szamok gytrtjében mely elemeknek van végtelen sok 1é-
nyegesen kiilonb6z6 osztoja? (Vagyis olyanok, amelyek nem csak egységszorzoban
kiilonboznek egymastol.)

1.3-24. A véges diadikus szamok gytirijében felbonthatatlan-e a 127

1.3-25. Melyek a felbonthatatlanok és melyek a primek a véges diadikus szamok
gytrijében?

1.3-26. Legyen G = {a + bi | a,b € Z} az Gsszeadasra és szorzéasra nézve (Gauss-
egészek). Legyen p(a+ bi) = (a+bi)(a — bi) = a® + b*. Bizonyitsuk be ennek a leké-
pezésnek a felhasznalasaval, hogy a Gauss-egészek korében az egységek 1, —1,14, —i.

1.4. Euklideszi gyiiri

1.4-27. A (paros szamok, -+, -) integritasi tartoméanyt képeznek. Euklideszi gytri-e?
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1.4-28. Legyen L = {a + bi\/5 | a,b € Z} a szokésos Gsszeadassal és szorzéassal. (L
egészek.)

a. Bizonyitsuk be, hogy az (L, +, -) strukttra egységelemes integritasi tartomany.

b. Bizonyitsuk be, hogy az L egészek korében két egység van, ezek 1 és -1.
1.4-29. Lassuk be, hogy ha integritasi tartomanyban létezik prim, akkor létezik
egységelem.

1.4-30. Legyen L = {a + bi\/5 | a,b € Z} a szokésos Gsszeadassal és szorzassal.

a. Bizonyitsuk be, hogy az L egészek korében 1+i+/5,1—iv/5,2, 3 felbonthatatlan
elemek, de nem primelemek.

b. Bizonyitsuk be, hogy az (L, +,-) gytrd nem euklideszi gyfird.
1.4-31. Igaz-e hogy ha érvényes az egyértelmi felbontas tétele valamely gytrtiben,
akkor az euklideszi gytr?
1.4-32. Legyen Hy = {a + bv2 | a,b € 7} az 6sszeadésra és szorzasra nézve, és
o(a+bv2) =| (a+bv2)(a — bv2) |=| a® — 2b? | . Bizonyitsuk be, hogy a (Ha, +, )
struktura euklideszi gytrd.
1.4-33. Mik az egységek az el6z8 példabeli euklideszi gytirtiben.

1.5. Részgyiirii, ideal, faktorgyiirii

1.5-34. Melyek (Z4,+, ) részgytirdi. Van-e koztik ideal? (Z4 a modulo 4 maradé-
kosztalyok halmaza.)
1.5-35. Legyen R véges gytirt, I ideal R-ben, és I # R. Bizonyitsuk be, hogy I
minden a nullelemtdl kiilonb6z6 eleme nulloszté R-ben.
1.5-36. Hatéarozzuk meg a (T, +,-) test idealjait. (Lassuk be, hogy testben nincs
nem trivialis ideal.)
1.5-37. Tekintsiik a racionalis szamok (Q, +, ) gytriijét. Bizonyitsuk be, hogy a pa-
ros egészek a raciondlis szdmok gytrijének részgytirdjét alkotjik, de nem idealjat.
1.5-38. Bizonyitsuk be, hogy az egész szamok részgytrtit képeznek a racionilis sza-
mok gytridjében, de nem idealt.
1.5-39. Jelolje M a valos szamtest feletti 2 X 2-es matrixok halmazat,
K:{( Z 8 )|a,b€R},illetveL:{< g 8 )|a,beR}

a. Igazoljuk, hogy (K,+,-) bal oldali idealja (M, +,-)-nak de nem jobb oldali
idealja.

b. Igazoljuk, hogy (L,-+,-) jobb oldali idealja (M, +,-)-nak, de nem bal oldali
idealja.
1.5-40. a. Lassuk be, hogy a paros szamok (P) az egészek részgytirdjét, s6t idealjat
alkotjak.
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b. Hatarozzuk meg a Z/P maradékosztély gytriit.

a b > ‘a,b,c,dEZ},ésI: {( Z Z > |a,b,c,d€2Z}

1.5-41. Legyen R = { ( ¢ d

a. Mutassuk meg, hogy I ideal R-ben.

b. Hany elemt az R/I faktorgydri?
1.5-42. Jeloljiik N-nel az R kommutativ gytrtiben a nullosztok és a 0 altal alkotott
halmazt.

a. Lehet-e, hogy N nem részgyiri?
b. Lehet-e, hogy N részgy(ri, de nem ideal?
c. Bizonyitsuk be, hogy ha N ideal, akkor R/N nullosztémentes.

d. Mely m-ekre igaz, hogy a modulo m maradékosztaly-gytrtiben N ideal?
1.5-43. Legyen M = {( ¢

20
struktira izomorf az ({a +bv/2 | a,b € Z},+,-) gytirtvel.
1.5-44. Izomorfak-e a G = {a+bv2 | a,b € Z} és K = {a+bV/3 | a,b € Z} gytirik?

2 ) a,be Z}, Bizonyitsuk be, hogy az (M;+,-)

1.6. Vegyes feladatok

1.6-45. Bizonyitsuk be, hogy ha egy gyiirtiben pontosan egy balegységelem van,
akkor az sziikségképpen egységelem.

1.6-46. Igazoljuk, hogy ha egy gydriiben az 1 — ab elemnek van inverze, akkor az
1 — ba elemnek is van.

1.6-47. Irjuk fel a Z;5 maradékosztaly-gytrtiben minden elem oszt6it!

1.6-48. Jeldlje M a valos szamtest feletti 2 x 2-es maéatrixok halmazat, valamint

o7 ¢ Yever)

a. Igazoljuk, hogy (K, +,-) részgytriije az (M, +,-) gytirtnek.
b. Ideédlja-e K az M-nek?

1.6-49. Legyen K = _ab 2 2 |a,b ER}. Bizonyitsuk be, hogy a (K, +,-)
struktura izomorf a komplex szamok testével.



2. Polinomok

2.1. Gyidiriik-testek

2.1-1. Gytirtit, illetve testet alkotnak-e a szokasos miiveletekre:
a. az egész szamok;
b. a racionélis szamok;
c. azok a valos szamok, amelyeknek van valés 100-dik gydke;
d. azok a komplex szamok, amelyeknek van valés 100-dik gyoke;
e. azok a komplex szamok, amelyeknek van komplex 100-dik gydke;
f. a 2 X 2-es, valos elemii matrixok;

g. a valés egyiitthatos polinomok.

2.1-2. A modulo m maradékosztalyok mikor alkotnak testet a szokasos miiveletekre?

2.1-3. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil:
a. Barmely testben ab =ac, a #0=b=c.

b. Barmely gytrtiben ab=ac, a #0=b=rc.
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c. Ha egy kommutativ, legalabb két elemi gytritiben
ab=ac, a # 0= b= c, akkor az test.
d. Véges, legalabb két elemti kommutativ gytriiben ha

ab=ac, a # 0= b= c, akkor az test.
2.1-4. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil:

a. Ha egy testben d # 0 és c¢-d = d, akkor c egységelem.
b. Ha egy kommutativ gytrtben d # 0 és cd = d, akkor ¢ egységelem.

2.2. Polinomok maradékos osztasa Q és Z, folott

2.2-5. Legyen f = 2% + 2% — 1523 + 2502 + 20 — 3 ¢és g = 2% + 4w — 5.
Végezziink maradékos osztast az f és g polinomokkal
a. Q folott,

b. Zs3 f6l6tt
2.2-6. Hogy kell megvéalasztani a p,q, m értékeket, hogy az x> + px + g polinom
oszthato legyen az x2 + ma — 1 polinommal C f5l5tt.
2.2-7. Hatarozza meg az el6szor megadott polinomnak a méasodszorra megadott
polinommal valé osztasakor kapott maradékat Q folstt.

a. 2z — 323 + 422 =52 +6, 22—-3x+1

b.a3—-322—2—-1, 322-22+1
2.2-8. Hogyan kell megvalasztani p, ¢, m értékét, hogy az x*+px-+q polinom oszthatéd
legyen az 22 + max + 1 polinommal Q f5l6tt.

2.3. Legnagyobb k6z6s oszté euklideszi algoritmussal
és linearis kombinacié; kozos gyok

2.3-9.

a. Keressiik meg az 5. feladatban szerepld polinomok legnagyobb k6zos osztojat
Q folott. Van-e kozos racionalis gyokiik?

b. Keressiik meg a polinomok legnagyobb kozds osztdjat Zs folott.
2.3-10. Van-e az alabbi polinomoknak kozos gyokik C folott? (Hatarozza meg a
kévetkez8 polinomok legnagyobb kézbs osztdjat.)

(* + 23 =322 4z -1, 22+22—2-1)
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2.3-11. Bizonyitsa be, hogy f(x) és g(z) Q 1516tti polinomok legnagyobb kdzds
osztbja 1, és hatarozzon meg olyan u(z) és v(x) polinomokat, amelyekre

1= f(@)u(@) + g(w)v(x).

a. f(x) =323 —222 +2+2, g(x)=22—-z+1;
b. f(z) =2t — 2% —da? + 4z +1, gax)=2>-2+1
2.4. Horner-elrendezés

f(a) = anan + alnfloén_1 + an72an—2 +...+aa+t+ag=

=(..(((apa+ an—1)a+an_2)a+an_3)a+ ap_yq...)a+ag

| an | an1 | n—2 An—3 Ja | e | fle)
« bp—1 = bp_o = bn—3 = | b bO =
=a, = a0+ an_1 | =bp_oa+a,_o|... =bia+ay || bpa + ag

=bp_100+ ap_1

2.4-12. Keressiik meg az f(z) = 2% — 32% +  + 6 polinom helyettesitési értekét a
3,—1,2,—2 helyeken.

2.4-13. Hatarozza meg a kovetkezd polinomok osztési maradékit. Oldja meg a fel-
adatot maradékos osztéssal és Horner-elrendezéssel is.

a. 2% — 22% + 422 — 62 + 8 osztva x — l-gyel,
b. 22° — 523 — 8 osztva x + 3-mal,
c. 4% 4+ 22 osztva x + 1 + d-vel,

d. 23— 22 — 2 osztva x — 1+ 2i-vel.
2.4-14. Hat4rozzuk meg p értékét tgy, hogy az f(x) = 2° + 3z* + 5z + p polinom
oszthaté legyen x — 2-vel. Oldjuk meg a feladatot maradékos osztassal és Horner-
elrendezéssel is.
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A hanyados polinom egyiitthatoi a Horner elrendezés soran keletkezdo
szamok

(@™ + ap 12" P+ an 22" 2+ ..t az+ag): (z—a)=
"+ (ana+ an_1)2" 2 4+ ((ana + an_1)a + anp_2)a" 3 + ...

anx” _ anxn—la

(ano+ an_1)x™ 1 4.,

(ana+ ay_1)x" "t — (apa+ an_q)axz™ 2

((ana + an—1)a + ap_o)a" 2

2.5. Tobbszoros gyok keresése f és f' legnagyobb
k6zOs osztdjaval

2.5-15. Hatarozza meg az a paramétert ugy, hogy az x° — ax® — ax + 1 polinomnak

—1 legalabb kétszeres gyoke legyen. Oldja meg a feladatot
a. maradékos osztéassal,
b. Horner-elrendezéssel,

¢. a derivalt polinom felhasznalasaval.
2.5-16. Hatarozza meg az a, b paraméterek értékét tgy, hogy ax? +bx® + 1 oszthatéd
legyen (z — 1)%-nel.
2.5-17. Hatarozza meg a kdvetkezs polinomok és derivéltjaik legnagyobb k6zos osz-
tojat:

o f(@) = (t = 1)%(x+ 1)z —3) feZl)

b. f(@) = (z — 1)(a® — 1)(a* — )(a' —1) f € Zla]
2.5-18. Van-e t&bbszoros gydke az f(z) = 2% — 52° + 5z + 2 polinomnak?
2.5-19. Bizonyitsuk be, hogy egy, a racionalis test felett irreducibilis polinomnak a
komplex szdmok koérében sem lehet t6bbszoros gyoke.

2.6. Racionalis és egész egyiitthatés polinomok
racionalis és egész gyokei; polinomok felbontasa

2.6-20. Legyen f(x) egész egyiitthatos polinom. Bizonyitando, hogy ha f(0) és f(1)
paratlan, akkor az f(z) polinomnak nincs zérushelye az egész szamok korében.
2.6-21. Irreducibilisek-e az alabbi polinomok.
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a. 22 —2 Q folstt, R f516tt,

b. 22 — 1 tetszbleges test f6lott,

c.z?+1 Q, R folott, F3, F5, Fo f6lott,

d.z? e&s a2+ Ty fol6tt.
2.6-22. Lassuk be, hogy ha az egész egyiitthatos f polinomnak gydke a p/q racionalis
szam, (p,q) = 1, akkor p osztoja a konstans tagnak, ¢ osztoja a {Gegyiitthatonak.
2.6-23. Lassuk be, hogy ha o € Z gydke az f(z) € Z[z] polinomnak, akkor

n
Zai és 14+«
0

n

> (D'a;

0

1—«

2.6-24. Keressiik meg az f(x) = 23 — 622 + 152 — 14 polinom racionélis gyokeit.
2.6-25. Keressiik meg az f(z) = 2% —42? — 62 + 1622 4+ 292 + 12 polinom racionélis
gyokeit.

2.6-26. Adjuk meg az Osszes olyan c egész szamot, amelyre a 8120 +¢- 255 4+64 = 0
egyenletnek van racionalis gyoke.

2.6-27. Bizonyitsuk be, hogy ha k és n pozitiv egészek, és /n nem egész, akkor ¥/n
irracionélis.

2.6-28. Sch6nemann—Eisenstein tétel.

Legyen f(z) = ap 4+ a1z + ...+ apz™, f(z) € Z[z]. Ha létezik p prim, amelyre

(i) p Van,

(ii) pla;(i =0,...,n = 1),

(iii) p? ao,

akkor f(x) felbonthatatlan Z f6lott.

Megjegyzés. Ha egy egész egyiitthatds polinom felbonthatatlan 7 f6-
16tt, akkor a Gauss-tétel kovetkezményeként Q folott is felbonthatatlan.

2.6-29. Bizonyitsuk be, hogy minden n € N esetén létezik f(x) € Q[z] n-edfoka
irreducibilis polinom.

2.6-30. f(z) = 325 + 223 — 1222 + 102 + 14 -et bontsuk fel irreducibilis polinomok
szorzatara 7 és Q 1olott.

2.6-31. f(z) = 20z* + 2623 + 6522 + 91 -et bontsuk fel irreducibilis polinomok
szorzatara 7 és Q 16l6tt.

2.6-32. Mik az f(z) = 40z* + 45z + 15 polinom racionélis gydkei.

2.6-33. Mik az 5., 15, 55 15
polinom racionélis gyokei.

2.6-34. Mik az f(x) = 2® + 22 — 5z + 3 polinom racionélis gydkei.

2.6-35. Bontsuk fel az z* + 1 polinomot irreducibilis polinomok szorzatara

a. C folott,
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b. R f6l6tt.
2.6-36. Bontsuk fel R felett irreducibilis polinomok szorzatara az x° +27 polinomot.

2.6-37. Bontsuk fel R felett irreducibilis polinomok szorzatara az z* + 4 polinomot.

2.7. Gyokok és egyiitthaték kozotti osszefiiggés

Vieta formulak
Legyen R egységelemes integritdsi tartoméany, és tegyiik fel, hogy az
f(@) = apz™ + an_12" 1+ ... + @12 + ap € R|7]

n-edfoku polinom — multiplicitissal egyiitt vett — n gydke mind R-ben van.
Legyenek ezek a gyokok c;, co, ..., ¢,. Ekkor

fl®) = apa"+a, 12" '+ .+ aw+ag=
= apz—c)(x—ca) - (x—cp) =
= ap, (:1:" —(cr+ca+ ... tep)am 1+
+(c1-catcr-cgt ..t Cpgcp)a" 2+

+(=1)"(er-ca---en))

amibdl

Gp—1

= 7(Cl+02+...+6n)
an

An—2
= (cr-coatcr-c3+...+cpno1-cn)

a n

aop
-0 = (=D)"(¢;-co---cp
o (=D)"(e1-c2---cp)

2.7-38. Hatarozza meg a d paraméter értékét, ha a 223 — 22 — Tz + d = 0 egyenlet
két gyokének Ssszege 1.

2.7-39. Szamtani sorozat egymas uténi harom eleme-e a 823 — 1222 — 22 +3 = 0
egyenlet harom gyoke?

2.7-40. Szamitsa ki az 23 + 22 — 3 = 0 egyenlet gydkeinek négyzetsszegét.
2.7-41. Mi az 2% — 52 + 52 + 2 polinom gydkeinek négyzetosszege?



