FELADATOK A
BEVEZETO FEJEZETEK A MATEMATIKABA
TARGY III. FELEVEHEZ

OSSZEALLITOTTA: LANG CSABANE
ELTE IK Budapest 2007-07-25

A 2. és a 4. fejezet feladatai megoldva megtalalhatok a Testhdévités, véges testek;
hibajavito kodok: Példdk és megolddsok anyagban.

Az 1. fejezet feladataihoz hasonloak megoldva taldlhatoak a Polinomok: Példdk
és megolddsok anyagban.

Mindkettd letolthetd Lang Csabédné honlapjaroél:

http: //compalg.inf.elte.hu/~zslang

valamint az IK Digitélis Kényvtarabol:
//www.inf.elte.hu/konyv_jegyzet kep/digitalis_tar/oktatast tamogato letoltheto anyagok

Mind a négy témakorben megoldott példak taldlhatok a kévetkezd, nyomtatas-
ban megjelent és a Jegyzetboltban kaphaté példatarban:

Gonda Janos: Gyakorlatok és feladatok a Bevezetés a matematikdba c. tirgyhoz
Polinomok, véges testek, kongruencidk, kédoldis ELTE TTK, Budapest, 2001



Tartalomjegyzék

1. Polinomok/ . . . . . . . ... 3
1.1. Gyitrtk-testek|. . . . . . ... o 3
1.2. Polinomok maradékos osztasa Q és Z, folott . . . . . ... ... . .. 4

1.3. Legnagyobb kozos 0sztd euklideszi algoritmussal és linearis kombina-
ci6; kozos gyok] . . o. .. L

1.4. Horner-elrendezés . . . . . . . . .. ... L
1.5. To6bbszoros gyok keresése f és f’ legnagyobb kozos osztojaval . . . .

1.6. Racionalis és egész egyutthatds polinomok racionalis és egész gyokei;

polinomok felbontasa . . . . . . . .. ... oL 6

1.7. Gyokok és egylitthatok kozotti Osszefiiggés/ . . . . . . . o o o000 L. 8

2. Testbovités, véges testek|. . . . . . . . . ... ... o L. 9
2.0.1. TestbGvités, véges testek, felbonthatatlan (irreducibilis) poli-

NOMOK . . . . o e 9

2.0.2.  Elem felirdsa bazisbanl . . . . . . ... .o 0000 10

2.0.3. Minimélpolinom, felbontasi test|. . . . . .. .. .. ... ... 11

2.0.4. Bovités foka, véges és algebrai bévités| . . . . . ... ... L. 11
2.0.5. Véges test elemeinek 0sszege, szorzata, Vieta-formulak, gyokok

és egylitthatok kozotti osszeftugeeések . . . . . .. ... . ... 12

3. Magasabbfoku kongruencidk . .. ... ... ... ........... 13

3.1. Gyok keresése modulop . . . .. ... oo oo 13



2 Tartalomjegyzék
3.2. Gyok keresése modulo p"l. . . . ..o oo 14

4. Hibajavito kédok| . . . . . .. ... ... o 15
4.0.1. Alapfogalmak . . . . ... .. ... oo 15

4.0.2. Blokk-kodok! . . . ..o 15

4.0.3. Lineéaris kéd alapfogalmai . . . ... ... ... .00 17

4.04. Lineariskod . . . . . . ..o Lo 17

4.0.5. Hamming-kéd|. . . . . . ..o oo 19



1. Polinomok

1.1. Gyiiriik-testek

1.1-1. Gytirtit, illetve testet alkotnak-e a szokasos miiveletekre:
a. az egész szamok;
b. a racionélis szamok;
c. azok a valos szamok, amelyeknek van valés 100-dik gydke;
d. azok a komplex szamok, amelyeknek van valés 100-dik gyoke;
e. azok a komplex szamok, amelyeknek van komplex 100-dik gydke;
f. a 2 X 2-es, valos elemii matrixok;

g. a valés egyiitthatos polinomok.

1.1-2. A modulo m maradékosztalyok mikor alkotnak testet a szokisos mitiveletekre?

1.1-3. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil:
a. Barmely testben ab =ac, a #0=b=c.

b. Barmely gytrtiben ab=ac, a #0=b=rc.



4 1. Polinomok

c. Ha egy kommutativ, legalabb két elemi gytritiben
ab=ac, a # 0= b= c, akkor az test.
d. Véges, legalabb két elemti kommutativ gytriiben ha

ab=ac, a # 0= b= c, akkor az test.
1.1-4. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil:

a. Ha egy testben d # 0 és c¢-d = d, akkor c egységelem.
b. Ha egy kommutativ gytrtben d # 0 és cd = d, akkor ¢ egységelem.

1.2. Polinomok maradékos osztasa Q és Z, folott

1.2-5. Legyen f = 2° + 2% — 152% + 2522 + 22 — 3 és g =22 + 42 — 5.
Végezziink maradékos osztast az f és g polinomokkal
a. Q folott,

b. Zs3 f6l6tt
1.2-6. Hogy kell megvalasztani a p,q, m értékeket, hogy az 23 + px + ¢ polinom
oszthato legyen az x2 + ma — 1 polinommal C f5l5tt.
1.2-7. Hatarozza meg az elGszor megadott polinomnak a masodszorra megadott
polinommal valé osztasakor kapott maradékat Q folstt.

a. 2z — 323 + 422 =52 +6, 22—-3x+1

b.a3—-322—2—-1, 322-22+1
1.2-8. Hogyan kell megvalasztani p, ¢, m értékét, hogy az x*+px+q polinom oszthato
legyen az 22 + max + 1 polinommal Q f5l6tt.

1.3. Legnagyobb k6z6s oszté euklideszi algoritmussal
és linearis kombinacié; kozos gyok

1.3-9.

a. Keressiik meg az 5. feladatban szerepld polinomok legnagyobb k6zos osztojat
Q folott. Van-e kozos racionalis gyokiik?

b. Keressiik meg a polinomok legnagyobb kozds osztdjat Zs folott.
1.3-10. Van-e az aldbbi polinomoknak kozos gyokiik C folott? (Hatarozza meg a
kévetkez8 polinomok legnagyobb kézbs osztdjat.)

(* + 23 =322 4z -1, 22+22—2-1)



1.4. Horner-elrendezés 5

1.3-11. Bizonyitsa be, hogy f(z) és g(x) Q {6l6tti polinomok legnagyobb kizds
osztbja 1, és hatarozzon meg olyan u(z) és v(x) polinomokat, amelyekre

1= f(@)u(@) + g(w)v(x).

a. f(x) =323 —222 +2+2, g(x)=22—-z+1;
b. f(z) =2t — 2% —da? + 4z +1, gax)=2>-2+1
1.4. Horner-elrendezés

f(a) = anan + alnfloén_1 + an72an—2 +...+aa+t+ag=

=(..(((apa+ an—1)a+an_2)a+an_3)a+ ap_yq...)a+ag

| an | an-1 | 2 | an—3 o a0 || fa)
« bp—1 = bp_o = bn—3 = | b bO =
=a, =a,a+ap_1 | =bp_sat+an_os|... =bia+ a1 || boa + ag

=bp_100+ ap_1

1.4-12. Keressiik meg az f(z) = ! — 323 + x + 6 polinom helyettesitési értékét a
3,—1,2,—2 helyeken.

1.4-13. Hatarozza meg a kovetkezs polinomok osztési maradékit. Oldja meg a fel-
adatot maradékos osztéssal és Horner-elrendezéssel is.

a. 2% — 22% + 422 — 62 + 8 osztva x — l-gyel,
b. 22° — 523 — 8 osztva x + 3-mal,
c. 4% 4+ 22 osztva x + 1 + d-vel,

d. 23— 22 — 2 osztva x — 1+ 2i-vel.
1.4-14. Hatarozzuk meg p értékét tgy, hogy az f(x) = ® + 32* + 52 + p polinom
oszthaté legyen x — 2-vel. Oldjuk meg a feladatot maradékos osztassal és Horner-
elrendezéssel is.
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A hanyados polinom egyiitthatoi a Horner elrendezés soran keletkezdo
szamok

(@™ + ap 12" P+ an 22" 2+ ..t az+ag): (z—a)=
"+ (ana+ an_1)2" 2 4+ ((ana + an_1)a + anp_2)a" 3 + ...

anx” _ anxn—la

(ano+ an_1)x™ 1 4.,

(ana+ ay_1)x" "t — (apa+ an_q)axz™ 2

((ana + an—1)a + ap_o)a" 2

1.5. Tobbszoros gyok keresése [ és f' legnagyobb
k6zOs osztdjaval

1.5-15. Hatarozza meg az a paramétert tgy, hogy az x® — ax? — ax + 1 polinomnak

—1 legalabb kétszeres gyoke legyen. Oldja meg a feladatot
a. maradékos osztéassal,
b. Horner-elrendezéssel,

¢. a derivalt polinom felhasznalasaval.
1.5-16. Hatarozza meg az a, b paraméterek értékét agy, hogy az? + bx3 + 1 oszthato
legyen (z — 1)%-nel.
1.5-17. Hatarozza meg a kévetkezs polinomok és derivaltjaik legnagyobb kozos osz-
tojat:

o f(@) = (t = 1)%(x+ 1)z —3) feZl)

b. f(@) = (z — 1)(a® — 1)(a* — )(a' —1) f € Zla]
1.5-18. Van-e tdbbszords gydke az f(z) = 2° — 523 + 5z + 2 polinomnak?
1.5-19. Bizonyitsuk be, hogy egy, a racionalis test felett irreducibilis polinomnak a
komplex szdmok koérében sem lehet t6bbszoros gyoke.

1.6. Racionalis és egész egyiitthatés polinomok
racionalis és egész gyokei; polinomok felbontasa

1.6-20. Legyen f(z) egész egylitthatds polinom. Bizonyitando, hogy ha f(0) és f(1)
paratlan, akkor az f(z) polinomnak nincs zérushelye az egész szamok korében.
1.6-21. Irreducibilisek-e az alabbi polinomok.



1.6. Raciondlis és egész egyiitthatds polinomok raciondlis és egész gydkei; polinomok felbontdsa 7

a. 22 —2 Q folstt, R f516tt,

b. 22 — 1 tetszbleges test f6lott,

c.z?+1 Q, R folott, F3, F5, Fo f6lott,

d.z? e&s a2+ Ty fol6tt.
1.6-22. Lassuk be, hogy ha az egész egylitthatos f polinomnak gyoke a p/q racionalis
szam, (p,q) = 1, akkor p osztoja a konstans tagnak, ¢ osztoja a {Gegyiitthatonak.
1.6-23. Lassuk be, hogy ha a € Z gydke az f(x) € Z[x] polinomnak, akkor

n
Zai és 14+«
0

n

> (D'a;

0

1—«

1.6-24. Keressiik meg az f(r) = 2% — 622 + 152 — 14 polinom racionélis gyokeit.
1.6-25. Keressiik meg az f(r) = 2% — 42* — 623 + 1622 + 292 + 12 polinom racionalis
gyokeit.

1.6-26. Adjuk meg az Ssszes olyan ¢ egész szamot, amelyre a 812100 4¢.25° +64 = 0
egyenletnek van racionalis gyoke.

1.6-27. Bizonyitsuk be, hogy ha k és n pozitiv egészek, és {/n nem egész, akkor ¥/n
irracionélis.

1.6-28. Schénemann—Eisenstein tétel.

Legyen f(z) = ap 4+ a1z + ...+ apz™, f(z) € Z[z]. Ha létezik p prim, amelyre
(i) p Van,

(ii) pla;(i =0,...,n = 1),

(iii) p? ao,

akkor f(x) felbonthatatlan Z f6lott.

Megjegyzés. Ha egy egész egyiitthatds polinom felbonthatatlan 7 f6-
16tt, akkor a Gauss-tétel kovetkezményeként Q folott is felbonthatatlan.

1.6-29. Bizonyitsuk be, hogy minden n € N esetén létezik f(x) € Q[x] n-edfokn
irreducibilis polinom.

1.6-30. f(z) = 32° + 22% — 1222 + 102 + 14 -et bontsuk fel irreducibilis polinomok
szorzatara 7 és Q 1olott.

1.6-31. f(x) = 202* + 2623 + 6522 + 91 -et bontsuk fel irreducibilis polinomok
szorzatara 7 és Q 16l6tt.

1.6-32. Mik az f(x) = 402* + 45z + 15 polinom racionalis gydkei.
1.6-33. Mik az o) 5., 15, N 55 15
B R R

polinom racionélis gyokei.
1.6-34. Mik az f(x) = 2® + 2 — 5z + 3 polinom racionélis gydkei.
1.6-35. Bontsuk fel az x* 4+ 1 polinomot irreducibilis polinomok szorzatara

a. C folott,
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b. R f6l6tt.
1.6-36. Bontsuk fel R felett irreducibilis polinomok szorzatéra az =%+ 27 polinomot.

1.6-37. Bontsuk fel R felett irreducibilis polinomok szorzatara az x* 4+ 4 polinomot.

1.7. Gyokok és egyiitthatok kozotti Gsszefiiggés

Vieta formulak
Legyen R egységelemes integritdsi tartoméany, és tegyiik fel, hogy az
f(@) = apz™ + an_12" 1+ ... + @12 + ap € R|7]

n-edfoku polinom — multiplicitissal egyiitt vett — n gydke mind R-ben van.
Legyenek ezek a gyokok c;, co, ..., ¢,. Ekkor

fl®) = apa"+a, 12" '+ .+ aw+ag=
= apz—c)(x—ca) - (x—cp) =
= ap, (:1:" —(cr+ca+ ... tep)am 1+
+(c1-catcr-cgt ..t Cpgcp)a" 2+

+(=1)"(er-ca---en))

amibdl

Gp—1

= 7(Cl+02+...+6n)
an

Gp—2

= (cr-coatcr-c3+...+cpno1-cn)
a/n,

aop
-0 = (=D)"(¢;-co---cp
o (=D)"(e1-c2---cp)

1.7-38. Hatérozza meg a d paraméter értékét, ha a 223 — 22 — 72 + d = 0 egyenlet
két gyokének Ssszege 1.

1.7-39. Szamtani sorozat egymas utani harom eleme-e a 823 — 1222 — 22 +3 = 0
egyenlet harom gyoke?

1.7-40. Szamitsa ki az 23 + 22 — 3 = 0 egyenlet gytkeinek négyzetdsszegét.
1.7-41. Mi az 2° — 523 + 52 + 2 polinom gydkeinek négyzetdsszege?



2. Testb@vités, véges testek

2.0.1. Testbdvités, véges testek, felbonthatatlan (irreducibilis) po-
linomok

2.0-1. Van-e a valos szamoknak olyan részteste, amelyet a valdés szamok minden
részteste tartalmaz?
2.0-2. Testet alkotnak-e a szokésos miiveletekre a kovetkez6 halmazok?

a.le{a—i-b{‘/ﬂa,be(@} b.ng{a—&-bi\/g\a,beQ}
2.0-3. Mi a kapcsolat a Q(v/2), a Q(1 4 v/2) és a Q(V/8) testek kozott?
2.0-4. Mely a, b racionalis szamokra teljesiil, hogy Q(v2) = Q(a + bv/2)?
2.0-5. Van-e olyan szadm, amellyel b&vitve a raciondlis szamok testét, rogtén a
Q(v2,V/3) testet kapjuk?
2.0-6. Felbonthatatlan-e az 2° 4+ 5 polinom Z, Q, C, Zo, Zs, illetve Zs felett?
2.0-7. Keressiik meg Zo folott az 6sszes masod-, harmad-, és negyedfoku felbontha-
tatlan (irreducibilis) polinomot.
2.0-8. Igazoljuk, hogy az alabbi polinomok felbonthatatlanok (irreducibilisek) Fo
felett.

a. 2® + 22 +1,
b. 2% + 241,

c.ox’ + 23 +1.
2.0-9. Hany mésodfokt normélt (1 fGegyiitthatoji) irreducibilis polinom van egy ¢
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elemd testben?
2.0-10. Készitsiink 9 elemi testet.

a. Adjuk meg a mivelettablakat.

b. Hatarozzuk meg az egyes elemek multiplikativ rendjét, keressiink primitiv
elemeket.

c. Hatarozzuk meg az egyes elemek additiv rendjét.
2.0-11. Készitslink 4 elemi testet.

a. Adjuk meg a mivelettablakat.

b. Hatarozzuk meg az egyes elemek multiplikativ rendjét, keressiink primitiv
elemeket.
2.0-12.

a. Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = 23 + 2 + 1 € Zs[x] polinom irreducibilis Zs
felett.

b. Hany eleme van a Zs[z]/f maradékosztalygytiriinek (testnek), ahol f az f
t6bbszoroseibsl allo ideal? Adjunk meg egy reprezenténsrendszert.
2.0-13.

a. Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = 2? + 2 + 1 € Zs[z] polinom irreducibilis Zs
felett.

b. Hany eleme van a Zs|r]/f maradékosztalygytiriinek (testnek), ahol f az f
t6bbszoroseibsl allo ideal? Adjunk meg egy reprezenténsrendszert.
2.0-14.

a. Igazoljuk, hogy f(z) = 23 + = + 2 reducibilis Z; felett.

b. Hany eleme van a Zr[z]/f maradékosztalygytriinek (f az f polinom t5bbszd-
roseibdl allo ideal)? Adjunk meg egy reprezentansrendszert.

c. Mutassuk meg, hogy a Z7[r]/f maradékosztalygytiri tartalmaz nullosztét.

2.0.2. Elem felirasa bazisban

2.0-15. Legyen u € C a Q feletti 23 — 22 + 2 polinom egyik gydke. Lassuk be, hogy
a polinom Q felett irreducibilis. Irjuk fel Q(u) | Q {1, u, u?} bazisaban a kdvetkezs
elemeket:

a. u’ b. u?! c.ut+u”

2.0-16. Legyen u € C az 2® — 622 + 92 + 3 Q felett irreducibilis polinom gydke.
Fejezziik ki Q(u) | Q {1, u, u?} bazisdban a kivetkezd elemeket:

5 1
a. 3u° — 2u b.H—u

2
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2.0.3. Minimalpolinom, felbontasi test

2.0-17. Hatérozzuk meg /2 — /2 minimalpolinomjat Q felett.
2.0-18. Mutassuk meg, hogy

{/9+4\/3+ \3/9—4\/5

egész szam.

2.0-19. Hatarozzuk meg az (22 +1)(2? — 22 + 1) polinom felbontasi testét Q felett.
2.0-20. Q(V/2) megegyezik-e /2 minimalpolinomjanak a felbontasi testével?
2.0-21. Van-e racionélis gydke az f(x) = 23 — 22 — x — 2 polinomnak? Mi az f(z)
felbontéasi teste Q felett?

2.0-22. Bizonyitsuk be, hogy ha a € C megoldasa a 102> — 10522 + 84z + 210 = 0
racionalis egylitthatos egyenletnek, és valamely K testre fennall, hogy Q(a)|K és
K|Q, akkor K = Q(«) vagy K = Q.

2.0-23. Legyen K = F,, és f(x) K folotti irreducibilis n-edfokd polinom. Lassuk
be, hogy

f@)a” — .

(Fq a q elem testet jeloli.)

2.0-24. Legyen K =F,, f(r) K {6lotti irreducibilis n-edfoka polinom, és legyen «
gyoke f-nek. Lassuk be, hogy K-t a-val bévitve megkapjuk f K f{olétti felbontasi
testét. (Mas szoval lassuk be, hogy ha f egyik gyoke a bdvitett véges testben van,
akkor f mindegyik gytke benne van.) (Fy a g elemti testet jeloli.)

Megjegyzés. 0 karakterisztikaju testben ez altalaban nem igaz (lasd a 20. pél-
dat).

2.0.4. Bovités foka, véges és algebrai bdvités

2.0-25. A kovetkezd bovitések koziil melyik véges és melyik algebrai? (A az algebrai
szamok halmaza)

a.ClR  b.QW5)IQ ¢ AQ  d. AQW5) e RQ(x)
2.0-26. Mennyi a Q(7)|Q(7?) testbévités foka?
2.0-27. Hatarozzuk meg a T'|Q testbgvités fokat, ahol T' az alabbi. Mi a b&vits elem
minimalpolinomja Q f6l6tt? Adjunk meg egy bazist.

a. Q(V7) b. Q(iv/5)
c. Q(1 +iv/3) d. Q(i + V5)

e. Qu+iy), 1,0 EQ, i & Q
2.0-28. Hatarozzuk meg a T'|Q testhgvités fokat, ahol T' az alabbi. Adjunk meg egy
bazist.

a. QV2.v3)  b. Qi V8)
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2.0.5. Véges test elemeinek Gsszege, szorzata, Vieta-formulak, gyo-
kok és egyiitthatok k6zotti dsszefiiggések

2.0-29. Bizonyitsuk be a Wilson-tételt: (p — 1)! = —1 (mod p), ha p prim.
2.0-30. Mennyi valamely véges test nem nulla elemeinek a szorzata?
2.0-31. Véges testben mi az elemek szamanak paritasa?

Vieta-formulak, gyokok és egyiitthatok kozotti 6sszefiiggések
Legyen R egységelemes integritési tartomény, és tegyiik fel, hogy az
f(@) = apz™ + ap_12" L+ a,_02" % + ...+ a17 + ag € R[]

n-edfoku polinom — multiplicitassal egyiitt vett — n gydke mind R-ben van. Legyenek
ezek a gyokok ¢y, ca, ..., c,. Ekkor

flx) = apa"+an_12" P ta, 02" 2+, fart+ag =
= apz—c)(x—c2) - (x—cp) =
= a, (2" —(c1+ca+...+cp)z" 1+
—|—(61 “Cp+cC1-Cc3+ ...+ Cp_1- C,,L)JJ7172—|—

+(=1)"(cr- ez cn))

amibgl

= —(aq+cat+...+cn)

= (c1-catcr-cg+...+cp_1-¢pn)

= = (=D)"(c1-car )

2.0-32. Legyen L véges test, |L| = ¢*. Szamitsuk ki a kovetkezd Gsszeget:

>

leL

2.0-33. Legyen L véges test, |L| = ¢¥. Jelslje L* az L multiplikativ csoportjat.
Szamitsuk ki a kovetkezs szorzatot:

11

leL*

(Lasd a 30. példat is.)



3. Magasabbfoki(i kongruenciak

3.1. Gyok keresése modulo p

3.1-1. Keressiik meg az f polinom gyokeit modulo 7.

f=—62"2 4+ 172" 4+ 232° — 102® 4 62° + 362° + 42* + 182% + 6722 + 142 — 21

3.1-2. Keressiik meg az f polinom gyokeit modulo 7.

f=32% 4522 + 5217 + 6215 4+ 221 + 2% + 42® + 223

3.1-3. Keressiik meg az f polinom gyokeit modulo 7.

f =322 4522 452 T +62 0+ 20+ +1227+602°+512° — 12124 — 13522 — 1022 —372+6

3.1-4. Keressiik meg az f polinom gyokeit modulo 7.

f=—42% + 1222 + 221 + 2021° + 42t — 1327 + 32% + 3227 4 323 + 422 + 4z + 14
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3.2. Gyok keresése modulo p”

3.2-5. Keressiik meg az f polinom gyokeit modulo 27.

f=a%+2>+65c+11 f

3.2-6. Keressiik meg az f polinom gyokeit modulo 125.

f=a®-222+11 f

3.2-7. Keressiik meg az f polinom gyokeit modulo 27.
f=@-1°=

)= Q) G- ()2 ()= () () -

=25 — 62° + 152 — 202% + 1522 — 62 + 1

3.2-8. Keressiik meg az f polinom gyokeit modulo &.

f=3"4+22* +523 + 2% + 62+ 7

3.2-9. Keressiik meg az f polinom gyokeit modulo 49.

f=22" -5 +22+3z+5



4. Hibajavité kédok

A feladatok &altalaban binaris kddokra vonatkoznak, vagyis olyanokra, amelyek

esetén az S alaphalmaz a {0, 1} halmaz. Néhany feladat altalanosabban van megfo-
galmazva, ezekben az S alaphalmaz tetszéleges nem {ires halmaz.

4.0.1. Alapfogalmak

A részleteket 1asd a megoldasnal.

4.0.2. Blokk-kédok

4.0-1. Tegyiik fel, hogy az lizenetek binaris jelsorozatok, vagyis az S = {0, 1} hal-
maz elemeibdl épiilnek fel. Rendeljiink hozza a kett6 hosszu iizenetekhez &t hosszi
kédokat a kdvetkezs szabaly szerint.

Igy négy elembél allé blokk-kédot kapunk. Ha a csatornan példaul a (0 1 0 0 0)
jelsorozat érkezik, tudjuk, hogy hiba tértént, hiszen ez a sz6 nem szerepel a kodszavak
kozott.
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Mekkora az v = (01 1 10) és v = (1 01 0 1) kddszavak tavolsaga, a kod
tavolsaga, a z = (1 1 0 1 1) vektor silya, valamint a kod stlya?
4.0-2. Az 1. példa S halmaza legyen Fy, a kételemi test. Fo az Gsszeadasra cso-
portot alkot. Az [Fy elemeibdl készitett n hossza vektorok is csoportot alkotnak az
elemenkénti 6sszeaddsra nézve. Lassuk be, hogy a példa K kédhalmaza részcsoport
S™-ben, igy K csoportkad.
4.0-3. Legyen K az 1. példabeli kod, v = (00 0 0 0), t = 1. Adjuk meg az u koriili
1 sugarti gémbben szerepl sorozatokat.
4.0-4. Az 1. példa kodjat alkalmazva tegyiik fel, hogy a (0 1 0 0 0) hibas jelsorozat
érkezik. Minimalis tavolsdgi dekodolas esetén melyik szot valasztjuk helyette?
4.0-5. Legyen S = Fy, a kozleményszavak pedig k hosszi sorozatok. Allapitsuk meg,
hogy az alabbi kodok esetén mi jellemzi a kédszavakat, mennyi a kéd minimalis t4-
volsaga, hibajelzs és (minimalis tavolsagu dekodolassal) a hibajavité képessége.

a. Kétszeri ismétlés kodja. A kodszot megkapjuk, ha a kozleményszot kétszer
egymasutan leirjuk. Az (a1, aq, ..., ar) kozleményszobhol az
(051’0[27 cee, O, 0,00, ... ,O{k)
kodszo keletkezik.
b. Haromszori ismétlés koédja. A kodszot megkapjuk, ha a kozleményszot
haromszor egymasutéan leirjuk. Az (o, o, ..., ax) kozleményszobol az

(Oél,ag,...,Oék70(17042,...,O[]C,Oél,OZQ,...,Oék)

kodszo keletkezik.

c. Paritasvizsgalat kodja. A kodszot megkapjuk, ha a kbzleményszd végére
az elemek (Fa-ben szamitott) Osszegét irjuk. Az (a1, ag, ..., ar) kizleményszobdl az

k
(alaa27"'7akaﬁ)7 ﬁzzal
i=1

kodszo keletkezik.
4.0-6. Hamming-korlat.

Bizonyitsuk be a kovetkezst. Legyen az alaphalmaz S, a K C S™ kod t-hiba

javit6. Ekkor
t
n .
K . _ 1 1 < n
w3 (D)= ns s

i=0

ahol s = |S|.

4.0-7. Binaris blokk-kodot készitiink 3 hosszu ilizenetekhez. Legalabb mekkora legyen
a kodszavak hossza, ha azt akarjuk, hogy a kod (minimalis tavolsagt dekodolassal)
pontosan 1-hiba javité legyen?

4.0-8. k hosszu binaris szavakbdl (fizenet) 19 hosszt binaris szavakat (kodszot) ké-
szitiink. Legfeljebb mekkora lehet az {izenetek hossza, ha azt akarjuk, hogy a kdod
minimalis tavolsaga 8 legyen?
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4.0-9. Allapitsuk meg, hogy van-e 5 minimalis tavolsagi, 13 hosszt perfekt binaris
kod?

A K blokk-kod tikéletes (perfekt), ha a Hamming-korlat egyenlGséggel teljesiil.

Perfekt kod esetén a kodszavak koriili | 952 | sugart gombok teljesen kitéltik az

n hossz sorozatok terét, s igy minden széhoz pontosan egy kodszo van, amelytol
legfeljebb |45 | tavolsdgra van.
4.0-10. Létezik-e 3 minimadlis tévolsagl perfekt binaris kéd n = 147 esetén?

4.0-11. Van-e 12 hosszi kodszavakbol 4ll6 1-hiba javité perfekt binéris kod?

4.0.3. Linearis kéd alapfogalmai

A részleteket 1lasd a megoldésnal.

4.0.4. Linearis kod

4.0-12. Valamely kéd generatormatrixa legyen a kovetkezs:

0101010
G=1|1 1 0 0 1 1 0
01 11 0 1 1
Ezt a matrixot hasznalva kédolasra, adjuk meg az Ssszes kozleményszot, valamint a
megfelel§ kddszavakat.

4.0-13. Allapitsuk meg, hogy az 5. példa kodjai koziil melyik linedris, és a lineari-
soknak adjuk meg a generatormatrixat.

4.0-14. Az alabbi binaris kodok esetében allapitsuk meg a minimélis tavolsagot, a
hibajelzg illetve (minimaélis tavolsaga dekddolassal) a hibajavito képességet, valamint
azt, hogy melyik linearis, a linearisoknak pedig adjuk meg a generatormatrixat.

a. Legyen k = 3, n = 4, és az iizenetekhez az alabbi szaballyal rendeljiik hozza
a kédszavakat.
ai, Q2,03 — a1, 02,03, a1 + a2 +az + 1

b. Legyen k = 3, n = 5, és az lizenetekhez az aladbbi szaballyal rendeljiik hozza
a kodszavakat.
Qq, g, 03 — 1, Qlg, 03, 1, 02 + O3

c. Legyen k = 3, n = 5, és az lizenetekhez az alabbi szabéllyal rendeljiik hozza a
kodszavakat.
ar, g, a3 — a1, 02, a3, a1, max(ag, az)

4.0-15. Lassuk be, hogy ha az Fy folotti [n, k] kod generatormatrixa G = (I P)
alakt, akkor a H = (—PT I,,_;) métrix a kod ellendrzé matrixa. (I a k x k mérett
egységmatrixot jeloli, P pedig tetszdleges k x (n — k) méretd, Fy, fol6tti matrix.) A
kételemt test f6l6tt — P helyett P is irhato, mert Fo-ben 1 = —1.



18 4. Hibajavite kodok

Megjegyzés. Hasonloan igaz az is, hogy ha egy [n, k] kod ellen6rzé méatrixa
H = (I,—; R) alaku, ahol R tetszdleges ((n — k) x k) mérett, Fy, folotti matrix,
akkor a G = (—RT I) méatrix megfelel generatormatrixnak.
4.0-16. Adjuk meg a 14. példaban szerepl§ linearis kod ellenérzé matrixat a

10 0 10
G=(0 1 0 0 1
001 01

generatormatrix felhasznalasaval.

4.0-17. Lassuk be, hogy egy [n, k,d] kod H ellen6rzé matrixdban van d linearisan
Osszefiiggd oszlop, de barmely d-nél kevesebb oszlop lineérisan fiiggetlen.

4.0-18. Adjuk meg a 14. és 16. példaban szerepld lineéris kod

10010
H‘(01101>

ellendrz8 matrixanak segitségével a kod tavolsagat és hibajelzs, valamint (minimalis
tavolsagu dekodolédssal) a hibajavito képességét.
4.0-19. Legyen egy binaris lineéris kod generatormétrixa:

OO O =
SO RO
o OO
_ o O O
OO ==
_ o O =
O = =

Adjuk meg az (egyik) ellen6rzd matrixat. Az ellen6rzs matrix felhasznalasaval mond-
juk meg a kédtavolsdgot.
4.0-20. Egy binaris kod generatormatrixa

1100 1 1 0
G=[(0 11 0 0 1 1
0101010
Adjuk meg a kod paritasellenérzd matrixat és tavolsagat.
4.0-21. Egy binaris kod generatormatrixa
0101010
G=101 1 1 0 1 1
110 0 1 10
Adjuk meg a kéd paritasellenérzé matrixat és tavolsagat.

4.0-22. Egy binaris kod generatormatrixa

G:

— = =

0 0
10
11

OO =
e N
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Mennyi a kod szamossiga? Adjuk meg a kod paritasellenérzd matrixat, és ennek
segitségével hatarozzuk meg a tavolsagat.
4.0-23. Egy binaris kod paritasellenérz6 matrixa

0101101100110 °01

H— 001010O0O011T1T11F01
1001100110101 10
01 0011010100111

Lassuk be, hogy 1-hiba javité perfekt linearis kodrol van szo.

4.0.5. Hamming-kéd

Az 1-hiba javito perfekt linearis kodot Hamming-kddnak nevezzik.
4.0-24. Hamming-kod készitése.

Binaris Hamming-kédot készithetiink a kévetkezGképpen. Legyen
7 pozitiv egész szam (ellendrzs jegyek szama),

n = 2" — 1 a kédszavak hossza,

k=2"—1—r a kdzleményszavak hossza.

A H r x n-es ellen6rzé matrix j-edik oszlopaban a j 2-es szamrendszerbeli alak-
janak jegyei szerepelnek.

Legyen példaul r = 3,n = 7,k = 4. Adjuk meg a kod ellendrzé matrixat.
4.0-25. Adjuk meg az el6z8 példaban megismert szabély szerinti Hamming-kéd el-
lenérzé matrixat, ha r = 2, és ha r = 4.

4.0-26. A Hamming-kéd generatormatrixa. Adjuk meg a 24. példabeli [7,4]
Hamming-kéd H ellenérz6 méatrixédnak ismeretében a kod (egyik) generatormétri-
xat. Ha ezt a generatormatrixot alkalmazzuk a kodolasnal, mi lesz a (0 1 1 1)
iizenet kodja?

4.0-27. Hibajavitas binaris Hamming-kéddal.

A részleteket 1asd a megoldéasnal.
4.0-28. [7,4] binaris Hamming-kodnal, feltételezve, hogy egynél t6bb hiba nem 1é-
pett fel az atvitelnél, mi volt a tovabbitott kodvektor, ha

a.a’=(0 11111 0)illetve
b.bT=(0 010 1 1 0) érkezett.



