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1. Feladatok

1.1. Grafok

Megjegyzés. A feladatok véges grafokra vonatkoznak.

1.1.1. Alapfogalmak

1.1-1. Van-e olyan 9 pontt egyszeri graf, amelyben a pontok fokai rendre a kivet-
kezgk:

a.7,7,7,6,6,6,5,5,5;

b.6,6,5,4,4,3, 2 2, 1.
1.1-2. Van-e olyan 8 pontu egyszerd graf, amelyben a fokszamok 6, 6, 6, 6, 3, 3, 2,
27
1.1-3. Van-e olyan (legalabb két pontt) egyszerd graf, amiben minden pont foka
kiilonb6z6?
1.1-4.a. AV(G) ={1, 2, ... ,n} halmazon hany egyszerd graf adhat6é meg?
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b. Ezek kozott hany m éld graf van?

1.1-5. Egy k-reguléris egyszerd grafnak hény pontja lehet?

1.1-6. Legyen G = (V, E) egyszerd graf, melyre v(G) < 2n + 1 (n € N). Lassuk be,
hogy ha minden v € V esetén d(v) > n, akkor G Osszefiiggs.

1.1-7. Legyen G = (V, E) egyszert graf, melyre v(G) < 2n + 1, és minden v € V
esetén d(v) > n — 1. Igaz-e, hogy a graf Osszefliggs?

1.1-8. Lassuk be, hogy egy G graf vagy a komplementere Ssszefiiggd.

1.1-9. Mutassuk meg, hogy ha egy egyszert graf minden pontja legalabb méasodfok,
akkor a grafban van kor.

1.1-10. Igazoljuk, hogy ha egy egyszerd grafban minden pont foka legalabb &k (k >
2), akkor van a grafban olyan kor, amely k + 1, vagy t6bb pontu.

1.1-11. Mutassuk meg, hogy az Osszefiiggé G grafbol elhagyva egy korének egyik
élét, a graf tovabbra is Gsszefliggé marad.

1.1-12. Az aldbbiakban egy-egy egyszert grafot definidlunk. Rajzoljuk le ezeket.

i. A graf pontjai egy tetraéder cstucsai. Két pont a grafban Gssze van kétve, ha
a tetraéderben a megfelels csticsok k6z6tt van él.

ii. A graf pontjai egy kocka csicsai. Két pont a grafban 6ssze van kétve, ha a
kockaban a megfelel§ csucsok kdzott van él.

iii. Egy kor keriiletén vegyiink fel 6t pontot. Grafunk csicsai a pontok altal meg-
hatarozott (g) hur lesz. Két csticsot a grafban akkor kétiink Gssze, ha a megfeleld
htaroknak nincs kozos végpontjuk.

1.1-13. Adjuk meg az Osszes 4, illetve 5 pontu grafot, amelyek izomorfak komple-
menteriikkel.

1.1-14. Hat versenyzd kormérkézést jatszik. Bizonyitsuk be, hogy barmely id6pont-
ban van harom olyan versenyzd, akik mar mind jatszottak egymaéssal, vagy harom
olyan, akik egyike sem jatszott a masik kettdvel.

1.1-15. Lassuk be, hogy az el6z§ allitas nem igaz 5 résztvevs esetére.

1.1-16. a. Bizonyitsuk be, hogy n szégponti, n + 1 éld grafban van olyan pont,
amely legalabb harmadfoki.

b. Mutassuk meg, hogy ha az élek szdma n, akkor nincs mindig legalabb har-
madfoki pont.
1.1-17. Van-e olyan nem 06sszefiiggs graf, amelynek nincs 6-nél tobb pontja, és min-
den pontja méasodfoka?
1.1-18. Lassuk be, hogy ha egy n szbgpontu grafnak legalabb n éle van, akkor van
a grafban kor.
1.1-19. Jeldljiik egy fagraf els¢fokt pontjainak szamét fi-gyel, a 2-nél nagyobb foka
pontjainak szamat pedig c-vel. Bizonyitsuk be, hogy ha a pontok szdma legaladbb 2,
akkor f1 > c+ 2.
1.1-20. Mutassuk meg, hogy Osszefiiggé graf barmely két leghosszabb atjanak van
kozos pontja. (A lehets legtobb élt tartalmazoé utakrol van szoé.)
1.1-21. Igazoljuk, hogy barmely faban az Gsszes leghosszabb it egy ponton megy
at.
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1.1-22. Bizonyitsuk be, hogy ha egy graf nem tartalmaz hurokélt, és minden pont-
janak a foka legalabb 3, akkor van a grafban péros hosszusagi kor.

1.1-23. Bizonyitsuk be, hogy egy legalabb két ponta Gsszefiiggd grafbol mindig el-
hagyhato egy pont (a bel6le indulo élekkel egyiitt) tgy, hogy osszefliggd maradjon.
1.1-24. Igazoljuk, hogy barmely, legalabb 5 pontt grafban, vagy a komplementeré-
ben van kor.

1.1-25. a. Legfeljebb hany szeparals él van egy n(€ N)-pontt grafban? Adjuk meg
az olyan grafokat, amelyekben pontosan ennyi szeparald él van.

b. Legfeljebb hany szeparalo cstics van egy n(€ N)-ponta grafban? Adjuk meg
az olyan grafokat, amelyekben pontosan ennyi szeparal6 csdcs van.
1.1-26. a. Igaz-e, hogy minden szeparal6é pont illeszkedik legalabb egy szeparéld
élre?

b. Mi a valasz az el6z6 kérdésre akkor, ha minden csics foka legalabb harom?
1.1-27. Igaz-e, hogy egy grafban

a. minden él legalabb egy vagasnak eleme,

b. minden csillag élhalmaza vagas (csillag egy cstics a beléle kiindulo élekkel, és
azok végpontjaival).
1.1-28.

a. Lassuk be, hogy hibas a kovetkezd okoskodés.

Allitas: Ha egy n pontt egyszerd graf éleinek szama e > w + 1, akkor
Osszefiiggd.

,Megoldas”: W = ("gl) egy n—1 pontu teljes graf éleinek a szdma. Ha
ehhez még egy élt hozzavesziink, mely egy eredeti pontbdl az n-edikbe fut, 6sszefiiggd
grafot kapunk.

Hol a hiba?

b. Bizonyitsuk be az &llitést.
1.1-29. Rajzoljuk fel az Osszes 3, 4, 5 pontu fat (az izomorfokat csak egyszer).
1.1-30. Legalabb hany kor van egy 10-cstcst, 16 élt tartalmazé Osszefiiggd grafban?

1.1-31. Legyen n € N. Az n-csucsu teljes graf egy alapkorrendszere hany korbdl all?

1.1-32. Legyen G v-csiicst egyszerd graf, ahol v természetes szam. Milyen lehet G,
ha

a. a rangja a lehetd legnagyobb,

b. a nullitadsa a lehet§ legkisebb.
1.1-33. Jelsljik A-val egy graf tetszélegesen kivalasztott pontjainak halmazat, és
k-val a graf azon éleinek szdméat, melyek egyik végpontja A-ba tartozik, a mésik
pedig nem. Bizonyitsuk be, hogy k péaros, illetve paratlan aszerint, hogy az A-ba
tartozé paratlan foku csucsok szama paros illetve paratlan.
1.1-34. Igazoljuk, hogy ha egy graf minden pontjanak foka legalabb 3, akkor nincs
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olyan 2-nél nagyobb egész szam, amellyel a graf minden korének hossza oszthato.

1.1.2. Euler-graf

1.1-35. Van-e olyan Euler-graf, amelynek paros szami pontja és paratlan szamu éle
van?

1.1-36. Igaroljuk, hogy ha egy graf minden pontjanak foka 4, akkor élei megszi-
nezheték piros és kék szinekkel dgy, hogy minden ponthoz két piros és két kék él
illeszkedjék.

1.1-37. Legyen G egy olyan graf, amelynek barmely két pontja kozott vezet tt.
Legyen S egy olyan élsorozat, amely az Gsszes élt tartalmazza, és minimélis hosszi.
Bizonyitsuk be, hogy S egyetlen élen sem halad at ketténél t6bbszor.

1.1.3. Hamilton-at, Hamilton-kor

1.1-38. Rajzoljunk olyan 6sszefiiggé grafot, amelyben minden pont legalabb mésod-
fokd és nem tartalmaz Hamilton-kdort.

1.1-39. Adjunk meg olyan grafot, amelyben minden pont foka k (k > 3), és van
olyan pontja, amelyen nem halad at kor.

1.1-40. Igazoljuk a kovetkezdket.

a. Ha a G grafban létezik k darab pont, amelyeket torélve G t6bb mint k& kom-
ponensre esik szét, akkor G-nek nincs Hamilton-kore.

b. Ha a G grafban létezik k darab pont, amelyeket elhagyva G még k + 1-nél is
t6bb komponensre esik szét, akkor Hamilton-utja sincs.
1.1-41. Mutassuk meg, hogy egy ping-pong kérmérkszés résztvevsi sorbadllithatok
agy, hogy mindenki legyézte a kozvetleniil mogotte allot. (Azt nem koveteljiik meg,
hogy az Gsszes mogotte allot le kellett volna gydznie.) (Méas szoval lassuk be, hogy ha
teljes grafbol iranyitott grafot készitiink, abban mindig van iranyitott Hamilton-ut.)

1.1-42. Mutassuk meg, hogy egy legalabb 2 pontu teljes grafbol egyetlen élének
torlése révén nyert grafot lehet agy irdnyitani, hogy ne legyen irdnyitott Hamilton-
atja.

1.1-43. Bizonyitsuk be, hogy ha egy Osszefiiggsé graf K korébdl egy élt eltordlve a
graf egy leghosszabb utjat kapjuk, akkor K Hamilton-kore a grafnak.

1.1.4. Sikbeli grafok

1.1-44. A Petersen-graf sikbarajzolhato-e?
1.1-45. i. Bizonyitsuk be, hogy ha egy G graf pontszdma legalabb 11, akkor vagy
G, vagy G komplementere nem sikgraf.

ii. Adjunk meg 8 pontu sikgrafot ugy, hogy a komplementere is sikgraf legyen.
1.1-46. Hany éle van egy n pontu Osszefiiggd sikgrafnak, ha minden tartomanya (a
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kiils6 is) haromszog?

1.1.5. Vegyes feladatok

1.1-47. Melyek azok a grafok, amelyekben barmely két élnek van k6zds pontja?
1.1-48. Milyen komponensekbdl dllhat egy graf, ha minden pontjanak foka legfeljebb
ketts?

1.1-49. Lassuk be, hogy ha egy n pontu (n > 1) Osszefiigg6 grafnak kevesebb éle
van, mint cstucsa, akkor van elséfokt cstcsa.

1.1-50. Lassuk be, hogy n csiicsu 6sszefliggs grafnak legalabb n — 1 éle van.
1.1-51. Mutassuk meg, hogy egy véges Osszefiiggs grafban talalhato olyan élsorozat,
amely valamennyi élét tartalmazza.

1.1-52. Egy fagraf ¢sszefiiggé G és G részgrafjanak van kozos éle. Jeloljiik Gs-mal
azt a grafot, amelynek élei Gy és G4 kozos élei, pontjai pedig a kozos élek végpontjai.
Igazoljuk, hogy G3 6sszefliggs graf.

1.1-53. Lassuk be, hogy hibés a kévetkez6 okoskodés.

Allitas: n pontu fanak n — 1 éle van.
Megoldas: indukcié n szerint.
a. n =1 vagy 2-re trivialis.

b. Tegylik fel, hogy n pontt fikra igaz az allitds. Vegyiink hozza egy n ponti
fahoz egy 14j élt, melynek egyik végpontja az eredeti faban van, a masik végpontja 4j,
egy n + l-edik pont. Igy nyilvan Gsszefiiggs kérmentes grafhoz, tehat fahoz jutunk.
Az indul6 feltétel szerint az n pontt finak n — 1 éle volt. Ehhez vettiink hozza még
egyet, n + 1 ponti n = (n+ 1) — 1 élid fahoz jutottunk.

Hol a hiba?
1.1-54. Az alabbiakban egy-egy egyszerti grafot definidlunk. Rajzoljuk le ezeket.

a. Grafunk 4! csicsa négy ember lehetséges sorba allitasait reprezentalja. Két
csics Ossze van kotve, ha az egyik sorba allitasbol két szomszédos ember felcserélé-
sével a méasik megkaphaté.

b. A graf cstcsai Magyarorszag megyéi. Két cstics Ossze van kotve, ha a megfe-
lel6 megyék szomszédosak.
1.1-55. Egy sakkversenyen n né és 2n férfi vett részt. Mindenki mindenkivel pon-
tosan egyszer jatszott. Nem volt dontetlen, és a nék altal megnyert jatszmak szama
ugy aranylik a férfiak altal megnyert jatszmék szaméhoz, mint 7:5. Mekkora lehet
az n?
1.1-56. Bizonyitsuk be, hogy egy 2n éld fa élhalmaza felbonthaté n darab diszjunkt
parra, ahol egy parban szomszédos elemek szerepelnek.
1.1-57. Lassuk be, hogy egy Osszefiiggé grafban barmely feszit fanak van legalabb
egy kozds éle egy tetszbleges szétvagd halmazzal. (G = (V, E) Osszefiiggd grafban
X C F szétvdgé halmaz, ha 3Vi, Vo, ViUV, =V, V3 NVa =0 oly mddon, hogy X
a Vq és V, kouott futd élekbsl all.)
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1.1-58. Bizonyitsuk be, hogy a G = (V, E) 0sszefiiggs grafban az F szétvago hal-
maz akkor és csak akkor vagas, ha a G’ = (V,E — F) részgrafnak pontosan két
komponense van. (Szétvagd halmazt lasd az el6bbi példanal.)

1.2. Csoportok

1.2.1. Félcsoport, csoport

1.2-1. Vizsgaljuk meg az alabbi példakban, hogy a mivelet vajon miivelet-e az adott
halmazon, s ha igen, akkor a halmaz a miivelettel félcsoport-e, csoport-e.

a. (Z,0),haaob=(a+0)/2 (a,beZ);

b. (Q,0),haaob=(a+b)/2 (a,beQ);

c. (4,0), ha A a [0,1] intervallumon értelmezett valos fiiggvények halmaza és
(f 0 9)(x) = max(f(x), g(x));

d. (R, osztas);

e. (R\ {0}, osztas).
1.2-2. Lassuk be, hogy a 8-adik komplex egységgyokok a szorzassal csoportot alkot-
nak.
1.2-3. Legyen n rogzitett pozitiv egész szam. Lassuk be, hogy az n-edik egységgyo-
kok halmaza a szorzasra nézve csoportot alkot.
1.2-4. Lassuk be, hogy az Osszes n-edik egységgyok halmaza (n befutja a pozitiv
egeész szamokat) a szorzasra nézve csoportot alkot.
1.2-5. a. Vizsgéljuk meg, hogy a modulo 5 maradékosztalyok a maradékosztalyok
szorzésara csoportot alkotnak-e.

b. Allapitsuk meg, hogy a modulo 5 maradékosztalyok halmazabél elhagyva
a 0 altal reprezentélt maradékosztalyt, a maradékosztalyok szorzdsara csoportot
kapunk-e?
1.2-6. a. Vizsgaljuk meg, hogy a modulo 8 maradékosztalyok a maradékosztalyok
szorzésara csoportot alkotnak-e.

b. Allapitsuk meg, hogy a modulo 8 maradékosztalyok halmazabél elhagyva
a 0 altal reprezentélt maradékosztalyt, a maradékosztalyok szorzdsara csoportot
kapunk-e?

c. Allapitsuk meg, hogy a modulo 8 vett redukalt maradékosztalyok a maradé-
kosztalyok szorzasara csoportot alkotnak-e?
1.2-7. a. Vizsgaljuk meg, hogy a modulo m vett maradékosztalyok a szorzasra nézve
csoportot alkotnak-e.
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b. Vizsgaljuk meg, hogy a modulo m vett redukalt maradékosztalyok a szorzasra

nézve csoportot alkotnak-e.
1.2-8. Csoportot alkotnak-e a kdvetkezs konstrukciok?

a. A modulo 35 maradékosztalyok kozil az A = {0,5,10,15,20,25,30} altal
reprezentaltak a maradékosztaly Osszeadésra;

b. A modulo 35 maradékosztalyok koziil A = {0, 5, 10, 15, 20, 25, 30} altal repre-
zentéltak a maradékosztaly szorzasra;

c. A modulo 35 maradékosztalyok koziil az A\ {0} altal reprezentaltak a mara-
dékosztaly szorzasra,

d. A modulo 25 maradékosztalyok koziil a B = {5, 10, 15, 20} altal reprezentaltak

a maradékosztaly szorzasra.
1.2-9. Az alabbi strukturak kozil valassza ki a félcsoportokat, illetve csoportokat:

a. A természetes szamok halmaza az Osszeadasra nézve.

b. A paros szamok halmaza az Osszeadasra nézve.

c. A paratlan szamok halmaza a szorzasra nézve.

d. Az egész szamok halmaza az Gsszeadésra nézve.

e. Az egész szamok halmaza a szorzasra nézve.

f. A nemnegativ racionélis szamok halmaza a szorzésra nézve.

g. A pozitiv racionélis szamok halmaza a szorzasra nézve.

h. A nullatél kiillénbozs valds szamok halmaza a szorzasra nézve.
i. A sik vektorainak halmaza az Gsszeadasra nézve.

J- A komplex szamok halmaza az Osszeadasra nézve.

k. A valos elemi n-ed rendd matrixok halmaza a szorzésra nézve. (n rogzitett
természetes szam.)

1. A valos elemii n-ed rendd nem szingularis, (n rangi) matrixok halmaza a
szorzasra nézve.
1.2-10. Legyen (G,-) csoport, u € G rogzitett elem. Definidljunk G-n egy 1j o
miiveletet a o b := a - u - b segitségével. Csoport lesz-e (G, 0)?
1.2-11. Lassuk be, hogy ha egy csoport minden elemének inverze 6nmaga, akkor a
csoport kommutativ.
1.2-12. Bizonyitsuk be, hogy ha a (G, -) csoport minden a, b elempérjara (a - b)? =
a? - b2, akkor a csoport kommutativ.

1.2.2. Csoport rendje, elem rendje, részcsoport, generatum, Lagrange-

tétel

1.2-13. a. A 8-adik komplex egységgytkok szorzassal alkotott csoportjaban haté-
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rozzuk meg a csoport rendjét és az egyes elemek rendjét.
b. Ebben a csoportban hatarozzuk meg az egyes elemek generatumat.

c. Ciklikus-e ez a csoport?
1.2-14. Vizsgaljuk meg, hogy a kévetkezs algebrai struktirdk csoportot alkotnak-e?
Ha igen, adjuk meg a csoport rendjét. A csoportok koziil melyek ciklikusak?

a. Az m-mel oszthat6 (m pozitiv egész) egész szamok az Gsszeadasra nézve.

b. Az egész szdmok halmaza az a ob = a + b + 1 miiveletre nézve.
Diédercsoport

A D, diédercsoport a siknak egy szabalyos n oldala sokszogét dnmagaba vivs egybe-
vagosagi transzforméciokbol all, mivelet a transzformacidk egymas utani végrehaj-
tasa. Ha ¢ a 2TTr—nel valé forgatast, 7 pedig egy szimmetriatengelyre valé tiikrozést
jelol, akkor D,, elemei:

{6,()0,@2,...7@717177',7" @, T (702 y T (pnil}
A szamolas szabalyai:

pr=1"=¢€ 90.7—:7-.90"*1

2. ébra. Szabélyos hatszog elforgatasa a kozéppontja koriil § = 60°-kal, majd
tiikkrozés a t tiikortengelyre

Az n = 2 esetben a Klein-féle csoportot kapjuk. Ez az egyetlen kommutativ dié-
dercsoport. Dy = {e, a,b, ¢}, az egységelem kivételével mindegyik elem masodrendd,
és barmelyik két elem szorzata a harmadik elem.

[a]b]

SRR ESRECRIEsY
oo |elle
Qoo o
o llo
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1.2-15. Adott egy sik és abban egy szabalyos haromszdg. Tekintsiik azon sikbeli
egybevagosagi transzformaciok G halmazat, amelyek a szabalyos haromszoget 6n-
magaba viszik at. A G halmazon értelmezziik a miveletet a transzforméciok egymas
utani végrehajtasaval (fliggvénykompozicidként). (Két haromszoget akkor tekintiink
azonosnak, ha a megfelels csicsok ugyanott vannak.)

a. Bizonyitsuk be, hogy G csoportot alkot.
b. Hatarozzuk meg a G csoport rendjét.

c. Jeldlje ¢ a szabdlyos haromszdg kdzéppontja koriili pozitiv iranyd 2 = 120°-
os elforgatast, 7 pedig egy (a sikban rogzitett) magassagvonalra vonatkozo tiikkrozést.
Irjuk fel ezek segitségével G 6sszes elemét, hatarozzuk meg az egyes elemek rendjét,
inverzét, valamint a {¢}, a {7}, illetve a {¢, 7} halmazok altal generalt részcsopor-
tokat.

d. Kommutativ-e ez a csoport?

e. Ciklikus-e ez a csoport?
1.2-16. Tekintsiik a 15. példaban szerepld sikbeli, szabalyos haromszoget Snmagaba
vive egybevagdsagi transzforméaciok G csoportjat. Hatarozzuk meg a részcsoportok
rendjét.
1.2-17. Irjuk fel a D, diédercsoport elemeit, és a szamolas szabalyait.
1.2-18. Bizonyitsuk be, hogy (G, -) csoportban a és a~! rendje egyenld.
1.2-19. Bizonyitsuk be, hogy (G,-) csoportban az a és b~! - a - b elemek rendje
egyenls.
1.2-20. Legyen (G, -) véges, paros rendd csoport. Bizonyitsuk be, hogy G-nek van
olyan az egységelemtdl kiilonbo6zs eleme, amelynek az inverze énmaga.
1.2-21. Bizonyitsuk be, hogy ha (G,-) véges csoport, akkor minden a € G-re
all = e, ahol e a csoport egységeleme.
1.2-22. Egy multiplikativ csoport c elemére c
c-t.
1.2-23. Bizonyitsuk be, hogy ha egy (G,-) csoportnak van az egységelemtsl kiilon-
b6z6 véges rendi eleme, akkor van primrendi eleme is.

100 1999

=eésc = e. Hatarozzuk meg

1.2.3. Mellékosztalyok, invarians részcsoportok

1.2-24. Tekintsiik a 15. példaban szerepld sikbeli, szabalyos haromszoget Snmagaba
vivs egybevigosagi transzforméciok G csoportjat.

a. Jelolje H a 7 altal generalt részcsoportot. Hatarozzuk meg G-nek a H szerinti
bal, illetve jobb oldali mellékosztélyait. Invaridns részcsoportja-e H a G csoportnak?

b. Jeldlje K a ¢ altal generalt részcsoportot. Hatarozzuk meg G-nek a K szerinti
bal, illetve jobb oldali mellékosztéalyait. Invarians részcsoportja-e K a G csoportnak?
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1.2.4. Homomorfizmus, izomorfizmus

1.2-25. A komplex szamok C halmazaban a * és o miveleteket az alabbi modon
értelmezziikk: axb=a+ b+ 1, aob=a+0b+i.

a. Igazoljuk, hogy a (C, *) és a (C, o) strukturak csoportok.

b. Igazoljuk, hogy az ¢ : a — ai leképezés izomorfizmust létesit a (C, *) és a

(C, o) csoportok kozbtt.
1.2-26. Az alabbi strukturak koziil melyek izomorfak?

a. a valos szdmok az Gsszeadésra;
b. a pozitiv valos szamok a szorzésra;

c. a nem nulla valés szdmok a szorzasra;

aw{(g 1)

f. a raciondlis szamok az 6sszeadasra (Q, +).
1.2-27. Az alabbi csoportok koziil melyek izomorfok?

ce R} matrixok a métrixszorzéasra,

a#0,a € R} matrixok a méatrixszorzasra;

a. a modulo 15 redukalt maradékosztalyok a szorzasra;
b. a modulo 24 redukalt maradékosztalyok a szorzésra;

c. a nyolcadik komplex egységgyokok a szorzésra;

d. a négyzet szimmetriacsoportja (a D4 diédercsoport) a transzforméaciok egymas
utani végrehajtasara, mint mdveletre.

1.3. Gyiiriik, testek

1.3.1. Gyiirdi, test, integritasi tartomany, nulloszté

1.3-1. Vizsgaljuk meg, hogy gytriit alkotnak-e az alabbi kétmitiveletes strukturak:
a. egész szamok az Osszeadésra és szorzasra nézve;
b. a paros szdmok az Osszeadasra és szorzasra nézve;

c. adott n egész szam tObbszorosel az Osszeadasra és szorzasra nézve (az n =0
esetet kiilon nézziik meg);
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d. {a+bV2|a,b€ Z} az sszeadasra és szorzasra nézve;
e. {a+bi|a,beZ} az dsszeadasra és szorzasra nézve (Gauss-egészek);

f. az n-edrendd (n x n-es) egész elemd matrixok a matrix Gsszeadésra és szorzasra
nézve;

g. az n-edrendd valés elemii matrixok a matrix 0sszeadésra és szorzasra nézve.

h. (Z,,,+,-) a modulo m tekintett maradékosztédlyok a maradékosztaly Osszea-
déasra és szorzasra.
1.3-2. Jeloljon (S; +) egy Abel-csoportot. Definialjuk a o miveletet a kovetkezd mo-
don: aob=0.0 az (S;+) egységeleme. Bizonyitsuk be, hogy az (S;+, o) struktira
gytri. (Ezt nevezzilk zérdgydrinek.)
1.3-3. Teljesiiljenek az (R;+,-) strukturaban a kévetkezd tulajdonsagok:
a. (R;+) csoport, b. (R; ) egységelemes félcsoport, c. a szorzas az 6sszeadasra nézve
disztributiv.

Bizonyitsuk be, hogy (R;+,-) gytrd.
1.3-4. Bizonyitsuk be, hogy ha az (R;+,-) egységelemes gyiird minden elemének
van multiplikativ inverze, akkor a gytriinek csak egyetlen eleme van.
1.3-5. Testet alkotnak-e a modulo 2m maradékosztalyok koziil a parosak,

{0,2,4,6,...,2m — 2} a maradékosztalyok kozdtti dsszeadésra és szorzdsra, ha
a. 2m = 10,
b. 2m = 20.

1.3-6. Bizonyitsuk be, hogy ha (T, +, -) véges, legalabb két elemet tartalmazé integ-
ritasi tartomany, akkor test.

1.3-7. Milyen m értékre ismeriink m elemd gyrit, illetve testet?

1.3-8. Hatarozzuk meg a modulo 12 maradékosztalyok gytrtjében a nullosztokat.
1.3-9. Legyen (R, +,-) egységelemes gytiri. Jeldlje a nullelemet 0, az egységelemet
e. Bizonyitsuk be, hogy ha az a € R elemre fennall az a™ = 0 valamilyen n € N-re
(a nilpotens elem), akkor az e — a elemnek van inverze.

1.3-10. Mutassuk meg, hogy egy gyiird egységeleme nem lehet két nilpotens elem
osszege. (Lasd az el6z6 példat.)

1.3-11. Vizsgaljuk meg, hogy gytiriit alkotnak-e az alabbi kétmiiveletes strukturak:

a. {a+bV3|a,b € Z} az 6sszeadésra és szorzasra nézve.

b. A [-1, 1] intervallumon értelmezett valos fiiggvények a fliggvények Gsszeadé-
sara és szorzasara nézve. (Az f és g fiiggvények Osszegét (f + g)(z) = f(x) +g(z), a
szorzatat pedig az (f - g)(x) = f(x) - g(x), © € [-1, 1] hozzarendeléssel definialjuk.)

a b . P . . .
c. Az { ( % a ) |a, be R} métrixok a matrix osszeadasra és szorzasra.

1.3-12. Vizsgaljuk meg, hogy testet alkot-e az {a + bv2 | a,b € Q} halmaz az
Osszeadésra és szorzasra nézve.
1.3-13. Végezziik el a kijelolt miveleteket a Z17 maradékosztaly testben.

a. (57!, b.9-11, e (15+10)3+5)~', d.1-2-3-...-16.
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1.3-14. Bizonyitsuk be, hogy ha egy (R;+,) egységelemes gytird a elemének van
bal oldali multiplikativ inverze, akkor az a elem nem lehet a gytrd bal oldali nul-
losztoja.

1.3-15. Legyen D = {2 | 2 € Q,z = m - 2¥, m, k € Z} a véges diadikus tortek hal-
maza. Lassuk be, hogy a véges diadikus tortek az Osszeadasra és szorzasra integritasi
tartomanyt alkotnak, de nem alkotnak testet.

1.3-16. al. Tekintsiik a Z;o maradékosztaly-gytirtit. Irjuk fel ebben minden elem
(minden maradékosztaly) osztoit.

a2. Mik az egységek, és mik a nullosztok?

b. Legyen a a Z,, maradékosztaly-gytirt egy maradékosztilya. Adjunk sziikséges
és elégséges feltételt arra, hogy mikor oszthaté minden maradékosztaly a-val - vagyis
hogy az a maradékosztaly mikor egység.

1.3.2. Karakterisztika

1.3-17. Mutassuk meg, hogy ha egy R gyfiri minden a elemére a?

akkor R karakterisztikdja 2 és kommutativ. (Boole-gydri.)

1.3-18. Legyen H halmaz, R = {P(H),0,N}, ahol (Ao B = (ANB)U(ANB) =
(A\ B)U (B\ A), a szimmetrikus differencia.) Lassuk be, hogy R gytirt, keressiik
meg a nullelemét, és az egységelemét. Lassuk be, hogy R Boole-gyiirti. Keressiink
benne nullosztot.

= a teljesiil,

1.3.3. Oszthat6sag, osztok, egységek, felbonthatatlan, prim

1.3-19. Ha valamely kommutativ gytrtiben a = a - e teljesiil, kovetkezik-e ebbdl,
hogy e egységelem?

1.3-20. a. Felbonthatatlan-e Z;g-ben 57 b. Prim-e Z;g-ben 57

1.3-21. Mely szamok osztéi az 1-nek a véges diadikus szdmok gytrijében? Mik az
egységek? Adjunk egyszerii feltételt arra, hogy ebben a gytriiben egy szam oszt egy
maésikat.

1.3-22. A véges diadikus szamok gyitiriijében hany osztoja van egy szamnak. Lehet-e
egy szamnak nala nagyobb osztdja is?

1.3-23. A véges diadikus szamok gytrdjében mely elemeknek van végtelen sok 1é-
nyegesen kiilonb6z6 osztéja? (Vagyis olyanok, amelyek nem csak egységszorzoban
kiilénboznek egymastol.)

1.3-24. A véges diadikus szamok gytrijében felbonthatatlan-e a 127

1.3-25. Melyek a felbonthatatlanok és melyek a primek a véges diadikus szdmok
gyirdjében?

1.3-26. Legyen G = {a + bi | a,b € Z} az sszeadésra és szorzasra nézve (Gauss-
egészek). Legyen p(a+ bi) = (a+bi)(a — bi) = a® + b*. Bizonyitsuk be ennek a lekeé-
pezésnek a felhasznalasaval, hogy a Gauss-egészek korében az egységek 1, —1,14, —i.
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1.3.4. Euklideszi gyiirii

1.3-27. A (péaros szamok, +, -) integritési tartoményt képeznek. Euklideszi gytrii-e?

1.3-28. Legyen L = {a + biv/5 | a,b € Z} a szokasos Gsszeadéssal és szorzassal. (L
egészek.)

a. Bizonyitsuk be, hogy az (L, +, -) strukttra egységelemes integritasi tartomany.

b. Bizonyitsuk be, hogy az L egészek kdrében két egység van, ezek 1 és -1.
1.3-29. Lassuk be, hogy ha integritasi tartomanyban létezik prim, akkor létezik
egységelem.

1.3-30. Legyen L = {a + bi\/5 | a,b € Z} a szokésos Gsszeadassal és szorzassal.

a. Bizonyitsuk be, hogy az L egészek korében 14+i+/5, 1—iv/5, 2, 3 felbonthatatlan
elemek, de nem primelemek.

b. Bizonyitsuk be, hogy az (L, +,-) gytrd nem euklideszi gytird.
1.3-31. Igaz-e hogy ha érvényes az egyértelmd felbontés tétele valamely gytrtiben,
akkor az euklideszi gytr?
1.3-32. Legyen Hy = {a + b2 | a,b € Z} az Ssszeadésra és szorzasra nézve, és
o(a+bv2) =| (a+bv2)(a — bv2) |=| a® — 207 | . Bizonyitsuk be, hogy a (Ha, +, )
struktiura euklideszi gytrd.
1.3-33. Mik az egységek az el6z6 példabeli euklideszi gytrtben.

1.3.5. Részgyiirii, ideal, faktorgyiirii

1.3-34. Melyek (Z4, +, ) részgytirii. Van-e koztik ideal? (Z4 a modulo 4 maradé-
kosztalyok halmaza.)
1.3-35. Legyen R véges gytrd, I idedl R-ben, és I # R. Bizonyitsuk be, hogy I
minden a nullelemtdl kiilonbo6z6 eleme nullosztdé R-ben.
1.3-36. Hatéarozzuk meg a (T, +,-) test idealjait. (Lassuk be, hogy testben nincs
nem trivialis ideal.)
1.3-37. Tekintsiik a racionalis szamok (Q, +, -) gydrdjét. Bizonyitsuk be, hogy a pa-
ros egészek a racionélis szdmok gytrtjének részgytrdjét alkotjak, de nem idealjat.
1.3-38. Bizonyitsuk be, hogy az egész szamok részgytriit képeznek a racionalis szé-
mok gytridjében, de nem idealt.
1.3-39. Jelolje M a valos szamtest feletti 2 x 2-es métrixok halmazat,
K= {( Z 8 )‘a,bER},illetveL: {( 8 8 )|a,b€R}

a. Igazoljuk, hogy (K,+,-) bal oldali idealja (M, +,-)-nak de nem jobb oldali
idealja.

b. Igazoljuk, hogy (L, +,-) jobb oldali idealja (M, +,-)-nak, de nem bal oldali
idealja.
1.3-40. a. Lassuk be, hogy a péros szamok (P) az egészek részgylrdjét, s6t idealjat
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alkotjak.

b. Hatarozzuk meg a Z/P maradékosztaly gytrt.

@ b ) |a,b,c,d€Z},ésI: {( ‘c‘ Z >|a7b,c,d€22}

1.3-41. Legyen R = {( ¢ d

a. Mutassuk meg, hogy I ideal R-ben.

b. Hany elemti az R/I faktorgytiri?
1.3-42. Jeloljiikk N-nel az R kommutativ gytrtiben a nullosztok és a 0 altal alkotott
halmazt.

a. Lehet-e, hogy N nem részgytri?
b. Lehet-e, hogy N részgyiirii, de nem ideal?
c. Bizonyitsuk be, hogy ha N ideél, akkor R/N nullosztémentes.

d. Mely m-ekre igaz, hogy a modulo m maradékosztaly-gytriben N ideél?
1.3-43. Legyen M = 2ab 2 ) |a,b € Z}, Bizonyitsuk be, hogy az (M;+,-)
struktira izomorf az ({a + bv/2 | a,b € Z},+,-) gytirtivel.

1.3-44. Izomorfak-e a G = {a+bv2 | a,b € Z} és K = {a+b\V3 | a,b € Z} gytirtk?

1.3.6. Vegyes feladatok

1.3-45. Bizonyitsuk be, hogy ha egy gytriiben pontosan egy balegységelem van,
akkor az sziikségképpen egységelem.

1.3-46. Igazoljuk, hogy ha egy gytrtiben az 1 — ab elemnek van inverze, akkor az
1 — ba elemnek is van.

1.3-47. Irjuk fel a Z1» maradékosztaly-gyiirtiben minden elem osztéit!

1.3-48. Jelolje M a valos szamtest feletti 2 x 2-es matrixok halmazat, valamint

K= a b

_b a) a,bER}.

a. Igazoljuk, hogy (K, +,-) részgytrije az (M, +, ) gytriinek.
b. Idedlja-e K az M-nek?

1.3-49. Legyen K = _“b

Z la,b € R} . Bizonyitsuk be, hogy a (K, +,")
struktara izomorf a komplex szamok testével.



