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1. El6szo

Ez a példatar elsGsorban az ELTE Informatikai Kar programtervezé informati-
kus, programtervezd matematikus, programozo és informatika tanar szakos hallgatoi
szdmara késziilt, reméljiik azonban, hogy mindazok, akik érdeklédnek a polinomok
irant, merithetnek beléle.

A 2. fejezetben a példakat soroltuk fel, a 3. fejezetben pedig a példak részletesen
kidolgozott megoldasai szerepelnek.

Az itt szerepl$ polinomokkal kapcsolatos példak és megoldasaik ennek a példa-
tarnak a szdmara késziiltek, itt jelennek meg el&szor.

A polinomok témaja irdnt érdeklddSknek ajanljuk még Gonda Janos: Gyakorla-
tok és feladatok a Bevezetés a matematikdba cimi tdrgyhoz; Polinomok, véges testek,
kongruencidk, kédolds (ELTE TTK, Budapest, 2001) cimt kényvét, amelyben szin-
tén szamos kidolgozott példa talalhato.

A kényvben talalhat6é hibakra, hidnyossagokra vonatkoz6 észrevételeket kdszo-
nettel fogadjuk.

Budapest, 2006. majus

Lang Csabané
szerkesztd
zslang@compalg.inf.elte.hu
ELTE Informatikai Kar Komputer Algebra Tanszék
1117 Budapest, Pazmany Péter sétany 1/C.



2. Bevezetés

Ez a példatar a polinomokkal kapcsolatos feladatokat tartalmaz. Egy-egy szdmo-
zott feladatcsoport a polinomok egy-egy problémajahoz kapcsolodik, és igyekszik a
problémat minél széleskoriibben bemutatni, és megmutatni, hogy a szokasosnél, a
"hétkoznapi’-nal altaldnosabb esetben is lehet ezeket a kérdéseket analizalni (és a
gyakorlatban kideriil, hogy sziikség is van az ilyen kiterjesztésekre). Ebbol kovet-
kezik, hogy egy szamozott csoport tobb feladatot is felolel. Foglalkozunk csaknem
trivialis kérdésekkel (a tapasztalat szerint amikor valaki el6szor talalkozik ezekkel az
egyszertinek mondott feladatokkal, gyakran nem latja els§ ranézésre, hogy hogyan
kell az elméletet a gyakorlatba atiiltetni), és bonyolultabb, &sszetettebb feladatokkal
is. A vizsgalt kérdések elméleti alapjai majdnem minden esetben megtalalhatéak az
el6adasokhoz kapcsolodd jegyzetekben, és ahol ez nem igy van, ott a megoldasok
soran roviden érintjiik az elméletet is.

A példatarban szerepld valamennyi feladat megoldéisa megtalalhato a masodik rész-
ben, és minden feladatcsoportnél részletesen leirasra keriilt, hogy hogyan kell altalé-
ban az adott tipusiu feladatot megoldani. A cél az volt, hogy a példatar hasznalata-
val barki képes legyen egyediil is elsajatitani a megoldasokhoz sziikséges technikakat.
Természetesen azt is fontosnak tartjuk, hogy a példak megoldasaval a mogottiik 1évs
elméletet is sikeriiljon jobban, mélyebben megérteni.

A példatarban az alabbi jeloléseket hasznaltuk:



Bl

(r, )
elm

sign(x)

H m

a nem negativ egész szadmok halmaza

a pozitiv egész szdmok halmaza

az egész szamok halmaza

a racionalis szamok halmaza

a valos szamok halmaza

a komplex szdmok halmaza

a modulo m maradékosztalyok halmaza (1 < m € N)

a modulo m redukalt maradékosztalyok halmaza (1 < m € N)
egy R gytrd f6lotti n X n-es matrixok halmaza (n € N)
(multiplikativ) csoport, gy(lri vagy test egységeleme
4ltaldban primszam

Zm-ben a k-val reprezentalt maradékosztaly (k € Z),

C-ben a k komplex szam konjugaltja

az r abszolut értéki, ¢ szogl komplex szam (0 <r € R, ¢ € R)
az (l,k%’) = (1, 27”)’6 komplex szam,

vagyis a k% sz6ghtz tartozd n-edik komplex egységgytk

1 x>0
az eljelfiiggveny: sign(z) = 0 =0
-1 x<0

2. Bevezetés

az a + by/m alakt szamok halmaza, ahol m négyzetmentes egész szam

(vagyis olyan, 1-t6] kiilonboz6 egész szam, amely egyetlen 1-nél nagyobb

egész szam négyzetével sem oszthatd), és a, b egész szamok



3. Példak

3.1. Polinomok

3.1.1. Polinom — nem polinom

1. Az alabbi szabalyokkal kapcsolatban

o TP

allapitsa meg, hogy melyik definial polinomot;
ha polinom, akkor

— adja meg a fokét;

— firja fel a szokasos polinomalakban.

2 — 7, u— u

Ny — Z, u— u?;

:NO_)Zv fi ::iQ;

:No—Z, fi =53]

, fi =1l (n = j) (n € No);

:NOHZ,fi::{n(eNO)’ i=0

- S S S

ficr-(n—i), i>0"

L
(1-7)

f:NO_)vai:



3. Példak

h. f:No— R, f; :==1-sign(37° — 3*7%);

1 1=0
.. N C i = n .
i. (neN); f:No—C,f; {f,ls(),z>0
(5 " = 1 2” a 27” sz0ghoz tartozo n-edik komplex egységgyék);

1 1=0
j. eN N C, fi:= ( )
Je (n Ji fiNo =G, fi {6( lesg), i>0

(E(n) 1 k‘%’r) a k%“ szOghtz tartozd n-edik komplex egységgyék);

n—1

k. f NOHZ fiI:i"

. 2<meN); f:Ng— Zp, f; =1 (i! az i altal reprezentalt modulo m

maradékosztély);

. . »(0), i=0
m. f:No—7Z f;:= { fior-@(@@), i>0"

fliggvény;
n. f:No—Q, f;:==107"[10'7], ahol m = 3,14.. ;
o. f:Nyp— Ny, fi = |_10i7TJ mod 10, ahol m =3,14..;
p- [:Nog—Z, f;:= LlO’ﬁrJ mod 10, ahol 7 = 3,14.. ;
q. (R tetszoleges egységelemes gyiird az e egységelemmel); f: Ng — R(®),
e e e
0 e e i=20
fi= 00 ¢) 9
fi—1 - fo, >0
r. (R tetszSleges egységelemes gytiri az e egységelemmel); f : Ng — RO,
0 0 e
fii= née nge 8 ’ ZZO,mENO,nQEN;
fi—1- fo, >0

s. (R tetszoleges egységelemes gytirti az e egységelemmel); f : Ng — R®),
0 nie nsge
A= 0 0 nae (n1 € N,ny € Nyn3 € N), fi:= A’
0 0 0

3.1.2. Polinom alakja, konstans polinom, linearis polinom
Adja meg a legegyszeriibb alakban az alabbi polinomokat:

f=22° R =17

f =220+ 12! +32% +02% + 12*, R=Z;

f =22+ 12" + 322 + 02 + 12, R = Zs;

f =029+ 12" 4+ 322 + 02 + 12* + 02°, R = Zs;

f=0z%+ 32" + 322 + 023 + 62%, R = Z3;

f =024+ 32" + 322 4+ 02 + 6%, R = Zs.

mP R T

Melyek konstans, és melyek linearis polinomok az alabbiak koziil:

ahol ¢ : N — N tetszéleges



3.1. Polinomok

m e Ao TP

f =22+ 12! + 322 + 023 + 12 € Z[z];

f =22+ 12! + 322 + 023 + 12 € Zy [2];
f=22%+ 52" + 1022 + 523 + bzt € Zs [z];
f =520 4102 + 1222 + 523 + 52t € Zj5 [z];
f =052+ 102" + 1222 + 422 + 32* € Zy5 [7];
f=5/220 + 27!

3.1.3. Miiveletek polinomokkal
Az alabb megadott polinomokkal és konstanssal hatarozza meg

f+gt
[ =gt
cf-et;
fg-t;
gf-et.

f=3x>+22+4, g=22* 4222+ 52, c= -3, R=1Z;
f=32x>+22+4, g=22"+222+ 52, c= -3, R=Zs;

f=—4x* 4222 + 112, g = —122° + 32° + 22 — 8,
c= -3, R=Zg;

F= (420080 = (12 + VB/20) 2 + 20+ V3
g=—exS —(1+1)

2 3 1 3
f= 32)2+<—31>’
-3 1 4
2 )T\ 4 1 )

~
|
— W
w@ll\) W DN

1+ 2 -2t

F= 3—2i

1—22
—3+1
242 )x—i—( —

)R Cc®.

2—-2
3+1
3

(

-

<< 1

ER NG
(( B ;
-

(3

(=S50 ) o+ 520 (1) i (5)”

23+ 222 +5/22 — /11, ¢ = —7/2, R = C;

x3 € Clz].



10

1 2 3 -2 1 -3 -3 1
=2 1 2 3 ) 3 1 -1 -3
hof=1 3 91 9|t 3 1 1 3 |
2 -3 2 1 -1 3 -3 1
2 -2 -3 1 4 1 4 -2
22 3| 142 4
9=1 3 1 2 2 |* —4 -2 4 -1 |
-1 3 -2 2 2 -4 1 4
30 0 —1
0 3 1 0
_ _ 7@
¢ 0 -1 3 o |F=%
1 0 0 3
2 3 1 3
1. f:<6 2>$2+<6 1),
(2 BN, (14
9=\ -6 2 )7 8 1)
C(_Bz _31)7RZ(52)7
. f=4822+ 122 — 12, g = 302%? —6x + 12, c = —15, R = Zry;
2 3 3 2
k. f_<—1 —1,5)x+<4 ~1,5 )
12 1,2 2
— - ) _R@.
I e G e
L f=3" o2l g=3" qe 2!, c=n, R=C;
m. f=3", elal, g= > im0 e Uyl c=n, R=C.

3.1.4. Polinom foka, f6egyiitthatéja

3. Példak

Az eredménypolinom kiszamitasa nélkiil hatarozza meg az alabbi polinomok

e Osszegének
e kiilonbségének

e szorzatanak

— fokat;
— legkisebb fokii nem nulla egyiitthatés tagjanak fokat;
— fGegylitthatojat.

f=22% 42 +3, g=T2>+5x -3, R=1Z;
f=223—4x+3,g=T2>+5x—3, R=1Zs;
f=22% 42 +3,9g="Tr>+5x -3, R = Zo;
f=2x%—42% g=22%—42° R=17;
f=2x%—42% g=22% -4z, R="7.

o o TP



3.1. Polinomok 11

3.1.5. Maradékos osztas

Allapitsa meg, hogy az alabbi polinomokkal elvégezhets-e a maradékos osztas,
és ahol igen, ott végezze el a miveletet (f-et osztjuk g-vel), tovabba dontse el,
hogy f oszthato-e g-vel.

a. f=223—42+3,9g=T22+52x—-3, R=12;
b. f=722+5x-3,9=22> 42 +3, R=17;
c. f=22%—4x+3,g=T722+5x-3, R=Q;
d. f=223—42+3,9g="722+52 -3, R=17s;
e. f=223—4x+3,9g=4224+52—-3, R=1Zr;
f. f=223—4r+3,g="T22+5x -3, R=Zg;
g. f=4x3—4x+3, g=32%2+5z— 3, R=Zg;
h. f=423—42+3, g=222+52 -3, R = Zg;
i. f=423—22+3,9g=222+52—3, R=Zg;
jo f=423 —4x+3,9g=1222+52 -3, R = Zg;
k. f=2/325-7/82+4/7,9=3/1123+2/92+1/5 R=Q;
l. f=ex?> -3z +sinn/5, g=e*r+7/3, R=R;
m. f=317z*-2/72x+10,121, g = 1,5322 +1/8, R = R;
n. f=3,17z% —2/7x + 10,121, g = 1,532% + ¢/10, R = R;
o. f=0B+2)z*—(2—-3i)x+ (10 +1),
= (2-5i)a® + (3+7i), R = C;
p. f=(3+2V10) 2! - (2-3V10) z + (10 + V/10),
= (3 - V10) 2® + (3+ 7V10), R = Hyp
(Hip = {a+ bv/10](a,b) € Z? });
q. f=(3+2V10)2* — (2 - 3V10) = + (10 + v/10),
g= ( m)x +(3+7\ﬁ)R H;
r. f=6z*—7Tr3-10224+24x—11,g=222+2-3, R=1Z;
s. f=0,9g=5x—-7 R=12Z;
t. f=223-5x+3,9g=0 R=12;
u. f=0,9g=0, R=127;
V. f:6x275x+3,g:2x74,R:Z.

3.1.6. Polinom gyd6kei néhany gyok ismeretében
7. Hatarozza meg az aldbbi polinomok valamennyi gyokét:

a. fe€Rz], deg(f) =13, f-nek a 0 egyszeres, 2/3 és —1/2 + i\/3/2 kétszeres
és 1 + 4 haromszoros gyoke;

b. f= E?:o ajz! € Clz], as #0, aj = as—; és f-nek a 2 kétszeres gyoke;
c. f= Z?:o ajzl € Clz], a5 # 0, a; = —a5_; és f-nek a 2 kétszeres gydke;
d. f= E?:o ajz’ € Clz], és g = Z?:o as—;x? gydkei 1, —1, —1, 3 és 4;



12

:

A S A S R

3. Példak

f:Z?:O (?)25_jatj € C|z];
f=2°+22% + 2% + 622 + 22 +5 € Zr [];
f=2"-1€Cz];

f=2%-1€Z;[z];

f=2"—x€Z[z];

f=2"—x€Clal;
f=a2—2"—2°+1€Cla);
f=2%-32"+32" - 1€ Clz];
f=2%—5z € Zgz].

3.1.7. Polinom meghatarozasa a gyokeibdl
Hatarozza meg azt az f polinomot, amelyre

a.

b.

C.

f € Rlz], deg (f) < 7, a polinom f{egylitthatoja 3, és f-nek a 2 és 3 — ¢
egyszeres, —1 + ¢ kétszeres gyoke;

f € Rjz], deg(f) < 5, f-nek a 3 kétszeres és —2 haromszoros gydke, és
f(0)=2;

f € Riz], deg(f) < 5, f-nek a 3 kétszeres és —2 haromszoros gydke, és
fQ)=2

[ € Rlz], deg(f) <4, f(=2) =2, f(-1) =3, f(0) =4, f(1) =5,
f(2) =6;

f@2)=2

f(2) =2

fE C[‘T}vdeg(f) §3,f(—1—2) :_27f(_1+2) = _1_va(1+l) :3+Zv
f-i=1-i

“o, F(13/2) = 13

f € Zuz], deg(f) <4, f(2) =2, f(5) = =3, f(6) = -1, f(8) = -2,
f9) =1

L f(=2)==2,f(-D)=-1/f(0)=2f(1)=17(2) =2
. f(=2)=-2f(-)=Lf0)=2Ff1)=17F12) =%
ii. f(=2)=2,f(-)=—-4f(0)=1 (1) =22 =-5
iv. f(=2)=0,f(-1)=0,f(0)=0,f(1)=0,f(2)=0;
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3.1. Polinomok 13

r.

feZla], deg(f) =5, f(0)=0,f(1)=0,f(2) =0, f(3) =0, f(4) =0, és

a polinom fGegyiitthatoja 2;

f€Zs[x], deg (f) =5, f(0) =0, f(1) =0, f(2) =0, f(3) =0, f(4) =0,
és a polinom féegyiitthatoja 2;

fEZ[x], deg(f) <3, f(=2) =5, f(1)=-3, f(2) =5, f(4) =2
feZlx], deg(f) <3, f(=2) =5, f(1) = =3, F(4) = 2;

fella, f(=2)=5f(1)==3,f(4) =2

3.1.8. Gyokok és egyiitthaték kapcsolata

A gyokok és egylitthatok kozotti Osszefiiggés alapjan hatarozza meg azt az f

polinomot, amelyre

a.

b.

f € Z|[z], deg (f) = 3, a polinom fGegyiitthatéja —4, harom gyok uy, ug és
Uz, €s urugusz = 5, U + ug + uz = —1 és ujus + uiusz + usguz = 4;

f € Zy [x], deg (f) = 3, a polinom {8egyiitthatoja 3, harom gydk up, us és
Uz, és UrUugUs = —2, uyp + ug +usz = —1 és ujug + ujusz + usuz = —3;

f € Z|z], deg (f) = 3, a polinom féegytitthatéja —4, harom gyok uy, ug és
u3, 6 uguguz =5, up +ug +uz = —1 és ud +ud +ui="7;

f € Z7[x], deg (f) = 3, a polinom {Gegyiitthatoja —4, harom gyodk uq, us és
uz, és up = —2, uguz = 5 és uf + u3 +u3 = 2;

f € Z7[z], deg (f) = 3, a polinom féegyiitthatéja —4, harom gyok uy, ug és
uz, 6s up +us +uz = —1, uf + ud +ui =2 és ud +ui +ul =2

f € Z]x], deg (f) = 3, a polinom fSegylitthatoja 2, harom gyok uq, us és us,
és urugusz = —H, U1 + us + ug = 3 és ujug + uiusz + usuz = 2;

f € Z]z], deg (f) = 3, a polinom féegylitthatoja 3, harom gydk us, us és us,
és U UgUs = D, UU2 + ULU3 + U2u3z = 9 €S u% + u% + ug =T,

feqQlz], f(ur) = f(u2) = f(uz) =0, us +uz +uz =2,

uruz + ugug + uzuy = —5, urusuz = —6;

feQla], f(ur) = f(u2) = f(us) =0, ur + uz2 +uz = 2,

u? +u3 +u3 = 14, uf +uj + ui = 20;

3.1.9. Horner-médszer

Hatarozza meg f (u)-t, g (u)-t, f (w)+g (u)-t, (f +g) (w)-t, f (u) g (u)-t, (fg) (u)-

t, g (u) f (u)-t és (gf) (u)-t, ha f és g az R gytiri feletti polinomok, és u € R.

e o TP

f=3"+22%2 T +2,9g=—-22>+5x—11,u=3, R=127;
f=3x3+222 - Tz +2,9g=-223+522 11, u= -2, R=12;
f=323+222 - Tr+2,9g=-222+52x—-11,u=1/2, R=Q;
f=3234+222 -T2 +2,9g=-222+5x—11,u=1—14i, R=C;
f=02—-i)a®—(T+i)z+ (2+4),
g=(—2+2)2*+(B—i)z—(1+i),u=(1-2i), R=C;
f=3254+222 -T2 +2,9g=—-222+5x—11,u=3, R=Zs;
f=354+222 -T2 +2,9g=—222+5x— 11, u=3, R=Zs;
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h., f=32°4+222—-T2+2,9g=—-223+5x—11,u =3, R=Zg;
i. f=2—-2,9g=2—-3,u=05, R=1Zg;
jo f=2>-2+1,9g=2>+2+1,R=C
i, u=-—1;
ii. u=-1/2+14V3/2;
iii. u=1/2+1iv3/2;
k. f=a2-1,g=2°4+1,u=—-1/24+i/3/2, R=C;
L f=2®-222422—1,g=a+222+2x+1,u=1/2+iV3/2, R= C;
m f=2>-z+1,g=22+z2+1, R=Q®

-

1: 22112;9
: 11 )

n. f::1ﬂ2—2:c—7,g:x2+29c—7,u=<111 ?),R:Q@);

i 0 i 0
o. f at—l—(o _Z.>,g T (0 —i)’R C

. u=

(
(
iii. u:(?
iv. u:(
(

V2/2i V22 )
—V2/2 —/2/2i )’

a b embec det WP Yoy,
b ai —-b —ai

e (3 e (3 ) (5 2o

3.1.10. Maradékos osztas els6foka polinommal és a Horner-
maodszer

11. Hatéarozza meg az alabbi maradékos osztasok hanyadosat és maradékat:
a. f=325+222 -7z +2
i. g=x—-3, R=12Z;
ii. g=2+2,R=17;
ili. g=2-1/2,R=Q;
b. f=334+222-72x+2,g=2—(1-1i),R=C;
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c.
d.

e.
f.

g.
h.

i.

f=2-i)a2®> - (T+i)z+(2+4i),g=2—(1-2i),R=C;
f=3254+222 -T2 +2,g=2—3,
i.

R =17s;
ii. R= Z5;
iii. R = Zg;

f=x—-2,9g=2—-5, R=1Zg;
f=22-2+1,R=C
i. g=x+1;

ii. g=2-(-1/24+iV3/2);
iii. g=x—(1/24iV3/2);

f=2%-1,9g=2-(-1/24iV3/2), R=C;
f=2*—-222+22-1,g9g=2— (1/24+iV3/2), R=C;
f=2/32%—5/4x +1/5, g =z —2/5.

3.1.11. Derivalt helyettesitési értéke

12. Derivalas nélkiil hatarozza meg az alabbi polinomok k-adik derivaltjanak helyet-
tesitési értékét a megadott pontokban:

a.
b.

¢]

d.

€.

f=3x"+222 Tz +2,u=3, k=1 R=17;
f=3"4+222 -T2 +2,u=3, k=2 R=Zy
f=325+222 T +2,u=3, k=3 R="12Zs;
f=32°-T23+5x -8, u=-2 k=4, R=Q;
f=>525—112°% 4+ 62* +22%2 - 31lx + 17, u = -7, k=4, R = Z>.

3.1.12. Polinomfiiggvények véges testek felett
13. Igazolja, hogy

a.
b.

C.

Z,, t616tt az xP-hez és z-hez tartozé polinomfiiggvény azonos;

a g-elemi test f0lott az x9-hoz és x-hez tartozé polinomfliggvény azonos;
Z, 16tt az f € Z, [x]-hez és az f+g- (2P — x)-hez tartozo6 polinomfiiggveény
azonos, ahol g tetszéleges Z,, f6l6tti polinom;

a g-elemd K test folott az f € Zp [x]-hez és az f + ¢ - (29 — x)-hez tartozo
polinomfiliggvény azonos, ahol g tetszéleges K {6l6tti polinom;

Z,, f6l6tt pontosan p? kiilénb6z6 egyhatarozatlant polinomfiiggvény van;

a g-elemi test f6l6tt pontosan ¢? kiillonbo6z6 egyhatarozatlant polinomfiigg-
vény van;

megadhaté egy bijekcié a Z,, f616tti legfeljebb p—1-edfokt polinomokhoz tar-
tozd polinomfiiggvények és a Z,-t 6Snmagaba képezs egyvaltozos fiiggvények
kozott;

megadhaté egy bijekcid a g-elemii K test folotti legfeljebb g — 1-edfoku poli-
nomokhoz tartozo polinomfiiggvények és a K-t Gnmagéaba képezs egyvéltozos
fliggvények kozott;
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14.

15.

16.

3. Példak

a Z, 6lotti f polinom Z,-beli gydkeinek halmaza azonos f mod (zP — x)
gyokeinek halmazaval;

a g-elemii K test f6lotti f polinom K-beli gyokeinek halmaza azonos f mod
(27 — z) gySkeinek halmazaval;

a Z, folotti f polinom Z,-beli nem nulla gyokeinek halmaza azonos f mod
(zP~! — 1) gydkeinek halmazéval;

a g-elemi K test folotti f polinom K-beli nem nulla gyokeinek halmaza
azonos f mod (297! — e) gydkeinek halmazéval;

a Z, flotti f = 1" a;a’ polinom Zj,-beli nem nulla gydkeinek halmaza
azonos a g = Z?:o a;zt Mod (?=1) polinom Z,-beli nem nulla gyokeinek hal-
mazéaval;

a g-elemii K test folotti f polinom K-beli nem nulla gyokeinek halmaza
azonos a g = y_ ., a;zt md (4=1) polinom K-beli nem nulla gyokeinek hal-
mazéaval;

a Z, folotti f polinom Z,-beli gytkeinek halmaza azonos d = (f, 2P — x)
gyokeinek halmazaval;

a g-elemid K test folotti f polinom K-beli gyokeinek halmaza azonos d =
(f,x? — x) gyokeinek halmazaval;

a Z, folotti f polinom Z,-beli nem nulla gyokeinek halmaza azonos d =
(f,xP~ — 1) gydkeinek halmazaval;

a g-elemid K test folotti f polinom K-beli nem nulla gyokeinek halmaza
azonos d = (f, it — e) gyokeinek halmazaval.

3.1.13. Polinom derivaltja

Hatarozza meg az alabbi polinom derivaltjat.

a. f=32"-5224+22+7 R=17;

b. f=32"—-522+22+7, R=Z3;

c. f=32"-5224+22+7, R=12Zr;

d. f=32"-522+22+7, R=Q;

e. f=(x—3)", m egy porzitiv egész szam, R = Z;

f. f=(x—3)", m egy pozitiv egész szam, R = Zs;

g f=Y1axP, R=12,;

h. f=Y" a2 R=1Z.

Lehet-e

a. egy legalabb elséfoki polinom derivaltja a nullpolinom;
b. egy 1 < n-edfokd polinom derivaltja legfeljebb n — 2-foku?

I3.1.14. Legnagyobb k6z6s oszt6 és linearis kombinacids el6al-
itasa

Hatarozza meg az aldbbi polinomok legnagyobb kozds osztdjat, és a legnagyobb
k6z0s osztot irja fel a megadott két polinom lineédris kombinéciojaként.
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17.

® - 0 Ao T p

~oe

o5 B ~

i

f=3z4—2224+52x+3,g=223-22 -3, R=Q;
f=3z*—222+52+3,9g=22% 22 -3, R=127r;

f=3x*—222 +52+3,9g=22% 22 -3, R=17;
f=3z%*—2224+5x+3,9g=22>—22x -3, R=Zs;

f=3z*—222 +52+3,9g=22% 22 -3, R=12Zy;

f=3x*—222 +52+3,9g=22% 223, R=1Zs;

f=06—dz* - (1+3i)a® + (=2 +4i)2® + (5 — bi)z — (7 + 1),
g=(4-3i)x®-522+ (3—i)z — (3 —1i), R=C;

f=1/22* — 3/223 + 25/922 — 26/9x — 4/3, g = 223 — 19/32% + 11/3z + 2,
R=Q;

f =3z —22% + 52 +3, g =423 + 2522 — 152 — 9, R = Zs;
f=4da*—122% - 322 + 182+ 9, g = 222 — 32 — 3, R = Zs;

f=—42* + 923 4+ 422 — 202 + 16, g = —142° + 102* — 1223 + 822 + 122 — 8,
R = Z;

f =5z —10x* +32% — 522 + 10z — 3, g = 42* +32° — 42— 3, R=Q;
f =525 —10x* + 32> — 522 +10x — 3, g = 4az* + 323 — 42 — 3, R = Zs;
f =5z —10x* +32% — 522 + 102 — 3, g = 4x* + 32° — 4o — 3, R = Zr;
f =528 — 102% — 72* + 2023 — 22 — 10z + 3,
g=42°+32* — 823 — 622+ 42 +3, R=Q;

f =5x% — 102° — 72* +202% — 22 — 10z + 3,

g = 425 4 32* — 822 — 622 + 42 + 3, R = Zs;

f =525 —-102° — 72* + 2023 — 22 — 102 + 3,
g=4x°+32* — 82> — 622 +4x+3, R=12Zr.

A gyokok meghatérozasa nélkiil dontse el, hogy van-e kézos gyoke az alabbi
polinomoknak, és ha lehet, akkor hatarozza is meg a kozos gyokoket (illetve
azokat a kozos gyokoket, amelyek meghatarozhatoak).

R -0 0 TP

f=3z*—222+52x+3,9g=22>-22 -3 R=Q;
f=3z*—222 +52+3,9g=22% 223, R=17Zr;
f=3z*—2224+52+3,9g=223-22 -3, R=Z11;
f=3z*—222 +52+3,9g=22% 223, R=17s;
f=3x*—222 +52+3,9g=22% 22— 3, R=1Zy;
f=3z*—222+52+3,9g=2x% 22 -3, R=1Zs;
f=0B—=iz*—(1+3i)2®+ (-2 +4i)a® + (5 — 5i)z — (7T +1),
g=(4-3i)23 52>+ (3—i)x — (3—1i), R=C;

f=1/22% - 3/22% + 25/92% — 26 /92 — 4/3, g = 223 — 19/322 + 11/3z + 2,
R=Q;

f =3z —22% + 52 +3, g =423 + 252% — 150 — 9, R = Zs;
f=dz* —122% — 322 + 18249, g = 222 — 3z — 3, R = Zs;
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18.

19.

20.

o p E ~

P

q.

3. Példak

f = —4z* + 923 + 422 — 202 + 16, g = —142° + 102* — 1223 + 822 + 122 — 8,
R =Z7;

f =5z —102* + 323 — 522 + 102 — 3, g = 4a* +32° — 42— 3, R=Q;
f=>5x5—102* + 323 — 522 + 102 — 3, g =4z* + 323 — 42 — 3, R = Zs;
f=5x>—102* +32% — 522 + 100 — 3, g = 4a* + 32° —4a — 3, R=Zr;
f=5x% — 102® — 72* + 2023 — 22 — 10z + 3,
g=42"+32* — 823 — 622+ 42 +3, R=Q;

f =525 —-102° — 72* + 202> — 2% — 10z + 3,

g =4x° 4+ 32* — 823 — 622 + 42 + 3, R = Zs;

f=5x% —102% — 72* + 2023 — 22 — 10z + 3,
g=4x"+32* — 82> — 622 +4x+3, R=Zr;

3.1.15. Tobbsz6ros gyok

A gyokok meghatarozasa nélkiil dontse el, hogy van-e t6bbszoros gyoke az alabbi
polinomoknak, és ha lehet, akkor hatarozza meg a t&bbszords gyokdket.

PR =m0 e T8

f=2x% +72* — 323 — 2622 —4x + 24, R= Q;
f=22*+23-822—2+6, R=Q;
f=2z*4+23-822—2+6, R=1Zs;
f=22%+423 + 322 + 42 + 2, R = Zs;
f=2x%+42% + 322+ 42+ 2, R = Z;
fr=ab+at+ 203+ 2?2 + 2+ 2, R=Zs;
f=a8+a2" + 20 + 25+ 2% + 223 4 22 + 2, R = Z3;
f=2+32°+1, R=1Zs.

3.1.16. Racionalis egyiitthatés polinom racionalis gydkei
Hatarozza meg az alabbi polinomok racionéalis gydkeit.

e I

f.

f=2/32%+1/22% — 2t — 3/22% — 1/22% + x + 5/6;

f=2/325—-10/925 — 2/32* + 4/923 + 10/922 + 2/3x — 10/9;

f=2/32% —7/1825 — 34/272* — 56/27x3 — 1/922 + 245/54x + 25/9;
f=32"—22* + 422 + 2 - T,

f = 5/2219 — 15/22% — 365/322% + 295/3227 + 385/8z5 + 1275/162° +
675/322* — 1485/322% — 405/1622;

f = 32%-23/427 1125445 /42533 /4x* —333 /82 —39/42>+135 /82427 /4.

3.1.17. Polinom felbontasa

Dontse el az alabbi polinomokrél, hogy felbonthatéak-e a megadott gytiri f5l6tt,
és ha lehet, bontsa is fel a polinomot.

a.

b.

f=2/32° +1/225 — 2* — 3/22% —1/222 + 2+ 5/6; R = Q,R, C;
£ =2/325 — 10/925 — 2/30* + 4/92° + 10/922 + 2/3z — 10/9;
R=QR,C;
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F =2/325 — 7/1825 — 34/2T2* — 56/272° — 1/92% + 245/54z + 25/9; R =
QR,C;

f=32"-22* +42°4+2 -7, R=Q,R,C;

f = 5/22'9 — 15/22° — 365/322® + 295/3227 + 385/8z5 + 1275/162° +
675/322% — 1485/322° — 405/162%; R = Q,R, C;

f=328-23/42" - 1125445 /425 —33 /42* —333 /823 —39 /422 +135 /8x+27/4;;
R=Q,R,C;

f=32%+ 42" — 525 — 22/32° — 2/32* +2/32% + 4/3x; R = Q,R, C;
f=ab+z*+23+22+2+1;, R=Q,R,C;

f=1222 -8r+9; R=Q,R,C;

sr s rr s sr o s

3.1.18. Gyiirii és a gyiirii folotti polinomgyiirii kapcsolata

21. a.

b.

Legyen R gytrt. Mutassa meg, hogy ha R [z] legalabb két elemet tartalmazo
euklideszi gytrd, akkor R test.

Legyen R legalabb kételemt integritasi tartomany. Mutassa meg, hogy R és
R [x] karakterisztikdja azonos.

3.1.19. Helyettesitési érték
22. Hatarozza meg az f («) helyettesitési értékeket:

a.

b.

f=22343z - 7€ Z|x]
i. a=25;

ii. a=5/2;

ii. o =25;

iv. a=1/3;

v, a=3;

vi. a=2n/3;

vii. a=3—2i;
viii. « = 3+ 2i;

ix. a=(2,21/3);

x. a=(2,-27/3);
f=-T2*+32>+2 € Z[z]
i. a=1/3;

ii. a=3;

iv. a=(1/2,27/3);
f=2*+x+1€Zlx]
i. a=(1,7/3);

=(1,-7/3);

iii. a=(1,27/3);

= (1,-2n/3);

=

iii. a=(1/2,-2n/3);

ii.

iv.
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23.

®

f=a?—z+1€Zz]
i. a=(1,7/3);

ii. a=(1,-7/3);
ii. a=(1,27/3);
iv. a=(1,-27/3);

f=0—i)a*+ (—2+3i)z+ (4—2i) € C[z]
i. a=2+71;
. a=2-—1;
f=0+d)2%+ (-2-3i)z+ (4+2i) € Clz]
. a=2+71;

. a=2-—1;

(A () emn

1 1
(2)
2 -3 €Z [.%‘],

0 3 2 -1
_ (2) _ .
g x+(_2 4>6Z [x], (_2 5 >,

3. Példak

hasonlitsa 6ssze ezt az eredményt az el6z6 pont eredményével, és magyarazza

meg, amit tapasztal;

f=a"—2%-522+32-2€Cz],a=

o o= O
o= O o

f=Ygair’ € R[z], = A € R,

0<i<nAO<j<n:A;=0i—1,e—0n_1;a (A az [ kisérémdtriza).

3.1.20. Polinom és derivaltja tobbsz6ros gydkei

Hatarozza meg, hogy u hanyszoros gyoke f-nek és f derivaltjanak.

o
.

FR =0 &0 Tp

f=2>-1,u=1 R=127;
f=22-1,u=1, R=1Z3;
f=22-1,u=1, R=1Zy;
f=2*-2224+1,u=1, R=12;
f=2*-2224+1,u=1, R=Zs;
f=a*—2224+1,u=1, R=Zy;
f=(z—uw'g g(w)£0, R=2;
= x—ukg,g(u)#O/\ka,R:ZP;

f=(x—u)
f=(@—u)"g, g(u)#0, R=1Zy;
f=@—-uw"g?+(x—wh g £0#hu) Aptl,

R=17,.



4. Megoldasok

4.1. Polinomok

4.1.1. Polinom — nem polinom

1. A polinom a nem negativ egész szamok halmazanak egy gytrtbe valoé olyan
leképezése, ahol csak véges sok elem képe nem nulla. A nullpolinomban minden tag
0, ennek a polinomnak nincs foka, egyébként a legnagyobb indexd nem 0 tag indexe
a polinom foka.

1.a./ Nem polinom, mert nem Ny az értelmezési tartomany.

1.b.] Nem polinom, mert a nem 0 tagok szdma nem véges (tuduiillik csak a
0-indexti tag 0).

1.c. Nem polinom, mert a nem 0 tagok szdma nem véges (tudniillik csak a 0-
indext tag 0). A feladat azonos [1.b.-vel, csak a sorozat elemeinek a jeldlése mas.
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1.d.
fo= _3*8_ = _?_ =20
fi= _3*(1)_ = _22*0_ =10
fz= _;g_ = _2552_ =2
fi< ;‘5) - 2*(2) —0,hai>5

tehat f =204 10z + 522 + 22> + 24, deg f = 4.
1.e.

0
Jfo= H n—j)

i—1

fi:H(n_j): H(n_J) (n—i)=fic1-(n—i),had<i<n
fn:fnl (n_n) 0
i

fi=fic1-(n—i)=0-(n—14)=0,han<i
tehat
= 0, n=20
Z?:_Ol(n#!_i)!mi? n>0 degf=n-—1
mert
: - | J n!
fi:]:[ n—j) H] ngll.:( _1'__)',haO<i<n
7=0 Jj=n—1t ] 1 J n v

1.f.1.e. megoldasabdl latszik, hogy ez a feladat azonos az elézdvel, csupan mas-
ként irtuk fel a sorozat elemeit.

it+1
1.g. Z+1 < 1,hai>0,igy 7 > 0, esetén (1 Z+1> > 0, és akkor ( _24%1)

is nagyobb 0-nil, vagyis a sorozatnak csupan a 0-indext tagja 0, a sorozatban a nem

0 tagok szdma nem véges, ezért ez nem polinomot, definial.

1.h.

Ha

Ogi 7akk0r32l>327—35tehat35 3271 < 0,68 f; =
181gn(35

) =1-(1) =2
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hai =7, akkor 37° —3277=3"5-375=0,és fr=1-sign(0) =1

i > 7 esetén 3277 < 3277 = 375 azaz 37° — 3277 > 0, és ebben az esetben
fi = 1—sign(37° = 327") =1 —1 =0, tehat

f=a"42254+22° + 22% + 223 + 222 + 22 + 2
Lil|fol =1, ‘egn)‘ =1, és ha |fi—1| = 1, akkor ’fi_1| =1 (a feliilhizas most a

komplex konjugalast jeloli), igy

fiflgln)

|fil =

= ’fiﬂ‘ ‘sﬁ”)’ =1-1=1
tehat f; # 0, a sorozat valamennyi egyiitthat6ja kiilonbozik null4tél, a sorozatban a
nem 0 tagok szdma nem véges, ezért ez nem polinomot definial.

13

eV, =P =112 = () = oY
fi=1-1-1=0
for=1= fort1=1-1-1=0
fori1=0= fopro=1-0-1=1

vagyis a sorozat minden paros indexd tagja 1, a sorozatban a nem 0 tagok szama
nem véges, ezért ez nem polinomot definial.

1.k.
0l=1+#0
i'Z20Ni+1#0=(i+1)!=4-(i4+1)#0,hai>0
a sorozat minden tagja kiilénbozik nullatél, a sorozatban a nem 0 tagok szdma nem
véges, ezért ez nem polinomot definiél.

1.1. Z,,-ben (a k-val reprezentalt maradékosztalyt k-sal jelslve) m = 0, igy

m-+k
frosk=(m+k)!=m-1l-m- [ i=0
i=m—+1

tehat i > m-re f; = 0, a sorozat polinomot definidl. Ha m kanonikus felbontésa
m = Hle p;*, ahol a p;-k paronként kiilonb6z8 primszamok, akkor a polinom foka

m k
deg f =min{ k€ NT V(1<i<s):2{,J >r; p—1
J
j=1 LPi
és pontosan m— 1, ha m primszam. Ekkor f = (m — 1)la™ 1+ ..+ 21 +1 (egyébként
ha m primszam, akkor Wilson tétele szerint (m — 1)! = m — 1, tovabba (4 — 1)! = 2,

és 2-nél nagyobb Osszetett m esetén (m — 1)! = 0).
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1.m. Ha 0 ¢ Im ¢, akkor V (i € Ng)-ra ¢ (i) # 0, igy f; = H;‘:o ©(j) #0,a0-
tol kiilonbo6z6 tagok szama nem véges, ezért ez nem polinomot definidl. Amennyiben

¢(0) = 0, akkor V(i € No)-ra fi = [[;_o0(j) = ¢ (0[]0 (j) =0, és [ a
nullpolinom. Végiil ha 0 € Im ¢, és min {k € N |¢ gk) =0} =1>0,akkor 0 <i<
Lre f; = TTj—o% (4) # 0, mig i > Lesetén f; = [[Zg % (4) - 0 (1) - [Tjips 9 (4) = 0,
tehat f polinom, deg f=1—1, és f = Zi;é im0 (4) 2.

1.n. Tetszoleges valos a és b szamra |a] + |b] < a+b, ezért |a] + [b] < [a + b,
igy [10"'7| > 10 [10'7], és

fi-i- B 10—(i+1) L10i+1wJ
fi — 107¢|10ir]

a sorozat monoton né. Mivel fo = |7| = 3 > 0, ezért az elébbi eredmény azt
jelenti, hogy a sorozat minden tagja pozitiv, a sorozat minden tagja kiilénboézik
nullatél, a sorozatban a nem 0 tagok szadma nem véges, ezért ez nem polinomot
definial. (Egyébként a sorozat i-edik eleme a 7 elsS 7 + 1 jegyébdl 4llo szam, amely
természetesen mindig pozitiv.)

1.0. f; := Ll()iﬂ a mels6 i + 1 jegyébdl all6 egész szam, és ezt tizzel osztva
ennek a jobb szélsé jegyét, azaz 7 i + 1-edik jegyét kapjuk. Mivel 7 irracionalis, ezért
barmilyen nagy indexd tag utan van nem 0 tag, igy a nem 0 tagok szdma nem véges,
a sorozat nem polinomot definiél.

1.p. Most f; := LlOiﬂ'J mod 10 a 7 tizedestort felirasanak elsé i jegyébdl allo
egész szam. Ez a sorozat monoton nd, és f1 = 1 > 0, ezért a sorozat minden tagja
pozitiv, a sorozat minden tagja kiilonbozik nullatol, a sorozatban a nem 0 tagok
szdma nem véges, ezért ez nem polinomot definial.

1.q.
e e e e (0+1)e We
o= 0 e e |=|0 e (0+1)e ;
0 0 e 0 0 e
és ha , 4
e (i+1)e 7(”1)2(”2)6
Ji=1 0 e (i+1)e )
0 0 e
akkor
e (i+1)e 7(i+1)2(i+2)e e e
fit1 = 0 e (i+1)e 0 e e
0 0 e 0 0
e (1+2)e We
=| 0 e (i+2)e

0 0 e
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A matrix fatlojaban 4ll6 elemek nem nullék, igy a matrix sem a nullmétrix, tehat
a sorozat valamennyi eleme null4tol kiilénb6z6, a sorozatban a nem 0 tagok szama
nem véges, ezért ez nem polinomot definiél.

0 0 e
Lrlfo:=| nie 0 0 |,ésnémiszamolassal azt kapjuk, hogy
0 noe O
0 nage 0
= 0 0 mnie
ninse 0 0

e 0 0
f2 = MNning 0 e O
0 0 e

és fapa = (nlng)k f1, ahol k € Ng és | € {0,1,2}. Ha valamilyen pozitiv egész m-re
me = 0, és n a legkisebb ilyen tulajdonsigu egész szam, tovabbi nine oszthatd az
n valamennyi primtényez&jével, akkor elegendSen nagy k esetén (nlng)k oszthato
n-nel, és akkor ninge minden k-nal nagyobb kitevGs hatvanya is oszthato n-nel, tehat
innen kezdve a sorozat minden tagja biztosan 0, a sorozat polinomot hataroz meg.
Ha a legkisebb ilyen kitevs k', akkor a polinom foka k&’ — 1 haromszorosa, vagy ennél
kettével nagyobb. Amennyiben viszont pozitiv egész m-mel me soha nem nulla,
vagy n-nek van olyan primtényezGje, amely nem osztéja mine-nek, akkor (nlng)k
semmilyen pozitiv egész k esetén nem oszthatoé n-nel, és igy a matrix semmilyen i
index esetén nem lesz a nullmatrix, a sorozatban a nem 0 tagok szdma nem véges,
ezért ez nem polinomot definial.

1.s.

fo=A"=1

fi=A'=A
0 0 mninge

fo=A%2=10 0 0
00 0
00 0

fs=A3=10 0 0 | =0
00 0

fari=A3A"=0-A"=0

igy a sorozat polinomot definial, és a polinom foka legfeljebb 2. Amennyiben e rendje

a gyuri additiv csoportjaban véges, akkor ha ni, no és ng mindegyike oszthaté ezzel

a renddel, akkor a polinom nulladfokd, azaz egy nem nulla konstans polinom, f =1

ellenkez& esetben ha nyno az el6bbi rend t6bbszérdse, akkor a polinom els6foki, tehat
0 mnie nge

linearis, f = 0 0 nge | z+1Tegyébként a polinom pontosan mésodfoki.
0 0 0
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0 0 mnyinge 0 nie nge
Ebben az esetben f=| 0 0 0 2241 0 0 mnee |z+L
0 0 0 0 0 0

4.1.2. Polinom alakja, konstans polinom, linearis polinom

2.] A polinomban a nulla-egyiitthatos tagot nem irjuk ki, kivéve a nullpolinomot,
a konstans tagnél nem irjuk ki az z°-t, az egységelemet mint egyiitthatot csak a
konstans tagban irjuk ki, és #'-ben nem irjuk ki a kitevét.

2.a.lf=2

2.b. f=2*+322+2+2
2.l f=xt+2+2

2.d. f=a*+z
2.elf=0

2.f] f = 62* + 322 + 3z

3./ Egy polinom akkor és csak akkor konstans, ha legfeljebb a 0-indexii tagjanak
egyitthat6ja nem 0, és pontosan akkor lineéris, ha az 1-nél nagyobb indexekre vala-
mennyi egyiitthatéja 0 (tehat egy konstans polinom egyben linearis is, de visszafelé
altalaban ez nem igaz).

3.a. f = 2* + 322 + = + 2, példaul a negyedfokn tag egyiitthat6ja nem 0, a
polinom nem lineéris, és igy nem is konstans.

3.b.) f = 2* + 22 + 2, példaul a negyedfoki tag egyiitthatéja nem 0, a polinom
nem linedris, és igy nem is konstans.

3.c. f = 2, tehat a polinom konstans polinom, és igy lineéris is.

3.d. f = 222, a masodfoku tag egyiitthatdja nem 0, a polinom nem lineéris, és
igy nem is konstans.

3.e.l f = 3z* + 42% + 10z + 5, példaul a negyedfoku tag egyiitthat6ja nem 0, a
polinom nem lineéris, és igy nem is konstans.

. j 2j .
3.fle = Z;’io% és D2, (1) (%w (%) 7= cosF =0,igy f=2mx+3,f
linearis, de nem konstans polinom.

4.1.3. Miiveletek polinomokkal

4.] Osszeadasnal és kivonasnal a kisebb fokszamu polinomot megfelels szamt nulla-
egylitthatos taggal kiegészitve, és figyelembe véve a ki nem irt tagokat is, az azonos
kitev6hoz tartozd egyiitthatok Osszege illetve kiilonbsége lesz az eredménypolinom
megfelel§ tagjanak egyiitthatoja:
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Konstanssal valé szorzésnal egyszertien megszorozzuk a polinom valamennyi egyiitt-

hatojat a konstanssal:
ny

cZa ' = Z (ca;) z*
=0
A polinomok szorzasanal kihasznaljuk, hogy a polinom az egyes kitev6hoz tartozo
tagjainak mint egytagd polinomoknak az Gsszege, a polinomok Gsszeadasa kommu-
tativ és asszociativ, és a szorzéas disztributiv az Gsszeadasra nézve, igy kiilon-kiilon
szorozhatjuk az egyik polinom valamennyi tagjat a mésik polinom mindenegyes tag-
javal, és uténa az azonos kitevéhéz tartozc') tagokat 6sszev0nhatjuk. Ez ugyanazt az

ny n nytng 7
Zaw be —ZJZQ aib;) 't = fz Z(ajbi,j) !
i=0 j=0 i=0 \j=0

Az alabbiakban a felesleges nulldkat nem irjuk ki.

4.a.

f—|—g:(3x3+2x+4)+(2x4+2x2+5x)
=20 +32° + 22+ (2+5) 2 +4=22" +32° +22° + Tx + 4

f—g= (3x3+2x+4)—(2x4+2x2+5x)
=(=2)2* + 323+ (-2)2? + (2—-5)x +4 = —22* + 323 — 222 — 3z + 4

cf =(-3)(32° + 22 +4) =
=((=3)-3)2® + ((—=3) - 2)x + ((=3) - 4) = —92° — 6z — 12

fg= (337 + 2z + 4) (2954 + 222 + 595)
= (32% - 22%) + (32® - 22%) + (32° - 52) + (22 - 22%)
+ (27 22%) + (22 - 5z) + (4 22*) + (4-22°) + (4 - 52)
= 62" 4 62° + 152* + 42° + 423 + 1022 + 8z* + 822 + 20z
=627 + 1025 4 232 + 423 + 1822 + 20z.

fg= (3x3+2x—|—4) (2x4+2x2+5x)
=@4-5)r+(2-5+4-2)2*+(2-2)2* +(3-5+4-2)a*
+(3-2+2-2)2°+(3-2)2"
= 62" + 1025 + 232* + 423 + 1822 + 20z



28 4. Megolddsok

a szorzas két kiszamitasa azonos eredményt ad.

gf = (22" + 22° + 5z) (32° + 22 + 4)
=(5-4z+(2-4+5- 2)x2+(2-2)x3+(2~4+5-3)x4
+(2-2+2-3)2° +(2-3)27

= 62" + 102° + 232* + 42> + 1822 + 20z

Lathato, hogy fg = gf, ami kivetkezik abbol, hogy Z kommutativ gytrd.
4.b.

f+g:(3x3+2x+4)+(2x4+2x2+5m)
= (3z3+2x+4)+(2x4+2x2) =2 +32% + 222 + 22 + 4

f—g:(3x3+2x+4)—(2x4+2z2+5x)
= (32% + 22 +4) — (22" + 227) = (-2)2* + 32% + (—-2)2? + 22 + 4
=3z +32% + 327 + 22+ 4

cf =(=3)(32° + 22 +4) =
=2-3)2+(2-2)x+(2-4) =23 +4x+3
fg= (3x +2x+4) (2x + 222 —|—5x)

:(3:E +2x+4)(2x +2:c)

= (32° - 22%) + (32° - 22°) + (22 - 22%)

+(2x~2x)+(4 2x)+(4 2302)

=z 4+ 25 4+ 425 + 423 + 32t + 322

=27 4 32* + 42® + 322

fg= (32" + 2z +4) (22" + 22° + 52)
= (32% 4 2z + 4) (22" + 22?)
=(4-2)2%+(2-2)2% + (4-2) 2!
+(3-24+2-2)2°4(3-2)2"
= 62" + 102° + 232* + 42® + 1822
=27 + 3% + 423 + 322

a szorzdas két kiszamitasa azonos eredményt ad.

Mivel Z5 kommutativ gytird, ezért gf = fg.
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4.c.

f+g=(—42" +22° + 11z) + (—122° + 32° + 22 — 8)
= (22" + 22 + 5z) + (32° + 22 4 4)
=22 4+ 323 + 222 + (2+5)x +4
=22 + 323 + 222 + Tz + 4
=22 + 323+ 222 + x4+ 4

f—g=(—42" +22° + 11z) — (—122° + 32° + 22 — 8)
= (22" +22° + 5z) — (32° + 22 + 4)
=22" —32° +22° + (5 -2)x — 4
=22 — 323 + 222+ 3z — 4
= 22" + 32° + 227 + 3z + 2

cf = (=3) (—4a" +22° + 11z)
=3 (22" + 222 +52) = (3-2)2* + (3-2)2® + (3-5) =
= 62" + 62% + 150 = 3z

Megjegyzés: A fenti példaban egy negyedfoki polinomot egy nem nulla
konstanssal szorozva az eredmény egy elséfokn, tehat az eredetinél ala-
csonyabbfokil polinom. Ennek az az oka, hogy Zg nem nullosztémentes, és —3
nulloszté ebben a gytriben, amelynek a 2 nullosztéparja.

fg = (—4z* + 227 + 11z) (—122° + 32° + 22 — 8)
22 + 22° 4 5z) (32® + 22 + 4)

274 . 3x3) + (23:4 . Zac) + (2954 . 4)

(227 - 32°) + (22 - 2z) + (227 - 4)

(52 - 32%) + (52 - 22) + (5z - 4)

= 627 + 42° + 8z* + 62° + 423 + 822

+ 15z* 4+ 1022 + 20z

= 4a® + 5z* + 423 + 22

Il
—~~

Megjegyzés: Most egy negyedfoki és egy harmadfoka polinom szorzata
nem hetedfoki, hanem csupan 6todfoki, ismét azért, mert az alapgylrd nem
nullosztémentes, és a két f6egyiitthaté nullosztopért alkot.
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Mivel Zg kommutativ, ezért gf = fg. Ellen6rzésképpen gf-et a szorzas definici-
6jat alkalmazva hatarozzuk meg:

gf = ( 12x5+3x3+2x—8) (—4x4+2x2+11x)

= (32% + 22 + 4) (22" + 227 + 5z)
=@-5)az+(2-5+4-2)2* +(2-2)2% +(3-5+4-2)z*
+(3-24+2-2)2°+(3-2) 2"

= 62" + 1025 + 2321 + 423 4 1822 + 20z

= 42° 4+ 5zt + 42 + 22

4.d.

2!

o |

f+g= ((4+2z’)x3— (—1+‘/§‘> x2+2m+\"’/§>

5
+(—esc -1+ +2x2+2x—\/11>
= (-

e)a® + ((4+2i) — (1414)) 3
+ ((;é%) +2> x2+(2+2)a:+(\3f\ﬁ)

ex5+(3+i)$3+<;\/§>x - :z:+(f f)

2
f—-g= <(4+2i)x3— (—

5
_<_ex — (1 +1i)2® + 227 +2x—m>
=ex® + ((4+2i) + (1 +1i)2®

+<<;\é§z) 2>x2+<22>x+(€/§+ﬁ)

5 1
=ex® + (54 3i) 2> — <2+\g§i)x22x+(\3/§+\/ﬁ)

2

N =

+\/§'>x2+2x+\3/§>

cf = (-g) ((4+ 2i) 2 — (—; + \égz> 2 20+ \3/§>

=—(2+1i)m2® - (1—\/§i> %xQ—mv—éw
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fg= ((4+2i)x3— <_;+\g§z’>x2+2x+\‘7§>

X (—eac5 - (1+i)x3+2x2+2x—\/ﬁ>
(4+2i) 2% (—ea®)) + (4 +2i)2® - (= (L +14)2?))
+((4+2i) 2 22%) + ((4 +2i) 2’ Zx) +(@+20)2* - (-v1D))

ila?- (ez5)>

5
w
0
[q]
8
(o3}
SN—
N—
+
/N
5
w
0
g
_|_
'
N~—
8
w
SN—
N—
+
/N
5
w
[\~
8
v}
N—

2i) x® + (=2 — 6i) 2% + (8 + 4i) 2°

1
+(1O+5i)az4\/ﬁ(4+2i)x3+e<2+\g§i> z’

+<<;\g§>+<;+\g§>i>m5+<1\/§i>x4

+<5 5\[>x3+< \/ﬁ+\/§'>x2

4
—2ea® — (2 4+ 2i) 2* + 42 + 52% — 2V/11z — eV/32°
3 N 3 3 2 5% 3
— V31 410) 2 +2V3z JrTxf\/ﬁ\/?j

= —2¢(2+41)28 +e< L ?)x —2((1+e€)+3i)a"

(501 5)) o690

+<<241—4W—\‘°’/§)—<2\/ﬁ 5\f+f> )

+<<5—‘/ﬁ+2€’/§> —&-\/@i)af—i— (—

2 2

: 5\2/§>x—\/ﬁ€’/§
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<4+2@ )z —(——l—z)x +2x+\[>

5
—ex® — (1 +i)2® + 222 —|—2x \/11)

- (- m))+( (~vi1) + 5. )

(
(
(2 L
+(4+2z (~vii) ( (—;Mfi)-;>+2-2+\“/§.(—(1+i))>m3
ot
v i

X

_|_

\/§z> .2> +2.(—(1+¢))> zt
(44 2i) - < i

(70 69))-
Vo [ (oI
(o4 (3-vB) i) +<_(m+%+@i )

+<<5—\/2ﬁ+2\3/§>+\/§73i>x2+ <—2x/ﬁ+5\;/§>x—\/ﬁ3/§

Mivel C kommutativ gytrd, ezért gf = fg.

o= (5 5)e e (5 0)) (05 5) (4 1)
S(55)e (35 ) (5 1)+ ()
(5 3) (3 F) (50
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o= (1) (5 3)= (L))
:(—97 g>x2+<—68 2)

(5 2)2 (L 008 3) (A7)
(L)L) (L))
(A=) )

:(103 103)“’”(—1(1) —1110>x2+(£a 131>x+(—171 —il)

= ((3 7 ) (L)) (% 3) (5 1))
(A5 )G )5 T)s
(A3 e 7 (3 D)

(103 103)353*(:}(1) —1110>I2+(E% 131)I+(_—171 —711>

Megjegyzés: Jollehet Z(?) nem kommutativ (a matrixok szorzasa altaldban semmi-
lyen gytrd f6l6tti matrixok esetén nem kommutativ), most mégis azonos eredményt
kaptunk a tényez6k kiilonb6z6 sorrendje esetén. Ennek oka, hogy a megadott matri-
xok specialisak: a f6atloban 4116 két elem azonos, mig a mellékatloban allo két elem
egymés ellentettje. Konnyd belatni, hogy az ilyen métrixok halmaza zart a kivonésra
és a szorzasra, és nem lires, teht részgytrit alkotnak, és azt sem nehéz belatni, hogy
ez a gyurd izomorf a komplex szamok testével, amely kommutativ.

4.1,
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Megjegyzés: Most megint teljestil az fg = gf egyenlGség. Ismét az a helyzet,
hogy az egylitthato-matrixok specialisak: a f6atloban all6 elemek megegyeznek, és a

mellékatloban a nagyobb sorindext elem kétszerese a masik elemnek. Ezek a méat-

. b
rixok részgytirit alkotnak, és az ;b 0 )0 + bV/2 szabaly ezt a részgytrtt

miivelettartd (és injektiv) modon képezi le a valds szamok testébe, amely kommu-
b

tativ. Az el6z8 és a mostani feladat altalanositasa az ﬂ?b a alakt maétrixok

esete (az el6bbinél m = —1), ahol m egy 0-t6l és 1-t6l kulénbozs olyan egész szam,
amely nem oszthaté egyetlen primszam négyzetével sem. Most a megfelel leképezés

a b
mb a — a + by/m.

4.g.

B 142 3-2\ » 1-3i -3+
U ((—3—% 1—2i>x +( 3+ 1+3i>>
292 —3+i d4i  4-2i
+<( 3+ 2+2z>$*'(—4—22 ))
_ 1+2i 3-—2¢ 2, 2—2i -3+
“\ -3-2i 1-2 )7 344 2+2 )7
1—-3 —3+i 444 4-2i
+(( 34 1+3z>*‘<42i z>>
_ 1+2i 3-—2¢ 2, 2—-21 -3+
“\ -3-2i 1-2 )" 3447 2+2 )7
L 52 1
—1—7 5+

B 142 3-2Y\ o (1-3 —3+4i
f_g“(<—3—% 1—2i>x +( 3+ 1+3i>)
; ; A4i 4—2
( ‘>$+(4% 4¢>)
L 142 3-2\ o (22 -3+i
“\3-2 1-2 )" 344 242
; i\ [ 4+i 4-2
42 4—i

2 (272 3+
341 2+2
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of = 3 —1 1+2¢ 3-2¢ e 1-3t -3+
S\ i 3 —3—-2t 1-2¢ 3+41 1434

(L9 7T o (4120 6420
N\ -7 o1-9i )" 642 4412

B 142 3-2 Y\ , 1-3i —34i
fg_(( ~3 -2 1—2@)9” +( 3+i 1+ 3i ))
2-2 —3+4i\ o ( 4+i 4-2i
3+i 242 )7 492 4

1-3i —34+i 44 4—2
3447 1+3i 42 4—i
L 18 3 29 —34i
34i 143 3+i 242 )"
142 3-2i A4i 4-2\ o
~3-92 1-2 —4-2% 4-4 )"
142 3-2i 2-2 —3+i) 3
39 1-2 344 2472
( 17—i 5—32.)x3+<—14—|—11'@ 18—52.)1&2

—5—-3 17+ —18—-57 —-14—-11:

—14 — 8 —8+6i) (21—92' —13—72')

8+6t —14+4+8: 13—-7t 2149

po (2% B A 4o
9/ = 3+ 2+2z t 42 4—i
y 1420 3-2 Y o (1-3i —3+i
392 1—22 t 344 1430
RS 4 % 1-3 —34i
—\ —4-2 —1 3+4 143
L 22 3 1-3i —3+i
340 2492 3+ 143 )°
L At 4 2 142 3-2\ ,
492 44— —3-2 1-2 )"
(2% 3+ 142 3-2\ 4
340 242 3-2% 1-2 )"
_ (TS 13 o -MATE 14150
“\ 123 17-5 )°F 14— 15i —14-7Ti
N —14 8  —10 L 21-130 =341l
1448 )" 34117 214136
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Megjegyzés: Most a két szorzat kiilénb6z6, bar a maéatrixok most is specialisak:
a féatloban allo két elem egymaés konjugaltja, mig a mellékitléban az egyik elem
a maésik konjugdltjanak ellentettje. Ezek a matrixok részgyirit alkotnak a 2 x 2-
es komplex matrixok gytrdjében, és a a2 = etbi ctdi

’ —Zo Z1 —c + di a—b
a+bi+cj+dk szabdly a részgytirtt izomort moédon képezi le a kvaterniok ferdetestébe,
amely nem kommutativ.

4.h.
1 2 3 -2 1 -3 -3 1
B 2 1 2 3 |, 3 1 -1 -3
ftg= 3 21 2 |t 3 1 1 3
2 -3 2 1 1 3 -3 1
9 _—2 -3 1 4 1 4 -2
. 2 2 -1 3| -1 4 24
3 1 2 2 |* 4 -2 4 -1
1 3 -2 2 9 4 1 4
1 2 3 -2 2 -2 -3 1
I I R I R P B
| =3 21 —2 |* 3 1 2 2 |7t
9 -3 2 1 1 3 -2 2
1 -3 -3 1 4 1 4 -2
3 1 -1 -3 1 4 2 4
+ 3 01 1 3 |7 24 224 41
1 3 -3 1 9 —4 1 4
1 2 3 -2 2 —2 -3 1
21 o2 o3 ), 2 2 -1 -3
=l 3 2201 2 |TT 3 1 2 2 |*
2 -3 2 1 1 3 -2 2
5 -2 1 —1
2o 1
1 -1 5 2
1 -1 -2 5
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2 -2 -3 1 4 1 4 -2
o 2 02 -1 3| -1 4 24
9/ = 3 1 2 2 |7 4 -2 4 -1
1 3 -2 2 9 —4 1 4
1 2 3 —2 1 -3 -3 1
2 1 2 3 ) 3 1 -1 -3
% 3 21 2 || 3 1 1 3
9 -3 2 1 1 3 -3 1
4 1 4 -2 1 -3 -3 1
-1 o4 2 4 3 1 -1 -3
| -4 =24 1 3 1 1 3
9 —4 1 4 1 3 -3 1
9 -2 -3 1 1 -3 -3 1
2oz s 3 1 -1 -3
3 1 2 2 3 1 1 3 |*
1 3 -2 2 1 3 -3 1
4 1 4 -2 1 2 3 —2
I I S 2 1 2 3 )
4 -2 4 -1 3 21 —2 |*
9 —4 1 4 9 -3 2 1
9 -2 -3 1 1 2 3 —2
2 2 -1 -3 2 1 2 3 5
Tl s 1 2 2 3 -2 1 -2 |7
1 3 -2 2 2 -3 2 1
17 5 1 -3 14 7 14 —15
| -5 17 o3 1 5 7 —14 15 14 )
R T S e N P T e A
3 -1 5 17 15 —14 7 —14
14 -8 —10 0 21 —13 -3 11
I I C I B LB -3
0w o -14 8 |” 3 11 21 13
0 10 -8 —14 11 3 —13 21

Megjegyzés: A két szorzat ismét kiilonbozs. Ez a feladat lényegében véve azonos

a b c d

az el6zével: az egyiitthaté-matrixok :b Z _ad fb alakuak, ahol az egyes
—d —c b a

elemek valos (specialisan egész) szamok, és az

b a —-d ¢ a+bi c+di
| . .
—c+di a—bi



41

4.i.

4.1. Polinomok
szabaly izomorfizmus a két részhalmaz koz6tt. Mivel az utobbi izomorf a kvaterniok

ferdetestével (ha a, b, ¢ és d tetszoleges valos szamok, mig ha mindegyikiik egész
szam, akkor a kvaterniok ferdetestének egy részgytrijével), ezért az ilyen matrixok

gytirtje sem kommutativ.

—— +
+ + ™ ~
~ ~ & 8
S 8

N NS NN
MA M N AN M”HA

N O N N N

~— N N

~— —
Il Il I I
S

I
S
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e((62) (o ) (( 5 5" ) (5 1)
((F3)e () ((52)=+ (5 1)
(DGO D)
()G )= ()8 E)e
G )7 e n) e (B i) (30)

o =((% e (5 1) ((5 3)=+ (5 7))
S((35) () ((F2)=+ (3 1))
-GGG R0
(aa) (T ) (02)(15)7
o)) () (50

Megjegyzés: A matrixok specidlis alakja miatt a két sorrendben elvégzett szorzas
eredménye azonos.

4.

f+g= (482> + 122 — 12) 4 (302® — 6z + 12)
= (482” + 12z + 60) + (302” + 66 + 12)
= (48 +30) 22 + (12 + 66) = + (60 + 12)
= 782% + 78z + 72 = 62* + 62

f—g= (482" + 12z — 12) — (302> — 67 + 12)
= (482% 4+ 12z + 60) — (302> + 662 + 12)
= (48 — 30) 22 + (12 — 66) = + (60 — 12)
= 182% — 54z + 48 = 1827 + 18z + 48
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cf = (—15) (482° + 12z — 12)
= 57 (482° + 12z + 60) =
= (57-48) 2% + (57 - 12) x + (57 - 60)
= 27362° + 684z + 3420 = 367 + 36

Megjegyzés: A szorzatpolinom az eredetinél alacsonyabbfokit. Ennek az az oka,
hogy Z72 nem nullosztémentes, és —15, 48 nullosztopar ebben a gytrtiben.

= (482% 4+ 12z — 12) (302” — 62 + 12)

(48z* 4 122 + 60) (302” + 66 + 12)

= (482” - 302°) + (482 - 66) + (482” - 12)
(12z - 302%) + (122 - 662) + (122 - 12)

+ (60 - 30z%) + (60 - 66z) + (60 - 12)

= 14402* + 31682° 4 57622 + 36023 + 7922°

+ 1442 + 180022 + 3960z + 720

= 14402 4 352823 + 316822 + 4104z + 720 = 0

fg

Megjegyzés: Most két nem nulla polinom szorzata a nullpolinom, igazolva, hogy
nem nullosztémentes gytri feletti polinomgytiri sem nullosztomentes.

Mivel Z7o kommutativ, ezért gf = fg. Ellenérzésképpen g f-et a szorzés defini-
ciojat alkalmazva hatarozzuk meg:

gf = (482% + 12z — 12) (302° — 62 + 12)
= (482* 4 12z + 60) (302” + 66z + 12)

= (60-12) + (12- 12+ 60 - 66) z

+ (48 - 12 +12- 66 + 60 - 30) 2°

(48 - 66 + 12 - 30) 3 + (48 - 30) z*

= 14402* + 352823 + 316822 + 41042 + 720 = 0

4.k.
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= (( 5 s )+ (3 s))
(4 ) (2 2)
(3 25) (75 25))
(0 L)

70
645

)<

612

264
—1140

—324
—135

))

és fg # gf, s6t, a két szorzat foka is kiilénbozd.
4.1.

M=

f+g: ejxj+Ze_jxj
7=0

Jj=0

-

I
=)

J

(e +e 7)ol = 22 (coshj)x
7=0

)

J

—576 60
—-18 705

))
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f—g:Zejxj _26—7967
§=0 §=0
= Z (7 —e )l = 2Z(smh])aﬂ
=0 =0
cf = nZejxj = Z (nej) a7
j=0 §=0
n n 2n J
fg= Zejxj Ze Jpd — ZZ (eke—(J—k)) 29
j=0 j=0 §=0 k=0
1 2n
= hI Zsinh G+1)a’
esgf = fg
4.m.

=0 §j=0
n n
ffgzg ezij,§ e Yyl
=0 =0
n n
= (e —e )l =2i E (sinj) a’
=0 §=0
n n
cf=n E ex) = E (nezj)xj
=0 =0
n n 2n 7
fg _ § :ezjl,j 2 e zng _ 2 § (elke i(j k)) xJ
=0 =0 §=0 k=0
1 2n
= E sin(j+1)a’
J=0

ésgf=fg.

4. Megolddsok
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4.1.4. Polinom foka, f6egyiitthatéja

5. Jeloljiik az f polinom egyiitthatéit a;-vel és g egylitthatoit b;-vel. Ha bevezetjiik
degf [f#0
ad(f)= {

—00 f=0

jelolést, akkor

6 (f£9) <max{5(f),d(9)}
6(fg) <o(f)+4d(9)

és 0(f£g) = max{0(f),d(g)}, ha d(f) # d(9) vagy asy) # Fbs(g), valamint
d(fg) =96 (f)+0(g), ha R nullosztomentes, vagy ha as(s) és bs(5) nem nullosztopar.
Ha ¢’-vel jeloljiik a legkisebb fokszamu nem nulla egyiitthatos tag fokat (nullpolinom
esetén oo-nek tekintve), akkor az elgbbi Gsszefliggések érvényesek azzal a valtozta-
tassal, hogy < helyett >, max helyett min Aall.

f+g f—g fg
§ &  as 6§ & as |6 & oas
5.a. 3 1 2 3 0 2 5 0 14
5.b. | 3 1 2 3 2 2 5 2 2
5.c. 2 1 1 2 1 1 2 0 1
5.d. | 3 2 4 - - — 6 4 4
5.el | 3 1 4 2 1 -4 16 3 4

4.1.5. Maradékos osztas

6./ Az R gytiri f6lotti f polinom maradékosan oszthaté az ugyanezen gytiri f6lotti g
polinommal, ha van R [z]-ben olyan ¢ és r polinom, hogy f = qg+r, és r = 0, vagy
r # 0 és degr < degg. Ha a maradékos osztas elvégezhets, akkor g a hinyados és r
a maradék, és ha r = 0, akkor f oszthatd g-vel.

Amennyiben g fGegyiitthatoja egység R-ben, akkor a maradékos osztas tetszéle-
ges [ esetén elvégezhetd. Hasonldan mindig elvégezhetd a maradékos osztas, ha vagy
f=0,vagy f#0¢és g+# 0és degf < degg, ugyanis f = 0- ¢+ f mindig igaz, és
ezekben az esetekben vagy f =0, vagy ha f # 0, akkor degr = deg f < degg.

Ha a maradékos osztas elvégezhets, akkor az osztast ugy végezziik, hogy az osztd
polinom legmagasabb foku tagjival elosztjuk az osztandé polinom legmagasabb foka
tagjat, majd a hanyadossal megszorozzuk az oszt6 polinomot, és a szorzatpolinomot
kivonjuk az osztandd polinombél. Ezt az osztist addig folytatjuk, amig a kivonas
utan vagy nulldt, vagy az oszté polinomnal alacsonyabbfokt polinomot kapunk. Mi-
vel a kivonaskor az osztandé polinom legmagasabb foku tagja kiesik, ezért a kivonas
utéan kapott polinom vagy a nullpolinom, vagy alacsonyabb foki, mint az osztandé
polinom, igy az osztési eljaras véges sok 1épés utan biztosan befejezddik.

6.a. Z-ben 7 nem osztoja 2-nek, és f foka nagyobb, mint g foka, igy a maradékos
osztas nem végezhet§ el, és akkor f nem oszthatd g-vel.
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6.b.] f és g nem nulla, és f foka kisebb, mint g foka, igy a maradékos osztés
elvégezhetd, a hanyados 0, és a maradék f:

T’ 45z —3= 0 (2% — 4w +3) + (Ta” + 5z - 3)

Mivel a maradék nem nulla, ezért f nem oszthatd g-vel.

6.c. Q test, és testben minden nem nulla elem egység, vagyis a test minden
eleme oszthaté a test valamennyi nem nulla elemével, igy test f6l6tt minden nem
nulla polinommal maradékosan oszthaté ugyanezen test {6lotti valamennyi polinom.
Ezen tal még az is igaz, hogy test f6l6tti polinomok esetén mind a hinyados, mind
a maradék egyértelm.

(22° — 42 +3) : (72* + 52 — 3)

223 2
727"
%x~(7x2+5173) :2x3+1—70xzfgx
(2x374x+3) - (29:3+170z2$x> :f$x272x+3
2x34m+3—§x-(7x2+5x3)+<170x22721:+3)

Mivel a maradék nem nulla, és a fokszama nem Kisebb az oszté fokszamanal, ezért
folytatjuk az osztast:

7 7
1701'2__]_0
T2 49
10 10 50 30
—— (Ta? 452 —3) = ——a? - o+ =
g (72" +52-3) TR,

10 22 o\ _ (10, 50 0 80N 104 0 1T 10, 22 0 .
7 7 7 497 " 49) T 49 49 7 7
10 ) 104 117
——@-(7x +5w—3)+<—49x+49)
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Most méar a maradék fokszama kisebb, mint az oszté fokszama, igy megkaptuk a
maradékos osztés hanyadosat és maradékat:

[ 2 1 22
2x54x+3x-(7z2+5z3)+<0x2x+3>
%/_/ 7

7 7
2 10 104 117
=z (T2 +50—3) + —— - (Ta* + 52 -3 ——T+ ——
Fo- (" +52-9) + =g (1 +50-9) + (- ga + )
2 10 104 117
= —— ) (7T2* + 52 -3 - T
<7:17 49) (x+x )+( 49:17+49>
%/_/ g
q T
vagyis
2 10 104 117
203 —4r +3=(Zx— — |- (72> +52 -3 ——rt —
S (795 49) (72" + 52 )+< 49x+49>
Ugyanez révidebben:
(22 — 4z + 3) ¢ (Ta?+5z-3) = Zz-19
— (20° + Pa® — 32)
7%127¥x+3
— (=72 - et i)
vagy még rovidebben
(223 — 4z + 3) : (a2 452-3) = Zz-1
7§127%w+3
és még ennél is révidebben
(2 0 -4 3 ) : (7 5 =3 ) z -2
_170 _2 3
_ 104 117
49 49

(de ilyenkor iigyelni kell a 0 egyltthatokral)

6.d. 5 primszam, igy Zs test. A tovabbiakban gyakran kell majd Z,-ben szamol-
nunk. Az Osszeadas, kivonas és szorzas kénny: elvégezve a reprezentédnsokkal a meg-
felels miveletet, ez, és a vele modulo p kongruens valamennyi egész lesz az eredmény
reprezentdnsa. Az § osztashoz, ahol a és b Z, elemei, és b nem a test nulleleme, a
br = a (p) kongruenciat kell megoldani, és ha ¢ a megoldas, akkor ¢ = c. Mivel p
primszam, és b nem oszthatd p-vel, ezért a kongruencidnak van egy és csak egy meg-

oldésa. A kongruencia megoldasara t6bb modszer is 1étezik, &m kis p esetén hamar
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eredményre jutunk, ha a-hoz mindaddig hozzaadjuk p-t, amig végiil olyan szamot
kapunk, amely oszthat6 b-vel. Az osztas eredménye lesz 3. Valoban, mivel b nem
a test nulleleme, ezért p t b, vagyis (b,p) = 1. Ekkor pk + a egy teljes maradék-
rendszer modulo b, ha k is egy teljes modulo b maradékrendszer, vagyis ha példaul
b > k € Ny, igy az a+ kp sorozatban lesz olyan elem, amely kongruens 0-val modulo

b, vagyis olyan, amely oszthaté b-vel.

A konkrét példaban 22% —4x +3 =223 4+ 2 + 3 és 722 + 52 — 3 = 222 + 2,

tehat a hanyados x, és a maradék 4z + 3.

6.e. Most f =223 — 42 +3 =223+ 32+ 3 és g = 42 + 5x — 3 = 322 + 5x + 4,
igy

(2 0 3 3 ) : (4 5 4 ) = 4 2
1 1 3
5 2

q=4x+2,r =5+ 2.

6.f. 8 nem primszam, igy Zg nem test, &m 7 egység Zg-ban, hiszen 7 = —1, igy
az osztas elvégezhets: f = 203 —4a+3 = 223 +40+3, g = To? +52—3 = 72?2 +5x+5

(2 0 4 3 ) : (7 5 5 ) = 6 6
2 6 3
5

tehat ¢ = 6x 4+ 6, r = 5.

6.g. Zg szintén nem test, és 3 nullosztd ebben a gytrtben. Mivel 3 t6bbszordsei
Zs-ban a 0 és a 3, vagyis 4 nem tObbszorose 3-nak, igy a maradékos osztas nem
végezhet§ el.

6.h.| 2 nulloszté Zg-ban, de az osztandd polinom fGegyiitthat6ja oszthaté az
oszto fGegyiitthatojival, igy elképzelhetd, hogy elvégezhetd az osztés.

f=423 —4x+3 =423 +22+3, g = 22> + 5z — 3 = 222 + 5z + 3,
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és ¢ = 2z + 1, r = 3z. Ez azonban nem az egyetlen megoldas, ugyanis (2,6) = 2, igy
ha egy 2z = u (6) kongruencidnak van megoldasa, akkor két megoldéasa van, és ezért
az elgbbi hanyadoson és maradékon kiviil még a kovetkez§ megoldasokat kapjuk:

(4 0 2 3 ) : (2 5 3 ) = 2 4
2 2 3
3

de most nem tudjuk folytatni az osztast, mivel a 2 nem osztoja 5-nek Zg-ban. Osszes-
ségében azt kaptuk, hogy Zg-ban f = 423 — 42 + 3-at ¢ = 222 + 5r — 3-mal mara-
dékosan osztva két megoldast kapunk.

6.4 f =42 — 22 +3 =423 +522+3, g =222 + 52 — 3 = 222 + 5z + 3,

és most 1 nem oszthaté 2-vel Zg-ban, igy nem folytathatd az osztas, ez az f nem
oszthaté maradékosan ezzel a g-vel Zg-ban. Annyi igaz, hogy

42® —2° +3 =22 - (22° + bz — 3) + (2% + 3)
de a maradék nem nulla, és a foka nem kisebb, mint az oszt6 foka.
6.j. f=423 —dox+3 =42 +22+3,9=1222 + 52— 3 =5z + 3, és
(4 0 2 3 ) : (5 3 ) = 2 0 1
5 3

tehat g osztdja f-nek Zg-ban, hiszen a maradék 0, és a megoldas egyértelmd, mert
5 egység ebben a gytirtiben.

6.k.
(30 o o -5 7 ) CF 0 F 3 )
— 22 0 _484
9 243
_44 22 _r 4
81 45 8 7
22 _ 7565 8248
45 17496 8505
aAZAZ
22 484
2/32° — 7/8x +4/7 = (9;& — 243) (3/112® +2/92 + 1/5)

(22, 7565 828
457 17496° ' 8505
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6.1.

( e —In3 sinm/5 ) ( e /3
—e2x
(In3 +e~1n/3)
—In3-
e 17/3

sinm/5

sin7/5+
e 2n/3(In3 + e 17/3)

ahanyados e 'z—e~? (In3 4 e~ '7/3) és amaradék sinw/5+e?7/3 (In3 + e~ '7/3).

6.m.
( 3,17 0 0 -2 10,121 y (1,53 0 1/8 )
_ 3,17 0 3,17
- 1,53 18,7272
3,17 2
—i5m 10,121
2 1519,4739296
7 149,8176
6.n
( 3,17 0 0 -2 10,121 y (1,53 0 y/10
_ 3,17 3,17 3/7A
- 1,53 0 72,3409 10
3,17 3 2
—yss V10 -2 10,121
) 10,121+
T 3,17 3/70n0
2,3409 100
6.0
( 342 0 0 243 104i ) : 2 —5i 0 347

= (—4+19)/29 0 (15+23i)/29
5-i —2+3 10+
243 14—5

6.p.| Hip gytrd, ugyanis a megadott halmaz R-nek egy nem {ires, a kivonasra
és szorzasra zart részhalmaza, ugyanakkor ez a gytird nem test, mert példaul 2-
nek nincs inverze ebben a gytrtben. a + byv/10 akkor és csak akkor egység ebben
a gytirtiben, ha |a2 — 10b2| = 1. Belathato, hogy ebben a gytirtiben végtelen sok

)
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egység van, és ezek mindegyike £ (3 + 10)n alaku, ahol n tetszéleges egész szam.
Most g fGegyiitthatdja egység, tehat a maradékos osztés elvégezhets:

( 3+42/10 0 0 -2+ 310 10 + V10 )
( 3—+10 0 3+ 710 )
= - (29 + 9\/ﬁ) 0 - (4451 + 1407\/5)
717423010  —2+ 310 10 + V10

-2+ 3v10 111853 + 3537910

6.q. H,,-ben, ahol m négyzetmentes egész, 5 = by + bay/m csak akkor osztoja
o = ay+azy/m-nek, ha b3 —mb} [af — maj. Mivel 12—10-1% = —9 { =31 = 32—10-42,
ezért f nem oszthaté maradékosan g-vel a megadott gyiiriben.

6.r. Bar 2 nem egység Z-ben, de 21(6:

( 6 -7 -—-10 24 -11 ) : ( 2 1 -3 ) = 3 =5 2
10 -1 24 —11
4 9 -1
7 -5

a maradékos osztas tehat elvégezhets.

6.s.| Tetszoleges gyiiri f6l6tti barmely g polinom esetén 0 = 0 - g 4+ 0, vagyis a
nullpolinom béarmely més polinommal oszthat6 (a felirasbol jol lathato, hogy még a
nullpolinommal is, de ekkor ¢ barmi lehet, tehat az most is érvényes, hogy a 0-val
nem lehet osztani).

6.t. Tetszbleges gytrtiben barmely elemet a gytri nullelemével szorozva nullat
kapunk, és ha f # 0, akkor az f = ¢ -0+ f felirdsban a maradék nem nulla, igy a
foka kisebb kellene, hogy legyen a nullpolinom fokanal, igy a maradékos osztas nem
végezhet§ el.

6.1u./l6.s.-ben mar megvalaszoltuk ezt a kérdést.

6.v.

és tovabb nem folytathat6 az osztés, vagyis Z-ben ez az f nem oszthatoé maradékosan
g-vel.

4.1.6. Polinom gyokei néhany gyok ismeretében

7.Ha > ! ja;x' = f € R[z], és R < S, akkor u — > ja;u’, ahol u € S, egy S
feletti polinomfiiggvény. u gyoke f-nek, ha f (u) =0, és u k-szoros gydke f-nek, ha
(2 —u)" |f S[x]-ben. Az egyszeres gyokot az elébb két kiilonbozé modon, egyszer
a polinomfiiggvényekkel, a masik esetben a polinomok oszthatésagaval definidltuk.
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Ha R integritasi tartomany, akkor a két definicié azonos eredményt ad. Integritasi
tartoményt megfelelGen bévitve, a bévitett gytriiben vagy testben az integritasi tar-
tomany feletti nem nulla polinomnak a fokszaméaval megegyezs szamu gyoke van, ha
a gyOkoket a tObbszorosségiiknek megfelelGen vessziik figyelembe, de nem integritasi
tartoméany esetén a gyokok szama ennél nagyobb is lehet.

Test f6lotti polinomok esetén elséfoki polinomnak mindig van pontosan egy
gyoke az alaptestben, komplex egyiitthatés polinom valamennyi gycke komplex szam,
mig ha o egy valos egyiitthatos polinom gyoke, akkor a konjugéltja is gycke a po-
linomnak, és a két gyok ugyanannyiszoros gyoke a polinomnak (igy péaratlan foku
valds egyiitthatos polinomnak mindig van legalabb egy valos gyoke).

7.a. f valés egyiitthatos polinom, igy —1/2 — iv/3/2 is kétszeres és 1 — i is
haromszoros gyoke a polinomnak. Ezekkel a gyckokkel egyiitt a polinomnak 13 gyoke
van, és tObb nem lehet.

T.hlf =3 a2l =37 ga; (27 + 2577)-bel
2
FD =30 (17 + (-1)°7) =0
j=0

tehat —1 gyoke a polinomnak. Masrészt

25 iaﬁ ((zfl)j I ($71)5—j> _ iaj (@7 + 2°79)

j=0 j=0

ezért, ha o k-szoros gydke a polinomnak, akkor a~! is k-szoros gytke f-nek, igy
1/2 is kétszeres gyoke a polinomnak, vagyis f gyokei a 2 és az 1/2, amelyek két-
szeres gyOkok, valamint a —1 mint egyszeres gyok, és méas gydke nincs az 6tédfoki
polinomnak.

7.c. A feladat hasonld az el6z6hoz, de most 1 a polinom 6t6dik gyoke.

7.d./'7.b. alapjan kénnyi beldtni, hogy ha a # 0 k-szoros gydke g-nek, akkor
a~ ! k-szoros gySke f-nek, igy f gyokei 1, —1, —1, 1/3 és 1/4.

5

7.e. Z?:o (J)25‘jxj = (z+2)°, igy a polinom egyetlen gydke a —2, amely
Otszoros gyok.

7.f. A polinom derivéltja f/ = 5zt +23+322+52x+2,és d = (f, f') = 2>+ 3z +2.
Ha f-et elosztjuk d-vel, akkor olyan polinomot kapunk, amelynek pontosan azok a
gytkei, amelyek gyokei f-nek, de a hanyadospolinom minden gySke egyszeres. Most
f/d = 2*+2z+6. Ennek a gydkeit a méasodfokd egyenletek megoldoképletével hata-
rozzuk meg, figyelembe véve a Zr-beli aritmetikat (minden nem 2-karakterisztikaju
test esetén lehet alkalmazni a masodfoku egyenletek megoldoképletét). Ekkor

—2+4-24 —2+./-20 -2+V1 —71:§:3
2 N 2 o 2 o =3 522

T12 =

2

és a két gyok 2 és 3. Mivel két kiilonb6zs gyokiink van, és d harmadfoku, ezért a
derivaltnak az egyik gyok kétszeres, a masik egyszeres gycke, és akkor az eredeti
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polinomnak az elébbi gyok haromszoros, az utébbi kétszeres gyoke. Elosztva f-et
(x — 2) (x — 3) négyzetével, z—2-t kapunk, tehat a 2 haromszoros, a 3 kétszeres gyoke
a polinomnak (most minden gyok eleme Z7-nek, de altaldban nem ez a helyzet!).

Egy lehetséges masik megoldas a kévetkezs. A polinomnak a 0 nem gyoke, igy
Zz-beli gydkei megegyeznek d = (f, 2% — 1) gydkeivel (de ennek minden gydke egy-
szeres, mig f gyokei lehetnek tobszordsek is). d = 22 4+ 22 + 6, és ha meghataroztuk
d gyokeit, akkor a gySktényezbkkel sorozatosan osztva meghatarozhatjuk az egyes
gyokok multiplicitasat.

7.2l 2" — 1 € C|lx] gydkei a T-edik komplex egységgyokok, vagyis az sg) =

(l,k%ﬂ) = (1, 27”)k komplex szamok, ahol 7 > k € Ng ((r,¢) az 7 (cos ¢ + isin )
komplex szamot jeldli).

7.h) 2% — 1 € Z; [2] gySkei a Z7 feletti 6-odik egységgyokok. Z; multiplikativ
csoportjanak 6 eleme van, ezért ennek a csoportnak barmely u elemére u® = 1. Mivel
hatodfoku polinomnak legfeljebb 6 kiilonb6z6 gytke lehet, ezért Z% (azaz Zr nullatol
kiilénbo6z6) elemei és csak ezek a gy6kei a polinomnak.

7. 2" —x =z (25— 1). A polinomnak gydke a 0, és az z-szel valé osztds utén

az elébbi feladat polinomjat kapjuk, igy 27 — x gydkei Zz elemei és csak ezek.

7.j.| Ez hasonl6 az el6z6 feladathoz: gySke a 0, valamint a 6-odik komplex egy-
séggyokok.

7kl f=a2—2"—2°4+1= (27— 1) (2 — 1), igy a polinom gydkei az 5-6dik
és T-edik komplex egységgyckok, és mindegyik gydk egyszeres.

7L f=2?' =32 +32" -1 = (:(;7)3 -3 (a:7)2 +3 (x7) — (x7)0 = (x7 — 1)3. A
polinom gydkei a 7-edik komplex egységgyckok, és mindegyik gyok haromszoros.

7.m.) f = 2?2 — 52z = x(z —5), tehat a polinomnak gytke a 0 és az 5. De
2?2 —51 = (x — 2) (v — 3) is igaz, igy a 2 és a 3 is gydke a polinomnak. Behelyettesitve
lathatjuk, hogy 1 és 4 nem gydke a polinomnak, igy a polinom gyokei 0, 2, 3 és 5.
Mivel két azonos fokszamu f&polinom vagy megegyezik, vagy egyik sem osztdja a
mésiknak, és a —b nem oszthaté 2-vel Zg-ban, igy f egyetlen gySktényezs négyzetével
sem oszthato, a polinom minden gyoke egyszeres.
Megjegyzés: Ennek a nullosztét is tartalmazé gydrd folotti masodfokd polinomnak
négy gyoke van.

4.1.7. Polinom meghatarozasa a gyokeibdl

8. Egy n-edfokt polinomnak n + 1 egyiitthatéja van, ez az n + 1 elem egy adott
gylrd barmely eleme lehet, és a polinomot az egyiitthatéi egyértelmiien megha-
tarozzak. A polinomot azonban més olyan elemek is meghatarozzak, amelyekbdl
egyértelmien meghatarozhaté a polinom. Meghatarozzak a polinomot példaul a gyo-
kei — mindegyiket a multiplicitdsaval egylitt megadva — és a fGegyiitthatdja, ekkor
f=a, ], (z —w;), ahol a, a féegyiitthato, és az u;-k a gyokok, vagy megadhat-
juk a polinom értékét n+ 1 kiillénb6z6 pontban. Ez utébbi esetben a polinom példaul
a Lagrange- vagy a Newton-féle interpolaciéval meghatirozhato, de meghatéarozhato
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egy linearis egyenletrendszer megoldasaként is.
8.a.

f=3@-2(-B-0))(@—@B+i) (@—(-1+1)° (z— (-1 —1))?
=327 — 1225 — 62° + 362* + 10823 — 4822 — 2162 — 240;

8b) f = c(z—3)°(x+2)* = c(a° —152% — 102% + 60z +72), 2 = f(0) =
c-72,ésigy ¢ =1/36, f =1/362° — 5/122% — 5/1822 + 5/3x + 2;

8.cl f = clz—3)>%(z+2)?° = c(a® = 152% — 1022 + 60z + 72), 2 = f(1)
c- 108, és igy ¢ = 1/54, f = 1/b4x® — 5/18x3 — 5/27x? +10/9z + 4/3;

8.d. Legyen f = "7 a;a’. Ekkor f (u) = Y7, aju’, vagyis

a0 (-2)° 4+ ar (2! + a(-2)? + a3(-2°% 4+ a(-2* = 2
ao(-1)° 4+ a (D' 4+ a(-1? 4+ a3 (1% 4+ a(-1D)* = 3
a(0)°  + a ! +  a0? + w300 + a0 = 4
aw@®’  +  a@ + ae@®? + a()® + e () = 5
a2’ + a@' +  ae@?® + a®® + aw®@* = 6
AZAZ
ag — 2a1 +  4dao —  8as + 16a4 = 2
apg — a + az - as + a4 =

ap =

ap + a1 + a2 + a3 + aq =

[ R

ap + 201 + 4az + 8az + 16as =

Az egyenletrendszer megoldésa

agp = 4
a1 = 1
a2 = 0
a3 = 0
ad = 0

és a polinom f =z + 4.

8.e.] A feladatot a Lagrange-féle interpolécioval oldjuk meg. Ha adott egy egység-
elemes kommutativ gytrd n kiilonb6z6 eleme, uq, ..., u,, akkor

ngul,...,un,) o - ((E - U’L)
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(u1,.eyun) (u1,.eesun)

olyan n— 1-edfoku polinom, hogy | # k-ra L, (w) =0,és L, (ug) =e.
Ha most még megadjuk a gytrd n tetsz6leges elemét, vy, ..., v,-et, akkor

f _ Z UlLl(ul,...,un)
=1

ug-ban éppen v, és f egy legfeljebb n — 1-edfoku polinom.
A megadott adatokkal

LT - S te e~ a1 (- nt et v )
Ly = ot ey = 8 (@ - et - 4?4 da)
R === M L )

LT = oy = s (@t +e® - et —aa)
LT = EEEeey - s+ nt-a’ -

és

f= —2r{2tOL) | p(-2-1012) | p(-2-1012) L or(-2-1012) _

8.f. Ezt a példat a Newton-moédszerrel oldjuk meg. Legyen n > k € N-ra
N,gul"”’u") = Hf;ll ((;;uji))’ tovabba legyen f(1) = v, és tegyiik fel, hogy egy
n >k € N-ra f®) olyan legfeljebb k—1-edfokd polinom, hogy minden k > i € N ese-
ten f) (u;) = v;. Ekkor fO+1) = f(k) 4 (vkﬂ — f (uk+1)) N,glfrll’“"u") legfeljebb
k-adfoki, és k 4+ 1 > i € N esetén f*+D (u;) = v;. A példa adataival

N = 1
Ny = e = z+2
Moo= EEEE - j@rwme)
Mos EEBERER - detewte
Moo= GEEHERE = ke rat-atow)
F = -2
@ = 24+ (-1-(-2)(z+2) ==
Ji6) = x4+ (3-0)1 (22 +32+2) =1 (322 + 11z + 6)
@ = 1 (322 + 11z + 6) + (1 — 10) & (2% + 322 + 21)
= 1 (—32% — 622 + 52 + 6)
o = 1 (—32% — 622 + 52+ 6) + (2 — (—16)) 55 (2% + 22% — 2% — 22)
= 1 (32% — 1522 + 42 + 12)

vagyis f = %x‘l — %xQ + x4+ 3

8.g)f=(-3/8—1/4i)x> + (3/8 —1/8i)x 4+ (1 — 1/4d)x + (1/4 — 1/443).
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8.h. f = 193/1890x* — 244/189x3 + 7781/151222 — 383 /562 + 121,/420.
8.4/ f = 2t + 22.

8.j. f = —5/6x* +19/3x — 44/32? + 61/62.

8.k. f =3x3 +22% + .

8.1 f =5zt + 423 + 422 + 2.

8.m. Most harom olyan feladat van, ahol x megadott értékei megegyeznek. Ilyen
esetben a Lagrange-modszert érdemes alkalmazni, mert az alappolinomok azonosak,
igy azokat csak egyszer kell kiszamolni, és utana az egyes feladatok eredményét mar
linearis kombinacioként, szamolhatjuk.

8.m.ilf=1/22 —5/22% + z + 2
8.m.iil f = 1/42* + 1/22% — 5/42% — 1/2x + 2
8.m.iii) f = 5/8z* — 5/4x3 — 21/822 + 17/4x + 1

8.m.iv.] f = 0 (Egy test f6l6tti nem nulla polinomnak nem lehet a fokanal t6bb
gyoke meég a gyokok t6bbszorosségével sem!)

8n.f=2z(x—1)(z—-2)(z—3)(z —4) = 225 — 202* + 7023 — 10022 + 48z

8.0lf =2z (x—1)(z—2)(z—3)(z—4) =22° — 202* + 7023 — 10022 + 48z =
22° + 3z = 2(2° — ) (g-elem test flotti 27 — = polinomnak a test minden eleme
egyszeres gyoke, és mas gyoke ennek a polinomnak nincs!)

8.p. f =5/182% — 1/92% — 65/18x + 4/9

8.q.] f = (13/1822 — 35/18z — 16/9) + ¢ (z® — 3z — 62 + 8), ahol ¢ tetszéle-
ges egész szam. A maéasodik része a polinomnak olyan, amely a megadott pontok
mindegyikében 0.

8.r.) f = (13/182% — 35/18z — 16/9) + (2 — 3z — 6z + 8) g, ahol g tetszoleges
egész egylitthatos polinom. A mésodik része a polinomnak olyan, amely a megadott
pontok mindegyikében 0.

4.1.8. Gyokok és egyiitthaték kapcsolata

9.Ha0# > i ,a;x’ = f € R[z] egy n-edfokt polinom, ahol R integritasi tartomany,
akkor mindig van olyan K test, amelynek részgytiridje R, és amelyben vannak olyan —
nem feltétleniil killonb6zs — uq, .. ., u, elemek, amelyekkel f = a, []"; (z — w;). Ha
az elGbbi gyoktényezds alakban elvégezziik a szorzasokat, és Gsszevonjuk az azonos
kitev6hoz tartoz6 tagokat, akkor a kapott polinom egyiitthat6i éppen a;-k lesznek.
A szorzéskor i-edfoku tagot kapunk, ha az n darab x —u; tényezs koziil ¢ tényez6bol
az w-et, a tobbi n — i tényez6bdl —uj -t szorozzuk Gssze. Ekkor azt kapjuk, hogy
ai = (=1)"""an Y acqi,...ny [Ljca w. Ez az osszefiiggés, a gyokok és egyiitthatok
kozotti Osszefliggés, a‘él‘el; aZ masodfoku polinomok esetén jol ismert a kdzépiskolabol,

azt a tényt mutatja, hogy a gyokok és a fGegyiitthato egyértelmiien meghatéarozza a
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polinomot.
9.alf = —4(x3+x2—|—4x—5) = —423 — 422 — 162 + 20
9.b. f=3(z*+22 -3z +2) =323+ 322 + 52 + 6
9.c.

1= (—1)2 = (up +ug + u3)2 = u? 4+ us +ui + 2 (uyug + ugusz + usus)
=T7+2 (Ul’LLQ + uius + UQ’LLg) s

és innen uius + ujusz +usug = —3, tehat f = —4 (z3 + 2% -3z — 5) = —dg® — 422+
12z 4 20;

9.d)ui+ui=2-u?=2-4=>5igy

u2+u3:\/(u%+u§)+2uQu3=\/5+2-5:1

tehat f =3 (z +2) (22 + 62 +5) = 323 + 32% + 2z + 2;
9.e.J9.c.-ben lattuk, hogy (u1 + ug + U3)2 = ul+ud+ud+2 (uyus + uruz + ugus),
tehat

U Ug + ugug + uguz = ((ul + ug 4 ug)® — (uf +uj + ug)) =4 ((—1)2 - 2) =3

N —

(ug + ug + U3)3 = (ui’ +ud + ug) +3 (urug + urus + ugus) (ug + uz + ug) —3ugusus

és ebbdl

((ul + ug + us)® — 3 (uy + uy + us) (uf +uj + u3) + 2 (uf + uj +u§))

S| =

Ui1U2U3 =
:_((—1)3—3.(—1)-2+2.2) =5,
tehat f =3 (2° + 22 + 3z — 5) = 323 + 322 + 2z + 6.
9.f f =2 (2 — 32 + 20+ 5) = 22° — 62 + 42 + 10
9.g. f =3 (2% — 52% + 92 — 5) = 32® — 1522 + 27z — 15 és

f=3(a®+52% + 92 — 5) = 32° + 152® 4+ 272 — 15

9.h. f=c¢ (:c3 — 222 — 5z + 6), ahol ¢ a Q tetsz6leges eleme.
9.4. f=c (x3 — 222 — 5z + 6), ahol ¢ a Q tetszéleges eleme.

4.1.9. Horner-moddszer

10./ Polinom helyettesitési értékének gyors kiszdmitasa a Horner-moédszerrel tértén-
het. Ha f a kommutativ, egységelemes R gytiri feletti polinom, és u az R egy eleme,
akkor f = (z —u) g+ f(u), ahol g is egy R feletti polinom. Legyen f = > ., a;x’,
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vagyis egy legfeljebb n-edfoka polinom. Ekkor g egy legfeljebb n — 1-edfokt polinom
(ha f konstans polinom, akkor g a nullpolinom), vagyis g = Z?:_Ol b;z'. Innen

n—1

Zaixi =(x—u) Z bz’ + f (u)
=0 i=0

n n—1
= Zbiflxi — Z (sz) xi + f (’LL)
i=1 1=0

n—1
= (f (u) —ubo) + Y _ (bi—1 — ub;) 2" + bp_12"
=1

azaz a bp—1 = an, b—1 = u- b + ay rekurzioval, ahol n > k € No, f(u) =b_1. Az is
lathat6, hogy a rekurzidval egyuattal a hanyadospolinom egyiitthatoéit is megkapjuk.

10.a) f+g=32"—223+222 — 22 -9, fg = —62% + 152% — 372° + 142* + 623 —
5722 +87x — 22 =gf

u H 30 0 2 7 2 ‘ f ()
3 3 3-34+0 3-940 3-27+2 3-83-7 3-242 42
=9 =27 =83 =242 =728
U H -2 0 5 —11 ‘ g (w)
, _2 3-(~2) +0 3-(—6) + 5 3.(~13) — 11
= -6 =-13 = —-50

wfs 0 2 2 2 0| urow | rwiew
H 3 9 25 7T 229 ‘ 678 H 678

u H —6 0 15 =37 14 6 ‘ —57 ‘ 87 ‘ —22 ‘ (f9) (u)
H -6 —-18 =39 —154 —448 ‘ —1338 ‘ —4071 ‘ —12126 ‘ —36400
és f(u) g (u) = —36400 = (fg) (u)
10.b. f+g = 23 +722 729, fg = —620+ 1125 +242* — 7223 — 12224772 —22 =

gf
u H 3 2 -7 2 ‘ f(w)
-2 H 3 —4 1 ‘ 0
u H -2 5 0 -11 ‘ g (u)
—2 H -2 9 -—18 ‘ 25
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w17 1 o | Grow | rmrew

—2 H 1 5 —-17 ‘ 25 ‘ 25
i H -6 11 24 =72 =12 77 =22 | (fg)(u) H f(u)g(u)
—2 ‘ -6 23 —-22 -28 44 -11 0 H 0

10.c. f +g=32% - 22 -9, fg = —62° + 112* — 923 — 6122 + 87Tz — 22 = gf

U H 3 2 -7 2 ‘f(u)

1/2 H 3 7/2 —21/4 ‘ —5/8
u H -2 5 —11 ‘ g (u)
1/2 H —2 4 ‘ -9
w3 0 2 - |gram | rwrem
1/2 H 3 3/2 —5/4 ‘ —77/8 H —77/8
U H -6 11 -9 ‘ —61 ‘ 87 ‘ —22 ‘ (fg) (u) H f(w)g(u)
1/2 H —6 8 ‘ —5 ‘ —127/2 ‘ 221/4 ‘ 45/8 H 45/8

10.d.)f+g=a% 22 -9, fg = —62°+ 112* — 92° — 6122 +87x — 22 = gf

u H 3 2 -7 2 ‘ f(u)
1—1 3 5—-3 —-5-8 | —11-3¢
U H -2 5 —11 ‘ g (u)
1—2 -2 342t | —6-—1
v s 0 2 0 | Urow | rw+e@
1—2 3 3-3t —2-61 —17 -4 ‘ —17 -4
u H -6 11 -9 ‘ —61 ‘ 87 ‘ —22 (fg) (u) ‘ f(u)g(u)
1—14 —6 5467 | 2417 | =58 —17 | 284 57i | 63+ 29 63 + 297
10.e.

f+g=(-2+2i)2®+ (2—14)2* — (2+ 2i)z + (1 + 37)

fg=(=2+6i)x° 4+ (16 — 12i)z* — (3 + 117)a3
+(=39 + i)x* + (20 + 26i)x + (2 — 6i) = gf
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2+ 4 ‘ £ (u)
1—-2 2—1 —7—61 | =174 121
u H —2+2i 0 5—1 —(1+74 g (u)
1—2 —2+2i 2467 19+ ‘ 20 — 38¢
u H —2+2i 2—4 —(242i) 143 | (f+g)(uw) H f(u)+g(u)
1—-2 -2+ 24 44 51 12 — 52 3 — 267 H 3 — 267
u H —2461 16—12¢ —(3+11i) —39+¢ 20 + 262 2—-61
1-2¢ —2 4617 26 — 214 9—65. —150—102¢ —334 4 224¢
(Fg) (v)
116 + 8861

F () +g(u) =326 = (f +g) (w), f (w) g (u) = 116 + 886i = (fg) (u).

10.f) f = 325 + 222 — Tz + 2
2c +1,f+g = 23+ 222 + z, fg

=202 +20+2, g=—-223+52x—11 = 23 +
= 22° + 22% + 2 = gf. Tetsz6leges h polinom

esetén h(0) = hg, ahol hy a polinom konstans tagja. Mivel 3 mod 3 = 0, ezért
fB)=1(0)=24903)=g0)=1(f+9)(3) = (f+9)(0) =0=f(0)+g(0),
(f9)3) = (f9) (0) =2 = £ (0) g (0).

10.g. f =32% + 222 — T2 +2 =32°+222 + 30+ 2,9 = 223 + 50 — 11 =
32344, f+9 = 32°+ 323+ 222+ 3z +1, fg = 428+ 32° + 4t + 23+ 32242243 = gf

u H 30 0 2 3 2 ‘ 7 (w)
3 H 3 4 2 3 2 ‘ 3
U H 3 0 0 4 ‘ g (u)

3 H 3 4 2 ‘ 0

w
w

4 0 2 4‘ 3 H 3
uH4 0 0 3 4 1‘3‘2‘3‘(@)@) H f(u)g(u)
3H 42112‘2‘4‘4‘ 0 H 0

10.h.) f =325 +222 — 72 +2 =325+ 222 + 52 + 2, g = —22% + 52 — 11 =
423 4+52+1, f+g = 35 +4a3 + 222 + 42+ 3, fg = 3204525 + 224 + 322+ 3242 = gf

u

300252‘f(u)

s |

33352‘2
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w3 0 4 2 4 3| grow | rmrom
3 ‘ 3 3 1 5 1 ‘ 0 H 0
w3 5 2 0 2 5|2 uow | r@ew
3 ‘ 3 2 0 3 ‘ 0‘ 2 H 2

63

10ilf=2—-2=x+4,g9g=c-3=x+3, f+g=22+1, fg=2%+2 = gf;
f(B)=3#0,906)=2#0,f05)+g(B)=5=(+9) "), f(5)g(5) =0=
(fg) (5). Bar sem f(5), sem g (5) nem 0, tehat az 5 sem f-nek, sem g-nek nem
gyoke, (fg) (5) = 0, vagyis a szorzatpolinomnak gytke 5. Ennek az az oka, hogy

Zg nem nullosztémentes.

10.j. Mivel a kovetkezd harom feladatban ugyanaz a gytrid és ugyanaz a poli-
nom, ezért elegendd a tédblazatot egyszer megrajzolni, és ugyanabban a tablazatban
szdmolni a kiilonb6z6 pontokban vett helyettesitési értéket.

f+g=2242, fg=a'+a>+1=gf;

U H 1 -1 1 f(u)
1 1 -2 3
—1/241v/3/2 1 —=3/24+iv3/2 | 1—iV3
1/2 +iv3/2 1 —1/2+4V3/2 0
u H 101 1 g (u)
—1 1 0 1
—1/241iV/3/2 1 1/2+44v3/2 0
1/2 4 iv/3/2 1 3/2+4+iv3/2 | 1+iV3
u H 2 0 2 (f +9) (u) H f(u) +g(u)
-1 2 —2 4 4
—1/2 4 iV/3/2 2 —14+4/3 | 1-iV3 1—4V3
1/2 4 iv/3/2 2 1+iV3 1+iV3 1+iV3



64 4. Megolddsok

u 1 0 1 0 1 (f9) (u)
-1 1 -1 2 -2 3
-1/2+iV3/2 1 -1/2+iv3/2  1/2-iv3/2  1/2+iV3/2 0
1/24iv/3/2 1 1/24V3/2  1/2+iV3/2  -1/2+iV3)2 0
f(u)g(u)
3
0
0
10.k. f+g=223 fg=2%—-1=gf;
u 1 0 0 -1 f(w)
—1/241v/3/2 1 —1/2+i4V3/2 —1/2—iV3/2 0
u 1 0 0 1 g (u)
—1/241v3/2 1 —1/2+i4v3/2 —1/2—iV/3/2 2
w20 o 0 | uram | rmrom
—1/2+1V/3/2 H 2 —1+4+4V/3 —-1-iv3 ‘ 2 H 2
u H 1 0 0 0 0 0
—1/2 +1iv/3/2 1 —1/2+iv3/2  —1/2—iV3/2 1 —1/2 +iv/3/2
1 | ow | rwew
—1/2—1iv3/2 ‘ 0 H 0
10.L f+g =223 +4z, fg=25—-1=gf;
u ‘ 1 0 0 -1 ‘ f(u)
1/2 4 iv/3/2 ‘ 1 =3/2+iv/3/2 1/2—1iV3/2 ‘ 0
u ‘ 10 0 1 ‘ g (u)
1/2+iv3/2 ‘ 1 5/24+iv3/2 5/2+i3v3/2 ‘ 2iV/3
u H 2 0 4 0 ‘ (f+9) (u) H f(u)+g(u)
1/2 4 iV/3/2 H 2 1+4V/3 3+iV3 ‘ 2iV/3 H 2iV/3
u 10 0 0 0 0
1/2 +iv3/2 1 1/24+iV/3/2 —1/241iV3/2 -1 —1/2 —iV/3/2
u 1 o | rwew
1/2+14v3/2 1/2 —iv3/2 ‘ 0 H 0
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10m) f+9g=2224+2, fg=a*+22+1=gf

1/2
_\/3/2

V3/2
1/2

|

u 1 1 g (u)
/2 V3/2 . 3/2  V3/2 1 V3
—/3/2  1/2 —/3/2  3/2 -3 1

)
|

—

y

(f+9) (u)

1/2 V3/2
—V3/2  1/2




66

4. Megolddsok

|

1/2
_\/3/2

V3/2
1/2

y

1/2
_\/5/2

—
P
(R

[\

V3/2
1/2

1/2

_\/g/g

-

V3/2
1/2

)

~
> =
[ V]
—
N
> =
=N
v

10 4
( 8 10 )
(fg) (u)
—1/2  /3/2 0 0
( —V3/2 —1/2 ) ( 0 0 )
-10 0 -9 —20
( 0 —10) 20 -9

1/2  V/3/2
—V3/2  1/2

1/2 V3/2
—V3/2  1/2

Bar a méatrixok szorzdsa nem kommutativ, de most speciélis matrixokat szoroz-

tunk, igy (fg) (u) = f (u) g (v) = g (u) f (u).

10n.) f+g=222—-14, fg=a*— 1822 +49 = gf

u Hl -2 -7 ‘ f(u)
RIS
1
4 1 4 -1 0 0
u 1 2 -7 ‘ g (u)
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u 1 0 —18 0 49 (fg) (w)

f(u)g(u) g (u) f(u)

Bar a méatrixok szorzasa nem kommutativ, de most specialis métrixokat szoroztunk,
igy (fg) (u) = f(u)g(u) =g (u) f(u).
10.0. f+g =2z, fg=2>+1=gf

i 0
0 —i

( V2/2i V22 ) X ((1+\/§/2)z’ V2/2 )

V2/2 22 —V32/2 - (1+\/§/2)i

ai b ) (a+1)¢ b
—b —ai b —(a+1)4
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u (f +9) (u) f () +g(u)
% 0 21 0 21 0
0 —i 0 —2i 0 —2i
0 1 0 2 0 2
1 0 2 0 -2 0
0 1 0 2 0 2
i 0 2t 0 2t 0
V2/2i  V2/2 V2i V2 V2i V2
—V2/2  —V/2/2 V2 V2 V2 V2

ai
b

b
—at

2ai 2b
—2b  —2ai

2ai 2b
—2b  —2ai



4.1. Polinomok 69

u 1 0 1 (fg) (w)

( 0 i ) ( 0 i 0 0
1
i 0 i 0 0 0
( V2/2i  \2/2 ) . ( V2/2i V2/2 ) 0 0
—V2/2  —/2/2i —V2/2  —\/2/2i 0 0
b —ai b —ai 0 0
u f(w)g () g (u) f (u)
i 0 0 0 0 0
0 —i 0 0 0 0
0 1 0 2 0 -2
-1 0 2i 0 -2 0
0 i 0 -2 0 2
i 0 2 0 -2 0
V2/2i V2/2 0 V2 0 —V/2i
—V2/2  —/2/2i V2i 0 —V/2i 0

ai b
b —ai

A masodfoki polinomnak végtelen sok gySke van. Ennek az az oka, hogy a méatri-
xok szorzasa altalaban nem kommutativ (a megadott matrixok mindegyike specialis,
és az ilyen matrixok részgytrit alkotnak, amely izomorf a kvaterniok ferdetestével).
A kommutativitas hianya ott is latszik, hogy f(u)g(u) # (fg) (u), kivéve az elss
példat.

. . (0 2 _ .2 (0 2 7 6
10.p. f+g=2x <7 7),fgx (7 7>:c+(13 12),

0 2 —1 2
2
9f = (7 7>x+<13 20)
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f(u)+g(w)

4 -4
-13 3
0 2 76
u 1 ( ) ( ) (F9) ()
7T 13 12

f(u)g(u)
2 -1 22 -7
-3 5

0 2
u 2 - ) (f +9) (u)
707
4
3

A matrixok gyirtje nem kommutativ, és a megadott pontban (fg) (u), (gf) (u),
f(u)g(u) és g(u) f(u) négy kiilonbozs érték.
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4.1.10. Maradékos osztas elsGfoki polinommal és a Horner-maédszer

11. Ha R egységelemes kommutativ gytrd, akkor tetszéleges u € R-rel és f € R[z]-
szel f = (x — u) g+ f (u), ahol g egylitthatoi a helyettesitési érték Horner-modszerrel
torténd kiszdmitasa soran keletkezd értékek, igy f-nek x — w-val valdo maradékos
osztasat meghatarozhatjuk az f (u) kiszamitaséaval is: a hanyadospolinom, ¢, egyenls
g-vel, és az r maradékpolinom az f (u) helyettesitési érték.

1l.a.) f =32° 4+ 222 — 72 + 2
ll.ad.g=z—-3, R=17;

( 3 0 0 2 -7 2 ) : ( 1 =3 ) = 3 9 27 83 242
9 0 2 -7 2
21 2 -7 2
83 -7 2
242 2
728

tehat ¢ = 3z + 923 + 2722 + 83z + 242, és r = 728.
ll.adilg=x+2, R =7Z;

(3 0 0 2 -7 2 ) : (1 2 ) = 3 —6 12 -—22 37
-6 0 2 -7 2
2 2 -7 2
—22 -7 2
37 2
—72

tehat ¢ = 32* — 2% + 1222 — 222 + 37, és r = —T2.
1l.a.diilg=2—-1/2,R=Q;

( 3 0 0 2 -7 2 y (1 =12 ) =
3 3/2 3/4 19/8 —93/16

3/2 0 2 -7 2
3/4 2 -7 2

19/8 —7 2

—93/16 2

—29/32
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tehat ¢ = 3z + 3/223 + 3/422 +19/8x — 93/16, és r = —29/32.

Az el6bbi harom osztast behelyettesitéssel végezve

u H 3.0 0 2 -7 2 ‘ £ (w)

3 3 9 21 83 242 728
-2 3 -6 12 —22 37 —72
1/2 3 3/2 3/4 19/8 —93/16 | —29/32

Lathato, hogy az eredmény ugyanaz, de a szamolas 1ényegesen gyorsabb.

1L.b)f =322 +222 — 70 +2,g=2— (1 —1i),R=C;

(3 2 -7 2 ) (1 —(1-1d) ) =
3 5—3i —5— 8
5-3i -7 2
—5—8i 2
—11 -3¢

igy ¢ =322+ (5 —3i)z — (5 + 8i) és r = —11 — 3i. Masként

U H 3 2 -7 2 ‘ f(u)

1—2 3 5—-3t —-5-8 | —11—3¢

el f=2-i)2*—(T+i)z+(2+4i),g=2—(1—-2i),R=C;

( 2—i —(7+4%) 2+ 4 Yy o+ (1 —(1-20) ) = 2—i —(746i)
—7—6i 2+ 4i
—17+12i

igy g = (2 —i)x — (74 6i) és r = —17 + 12i. Masként

u Hin —(7+1) 2+ 4i ‘ f(u)

1-—2¢ 2—1 —7—61 | =174 124

11.d.)f=32°4+222 -T2 +2,g=2—3,
11.di. R =Z3; most f =222 +22+2ésg=2
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tehat ¢ = 2x + 2, és r = 2.

UHQ 2 Q‘f(u)
o

2 2 ‘ 2

vagy masként, mivel a helyettesitendd érték 0, igy a helyettesitési érték az f polinom
konstans tagja, azaz 2.

11.d.ii.l R = Z5; masként irva f = 32° + 222 + 32 + 2, g = x + 2 (de az eredeti
alakokkal is ugyanazt az eredményt kapjuk)

2 2 3 2
3 3 2

2 2

3

tehat ¢ = 3z* + 423 4+ 222 + 32+ 2, és r = 3.

uH3 0 0 2 3 Q‘f(u)
s |

34232‘3

11.d.iii R =Z¢, igy f =32° + 222+ 52+ 2, g=2+3

3 2 5 2
5 & 2

2 2

2

tehat ¢ = 32 +32° + 322 + 50+ 2, és r = 2.

u300252‘f(u)

3“33352‘2

llel f=2—-2,g=2—-5 R=Zg; masként f=x+4, g=x+1,
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tehat ¢ =1, és r = 3.

5 1‘ 3
11.f. f=22-2+1, R=C;
11filg=z+1;
(1 -1 1 ) : (1 1 ) = 1 =2
—2 1
3

tehat g =2 — 2, és r = 3.
11.fiilg =2 — (-1/2+iV3/2);

1 —-3/2 +1iv3/2
—-3/241iv3/2 1
1—iV3
g=a+(=3/2+iV3/2),ésr =1—1iV3.
11.fiiil g = 2 — (1/2+iV3/2);
(1 -1 1y (1 7(1/2“'\/5/2)
1 —1/24iV/3/2

—1/24i/3/2 1
0

q==z+ (—1/2+1iV3/2), és r = 0, azaz g osztdja f-nek

4. Megolddsok

(1 7(71/2“'\/5/2) ) =

) =

u H 1 -1 1 f(w)
-1 1 -2 3
—1/2 +iV/3/2 1 =3/2+4V3/2 | 1-iV3

1/2+iv3/2 1 —1/2+4V3/2 0
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1lg/f=2*-1,g=2-(-1/24+iV3/2), R=C;

(1 0 0 -1 ) (1 (14\/5)/2 ) =
1 —(1-w3) 2 —(1+iv3) 2
—(1—z\/§)/2 0 -1
—(1+z‘\/§)/2 ~1
0

g=22+ (-1/2+iV3/2) x — (1/2+iV3/2), és r = 0, azaz g osztdja f-nek

u H 1 0 0 -1 ‘ f(u)
—1/24iv3/2 ‘ 1 —1/2+iV3/2 —1/2—1‘\/3/2‘ 0

1Lh)f=2®-222+22-1,g=2- (1/2+iV3/2), R=C;

(1 —2 2 -1 ) 1 —(1+i\/§)/2 ) =
1 —(3-iB) 2 (1-ivB) /2
~(3-iv3) /2 2 1
(1—1\/5)/2 1
0

g=a?+(-3/2+ iV3/2) x + (1/2 - i\/§/2), és r =0, azaz g oszt6ja f-nek

u H 1 -2 2 -1 ‘f(u)
1/2 +iV3/2 H 1 =3/2+i/3/2 1/2—iV3/2 ‘ 0
11.i.
( 2/3 0 —5/4 1/5 y (1 =2/5 ) =

2/3  4/15  —343/300

4/15 —5/4 1/5
—343/300 1/5
—193/750
u H 2/3 0 —5/4 1/5 ‘ f(w)
2/5 H 2/3  4/15  —343/300 ‘ —~193/750

tehat q = 2/322 + 4/152 — 343/300, és r = —193/750.
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4.1.11. Derivalt helyettesitési értéke

12./ Ha a Horner-séméval szdmolva a helyettesitési értéket, a kapott hanyadospoli-
nomba ismét behelyettesitjiik ugyanazt az értéket, majd ezt folytatjuk, akkor a k+1-
edik lépésben kapott helyettesitési érték az eredeti polinom k-adik derivéltjanak az
adott pontban vett értéke, szorozva k!-sal, igy a derivalt helyettesitési értékét egymas
utani behelyettesitésekkel és egy osztassal kapjuk.

12.a. f/ =152 + 42 — 7, f' (3) = 1220

klwi|3 0 0 2 =7 2 %f(k)(u) £ (w)

0|3 3 9 27 83 242 728 728

1|3 3 18 81 326 1220 1220

12.b. f=32° +222 — 7o +2=32°+222+ 2+ 2, f7 =0, f7(3) =0

Elwl| 3 0 0 2 1 2| &f® @ | f®(u)

0|3 3 1 3 3 2 2 2
113 3 2 1 2 0 0
2|3 3 3 2 0 0

12.c f =324+ 222 — T +2=222+22+2, u=0, f =0, f"(3)=0

Eflul|l 2 2 2 %f(k) (w) | £ (u)
00 2 2 2 2
110 2 2 2
210 0 2 1
310 0 0 0

k| w3 0 -7 0 5 =8 | Hf® () | fO) (u)
0| -2 3 -6 5 —10 25 —58 —58
1] -2 3 —-12 29 —68 161 161
2 | -2 3 —18 65 —-198 —396
3] -2 3 -2 113 678
4| -2 3 —30 —720

12.e) f = 528 — 1125 +62* + 222 - 3lz + 17T = 28 + 25 + 24+ 1, u = 1
fr=at 1=+ ) fW =0, /O 1) =0;

>
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klul1 10 0 0 1 1] L0 | f® ()
01 1 0 0 0 0 1 0 0
1|1 1 1 1 1 1 0 0
2|1 1 0 1 0 1 0
301 1 1 0 0 0
41 1 0 0 0

4.1.12. Polinomfiiggvények véges testek felett

13. Legyen f egy R gyiird f6lotti polinom, ekkor uw — f (u), ahol u € R, R-nek
6nmagaba valo leképezése, vagyis egy fliggvény. Ez a leképezés az f polinomhoz
tartozo polinomfiiggvény. Az nyilvanvald, hogy ha g is egy R folotti polinom, és
f = g, akkor a két polinomhoz tartoz6 polinomfiiggvény azonos, de éppen a kévetkezd
példak mutatjik, hogy ez visszafelé altalaban nem igaz (emlékeztetiink ré, hogy két
polinom akkor és csak akkor egyenld, ha valamennyi egyiitthatéjuk azonos, mig két
fliggvény pontosan akkor egyenld, ha az értelmezési tartomény minden pontjihoz
azonos fuggvényérték tartozik).

13.a. TetszGleges u egész szam esetén u? = u (p), tehat Z,-ben @ = 7, igy az
x és az xP polinomokhoz tartozé polinomfiiggvényekmhelyettesitési értéke minden
pontban azonos, tehat a két fiiggvény is azonos, jollehet a két polinom kiilénbozd.

13.b./07 = 0, és ha u # 0, akkor u9~! = e, hiszen g-elemd test multiplikativ cso-
portjanak rendje ¢ — 1, igy u? = u a test minden eleére, tehat a két polinomfiiggvény
azonos.

13.c.[13.a.lalapjin az P —x-hez tartozo polinomfiiggvény a nullfiiggvény, és test
folotti polinomok Gsszegéhez és szorzatdhoz tartozo polinomfiiggvény a polinomok
altal meghatéarozott polinomfiiggvények Gsszege illetve szorzata.

13.d. Hasonl6 az el6z6 feladathoz.

13.eHa f = g- (2P — x)+r, ahol r legfeljebb p—1-edfoku, akkor az elébbi pontok
alapjan f-hez és r-hez azonos polinomfiiggvény tartozik. Ha viszont két legfeljebb
p— 1-edfoku, Z,, f6l6tti polinom ugyanazt a polinomfiiggvényt hatarozza meg, akkor
Z,, minden pontjiban, tehat p kiilénb6z6 helyen azonos a polinomfiiggvények értéke,
igy a két polinom is azonos. Ebb6] kévetkezik, hogy a kiilonb6z8 polinomfiiggvények
és a legfeljebb p— 1-edfoki polinomok kozott bijekcio létesithetd. Az ilyen polinomok
szama viszont éppen pP.

13.f. Ugyanagy lathaté be, mint az el6z8 allitas.
13.g. Eppen ezzel lattuk be [13.e.lt.
13.h.| Lényegében véve azonos az €l6z6 feladattal.

13.i.| 2P — z-nek Z, minden eleme gyoke, igy, ha f = g - (2P — z) + r, akkor f
és r értéke Z, minden pontjdban azonos, tehat a Z,-beli gyokei is megegyeznek, és
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r=f mod (z? — x).

13.j. A bizonyitas megegyezik az el6z6 pont bizonyitdsaval, az értelemszerd at-
alakitasok utén.

13.k.Ha f=g- (2?71 = 1) +s, s k #0, akkor f (k) = s (k), mert
k#A0=ptk=kP"'=1 mod pzﬁpil—izﬁ

vagyis #P~! — 1-nek Z,, minden nem nulla eleme gydke, igy a nem nulla pontokban
f és s értéke azonos.

13.1. Mint 13.k..
13.m. f (u) = Y. ,au'. Ha 0 # u € Z,, akkor u?~' = 1, és innen indukciéval

azt kapjuk, hogy

ﬂk = HLP%J (p=1)+(k mod p—1) = (ﬂpfl) \_ﬁj ﬂ(k mod p—1) _ ﬂ(k mod p—1)
tehdt f (@) =Y i, a;att mod p=1)
13.n. A bizonyités hasonl6 az elobbi feladat bizonyitasahoz.

13.0/d[2? —xz = Hﬂezp (x — w)-bol kivetkezik, hogy d minden gydke egyszeres
és Z,-beli. d|f-bo6l f = gd, igy, ha u gyoke d-nek, akkor gydke f-nek is. Forditva,
legyen u egy Z,-beli.gy6ke f-nek. Mivel test f6l6tti polinomgytird euklideszi, ezért
d=s-f+1t- (2P —x) valamilyen Z, f6l6tti s és t polinomokkal. Ekkor d (@) =
s(u) f (u) +t(u)- (WP —u) =0, tehat w d-nek is gyoke.

13.p. Ugyantgy bizonyithato, mint [13.0..

13.q /2Pt -1 = Hﬁ;éﬂezp (x — @), és ezt figyelembe véve a bizonyitas ugyanaz,
mint [13.0.-ban.

13.r. K-ban hasonl6 igaz 297! — e-re, mint az el6z6 pontban 2P~ — 1-re.

4.1.13. Polinom derivaltja

14.
14.a) (327 — 522 + 22 +7)" = 212 — 10z + 2.
14b)f=32" 522 + 20+ T=a>+ 2z +1, (x> + 22 +1) =22+ 2.
14.c) f =327 — 52 + 22 + 7 = 327 + 222 + 2z, (327 + 22° + 2z) = 4z + 2.
14.d./Z < Q, igy a feladat azonos a[14.a. feladattal.

14.e) ((x —3)™) = m(x — 3)™'. Ha m oszthato a gy(rd karakterisztikajaval,
akkor a derivélt a nullpolinom.

14.f (x — 3)™ = 2™, és a derivalt maz™ 1. Ha m oszthaté a gytirt karakterisz-
tikdjaval, akkor a derivalt a nullpolinom.

14.g. (>0, aix”i)/ =p> i dazPt = 0.
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n—1 . n-1 2
Ak (S0 ar’) = X0y gt = Y7 0y 102 = (z}_s J b)
15.

15.a./Igen: ha a gytird karakterisztikaja m > 0, akkor példaul (z™)" = ma™ ! =

m—2

15.b. Igen: ha a gytrid karakterisztikaja m > 0, akkor (J:m + xm_l)/ =—z

4.1.14. Legnagyobb k6z6s oszt6 és linearis kombinacios el6allitasa

16. Test f6l6tti polinomgytird euklideszi, igy a legnagyobb koz6s osztd meghataroz-
haté az euklideszi algoritmussal. Legyen u és v a két elem, amelynek meg akarjuk
hatarozni a legnagyobb kozos osztdjat. Az r_q = u, rg = v jeldléssel az algoritmus a
kovetkezs: ha méar ismerjitk valamilyen ¢ € Ng-ra r;_1 és r; értékét, és r; # 0, akkor
legyen r;_1 = ¢;r; + Ti+1, ahol vagy r;y1 = 0, vagy 741 # 0 és @ (ri41) < @ (r;)
(itt ¢ az euklideszi norma, ami polinomok esetén a nem nulla polinom foka). Mivel
@ értéke nem negativ egész, ezért véges sok 1épés utdn a maradék biztosan O lesz.
Ha egy n € Ng-ra r,, # 0, de r,4+1 = 0, akkor u és v legnagyobb koz6s osztdja r,
(feltehetjiik, hogy v = 1o # 0, mert ellenkezd esetben (u,v) = u kozvetleniil ismert).

Euklideszi gytriiben (és még mas, az euklideszi gytrtinél altalanosabb gytrik-
ben, de nem minden gytriiben) a legnagyobb kozos osztéd felirhaté az adott két
elem linearis kombinaciojaként, ahol a linearis kombinaci6 egylitthatéi a gytiribdl
vannak. Ennél t6bb is igaz, ugyanis ha 7, a legnagyobb kdzos oszt6, akkor minden
—1 < k < nindexre van a gydrtiben olyan ay és by elem, amellyel 7, = agu+ byv, és
ilyen egytitthatok a kiterjesztett euklideszi algoritmussal szintén meghatarozhatéak.
Az kénnyen lathato, hogy a_1 = e és b_; = 0 valasztassal r_1 = a_ju+b_qv, és ha
ag = 0 és by = e, akkor rg = apu + byv. Ebbdl kiindulva pedig rekurzioval kapjuk,
hogy ha mér ismert ay_1 és ax valamint by és by értéke, akkor apy1 = arp—1 — qrag
és b1 = bp—1 — qiby olyan, hogy ry+1 = ag+1u + bi1v (fontos megjegyezni, hogy
nem csak ezzel az agy1, bpy1 parral teljesiil az egyenlGség).

16.a.
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( 3 0 -2 5 3 ) ( 2 0 -2 -3 ) =
3/2 0
1 19/2 3
(2 0 -2 -3 y o ( 1 19/2 3 ) -
2 -19

—19 -8 -3
345/2 54

( 1 19/2 3 Yy ¢ ( 345/2 54 ) -

2/345  2113/39675

2113/230 3
1641/13225

Ha a maradék konstans, akkor megallhatunk. Amennyiben ez a konstans 0, akkor
a legnagyobb koz0s 0szt6 az utolsé oszto, ellenkezs esetben a legnagyobb kozds osztod
a kapott nem nulla konstans osztasi maradék. A legnagyobb kozos osztd csak egy
egységszorzd erejéig egyértelmi, vagyis egységgel szorozhatd. Test f616tti polinom-
gytriben a nem nulla konstans polinomok az egységek, igy az el6bbi két polinom
legnagyobb kozos osztdja az 1 (azaz a két polinom relativ prim).

k k-1 ag by,
—1 1 0
0 0 1
. 32 1-0-3/2z 0—1-3/2z
=1 =-3/22
) on 10 0—(2z—19)-1 1— (2z —19) - (=3/2z)
=2z +19 =322 —57/2x + 1
1 — (2/345x + 2113/39675) —3/2x — (2/345x + 2113/39675)
2/345z+ X (—2z + 19) x (322 — 57/2z + 1)
2113/39675 =4/3452%— = —2/115z3 4 72/132252%+
48/13225x — 472/39675 478/39675z — 2113/39675
és

1641/13225 = (4/3452° — 48 /132252 — 472/39675) f
+ (4/3452% — 48/13225x — 472/39675) g
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16.b. f = 32*—2224+52+3 = 32 +522 +52+3, g = 22> — 22— 3 = 223 +Hhr +4,

R=17;

( 3 0 5 5 3 ) :+ ( 2 0 5 4 )
1 6 3
(2 0 5 4 ) : (1 6 3 )
2 6 4
1 5
(1 6 3 ) :+ (1 5 )
13

5

tehat a legnagyobb kozos osztd d = 5, azaz d = 1.

1 0
0 1
qo = bx 1 2x
q=2x+2 5¢ 45 322 4+ 3z +1

@2=x+1 202 +4x+3 43422+ 52+6

és (207 +4x 4 3) (32* + 5a® + 52 4 3) + (42 4+ 22 4+ 52 +6) (22° + 5z +4) = 5,
vagy (622 + 5z +2) (3z* + 522 + 5z + 3) + (5a® + 32 + x +4) (223 + 5z +4) =1

16.c.) f = 32* — 222 + 52 + 3 = 32* + 922 + 5z + 3,
g=22>—22—-3=2234+92+8, R=7Z1;

(3 0 9 5 3 ) : ( 2 0 9 8 )
1 4 3
(2 0 9 8 ) : (1 4 3 )
3 3 8
2 10
(1 4 3 ) : ( 2 10 )
0 3

8

tehét a legnagyobb koz6s osztd d = 8, azaz d = 1.
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1 0
0 1
q0 =Tz 1 %
qr=2x+3 9z + 8 322 + 10z + 1

@2=6x+5 2’>+6x+5 4dxd+222+3x+6

és (224 6z +5) (32* + 922 + 5w + 3) + (42° + 222 + 32+ 6) (22° + 92 + 8) = 8,
vagy (722 + 9z + 2) (3z* + 922 4 5z + 3) + (62® + 322 + 10z + 9) (22° + 9z + 8) =
1

16.d. f =32* — 222 + 524+ 3 =32 +322 +3, g =22% — 20 — 3 =223 + 32 4+ 2,
R=17Z;

(3 0 3 0 3 ) : (2 0 3 2 ) = 4 0
1 2 3
(2 0 3 2 ) : (1 2 3 ) = 2 1
1 2 2
4

tehét a legnagyobb kozos osztd d = 4, azaz d = 1.

1 0
0 1
qo = 4z 1 T

@1 =2rx+1 3x+4 322+4x+1

és 3z +4) (32 + 327 + 3) + (322 + 4z + 1) (22° + 3z + 2) = 4, vagy
(20 4+1) (3z* + 322 +3) + (222 +x+4) (22 + 3z +2) =1

16.e)f=32* —222 + 50 +3=2*+2+1,9g=22°-20-3=1,R=12Z,

Most a legnagyobb kozds oszté d =1 =g, és0- (2* +2+1) +1-1 = 1. Egyéb-
ként a legnagyobb kozos oszté nyilvanvaldéan 1, hiszen egységnek és egy tetszéleges
elemnek a legnagyobb kozds osztdja mindig 1 (illetve a gytrd egységeleme).

16.f f =32 — 222 + 50 +3 =22 +22+1,g=22°-20 -3 =22+ 2, R =73
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a legnagyobb kozds oszté d =z + 1.

1 0 ) (1 2 1
2 0
1 1

2 1 ) (1 1 )
1 1
0

0 1

1 0

g =2r+2 z+1 1

és(z+1) (22 +22+1)+1- (228 +2) =2 +1

16.g.
( 3—-4i —1-3i
( 4—3i
22
( 4—3i
(
(

—2 4 4i
-5
—444i
— (6 —18i) /5
-5
—(6—180) /5
4-1/2
—(6—180) /5
(

5— 5i
3—i
(3414)/5
7—5i
(27 — 214) /5

3—i
(27 —214) /5
— (13 +9i) /12

—3/2—7i
5—15/4i
(27 — 21i) /5
5—15/4i

— (312 — 2164) /625
(9 —274) /5

83

—T—1 )
I )
(14 — 2i) /25

g
—(2749i) /5

—3+i )
—(2T+9)/5 )=
— (11 + 23i) /24
-3+
—15/4 — 5i

—(2749)/5  ):
—15/4 — 5i

\_/
I

(468 — 3241) /625
— (274 9i) /5
0

a legnagyobb kozos oszté d = (5 — 15/44) x — (15/4 + 51), illetve normélva d = © — i
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1

0
0 1
qo = (3/5+ 1/5i) = . —(3/5+1/5i)x
+ (14/25i — 2/254) — (14/25i — 2/254)
q1 = — (13/12+ 3/4i) x (13/12 + 3/4i) —(1/2 4 2/3i) 22
— (11/24 + 23/244)

+ (11/24 + 23/244) —(3/4+ i)z + (2/3 —1/20)

és
((13/12 + 3/4i) x + (11/24 + 23/24i)) x
((3 =)zt — (1 + 3i)® + (=2 + 4i)2® + (5 — 5i)z — (T +1))
+ (= (1/2+2/3i) 2% — (3/4+ i)z + (2/3 — 1/2i)) x
((4 = 3i)z® — 52 + (3 — i)z — (3 —1))
= (5—15/4i)x — (15/4 + 5i)
16.h.

( 1/2 =3/2 25/9

—26/9  —4/3 )
( 2 -19/3  11/3 2 N
1/4 1/24
1/12  67/36  —61/18  —4/3
17/8  —85/24 —17/12
( 2 -19/3  11/3 2 )
( 17/8  —85/24 —17/12 )
16/17  —24/17
-3 5 2
0

a legnagyobb kozos oszté d = 17/8x% — 85/24x — 17/12, illetve normdlva d = x? —
5/3¢ — 2/3

1 0
0 1

qo=1/4z+1/24 1 —(1/4z+1/24)
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és

1-(1/22* —3/22° + 25/92° — 26/92 — 4/3)

— (1/4z +1/24) (22 — 19/32% + 11/32 + 2)

=17/82% — 85/24x — 17/12

16.4. f = 32* — 222+ 52 +3 =32 + 32243, g =423 + 2522 — 150 —9 = 423 +1

( 3 0 3 0 3 ) : (4 0 0 1 ) = 20
3 3 3

(4 0 0 1 ) : ( 3 3 3 )y = 3 2
11 1

a legnagyobb kozds oszté d = 322 + 3x + 3, illetve normélva d = 22 + x + 1.

1 0
0 1

g =2x 1 3z

és 1. (32 4+ 322+ 3) + 3z (42° + 1) =32 + 3z + 3.

16.j. f = 4a* — 1223 — 322 + 182 + 9 = 42* + 323 + 222 + 32 + 4,
g=2x>—3r—3=22%+2x+2

a legnagyobb kozds oszté d = 222 + 2x + 2, illetve normélva d = 22 + z + 1.

1 0
0 1

¢s 0- (4a* +32% + 2207 + 3z 4+ 4) +1- (22 4+ 20+ 2) = 227 + 20 + 2.

16.k. f = —dz* + 923 + 422 — 202 4+ 16 = 32* + 223 + 42?2 + 2 + 2,
g = —142% + 102* — 1223 + 822 + 122 — 8 = 32? + 223 + 22 + 5z + 6,
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( 3 2 1 5 6 ) : ( 3 3 3 ) = 1 2 2
6 5 5 6
6 6 6
0

a legnagyobb koz6s oszté d = 3z2 + 3x + 3, illetve normalva d = 22 + x + 1.

1 0
0 1
w=1 1 6

és1- (3% +22% +42” + v+ 2) + 6 - (32* + 223 + 2® + 52 + 6) = 32% + 3z + 3.
16.1. f = 52® — 102* + 323 — 522 + 10z — 3, g = 4a* + 323 — 4o — 3,

( 5 —10 3 -5 10 -3 )
( 4 3 — -3 )y = 5/4  —55/16
—55/4 3 0 55/4 -3
213/16 0 0 —213/16
( 4 3 0 4 -3 )
( 213/16 0 0 —213/16 ) = 64/213 16/71
3 0 0 -3
0

a legnagyobb kozds osztd d = 213/1623 — 213/16, illetve normélva d = 23 — 1.

1 0
0 1
qo =5/4x —55/16 1 —5/4x +55/16
és
1-(52° — 10z* + 32° — 52° + 10z — 3)
+ (—5/4z 4 55/16) (4z* + 32% — 4z — 3)
=213/162° — 213/16
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16.m.| f = 52° —102* + 323 =522+ 102 —3 =323+ 2, g = 42* + 32 — 42 -3 =
4zt + 323 +z + 2,

(4 3 0 1 2 ) : (3 00 2 ) = 31
3.0 0 2
0

és1- (323 42) +0- (4o +32° + 2 +2) =32 + 2.

16.n. f = 52° — 102* + 323 — 522 + 10z — 3 = 52° + 42* + 323 4 222 + 3z + 4,
g =4zt + 323 — 4x — 3 = 4ot + 323 + 32 + 4,

5 0 0 2

( 4 3 0 3 4 ) : (5 0 0 2 ) = 5 2
3 0 0 4
0

a legnagyobb kozds oszté d = 53 + 2, illetve normélva d = 23 + 6.

1 0
0 1

g =3x+4 1 4x+3

és 1+ (5a® + 4zt + 3% + 222 + 3z 4+ 4) + (4z + 3) (4o + 32% + 3z + 4) = 5% + 2.
16.0. f = 52%—102° —T2* +202% — 22 —102+3, g = 42°+3z* — 82> — 622 +4x+3,
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( 5 —10 —7 20 -1 -10 3 )
( 4 3 -8 -6 4 3 )y = 5/4  —55/16
—55/4 3 55/2 -6 —55/4 3
213/16 0  —213/8 0 213/16
( 4 3 -8 -6 4 3 )
( 213/16 0  —213/8 0 213/16 ) = 64/213  16/71

3 0 -6 3
0

a legnagyobb kozds oszté d = 213/16z* — 213/8x2 + 213/16, illetve normélva d =
zt — 222 + 1.

1 0
0 1
go = 5/4x —55/16 1 —5/4x +55/16
és
1-(52°% —102° — 72" + 202° — 2® — 10z + 3)
+ (=5/4x + 55/16) (42° + 32" — 8z® — 62 + 4z + 3)
= 213/162* — 213 /8% + 213/16

16.p.| f = 525 — 102® — 72* + 2023 — 22 — 102 + 3 = 32* 4+ 422 + 3,
g =42 + 32* — 823 — 622 + 4o + 3 = 42° + 32t + 223 4+ 42? + 42 + 3,

a legnagyobb kozds oszté d = 3x* + 422 + 3, illetve normalva d = 2* + 322 + 1.

0 1
1 0
és 1 (32* + 42 4 3) +0- (42® + 32 + 22° + 42® + 4o + 3) = 332" + 42” + 3.

16.q. f = 525 —102° — 72* +202% — 22 — 102+ 3 = 5% +42° + 623 4+ 622 + 42+ 3,
g =42 + 3% — 823 — 622 + 42 + 3 = 42 + 32t + 623 + 22 + 4x + 3,
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a legnagyobb kozos oszté d = 5z + 422 + 5, illetve normalva d = x2 + 522 + 1.

1 0
0 1
g=3x+4 1 4x+3
és
1-(5x6+4m5+6$3+6:c2+4x+3)
+ (42 + 3) (42° 4 32" + 62° + 2” + 4z + 3)
=5zt + 422 +5

17.] Két polinomnak akkor és csak akkor van kozos gyoke, ha a legnagyobb
kozos osztojuknak van gyodke, azaz pontosan akkor, ha a legnagyobb kozos osztd a
nullpolinom, vagy legalabb elséfoka (a legnagyobb kozos osztd akkor és csak akkor
a nullpolinom, ha mindkét polinom a nullpolinom, igy, ha legaldbb az egyik polinom
nem a nullpolinom, akkor a kozos gyok létezésének sziikséges és elégséges feltétele
az, hogy a legnagyobb kozos oszto legalabb elséfoku legyen). Ha van kozos gyok,
akkor az a legnagyobb kozds osztd gyoOke, és forditva, a legnagyobb k6zds osztd
gyoke kozos gyoke a két polinomnak (de a gyokok multiplicitasa a harom polinomban
kiilonbo6z6 lehet). A legnagyobb kozos 0szt6 ugyanazon gytrd folotti polinom, mint a
két megadott polinom, de a kozés gyokok nem feltétleniil vannak ebben a gyiirtiben.

17.a.] A két polinom legnagyobb kozos osztoja 1, igy a két polinomnak nincs
kozos gyoke.

17.b. (f,g9) = 1, tehat a két polinomnak nincs kozos gyoke.

17.c. f és g legnagyobb kozds osztdja egy nem nulla konstans polinom, ezért
f-nek és g-nek nincs kozds gyodke.

17.d.J A két polinom legnagyobb k6z6s osztdja 1, igy a két polinomnak nincs
kozos gyoke.

17.e. A két polinom legnagyobb kozos osztoja 1, igy a két polinomnak nincs
kozos gyoke. Ez egyébként nyilvanvald, hiszen g nem nulla konstans polinom, tehat
nincs gyoke, és akkor nem lehet a két polinomnak sem kézos gydke.
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17.f. A legnagyobb kozos oszté d = = + 1, igy van kozos gyok. A kozos gyok d
gyoke, tehat zg = —1.

17.g]d = x — i (a gyokok szempontjabol mindegy, hogy melyik legnagyobb
kozos osztot tekintjiik, hiszen egységgel szorozva nem valtoznak a polinom gyokei).
A legnagyobb k6z0s oszt6 elséfoku, igy van kozos gyok, és ez xg = i.

17.h.)d = 2% — 5/3x — 2/3, van kozds gyok. A masodfokii egyenlet megoldasa
x1 =2 6és x9 = —1/3, igy ez a két érték a ket polinom kozds gyoke.

17.4.d = 2% + z + 1, van kozds gyok. Minden olyan test esetén, amelynek a
karakterisztikaja nem 2, alkalmazhaté a masodfoku egyenlet ismert megoldoképlete.
Ekkor

A+ VIZP—4-1-1 —14+v/=3 442
9 - 2 - 2\[:2i3‘/§

T1,2 =

(v/2 most a Zs-beli, a 2-vel reprezentalt maradékosztaly, és nem a 2 egész szam,
vagyis V2 nem egy valos szam!). Zs-ben nincs olyan elem, amelynek a négyzete 2,
ezért Zs-ben nem végezhetd el a kijelolt négyzetgydkvonas, a két polinom két kézos
gyoke nincs benne Zs-ben (de a két polinomnak van két kozos gydke, 2 £ 3v/2, és
van olyan, a Zs-0t résztestként tartalmazo test, amelynek eleme 2 + 3v/2, hasonloan
ahhoz, ahogy a racionélis egyiitthatés 22 + x + 1 polinomnak sincs racionalis gydke,
de van gycke példaul a valds szamok testében!).

17.j. Mivel a gytird és d ugyanaz, mint az el6z4 feladatban, ezért a megoldas is
azonos.

17.k. A legnagyobb kozds oszto ismét d = 22 + x + 1, van kdzds gydk, de most
mas a test.

=3+£1

T1,2 =

~1+V12—4.1-1 —1+v/-3 6+V4
2 - 2 2

vagyis az egyik gyok z; = 4, a méasik xo = 2.

17.10d = 2% — 1, a két polinomnak van kozds gydke. d egyik gydke zg = 1,
ez benne van az alaptestben, és a tovabbi gyokok az 2% + o + 1 polinom gyokei,
amelyek nincsenek benne a raciondlis szimok testében. Az utobbi polinom két gyke

— 14 .3
IIJLQ =3 :l: ZT.

17.m.d = 2 +4 = 23— 1, a kozds gyokok egyrészt v = 1, masrészt az 22+ +1
polinom gyokei, amelyeket meghataroztunk [17.1.-ben.

17.n.d = 23 +6 = 23 — 1, a kozds gyokok egyrészt xg = 1, masrészt az 22 +x+1
polinom gyokei, amelyeket [17.k.-ban meghataroztunk: z; = 4 és x5 = 2.

17.0. d = 2* — 22% + 1. Ez a negyedfokt egyenlet visszavezethets egy masod-
foktra, ha bevezetjilk y = 2%-et. Ekkor 2% — 222 +1 =92 -2y +1 = (y — 1)2,
vagyis yo = 1, és innen x1 2 = 1, tovidbba mindkét gyok legaldbb kétszeres gyoke
az eredeti polinomoknak.
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17.p.d = 2% + 322 + 1 = 2% — 222 + 1. Az €l6z6 ponthoz hasonléan z; o = +1,
ebbdl 1 =1 és x5 = —1 = 4, és mindkét gydk legalabb kétszeres gytke mind f-nek,
mind g-nek.

17.qd = 2* + 522 + 1 = 2* — 222 + 1. Most is z12 = +1, igy 1 = 1 és
x9 = —1 =6, és ez a két érték legalabb kétszeres gydke a megadott két polinomnak.

4.1.15. Tobbszoros gyok

18. Ha f-nek u k-szoros gyoke, ahol k egy pozitiv egész szam, akkor u a polinom
derivaltjanak legalabb k — 1-szeres gyoke, és pontosan k — 1-szeres gyoke, ha k nem
oszthaté a gytri karakterisztikajaval. Ebbdl kévetkezik, hogy f-nek pontosan akkor
van tobbszoros gyoke, ha van kozos gydke a derivaltjaval, és ekkor a tobbszords
gyokok a legnagyobb kézos osztd gyokei.

18.a. f = 22° + Ta* — 323 — 2622 — 42+ 24 — f/ = 102* + 2823 — 922 — 522 — 4

(2 7 -3 —26 —4 24 K
(10 28 -9 —52 —4 )y =
1/5 7/50
7/5  —6/5 —78/5 ~16/5 24
—128/25 —717/50 102/25 —614/25
(10 28 -9 —52 —4 )
(  —128/25 —717/50 102/25 —614/25 )y =
—125/64 25/16384
—1/128 —33/32 —129/32 —4
—33075/32768  —33075/8192 —33075/8192
(  —128/25 —717/50 102/25 —614/25 E
( —33075/32768  —33075/8192 —33075/8192 )y =

4194304/826875  —5029888/826875
307/50 614/25 614/25
0

a legnagyobb kozos oszté d = —33075/32768x% — 33075/8192x — 33075/8192, vagy
mésként d = 22 + 4z +4. A legnagyobb kozos oszté masodfoki, ezért van tbbszdrds
gyok. 22 + 4z +4 = (x + 2)2, ami azt jelenti, hogy egyetlen tobbszoros gyoke van a
polinomnak, az xo = —2. Mivel a test karakterisztikaja 0, és ez nyilvan nem osztéja a
gyok multiplicitasanak, tovabba a —2 kétszeres gydke a legnagyobb kozos osztonak,
és igy a derivaltnak, ezért az eredeti polinomnak a —2 haromszoros gyoke. Valéban,
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azaz f oszthato (x + 2)3 = 2% + 622 + 122 + 8-cal, és a —2 nem gydke a hanyados-
polinomnak, ¢ = 222 — 52 + 3-nak, mert ¢ (—2) = 21.

18.b. f =22+ 23 -~ 822 —2+6 — f/ =823+ 322 -~ 16 — 1

(2 1 -8
( 8 3
1/4 —4
—131/32
( 8 3
(  —131/32
329/131
(  —131/32

(

vagyis a legnagyobb k6z0s 0szté nem nulla konstans polinom, f-nek nincs t6bbszoros

gyoke.

18.c. f =22+ 23 - 822 —2+6 = 204 + 22 + 222 +4x+1 — f/ = 323+ 322 +4x+4

—3/4
—1/4

~16
—1/4
—256/131
—552/131
—74944/17161

—1/4
—74944/17161
2248091/2398208
—26053/9368

6
-1
1/32
6
193/32

-1
193/32
10528/17161
—1

46336/17161

193/32
46336/17161
447095533 /702075392
193/32
189200025/43879712

~—
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(2 1 2 4 1 ) : ( 3 3 4 4 ) = 4 3
4 1 3 1
2 1 4

( 3 3 4 4 ) : ( 2 1 4 ) = 4 2
4 3 4
11

(2 1 4 ) : (1 1) = 2 4
4 4
0

a legnagyobb koz0s 0szté d = x+1. Ennek a gytke xg = 4, f-nek egyetlen t6bbszorss
gytke van, a 4. Mivel ez a derivaltnak egyszeres gydke, ezért 4 az f-nek pontosan
kétszeres gyoke. Valoban,

(2 1 2 4 1 ) : (1 2 1 ) = 2 2 1
2 0 4 1
1 2 1
0

tehdt f oszthato (z — 1)>-nel. Ugyanakkor a hanyados nem oszthato ezzel a poli-
nommal, hiszen azonos fokszamu polinomok esetén akkor és csak akkor teljesiil az
oszthatosag, ha egymaés asszocidltjai, vagyis csak egy egységszorzoban kiilonboznek.
Test 6l6tti polinomgylrd esetén a nem nulla konstans polinomok és csak ezek az
egységek, és ez a szorzdé nem lehet méas, mint a f6egyltthaték hanyadosa, tehat 2,
de 2 (22 + 22+ 1) = 222 + 42 + 2 # 22 + 22 + 1 (most elég lett volna a konstans
tagokat nézni).

18.d. f =22° + 423 + 322 + 40+ 2 — f =222 + x4+ 4;

(2 0 4 3 4 2 ) : ( 2 1 4 ) =1 2 4 3
4 0 3 4 2
3.0 4 2
1 3 2
0

d=22>+1+422+32+2=(r+2) (z + 1), van t&bbszdrds gydk. x1 = 3 és xy =
4, és mindkét gyok kétszeres (ha valamelyik legalabb haromszoros, tehat pontosan
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haromszoros gyok lenne, akkor ez a gyck a legnagyobb kozos oszténak legalabb
kétszeres gyoke lenne).

18.e) f=22° + 52t + 22 +42? + 40 +5 — f/ =324 + 623 + 322 + = + 4;

4 0 1 6

( 3 6 3 1 4 ) : (4 0 1 6 ) = 6 5
6 4 0 4
4 2 2

( 4 0 1 6 ) : ( 4 2 2 ) = 1 3
5 6 6
0

d=422+2242 ~ 22 +4z+4 = (z + 2)°, tehat zo = 5 az egyetlen tobbszords gydke
a polinomnak. Ez a gytk pontosan haromszoros gyoke a polinomnak: (x —5)° =
3 + 622 + bz + 1, igy

(2 5 1 4 4 5 ) : (1 6 5 1 ) = 2 0 5
5 2 4 5
0

tehat 5 legalabb héromszoros gydk, de a hanyadosnak, 222+5 = 222—2 = 2 (22 — 1)-
nek nem gyoke 5. (Azt egyébként, hogy legfeljebb haromszoros gyok, onnan is lehet
tudni, hogy ha w az f polinom k-szoros gydke, akkor a derivéiltnak legalabb k — 1-
szeres gyOke, és igy a polinom és a derivalt legnagyobb k6z6s osztojanak legalabb
k — 1-szeres, és legfeljebb k-szoros gyoke. Fz azt jelenti, hogy egy gyok az eredeti
polinomnak legalabb akkora és legfeljebb eggyel nagyobb tobbszorosségi gyoke, mint,
a legnagyobb kozos osztonak.)

18fl f=aS+at+ 223+ 2242 +2 = f =22+ 28+ 22 + 1
ottt +a o +2=(2%+1) (2 + 2 +2)
:(.r—|—1)3(.7:2+3:—|—2)

2x4+x3+23§—|—1:(a:3 1) 2z +1)
= (z+1)°(2z+1)
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és 22 +x+2-nek nem gydke 2z+1 gydke, 1, igy a legnagyobb kdzds oszté d = (x + 1)3.
Most azt latjuk, hogy f-nek és a derivaltjanak ugyannnyiszoros (és nem nullaszoros!)

gyoke a 2.
18.g) f=a®+a"+ab+ad+at 4+ 20342240 — f = 22" + 20+ 204 4 23 4220+ 1

(11 1 1 1 2 1 1 0 ) : (2 1 0 2 1 0 2 1 ) =
2
2 1 0 2 2 0 2 0
1 0 0 2
(2 1 0 2 1 0 2 1 ) : ( 1 0 0 2 ) =
2 1 0 1

2 0 0 1
0

a legnagyobb kozds oszt6 d = 23 +2 = a3 — 1 = (z —1)° = (z +2)°, vagyis a
polinomnak az 1 t6bbszérés gyoke. f-nek az 1 vagy haromszoros, vagy négyszeres
gyoke, de

1 0 0 2

vagyis (z + 2)4—ne1 osztva a maradék nem nulla, igy a polinomnak az 1 haromszoros
gyoke. Ugyanakkor

f’:2x7+m6+2x4+x3+2x+1:(2m+1)(m6+x3+1):(2x+1)(m2+x+1)3
6

=2(zx+2) (x2+4a:+4)3:2(x+2)(x+2) =2(x+2)"
azaz az 1 a derivaltpolinomnak hétszeres gyoke!

18hl) f = 219 +32° +1 — f/ = 0, igy d = f, a legnagyobb kdzds osztd
nem ad tobb informéaciot a tobbszords gyokokrsl, mint az eredeti polinom. De f/ =
0-bol kovetkezik, hogy f = ¢° valamilyen g polinommal. f = 20 +32° + 1 =
(2% — 2z + 1)5 =(z— 1" = (z+4)', a polinomnak az 1 tizszeres gydke.
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4.1.16. Racionalis egyiitthatés polinom racionalis gyGkei

19 Ha 0 # f € QJz], akkor f egyértelmten felirhaté f = cg alakban, ahol
0#ceQ,és ge Z[z] olyan, hogy a fegyiitthatdja pozitiv, és a polinom egyiitt-
hatoi relativ primek. A két polinom gySkei megegyeznek, igy elegends az utobbi
polinom gyokeit megkeresni. A polinomnak akkor és csak akkor gydke a 0, ha a
konstans tagja 0, és ekkor a polinombdél kiemelhetiink z-et. Mivel a polinom nem a
nullpolinom, ezért van nem nulla egyiitthatdja, igy az el6bbi kiemelés véges sokszori
ismétlésével olyan polinomot kapunk, amelynek a 0 mar nem gyoke. A tovibbiakban
legyen g ilyen polinom. Ha g = Y .-, a;x', és u racionalis gyoke g-nek, akkor u = .
ahol s pozitiv egész, r nullatol kiilonbozd egész és (r, s) = 1, tovabba r|ag és s|a,. Ez
azt jelenti, hogy g raciondlis gyokeit ugy kereshetjiik meg, hogy tekintjiik az Gsszes
olyan % tortet, ahol r és s relativ prim, és r osztoja a g konstans tagjdnak, s pedig
a fGegyiitthaténak, és behelyettesitéssel kivalasztjuk azokat, amelyek gyokei a poli-
nomnak. Ha a konstans tag nem nulla, akkor az osztok szama véges, ezért véges sok

probalkozassal valamennyi raciondlis gyokot megtalaljuk.

Amennyiben a behelyettesitést a Horner-modszerrel végezziik, és gyokot kapunk,
akkor a behelyettesités kozben kapott sorozat éppen a hinyadospolinom egyiittha-
téinak a sorozata, és nyilvan elegendé a tovabbi gyokdket a hanyadospolinomban
keresni.

19.a.

f=2/32% +1/22° —2* —3/22% —1/22® + = +5/6
=1/6 (42° + 32° — 62" — 92° — 32° + 62+ 5) = 1/6¢g

és g = 425+ 325 — 62* — 92 — 322 + 62 + 5. ElGszor megnézziik, hogy 1 és —1 gydke-e
a polinomnak.

uH4376 -9 -3 6 5‘g(u)
1 H 4 7 1 -8 —-11 -5 ‘ 0

az 1 gydke a polinomnak, és g = (z — 1) (42° + 7z + 23 — 822 — 11z — 5). Most
elég, ha a méasodik tényezs gyokeit keressiik:

u H 4 7 1 -8 -—-11 -5 ‘ h (u)

1 H 4 11 12 4 -7 ‘ —12

vagyis ennek a polinomnak mar nem gydke az 1, az 1 az eredeti polinomnak pontosan
egyszeres gyoke. Nézziikk a —1-et:




4.1. Polinomok 97

igy a —1 pontosan kétszeres gytke f-nek (amikor gySkot kaptunk, akkor aldhuztuk a
sort, jelezve, hogy a tovabbiakban ebbe a polinomba kell behelyetesiteni). A polinom
tovabbi gydkei a 42® — 22 — 2 — 5 polinom gydkei. A konstans tag oszt6i r : £1, 45,
mig a f6egyiitthato pozitiv osztéi s : 1,2, 4, a lehetséges raciondlis gyokok az olyan ©
tortek, ahol a szamlalo és a nevezd relativ prim (pontosabban szélva, ha (r,s) = d,
és = gyok, akkor /s = (r/d) / (s/d), és r/d is osztdja a polinom konstans tagjanak,
s/d pedig a polinom {Gegyiitthatojanak).

U 4 -1 -1 =5 | t(u)

5 4 19 94 465
-5 4 —21 104 | =525
1/2 41 * .
~1/2 4 -3 *
5/2 4 9 " "
—5/2 4 11 *
1/4 40 -1 =«
—1/4 4 —2 * *
5/4 4 4 4 0

4x 1 1 1

5

(az utols6 gyoknél kapott polinombol ki lehetett emelni 4-et). Most a — 7 vizsgalata
kovetkezne, de erre mar nincs sziikség. A kiemelés utén kapott x2 4 +1 polinomnak
ugyanis mér legfeljebb csak +1 lehet a racionélis gyoke, ami nem gytke, hiszen ez a
két érték mar nem volt gyoke annak a polinomnak sem, amelybdl ezt a polinomot
kaptuk. Igy megkaptuk a polinom valamennyi racionalis gyokét:

f=1/6-4-(x—=1)(x+1)*(z—5/4) (+* + 2 +1)
=1/6(z—1)(z+1)° (4 —5) (2 + 2+ 1)

és araciondlis gyckok 1, —1,—1,5/4. (Ha £ gyok, akkor a behelyettesités soran kapott
sorozat minden tagja olyan egész szam, amely oszthat6 s-sel, ezért, ha ez valahol
nem teljesiil, akkor abbahagyhat6 a behelyettesités. Ezt tettiik a fenti tablazat hat,
x-gal megjelolt soraban is.)

A munkat valamivel révidithetjiik. = csak tgy lehet gyok, ha r — s|h (1) és r +
s|h (—1), ahol h az az aktualis polinom, amelybe behelyettesitiink. Az el6bbi esetben
t=4dad—2?—2-5,t(1)=-3,t(-1)=—9;5-113,-5—113, igy £5-6t folosleges
volt helyettesiteni, 1 — 2|3 és 1 42|19, —1 — 2|3 és —1 + 2|9, ezért +£1/2-et be kellett
helyettesiteni, 5 — 2|3, de 5+249, =5 —2¢3,1—-4|3,de 14+419, -1 —414 3,
ezért £5/2-et, £1/4-et nem kellett volna helyettesiteni, végiil 5—4|3 és 5+4|9, tehat
5/4-et ki kell probalni. Ekkor a tablézat az alabbi lenne:
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u 4 -1 -1 =5 t(u)
1/2 4 1
~1/2 4 -3
5/4 4 4 4 0
4x 1 1 1

19.b.

f=2/32% —10/92° — 2/32* +4/92% + 10/92* + 2/3x — 10/9
=2/9 (32° — 52° — 32" + 22° 4 52° + 32 — 5)

w |3 -5 -3 2 5 3 —5|g(u

1 3 -2 -5 -3 2 5 0

1 3 1 -4 -7 5| 0

1 3 4 0 —7|-12 ——6
-1 3 -2 -2 5| 0

-1 3 -5 3 | -8

A polinomnak 1 kétszeres és —1 egyszeres gyoke, és ezek utan a t = 32° —22% —2x—5
polinom racionélis gydkeit keressiik, ahol ¢(1) = —6 és t(—1) = —8. Az utébbi
kozvetleniil lathat6, mig az el6bbit a kévetkezdképpen kapjuk. A g = 325 — 52° —
3z 4 223 4 522 4 3z — 5 polinomnak az 1 kétszeres gyoke, és a gyokok levalasztisa
utan a h = 32* +2° — 422 — 7z — 5 polinomot kaptuk, amelynek az értéke az 1 helyen
h(1) = —12. A h polinomnak gydke a —1,igy h = (x + 1) ¢, ahol t = 323222 —2x—5.
Ekkor —12 = h (1) = (14+1)¢(1), és igy ¢t(1) = —6. A ¢ konstans tagja —5, igy
r:£1,45, és a fGegylitthato 3, ezért s:1,3. 5 — 116 (lathato, hogy érdemes volt a
—12-t redukalni —6-ra), —5 — 1|6 és —5 + 1|8, ezért behelyettesitiink:

v 3 -2 =2 =5 t(u)

-5 3 —17 83 | —420

—~1-316,5—3|6, 5+ 3|8

u 3 -2 -2 =5 | t(u)

3% 1 1 1
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és igy tobb racionalis gyok nincs
£=2/9-3-(x—1)*(@+1)(z—5/3) (+* + 2 +1)
=2/9(x—1)*(z+1) 3z —5) (2 + 2 +1)

19.c.

f=2/32% — 7/182° — 34/27x* — 56/272® — 1/92% + 245 /542 + 25/9
=1/54 (362° — 212° — 682" — 1122° — 62 + 245z + 150)
=1/54¢g,g = 3625 — 212° — 682* — 1122° — 622 + 245z + 150

u 36 —-21 —-68 —112 —6 245 150 | g (u)

1 36 15 —53 —-165 —171 74 224 — 112
-1 36 —57 —11 —-101 95 150 0
-1 36 —93 82 —183 278 | —128

h = 36x°—572* — 1123 — 10122 +952+150, és h (1) = 112, h (—1) = —128. A 150 osz-
toi o £1, 42, £3,£5, 6, £10, £15, 25, 30, 50, 75, £150, mig a {Gegyiitthato
pozitiv osztoi s : 1,2,3,4,6,9,12,18,36. Most csak olyan r/s-t érdemes vizsgalni,
amelyeknél r + s a 128-nal nem nagyobb 2-hatvany, tovabba r és s relativ prim.
Ilyen a 3+ 1, és 3 — 1 is osztdja 112-nek:

uH 36 —57 —11 —101 95 150 ‘h(u)

3 36 51 142 325 1070 ‘ 3360

a 3 nem gyok. -3+ 1 =2, és —3 — 1 osztja 112-t:

u H 36 —57 —11 —101 95 150‘ h (u)

-3 H 36 —165 484 —1553 4754 ‘ —14112

a —3sem gyok. 5+1=6, —5+1=4,de —5—1 = —6 nem osztdja 112-nek. £6+1,
+10 + 1 pératlan, 15+ 1 = 16, és 15 — 1 = 14112

u H 36 —-57 —11 —101 95 150 ‘ h(u)

15 H 36 483 7234 108409 1626230 ‘ 24393600

—154+1=-14,754+1="76, —75+ 1 = —74. Most nézzitk s = 2-t. r + s abszolut
értéke csak ugy lehet 2-nek egy hatvanya, ha vagy paros, vagy 1. Az utobbi esetben
r = —3,am —3 — 2 = —)5 nem oszt6ja 112-nek, mig az el6bbi esetben r is péros
kellene, hogy legyen, de akkor r és s nem relativ prim. s = 3 esetén r csak paratlan
lehet. 1 +3 =4 és 1 — 3|112:
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u H 36 —57 —11 —101 95 150‘h(u)

1/3 H 36 —45 26 ‘
—1+3=2¢és —-1-3=—4112:

u H 36 —57 —11 —101 95 150‘h(u)

-1/3 H 36 —69 12 —105 130 ‘
5+3=86s5+3|112:

u 36 =57 —11 -—101 95 150 | h(w)

5/3 36 3 -6 —111 -90| 0

3% 12 1 -2 —37 -30

tehat 5/3 gyoke a polinomnak. Az 5/3-hoz tartozo gyoktényezével, z — 5/3-dal
osztva h-t, és kiemelve 3-at, a hl = 122* + 2% — 222 — 372 — 30 polinomot kapjuk.
R1(1)=h(1)/(3-1—5)=112/(=2) = —56 és hl (=1) = h(=1)/(3-(=1) = 5) =
—128/ (—8) = 16, tovabba r-ben csak a 30 osztoit, s-ben a 12 osztoit kell mar fi-
gyelembe venni, tehat r @ £1,+2 £3, £5, 46,410, £15,£30 és s : 1,2,3,4,6,12 A
tovabbiakban méar r+ s 16-nal nem lehet nagyobb, és tovabbra is 2 egy hatvanya kell,
hogy legyen Azokat a torteket, amelyeket korabban mar vizsgaltunk, nem kell Gjra
ellendrizni és behelyettesiteni, kivéve az utolsot, 5/3-ot, hiszen 5 most is szerepel a
lehetséges szamlalok kozott, és 3+ 5 =8, 3 — 5 = —2|56:

w |12 1 —2 —37 =30 | hl(w)

5/3 12 21 33 18 0

3x 4 7 11 6
h2 =423 + 722 + 11z + 6, r = £1, 2,43, 46, s = 1,2,4 és

h2(1) =h1(1)/(3-1—5) = —56/ (—2) = 28
h2(~1) = h1(~1)/(3-(=1) — 5) = 16/ (~8) = —2

és ebbdl kovetkezik, hogy mér legfeljebb akkor kapunk racionalis gyokot, ha r :
—1,—2,-3,—6 (mivel a polinom minden egyiitthatdja nem negativ, és a konstans
tagja nem nulla, ezért a polinomnak nem lehet nem pozitiv gyoke), s : 1,2,4, és
r — 8|28, r + s]2. r+ s = —1, tovabba (r,s) = 1. Az 1- és 2-nevezdji torteket
méar megvizsgaltuk. r + s relativ prim tagokkal csak gy lehet osztdja 2-nek, ha
|r 4+ s| = 1, vagyis s = 4 esetén akkor, ha r = —3. Mivel —3 — 4 = —7|28, ezért ezt
a parost behelyettesitjiik:

u 4 7 11 6| h2(u)

—3/4 4 4 8 0

4x 1 1 2
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vagyis a —3/4 is gydke a polinomnak, és 4-et kiemelve a h3 = 22 + z + 2 polinomot,
kapjuk, amelynek méar nincs racionalis gytke, hiszen ennek a polinomnak legfeljebb
csak 1-nevez§ji, tehat egész szam lehetne racionalis gyoke. Osszefoglalva tehat

f=1/54-3-3-4-(x+1)(x—5/3)* (z +3/4) (* + = +2)
=1/54(z +1) 3z — 5)% (4o + 3) (2 + 2 + 2)

19.d. f = 327 — 22* + 422 + x — 7 esetén

u H 3.0 0 -2 0 4 1 -7 ‘ ()
1 3 3 3 1 1 5 6 -1
-1 3 -3 3 -5 5 -1 2 -9
A lehetséges szamlalok és nevezdk r @ £1,£7 és s : 1,3. Most csak [r —s| = 1,

vagyis r —s = 1 vagy r — s = —1 lehetséges. Ezt a feltételt egyik par sem elégiti ki,
hiszen valamennyi lehetséges r és s paratlan, igy a polinomnak nincs racionalis gyoke.
Altalanositasként be lehet latni, hogy ha egy egész egyiitthatés polinomnak mind a
fGegytitthatoja, mind a konstans tagja paratlan és paratlan a paratlan egyiitthatok
szama is, akkor a polinomnak nincs racionalis gyoke.

19.e.

f=5/22' —15/22% — 365/322% + 295/322" + 385/82°
+1275/162° + 675/322* — 1485/322 — 405 /162>
=5/322% (162® — 482" — 732% + 592° + 308z*
+5102° + 1352° — 297z — 162) .
Ebbdl a felirdsbol rogton latszik, hogy a 0 pontosan kétszeres gydke a polinomnak,

és a polinom tovabbi gydkei a g = 1628 — 4827 — 7326 4 5925 + 308z* + 51022 +
13522 — 297z — 162 polinom gydkei.

U 16 —-48 -73 59 308 510 135 —297  —162 | g(u)

— 224
1 16 -32 -1056  —46 262 772 907 610 448

— 112
-1 16 —64 -9 68 240 270 —-135 —162 0
-1 16 —80 71 -3 243 27 —162 0
-1 16 -96 167 —170 413 —386 224

vagyis a —1 kétszeres gydk, és a tovabbiakban a h = 1625 — 802° + 712* — 323 +
24322 + 27z — 162 polinom gydkeit keressiik.A tablazatbol latjuk, hogy h (1) =
112 = 16 - 7 és h(—1) = 224 = 32 - 7. A lehetséges szamlalok és nevezsk r :
+1, 42, £3, 46, £9, 18, £27, £54, £81,£162 és s : 1,2,4,8,16. Azt rogton latjuk,
hogy amennyiben r és s paritasa kiilonb6zs, akkor /s csak ugy lehet gyok, hogy
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r — s és r + s egyikének abszolit értéke 1, a masiké 7, mig azonos paritds esetén
mindketts paratlan, és az el6bbi Osszeg és kiilonbség egyarant 2-nek egy pozitiv egész
kitev6s hatvanya. Els6ként nézziik az esetleges egész gyokoket, vagyis amikor s = 1.
Az el6bbi feltétel szerint a péaros egészek azonnal kiesnek, mig a paratlan egész csak
a £3 lehet:

u 16 —-80 71 -3 243 27 =162 | h(u)
3 16 -32 =25 T8 9 54 0
3 16 16 23 -9 —18 0
3 16 64 215 636 1890
-3 16 -32 119 366 | 1080

igy a 3 kétszeres gyok, és mas egész gyok (természetesen a korabbi 0-n és —1-en kiviil)
nincs. Most a hl = 162* +1623 42322 — 92— 18 polinomot nézziik. Mivel a 3 kétszeres
gyok, ezért h1(1) = h(1)/(3—1)*> =28 =4-7 és h1(—1) = h(=1)/(3+1)° =
14 = 2 -7, a lehetséges szamlalok és nevezdk pedig a 18 és a 16 osztdi, az utébbi
esetben a pozitiv osztok, vagyis r : £1,4+2,+3,+6,+£9,+18 és s : 1,2,4,8,16. A
korabbi megfontolasok most is érvényesek, igy s = 2 esetén r paratlan, és r + 2,
r — 2 egyike abszolut értékben 1, a masik 7, ami lehetetlen. Ha s = 4, akkor hasonl6
megfontolassal r = +3 a lehetséges értékek:

u 16 16 23 -9 —18 | hl(w)
3/4 16 28 44 24 0
4x 4 7 11 6
3/4 4 10
—3/4 4 4 8 0
4x 1 1 2

és a legvégén kapott polinomnak mar csak egész raciondlis gyokei lehetnének, igy
t6bb raciondlis gyok nincs, a polinom

f=5/32-16-2 (x +1)* (x — 3)* (& — 3/4) (z + 3/4) (2? + 2 +2)
=5/3222 (z +1)° (z — 3) (4z — 3) (4 + 3) (2 +2+2)

19.1.

=327 —23/42% — 112" + 45 /42°® — 33 /42" — 333/82* — 39 /42> + 135/822 + 27 /4x
= 1/8z (242® — 4627 — 882° + 902° — 662 — 3332° — 782” + 135z + 54)

= 1/8xg, és a polinomnak a 0 egyszeres gyoke.
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U 24 —46 88 90 —66 —333 —78 135 54 g (u)

1 24 —22  —-110 -—20 —86 —-419 —-497 =362 | —308 — —154
-1 24 —70 —18 108 —174 —159 81 54 0
-1 24 —-94 76 32 —206 47 34 20

a —1 egyszeres gyok, és marad a h = 2427 — 7025 — 182° + 108z* — 17423 — 15922 +
81x + 54 polinom, ahol h(l) = —154 = 2-7-11 és h(—1) = 20 = 4 - 5. Ekkor
r+1,4£2 43, 4+6,49, £18, +27, 454, s:1,2,3,4,6,8,12,24. 24+1420, —2—11 154,
de 3 — 1|154 és 3 + 1/20:

u || 24 -70 -—-18 108 —174 —159 81 54 h (u)

3 24 2 —-12 72 42 -33 —18 0

3 24 74 210 702 2148 6411 | 19215

a 3 is egyszeres gyoke a polinomnak, és az 1ij polinom hl = 242°% 4+ 22° — 122* +
7223 +422% —33x—18, h1 (1) = 77 = 7-11, h1 (—1) = —5, s listaja valtozatlan, és az
r-ek kordbbi listajabol csak azok az értékek maradnak meg, amelyek osztéi 18-nak,
tehat r : +£1,4+2,+3,46,9,+18 (az s-ek lehetséges értéke csak akkor valtozik, ha
az el6z6 gyok nevez@je nagyobb, mint 1, mig a szamlalok lehetséges értéke akkor
modosul, amikor a gyok szamlalojanak abszolut értéke nem 1). Lathato, hogy r és
s egyike paros, mig a méasik paratlan kell, hogy legyen. Nézziik még mindig az egész
gyokoket. 2+ 145, =2 —1+177;6 — 1477, de —6 — 1|77 és —6 + 1|5:

u H 24 2 —12 72 42 —33 —18 ‘ hl (u)

—6 H 24 —142 840 —4968 29850 179133 ‘ 1074780

tehat a —6 sem gyok, a £18 pedig mar a nagysiganal fogva sem teljesitheti az egyik
osztasi feltételt. Most legyen s = 2, és ekkor r paratlan. 14+ 21t 5, —1 — 2177, de
3 — 2|77 és 3+ 2|5:

u H 24 2 -120 72 42 =33 —18 ‘ hl (u)

3/2 H 24 38 45 ‘

—3—-2477,94+2¢5, —9+2¢5, igy nincs 2-nevezsjli gyoke a polinomnak. Tekintsiik
ezek utan a 3-nevezdji torteket. Ekkor r csak péros lehet. r = 2 r6gton egy lehetséges
szamlalo:

w [ 24 2 12 72 42 -33 —18 | hl(uw)

2/3 24 18 0 72 90 27 0

3x 8 6 0 24 30 9
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és h2 = 825 + 62* + 2422 + 302 + 9. Ennek a polinomnak mar csak negativ gytke
lehet, igy a lehetséges szamlalok értéke r : —1, —3, -9, mig a nevezdk s : 1,2,4,8,
tovabba h2 (1)) = 77/1 =77, h2(—1)) = =5/ (—5) = 1. Mivel r mar csak paratlan
lehet, ezért 3-nevezdji gydke mar biztosan nincs a polinomnak.

Kovetkezik s = 4. —1 — 4477, 3+ 441, 4m —3 — 4|77 és —3 + 4/1:

u 8 6 0 24 30 9 | hl2(uw)

—3/4 8 0 0 24 12 0

4% 2 0 0 6 3

a —3/4 gydke a polinomnak. Most h3 = 2x* + 6x + 3, és ennck a polinomnak mar
csak egész vagy 2-nevezdjd tort lehetne a racionalis gyoke, igy a polinomnak nincs
t6bb raciondlis gyoke. Ezek utan

f=1/8-3-4-z(x+1)(z—3)(z—2/3)(x+3/4) (22" + 6z + 3)
=1/8z (z +1) (z — 3) (32 — 2) (4z + 3) (22" + 6z + 3)

4.1.17. Polinom felbontasa

20.! Test f6l6tt minden nem 0 konstans polinom, és csak ezek, egység, valamennyi
elséfokt polinom felbonthatatlan, és minden legalabb maéasodfokd polinom, amely-
nek van gytke a megadott testben, felbonthato. Ez utobbi allitds csak a mésod- és
harmadfoki polinomok esetén igaz visszafelé, vagyis ha egy test f6l6tti méasod- vagy
harmadfoka polinomnak nincs gyoke a megadott testben, akkor a polinom az adott
test folott felbonthatatlan. A komplex szamok testében minden legalabb els6foku
komplex egyiitthatés polinomnak van gyoke, igy a komplex egyiitthatés polinomok
kérében pontosan az els6fokd polinomok a felbonthatatlanok. Egy valés egylitthatos
polinomnak egy komplex gyoke pontosan olyan multiplicitasd, mint a gyok konju-
galtja. Mivel (z — a) (x — @) valos egylitthatos, ezért a valos szamok teste {616tt az
els6fokd, valamint a negativ diszkriminénsa méasodfoki polinomok a felbonthatatla-
nok. Az el@bbiek alapjan még az is igaz, hogy paratlan fokszamu valds egyiitthatos
polinomnak van valés gyoke, tehat ha legalabb harmadfoki, akkor biztosan felbont-
hat6 a valds szamok teste f6lott.

A raciondlis egyiitthatos polinomok felbontésat vissza tudjuk vezetni egész egyiitt-
hatés polinomok felbontasara a megfelel§ konstans kiemelése utan. Egy egész egytitt-
hatés primitiv polinom (tehat olyan polinom, ahol az egyiitthatok — dsszességiikben,
nem feltétlenil paronként — relativ primek) felbonthatosédgara vonatkozik a Schone-
mann-Eisenstein tétel, amely szerint az f = >, a;x' egész egyiitthatoés polinom
felbonthatatlan a racionalis szamok teste felett, ha van olyan p primszam, amely nem
oszt6ja a,-nek, de osztdja valamennyi tovabbi egyiitthatonak, 4&m p? nem osztoja a
konstans tagnak (a tobbi tagnak p barmely pozitiv egész kitevés hatvanya osztoja
lehet). A tétel akkor is igaz, ha felcseréljiik a konstans tag és a fGegyiitthato szerepét.
A tételbdl kovetkezik, hogy a racionalis szamok teste felett barmilyen nagy n-re vég-
telen sok m-edfoki, a racionalis szamok teste {6l6tt felbonthatatlan polinom létezik,
példaul barmely p primre az " £+ p polinom (vagy a modositott tételnek megfelelGen



4.1. Polinomok 105

a pz™ £ 1 polinom). Nagyon lényeges, hogy a tétel csak egy elégséges feltételt ad a
felbonthatatlansagra, és csak olyan test feletti polinomokra alkalmazhat6, amelynek
van olyan részgytrije, amelyben vannak primek, a test minden eleme a részgytiribdl
vett két elem hanyadosa, és a részgytriiben csak véges sok egység van (példaul véges
test barmely részgytrije, ha van legalabb két eleme, test, és testben nincs prim,
vagyis példaul véges testek feletti polinomok esetén a Schénemann-Eisenstein tétel
nem hasznalhato).

A komplex, valos vagy raciondlis szamok teste feletti felbontas eldontésénél és
a felbontasnal elsgként meghatarozzuk a raciondlis gyokoket, mikdzben figyeljiik a
Schonemann-Eisenstein tételt. Ha végiil olyan polinomot kapunk, amely visszavezet-
hetd legfeljebb negyedfokiu polinomra, akkor ennek a polinomnak meg lehet gyok-
képlettel hatarozni a komplex gytkeit. Ami ezek utdn még megmaradt, arra itt nem
tudunk tovabbi vizsgalati mddszereket adni, vagyis ha a racionalis szdmok teste f6-
16tti olyan legaldbb 6tddfokia polinom van, amelynek méar nincs racionéalis gyoke, és
a Schonemann-Fisenstein tétellel nem talalunk megfelel6 primet, akkor a polinomrél
az ismertetett eszkozokkel nem tudjuk eldonteni a felbonthatosagot (de van olyan
modszer, amellyel barmely raciondlis egyiitthatés polinomot fel tudunk bontani a
racionalis szamok teste f6lott irreducibilis polinomok szorzatéaral). Ami a tovabbi
testeket illeti, ezek esetén is vannak egyéb modszerek, de ezekkel itt nem foglalko-
zunk.

Ha egy gytrd nem test, akkor {igyelni kell arra, hogy a konstansok kézott is van
felbonthaté meg felbonthatatlan elem. Példéul a 6x 4 18 polinom felbonthatatlan a
komplex szamok teste felett (és igy a valos és a racionalis szamok teste felett is),
hiszen els6foku, de felbonthato az egész szamok gytrdje felett: 6x418 = 2-3-(x + 3),
és Z 616ttt mind a 2, mind a 3 felbonthatatlan.

20.a. A polinom racionélis gytkeit meghataroztuk19.a.-ban, és azt kaptuk, hogy
F=1/6(x—1)(z+1)* 4z —5) (2% + 2 +1). 22 + = + 1 gydkei a megoldokeplettel
T19 = —1/24iV/3/2, igy a racionalis és a valés szamok teste feletti felbontas az
el6bbi, mig a komplex szamok teste felett

F=2/3(—1)(z+1)%(x —5/4) (a:+ (1/2 —i\/§/2>> (x—l— (1/2+z'\/§/2))

20.b.19.b alapjan f = 2/3 (z — 1) (z + 1) (z — 5/3) (2 + 2 + 1), és az el6z6
pont alapjan ez a felbontas a racionalis és a valos szamok teste felett, mig a komplex
szamok teste felett

F=2/3—-1%(+1)(x—5/3) <x+ (1/2 —i\/??/z)) (.r+ (1/2+7:\/§/2))

20.c. f = 2/9(z + 1) (z —5/3)% (x + 3/4) (x> + = + 2) (19.c), és a masodfoka
polinomnak nincs racionalis gydke, tehét ez a felbontas Q f6l6tt. 22 + = + 2 komplex
gyokei x19 = —1/2 £ i1/7/2. Mivel a polinom gydkei nem valosak, ezért az el6bbi
felbontas egyben R f6l6tti felbontas is, és C f6lott

F=2/9(x+1)(x—5/3) (z +3/4) (x + (1/2 - z‘fm)) (x + (1/2 + z‘ﬁ/Q))
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20.d.19.d.'b8l f = 327 — 22* + 422 + = — T-nek nincs racionalis gydke, és a
Schonemann-FEisenstein tételt sem tudjuk alkalmazni, igy a megismert modszerekkel
nem tudjuk eldénteni a Q f6l6tti felbonthatosagot. Mivel a polinom 2-nél magasabb
foku, ezért biztosan felbonthaté mind a komplex, mind a valés szamok teste felett,
és paratlan fokd, ezért van valés gyoke.

20.e./[19.e.-ben meghataroztuk a polinom racionélis gyokeit, és e szerint
f=5/22%(x +1)* (z — 3)% (z — 3/4) (z + 3/4) (2 + = +2)

A legutolso polinom méasodfoki, és nincs racionalis gyoke, ezért ez az alak a felbontas
a racionélis szamok teste f6l6tt. A masodfoki polinomot mar felbontottuk 20.c.-ben,
és a polinom gyokei nem valdsak, tehat az el6bbi felbontés a valds szamok teste feletti
felbontés is, és a komplex szamok teste felett

f=5/22%(x+1)* (& —3)" (z — 3/4) (x +3/4)
x (x—|— (1/2 —iﬁ/Q)) (x—|— (1/2+7:ﬁ/2))

20.£.19.f. ben lattuk, f = 3/2x (x + 1) (z — 3) (z — 2/3) (z + 3/4) (22* + 6z + 3).
A negyedfoku polinom gyokei elvileg meghatarozhatéak megoldoképlettel, és akkor
a polinom els6foka polinomok szorzatara bomlik. A valés szamok teste felett ez a
negyedfoki polinom vagy négy elséfoku, vagy két elséfoku és egy méasodfoki, vagy
két els6fokil polinom szorzata.

20.g.

f=32%+ 427 — 525 — 22/32° — 2/32* +2/32% + 4/3z
=1/3z (927 + 122° — 152° — 222" — 22% + 22 4+ 4) = 1/32g

Els6ként meghatarozzuk g racionélis gyokeit.

w ||[9 12 —15 —22 -2 0 2 4 | g(u)
1 9 21 6 —16 —-18 —18 —16| —12 ——6 — —3
-1 9 3 —18 —4 2 -2 4 0
-1 9 -6 12 8 -6 4 0
-1 9 -15 3 5 —11| 15

h = 925 — 62% — 1223 + 822 — 62 + 4, h(1) = —3 és h(—1) = 15. A lehetséges
szamlalok és nevezSk r: +1,+£2, +4 és s:1,3,9.



4.1. Polinomok 107

u 9 -6 -—12 8 —6 4 g (u)
2 9 12 12 32 58 120
-2 9 —24 36 —64 122 —240
4 9 30 108 440 1754 | 7020
2/3 9 0 —12 0 —6 0
3 3 0 —4 0 —2

A tablazat alapjan h = 3- (x — 2/3) (32* — 42 — 2). A negyedfoku polinomra alkal-
mazhaté a Schonemann-Eisenstein tétel p = 2-vel, ugyanis a 2 nem osztéja 3-nak,
de osztéja 0-nak, —4-nek és —2-nek, ugyanakkor 22 = 4 nem osztéja —2-nek. Ez azt
jelenti, hogy a negyedfoku polinom felbonthatatlan a racionélis szamok teste felett,
és igy nem is lehet racionélis gyoke. f tehat Q folott

f=al@+1)% (@ —2/3) (3% — 42% - 2)

y = x%-tel 3z — 422 — 2-b6l a 3y? — 4y — 2 polinomot kapjuk. Ennek gydkei
T2 = 2/3+£\/4/9+2/3 = (2£V10) /3, és igy x12 = £/ (V10 +2) /3, 234 =
+iy/ (V10 — 2) /3, tehat a C f6l6tti felbontés

F=3c(@+1)>(x—2/3) (x— (JE+2)/3> <x+ (\/E+2)/3>

x (:U—i (\/ﬁ—z)/?,) <x+i (M—Q)B)

A valés szamok teste feletti felbontédst ebbdl tgy kapjuk, hogy a két konjugalt komp-
lex gyokhoz tartozd gyoktényezst Osszeszorozzuk, és ekkor

f=3z(x+1)°(x—2/3) <x (\/E+2) /3) <x+ (xﬁom) /3)
x (22 + (VIO - 2) /3)
20.h. A polinomnak legfeljebb csak —1 lehet a racionalis gyoke, és f (—1) = 0.

Osztva z+1-gyel a g = 242241 polinomot kapjuk. Ennek a gyokei +1/—1/2 +iy/3/2.
A konjugalt gy6kokhoz tartozd gytktényezdket Osszeszorozva

(Jc—\/—l/2—|—i\/§/2) (x— \/—1/2—2‘\/3/2)
=22~z +16és <x+\/—1/2+i\/§/2> (a:+ \/—1/2—¢\/§/2)

=2 +z+1
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igy a valos szamok teste felett f = (z+ 1) (2? —z + 1) (#? + 2 + 1), és ez egyben a
Q ol6tti felbontas is, hiszen a masodfoki tényezknek nincs valés, de akkor racionalis

gyoke sem. A komplex szamok teste feletti felbontas f = Hi,:l (a“ - 89), ugyanis

P+t +ad+ i+ +1 = (2-1)/(x—1), a szamlalé gySkei a 6. komplex
egységgyokok, és a nevezében az 506 = 1-hez tartozd gyoktényezs all.

20.i.| f-nek nincs racionélis gyoke, és a polinom harmadfokd, igy felbonthatatlan
Q f6l6tt. A komplex szamok teste f6l6tt harom elséfoki tényezd szorzata, mig a valos
szamok teste folott vagy harom elséfoku, vagy egy elsé- és egy masodfokd polinom
szorzata.

4.1.18. Gyiirii és a gyiirii fol6tti polinomgyiirii kapcsolata

21.

21.a. Euklideszi gyt egységelemes integritasi tartomany, és R[z] akkor és
csak akkor egységelemes integritasi tartomany, ha R hasonl6 tulajdonsagt, tovabba
ha a polinomgytrtinek van legalabb két eleme, akkor az alapgytrd is tartalmaz a
nullelemtél kiilonbozé elemet. Most legyen R egy legalabb két elemet tartalmazo
integritasi tartoméany, amely nem test. Ekkor van R-nek a nullatél és az egységektdl
kiillonb6z8 u eleme. Az f = x és g = u polinomok legnagyobb kozés osztdja e,
a gylrd egységeleme, &m nem létezik olyan f; és g1 R feletti polinom, amellyel
e = fif 4+ g19, hiszen a jobb oldalon 4ll6 polinom konstans tagja u t&bbszorose.
Mivel euklideszi gytiriben két elem legnagyobb kozos osztdja mindig felirhaté a két
elem ugyanezen gytribdl vett egyiitthatokkal kifejezett linearis kombinaciojaként,
mig ez = és u esetén nem lehetséges, ezért R [x] nem lehet euklideszi gytrd.

21.b. Legalabb kételemt integritasi tartomany karakterisztikdja barmely nem
nulla elemének additiv rendjével egyenlé. Ha a gyiirtinek van legalabb két eleme,
és integritdsi tartomany, akkor a gytri feletti polinomgyird is legalabb két ele-
met tartalmazo integritasi tartoméany, igy a karakterisztikdja az el6bbiek szerint egy
tetsz6leges nem nulla elemének additiv rendje. De a polinomgytrd részgytriiként
tartalmazza az eredeti gytr(t, igy az eredeti gylrd valamely nem nulla elemének
additiv rendje azonos a két gytriiben, és igy a két gytri karakterisztikaja is azonos.

4.1.19. Helyettesitési érték

22.a.
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u 2 3 -7 f(u)
5 10 53 258
5/2 5 31/2 127/4
2,5 5 15,5 31,75
1/3 2/3 29/9 —160/27
3 6 21 56
2m/3 4m/3 (872 +27) /9 | (1673 + 54w — 189) /27
3—2i 6 — 4i 13 — 244 —16 — 98i
34 2i 6+ 4i 13 + 24i —16 + 981
2,21/3) =
(2,2/3) 24231 -1 —4v3i 6 4 3v/3i
—14++/3i
2, —2m/3) =
( /%) 2-2v3i —144V3i 6 — 3/3i
—1—+/3i
22.b.
U -7 3 0 2 f(w)
1/3 -7 2/3 2/9 56/27
3 -7 —-18 —54 —160
1/2,—-27/3) =
(1/2,=2m/3) —7  19/4+7V/3/4i  2/16 — 26V/3/16i | 3/4+ 3+/3/8i
—1/4 —1iV/3/4
1/2,27/3) =
(1/2,2/3) —7  19/4—7/3/4i 2/16 4+ 26V/3/16i | 3/4 — 3+/3/8i
—1/4+iV3/4
22.c.
u 1 1 1 f(w)
(1,7/3) =1/2 +iv/3/2 1 3/2+iv3/2 | 14+3i
(1, —7/3) = 1/2 —i/3/2 1 3/2—iv3/2 | 1—-+/3i
(1,27/3) = —=1/2 +i2/3/2 1 1/2+414v/3/2
(1, —27/3) = —1/2 — iv/3/2 1 1/2—iv3/2

22.d.




110 4. Megolddsok

u 1 -1 1 f(u)
(1,7/3) =1/2 +iV/3/2 1 —1/2+4v3/2 0
(1,—m/3) = 1/2 —i/3/2 1 —1/2—iv3/2 0
(1,27m/3) = —1/2 +iV/3/2 1 =3/2+4+1iV3/2 | 1—+/3i
(1,—27/3) = —1/2 —i/3/2 1 =3/2—1iV3/2 | 1++/3i
22.e.
u H 1—¢ —243c 4-2i | f(u)
241 1—i 142 | 4+31
2—i 1—4 -1 2
22.1.
u H 14+i —2-3i 442 | f(u)
2414 1—i -1 2414
2—i 1+i  1-2 | 4—3i

1 4 -2 7
0 1 6 —6
2 -1
-2 5

(Vigyazat! u-val jobbrol kell szorozni!)

22.h.
1 1 0 3
u 1 f(w) 1 g (u)
2 -3 -2 4
2 -1 3 0 2 2
1 1
6 6 . . o . ‘o
fwg) = 8 18 > Osszehasonlitva az el6z8 eredménnyel 1atjuk, hogy (fg) (u) #

f(u) g (u). Ennek az az oka, hogy egy polinomban a hatarozatlan felcserélhets az
egyiitthatoval, 4&m a matrixszorzas nem kommutativ. Ha f = z + A, g = = + B,
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ahol A és B matrix, és C egy tovabbi métrix, akkor fg = (z+ A)(z+ B) =
2?2 + (A+ B)z + AB, tehat (fg) (C) = C?* + (A+ B)C + AB, mig f(C)g(C) =
(C+A)(C+B) =0C?+ AC + CB + AB, és ha BC # CB, akkor ez a két érték
kiilénb6z6. Nem kommutativ gyiird folotti polinomok esetén tehat altaldban nem
igaz, hogy szorzatpolinom helyettesitési értéke megegyezik a tényezépolinomok he-
lyettesitési értékének szorzataval.

22.1.
0 0 O 2
1 0 0 -3
u
0 1 O 5
0 0 1 1
1
1 0 0 O
0O 1 0 O
—1
0O 0 1 O
0 0 0 1
—1 0 0 2
1 -1 0 -3
-5
0 1 -1 5
0 0 1 0
-5 0 2 0
-1 -5 =3 2
3
1 -1 0 -3
0 1 0 0
3 2 0 O
-5 0 2 0
2
-1 0 0 2
1 0 0 O
0O 0 0 O
0O 0 0 O
fw)
0O 0 0 O
0 0 0 O
(Ha a polinom egyiitthatoi ag, . .., a4, ahol a4 a {Gegyiitthato, akkor a matrix utolso

oszlopaban az i-edik elem éppen —a;. Tetsz6leges f = Z?:o a;z, polinom esetén az
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ilyen n-edrendd A(Y) matrix, vagyis ahol 0 <i <nA0<j<n: Al(-fj) = 0j_1,€ —
dn—1,504, a polinom kisérémdtriza. Belathatd, hogy minden esetben f (A(f)) =0.)

4.1.20. Polinom és derivaltja t6bbsz6rés gyodkei

23.

23.a)22—1= (x — 1) (z + 1), igy 1 az f-nek pontosan egyszeres gyoke. f' = 2x,
f'(1) =2 =0, tehat 1 a derivaltnak nem gydke.

23.blz?~1=(z-D(@+1)=(+2)(z+1),és(z+2)(1)=3=0,(z+1)(1) =
2 #£0, igy 1 az f-nek pontosan egyszeres gyoke. f/ = 2z, f/(1) =2 #£0, tehat 1 a
derivaltnak nem gyoke.

23.c) 22 —1 =224+ 1 = (z+1)% igy 1 az f-nek pontosan kétszeres gyoke.
f'=2x =0, ésigy 1 a derivaltnak akiarhanyszoros gyoke.

23.dla’ — 202 +1= (22— 1)° = (e — ) (@ + 1))’ = (2 = 1)’ (¢ + 1), fgy L az
f-nek pontosan kétszeres gytke. f = 4a% — 4z = 4z (x — 1), tehat 1 a derivaltnak
pontosan egyszeres gyoke, azaz eggyel kisebb multiplicitasi gyoke, mint f-nek.

23.e.
-2 1= (22— 1) = (2 —1) (@ + 1))
— @1 @+ 1% = @+ 2 (2 + 1)’
igy 1 az f-nek pontosan kétszeres gyoke. f' = 42® — dx = 4da (v — 1) = 4z (z + 2),
tehat 1 a derivaltnak pontosan egyszeres gyoke, azaz eggyel kisebb multiplicitdsa
gytke, mint f-nek.
2
23.f) 2% — 227 +1 = (2? — 1)2 = (22 + 1)2 = ((x+ 1)2) = (z+1)" igy 1 az

f-nek pontosan négyszeres gydke. f' = 423 — 4z = 0, és a nullpolinomnak a test
barmely eleme akarhinyszoros gyoke.

23.g. Mivel u nem gydke g-nek, ezért f-nek pontosan k-szoros gyoke.
fl=k@-uw)"g+@-uyg
= (z— )" (kg + (x —u) g)

tehat w az f’-nek legalabb k — 1-szeres gyoke. (kg + (x —u) ¢') (u) = kg (u), és ez
akkor és csak akkor 0, ha k oszthaté a gytrd karakterisztikdjaval, hiszen g (u) # 0,
és a gy(rd nullosztomentes. Am Z karaktersiztikaja 0, és k > 0, igy az oszthatosag
nem teljesiil, ezért kg + (z — u) ¢’-nak nem gydke u, és igy v a derivaltnak pontosan
k — l-szeres gyoke (lasd Lang Csabané: bevezetd fejezetek a matematikaba II, 59.
tétel, 117. oldal).

23.h. Mivel u nem gytke g-nek, ezért f-nek pontosan k-szoros gyoke.
fl=k@-uw)"g+@-uyg
= (@ - (kg + (z—u)g)
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tehat v az f'-nek legalabb k — 1-szeres gydke. (kg + (x —u) ¢') (u) = kg (u), és ez
akkor és csak akkor 0, ha k oszthaté a gytrd karakterisztikajaval, hiszen g (u) # 0,
és a gytrt nullosztomentes. Am Z, karaktersiztikija p, és a feltétel szerint p 1 k,
ezért kg + (x — u) ¢"-nak nem gyoke u, és igy u a derivaltnak pontosan k — 1-szeres
gyoke.

23.i.] Mivel v nem gyoke g-nek, ezért f-nek pontosan kp-szeres gyoke. f/ =
kp(z—w) g+ (x—u)g = (x—uw " (plkg) + (x —u)g), tehat u az f'-nek
legalabb k — 1-szeres gydke. p(kg) + (x —u)g = (x —w) ¢, és ((x —w) g') (u) = 0,
tehét u a derivaltnak legalabb k-szoros gyoke (ha ¢’-nek nem gyoke, akkor pontosan
k szoros gyoke, egyébként k-nal nagyobb multiplicitasa gyoke).

23.j uaz f = (z —u)"™ g? + (x — u)' h polinomnak pontosan m = min {kp, [}-
szeres gyoke (mivel p nem osztoja [-nek, ezért kp # [, igy « — u kiemelése utan az
egyvik tagnak gyoke, a masik tagnak nem gyoke az u, és akkor az Osszegiiknek sem
gyoke). f' = (x — u)' "' (Ih + (x — u) #')-nek23.h.szerint pontosan [—1-szeres gyoke
u. Ha tehat | < kp, akkor a polinom derivaltjanak pontosan eggyel kisebb multiplici-
tasd gyoke u, mint maganak a polinomnak, egyébként viszont legaldbb ugyanakkora
tObbszorosségtli gyoke, és a deriviltnak ez utébbi esetben csaknem barmennyivel lehet
nagyobb tobbszortsségii gyoke. A csaknem azt jelenti, hogy ez esetben a derivaltban
az v multiplicitdsa nem lehet olyan, amely p-vel osztva p — 1-et ad maradékul.
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