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DefinDefiníícicióó..

Legyen S=Legyen S=FFqq. Ekkor S. Ekkor Snn az  az  FFqq test feletti vektorttest feletti vektortéér. K r. K linelineááris kris kóódd, , 
ha K az Sha K az Snn kk--dimenzidimenzióós altere.  [n,k]s altere.  [n,k]qq vagy    [n,k,d]vagy    [n,k,d]qq.   .   

JelJelöölléések:sek:

uu∈∈ esetesetéén u oszlopvektor,   un u oszlopvektor,   uTT sorvektor.              az  n sorvektor.              az  n 
dimenzidimenzióós ts téér kr k--dimenzidimenzióós altere. s altere. 

3. t3. téétel.tel.

Legyen K   [n,k,d]   kLegyen K   [n,k,d]   kóód   (k d   (k ≥≥1).   Ekkor d(K)=w(K)1).   Ekkor d(K)=w(K)
BizonyBizonyííttáás.s.

�� Legyen d=d(K),   w=w(K).  Ekkor Legyen d=d(K),   w=w(K).  Ekkor ∃∃ uu,, vv∈∈K, melyreK, melyre d(d(uu,, vv)=d. )=d. 
A kA kóód lined lineááris, ris, íígy a kgy a kéét vektor kt vektor küüllöönbsnbséége is kge is kóódszdszóó:  :  
uu–– vv==uu11∈∈KK.     .     
w(w(uu11)=d, )=d, íígy van d sgy van d súúlylyúú vektor Kvektor K--ban, ezban, ezéért wrt w≤≤d.d.

�� w=w(K) miatt w=w(K) miatt ∃∃ uu∈∈KK:: w(w(uu)=w, d()=w, d(uu,0)=w, ez,0)=w, ezéért drt d≤≤w. w. 
⇒⇒ d=wd=w
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DefinDefiníícicióó..
aa, , bb∈∈ skalskaláárr ((belsbelsıı)) szorzataszorzata

aa éés    s    bb ortogonortogonáálisaklisak, ha (, ha (aa, , bb)=0.    )=0.    

aa öönortogonnortogonáálislis, ha    (, ha    (aa, , aa)=0.)=0.

ortogonortogonáálislis alterealtere mindazon vektorainak a halmaza, mindazon vektorainak a halmaza, 

melyek                 mindenmelyek                 minden vektorvektoráára merra merıılegesek:legesek:

4. t4. téétel.tel.

�� az           (naz           (n––k) k) --dimenzidimenzióóss alterealtere.     .     
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DefinDefiníícicióó..

Legyen                  [n,k]  kLegyen                  [n,k]  kóód   (n>k). A kd   (n>k). A kóód d genergeneráátormtormáátrixa trixa a  a  

egy begy bááziszisáának elemeibnak elemeibııl, mint sorvektorokbl, mint sorvektorokbóól l áállllóó G G 
mmáátrix. trix. 

A kA kóód (d (paritparitááss--))ellenellenıırzrzıı mmáátrixatrixa a                   egy ba                   egy bááziszisáának nak 
elemeibelemeibııl, mint sorvektorokbl, mint sorvektorokbóól l áállllóó H mH máátrix.trix.

MegjegyzMegjegyzéés.s.

Egy kEgy kóódnak dnak ááltalltaláában tban tööbb generbb generáátormtormáátrixa trixa éés ts tööbb bb 
paritparitáásellensellenıırzrzıı mmáátrixa is lehet.trixa is lehet.
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5. t5. téétel.tel.

Legyen az FLegyen az Fqq ffööllöötti [n,k] ktti [n,k] kóód generd generáátormtormáátrixa G, ellentrixa G, ellenıırzrzıı
mmáátrixa H. trixa H. 

1. Ekkor G (k1. Ekkor G (k××n)n)--es, k ranges, k rangúú, H  ((n, H  ((n––k)k)××n)n)--es, nes, n––k rangk rangúú FFqq

ffööllöötti mtti máátrix.   trix.   

2. H2. H⋅⋅GGTT=0.=0.
3. 3. vv ∈∈ akkor akkor éés csak akkor ks csak akkor kóódszdszóó, ha H, ha H⋅⋅v=0.v=0.
BizonyBizonyííttáás.s.

1.1. G (kG (k××n)n)--es, k ranges, k rangúú, H  ((n, H  ((n––k)k)××n)n)--es, nes, n––k rangk rangúú mmáátrix: trix: 
KKöövetkezmvetkezméénye a definnye a definíícicióónak.nak.

2.2. HH⋅⋅GGTT=0: =0: 
A szorzA szorzáás sors soráán H egyn H egy--egy soregy soráának a skalnak a skaláárszorzatrszorzatáát t 
kkéépezzpezzüük G egyk G egy--egy soregy soráával. Minden skalval. Minden skaláárszorzat rszorzat 
eredmeredméénye 0, mert H  sorvektorai mernye 0, mert H  sorvektorai merıılegesek G minden legesek G minden 
egyes sorvektoregyes sorvektoráára.  A  Hra.  A  H⋅⋅GGTT szorzat egy csupa 0szorzat egy csupa 0--bbóól l áállllóó
(n(n––k)xk  mk)xk  mééretretőő mmáátrix.trix.

n
qF



2007. m2007. máájus 31.jus 31. HibajavHibajavííttóó kkóódok 2.dok 2. 55

3.3. Legyen  Legyen  vv∈∈ kkóódszdszóó. Ekkor mer. Ekkor merııleges H mindenleges H minden

sorsoráára, tehra, teháát Ht H⋅⋅v eredmv eredméénye (nnye (n––k) elemk) elemőő nullvektor.nullvektor.

FordFordíítva: Ha tva: Ha vv∈∈ nem knem kóódszdszóó, akkor nem mer, akkor nem merııleges leges 
H minden sorH minden soráára, s ra, s íígy a Hgy a H⋅⋅v szorzat eredmv szorzat eredméénye sem nye sem 
nullvektor.nullvektor.
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KKóódoldoláás lines lineááris kris kóóddal:ddal:

Legyen K  [n,k]Legyen K  [n,k]qq kkóód. A kd. A kóódszavak az n dimenzidszavak az n dimenzióós ts téér k r k 
dimenzidimenzióós alters alteréének szavai, nek szavai, éés az alts az altéér br báármely brmely báázisa zisa 
alkalmas generalkalmas generáátormtormáátrix ktrix kéépzpzéésséére. re. 

KKöözlemzleméényszavakhoz knyszavakhoz kóódszavakat rendeldszavakat rendelüünk: nk: 

egy regy röögzgzíített G genertett G generáátormtormáátrixszal dolgozunk. A trixszal dolgozunk. A 
kköözlemzleméényszavak k hossznyszavak k hosszúú vektorok, az          elemei.vektorok, az          elemei.

uu∈∈ egy lehetsegy lehetsééges kges köözlemzleméénysznyszóó éés   us   uTT⋅⋅G=vG=vTT.  .  

vv∈∈ vektor az vektor az uu kkóódja.dja.

A kA kóódoldoláás ss séémmáája:ja:
kköözlemzleméényszavak nyszavak →→ kkóódszavakdszavak

→→

uu∈∈ uuTT⋅⋅G=vG=vTT vv∈∈

uu →→ vv
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8. p8. péélda. lda. 

�� Az 6. pAz 6. péélda klda kéétszeres ismtszeres isméétltléés ks kóódja linedja lineááris kris kóód, d, 
genergeneráátormtormáátrixa G=(Itrixa G=(Ikk IIkk). (I). (Ikk kxk mkxk mééretretőő egysegyséégmgmáátrix)trix)

�� A hA hááromszoros ismromszoros isméétltléés ks kóódja szintdja szintéén linen lineááris, ris, 
genergeneráátormtormáátrixa G=(Itrixa G=(Ikk IIkk IIkk). ). 

�� HasonlHasonlóóan linean lineááris a paritris a paritáásellensellenıırzrzıı kkóód is, generd is, generáátormtormáátrixa trixa 
G=(IG=(Ikk I) .I) . ( I csupa 1( I csupa 1--esbesbııl l áállllóó oszlopvektor.) oszlopvektor.) 
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9. p9. péélda. lda. 

Az alAz aláábbi kbbi kóódok esetdok esetéében ben áállapllapíítsuk meg a minimtsuk meg a minimáális tlis táávolsvolsáágot, a got, a 
hibajelzhibajelzıı, illetve hibajav, illetve hibajavííttóó kkéépesspessééget,get,
valamint azt, hogy melyik linevalamint azt, hogy melyik lineááris, a lineris, a lineáárisoknak pedig adjuk risoknak pedig adjuk 
meg a genermeg a generáátormtormáátrixtrixáát.t.

a.a. Legyen k=3, n=4, Legyen k=3, n=4, éés az s az üüzenetekhez  az alzenetekhez  az aláábbi    szabbbi    szabáállyal llyal 
rendeljrendeljüük hozzk hozzáá a ka kóódszavakat.dszavakat.

((αα11, , αα 2 2 , , αα33))�� ((αα1 1 , , αα2 2 , , αα 33, , αα 11++αα 22++αα 33+1)         +1)         
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
d=2, mert ha az d=2, mert ha az üüzenetben egy jelet megvzenetben egy jelet megvááltoztatunk, a kltoztatunk, a kóódszdszóóban ban 

kkéét jel vt jel vááltozik. ltozik. 
dd--1=1 hibajelz1=1 hibajelzıı éés                          hibajavs                          hibajavííttóó. . 

A kA kóód nem lined nem lineááris, mert pris, mert pééldldáául a ul a 00 vektor nem kvektor nem kóódszdszóó..
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b.b. Legyen k=3, n=5, Legyen k=3, n=5, éés az s az üüzenetekhez  az alzenetekhez  az aláábbi  szabbbi  szabáállyal rendeljllyal rendeljüük k 
hozzhozzáá a ka kóódszavakat.dszavakat.

((αα11, , αα 2 2 , , αα33))�� ((αα1 1 , , αα2 2 , , αα 33, , αα1 1 , , αα 22++αα 33)         )         

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

d=2, mert ha az d=2, mert ha az üüzenetben egy jelet megvzenetben egy jelet megvááltoztatunk, a kltoztatunk, a kóódszdszóóban kban kéét t 
jel vjel vááltozik. ltozik. 

�� dd--1=1 hibajelz1=1 hibajelzıı

hibajavhibajavííttóó. . 

A kA kóód lined lineáárisris
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c.c. k=3, n=5, k=3, n=5, éés az s az üüzenetekhez  az alzenetekhez  az aláábbi szabbbi szabáállyal rendeljllyal rendeljüük k 
hozzhozzáá a ka kóódszavakat.dszavakat.
((αα11, , αα 2 2 , , αα33))�� ((αα1 1 , , αα2 2 , , αα 33, , αα1 1 , max (, max (αα2 2 , , αα 33))         ))         

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
d=1, mert van egymd=1, mert van egymááststóól 1 tl 1 táávolsvolsáágra lgra léévvıı kkéét kt kóódszdszóó. . 

PPééldldáául  (1  0  1  1  1)  ul  (1  0  1  1  1)  éés  (1  1  1  1  1). s  (1  1  1  1  1). 

A kA kóód  dd  d--1=0  hibajelz1=0  hibajelzıı éés  0  hibajavs  0  hibajavííttóó. . 

A kA kóód nem lined nem lineááris, mert van kris, mert van kéét olyan kt olyan kóódszdszóó, amelyek , amelyek öösszege sszege 
nem knem kóódszdszóó, s , s íígy az gy az öösszeadsszeadáás s ((valamint a kivonvalamint a kivonáás is) kivezet s is) kivezet 
a ka kóódszavak halmazdszavak halmazáábbóól.l.

PPééldldáául  ul  uu11
T T = (1  1  0  1  1)  = (1  1  0  1  1)  éés  s  uu22

TT = (1  0  1  1  1) k= (1  0  1  1  1) kóódszavak, dszavak, 
de  de  uu11

TT + + uu22
TT =  (0  1  1  0  0)  nem k=  (0  1  1  0  0)  nem kóódszdszóó.  .  
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6. t6. téétel.tel.

Ha egy [n,k] kHa egy [n,k] kóód generd generáátormtormáátrixa   G=(Itrixa   G=(Ikk P) P) 
kk××n          kn          k××(n(n––k)k)

alakalakúú, akkor a   H = (, akkor a   H = (––PPTT IInn--kk) m) máátrix a ktrix a kóód ellend ellenıırzrzıı mmáátrixa.trixa.
((nn––k)k)××n     (nn     (n––k)k)××kk

(P tetsz(P tetszııleges mleges máátrix .)trix .)
BizonyBizonyííttáás.s.

ElEléég belg beláátnunk azt, hogy Htnunk azt, hogy H⋅⋅GGTT=0. Blokkonk=0. Blokkonkéénti szorznti szorzáással a ssal a 
kköövetkezvetkezııt kapjuk:t kapjuk:

MegjegyzMegjegyzéés.s.

HasonlHasonlóóan igaz az is, hogy ha egy [n,k] kan igaz az is, hogy ha egy [n,k] kóód ellend ellenıırzrzıı mmáátrixa  trixa  
H = (IH = (Inn--kk R) alakR) alakúú, ahol R tetsz, ahol R tetszııleges  ((nleges  ((n––k)k)××k) mk) mééretretőő mmáátrix, trix, 
akkor a G=(akkor a G=(––RRTT IIkk) m) máátrix megfelel genertrix megfelel generáátormtormáátrixnak. A trixnak. A 
kkéételemtelemőő test ftest fööllöött tt ––P helyett P is irhatP helyett P is irhatóó, mert , mert FF22--ben 1= ben 1= ––1.1.

( ) 0=+−=
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10. p10. péélda. lda. 

Adjuk meg a 9. pAdjuk meg a 9. pééldldáában szereplban szereplıı linelineááris kris kóód ellend ellenıırzrzıı mmáátrixtrixáát at a

genergeneráátormtormáátrix felhaszntrix felhasznáálláássáával.val.

Az elAz elıızzıı ttéételt alkalmazzuk.   telt alkalmazzuk.   
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7. t7. téétel.tel.

Egy [n,k,d] kEgy [n,k,d] kóód H ellend H ellenıırzrzıı mmáátrixtrixáában van d lineban van d lineáárisan risan 
öösszefsszefüüggggıı oszlop, de boszlop, de báármely drmely d--nnéél kevesebb oszlop l kevesebb oszlop 
linelineáárisan frisan füüggetlen. ggetlen. 

BizonyBizonyííttáás.s.

�� Egy [n,k,d] kEgy [n,k,d] kóód H ellend H ellenıırzrzıı mmáátrixtrixáában  van d lineban  van d lineáárisan risan 
öösszefsszefüüggggıı oszlop:   a  koszlop:   a  köövetkezvetkezıı mmóódon lehet ilyet taldon lehet ilyet taláálni: lni: 

d=d(K)=w(K)   miatt  d=d(K)=w(K)   miatt  ∃∃ uu ∈∈K:K: w(w(uu)=d. )=d. 

uu ––ban d helyen nem nulla ban d helyen nem nulla éértrtéék k ááll, a tll, a tööbbi helyen nulla. bbi helyen nulla. 

HH⋅⋅uu=0: H oszlopainak vessz=0: H oszlopainak vesszüük a linek a lineááris kombinris kombináácicióóit, it, éés s uu
elemei az egyelemei az együütthattthatóók. k. 

A lineA lineááris kombinris kombináácicióóban pontosan d szban pontosan d száámmúú egyegyüütthattthatóó
kküüllöönbnböözik nullzik nullááttóól. A megfelell. A megfelelıı d oszlop Hd oszlop H--ban lineban lineáárisan risan 
öösszefsszefüüggggıı..
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�� HH--ban bban báármely drmely d--nnéél kevesebb oszlop linel kevesebb oszlop lineáárisan frisan füüggetlen: ggetlen: 
Legyen 0<dLegyen 0<d11<d <d éés tegys tegyüük fel, hogy Hk fel, hogy H--ban van dban van d11 öösszefsszefüüggggıı
oszlop. oszlop. ÍÍgy van H oszlopainak olyan linegy van H oszlopainak olyan lineááris kombinris kombináácicióója, ja, 
amelyben ez a damelyben ez a d11 oszlop nem mind nulloszlop nem mind nulláával szorzval szorzóódik, a tdik, a tööbbi bbi 
egyegyüütthattthatóó azonban mind nulla, s az eredmazonban mind nulla, s az eredméény a nullvektor. ny a nullvektor. 

Az egyAz együütthattthatóókbkbóól kl kéészszíítstsüünk egy nk egy uu11 vektort.vektort.
EgyrEgyréészt Hszt H⋅⋅uu11=0, emiatt  =0, emiatt  uu11 kkóódvektor. dvektor. 
MMáásrsréészt  w(szt  w(uu11)=d)=d11, , íígy a kgy a kóód sd súúlya lya éés ezzel egys ezzel együütt a tt a 
ttáávolsvolsáága kisebb lenne dga kisebb lenne d--nnéél, ami ellentmondl, ami ellentmondáás. s. ��

BelBelááttuk, hogy minden dttuk, hogy minden d--nnéél kevesebb oszlop linel kevesebb oszlop lineáárisan risan 
ffüüggetlen Hggetlen H--ban.ban.
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11. p11. péélda. lda. 

Adjuk meg a 10. pAdjuk meg a 10. pééldldáában szereplban szereplıı linelineááris kris kóód d 

ellenellenıırzrzıı mmáátrixtrixáának segnak segíítstsééggéével a kvel a kóód td táávolsvolsáággáát t éés s 
hibajelzhibajelzıı, valamint hibajav, valamint hibajavííttóó kkéépesspessééggéét. t. 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
Az ellenAz ellenıırzrzıı mmáátrixban van ktrixban van kéét t öösszefsszefüüggggıı oszlop oszlop 

(a 2. (a 2. éés a 3.), bs a 3.), báármely oszlop rmely oszlop öönmagnmagáában lineban lineáárisan frisan füüggetlen ggetlen 
(nem szerepel k(nem szerepel kööztztüük a nullvektor), k a nullvektor), 
ÍÍgy d=2, 1gy d=2, 1--hibajelzhibajelzıı éés 0s 0--hibajavhibajavííttóó a ka kóód. d. 

(M(Máás meggondols meggondoláással a 7.b pssal a 7.b pééldldáában ugyanezt kaptuk.) ban ugyanezt kaptuk.) 
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8. t8. téétel. (Singleton korltel. (Singleton korláát)t)

[n,k,d] k[n,k,d] kóódban ddban d≤≤ nn––k+1.k+1.
BizonyBizonyííttáás.s.

H rangja nH rangja n––k, emiatt Hk, emiatt H--ban a fban a füüggetlen oszlopok szggetlen oszlopok szááma ma ≤≤ nn––k. k. 
ElElıızzıı ttéétel szerint Htel szerint H--ban bban báármelyik drmelyik d––1 oszlop line1 oszlop lineáárisan risan 

ffüüggetlen. ggetlen. ÍÍgygy
dd––11≤≤ nn––k     k     
dd≤≤ nn––k+1k+1

DefinDefiníícicióó..

Az [n,k,d] kAz [n,k,d] kóód  d  maximmaximáális tlis táávolsvolsáággúú, ha  d=n, ha  d=n--k+1. k+1. 
JelJelöölléése:  MDS kse:  MDS kóód. (S: szepard. (S: szeparáábilis). bilis). 
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13. p13. péélda. lda. 
Egy binEgy binááris kris kóód generd generáátormtormáátrixa G. Adjuk meg a ktrixa G. Adjuk meg a kóód paritd paritáásellensellenıırzrzıı mmáátrixtrixáát t 

éés a ts a táávolsvolsáággáát. t. 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
BBáázistranszformzistranszformáácicióó a sorvektorokon: ugyanannak az alta sorvektorokon: ugyanannak az altéérnek mrnek máásik bsik bááziszisáát t 

kapjuk, ugyanaz a mkapjuk, ugyanaz a máátrix lehet az ellentrix lehet az ellenıırzrzıı mmáátrix. Az 1. sort adjuk a 2.trix. Az 1. sort adjuk a 2.--hoz. hoz. 

44--11--33--2 permut2 permutáácicióó

22--33--11--4 permut4 permutáácicióó

















=

0110011

1101110

0101010

G

















=

0110011

1000100

0101010

1G
















=

0111100

1000010

0101001

2G



















=

1000010

0100101

0010100

0001101

2H

HH =



















=

1000100

0101001

0010001

0001011

1
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A kA kóód td táávolsvolsáága d=2, mert Hga d=2, mert H--ban van kban van kéét t öösszefsszefüüggggıı oszlop  oszlop  
(3. 7. ), de mindegyik oszlop (3. 7. ), de mindegyik oszlop öönmagnmagáában fban füüggetlen. ggetlen. 

HH =



















=

1000100

0101001

0010001

0001011

1


