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oo csoportkcsoportkóódd
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HibajavHibajavííttóó kkóódoldolááss

A csatornA csatornáán n ááthaladthaladóó jelsorozat szjelsorozat szüükskséégszergszerőően iden idıınknkéént nt 
meghibmeghibáásodik. sodik. 

HibajavHibajavííttóó kkóódoldoláás esets esetéén a szn a szüükskséégesngesnéél tl tööbb jelet rendelbb jelet rendelüünk nk 
hozzhozzáá az az üüzenetekhez, zenetekhez, éés ez a redundancia teszi lehets ez a redundancia teszi lehetııvvéé, hogy , hogy 
felismerhessfelismerhessüük, ha hiba tk, ha hiba töörtrtéénik, illetve a keletkeznik, illetve a keletkezıı hibhibáát t 
kijavkijavííthassuk. thassuk. 

A hibafelismerA hibafelismeréés, illetve a hibajavs, illetve a hibajavííttáás mindig csak bizonyos s mindig csak bizonyos 
szszáámmúú hibhibááig mig mőőkköödik helyesen.dik helyesen.

DefinDefiníícicióó::

K K blokkblokk--kkóódd, ha  A, S , ha  A, S ≠≠ ∅∅ vvééges halmazok, f: Ages halmazok, f: A→→S*  S*  injektinjektíívv
leklekéépezpezéés, K=f(A)s, K=f(A)⊆⊆SSnn. K  elemei  a . K  elemei  a kkóódszavakdszavak..
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1. p1. pééldalda

Az Az üüzenetek binzenetek binááris jelsorozatok, az S={0,1} halmaz elemeibris jelsorozatok, az S={0,1} halmaz elemeibııl l 
ééppüülnek fel. lnek fel. 

RendeljRendeljüünk hozznk hozzáá a ketta kettıı hosszhosszúú üüzenetekhez zenetekhez ööt hosszt hosszúú kkóódokat dokat 
a ka köövetkezvetkezıı szabszabáály szerint. ly szerint. 

(0  0) (0  0) �� (0  0  0  0  0)  (0  0  0  0  0)  
(0  1) (0  1) �� (0  1  1  1  0)  (0  1  1  1  0)  
(1  0) (1  0) �� (1  0  1  0  1)  (1  0  1  0  1)  
(1  1) (1  1) �� (1  1  0  1  1)  (1  1  0  1  1)  

NNéégy elembgy elembııl l áállllóó blokkblokk--kkóód. d. 

Ha  a csatornHa  a csatornáán a (0  1  0  0  0) jelsorozat n a (0  1  0  0  0) jelsorozat éérkezik, tudjuk, hogy rkezik, tudjuk, hogy 
hiba thiba töörtrtéént, hiszen ez a sznt, hiszen ez a szóó nem szerepel a knem szerepel a kóódszavak kdszavak köözzöött. tt. 
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Az n hosszAz n hosszúú jelsorozatok halmazjelsorozatok halmazáán tn táávolsvolsáágot definigot definiáálunk. lunk. 
DefinDefiníícicióó..
SS≠∅≠∅ vvééges halmaz, u,ges halmaz, u, vv∈∈SSnn, K, K⊆⊆ SSnn. . 
u u éés v s v HammingHamming ttáávolsvolsáágaga u u éés v ks v küüllöönbnböözzıı komponenseinek a komponenseinek a 

szszááma.  ma.  
d(u,v)=d(u,v)={i{i11≤≤ i i ≤≤n, n, uuii ≠≠vvii}}..

Legyen az elLegyen az elııbbiek mellett mbbiek mellett méég |K| g |K| ≥≥2. 2. 
K (K (minimminimáálislis)) ttáávolsvolsáágaga az egymaz egymááshoz legkshoz legköözelebbi kzelebbi kéét t 
kkóódszdszóónak a tnak a táávolsvolsáága. ga. 

d(K)=min{d(u,v)d(K)=min{d(u,v)u,vu,v∈∈KK, u, u≠≠v}.v}.

BlokkBlokk--kkóód jeld jelöölléése:  (n,se:  (n, M), vagy (n,M), vagy (n, M)M)ss illetve   (n,illetve   (n, M,M, d)d)ss, , 
ahol  M=|K|   ahol  M=|K|   éés  d=d(K).s  d=d(K).

A tovA továábbiakban kizbbiakban kizáárróólag blokklag blokk--kkóódokkal foglalkozunk.dokkal foglalkozunk.
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TTéétel.tel.

A A HammingHamming--ttáávolsvolsáágg metrika az metrika az SSnn halmazon: halmazon: 
bbáármely krmely kéét t SSnn --belibeli vektornak lvektornak léétezik tezik HammingHamming--ttáávolsvolsáágaga, , 
egy valegy valóós szs száám, amely kielm, amely kielééggííti az alti az aláábbi hbbi háárom tulajdonsrom tulajdonsáágot:got:

�� 1. d(u,v)1. d(u,v)≥≥ 0, 0, éés d(u,v)=0  s d(u,v)=0  ↔↔ u=v. u=v. 
�� 2. d(u,v)=d(v,u). 2. d(u,v)=d(v,u). 
�� 3. d(u,v)3. d(u,v)≤≤ d(u,w)+d(w,v).       (Hd(u,w)+d(w,v).       (Hááromszromszöögg--egyenlegyenlııtlenstlenséég.)g.)

DefinDefiníícicióó..

Legyen S Legyen S AbelAbel csoport csoport éés  s  00={0,...,0}, ahol 0 az S egys={0,...,0}, ahol 0 az S egyséégeleme.  geleme.  
uu∈∈SSnn HammingHamming ssúúlyalya az u nem nulla komponenseinek a az u nem nulla komponenseinek a 

szszááma.  ma.  
w(u)=w(u)={i{i11≤≤ i i ≤≤n, n, uuii ≠≠0}0}..

Ha  KHa  K--nak van eleme a nak van eleme a 00 --nn kkíívvüül, akkor  K l, akkor  K ((minimminimáálislis) ) ssúúlyalya a a 
nem nulla elemei knem nulla elemei köözzüül a miniml a minimáális slis súúlylyúúnak a snak a súúlya. lya. 

w(w(KK)=min{w(u))=min{w(u)uu∈∈KK, u , u ≠≠00}.}.
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(0  0) (0  0) �� (0  0  0  0  0)  (0  0  0  0  0)  
(0  1) (0  1) �� (0  1  1  1  0)  (0  1  1  1  0)  
(1  0) (1  0) �� (1  0  1  0  1)  (1  0  1  0  1)  
(1  1) (1  1) �� (1  1  0  1  1)  (1  1  0  1  1)  

Az u=(0  1  1  1  0)  Az u=(0  1  1  1  0)  éés  v=(1  0  1  0  1)  ks  v=(1  0  1  0  1)  kóódszavak tdszavak táávolsvolsáága ga 
d(u,v)=4 d(u,v)=4 

A kA kóód td táávolsvolsáága:    3ga:    3

A   z=(1  1  0  1  1) sorozat sA   z=(1  1  0  1  1) sorozat súúlya:  w(z)=4lya:  w(z)=4

A  kA  kóód sd súúlya:   3lya:   3

2. példa.
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DefinDefiníícicióó..

Legyen K blokkLegyen K blokk--kkóód. K d. K csoportkcsoportkóódd, ha S , ha S AbelAbel--csoportcsoport éés Ks K≤≤SSnn

(K r(K réészcsoport szcsoport SSnn--benben, a  m, a  mőővelet a komponensenkvelet a komponensenkéént nt 
vvéégzett Sgzett S--beli mbeli mőővelet.)velet.)
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Az 1. pAz 1. péélda S halmaza legyen lda S halmaza legyen FF22 a ka kéételemtelemőő test. test. 

(0  0) (0  0) �� (0  0  0  0  0)  (0  0  0  0  0)  
(0  1) (0  1) �� (0  1  1  1  0)  (0  1  1  1  0)  
(1  0) (1  0) �� (1  0  1  0  1)  (1  0  1  0  1)  
(1  1) (1  1) �� (1  1  0  1  1)  (1  1  0  1  1)  

FF22 az az öösszeadsszeadáásra csoportot alkot. sra csoportot alkot. 
Az Az FF22 elemeibelemeibııl kl kéészszíített n hossztett n hosszúú vektorok is csoportot vektorok is csoportot 

alkotnak az elemenkalkotnak az elemenkéénti nti öösszeadsszeadáásra nsra néézve. zve. 

A K kA K kóódhalmaz rdhalmaz réészcsoport szcsoport SSnn --benben, , íígy Kgy K csoportkcsoportkóód:d:
bbáármely krmely kéét kt kóódszdszóó kküüllöönbsnbséége is kge is kóódszdszóó. . 

FF22 --benben 1= 1= --1, ez1, ezéért elegendrt elegendıı azt megvizsgazt megvizsgáálnunk, hogy  lnunk, hogy  
bbáármely krmely kéét kt kóódszdszóó öösszege is ksszege is kóódszdszóó--e. e. 

3. példa.
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DefinDefiníícicióó..

Legyen SLegyen S≠∅≠∅ vvééges halmaz,  nges halmaz,  n∈∈NN++, t, t∈∈NN, u, u∈∈SSnn. . 

Az Az SSnn--belibeli u ku köözzééppontppontúú t sugart sugarúú ggöömbmb azokat a sorozatokat azokat a sorozatokat 
tartalmazza tartalmazza SSnn--bbııll, amelyek u, amelyek u--ttóól legfeljebb t tl legfeljebb t táávolsvolsáágra gra 
vannak. vannak. 

CCtt(u)={v(u)={vvv∈∈SSnn,, d(u,v)d(u,v)≤≤t}.t}.
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4. p4. péélda.lda.

Legyen K az 1. pLegyen K az 1. pééldabeli kldabeli kóód, u=(0  0  0  0  0), t=1.d, u=(0  0  0  0  0), t=1.
Az u kAz u köörrüüli 1 sugarli 1 sugarúú ggöömbben a kmbben a köövetkezvetkezıı sorozatok vannak.               sorozatok vannak.               

( 0  0  0  0  0)( 0  0  0  0  0)
( 1  0  0  0  0)( 1  0  0  0  0)
( 0  1  0  0  0)( 0  1  0  0  0)
( 0  0  1  0  0)( 0  0  1  0  0)
( 0  0  0  1  0)( 0  0  0  1  0)
( 0  0  0  0  1)( 0  0  0  0  1)

FigyeljFigyeljüük meg, hogy nincs a gk meg, hogy nincs a göömb elemei kmb elemei köözzöött a (0  0  0  0  0)tt a (0  0  0  0  0)--tt
leszleszáámmíítva ktva kóódszdszóó, ami , ami öösszhangban van azzal, hogy a ksszhangban van azzal, hogy a kóód d 
ttáávolsvolsáága nagyobb 1ga nagyobb 1--nnéél (3). l (3). 
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DefinDefiníícicióó..
Egy kEgy kóód d tt--hiba jelzhiba jelzıı, ha tetsz, ha tetszııleges leges üüzenetben elzenetben elııfordulfordulóó

legfeljebb t szlegfeljebb t száámmúú hibhibáát kt kéépes jelezni, pes jelezni, pontosan tpontosan t--hiba hiba 
jelzjelzıı, ha t, ha t--hiba jelzhiba jelzıı, de van olyan t+1 hiba, amit nem jelez., de van olyan t+1 hiba, amit nem jelez.

Egy kEgy kóód d tt--hiba javhiba javííttóó, ha tetsz, ha tetszııleges leges üüzenetben elzenetben elııfordulfordulóó
legfeljebb t szlegfeljebb t száámmúú hibhibáát kt kéépes javpes javíítani, tani, pontosan tpontosan t--hiba hiba 
javjavííttóó, ha t, ha t--hiba javhiba javííttóó, de van olyan t+1 hiba, amit hib, de van olyan t+1 hiba, amit hibáásan san 
javjavíít.t.

MinimMinimáális tlis táávolsvolsáággúú dekdekóódoldoláásrsróól l beszbeszééllüünk, ha minden nk, ha minden SSnn--belibeli
szszóóhoz a hozzhoz a hozzáá legklegköözelebb eszelebb esıı (egyik) k(egyik) kóódszdszóót vt váálasztjuk. lasztjuk. 

A minimA minimáális tlis táávolsvolsáággúú dekdekóódoldoláás nem mindig a leghelyesebb s nem mindig a leghelyesebb 
stratstratéégia. Ez a helyzet pgia. Ez a helyzet pééldldáául, ha a minimul, ha a minimáális tlis táávolsvolsáág g 
nagyon nagy.nagyon nagy.
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Az 1. pAz 1. péélda klda kóódjdjáát alkalmazva tegyt alkalmazva tegyüük fel, hogy a k fel, hogy a 
(0  1  0  0  0)    hib(0  1  0  0  0)    hibáás jelsorozat s jelsorozat éérkezik. rkezik. 

MinimMinimáális tlis táávolsvolsáággúú dekdekóódoldoláás esets esetéén a hozzn a hozzáá legklegköözelebbi zelebbi 
kkóódszdszóót, a   t, a   

(0  0  0  0  0)     sz(0  0  0  0  0)     szóót vt váálasztjuk helyette. lasztjuk helyette. 

5. p5. péélda.lda.
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4. t4. téétel.tel.

Legyen K blokkLegyen K blokk--kkóód, tehd, teháát K t K ⊆⊆ SSnn, , éés d(K)=d. A ks d(K)=d. A kóód akkor d akkor éés csak s csak 
akkor takkor t--hiba jelzhiba jelzıı, ha t<d, , ha t<d, 

pontosan tpontosan t--hiba jelzhiba jelzıı, ha t=d, ha t=d--1.1.

MinimMinimáális tlis táávolsvolsáággúú dekdekóódoldoláás esets esetéén a d tn a d táávolsvolsáággúú kkóód td t--hiba hiba 
javjavííttóó, ha   , ha   

pontosan tpontosan t--hiba javhiba javííttóó, ha         , ha         

BizonyBizonyííttáás.s.

�� Ha t<d, Ha t<d, éés t helyen romlik el valamelyik ks t helyen romlik el valamelyik kóódszdszóó, nem kapunk , nem kapunk 
mmáásik ksik kóódszdszóót, s t, s íígy fel tudjuk ismerni, hogy hiba tgy fel tudjuk ismerni, hogy hiba töörtrtéént, tehnt, teháát t 
a ka kóód minden td minden t--hibhibáát tud jelezni.t tud jelezni.

Ha azonban d helyen tHa azonban d helyen töörtrtéént hiba, elnt hiba, elııfordulhat, hogy egy fordulhat, hogy egy 
kkóódszdszóó mmáásik ksik kóódszdszóóba megy ba megy áát, s t, s íígy nem gy nem éérzrzéékeljkeljüük, hogy k, hogy 
hiba thiba töörtrtéént.nt.
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�� Ha        Ha        
éés legfeljebb t helyen romlott el valamelyik ks legfeljebb t helyen romlott el valamelyik kóódszdszóó, akkor a , akkor a 
hibhibáás szs szóó az eredetihez van legkaz eredetihez van legköözelebb a kzelebb a kóódszavak kdszavak köözzüül, l, 
tehteháát minimt minimáális tlis táávolsvolsáággúú dekdekóódoldoláásnsnáál a hibl a hibáát helyesen t helyesen 
javjavíítjuk. tjuk. 
Ha azonban a hibHa azonban a hibáák szk szááma  ma  
akkor elakkor elııfordulhat, hogy az elromlott szfordulhat, hogy az elromlott szóó az eredetitaz eredetitııl l 
kküüllöönbnböözzıı mmáás ks kóódszdszóóhoz kerhoz kerüül kl köözelebb, vagy tzelebb, vagy tööbb bb 
kkóódszdszóóttóól is ugyanolyan tl is ugyanolyan táávolsvolsáágra van, gra van, éés s íígy minimgy minimáális lis 
ttáávolsvolsáággúú dekdekóódoldoláásnsnáál a hibl a hibáát rosszul javt rosszul javíítjuk.tjuk.
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Legyen S=Legyen S=FF22 a ka köözlemzleméényszavak pedig k hossznyszavak pedig k hosszúú sorozatok. sorozatok. 
ÁÁllapllapíítsuk meg az altsuk meg az aláábbi kbbi kóódok minimdok minimáális tlis táávolsvolsáággáát, hibajelzt, hibajelzıı--
éés hibajavs hibajavííttóó kkéépesspessééggéét.t.

�� KKéétszeri ismtszeri isméétltléés ks kóódjadja.. A kA kóódszdszóót megkapjuk, ha a  t megkapjuk, ha a  
kköözlemzleméénysznyszóót kt kéétszer egymtszer egymáás uts utáán len leíírjukrjuk
kköözlemzleméénysznyszóó:: ((αα11 αα 22 …… ααkk))
kkóódszdszóó:: ((αα11 αα 22 …… ααkk αα 11 αα 22 …… αα kk)         )         

A kA kóódszavak n=2k hosszdszavak n=2k hosszúúak.ak.
Az n hosszAz n hosszúú binbinááris szavak kris szavak köözzüül azok a kl azok a kóódszavak, amelyekre az dszavak, amelyekre az 
ii--edikedik éés k+s k+ii--edikedik elem megegyezik minden 1 elem megegyezik minden 1 ≤≤ i i ≤≤ k esetk esetéén. n. 

A kA kóód td táávolsvolsáága d=2, 1ga d=2, 1--hibajelzhibajelzıı, hiba jav, hiba javííttáássáára nem alkalmas. ra nem alkalmas. 
(Bizonyos(Bizonyos 22--hibhibáák nem derk nem derüülnek ki, pl. ha az elslnek ki, pl. ha az elsıı éés a k+1s a k+1--edik edik 
jegy hibjegy hibáás)s)

6. p6. péélda.lda.
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�� HHááromszori ismromszori isméétltléés ks kóódjadja..

A kA kóódszdszóót megkapjuk, ha a kt megkapjuk, ha a köözlemzleméénysznyszóót ht hááromszor romszor íírjuk rjuk 
egymegymáás uts utáán n 

kköözlemzleméénysznyszóó:: ((αα11 αα 22 …… ααkk))

kkóódszdszóó: (: (αα11 αα 22 …… ααkk αα 11 αα 22 …… αα k k αα11 αα 22 …… ααkk)    )    

A kA kóódszavak n=3k hosszdszavak n=3k hosszúúak.ak.

Az n hosszAz n hosszúú binbinááris szavak kris szavak köözzüül azok a kl azok a kóódszavak, dszavak, 
amelyekre az amelyekre az ii--edikedik, k+, k+ii--edikedik éés 2k+s 2k+ii--edikedik elem elem 
megegyezik minden 1 megegyezik minden 1 ≤≤ i i ≤≤ k esetk esetéén. n. 

A kA kóód td táávolsvolsáága d=3, 2ga d=3, 2--hibajelzhibajelzıı, 1, 1--hiba javhiba javííttóó. . 
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�� ParitParitáásvizsgsvizsgáálat klat kóódjadja..
A kA kóódszdszóót megkapjuk, ha a kt megkapjuk, ha a köözlemzleméénysznyszóó vvééggéére az elemek re az elemek 

öösszegsszegéét t íírjuk.  rjuk.  
kköözlemzleméénysznyszóó:: ((αα11 αα 22 …… ααkk))

kkóódszdszóó: : αα11 αα 22 …… ααkkββ

A kA köözlemzleméénysznyszóó vvééggéére a kre a kóódba 1 vagy 0 kerdba 1 vagy 0 kerüül aszerint, hogy a l aszerint, hogy a 
kköözlemzleméénysznyszóó jegyeinek az jegyeinek az öösszege psszege pááratlan vagy pratlan vagy pááros ros 
volt.volt.

A kA kóódszavak n=k+1 hosszdszavak n=k+1 hosszúúak. ak. 
Az n hosszAz n hosszúú binbinááris szavak kris szavak köözzüül azok a kl azok a kóódszavak, amelyek dszavak, amelyek 

ppááros sok 1ros sok 1--est tartalmaznak. est tartalmaznak. 
A kA kóód td táávolsvolsáága d=2, 1ga d=2, 1--hibajelzhibajelzıı, hiba jav, hiba javííttáássáára nem alkalmas.ra nem alkalmas.
AzAz 1. 1. éés 3. ks 3. kóód hibajelzd hibajelzıı éés hibajavs hibajavííttóó kkéépesspesséége megegyezik, ge megegyezik, 

ugyanakkor az 1. kugyanakkor az 1. kóód hossza k d hossza k éértrtéékkéével sokkal gyorsabban vel sokkal gyorsabban 
nnıı, mint a 3. k, mint a 3. kóód hossza, tehd hossza, teháát a 3. alkalmazt a 3. alkalmazáása sa 
gazdasgazdasáágosabb. gosabb. 

β α=
=
∑ i

i

k

1



2007. m2007. máájus 31.jus 31. HibajavHibajavííttóó kkóódok 1.dok 1. 1919

5. t5. téétel.(Hammingtel.(Hamming--korlkorláát)t)

tt--hiba javhiba javííttóó (n,(n, M,M, d)d)SS kkóód esetd esetéén   (s=|S|):n   (s=|S|):

BizonyBizonyííttáás.s.

SSnn--ben egy adott kben egy adott kóódszdszóóttóól i tl i táávolsvolsáágra azok a szavak vannak, gra azok a szavak vannak, 
amelyek pontosan i helyen kamelyek pontosan i helyen küüllöönbnbööznek tznek tııle. Az i kle. Az i küüllöönbnböözzıı

helyet       helyet       --ffééleklekééppen vppen váálaszthatjuk ki, mindegyik helyre laszthatjuk ki, mindegyik helyre 
((ss––1)1)ii jel kerjel kerüülhet. lhet. 

Az adott kAz adott kóódszdszóó kköörrüüli t sugarli t sugarúú ggöömbben mbben 
SSnn--beli  szbeli  szóó taltaláálhatlhatóó, bele, beleéértve magrtve magáát a kt a kóódszdszóót is. M kt is. M kóódszavunk dszavunk 

van. A kvan. A kóód td t--hiba javhiba javííttóó, ez, ezéért az M krt az M küüllöönbnböözzıı kkóódszdszóó kköörrüüli tli t--
sugarsugarúú ggöömbmböök diszjunktak kell legyenek. k diszjunktak kell legyenek. 

ÖÖsszesen nem tartalmazhatnak tsszesen nem tartalmazhatnak tööbb elemet, mint az bb elemet, mint az SSnn halmaz, halmaz, 
vagyis vagyis ssnn--etet..
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DefinDefiníícicióó..

Az (n,Az (n, M,M, d)d)SS kkóód  d  ttöökkééletes (perfekt),letes (perfekt), ha a ha a 
HammingHamming--korlkorláátt egyenlegyenlııssééggel teljesggel teljesüül.l.
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7. p7. péélda.lda.
ÁÁllapllapíítsuk meg, hogy vantsuk meg, hogy van--e e 55 minimminimáális tlis táávolsvolsáággúú 13 hossz13 hosszúú

perfekt binperfekt binááris kris kóód?d?

n=13, d=6, n=13, d=6, éés                        s                        íígy a kgy a kóód t=2d t=2--hibajavhibajavííttóó. . 
Ha a kHa a köözlemzleméényszavak k hossznyszavak k hosszúúak, akkor a kak, akkor a köözlemzleméényszavak nyszavak 

szszááma 2ma 2kk, ami megegyezik a k, ami megegyezik a kóódszavak szdszavak száámmáával, M= 2val, M= 2kk..
Ha a kHa a kóód perfekt, akkor a d perfekt, akkor a HammingHamming--korlkorláátt egyenlegyenlııssééggel ggel 
teljesteljesüül: l: 

A jobb oldalon 2 hatvA jobb oldalon 2 hatváánya nya ááll, a bal oldalon szereplll, a bal oldalon szereplıı 92 azonban 92 azonban 
nem 2 hatvnem 2 hatváánya, ez az egyenlnya, ez az egyenlıısséég nem teljesg nem teljesüülhet semmilyen k lhet semmilyen k 
esetesetéén. Ezn. Ezéért ilyen krt ilyen kóód nem ld nem léétezik tezik 
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