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GazdasGazdasáágos kgos kóódoldolááss
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�� A A hhíírkrköözlzléésbensben szszüüksksééggüünk van arra, hogy valamilyen nk van arra, hogy valamilyen üüzenetetzenetet
egy egy csatorncsatornáánn áátjuttassunk. A csatorna azonban csak tjuttassunk. A csatorna azonban csak 
meghatmeghatáározott jeleket tud befogadni, ezrozott jeleket tud befogadni, ezéért az rt az üüzenetet zenetet 
ididıınknkéént megfelelnt megfelelııkkééppen ppen áát kell alakt kell alakíítanunk, tanunk, kkóódolnunkdolnunk kell.kell.

�� Ez az Ez az áátalaktalakííttáás olyan kell legyen, hogy a csatorna ts olyan kell legyen, hogy a csatorna túúlslsóó
oldaloldaláán tn tööbbbbéé--kevkevéésbsbéé helyesen helyesen visszavisszaáállllííthatthatóó legyen az legyen az 
eredeti eredeti üüzenet.zenet.

�� Az alAz aláábbiakban olyan kbbiakban olyan kóódoldoláásokkal foglalkozunk, amelyek sokkal foglalkozunk, amelyek 
–– lehetlehetııvvéé teszik a kteszik a kóódbdbóól az l az üüzenet helyes visszazenet helyes visszaáállllííttáássáátt, , éés s 
–– a ka kóódok lehetdok lehetıısséég szerint g szerint rröövidekvidek.  .  

�� Ennek az Ennek az elvi korlelvi korláátaittait vizsgvizsgááljuk.ljuk.
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Kódolás
DefinDefiníícicióó..
Az A={aAz A={a11,,……, a, ann} v} vééges, nemges, nemüüres halmazt res halmazt áábbééccéé--nek nevezznek nevezzüük, k, 

elemei a elemei a betbetőőkk, a bel, a belııllüük kk kéépezhetpezhetıı vvééges hosszges hosszúú sorozatok a sorozatok a 
szavakszavak. Az . Az öösszes vsszes vééges hosszges hosszúú sorozat halmazsorozat halmazáát A* jelt A* jelööli.li.

DefinDefiníícicióó..
Legyen B Legyen B éés C s C áábbééccéé. A  f: B . A  f: B →→ C*  lekC*  lekéépezpezéést st kkóódoldoláásnak snak 

nevezznevezzüük, ha injektk, ha injektíív. f(B)v. f(B)⊆⊆ C* a C* a kkóódszavakdszavak halmaza, a halmaza, a kkóódd. . 
A  bA  b∈∈B B betbetőő kkóódjadja f(b). f(b). 

Az injektivitAz injektivitáás garants garantáálja a lja a dekdekóódolhatdolhatóóssáágotgot, vagyis azt, hogy a , vagyis azt, hogy a 
kkéépelemekbpelemekbııl helyesen vissza tudjuk l helyesen vissza tudjuk áállllíítani a B halmaz tani a B halmaz 
elemeit.elemeit.

1. p1. péélda. lda. 
Legyen B={a, b, c}, C={0, 1} Legyen B={a, b, c}, C={0, 1} éés  f(a)= 0, f(b)=01, f(c)=001. s  f(a)= 0, f(b)=01, f(c)=001. 
Ez a lekEz a lekéépezpezéés ks kóódoldoláás.s.



2007. m2007. máájus 31.jus 31. GazdasGazdasáágos kgos kóódoldolááss 66

BetBetőőnknkéénti knti kóódoldoláás, felbonthats, felbonthatóó kkóódd
DefinDefiníícicióó..
TerjesszTerjesszüük ki fk ki f--et B*et B*--rara a ka köövetkezvetkezııkkééppen:ppen:

Legyen b=bLegyen b=b11bb22……bbss∈∈B*. Ekkor f(b)=f(bB*. Ekkor f(b)=f(b11)f(b)f(b2 2 )) ……f(f(bbss).  ).  
A B*A B*--belibeli szavak kszavak kóódjdjáát a szavakat alkott a szavakat alkotóó betbetőők kk kóódjainak  djainak  
egymegymáás mells melléé íírráássáával kapjuk. Eval kapjuk. Ekkor az  f: B* kkor az  f: B* →→ C*  kC*  kóódoldoláást st 
betbetőőnknkéénti knti kóódoldoláásnaksnak nevezznevezzüük.k.

DefinDefiníícicióó..
Az  f: B* Az  f: B* →→ C*  betC*  betőőnknkéénti knti kóódoldoláás s felbonthatfelbonthatóó kkóódot dot áállllíít elt elıı, ha , ha 

kkéét kt küüllöönbnböözzıı B*B*--belibeli szszóóhoz tartozhoz tartozóó kkóód kd küüllöönbnböözzıı. . 

A kA kóód felbonthatd felbonthatóóssáága garantga garantáálja az lja az üüzenet kzenet kóódjdjáábbóól az l az üüzenet zenet 
egyegyéértelmrtelmőő visszavisszaáállllííthatthatóóssáággáát. t. 

2. p2. péélda.lda. Az 1. pAz 1. péélda klda kóódja pdja pééldldáául nem felbonthatul nem felbonthatóó, mert  , mert  
f(ab)=f(c). f(ab)=f(c). 
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PrefixPrefix kkóódd

DefinDefiníícicióó..
BBetetőőnknkéénti knti kóódoldoláás esets esetéén a kn a kóódot dot prefixnekprefixnek nevezznevezzüük, ha egyik k, ha egyik 

kkóódszdszóó sem valsem valóódi szdi szóókezdkezdıı rréésze a msze a máásiknak. siknak. 
3. p3. péélda.lda. AzAz elelıızzıı ppééldldáában szereplban szereplıı kkóód nem d nem prefixprefix. . 

f(a)= 0, f(b)=01, f(c)=001,f(a)= 0, f(b)=01, f(c)=001,
PPééldldáául f(a) szerepel f(b) elejul f(a) szerepel f(b) elejéén, mn, máás szs szóóval f(b) az f(a)val f(b) az f(a)--naknak
folytatfolytatáása.sa.

4. p4. péélda.lda.
Legyen B={a, b, c}, C={0, 1} Legyen B={a, b, c}, C={0, 1} éés  f(a)= 0, f(b)=10, f(c)=100.s  f(a)= 0, f(b)=10, f(c)=100.
Ez a kEz a kóód d prefixprefix. . 

TTéétel.tel. PrefixPrefix kkóód felbonthatd felbonthatóó..
BizonyBizonyííttáás.s. KKöönnyen adhatnnyen adhatóó dekdekóódoldoláási algoritmus. Ez si algoritmus. Ez prefixprefix

kkóód esetd esetéén egyn egyéértelmrtelmőően elen elııáállllíítja a ktja a kóódolt dolt üüzenetbzenetbııl az l az 
eredetit.  eredetit.  
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BlokkBlokk--kkóódd

DefinDefiníícicióó..

BBetetőőnknkéénti knti kóódoldoláás esets esetéén a kn a kóódot dot blokkblokk--kkóódnakdnak nevezznevezzüük, ha a k, ha a 
B halmaz mindegyik elemB halmaz mindegyik elemééhez ugyanolyan hosszhez ugyanolyan hosszúú kkóódszdszóó
tartozik. tartozik. 

TTéételtel. . BlokkBlokk--kkóód felbonthatd felbonthatóó..

BizonyBizonyííttáás.s. A blokkA blokk--kkóód egyd egyúúttal ttal prefixprefix kkóód is, d is, íígy az elgy az elıızzıı ttéétel tel 
alkalmazhatalkalmazhatóó. . 
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KKóódfadfa

DefinDefiníícicióó..

Az f: B Az f: B →→ C* C* ááltal lltal léétrehozott prefix ktrehozott prefix kóódhoz irdhoz iráánynyíított ftott fáát, un. t, un. 
kkóódfdfáátt rendelhetrendelhetüünk  a knk  a köövetkezvetkezıı mmóódon. A fa csdon. A fa csúúcsaibcsaibóól l 
legfeljebb |C| elemszlegfeljebb |C| elemszáámmúú éél vezethet ki, ezeket az l vezethet ki, ezeket az ééleket C leket C 
elemeivel celemeivel cíímkmkéézzzzüük meg. k meg. 

A fa leveleit (olyan csA fa leveleit (olyan csúúcsok, amelyekbcsok, amelyekbııl nem vezet ki l nem vezet ki éél) a B l) a B 
elemeivel celemeivel cíímkmkéézzzzüük meg. Ekkor a kk meg. Ekkor a kóódoldoláás a ks a köövetkezvetkezııkkééppen ppen 
olvashatolvashatóó le a fle a fáárróól. l. 

Legyen az egyik levLegyen az egyik levéél a bl a b∈∈B B éés a gys a gyöökkéérbrbııl a hozzl a hozzáá vezetvezetıı éélek lek 
ccíímkmkééi sorban  ci sorban  c11, c, c22, , ……, , cckk. Ekkor f(b)= c. Ekkor f(b)= c11cc22……cckk ..

A kA köövetkezvetkezıı ppééldldáában binban binááris ris prefixprefix kkóód kd kóódfdfáájjáát lt láátjuk. tjuk. 
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5. példa.

b1 b2

b3

b4
b5

b6

0 1

0

0

0

0

0

1

1

1

1

B={bB={b11, b, b22, b, b33, b, b44, b, b55, b, b66}}
C={0,1}C={0,1}
f(bf(b11)=000)=000
f(bf(b22)=001)=001
f(bf(b33)=01)=01
f(bf(b44)=1000)=1000
f(bf(b55)=1001)=1001
f(bf(b66)=11)=11
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A kA kóódok hosszdok hosszáának alsnak alsóó korlkorláátja tja 
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McMillanMcMillan--egyenlegyenlııtlenstlenséégg

TTéétel. tel. ((McMillanMcMillan--egyenlegyenlııtlenstlenséégg))

TegyTegyüük fel, hogy f: B k fel, hogy f: B →→ C* felbonthatC* felbonthatóó kkóódot hatdot hatáároz meg. roz meg. 

B ={bB ={b11,, bb22,, …… , , bbkk}, }, éés az f(bs az f(b11), f(b), f(b2 2 ),), ……, f(, f(bbkk) k) kóódszavak hossza  dszavak hossza  
{h{h11,, hh22,, …… , , hhkk}, |C|=c. }, |C|=c. 

Ekkor Ekkor 

6. p6. péélda.lda. A 4. pA 4. péélda lda prefixprefix kkóódjdjáára  |C|=2, a kra  |C|=2, a kóódhosszak 1, 2, 3, dhosszak 1, 2, 3, 

a a McMillanMcMillan--egyenlegyenlııtlenstlenséégg teljesteljesüül.l.

∑
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VigyVigyáázzunk, a zzunk, a McMillanMcMillan--egyenlegyenlııtlenstlenséégg nem megfordnem megfordííthatthatóó. Ha . Ha 
teljesteljesüül az egyenll az egyenlııtlenstlenséég, g, nem biztos, hogy a knem biztos, hogy a kóód felbonthatd felbonthatóó..

7. p7. péélda.lda. Az 1. pAz 1. péélda esetlda esetéében ugyanazt az ben ugyanazt az éértrtééket kapjuk mint az 5. ket kapjuk mint az 5. 
ppééldldáában, pedig az elban, pedig az elııbbi kbbi kóód nem felbonthatd nem felbonthatóó. . 

TTéétel. tel. ((KraftKraft--ttéételtel))
Legyen B Legyen B éés C vs C vééges ges áábbééccéé, , B ={bB ={b11,, bb22,, …… , , bbkk}, |C|=c, }, |C|=c, éés legyenek s legyenek 

{h{h11,, hh22,, …… , , hhkk} pozit} pozitíív egv egéész szsz száámok, melyekre teljesmok, melyekre teljesüül a l a 
McMillanMcMillan--egyenlegyenlııtlenstlenséégg..

Ekkor lEkkor léétezik olyan tezik olyan prefixprefix kkóódot meghatdot meghatáározrozóó f: B f: B →→ C* kC* kóódoldoláás, s, 
amelyre  az   f(bamelyre  az   f(b11), f(b), f(b2 2 ),), ……, f(, f(bbkk) k) kóódszavak hossza dszavak hossza ééppen  ppen  
{h{h11,, hh22,, …… , , hhkk}. }. 
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KKöövetkezmvetkezméény.ny.

A A McMillanMcMillan-- éés a s a KraftKraft--ttéételbtelbııll kköövetkezik, hogy ha f: B vetkezik, hogy ha f: B →→ C* C* 
felbonthatfelbonthatóó kkóódot hatdot hatáároz meg, akkor lroz meg, akkor léétezik olyan tezik olyan prefixprefix kkóód, d, 
hogy a khogy a kéét kt kóódban a B elemeihez tartozdban a B elemeihez tartozóó kkóódszavak hossza dszavak hossza 
megegyezik.megegyezik.

Ez a tEz a téény megnny megnööveli a veli a prefixprefix kkóód jelentd jelentııssééggéét.t.
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OptimOptimáális klis kóódd



2007. m2007. máájus 31.jus 31. GazdasGazdasáágos kgos kóódoldolááss 1616

ÁÁtlagos sztlagos szóóhossz, a khossz, a kóód kd kööltsltséégege

A kA kóódolanddolandóó üüzenetben a kzenetben a küüllöönbnböözzıı jelek mjelek máás s éés ms máás s 
gyakorisgyakorisáággal fordulhatnak elggal fordulhatnak elıı. Ha t. Ha töörekszrekszüünk arra, hogy az nk arra, hogy az 
üüzenethez tartozzenethez tartozóó kkóód mind minéél rl röövidebb legyen, akkor a videbb legyen, akkor a 
gyakrabban elgyakrabban elııfordulfordulóó jelekhez rjelekhez röövidebb kvidebb kóódot, mdot, mííg a g a 
ritkritkáábban elbban elııfordulfordulóókhoz a hosszabb kkhoz a hosszabb kóódokat dokat éérdemes rdemes 
rendelnrendelnüünk. nk. 
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TegyTegyüük fel a tovk fel a továábbiakban, hogy az F jelforrbbiakban, hogy az F jelforráás a  s a  
B ={bB ={b11,, bb22,, …… , , bbkk} } áábbééccéé jeleit egymjeleit egymááststóól fl füüggetlenggetlenüül l 
vvééletlenszerletlenszerőően bocsen bocsáátja ki. Jeltja ki. Jelöölje lje ppii annak a valannak a valóószszíínnőőssééggéét, t, 
hogy az F hogy az F ááltal kibocsltal kibocsáátott jel tott jel bbii . Feltessz. Feltesszüük, hogy k, hogy 
ppii >0 (i=1..k), >0 (i=1..k), éés s 

ElEléég hosszg hosszúú, pl. M sz, pl. M száámmúú jelbjelbııl l áállllóó jelsorozatban a benne jelsorozatban a benne 
elelııfordulfordulóó bbii--kk szszááma kma köözelzelííttııleg  leg  ppiiMM. . 

Az M szAz M száámmúú jelbjelbııl l áállllóó sorozat ksorozat kóódjdjáának nak áátlagos hossza:tlagos hossza:

Ha csHa csöökken a                 kken a                 éértrtééke, akkor cske, akkor csöökken a kkken a köözlzléések sek áátlagos tlagos 
hossza is. Ez indokolja a khossza is. Ez indokolja a köövetkezvetkezıı defindefiníícicióót.   t.   
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DefinDefiníícicióó..
TegyTegyüük fel, hogy az f: B k fel, hogy az f: B →→ C* felbonthatC* felbonthatóó kkóódoldoláást st 

alkalmazzuk, alkalmazzuk, éés az f(bs az f(b11), f(b), f(b2 2 ),), ……, f(, f(bbkk) k) kóódszavak hossza dszavak hossza 
{h{h11,, hh22,, …… , , hhkk}, |C|=c, K=f(B)}, |C|=c, K=f(B)⊆⊆C*. C*. 
JelJelöölje lje ppii annak a valannak a valóószszíínnőőssééggéét, hogy az F forrt, hogy az F forráás s ááltal ltal 
kibocskibocsáátott jel tott jel bbii . . 

A A K kK kóód F forrd F forráás mellettis melletti áátlagos sztlagos szóóhosszahossza, vagy , vagy kkööltsltséégege::
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OptimOptimáális klis kóódokdok

DefinDefiníícicióó..
Legyen B Legyen B éés C vs C vééges ges áábbééccéé. R. Röögzgzíítstsüük a F jelforrk a F jelforráást, vagyis a B st, vagyis a B 

áábbééccéé betbetőőihez tartozihez tartozóó ppii valvalóószszíínnőősséégeket. Tekintsgeket. Tekintsüük az k az 
f: B f: B →→ C* fC* füüggvggvéények nyek ááltal meghatltal meghatáározott felbonthatrozott felbonthatóó
kkóódokat. Ezek kdokat. Ezek köözzüül al a legkisebb legkisebb áátlagos sztlagos szóóhosszhosszúússáággúú
(k(kööltsltsééggőő) k) kóódot dot optimoptimáális klis kóódnak dnak nevezznevezzüük.k.

KorKoráábbi megjegyzbbi megjegyzééssüünk alapjnk alapjáán eln eléég adott esetben az optimg adott esetben az optimáális lis 
prefixprefix kkóódot keresndot keresnüünk. nk. 
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DefinDefiníícicióó. . 

Az alAz aláábbi E(F) bbi E(F) éértrtééket az F forrket az F forráás s entrentróópipiáájjáának nak nevezznevezzüük. (A k. (A 
loglog 22--es alapes alapúú logaritmust jellogaritmust jelööl)   l)   
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2007. m2007. máájus 31.jus 31. GazdasGazdasáágos kgos kóódoldolááss 2121

TTéételtel. (. (ShannonShannon ttéétele zajmentes csatorntele zajmentes csatornáákra)kra)
Egy F jelforrEgy F jelforrááshoz tartozshoz tartozóó tetsztetszııleges K felbonthatleges K felbonthatóó kkóódra dra 

teljesteljesüül a kl a köövetkezvetkezıı

PrefixPrefix kkóóddal ez a korlddal ez a korláát jt jóól megkl megköözelzelííthetthetıı..
TTéétel.tel.
LLéétezik olyan  f: Btezik olyan  f: B→→C* C* prefixprefix kkóód, amelyred, amelyre

BizonyBizonyííttáás.s.
A bizonyA bizonyííttáást pst pééldldáául az un. ul az un. ShannonShannon--FanoFano kkóód segd segíítstsééggéével vel 

lehet elvlehet elvéégezni.gezni.
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BinBinááris ris HuffmanHuffman--kkóódd

Legyen Legyen B ={bB ={b11,, bb22,, …… , , bbkk}, a val}, a valóószszíínnőősséégek pedig sorban gek pedig sorban 
(nagys(nagysáág szerint csg szerint csöökkenkkenııen rendezve): en rendezve): 

{0,20; 0,20; 0,19; 0,12; 0,11; 0,09; 0,09}{0,20; 0,20; 0,19; 0,12; 0,11; 0,09; 0,09}

0,20 0,20 
0,20 0,20 
0,19 0,19 
0,12 0,12 
0,11 0,11 
0,09 0,09 
0,090,09

0,20 0,20 
0,20 0,20 
0,19 0,19 
0,180,18
0,12 0,12 
0,11 0,11 

0,230,23
0,20 0,20 
0,20 0,20 
0,19 0,19 
0,180,18

0,370,37
0,230,23
0,20 0,20 
0,20 0,20 

0,400,40
0,370,37
0,230,23

0,600,60
0,400,40

bb11

bb22

bb33

bb44

bb55

bb66

bb77

1010
1111
000000
010010
011011
00100010
00110011

1010
1111
000000
001001
010010
011011

0101
1010
1111
000000
001001

0000
0101
1010
1111

11
0000
0101

00
11

bb11

bb22

bb33

bb44

bb55

bb66

bb77
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A HuffmannA Huffmann--kkóód eld elıınye:nye:
OptimOptimáális klis kóódot dot áállllíít elt elıı..

A HuffmannA Huffmann--kkóód hd háátrtráányai:nyai:
�� IsmernIsmernüünk kell knk kell kóódoldoláásnsnáál a teljes szl a teljes szööveget.veget.
�� KKéétszer kell vtszer kell véégigmenngigmennüünk az adatokon. Elnk az adatokon. Elııszszöör r 

meghatmeghatáározzuk a forrrozzuk a forráásbetsbetőők relatk relatíív gyakorisv gyakorisáággáát, ami t, ami 
megegyezik a valmegegyezik a valóószszíínnőősséégekkel, majd ennek felhaszngekkel, majd ennek felhasznáálláássáával val 
elvelvéégezzgezzüük a tk a téényleges knyleges kóódoldoláást. st. 

AdaptAdaptíív Huffmannv Huffmann--kkóódoldoláás.s.
Csak egyszer megy vCsak egyszer megy véégig az adatokon. Az gig az adatokon. Az optimalitoptimalitááss rovrováássáára ra 

ididııt takart takaríítunk meg. Egy forrtunk meg. Egy forráásbetsbetőőt az elt az elıızzıı forrforráásbetsbetőők k 
elelııfordulforduláásai alapjsai alapjáán kn kóódolunk, s ezzel egydolunk, s ezzel együütt ltt lééppéésenksenkéént nt 
vvááltozik maga a kltozik maga a kóód is. Az aktud is. Az aktuáális forrlis forráásbetsbetőő kkóódoldoláássáát egy, t egy, 
az elaz elıızzııleg feldolgozott forrleg feldolgozott forráásbetsbetőőkre optimkre optimáális klis kóóddal hajtjuk ddal hajtjuk 
vvéégre. gre. 
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Menet kMenet köözben gyzben győőjtjtüünknk informinformáácicióót a forrt a forráásszimbsszimbóólumokrlumokróól, az l, az 
aktuaktuáális szimblis szimbóólumot az ezt megellumot az ezt megelıızzıı szimbszimbóólumok alapjlumok alapjáán n 
kkóódoljuk. doljuk. 

LempelLempel--ZivZiv kkóódok:dok:
�� LZ77 algoritmus.LZ77 algoritmus. 19771977--ben publikben publikááltltáák. k. 
�� LZ78 algoritmus.LZ78 algoritmus.

LZW kLZW kóód:d:
TerryTerry WelchWelch az LZ78az LZ78--at mat móódosdosíította. totta. 
Az Unix Az Unix COMPRESSCOMPRESS parancsa parancsa éés a GIF (s a GIF (GraphicsGraphics InterchangeInterchange

FormatFormat)) kkééptptöömmöörrííttıı is az LZW algoritmust hasznis az LZW algoritmust hasznáálja. lja. 

AdaptAdaptíív kv kóódok.dok.
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IrodalomjegyzIrodalomjegyzéékk

�� DemetrovicsDemetrovics, , DenevDenev, Pavlov: , Pavlov: A szA száámmííttáástudomstudomáány ny 

matematikai alapjaimatematikai alapjai TankTanköönyvkiadnyvkiadóó, Budapest, 1985, Budapest, 1985

�� GyGyıırfirfi LLáászlszlóó--GyGyııri ri SSáándorndor--VajdaVajda IstvIstváán: n: InformInformáácicióó éés s 

kkóódelmdelméélet let TypotexTypotex KiadKiadóó, 2000, 2000

�� JablonszkijJablonszkij, , LupanovLupanov: : DiszkrDiszkréét matematika a t matematika a 

szszáámmííttáástudomstudomáánybannyban MMőőszaki Kszaki Köönyvkiadnyvkiadóó, 1980, 1980


