15. Szamitégépes grafika (Szirmay-Kalos
Ldszld)

A szamitégépes grafika egyrtudlis vilagot épit fel a memoéria adatszerkezeteiben, amit
egy virtualis kameraval fényképez le. A virtualis vilatakzatokat(pontokat, szakaszokat,
fellileteket, testeket stb.) tartalmaz, amit az algoritrikeldolgozashoz szamokkal irunk
le. A képszintézis virtualis vilag és a kamera tulajdonsagai alapjan szarkit képet. A
kép feltételezéstlink szerint azonos méret(i kicsiny tég&kbol, tgynevezett képeleméitp
pixelekbdlall. Egy képelemhez egyetlen szin rendedhéiy elegend a képszintézist pixe-
lenként egyetlen pontban, példaul a kozéppontban védeshaf fényképezés megkeresi
a ponton keresztil lathat6 alakzatot, és annak szinét kfgpapixelébe. Ebben a kdnyv-
ben csak a lathat6 alakzatok meghatarozaséaval foglalkoauralakzatok szinét ismertnek
tételezziik fel.

A kovetked fejezetekben ékzor attekintjik, hogyan irhatjuk le az alakzatokat sza-
mokkal, majd megismerkedink a fényképezési folyamat @tgasaival.

15.1. Analitikus geometriai alapok

Vizsgalatunk alaphalmaza altalaban az euklid&szA szamitogépes algoritmusokban a tér
elemeit szamokkal kell leirni. A geometria szamokkal dalfyaga aanalitikus geometria,
melynek alapvet eszkdze a vektor és a koordinatarendszer.

15.1. definicid A vektoregy iranyitott szakasz, vagy masképpenedpjas,aminek iranya
és hossza van, és amely a tér egy pontjahoz azt a masik pentt&lrhozza, amelyik t6le
a megadott iranyban és a vektor hosszanak megfeleld tiylods van. A vektorokra @
jelélést fogjuk alkalmazni.

A vektor hosszat gyakran a vektapszolut értékénels mondjuk égvl-vel jeldljuk. A vek-
torokon értelmezziik aisszeadamiiveletet, amelynek eredménye egy Gjabb vektor, amely
az 6sszeadandod eltolasok egymas utani végrehajtasdt jaleavabbiakban az 6sszeadasra
avi + Vi, = Vjeldlést alkalmazzuk. Beszélhetlink egy vektor és egy szémzatarol, amely
ugyancsak vektor lesz ( V; = V), és ugyanabba az iranyba tol el, mini;sszorzando, de a
megadotil szam aranyaban kisebb vagy nagyobb tavolsagra.

Két vektorskalaris szorzatagy szam, amely egyehna két vektor hosszanak és a bezart
szoglik koszinuszanak a szorzataval:

ViV = |Vi| - Vo] - cosa, ahola aVy ésv, vektorok altal bezart szég
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Két vektormerdlegesha skalaris szorzatuk zérus.
Masrészt, két vektorektoridlis szorzatagy vektor, amely méileges a két vektor sik-
jara, a hossza pedig a két vektor hosszanak és az altaluk beig szinuszanak a szorzata:

Vi X Vo =V, aholVmeBlegesi, Vo-re, égV] = |V4| - [V5| - Sina .

A két lehetséges méleges koziil azt az iranyt tekintjik a vektoridlis szorzahyanak,
amerre a jobb keziink kozé&pajja mutatna, ha a hivelykujjunkat az@&leektor iranyaba, a
mutatoujjunkat pedig a masodik vektor iranyaba fordité&n@bbkéz szabalyKét vektor
parhuzamosha vektorialis szorzatuk nulla.

15.1.1. A Descartes-koordindtarendszer

A sik barmelyV vektora egyértelmiien kifejezttekét, nem parhuzamadsj vektor linearis
kombinaciojaként, azaz

V=x-T+y-]
alakban. Hasonl6an a tér barmelyektora egyértelmiien megadhaté harom, nem egy sikba
e vektor lineéris kombinéacidjaként:

V=x-T+y-J+z-K.

Azi, f K vektorokatbazisvektornakaz x, y, zskalarokakoordinataknaknevezziik. A
tovabbiakban feltételezziik, hogy a bazisvektorok egygdusszuak, és egymasra paron-
ként meblegesek. A bazisvektorok ismeretében barmely vektor regipéien megadhat6
szamokkal, mégpedig a koordinataival.

Egy pontotegy vektorral adunk meg ugy, hogy megmondjuk, hogy az a t¢kegn-
tetett pontjdhoz, aarigbhozképest milyen iranyban és tavolsagra van. Ezt a vektort & pon
helyvektoranaknevezziik.

Az orig6 és a bazisvektorok egyilttesddascartes-koordinatarendszeamellyel az
euklideszi sik, illetve a tér pontjai egyértelmiien széenégithebk.

A Descartes-koordinatarendszer az euklideszi geomégébeai megalapozésa, amin
azt értjuk, hogy @escartes-koordinatdnarmasok a tér pontjainak megfeleltetiletés a
geometriai, illetve algebrai fogalmak parba allitdsa wareuklideszi geometria axiomai
(és igy a tételei is) algebrai eszkdzodkkel igazolhatdk.

Gyakorlatok

15.1-1. Igazoljuk, hogy a Descartes-koordinaték és a pontok eggrégimi kapcsolatban
allnak.

15.1-2. Bizonyitsuk be, hogy ha a bazisvektorok egységnyi hossggaatgymasra paron-
ként meblegesek, akkonq, y1,z1) - (X2, Y2, 22) = X1 X2 + Y12 + Z125.

15.1-3. Igazoljuk, hogy a skalaris szorzas az 6sszeadasra néziellisiv.

15.2. Ponthalmazok leirdsa egyenletekkel

A koordinatarendszerek letteteget adtak pontok szamokkal toiénegadasara. Egy koor-
dinatakra megfogalmazott feltételrendszerrel pedig eljgs ponthalmazt azonosithatunk.
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| test | f(xy, 2) implicit figgvény |
R sugarigémb R-x2-y-7
2a, 2b, 2c élltéglatest minfa—|X,b - |yl,c— |2}
ztengelyl,r (hurka) ésR (lyuk) sugaritorusz | r? - 22 — (R— /x2 +y2)?

15.1. abra.Néhany — orig6 kdzéppontu testet definiald — implicit flggué

A feltételrendszer altaldban egyenlet vagy eg§dahség, amelyet kieléditkoordinata-
harmasokhoz tartoz6 pontokat mondjuk a ponthalmazhazzianak.

15.2.1. Testek

A testa haromdimenzids tér egy részhalmaza. A részhalmaz lémdblez egy folytonok
fuggvényt hivunk segitségul, amely a tér pontjait a val@rsikra képezi le, és azokat a
pontokat tekintjik a testhez tartozénak, amelyek kielégit alabbimplicit egyenbtlensé-
get:

f(xy,2>0.

Az f(x,y,2) > 0 egyenbtlenséget teljesit pontok a tesbelsé pontjai,az f(x,y,2) < 0
egyenbtlenséget kielégik a kiilsé pontok.Az f fliggvény folytonossaga miatt a kdls
és bel§ pontok, kozott” taldljuk azf(x,y,z) = 0 egyenletet kielégit pontokat, amelyek
a testhatarfellletét alkotjak. Szemléletesen a kbl€s bel§ pontokra azf fliggvény a
hatarfeltletdl mért eBjeles tavolsagot jellemzi.

Megjegyezzik, hogy szigoru értelemben nem tekintjiik ad@tjpinak barmilyen rész-
halmazat testnek, csak azokat, amelyek nem tartalmazmakhal alacsonyabb dimenziés
elfajulasokat (példaul a te<ibkil6gd gorbéket, és fellleteket), azaz megkoveteljidgyh
a hatarfeltlet minden pontjanak tetézgesen kicsiny kdérnyezetében liefmont is legyen.
Nem kell azonban betartanunk ezt a feltételt, ha a megjélatgoritmus figyelmen kivl
hagyja az elfajulé részeket.

A 15.1 abra bemutatja a gémbot, téglatestet és téruszt defimdadbait figgvényt.

15.2.2. Feltletek

Az f(x,y,2) = 0 egyenletet kielégt pontok a test hatarpontjai, amelyek dgiiiletetal-
kotnak. A fellleteket tehat leirhatjuk ezzel iaaplicit egyenlettel.Mivel a pontokat azok
helyvektoraival is definialhatjuk, az implicit egyenlete¢gfogalmazhatjuk magukra a hely-
vektorokra is:

f(r)=0.

Egy feluletet sokféleképpen adhatunk meg egyenlettetigpdlazf(x,y, z2) = 0 helyett az
f2(x,y,2) = 0 és a 2 f3(x,y, 2) = 0 nyilvan ugyanazon pontokat jeldli ki.

Egy fi normalvektort és, helyvektorisik azonr pontokat tartalmazza, amelyekre
azr - rp vektor a sik normalvektorara ntdeges, tehat skalarszorzatuk zérus, igy a sik
pontjainak implicit vektor és skalar egyenlete:

(P—rp)-A=0, N X+Ny-y+n,-z+d=0, (15.1)
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test | x(u, v) | y(u, v) | Z(u, V) |
R sugarigémb R-cosZu-sinrv | R-sin2wu-sinzv | R-cosav
R sugariz tengelyi,h magassaghenger R-coszu R sin 2ru h-v
R sugaruz tengelyi,h magassagiip R-(1-v)-coszu | R-(1-vV)-sin2tu h-v

15.2. abra.Néhany — fellletet definialé — paraméteres forma, ahek [0, 1].

aholny, ny, N, a normalvektor koordinatai &= —rp-i. Amennyiben a normalvektor hossza
egységnyi, al a siknak az orig6tél vett éjeles tavolsaga. Két sikpirhuzamosnakeve-
zunk, ha normalvektoraik parhuzamosak.

Az implicit egyenlet helyett a méasik leltég gparaméteres formalkalmazasa, ami-
kor a felliletnél két szabad paraméter alapjan allitjuk becadinatakat. Példaul egy felllet
paraméteres egyenlete az szabad paraméterekkel:

X = X(u,V), y =yu,v), z=12z(u,v), U € [Umin, Umaxl, V€ [Vimin, Vimax] -

A fellilet paraméteres egyenletéllmz implicit egyenletet L]Ey szarmaztathatjuk, hogy a
harom egyenleifl kikiiszoboljik azu, v szabad paramétereket. 1%5.2 abra bemutatja a

gobmbot, hengert és kupot definialé paraméteres format.
Az implicit egyenlethez hasonl6an, a paraméteres egyak@emegfogalmazhatjuk ma-
gukra a helyvektorokra is:
r=ru,yv).

A haromsz0Oaa p1, P2 €sps pontokkonvex-kombinacidinakhalmaza, azaz
r)(a’ﬁ”)/) =a- ﬁl+ﬁ' ﬁ2+7’ ﬁS, ahol CY,,B,'}/Z 0 éSG’+ﬁ+’y =1.

A szokasos, kétparaméteres egyenlethez Ugy jutunk, hogyt azval, as-t v-vel, ay-t
pedig (1- u — v)-vel helyettesitjik:

fuv)=u-pr+Vv-Po+(1-u-Vv)-ps, aholuv>0 ésu+v<l.

15.2.3. Gérbék
Két felllet metszetekémorbétkapunk, amelyet megadhatunk a két métidilet

fix,y,2 = f2(x,y,2 =0

alaku implicit egyenleteivel is, de ez altalaban felessagekorilményes. Tekintsik inkabb
a két fellletry(uy, v1), illetve r>(uy, v2) paraméteres formait. A metszet pontjai kielégitik
azri(ug, vi) = 2(uz, Vo) vektoregyenletet, amely a haromdimenziés térben har@idsk
gyenletnek felel meg. A négy ismeretlan (v1, U, Vo) paraméterbl tehat harmat kikiiszo-
bélhetlink, igy a gorbét az egyvaltozés

x=x{), y=y@d), z=2Z1), te[tmin, tmax

fuggvényekkel, vagy az o
r=r), t € [tmin, tmax]

vektorialis alakkal irhatjuk le.
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| test | x(u, v) | y(u, v) | Z(u, V) |
2a, 2b fétengelylz sikon 1€ ellipszis a- cos it b - sin 2t 0
R sugartziranybanh emelkedési¢savarvonal R- cos t R- sin 2xt h-t
(X1, Y1, 1) €s (2, Y2, 22) kOzotti szakasz x1(L=t)+xt | yi(1-t)+yot | zz(1—t) + 2t

15.3. &bra.Néhéany — gorbét definialé — paraméteres forma, &kdD, 1].

A 15.3 abra bemutatja az ellipszist, csavarvonalat és szakafiniald paraméteres
format.

Figyeljuk meg, hogy a fellileteken gy is felvehetiink godigkogy azu, v szabad
paraméterek kozil az egyiket rogzitjuk. Példaw paraméter rogzitésével kapott gérbe
paraméteres alakja(u) = F(u, v). Ezeket a gorbékétoparametrikus gérbéknekevezziik.

Az egyenepontjai kozul jeldljink ki egyet, és a kijeldlt pont helyvekat nevezzik az
egyenes helyvektoranaldz egyenes egy tetéieges pontjat a kijeldlt pont egy kitlintetett
irdnnyal parhuzamos eltolasaval kaphatjuk meg. A hehortky vektorral, a kitlintetett
iranyt pedigv iranyvektorral jeldlve, azegyenes egyenlete:

F) =ro+ V-1, te(—co,00). (15.2)

Két egyenesparhuzamosnakmondunk, ha irdnyvektoraik parhuzamosak.
A teljes egyenes helyett egy szakasz pontjait is megadhdip at paramétert egy
véges intervallumra korlatozzuk. Példaulraz™, pontok kozoéttiszakasz egyenlete:

?(t)=?1+(?2—?1)-t=?1-(1—t)+?2-t, tE[O,l]. (153)

Ezen definicio szerint a szakasz pontjai a végpontjdioakex-kombinacioi.

15.2.4. Normdlvektorok

A szamitogépes grafikaban a feliilethez tartoz6 pontok thglfakran szilkség van az egyes
pontokban a felllet normélvektorara is (azaz a fellletett@isik normalvektorara). Ve-
gylnk egy példat. A tukor a fényt agy veri vissza, hogy a miégytasi irdny, a fellleti
normalis és a visszav@dési irany egy sikban van, és a beesési sz6g megegyezizawgs
rédési szoggel. Ezen (és hasonld) szamitasok elvégzésdideatnormalvektort is @lkell
allitani.

Az implicit egyenlet alapjan az ériasik egyenletét a felulekq, yo, o) pont koruli el-
sofoku Taylor-soros kozelitésével kaphatjuk:

f(Xy,2 = f(Xo + (X=%0), Yo+ (Y= Y0), %0 + (2— %)) =

of of of
f(Xo,yo,20)+5-(X—XO)+6—y-(y—yo)+§-(2—20)-

Az (Xo, Yo, 20) €s .y, 2) pontok a fellileten vannak, igf(xo, Yo, 20) = 0 ésf(x,y,2 = 0,
ezért azrintdsik egyenlete:

of of of
&'(X—X0)+6—y'(y—YO)+E'(Z—Zo)—o-
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Az egyenletet aX5.1) egyenlettel 6sszevetve megallapithatjuk, hogy a felldgtor-soros
kozelitésével kapott sik normalvektora éppen

of of of
A=|—,—,—|= ) 15.4
(ax’ 3y’ az) gradf (15.4)

A paraméteres feliilet normalvektorahoz az izoparametnkunalak tanulmanyozasa-
val juthatunk. Av paraméter régzitésével kapgifu) gorbe érindjét el¥fokl Taylor-soros
kozelitéssel kapjuk:

r or
d—J'(U—U0)=Wv(Uo)+ﬁ'(U—U0)-

A kozelitést az egyened$.2 egyenletével 6sszevetve megallapithatjuk, hogy azérint
irdnyvektoradr/ou. A fellletre illeszked gorbék érindi a fellletet érind sikban vannak,
igy a normalvektor a felliletre illeszkédjorbék érinbinek az iranyvektoraira mékeges. A
normalvektor egyértelm{i @allitasahoz ki kell szamitanunk mind 8%u) érintdjét, mind
pedig azry(v) érintjét, és a két éridtiranyvektorainak a vektorialis szorzatat kell képezni,
mert a vektoridlis szorzat mindkét téngee mebleges eredményt ad. AZu, V) felllet
normélvektora tehat

rv(u) = Fy(ug + (U—Ug)) ~ Fy(ug) +

o oF

=L
au " ov

(15.5)

15.2.5. Gérbemodellezés

A ponthalmazok paraméteres, illetve implicit egyenletdkiirtérd leirasaval a virtualis
vilag geometriai tervezését egyenletek megadasara, aikéms feladatot pedig egyen-
letek megoldasara vezethetjik vissza. Az egyenletek aaonagyon kevéssé szemlélete-
sek, igy a geometriai tervezésnél kozvetlenil nem alkahagk. Nyilvan nem varhatjuk,
hogy a terveé egy emberi arc vagy egy sportkocsi felépitése soran kignidtezen alak-
zatok egyenleteit adja meg. Indirekt médszerekre van sxjiksk, amelyekben a program
a tervedtdl szemléletes informaciokat kér, arblbaz egyenletet automatikusan épiti fel.
Az indirekt megkdzelités egyik irdnyzata vezZgrbntokbol indul ki, a masik pedig elemi
épitelemekkel (kocka, gémb, kip stb.) és halmazmiveletakkgbzik.

Tekintsiik ebszor a pontalapu eljaras alkalmazasat gorbék definialdlséagyen a ter-
vez) altal kijelolt vezérldpont-sorozab, 1, . . ., fm, €S keressiink egy= F(t) (to <t < tp)
paraméteres egyenletli gorbét, amdigveti” a kijeldlt pontokat. Egyéire nem koveteljik
meg, hogy a gorbe at is menjen a kijeldlt veb@dntokon.

Tételezziik fel, hogy egységnyi témeg( homokunk van, aeteigétosztunk a vezépon-

tok kozott. Ha egy vezéspontban van a homok nagy része, akkor a rendszer sulypsntja
ennek koézelébe kerill. Hatgparaméter fliggvényében a homok eloszlasat folytonosan tgy
véltoztatjuk, hogy mindig mas vezégont jusson dominans szerephez, akkor a sulypont
egy gorbét fut be, egymas utan megkdzelitve a vépéritokat.

Legyenek at paraméter mellett a vezépontokba helyezett sulyolBy(t), By(t),

..., Bm(t), amelyeket a gorbleazisfliggvényeinekevezink. Mivel egységnyi sulyt osztunk
szét, megkivanjuk, hogy mindesme fennalljon a kovetk€zazonossag:

i Bi(t)=1.
i=0
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15.4. dbra.Négy vezépont altal definialt Bézier-gorbe és bazisfiiggvényei=(3).

Adottt-re a gdrbe pontjat ezen mechanikai rendszer sulypontigkésimezzik:

= Z| OB(t) r.I
RO ZB“) "

Figyeljuk meg, hogy azért érdemes mindig egységnyi tontfegtiokot szétosztani, mert
ekkor a tort nevedje egységnyilesz. A vezépontokatkis magnesekkéntis elképzelhetjik,
amelyek a bazisfiggvényeknek megfélelbvel vonzzak a gorbét. Ha a bazisfiiggvények
nem negativak, akkor ez azéesohasem lehet taszitd, és a sulypont analdgia is teljes (a
suly sem lehet negativ). Egy pontrendszer stlypontja agdainvex burkaban van, igy
nemnegativ bazisfliggvények esetén a gérbénk is a Ggmériok konvex burkaban marad.

A gorbék tulajdonséagait a bazisfliggvények hatarozzak mest két kozkedvelt ba-
zisfliggvény rendszert ismertetlink: a Bézier- és a B-sygJiimbék bazisfiiggvényeit.

Bézier-gorbe
A Renault gyar Pierre Bézier nev(i konstriiid aBernstein-polinomokajavasolta bazis-
flggvényeknek, amelyeket a? E (t+(1-t))™ binomidlis tétel szerinti kifejtésével kapunk:

m
(t+(1-1)" = Z(rln)t' S(L-ty™
i=0
A Bézier-gorbebazisfliggvényei ezen 6sszeg tagja: O, 1, ..., m):

BEe7e() = (T) A (L-t)™ (15.6)
A Bernstein-polinomok bevezetés#myilvanvald, hogy a bazisfliggvények valéban

teljesitik ay,", Bi(t) = 1 ésB;(t) > O feltételeket a € [0, 1] tartomanyban, igy a gérbe min-
dig a vezémpontok konvex burkaban marad. A gorbe bazisfiiggvényealadgat al5.4

1Definiciészeriien egy pontrendszer konvex burka az a miisitk@nvex halmaz, amely tartalmazza a pontrend-
szert.
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béazisfuiggvény

i B,® e linearis simitas A
g konstans bazisfiiggvények
A A
A
il 4 s 6 71 linearis simitas
B, (DA
i,2 s y
' linearis bazisfiiggvények
= ; .
1 1 B0 - 5 linearis simitas
\‘\L\S o y A
JN masodfok bazisfiiggvények
A
= ~ A a
t2 s 3 o
17 linearis simitas
Bi,4 (t) y A
harmadfoku béazisfuiggvények
A
t3 ts A A

15.5. abra. A B-spline bazisfiiggvények létrehozasa. Egy magasabhirbadisfiggvényt a med®d rend két
egymast kovet bazisfuiggvényének linearisan novékviletve linearisan csokkénsulyozasat kovétdsszeada-
saval kapjuk. A vezédipontok szama 5, azam = 4. Az abran nyillal jel6ltuk atf_1,tm.1] hasznos tartomanyt,
ahovam + 1 bazisfliggvény 16g be, amelyek dsszege itt azonosan 1. hejéibb oldalan a gorbék mellett a kis
haromszogek a vezépontokat, a korok pedig a csomadértékeknek megiaiérbepontokat mutatjak.

abran lathatjuk. A = 0 paraméterértékeknél a legelsazisfiiggvény 1 érték, a tébbi pedig
nulla, ezért a gorbe az élvezérbpontbdl indul. Hasonlé okok miattt= 1 paraméterérték-
nél a gorbe az utols6 vezédontba érkezik. A tdbbi paraméterértéknél azonban miikeg
bazisfliggvény pozitiv, igy a gérbére az dsszes vépérit egylttesen hat. A gérbe ezért

s

altalaban nem megy at a tobbi veZgybnton.

B-spline

A masodik gérbénk, 8-spline bazisfliggvényeit linearis simitasok sorozataval kordtru
hatjuk meg. A B-spline am+ 1 darab vezéd@ipontot k— 1)-edfokl bazisfliggvényekkel su-
lyozza. Ak a goérberendszamaamely kifejezi a gorbe simasagat. Vegyunk fel egy k+ 1
elem(, nem cstkkénparamétersorozatot, amelysbmovektornakievezink:

t:[t0$tl""’tm+k]’ tOStlS"’Stn’Hk

Az eldbrend(, i-edik bazisfliiggvényt tekintsiik 1 értéklinek ardik paraméter-
intervallumban, azon kivil pedig zérusndls (5 abra):

1, hat<t<t
BS, _ 3 1= i+1 »
Bir() _{ 0 kulonben .

Ezzelm + k darab bazisfiggvénylink sziletett, amelyek nulladfokinpahok, nem nega-
tivak és dsszegik mindéne [to, tn.k) paraméterre azonosan 1. Ezek a bazisfliggvények
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annyira alacsonydimenzidsak, hogy a sulypont nem is eglyégdhalad végig, csak a ve-
zérlbpontokon ugral.

A bazisfliggvények fokszamat, és ezaltal a gérbe simasdyandvelhetjik, hogy a
kovetked szint bazisfiggvényeinek adéllitasahoz a jelenlegi készléitkét egymast ko-
veth bazisfuggvényt linearis stlyozassal 6sszeadlBl&(abra). Az el bazisfliggvényt a
ti <t < ti,1 nem zérus értéki tartomanyaban a linearisan ndvékw;)/ (i1 —t;) kifejezés-
sel szorozzuk, igy a hatdsat linearisan zérusrdl egyrdjiiva kdvetked bazisfiiggvényt
pedig annak;,; <t < tj,, tartomanyaban linearisan csokkef ,» — t)/(ti.2 — ti+1) flgg-
vénnyel skalazzuk. Az igy sulyozott bazisfliggvényekerzéadva kapjuk a masodrendi
véaltozat satorszer(i bazisfiggvényeit. Figyeljik megyhmig az elérend(, konstans ba-
zisfuggvények egy-egy intervallumon voltak nem zéruskéitd, a masodrend, satorszer(
béazisfuggvényekre ez mar két intervallumra igaz. Mivel dignkét egymast kdvétbazis-
fuggvényldl hoztunk létre egy Ujat, az Uj bazisfliggvények szama ddgyesebb, mar csak
m+ k — 1 darab van bélik. A két szél§ elrendli bazisfliggvény kivételével mindegyik
egyszer novek, egyszer pedig csokkérsulyozassal épllt be a masodrendi bazisfliggvé-
nyekbe, igy a két szélsntervallum kivételével, azaz &[ty.«-1] tartomanyban tovabbra is
fennall, hogy az ide bel6gdn + k — 1 darab bazisfliggvény 6sszege azonosan 1.

A masodrend(i bazisfliggvények &iskl polinomok. A bazisfliggvények fokszamat,
azaz a gorbe rendjét, az ismertetett eljaras rekurzivrakkedsaval tetéiteges szintig no-
velhetjiuk. A kévetkeé rend bazisfliggvényei az alabbi médon fliggenek azd!:

(t—6)B2 (1) (tik—DBES, 4(D)

BES(t) =
o tirk-1— 1 tik = i

, hak > 1.

Figyeljuk meg, hogy mindig két egymast kotietazisfiiggvényt vesziink, és azétla po-
zitiv tartomanyéaban (azaz abban a tartomanyban, ahol nenosan zérus) linearisan no-
vekwd (t — t;)/(ti.k_1 — ti) fliggvénnyel, a kbvetkér pedig annak a pozitiv tartomanyaban
lineérisan csokkeh (ti.x — t)/(ti.k — ti+1) flggvénnyel szorozzuk meg. Az eredményeket
O0sszeadva megkapjuk a még simabb bazisfliggvényeket. &let8ort k — 1)-szer meg-
ismételvek-adrendl bazisfuggvényekhez jutunk, amely@ldp [tx_1, tmi1] hasznos tarto-
manyba éppem+ 1 darab 16g be, amelyek 6sszege tovabbrais azonosan 1. Aesktor
megadasanal megengedtilk, hogy a csomoértékek ne szigoairion néveké sorozatot
alkossanak, igy az egyes intervallumok hossza akéar zételkds Ez @O jellegli tortekhez
vezethet, amelyeket az algoritmus megvaldsitdsa sordekikét kell helyettesiteni.

A k-adrend(i-edik bazisfiggvény értékéttehelyen a kovetkez Cox-deBoor algorit-
mussalszamithatjuk:

2Akkor mondjuk, hogy a bazisfuiggvény egy intervallumba lidg,értéke ebben az intervallumban nem azonosan
zérus.
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15.6. abra.A B-spline interpolacié. Ao, ..., Pm interpoléland6 pontok alapjan szamitjuka., ..., Cne1 VEZEr-
|6pont sorozatot Ggy, hogy az egyes szegmenselokeivégpontjai éppen az interpolalandé pontok legyenek.

B-spLiNg(l, K, t, t)

1 ifk=1 > Trivialis eset vizsgalata.

2 theniftj <t<tq

3 then return 1

4 else return0

5 if i1 —t >0

6 thenby « (t—1t)/(tix1—t) > El6z06 linearisan névekdy sullyal.

7 elseb; <1 > Itt: 0/0 = 1.

8 if tiyk—ti1>0

9 thenby « (tiyk — 1)/ (i — tiv1) > Kovetked linearisan novekdy sullyal.
10 elseby <1 > Itt: 0/0 = 1.
11 B« by - B-spune(i, k—1,t,t) + by - B-spLine(i + 1,k — 1,1, 1) > Rekurzio.
12 return B

A gyakorlatban a bazisfuggvényeket negyedrendlinek zifl&sk = 4), amelyek har-
madfoku polinomok, a gérbe pedig kétszer folytonosdietencialhaté. Ennek az a magya-
razata, hogy a meghajlitott rudak alakja és a newtoni maedgé&nyeket kielégét mozgas-
palyak ugyancsak kétszer folytonosaffetiencialhatok.

Amig a vezéibpontok szama a gorbe rendszamanal nagyobb, az egyesibggrishyek
csak az érvényes paramétertartomany egy-egy részébenutlerémékliek. Ez azt jelenti,
hogy egy vezéfipont csak a gorbe egy részére hat, igy megvaltoztatasbat@sakoka-
lisan modositjaEz egy nagyon kedvézulajdonsag, hiszen ekkor a teréenem fenyegeti
az aveszély, hogy a gorbe egy részének kicsiny modositasdjala gorbe alakjat tavolabb.

A negyedrend(i B-spline altaldban nem megy at a vépéritjain. Ha interpolacios
célokra szeretnénk hasznalni, a gérbe végdrhtjait az interpolalandé pontokbal kell ki-
szamitani. Tegyuk fel, hogy egy olyan gorbét kerestink, gag) = 0,t; = 1,...,ty, = m
paraméterértékeknél éppep@pi, - . . , Pm pontokon megy atl(5.6 abra). Ehhez a gérbénk
[€.1,Co, C1, . .., Cmi1] vezErbpontjait tgy kell kitalalni, hogy a kovetkéznterpolacios fel-
tétel teljesdljon:

m+1
Pt;) = Zc} BE(t) =P, i=01..m.
i=——
Ez egym + 3 ismeretlenes linearis egyenletrendsner 1 egyenletét hatdrozza meg, tehat
tobb megoldas is lehetséges. A feladatot teljesen meglzatiéa tehetjik, ha még két jaru-
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Iékos feltételt felvesziink, azaz megadjuk példaul a gdcidénivaltjat (mozgasgorbéknél a
sebességet) a kezdés a végpontban.

A B-spline gorbék egy fontos tovabbfejlesztésébenedik vezérbpont hatasat B;(t)
B-spline bazisfiggvény aktudlis paraméter melletti éték a vezédpont sajaw; sily-
tényedjének szorzata adja meg. A gérbe n&gRBS (NonUniform Rational B-Spline)
amely a jelenlegi geometriai ten@zndszerek egyik legfontosabb eszkoze.

A szokésos mechanikai analégidankban a NURBS gorbénél exdriipontbaw; B;(t)
sulyt teszlink, igy a rendszer sulypontja:

T wiBP(D) - i

rt) =
rjnzo Wi B?S(t)

m
= > B
i=0

A B-spline és a NURBS bazisfliggvények kdzotti kapcsoladterkdvetkea:

BNURBSt) = wi BES() _
I 2?1:0 Wi B?S(t)

Mivel a B-spline bazisfiiggvények polinomok, a NURBS béarigfvények két polinom
hanyadosaként irhaték fel. A NURBS gorbék a masodrendéi@t (példaul kort, ellip-
szist sth.) kdzelitési hiba nélkul képesek leirni.

15.2.6. Feliletmodellezés

A parametrikus fellletek kétvaltozdu, v) figgvényekkel adhatok meg. A fliiggvény koz-
vetlen megadéasa helyett véges szdiplezérbpontot vesziink fel, amelyeket a bazisfugg-
vényekkel sulyozva kapjuk meg a fellletet leiré fuggvémtek

(U, V) = ZZﬁj - Bij(u, V) . (15.7)

A bazisfliggvényeldl tovabbra is elvarjuk, hogy 6sszegiik minden paraméteyységnyi
legyen, aza!, er“:o Bij(u,v) = 1 mindenditt fennalljon. Ekkor ugyanis a stlypont ana-
I6gia szerint most Is képzelhetjik gy, mintha a veagontokbaru, v-t6l fliggd B;j(u, v)
sulyok lennének, és a rendszer sulypontjat tekintjik ddekzenu, v parhoz tartozé pont-
janak.

A Bjj(u, v) bazisflggvények definiciéjanal visszanyulhatunk a gkméémegismert el-
jarasokra. Rogzitsik gondolatbarv paraméter értéket. Aa paraméterértéket szabadon
valtoztatva egy,(u) gorbét kapunk, amely a fellleten fut végig. Ezt a gorbét gismeert
gOrbetervezési eljarasokkal adhatjuk meg:

R = B 1. (15.8)
i=0

ahol aB;(u) a kivant gorbe bazisfliiggvénye.

Természetesen, ha magrtéket rogzitiink, akkor a felllet mas goérbéjét kell kagaun
Mivel egy adott tipusu gorbét a vezéplontok egyértelmiien definidlnak, azezérbpon-
toknak fliggeniuk kell a rogzitettparamétefil. Ahogy av valtozik, azf; = fj(v) ugyancsak
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15.7. abra.Fellletek izoparametrikus — azaz kulonBaresv értékek rogzitésével kapott — vonalai.

egy gorbén fut végig, amit érdemes ugyanazon gorbetipasgal i 2, . . . , i m vezérbpon-
tok segitségével felvenni:

AW = ) B -fij -
j=0

Ezt behelyettesitve d 6.8 egyenletbe, a felllet paraméteres flggvénye a kovétkez

lesz: . . -
Fu,v) = () = > Bi(u) [Z Bj(v) - m) = > > BWBMW T -
i=0 =0 i=0 j=0
A gorbékkel 6sszehasonlitva most a ve@pdntok egy kétdimenziés racsot alkotnak, a két-
valtozés bazisfliggvényeket pedig ugy kapjuk, hogy a gdréEinegismert bazisfliggvé-
nyeku-val ésv-vel parametrizalt valtozatait 6sszeszorozzuk.

15.2.7. Testmodellezés buborékokkal

A szabad form4ju, amorf testek létrenozaséat — a paramstgkubékhez és feluletekhez
hasonléan — a vezépontok megadasara vezetjik vissza. Rendeljink mimdeezérb-
ponthoz egyh(R;) hatasfiiggvényt, amely kifejezi a veZ#pbnt hatasat egple R, = |F— fj
tavolsagban 16 pontban. Osszetett testnek azokat a pontokat tekintjiid, a hatasok
0sszege egy alkalmdskiszobérték felett varlf.8 abra):

f(N=>MR)-T=0, aholR =|r-r.
i=0

Egy hatasfiggvénnyel egy gdmbot irhatunk le, a gdmbok peskgpszerlien 6sszeolvad-
nag[l< (15.8 abra). A pont hatasat barmilyen csokkea végtelenben nullahoz tarté folytonos

fiiggvénnyel kifejezhetjiik. Példaul Blinnta(R) = a; - e PR hatasfliggvényeket javasolta a
cseppmaodszerében.

15.2.8. Konstruktiv témértest geometria

A testmodellezés masik irdnyzatakenstruktiv tomortest geometriaz 0sszetett testeket
primitiv testektdl halmazm(iveletek (egyesités, metszet, kilonbség)tédnadkalmazasa-
val épiti fel (15.9 €s15.1Q abra). A primitiv testek altalaban a téglatestet, a génedgfilat,
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0sszegzés kivonas

15.8. abra.A hatas a tavolsaggal csokken. Az azondgedli hatasfliggvények altal leirt gémbok dsszeolvadnak,
a kiilonbod elbjelliek csokkentik egymas hatasat.

A LA

15.9. abra. A konstruktiv tomortest geometria alapmUveletei dgimplicit fliggvényl kupra és egyg implicit
figgvényl gombre: egyesités (méxg)), metszet (minf, g)) és kulonbség (mirf( —g)). Az abra szines valtozata
a 811. oldalon lathato.

a kupot, a félteret sth. foglaljak magukban, amelyek inipliggvényei ismertek.

A halmazmvelet eredményének implicit fliggvényét a st testek implicit fligg-

vényeildl kifejezhetjik:

f ésg metszete: minf, g);

f ésg egyesitése: max(g).

f komplemense:f.

f ésg kulonbsége: minf, —g).

Az implicit figgvények segitségével két test kozéattnenetis kdnnyen kezelhét Te-

gyuk fel, hogy két testiink van, példaul egy kocka és egy g@amiglyek implicit figgvényei
f; ésf,. EbBl egy olyan testet, amelyrészben az etsobjektumhoz, (+ t) részben pedig
a masodik objektumhoz hasonlit, az

fMOrPR(x vy, 2) = t- fi(x, Y, 2) + (1 — 1) - fa(X, Y, 2)

egyenlettel allithatunk él
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15.10. abra.Osszetett objektum felépitése halmazmiiveletekkel. Aengiaz dsszetett objektumot, a levelei a
primitiveket azonositjak. A tdbbi csomépont a halmaznhétedet adja meg (U: egyesités kulonbség). Az abra
szines véltozata a 811. oldalon lathaté.

Gyakorlatok

15.2-1. Irjuk fel a torusz paraméteres egyenletét.

15.2-2. Bizonyitsuk be, hogy a 4 vezépontra illeszked, [0,0,0,0,1,1,1,1] csomoévektord,
negyedrendi B-spline egy Bézier-gorbe.

15.2-3. Adjuk meg a lobogo zaszlo és az egy pontbdl indulé hullantéeliaraméteres
egyenleteit, és a normalvektoraikat is egy télsges pontban.

15.2-4. Bizonyitsuk be, hogy a Bézier-gorbe érinti azéeket és utolsé két vezénhont
kozotti szakaszokat.

15.2-5. Vezesslik le a masod-, harmad- és negyedrend(i B-spline gadisfliggvényeinek
képletét.

15.2-6. Készitslink algoritmust a Bézier-gorbék és B-spline goikblksszanak meghata-
rozasara két paraméterérték kozoétt. Az ivhossz szamépgalvezessiink végig egy pontot
egyenletes sebességgel a gérbén.

15.3. Geometriai feldolgozé és tesszellaciés algoritmusok

A 15.2 alfejezetben megismerkedtiink azokkal a paraméteres ggiinfliggvényeket
hasznalé eljarasokkal, amelyekkel gorbéket és felll¢tekatunk le. A képszintézis so-

ran killondsen nagy jelefségik van a szakaszoknak és a haromszégeknek, ezért ebben a
fejezetben olyan eljarasokat ismertetiink, amelyek maezeptacidkat szakaszokkal vagy
haromszdgekkel kozelitenek, illetve, amelyek szakasalokdgy haromszogekkel leirt mo-
delleket alakitanak at. A végpontjaikban egymashoz kdpdsoszakaszok sorozattii-
rottvonalnak, a haromszogek élekben illeszKedydjteményét pediparomszoghalénak
nevezzik. A gorbéket torottvonallal kozéliljarasok neveektorizacié ¢s kimenete egy, a
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(b)

15.11. abra.A sokszdgek fajtéi(a) egyszer(i(b) nem egyszer(, egyszeresen dsszeiiif) tobbszordsen dssze-
fliggd.

torottvonal cstcsait megado pontsorozat. A fellleteketindzdghalokkal kbzebttesszel-
lacidsalgoritmusok pedig haromszogek sorozatat allitjék ahol az egyes haromszdgeket
a csucspontjaikkal adjuk meg. Gyakran a fényforrasok Batflsszamitasahoz a csucspon-
tokban az eredeti fellilet normalvektorait is taroljuk, ig8gll egy haromszéghtz harom
pont és harom normalvektor tartozik. A haromszoghalékaliofgozé eljarasok még to-
vabbi topoldgiai informaciodkat is felhasznalnak, példazi, hogy egy csucsra mely lapok
és élek illeszkednek, és egy élben mely lapok talalkoznak.

15.3.1. Sokszég és poliéder

15.2. definicio. Egy sokszdgragy mas névepoligon a siknak véges sok szakasszal hata-
rolt, korlatos, azaz egyenest nem tartalmazo része. A&gésa hatarold szakaszokat tar-
talmazo zart toréttvonalak felsorolasaval definialjuk yEgrottvonalat a cstcsaival adunk
meg.

15.3. definicié. Egy sokszdggyszeresen 6sszeflighd,egyetlen zart torottvonal hatarolja
(15.11 &bra).

15.4. definicio. Egy sokszoggyszeriiha egyszeresen 0sszefiiggd, és a hatarolé toréttvonal
nem metszi sajat magétf.11a) abra).

Egy tetsdleges sikbeli pontrél agy donttie¢l, hogy a sokszdg belsejében van-e, hogy
egy félegyenest inditunk a pontbél, és megszamlaljuk azémkéleivel keletked metszés-
pontokat. Ha a metszéspontok szama pératlan, akkor a pok$zdg) belsejében, egyébként
a kilsejében van.

A haromdimenzids térben tébb, nem feltétlenil egy sikbad #kszogbl sokszdgha-
I6kat épithetiink fel. Két sokszdget szomszédosnak mondhankan kdzds élik.

15.5. definicié. Egy poliéder egy olyan korlatos, azaz egyenest nem tartalmazé térrész,
amelyet véges sok sokszdg hatarol.

A sokszoghoz hasonloan, egy tetleges pontrdl Ugy donth&el, hogy a poliéderhez
tartozik-e, hogy egy félegyenest inditunk a pontbdl, éssnémléljuk a poliéder lapjaival
keletkedd metszéspontokat. Ha a metszéspontok szama paratlar, aldant a poliéder
belsejében, egyébként a kiilsejében van.
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15.12. abra.A sokszog atldja és flle.

15.3.2. Paraméteres gérbék vektorizaciéja

A paraméteres gorbék an, tmax intervallumot képezik le a gérbe pontjaira. A vektoriza-
ci6 soran a paraméterintervallumot osztjuk fel. A legegy8hb felbontas atartomanytN
részre bontja fel, és az igy kialaktjlt= tmin + (tmax — tmin) - i/N (i = 0,1,..., N) paraméte-
rértékekldl kapottr(t;) pontokra illeszt torottvonalat.

15.3.3. Egyszerii soksz6gek hdromszégekre bontdsa

A célként megfogalmazott haromszdgsorozathoz az egysokszogek allnak a legkdze-
lebb, ezért élszor ezek haromszogesitésével foglalkozunk. Konvexzsgiekre a feladat
egyszer(, egy tetéfeges csucspontot kivalasztva, és azt az 6sszes toblssatkitve, a
felbontas lineéaris idlben elvégezhét Konkav sokszdgeknél azonban ez az Gt nem jarhato,
ugyanis ebfordulhat, hogy a két csticsot dsszékézakasz nem a sokszdg belsejében fut,
igy ez a szakasz nem lehet valamelyik, a sokszdget felb@manszog oldala.

Kezdjuk két alapvét definicidval:

15.6. definicid. Egy sokszodtloja egy, a sokszog két csucsat 0sszekotd olyan szakasz,
amely teljes egészében a sokszdg belsejéberlgatl(abra).

Az atlo tulajdonsag egy szakaszra Ugy eflezhe®, ha azt az 6sszes oldallal megprébaljuk
elmetszeni és megmutatjuk, hogy metszéspont csak a vékiamtlehetséges, valamint azt
is, hogy az atléjelolt egy tetéieges, a végpontoktél kiilonb@pontja a sokszdg belsejében
van. Ez a tets€dleges pont lehet példaul a jelolt kozéppontja. Egy porati®.4.1 pontban
targyalt eljarassal donthieel, hogy egy sokszég belsejében van-e.

15.7. definicid A sokszdg egy cslcfidl, ha az adott csticsot megel6z6 és kovetd cslicsokat
0sszekotd szakasz a sokszog atlbal2 abra).

Nyilvan csak azok a cslcsok lehetnek fiilek, amelyekbensé lsebg 180 foknal kisebb. Az
ilyen csucsokatonvex csucsoknakevezziik, a nem konvexeket ped@nkav csicsoknak.
Az egyszer(i sokszogekre kimondhatjuk a kovetkazpved tételeket:

15.8. tétel.Egy egyszer(i sokszdgnek mindig van atloja.

Bizonyitas.Legyen a hdromszdg legbaloldalibb (minima&likoordinataju) csucsa, a két
szomszédos csucs pedig, illetve fi,1 (15.13 abra). A legbaloldalibb tulajdonsag miatt
azrj konvex csucs. Ha az ful, akkor az (i1, fi+1) Szakasz atlé1(5.13 abra bal oldala), igy
az allitast erre az esetre belattuk. Mivelrakonvex csucs, csak akkor nem fil, haraz,
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15.13. abra.Az atlé létezésének bizonyitasa egyszer( sokszdgre.

fi, fi.1 haromszog tartalmaz legalabb egy poligon cslicspodttl@ abra jobb oldala).
Vaélasszuk ki a tartalmazott csticspontok kéziiFagz, ri,1 pontokra illeszked egyenesil
a legtavolabbit, és helyvektorat jeldljijkvel. Mivel g-nél nincs az§_;, Fi,1) egyenedil
tavolabbi csucs, @ ésr; kozott nem futhat él, tehat g(f;) szakasz atlé. ]

15.9. tétel.Egy egyszerl sokszdg az atloival mindig haromszogekithaign Ha a sokszog
cslcsainak szama n, akkor a keletkezé haromszdgek szara n

Bizonyitas. A tétel igazolasahoz teljes indukciot hasznalunk. Azadlft = 3 esetre, azaz
egyetlen hdromszdgre nyilvan igaz. Tegyik fel, hogy ag@éliminderm(m=3,...,n-1)
csucsu sokszogre igaz, és vegyink aggzoget. Az €z6 tétel szerint an szdgnek van
atloja, tehat felbonthatjuk egy atloja mentén egygzogre és egy, szogre, ahahy, np < n,
ésny + Ny = n+ 2, hiszen az atl6 végén lékét csucs mindkét sokszdgben megjelenik. Az
indukcids feltétel értelmében a két sokszoget kulon-khldromszdgekre bonthatjuk, ami
az eredeti sokszog haromszdgekre bontasat adja. A hargelsgsama pedig; —2+n, —
2=n-2. [

A sokszogek felbontasi tételének bizonyitasa konstrukgiw kézvetlenil sugall egy
felbontasi algoritmust: vegyik sorra a lehetséges atitigiet, és egy tényleges atlé mentén
bontsuk fel a sokszéget, végiil rekurzivan folytassuk axddf a két 0j sokszdgre.

Ennek az algoritmusnak a futasi idej¢n®) (az atléjeloltek szama ugyan®(n?), az
atlo ellerbrzésének ideje pedig(n)). A kdvetkedkben ezért egy masik, egyszer( algorit-
must ismertetiink, amely egy konvex vagy konkgyri, . .., F, sokszdget hdromszdgekre
oszt fel.

A haromszégekre bonfélvago algoritmusfiileket keres, és azokat levagja addig, amig
egyetlen haromszégre egyszeriisddik az eredeti sokszéagaritmus az» csucstoél indul.
Amikor egy csucsot dolgozunk fel,&zor elleidrizziik, hogy a megékd cstcspont fiil-
e. Ha az nem fil, a kovetkézslcspontra léplink. Ha a me@#i csucs fil, akkor a két
el6z6 és az aktudlis cslcsbol egy haromszdget hozunk létre, égelizd csucsot toroljik
a soksz0Og csucsai kdzil. Ha a torlés utan az aktudlis csonegebz6 cstcspont éppen a0
index(, akkor a kovetkézcsucspontra léplink.

Az algoritmus egy haromszdéget vag le a soksZdgmig talal filet, a befejémlését
pedig az biztositja, hogy minden egyszer{i sokszégnekilanAz kovetked két fil tétel
alabbi bizonyitasa Joseph O’Rourk#-4zarmazik.

15.10. tétel Egy egyszer(, legaldbb négy csucsiu sokszognek mindiggalalhb két, nem
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15.14. abra.Paraméteres fellletek tesszellacidja.

szomszédos, igy egymastol fliggetlenil levaghato, file.

Bizonyitas. A 15.9 tétel értelmében minden egyszer(i sokszdég haromszopekitbato
agy, hogy a keletkeéz haromszogek oldalai a sokszdg élei vagy pedig atléi. A -
geket feleltessiik meg egy graf csomépontjainak, és kéta@gont kozé akkor vegyink fel
egy élt, ha a két haromszdg egy sokszdgatlén osztozik. AKete graf osszefligl, és
nincsenek benne korok, tehat fagraf, amelynek miaaggis fa. A sokszog cslcsainak szama
legaldbb négy, igy a fagraf csomopontjainak szama legdiatih. Minden, legalabb két
csomopontbdl allé fagrafnak legalabb két levelan. A leveleknek megfelélharomszo-
gek pedig fulek. ]

A két ful tétel miatt az algoritmusuni(n) Iépésben mindig talal levagando filet,
amelynek eltavolitasaval a sokszdg csticsainak szamallegmijden, igy az eljara®(n?)
|épésben befejéxik.

15.3.4. Paraméteres felilletek tesszellacidja

A paraméteres fellletek a paramétertartomany agy;.[Umaxd X [Vimin, Vmax t€glalapjat ké-
pezik le a felllet pontjaira.

A tesszellacio elvégzéséhez a paramétertéglalapot hadgesitjik. A paraméter ha-
romszogek csulcsaira alkalmazva a paraméteres egyedppen a fellletet kozefitha-
romszoghalohoz jutunk. A legegyszeriibb felbontas ztomanyiN részre, av-t pedigM
részre bontja fel, és az igy kialakult

i j
[Ui’Vj] = [Umin + (Umax — Umin)ﬁ, Vmin + (Vmax — Vmin)m

parokbdl kapott pontok kozul aXu;, v;), F(uis1, V;), F(Ui, vj+1) pontharmasokra, illetve az
P(Uit1, V), T(Ui+1, Vic1), T(U;, Vj+1) pontharmasokra haromszogeket illeszt.

A tesszellacio leheddaptivis, amely csak ott hasznal kis haromszdgeket, ahol a felllet
gyors valtozasa ezt indokolja. Induljunk ki a paramétetormany négyzetéh és bontsuk
fel két haromszogre. A haromszogesités pontossaganajalazdhoz a paramétertérben
l[évé haromszog élfeléihez tartozo fellileti pontokat 6sszehasonlitjuk a kd@eiarom-

3A levél olyan cstics, amelyhez pontosan egy él kapcsolodik.
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15.15. abra.A tesszellacios hiba becslése.

™. felosztas
T csomépo

a £ 0j T csamopon

rekurziv-..,
felosztas .|

15.16. abra.T csomoépontok és kikuiszébolésildsrakos felosztassal.

szog élfeled pontjaival, azaz képezzik a kovetkaavolsagot15.15 abra):

Irﬁ(ul +U Vit Vz) _ F(ug, V) + (U2, V2)
2 2 2 ’

ahol (U1, v1) és (1, Vo) az él két végpontjanak a paramétertérbeli koordinatai.

Ha ez a tavolsag nagy, az arra utal, hogy a paraméteresté&tlalbdaromszog rosszul
kozeliti, tehat azt fel kell bontani kisebb haromszogekréelbontas térténhet tgy, hogy
a haromszoget két részre vagjuk a legnagyobb hibaval resmdelelepont és a szemben
Iévd csucs kozotti stlyvonal segitségével, vagy pedig Ugyy ladgaromszoget négy részre
vagjuk a harom felgzvonala segitségével. Az adaptiv felbontas nem feltétiemiusztus,
ugyanis ebfordulhat, hogy a felé#ponton a hiba kicsi, de a haromszdg mégsem kozeliti jol
a paraméteres fellletet.

Az adaptiv felbontasnal @ordulhat, hogy egy kézos élre illeszke#ét haromszog
kozil az egyiket az élfelézponton atmed sulyvonallal felbontjuk, de a méasikat nem, igy
a felbontas utan az egyik oldalon haromszog nem illeszkedik a masik oldalonddét
masikhoz, azaz a felliletiink kilyukad. Az ilyen problémdsléi pontokafl csomopont-
nak nevezzik {5.16 abra).

Amennyiben a felosztast mindig csak arra az élre végezziakradlyik megsérti az ét
irt, csak az él tulajdonséagain alapuld hibamértéket, T égamtok nem jelenhetnek meg.
Ha a felosztasban az él tulajdonségain kivil a haromszogbewyajdonségai is szerepet
jatszanak, akkor viszont fennall a veszélye a T csomopdettilnésének, amit gy héaritha-
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15.17. abra.Felosztott gorbe létrehozasa: minden lépésbendplaztokat vesziink fel, majd az eredeti csticspon-
tokat a szomszédos fefgzontok és a csulicspont sulyozott atlagara helyezziik at.

tunk el, hogy ekkor rekurzivan arra az illeszkdwiromszogre is kiészakoljuk a felosztéast,
amelyre a sajat hibakritérium alapjan nem tettiik volna meg.

15.3.5. Téréttvonal és feliilet simitds, felosztott gérbék és feliletek

Ebben a pontban olyan algoritmusokat ismertetiink, amedy&gkottvonal és sokszdghalo
modelleket simitjak, azaz a térottvonalat és sokszoghdldi vonalbdl, illetve lapbol allé
olyan valtozatokkal cserélik fel, amelyek kevésbé tlinsmigletesnek.

Tekintstik ebszor azry, . . ., iy, toréttvonalat. Egy latszélag simabb térottvonalhoz ju-
tunk a kdvetked, a vezéibpontokat megduplazo eIJarassaS(17 abra). Minden szakaszt
megfeleziink és a felépontokban egy-egy lho, N vezérBpontot vesziink fel. Bar
mar kétszer annyi vezéppontunk van, a gorbenk éppen annyira szogletes, mint @egfe
volt. A régi vezérbpontokat ezért igy modositjuk, hogy azok a régi helylik ést alkialu-
kon |é feledpontok kozé keriljenek, az alabbi stlyozassal:

I’i = %f’, + %ﬁi—l + Zﬁl =
Az (j torottvonal valdban sokkal simabbnak latszik. Ha magem elégit ki benniinket, az
eljarast tetsdgleges mélységig ismételhetjik. Ha végtelen sokszor tdne#, akkor éppen

a B-spline-t allitanank él

Az eljaras kozvetlentl kiterjesztiieharomdimenziés haldkra, amelynek eredménye
a Catmull-Clark felosztott felllet.Induljunk ki egy haromdimenziés négyszdghalobol
(15.18 abra) (az algoritmus nemcsak négyszogeket képes fetpsdéaa Iétrehozott lapok
mindig négyszogek). Eslépésként minden él kbzepén felvesziink egy-&gpntotmint
az él két végpontjanak az atlagat, és minden lap kdzepér@ghappontotmint a négy-
sz8g négy csucspontjanak az atlagat. Az U élpontokat atapjkal 6sszekétve ugyanazt
a fellletet négyszer annyi négyszoggel irtuk le. A méasoéiiesben kezitik a simitas,
amikor az élpontokat modositjuk az élhez illeszkéabok lappontjai alapjan gy, hogy az
Uj élpont éppen a két lappont és az él két végén lesticspont atlaga legyen. Ugyanezt
az Uj élpontot ugy is megkaphatjuk, hogy az élre illeszkkét lap négy-négy eredeti sa-
rokpontjanak, valamint az él két végpontjanak képezzuklagdt (azaz az él végpontjait
haromszor szerepeltetjiik az atlagban). A simitas utofs&si&ben az eredeti csticspontok U]
helyét sulyozott atlaggal hatarozzuk meg, amelyben azéreslicspont/R sulyt, az illesz-
kedb élek 6sszesen 4 madositott élpontja és az illeszkamubk 0sszesen 4 lappontja pedig
1/16 sulyt kap. Az eljarast addig ismételjik, amig a fellletasaga minden igénylnket ki
nem elégiti 15.19 abra).

= = 1—)
Zri + éri_l + éri+1 .
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15.18. abra.A Catmull-Clark-felosztas egy lépése6Bt6r a lappontokat szamitjuk, majd az élfélekornyeze-
tében veszink fel atlagolassal egy pontot, végul pedigedetircsticspontokat madositjuk a kérnyezet atlaganak
megfeleben.

15.19. abra.Az eredeti halo, valamint egyszer, kétszer és haromszus#®ltt valtozatai. Az dbra szines valtozata
a 812. oldalon lathaté.

Ha a halo egyes éleinek és cslcsainak kornyezetét nemrsaeketimitani, akkor a
meddrzend éleken tdl €6 pontokat nem vonjuk be az atlagolasi miiveletekbe.

A Catmull-Clark-felosztassal kapott feliilet altalabamnenegy at az eredeti halo
csulcspontjain. Ezt a hatranyt kiiszébdli ki a haromszodlealdnlikdd pillango felosz-
tas. A pillang6 felosztas a haromszdgek élfélgzontjainak kozelébe egy-egy Uj élpontot
helyez, majd az eredeti haromszdgeket négy Uj haromszégligl fel. Az () haromszo-
gek csucsai egyrészt az eredeti hAromszdg cslcsai, masnésmositott élfeld pontjai
(15.20Q abra). Az élpontok kialakitdsaban az élre illeszkbédromszogek csucspontjai és
az ezen két haromszdggel kdzos élt birtokl6 még tovabbi hégymszog vesz részt. Az
élpontra haté haromszogek elrendezése egy pillangorkenrtéd, ami magyarazza az elja-
ras elnevezését. Az élpont koordinatait az él végpontidinardinataibdl szamitjuk /2-es
sulyozassal, az élre illeszk@dkét haromszog harmadik cslcsaib@8 % 2w sulyozassal,
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15.20. abra.Az Uj élpont meghatéarozasa és a haromszog pillangé fekeszta

valamint az élre illeszkeilkét haromszoghoz tapadd négy haromszognek az illeéided
romszogon kivil Ié§ cslcsaib6h1/16-wsllyozassal. Ava mivelet paramétere, amellyel
azt allithatjuk be, hogy az eljaras mennyire gorbitse mesjidettet az élek kdrnyezetében.
A w = -1/16-0s bedllitas megtartja a halé szbgletességet,-a 0-t hasznalo felosztas
pedig ebsen lekerekiti az eredeti éleket.

15.3.6. Implicit feliletek tesszellacidja

Egy implicit egyenlettel leirt test fellletének haromszélps kdzelitését ugy allithatjukéel
hogy elegenden s(ir{in olyan pontokat kerestink, amelyekréd (azy, 2) ~ 0 teljesul, és a
kozeli pontokat 6sszekdtve haromszoghalét épitlink fel.

El6szor azf figgvényt a haromdimenzids koordinatarendszer racsgbaty kiérté-
keljuk és az eredményt egy haromdimenziés témbben, Ugyetwvexeltombberaroljuk.

A tovabbiakban két racspontot szomszédosnak neveziiniétheokrdinatdjuk paronként
megegyezik, a harmadik koordinatak kildonbsége pedig éppeott tengely menti racs-
allandé. A racs pontjaiban ismerjik a fliggvény pontos éitték szomszédos racspontok
kozotti valtozast pedig altalaban linearisnak tekintjak. arnyalashoz szilkséges normal-
vektorokat a mintapontokban dZtiggvény gradienseként szamitjuls(4 egyenlet), ame-
lyet a racspontok kdzoétt ugyancsak linearisan interpakalu

A voxeltémb alkalmazéasa azt jelenti, hogy az ered€iiggvény helyett a tovabbiak-
ban annak egy voxelenkénitlinearis kézelitésével dolgozunk (a tri-lineéris jélarra utal,
hogy a kozelib fliggvényben barmely két koordinatavaltozé rogzitésavermadik koor-
dinatadban a fliggvény linearis). A linearis kozelités megty — két szomszédos racspont
kozotti — él legfeljebb egyszer metszheti a kdZeléliiletet, hiszen a lineéris fliggvénynek
legfeljebb egyetlen gyoke lehet. A racspontokat olyafdisitell felvenni, hogy a tri-linearis
kozelités soran ne veszitsiink el gydkoket, azaz a fel{petdgiaja ne valtozzon.

A felliletet haromszoghaloval kézélimodszer nevenasirozé kockak algoritmusAz
algoritmus a mintavételezett értéldmle alapjan minden mintavételezési pontra eldonti,
hogy az a test belsejében vagy azon kivil van-e. Ha két szmlosanintavételezési pont
eltérd tipusl, akkor kozottik fellletnek kell lennie. A hatary&lés az itt érvényes nor-
malvektort a szomszédos mintavételezési pontok kdzdh éz értékek alapjan végzett
linearis interpolaciéval hatarozhatjuk meg. Ha az egyiktaiételezési pont helyvektora
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15.21. abra.Egy voxelenkénti tri-linearis implicit figgvény feliilés egy voxel lehetséges metszetei. A 256-bdl
ez a 15 topologiailag kilonbézeset valaszthatd ki, amelyakia tobbiek forgatassal @hllithatok. Az abran az
azonos djell mintavételezett értékeket korrel jeloltuk.

r1, a szomszédos mintavételi ponté pedigés azf implicit fUggvény a két pontban elt@ér
el6jell, akkor a tri-linearis fellilet és ary(r,) szakasz; metszéspontja, valamint a felllet
fi, normalvektora:

f(r2) » f(r)

(PR MG PRGN

f(r2) f(r1)
f(r2) — f(r1) f(r2) - f(r) -

Végll az éleken kijel6lt pontokra haromszogeket illeskfiamelyeklidl 6sszeall a ko-
zelith felulet. A haromszogillesztéshez figyelembe kell venngyha tri-lineéris feliilet a
szomszédos mintavételezési pontokra illesédeaatka éleinek mindegyikét legfeljebb egy-
szer metszheti. Metszéspont akkor keletkezik, ha az éldéggv1é¥ mintavételezési pont-
ban a fliggvényérték eli@relbjelli. A kocka 8 csicsan érvénye$jelek alapjan 256 eset
lehetséges, ami végil 15 topologiailag kilonbd@zkonfiguracié kulénithét el (15.21
abra). Az algoritmus sorra veszi az egyes voxeleket és ragggija a cslcspontokigeleit.
Rendeljiink a negativ &jelhez 0 kodbitet, a nem negativhoz 1-et. A 8 kodbit komdiibja
egy 0-255 tartomanyba@&@&o6dszonak tekinthét amely éppen az aktudlis metszési esetet
azonositja. A 0 kddszavu esethen az dsszes sarokpontmakégiévan, igy a fellilet a vo-
xelt nem metszheti. Hasonléan, a 255 kédszavu esetben maadekpont a test belsejében
talalhato, ezért a fellilet ekkor sem mehet at a voxelen. Bitkddhoz pedig egy tablazatot
épithetlink fel, amely leirja, hogy az adott konfiguracidt@senely kockaélek végpont-
jai eltéd elbjelliek, ezért metszéspont lesz rajtuk, valamint aztagyta metszéspontokra
miként kell haromszoghalat illeszteni.

f=r-

fi, = gradf (1) - + gradf () -
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Gyakorlatok

15.3-1. Igazoljuk a két ful tételt teljes indukcidval.

15.3-2. Készitstink adaptiv gorbetesszellacios algoritmust.

15.3-3. Bizonyitsuk be, hogy a Catmull-Clark felosztasi modszerspne gorbéhez, il-
letve felulethez konvergal.

15.3-4. Készitslink egy tablazatot a masiroz6 kockak algoritmuséea, amely minden
kédsz6hoz megadja a keletkehdromszogek szamat, és azt, hogy a haromszogek csucs-
pontjai mely kockaélekre illeszkednek.

15.3-5. Készitsiink olyan masirozé kocka algoritmust, amely nemyiljéz implicit fiigg-
vény gradiensét a mintavételi pontokban, hanem azt is afidinfiiggvény mintaival
becsili.

15.4. Tartalmazési algoritmusok

A modellek feldolgozasa soran gyakran kell megvalaszddma a kérdést, hogy egy alak-
zat tartalmazza-e egy masik alakzat valamely részét. Haigeg/nem valaszra vagyunk
kivancsiak, akkotartalmazas vizsgalatrabeszéliink. Ha élis kell allitani a tartalmazott
alakzat azon részét, amely a masik alakzat belsejében kieor, @z algoritmuscsalad neve
vagas.

A tartalmazas vizsgalatot gyakran diszkrét idijiozésfelismerésnek nevezzik. Az
Utkozéseket ugyanis kozdlleg vizsgalhatjuk gy is, hogy csak diszkrébjllanatokban
nézlnk ra a virtudlis vilag elemeire, és az ltkozésekreagtabbol kdvetkeztetliink, hogy
megvizsgaljuk, tartalmazzak-e az alakzatok mas alakzatsikeit. A diszkrét ideji Utko-
zésfelismerés hibazhat. Ha az objektumok sebessége avéiwlezési idhdz képest nagy,
akkor ebfordulhat, hogy nem vesziink észre utkozéseket. Az Utkdeéslat robusztus és
pontos megoldasahoz folytonos idejli Gitkozésfelishadiarasok szikségesek, amelyek az
Utkdzés idpontjat is kiszamitjak. A folytonos idejl Utkozésfelisrést a sugarkdvetésre
(15.6 pont) épithetjik, igy ebben a fejezetben csak a pont taatzdssal, a poliéderek ko-
z6tti diszkrét idejl Utkdzésfelismeréssel, és végul ngleyyszerli alakzat vagasaval fog-
lalkozunk.

15.4.1. Pont tartalmazésdnak vizsgélata

Az f implicit figgvényd test azormx(y, z) pontokat tartalmazza, amelyekre 8.y, 2) > 0
egyenbtlenség teljesiil, igy az adott pont koordinatait az imipliggvénybe helyettesitve,
az eredmeény éjele alapjan donthetiink a tartalmazasrol.

Féltér

A féltér pontjait a (5.1) egyenlet alapjan az

(P—ro)-A=>0, Ny-X+Ny-y+n,-z+d>0 (15.9)

egyenbtlenséggel adhatjuk meg, ahol a hatarol6 sik normalvaktmfelé” mutat.
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15.22. abra.Poliéder-pont tartalmazas vizsgalat. Konvex poliéderakéirtalmaz egy pontot, ha a pont minden
lapsikjanak ugyanazon az oldalan van, mint maga a test. &opéliéderre egy félegyenest inditunk a pontbol és
megszamlaljuk a metszéspontokat. Paratlan szamu metstés @ pont belll van, paros szami metszéskor pedig
kival.

Konvex poliéder

Barmely konvex poliéder éhllithato a lapjaira illeszkédsikok altal hatarolt félterek met-
szeteként15.22 dbra bal oldala). Minden lap sikja tehat a teret két résangjd, egy bel§
részre, amelyikben maga a poliéder talalhatd, és egy kéittomanyra. Vessik 6ssze a pon-
tot a poliéder lapjaival, pontosabban azok sikjaival. Homatpnk minden sik tekintetében
a bel$ részben van, akkor a pont a poliéderen belil van. Ha visadaimely sik esetén a
kiilsd tartomanyban van, akkor a pont nem lehet a poliéder béksejé

Konkav poliéder

A 15.22 abra jobb oldalan lathaté médon inditsunk egy félegyeaestzsgalt pontbdl a
végtelen felé, és probaljuk elmetszeni a poliéder lapjéitlegyenessel (a metszéspontok
szamitasadhoz &5.6 szakaszban a sugarkdvetéshez kidolgozott eljarasokdlastok).
Ha paratlan szamu metszéspontot szamolunk 6ssze, akktédgrdelsejében, egyébként
pedig azon kivil van a pontunk. A numerikus pontatlansaguittra lapok talalkozasanal
gondot jelenthet annak elddntése, hogy félegyenesiinkriy lapot is metszett egyszerre.
Ha ilyen helyzetbe kerllink, akkor a legegyszer(ibb egpmlyj félegyenest valasztani,
amely elkerili a lapok talalkozaséat.

Sokszdg

Természetesen a konkav poliédereknél megismert eljar&bansis hasznalhaté annak el-
dontéséhez, hogy egy tetdeges sokszog tartalmaz-e egy adott, ugyanebben a si&tan |
pontot. A sikon egy félegyenest inditunk a végtelen felénégszamlaljuk a sokszog élei-
vel keletked metszéspontokat. Ha a metszéspontok szama paratlam zap&nt a sokszdg
belsejében, egyébként a kiilsejében van.

Ezen kivil a konvex lapoknal ellérizhetjiik, hogy a pontbdl a lap éleinek a lat6szogét
Osszegezve 360 fokot kapunk-e, vagy megvizsgalhatjuly troigden élre a pont ugyanazon
az oldalon van-e, mint a lap tobbi cslicspontja. Az algorgmilkddését részleteiben egy
specialis esetre, a haromszogre targyaljuk.
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15.23. 4bra.Haromszog-pont tartalmazas. Az abra azt az esetet iléligztamikor a sikon lei 3 pont azab ésbc
egyeneseld balra, aca egyenedil pedig jobbra helyezkedik el, azaz nincs bent a haromsetsgjeében.

Haromszog

Tekintsiink egy haromszogath és¢ helyvektort csticsokkal, és egy, a haromszog sikjaban
[év6 p pontot. A pont akkor van a haromszdgon belil, ha a haromsadd arharom oldale-
gyeneséhez viszonyitva ugyanazon az oldalon van, mintadttk cstics. Aff— &) x (p-4)
vektoridlis szorzat aab egyenes két oldalan 1évp pontokra ellentétes iranyd, igy ezen
vektor iranyat felhasznalhatjuk a pontok osztalyozasdmsefinyiben g pont éppen aab
egyenesen lenne, a vektorialis szorzat eredménye zértﬁﬁ).—,ﬁ) x (P — &) vektor iranyat
tehat azi = (5 — &) x (G- &) vektor iranyaval kell 6sszevetni, amelyben a vizsgalontot

a haromszog harmadikcsucsaval cseréltik fel. Vegyik észre, hogy ed aektor éppen a
haromszdg sikjanak normalvektod®b(23 abra).

Két vektorrdl példaul agy allapithatjuk meg, hogy azona@nyiak (bezart szdgik
nulla), vagy ellentétesek (bezart szdgiik 180 fok), hogyekefik a skalaris szorzatukat,
és megvizsgaljuk az eredméngpjgllét. Azonos iranyl vektorok skalaris szorzata pozitav,
ellentétes iranyUaké negativ. Tehat, haﬁa—(é) x (p— &)) - fi skalaris szorzat pozitiv, akkor
a p azab egyenesnek ugyanazon az oldalan van, migtlea negativ, akkor az ellentétes
oldalon, ha pedig zérus, akkopaz ab egyenesre illeszkedik. A vizsgalatot mindharom ol-
dalegyenesre el kell végezni, ég paont akkor lesz a haromszdég belsejében, ha mindharom
alabbi feltétel teljesdil:

(b-ax(p-a)-n = 0,
(@-B)x(F-b)-A > 0, (15.10)
(-6 x(p-0)-A = 0.

A vizsgalat robusztus, azaz akkor is helyes eredményt aa rhanerikus pontatlansa-
gok miatt ap pont nincs pontosan a haromszég sikjan, csak a sikrélegss haromszég
alapu hasabban.

Az egyenbtlenségrendszer kiértékelését gyorsithatjuk, ha a hdiroemziés tér helyett
annak kétdimenzios vetuletén dolgozunk. Vetitsiik le agéftg pontot, és vele egyitt a ha-
romszdget valamelyik koordinatasikra, és ezen a sikonzzéiggesl a haromszég harom ol-
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leset:f-a)>0
5 ’

2.eset:h-3)<0

—>

15.24. abra.Haromszog-pont tartalmazas vizsgéalataxgavetiileten. Ac harmadik cstics aab bal vagy jobb
oldalan helyezkedhet el, amit a csticspontok sorrendjéiegerélésével mindig a baloldali esetre vezetiink vissza.

dalara atartalmazas vizsgalatot. A koordinatasik kizifessakor Ggyelniink kell arra, hogy a
haromszdg vetilete a numerikus pontossag érdekében & legeaigyobb legyen és semmi
esetre se zsugorodjon egy szakassza. Ha a normalvekton Ifascartes-koordinataja ko-
zlil azn, a legnagyobb abszolut értékd, akkor a legnagyobb vetzibet sikon keletkezik. A
kdvetkedkben csak ezzel az esettel foglalkozunk.ndaagyn, lenne maximalis abszolGt
érték, akkor ayz illetve azxzsikon a vizsgalat hasonléan elvégeshet

El6szor atalakitjuk a csticsok sorrendjét tigy, hagdyd! b-be haladva & pont mindig
a bal oldalon helyezkedjen el. Ehheb&to6r vizsgaljuk meg aab egyenes egyenletét:

by-a
by — ay

A 15.24 abra alapjan & pont akkor van az egyenes bal oldalanha c.-nélc, az
egyenes felett van:
by - ay

bx_ax-(cx—bx)+by<cy.

Mindkét oldalt py — ax)-szel szorozva:

(by_ay)'(cx—bx)<(Cy_by)'(bx—ax)-

A masodik esetben a meredekség néjenegativ. AC pont akkor van az egyenes bal
oldalan, hax = cx-nélc, az egyenes alatt van:

by —
by —

A negativ py — ay) nevedvel valé szorzas miatt a relacios jel megfordul:

(by_ay)'(cx—bx)<(Cy_by)'(bx—ax),

azaz mindkét esetben ugyanazt a feltételt kaptuk. Ha exéadehem teljesil, akka@ nem
azab egyenes bal oldalan, hanem a jobb oldalan helyezkedik gleBigy azt jelenti, hogg
abaegyenes bal oldalan talalhatd, tehagasb sorrendjének cseréjével biztosithatd, hogy
¢ azab egyenes bal oldalan tartézkodjon. Fontos észrevenni, bl kovetkezik az is,
hogy azd a bc egyenes, valamint@a ca egyenes bal oldalan helyezkedik el.

(x-b)+by=y.

:y-(cx—bx)+by>cy.




632 15. Szémitégépes grafika (Szirmay-Kalos Laszlé)

csucs behatolas él behatolas

15.25. abra.Poliéder-poliéder ltkozésvizsgalat. Az tkozesi eseselp@n egy részét ismerhetjuk fel az egyik test
cslcsainak a masik testtel valo dsszevetésével. Utkdzétkdahet gy is, hogy csak az élek hatolnak a masik
testbe, de a csticsok nem.

Az algoritmus masodik l1épésében pedig azt dif&zzilk, hogy ap pont mindharom
oldalra a bal oldalon van-e, mert ekkor a haromszég tartztma pontot, egyébként pedig
nem:

(by_ay)'(px—bx)S(py_by)'(bx—ax),
(cy—by) - (Px—C) < (py—¢) - (cx—by) , (15.11)
(ay_cy)'(px—ax)S(py_ay)'(ax—cx)-

15.4.2. Poliéder-poliéder iitk6zésvizsgélat

Két poliéder itkozhet egymassal gy, hogy az egyikiik eggsssa masik egy lapjaval ta-
lalkozik, és ha semmi sem allitja meg, akkor a cstics a méstibédsejébe hatol6.25 abra

bal oldala). Ez az eset a korabban targyalt tartalmazagalatal felismerhét El6szér az
el poliéder 6sszes csucsara eliemziik, hogy a masik poliéder tartalmazza-e, majd a két
poliéder szerepét felcserélve vizsgaljuk, hogy a masasliksai az efspoliéder belsejében
vannak-e.

A cslccsal tortéd Utkozésen kivil éfordulhat, hogy két poliéder élei a masikba hatol-
nak anélkul, hogy cslcsaik a masik belsejébe kertlnéb&R% abra jobb oldala). Ennek
felismeréséhez az egyik poliéder 6sszes élét tssze krllavatasik poliéder 6sszes lapja-
val. Egy él és lap tekintetébenBH.9 egyenbtlenség felhasznalasavabstor elledrizzik,
hogy az él két végpontja a lap sikjanak két ellentétes aidedd-e. Ha igen, akkor kisza-
mitjuk az él és a lap sikjanak a metszéspontjat, végul pedémngik, hogy a metszéspont
a lapon beliil van-e.

Vegyik észre, hogy az él behatolas és egy td¢ses pont tartalmazasanak efien
zése egyulttesen magaban foglalja a cslics behatolas esatdtédt a csicsok egyenkénti
vizsgélata szukségtelennek latszik. Azonban csucs békatélkili él behatolas ritkdbban
fordul elb, rdadasul a cslcs behatolasat kevesebb szamitassaheféletjik, igy érdemes
elészor mégis a csucs behatolast vizsgalni.

A poliéderek Utkdzésvizsgalata soran az egyik poliédezrassglét a masik poliéder
0sszes lapjaval 6ssze kell vetni, amely négyzetes idgdriglhushoz vezet. Szerencsére
a moédszer a befoglalo keretek5.6.2 pont) alkalmazasaval jeléigen gyorsithatd. Ke-
resstink minden objektumhoz egy olyan egyszer(i alakzaot)y tartalmazza azt. Kilo-
ndsen népszerliek a befoglalé gémbok, illetve téglatestaka befoglalé alakzatok nem
talalkoznak, akkor nyilvan a befoglalt objektumok sem itk&tnek. Amennyiben a befog-
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lal6 alakzatok egymasba hatolnak, akkor folytatni kell zsgialatot. Az egyik objektumot
Osszevetjik a masik befoglal6 alakzataval, és ha itt iszétknutatkozik, akkor magaval az
objektummal. Remélhéteg ezen utébbi eset nagyon ritkan fordud,eds az titkbzésvizsga-
latok don6 részét a befoglal6 alakzatokkal gyorsan el lehet intézni.

15.4.3. Végasi algoritmusok

A vagasegy vago és egy vagando alakzatot hasznal, és a vagandtiholigla az 6sszes
olyan részt, amely a vago kiilsejében van. A vagas megvattatia a vagando alakzat
jellegét, igy nehézséget okozhat, hogy a vagas utan mareteghleirni olyan tipusu fligg-
vénnyel, mint a vagas @ft. Ezért altalaban csak olyan vago és vagando alakzatolget-
dink meg, ahol a vagando jellege (azaz a figgvény tipusaj@suitan sem modosul. A
tovabbiakban feltételezziik, hogy a vago alakzat féltéajaos, illetve specialis tulajdon-
sagu poliéder, a vagandé pedig pont, szakasz, illetve 8gksz

Ha a vagando alakzat egy pont, akkor a tartalmazastéelieriik az ebz6 pont algorit-
musaival, és annak eredméngidtiggben a pontot eltavolitjuk vagy megtartjuk.

Szakaszok vagasa féltérre
Tekintslk azr; ésr, végpontr(t) =1 - (1 —t) + 2 - t, (t € [0, 1]) paraméteres egyenleti
szakaszt és d b.]) egyenletibl szarmaztatott

(P—rp)-A>0, Ny-X+Ny-y+n,-z+d>0

egyenbtlenséggel adott félteret.
Harom esetet kell megkllénboztetni;

1. Ha a szakasz mindkét végpontja a féltér belsejében véwor akteljes szakasz béls
pontokbdl all, igy megtartjuk.

2. Haa szakasz mindkét végpontja a féltér killsejében v&woy akszakasz minden pontja
kllst pont, igy a vagas a teljes szakaszt eltavolitja.

3. Ha a szakasz egyik végpontja killsont, a masik végpontja bélpont, akkor ki kell
szamitani a szakasz és a féltér hatarolo sikjanak metszfsp@s a kilg végpontot
fel kell cserélni a metszésponttal. A metszéspontot mdukigyk, ha a szakasz egyen-
letét a féltér hatarolé sikjanak egyenletébe helyettdsi§s az egyenletet az ismeretlen
paraméterre megoldjuk:

_(fo-r)-n

(z—-r1)-A
A t; paramétert a szakasz egyenletébe visszahelyettesitviszdsont koordinatait is
eléallithatjuk.

(M-A-t)+m-ti—fp)-A=0, =

Sokszdgek vagasa féltérre

A vagas soran egyrészt az egyes csucspontokat kell meginzdgpgy azok befspontok-e
vagy sem. Ha egy csucspont lesont, akkor a vagott sokszégnek is egyben cslcspontja.
Ha viszont a cslcspont kidigoont, nyugodtan eldobhatjuk. Masrészt vegyik észre, hogy
az eredeti sokszdg csucsain kivil a vagott sokszognekiekéj csicspontjai is, amelyek




634 15. Szémitégépes grafika (Szirmay-Kalos Laszlé)

) P[3]
PL2] P[4] vagosi

) ¢

A a[3]

PIL] G e

a[1] G aL4]
p[0]
a[o]

15.26. abra A p[0],..., p[5] sokszog vagasa, amelynek eredméngfda . . ., (4] sokszdg. Az eredménysokszdg
cslcsai az eredeti sokszog lfetsicsai és az éleknek a vagosikkal képzett metszéspontjai

az élek és a féltér hatarolo sikjanak a metszéspontjan hyetszéspont akkor keletkezhet,
ha két egymast kovétcslics kozil az egyik béls mig a masik ks pont. A cstcsok
egyenkénti vizsgalata mellett tehat arra is figyelni ketigh a kdvetkeéd pont a hatarolé
sikhoz viszonyitva ugyanazon az oldalon vari-e 26 abra).

Tegyik fel, hogy az eredeti egyszeresen dsszéfisgiszoglink csucsaim= (p[0],
..., fln—1]) tdmbben érkeznek, a vagott sokszdg csucsait pedig &q[0], . .., [ m— 1])
tombbe kell elhelyezni. A vagott sokszdg cslcsainak sza@amnat valtozdban taroljuk. A
megvaloésitas soran kellemetlenséget okoz, hogy altalabaedik cslcsot kdvét csucs
az ( + 1)-edik, kivéve az utols6, amn(— 1)-edik csucsot, amelyet a 0-adik kdvet. Ezt a
kellemetlenséget elharithatjuk, hg &mbot kiegészitjik még egyfn] = p[0]) elemmel,
amely még egyszer tarolja a 0-adik elemet.

Ezek alapjan &utherland—Hodgeman-poligonvagas:

SUTHERLAND—HODGEMAN-POLIGONVAGAS(P)

1 m«O0
2 fori<—0ton-1

3 do if f[i] belsb pont
4 then g[m] < f[i] > Az i-edik cslics része a vagott poligonnak.
5 mee—m+1
6 if pli + 1] kulsé pont
7 then gm] « Merszis-vacosikkaL(P[i], Fli + 1])
8 mem+1
9 else if gfi + 1] beld pont
10 then g[m| « Mgrszgs-vacosikkaL(p[i], pli + 1])
11 mee—m+1

12 return q

Alkalmazzuk gondolatban ezt az algoritmust olyan konkdssdgre, amelynek a va-
gas kovetkeztében tobb részre kellene eshie(7. abra). A sokszdget egyetlen tdombben
nyilvantarté algoritmusunk képtelen a szétegszek elkiilonitésére, és azokon a helyeken,
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paros szam
hatar

dupla hatarvonal

15.27. abra.Konkéav sokszdgek vagasakor a szétesszeket paros szamu élek tartjak ossze.

ahol valdjaban nem keletkezhet él, paros szamu élt hoz létre

A paros szamu extra €l azonban nem okoz problémat a tovai#iaka a sokszog
beld pontjait a kdvetkez elv alapjan hatarozzuk meg: a kérdéses pontbdl egy féhegye
inditunk a végtelen felé és megvizsgaljuk, hogy hanyszdsma sokszdg éleit. Paratlan
szam( metszéspont esetén a pontot a soksz6g pelgjanak tekintjik, paros szamui met-
szés esetén kifigpontnak.

Az ismertetett algoritmus tébbszorésen dsszefliggkszogek vagasara is alkalmaz-
hat6, csak ebben az esetben a bemutatott eljarast mindaoldatart téréttvonalra kilon-
kilon kell végrehajtani.

Szakaszok és poligonok vagasa konvex poliéderre

Miként kordbban megallapitottuk, egy konvex poliédéadithaté a lapjaira illeszkeisi-
kok altal hatéarolt félterek metszetekémb(22 abra bal oldala), igy a konvex poliéderre va-
gast visszavezethetjik félterekre todéragasra. Egy féltérre vagas kimenete a koveikez
féltérre vagas bemeneti vagandoé alakzata lesz, edvéggsiményt pedig az utolso féltéren
végrehajtott vagason is atjuté alakzat jelenti.

Szakaszok vagasa AABB-re
A képszintézis algoritmusokban kiiléndsen fontos szelameegy specialis tipusu konvex
poliéder, az AABB.

15.11. definici6 A koordinatatengelyekkel parhuzamos oldali téglates#®R&8B-nek ne-
vezzik. Egy AABB-t a minimalis és maximalis Descartesdka@aival adunk meg:
[ Xmins Ymins Zmin, Xmax Ymax Zmax] -

Bar az AABB-re vagashoz hasznalhato6 lenne az altalanoskguliéderre kidolgozott
vagas, az AABB-k jeleritsége miatt erre az esetre kilonlegesen gyors eljarasiztalgki.

Az AABB koordinatatengelyekkel parhuzamos oldalsikjaeeet két részre bontjak,
egy belé részre, amelyikben maga az AABB talalhat6, és egytkiészre. A konvex poli-
éderre végrehajtott vagashoz hasonléan vessik 6sszegalvigsntot az AABB lapjaival,
pontosabban azok sikjaival. Ha a pontunk minden sik teléiben a befs részben van, ak-
kor a pont az AABB-ben van, ha viszont valamely sik eseténisbki@észben van, akkor a
pont nem lehet az AABB belsejében.

A szakasz AABB-re vagasahoz ezt az algoritmust mind a hea si&gre kell hajtani,
igy eléfordulhat, hogy kiszamitunk olyan metszéspontot is, getelgy masik vagosik fe-
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15.28. abra.A sik pontjainak 4-bites és a tér pontjainak 6-bites kddjaszakasz vagasnal a koordinatasikok
sorrendjét a szakasz végpontjainak kodjai valasztjak ki.

leslegessé tesz. Erdemes tehat a sikok sorrendjét ligyespralasztani. Az egyik legegy-
szer(ibb médszer@ohen—Sutherland szakaszvagé algoritmus.

Jeldljuk 1-gyel, ha a pont nem a vagasi tartomany félteréledyezkedik el, mig 0-val,
ha az AABB-vel azonos féltérben talalhat6. Mivel 6 hatasilolétezik, 6 darab 0 vagy 1
értékiink lesz, amelyeket egymas mellé téve egy 6-bitestka@mnk (5.28 abra). Egy
pontC[0], ..., C[5] kédbitjei:

_J L X< Xmin, L X2 Xmax 1 Y< Ymin,
clol ‘{ 0 egyébkent CH ‘{ 0 egyébkent 2 —{ 0 egyébként

L Y= Ymax L Z< Znin, 1, z>Zmax,
cil ‘{ 0 egyébkent Cl4 ‘{ 0 egyébkent CL —{ 0 egyébként

Nyilvanvaléan a 000000 koddal rendelkegontok a vagasi tartomanyban, a tobbiek
pedig azon kivil talalhatokLb.28 abra). Alkalmazzuk ezt a szakaszok vagasara. Legyen
a szakasz két végpontjahoz tartoz6 K&désC,. Ha mindketb 0, akkor mindkét végpont
a vagasi tartomanyon belil van, igy a szakaszt nem kell v@gvialis elfogadéas). Ha a
két kéd ugyanazon a biten 1, akkor egyrészt egyik végporssanvagasi tartomanyban,
masrészt ugyanabban a ,rossz” féltérben talalhatok, igkardsszekdt szakasz is ebben
a féltérben helyezkedik el. Ez pedig azt jelenti, hogy nemszakasznak olyan része, amely
,belelégna” a vagasi tartomanyba, igy az ilyen szakaszat@tabbi feldolgozashol ki lehet
zarni (trivialis eldobés). Ezt a vizsgalatot legegysbien (igy végezhetjik el, hogyG
ésC, kodokon végrehajtjuk a bitenkénti ES miiveletet (a C prowrzési nyelv jeloléseit
alkalmazveC; & C,), és ha az eredményil kapott kdd nem nulla, akkor az aztijehegy
a két kod ugyanazon a biten 1.

Végul, ha egyik eset sem all fenn, akkor kell lennie olyamék, ahol az egyik kéd
0, a masik pedig 1 értéki. Ez azt jelenti, hogy van olyan s8g@melyre nézve az egyik
végpont a bels, a masik pedig a kifs(,rossz”) tartomanyban van, igy a szakaszt erre a
sikra vagni kell. A vagas utan a metszéspont kodbitjeit&léljik és a rossz oldalon lév
végpontot a metszéspontra cseréljik. Az eljarast a fedtéalerdrzésédl kezdve addig is-
meételjuk, amig trividlis elfogadassal” vagytrividlis eldobassal” nem tudunk végeontést
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hozni.

A Cohen-Sutherland szakaszvago algoritmus a vagott szakgpontjait a paraméter-

ként kapott végpontok médositasaval adja meg, és visgzatitéke akkor igaz, ha a vagas
utan a szakasz legalabb részben a vagasi tartomany belsejei:

Gyakorlatok

15.4-1. Tegylnk javaslatokat a poliéder-poliéder ltkozésfeligmaégyzetes d@bonyo-
lultsdganak csokkentésére.

15.4-2. Készitsiink CSG-fa adatszerkezethez pont tartalmaz&sfaliz algoritmust.
15.4-3. Készitslink algoritmust, amely egy sokszdget egy masik; laddkav sokszogre
Vag.

15.4-4. Készitstink algoritmust, amely egy poliéder befoglald ggmblletve befoglald
AABB-jét kiszamitja.

15.4-5. Adjunk algoritmust a sikban két haromszog Utkdzésénegrfaliéséhez.

15.4-6. Altalanositsuk a Cohen—Sutherland szakaszvag6 modszerek poliéder vagasi
tartomanyra.

15.4-7. Dolgozzuk ki a szakaszt gémbre vagé modszert.

15.5. Mozgatés, torzitds, geometriai transzformdciék

A virtudlis vilag szerei mozoghatnak, torzulhatnakfhetnek, illetve 6sszemehetnek,
azaz az eddig ismertetett egyenleteket elvileg mindépilidnatban djra fel kell venni.
A gyakorlatban ehelyett két fiiggvénnyel dolgozunk. A disggvény az €z6 alfejezet
mobdszerei szerint kivalasztja a tér azon pontjait, amefekdott objektumhoz tartoznak
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annak egy referenciahelyzetében. A masodik fliggvény pediferenciahelyzetben az ob-
jektumhoz tartoz6 pontokat leképezi az aktuali§pitlanathoz tartozd pontokra. A teret
onmagara leképézfliggvény atranszformacié.A mozgatast invertalhat® () transzfor-
méacioval irhatjuk le. AZ” kiindulasi pont neveargypont,azr’ = 7 (F) pedig aképpont.
Az invertdlhatésag miatt minden transzform@ltponthoz megkereshetjiik annak eredeti
alakzatbelbsképét & ~1(P’) inverz transzformacio segitségével.

Ha az alakzatot a referenciahelyzetébenfammplicit fliggvény definialja, akkor a
transzformalt alakzat pontjainak halmaza

e f(T ) =0, (15.12)

hiszen a transzformalt alakzat pontjairteképei az eredeti alakzatban vannak.
A paraméteres egyenletek kozvetleniil az alakzat ponkddescartes-koordinatait ad-

Egyr = r(u,v) egyenleti felllet transzformaltjanak egyenlete tehat
F’(u,v) = 7(f(u,Vv)) . (15.13)
Hasonl6an egy = r(t) egyenletl gorbe transzformaltjanak egyenlete:
F'(t) = 7(F(Y)) . (15.14)

A 7 transzform@cio altalanos esetben megvaltoztathatjasdzal €s egyenletének a
jellegét. Konnyen éifordulhat, hogy egy haromszégibvagy egy gdmbbl bonyolult, torz
alakzat keletkezik, ami csak ritkan kivanatos. Ezért aszéormaciok korét érdemes sz(-
kiteni. Nagy jelernisége van példaul az olyan transzforméacioknak, amelyek sikba,
egyenest egyenesbe visznek at. Ehhez a csoporthoz tdetahmenmogén lineéris transz-
formaciék,amelyekkel a kovetkeézfejezetben foglalkozunk.

15.5.1. Projektiv geometria és homogén koordinéték

Idaig a virtudlis vilag felépitését az euklideszi geonsetdapjan targyaltuk, amely olyan
fontos fogalmakat adott a keztinkbe, mint a tavolsag, a garnossag, a szog stb. A transz-
forméaciok mélyebb targyaldsa soran azonban ezek a fogadnusiktelenek,& bizonyos
esetekben zavart is kelthetnek. A parhuzamosséag péld@gly@nesek egy specidlis viszo-
nyat jelenti, amelyet kiilon kell kezelni akkor, ha egyehesetszéspontjardl beszélunk.
Ezért a transzformaciok targyalasahoz az euklideszi geanelyett egy erre alkalmasabb
eszkozt, a projektiv geometriat hivjuk segitségdil.

A projektiv geometrisaxiomai tigyesen kikerilik az euklideszi geometria parmza
sainak a problémajat azzal, hogy teljesen tmK ezt a fogalmat, és kijelentik, hogy két
kiilonb6d egyenesnek mindig van metszéspontja. Ennek érdekébeieitfr geometria-
ban minden egyeneshez hozzavesziink gggtelen tavoli” pontot, mégpedig ugy, hogy két
egyeneshez akkor és csak akkor tartozzon ugyanaz a porkéhagyenes parhuzamos. Az
Uj pontotidedlis pontnaknevezzik. Aprojektiv téraz euklideszi tér pontjait (az Gigynevezett
kdzdnséges pontoKpés az idealis pontokat tartalmazza. Az idedlis p@rsiszeragasztja”
az euklideszi egyengségeit”, ezért topologiailag az egyenes a kérhoz lesz Hatms To-
vabbra is érvényben szeretnénk tartani az euklideszi ge@nazon axiomajat, hogy két
pont egy egyenest hataroz meg. Annak érdekében, hogy eddédisipontra is igaz legyen,
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h [x-h,y h,h egyenes

By oo
=
h=1e
Xn

Y, [X, .Y, 01 pont

15.29. abra.A projektiv sik beadgyazott modellje: a projektiv sikot adradimenziés euklideszi térbe agyazzuk,
és a projektiv sik egy pontjanak az euklideszi tér azon expddrfeleltetjik meg, amelyet az origd és az adott pont
meghatéaroz.

az euklideszi sik egyeneseinek halmazévitjiik az idealis pontokat tartalmaz6, ugyne-
vezettidedlis egyenesseMivel két egyenes idedlis pontja csak akkor egyezik meg, ha a
két egyenes parhuzamos, két sik idedlis egyenese akkoakésaldsor azonos, ha a két sik
parhuzamos. Az idealis egyenesekdealis sikrailleszkednek, amelyet ugyancsak hozza-
veszlink a tér sikjainak halmazahoz. Ezen dontések utan akkiikdnbséget tenniink az
euklideszi tér pontjai és az idedlis pontok kéz6k a projektiv tér ugyanolyan tagjai.

Az analitikus geometria bevezetésénél emlitettiik, hogamétdgépes grafikaban min-
dent szamokkal kell leirni. Az idaig hasznalt Descartesrimatak egy-egy értelmi kap-
csolatban allnak az euklideszi tér pontjaival, igy az idgdbntok jellemzésére alkalmatla-
nok. Az euklideszi geometria pontjait és az idealis pontelgyarant tartalmazprojektiv
sik ésprojektiv térjellemzésére tehat mas algebrai alapra van sziikségink.

Projektiv sik

El6szor tekintsiuk a projektiv sikot, amelynek pontjait sae¥rk szamszer{siteni, és ve
gylnk fel egyx,y koordinatarendszert ezen a sikon. Vélasszunk az eukiitieben egy
Xh, Yh, h Descartes-koordinatarendszert Ugy, hogya2Yy, tengelyek az, y tengelyekkel
parhuzamosak legyenek, a sik koordinatarendszeréneadjmagtér (00, 1) pontjaban le-
gyen, és a sikunk pontjairaha= 1 egyenlet teljesiljén. A vizsgalt projektiv sikot tehafibe
gyaztuk egy haromdimenzids euklideszi térbe, amelynekjaibDescartes-koordinatakkal
adjuk meg 15.29 abra). A projektiv sik pontjainak szamokkal tériééazonositasahoz pedig
kapcsolatot teremtiink a bedgyaz6 euklideszi tér pontjaigsjektiv sik pontjai kozott. Ez
a kapcsolat a projektiv sik egy kdzonséges, vagy akar gle@lontjat a beagyazoé euklide-
szi tér azon egyenesén fEgontoknak felelteti meg, amelyet a bedgyaz6 koordinatiEzer
orig6ja és & pont meghataroz.

Az origbn atmeb egyenes pontjait & [ Xp, t - Yy, t - h] paraméteres forméaban adhatjuk
meg at paraméter fliggvényében. AmennyibeR pont a sik kdzonséges pontja, az egye-
nes nem parhuzamosha= 1 sikkal (azaz # 0). Az egyenes az{,/h, Yn/h, 1] pontban
metszi a sikot, igy & pontnak a sikhoz rendelt Descartes-koordinatarenddzkobedina-
tai (Xn/h, Ya/h). Ha viszont aP pont idedlis, az egyenes parhuzamds-a 1 sikkal (azaz
h = 0). Az idedlis pontok iranyat ebben az esetbenXaz ;) vektor jeldli ki.

Ezzel az eljarassal tehat a siknak mind a k6zonséges, mitig gz idedlis pontjaihoz
[Xh, Yh, h] szamharmasokat rendeltiink, amelyeket a sikbeli hontogén koordinatainak
neveziink. A homogén koordinatakat szégletes zardjelek kégszik, hogy a Descartes-
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koordinataktol megkulénboztessik.

A homogén koordinatak bevezetésénél a projektiv sik egyjqtak az euklideszi tér-
nek az origon atmeénegyenesét feleltettlink meg, amelyet barmely, az oriddti@nbo
pontjaval megadhatunk. Eblkdvetkezik, hogy mindharom homogén koordinata nem lehet
egyszerre zérus, és hogy a homogén koordinatak egy nemskadasral szabadon szoroz-
hatok, etbl még a projektiv sik ugyanazon pontjat azonositjak. E4degdonsag indokolja
a,homogén” elnevezést.

A kézbnséges pontokat azonositd homogén koordinatahékmd@z il gyakran cél-
szer(i azt kivalasztani, ahol a harmadik koordinata 1 &rtégyanis ekkor az efskét ho-
mogén koordinata a Descartes-koordinatakkal egyezik meg:

Xo=X Yn=y, h=1. (15.15)

Descartes-koordinatakat tehat gy alakithatunk homogémdinatakka, hogy hozzajuk
csapunk egy harmadik, 1 érték{ elemet.

A beégyazott modell alapjan kénnyen felirhatjuk a projekfk egyeneseinek és sza-
kaszainak homogén koordinatas egyenletét is. Vegyiinkgebjektiv sikon két, kiilonbdz
pontot, és adjuk megket a homogén koordinataikkal. A kilonldisgg azt jelenti, hogy
az [X%, Y}, h'] harmasbdl egy skalarral val6 szorzassal nem allith@ae[X2, Y2, h?] har-
mas. A sikot bedgyazo térben a4 [ Yy, h] harmas Descartes-koordinatanak tekinthégy
az [Xt, Y7, h'] és [X2, Y2, h?] pontokat 9sszekdtegyenes egyenlete:

X)) = X (1-+X3-t,
Ya®) = YE (-t +Y2-t, (15.16)
h) = ht-(A-t)+h®-t.

Hah(t) # 0, akkor projektiv sikon |&¥ kozonséges pontokat Ugy kapjuk meg, hogy a ha-
romdimenzios tér pontjaitia= 1 sikra vetitjik. A vetités egyenest egyenesbe visz aghisz
a kilonb6d pontok megkovetelésével kizartuk azt az esetet, amiketiéés az egyenest
egyetlen pontra képezné le. Tehat az egyenlet valbban ggyeg pontjait azonositja. Ha
viszonth(t) = 0, akkor az egyenlet az egyenes idedlis pontjat fejezi ki.

Hat tetsdleges értéket felvehet, akkor az egyenes pontjait kapjakiiszontt értékét
a [0, 1] intervallumra korlatozzuk, a két pont altal kijelolt $z&z egyenletéhez jutunk.

Projektiv tér

A projektiv tér homogén koordinatainak bevezetéséheznagtaz utat kdvethetnénk, mint
amit a siknal hasznaltunk, de ehhez a haromdimenziés pioieket a négydimenziés euk-
lideszi térbe kellene beagyazni, ami kevésbé szemlélemst egy masik konstrukciot is
targyalunk, amely tetgiteges dimenziéban mikddik. A pontjainkat mechanikailezerek
sulypontjaiként irjuk le. Egyetlen pont azonositasahoz ggreferencia pontbaix;, sulyt
helyeziink el, egyg, referencia pontbak, silyt, egyps pontbanZ, silyt és végiil egys,
pontbanw sulyt. A mechanikai rendszer sulypontja:

szh-ﬁ1+Yh'l32+Zh'ﬁ3+W'ﬁ4
Xn+ Yn+Zn+W ’

Vezessik be az 6sszsuly fogalmdt a X, + Yh + Zn, + w egyenlettel. Definicidszerlien az
[Xh, Yh, Zn, h] négyest a sulyporitomogén koordinatainakhevezzik.
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A homogén és a Descartes-koordinatak kozotti 6sszefugdgtitbsahoz a két koor-
dinatarendszer viszonyat (a Descartes-koordinatarentiszisvektorainak, origjanak és
a homogén koordinatarendszer referencia pontjainak kégiés) régziteni kell. Tegyuk fel
példaul, hogy a referencia pontok a Descartes-koordiedatezer (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)
és (0,0,0) pontjaiban vannak. A mechanikai rendszerinjpsatja (ha eh 6sszsuly nem
zérus) a Descartes-koordinatarendszerben:

r*[Xh,Yh,Zh,h]=%-(Xh-(1,0,0)+Yh-(0,1,0)+Zh-(0,0,1)+w-(O,O,O))=(Xh Y Z“).

h’>h’h
Tehat az Ky, Yh, Zn, h] homogén koordinaték és ax, §, z) Descartes-koordinatak kozotti
Osszefliggés(# 0):
— ﬁ - ﬁ - é 15.17)
x—h, y—h, z—h. (15.
A projektiv tér egyeneseineés szakaszainak homogén koordinatas egyenletét akar a
négydimenzids térbe agyazott projektiv tér modell felhakrsaval, akar a sulypont analé-

gia alapjan is megkaphatjuk:

Xp() = XE-(A-t)+X2-t,
Ya®) = YE-(1-0)+Y2-t,
Z) = Zt-(1-t9+22-t, (15.18)
hth = ht-(1-t)+h®-t.

Ha't értékét a [01] intervallumra korlatozzuk, a két pont altal kijelgtojektiv szakasz
egyenletéhez jutunk.

A projektiv sikegyenletének felirasahoz induljunk ki az euklideszi tkjasiak (15.1)
egyenletébl. A sik pontjainak Descartes-koordinatai kielégitik az

Ne-X+Ny-y+n,-z+d=0

implicit egyenletet. A 15.17) egyenletben szergpDescartes és homogén koordinatak ko-
z06tti 6sszefliggést behelyettesitve az egyenletbe toaablaz euklideszi sik pontjait irjuk
le:

nx~%+ny-%+nz~%+d=0.
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét olddatal, majd ah = 0 koordinataju, az egyenletet
kielégith pontokat is adjuk sikhoz. Ezzel az euklideszi sik ponkji@igészitettiik az idealis
pontokkal, azaz a projektiv sikhoz jutottunk. A projektik sgyenlete tehat egy homogén
lineéris egyenlet:

nX-Xh+ny~Yh+nz-Zh+d-h=0, (15.19)
vagy matrixos alakban:
Ny
X, Yo Zn, P | | =0. (15.20)
Z
d

Figyeljuk meg, hogy a tér pontjait négyelemi sorvektoaikk sikjait pedig négyelemi
oszlopvektorokkal irhatjuk le. Mind a pontok négyesei, dyredig a sikok négyesei homo-
gén tulajdonsaguak, azaz skalarral szabadon szorozhadtif hogy a homogén linearis
egyenlet megoldasai valtoznanak.
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15.5.2. Homogén linedris transzformdciék

Azokat a leképzéseket, ahol a képpont homogén koordiraatargypont homogén koordi-
natainak és egy allandé>44-esT transzformaciés matrixnak a szorzataként irhatjuk fel,
homogén linearis transzformaciéknakevezzik:

[Xi, Y. Z0, '] = [Xn, Y, Zn, 1] - T . (15.21)
15.12. tétel A homogén linearis transzformaciok pontot pontba viszriek a

Bizonyitas. A transzformécio egy targypontjat homogén koordinatakbaXy, Yy, Zp, h]
alakban adhatjuk meg, ahaltetsdleges, nem zérus konstans. Ez&kd négyesekil a
transzformacid - [X{, Y], Z, h'] = A-[Xn, Yn, Zn, h] - T alakd négyeseket hoz létre, amelyek
ugyanazon négyekszorosai, igy az eredmény egyetlen pont homogén kooEdizdlja.m

Figyeljik meg, hogy a homogén tulajdonsag miatt a homogealis transzformaciok
csak egy skalarral val6 szorzas erejéig meghatarozottak gtranszformacio nem valtozik,
ha aT matrix minden elemét ugyanazzal a nem zérus skalarral zzoko

15.13. tétel Az invertalhaté homogén linearis transzformaciok egyeeggenesbe visznek
at.

Bizonyitas.Induljunk ki a targyegyenes paraméteres egyentdiéb
[Xa(®). Ya(®). Za(®). h(O)] = [XE. YE ZE R - (=) + DA YR Z2 W] -1, t=(~o0,00),
és allitsuk & a képalakzatot a targyalakzat pontjainak egyenkéntsafanmalasaval:
[X5(1), Ya(t), Zo (1), b ()] = [Xn(t), Yn(t), Zn(t), h(D)] - T
=[XEYEZE T (-t + X2 Y2, 250 - T -t
= DGz T (-0 + DG YR ZY T -t

ahol [XY, YY', ZY h'] az [XL Y2, ZL, h'] pont, [XZ', Y?',ZZ', h?] pedig az K2, Y2,Z2,h?]
pont transzformaltja. A transzformécio invertalhatosagatt a két pont kilonbdz A
transzformalt alakzat egyenlete éppen egy egyenes edgenlaely a két transzformalt
pontra illeszkedik. ]

Megjegyezziik, hogy ha nem kotottiik volna ki a transzformémiertalhatosagat, ak-
kor el6fordulhatott volna, hogy a két tartopont képe ugyanaz dleone, igy az egyenesb
a transzformacio kovetkeztében egyetlen pont keletkezik.

Ha at paramétert a [QL] tartomanyra korlatozzuk, akkor a projektiv szakasz atgre
tét kapjuk, igy kimondhatjuk, hogy a homogén lineéris tedmsnacio projektiv szakaszt
projektiv szakaszba visz at6Saltalanosan is igaz, hogy a homogén lineéris transzforma
ciok konvex-kombinaciokat konvex-kombinaciokba viszréekigy példaul haromsz6gb
haromszdg keletkezik.

Ezzel a tétellel azonban nagyon évatosan kell bannunk akkaz euklideszi geomet-
ria szakaszairdl és haromszod@eibeszélink. Vegytink egy szakaszt. Ha a két végpont
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koordinataja eltér eldjelll, a pontokat dsszekbprojektiv szakasz tartalmazza az idedlis
pontot is. Az ilyen szakasz intuitive két félegyen@sts a félegyenesek ,végét” 0sszekap-
csol6 idealis pontbdl all, azaz a szokasos euklideszi szalkgalmunk kifordult valtozata.
El6fordulhat, hogy a transzformacié targyszakaszaban aorégk azonos éjelih koordi-
néatakkal rendelkeznek, azaz a projektiv szakasz megieklidideszi geometria szakasz-
fogalmanak, a transzformacio képszakaszanak végpaoatiaiiszont eh koordinatak mar
elté6 eljelliek lesznek. igy szemléletesen a transzformacidgdifia a szakaszunkat.

15.14. tétel Az invertalhaté homogén linearis transzforméaciok sikikbaivisznek at.

Bizonyitas.Az [Xn, Yh, Zn, h] = [X[. Y{. Z;, '] - T-1 pontok — azaz azq{.Y;.Z . h'] transz-
formalt pontokdsképei — egy sikon vannak, ezért kielégitik az eredetigiketét:

Ny Ny
Do Yo Zooi-| ™ | = DG V20T | ™ [0

Z

d d

A matrixszorzas asszociativitasa miatt a transzformaitgokielégitik az

n

n/

n | =0
z

d/

[X,, Yy, Z,h-

egyenletet, amely ugyancsak egy sik egyenlete, ahol

ny Nx
/

L =N LY
/

nZ nz

d d

Ezt az 6sszefuggést felhnasznalhatjuk a transzformaltwikalvektordnak szamitdsahaz.

A homogén lineéris transzforméciok fontos specialis eset@ffin transzformaciok,
amelyekben a képpont Descartes-koordinatai a targypostddees-koordinatainak linearis
fuggvényei:

[X,’ )/, Z,] = [X’ Y, Z] A+ [pX’ pY’ pZ] s (1522)

ahol a kulonallop vektor az eltolasért felék, azA pedig egy 3x 3-as matrix, amely a

forgatést, a skalazast, a tukrozést sifit ezek tetsazleges kombinéacidjat is kifejezheti. Pél-
daul az origon atmen iy, ty, t;), (I(tx. ty, t;)| = 1) iranyu tengely kérub széggel forgatd

transzformécidban

(1-t2) cose + t2 tyty(1 — cOSp) +t,SiNg  tut,(1 — cose) — tysing
A =| tyty(1-cosp) —t;sing (1-tf)cosp + 15 tyt,(1 — cosp) + tySing | .
ttx(1 - cosg) + tysing  tty(1— cosg) — tysing (1-t2) cose + t2

Ez az 6sszefuggddodrigues-képlehéven ismeretes.
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Az affin transzformaciok nem vezetnek ki az euklideszi®rés parhuzamos egyene-
seket parhuzamos egyenesekbe visznek atfilkzteanszformaciok egyben homogén line-
aris transzformaciok, hiszen 45.22 egyenlet egy 4 4-es matrixmUvelettel is leirhato,
miutan a Descartes-koordinatakrél attériink homogén koatékra a negyedik homogén
koordinatat 1-nek valasztva:

Ain A Az O

/ Aor A A O
Y.Z 1] =[xy.z1]- =[xy,z1]-T. 15.23
X.y.Z. 1 =[xzl | A" A, Ay o |ZXY-21 (15.23)

Px Py Pz 1

Az affin transzformaciok korén belil tovabbi specidlis eset als@gparto transzforma-
cio, amelyetegybevagdsagi transzformacidénaleveziink. Az egybevagésagi transzforma-
ciok egyben szbgtartdak is.

15.15. tétel Az egybevagdsagi transzformaciokbanfaanatrix sorai egységvektorok és
egymasra merbélegesek.

Bizonyitas. Induljunk ki az egybevagosagi transzformaciok szdg- éslsagtarto tulaj-
donsagabdl, és alkalmazzuk ezt arra az esetre, amikor égmenigét és a bazisvekto-
rokat transzformaljuk. Az origobdl a transzformacio .y, p,) pontot éallitjia eb, az
(1,0,0), (0,1,0) és (Q0,1) pontokbdl pedig rendre az\{1 + px, A2 + Py, Az + P,
(A21+ Pxo Ao+ Py, Aoz + Pz) €S a1+ Px. Asz+ Py, Agz+ P) pontokat. A tavolsagtartas miatt
transzformalt pontok és az Uj origé tavolsaga tovabbraységnyi, azayAs1, Ao, Assl = 1,

|A21, Aoo, Aozl = 1 €S|Ag1, Asp, Assl = 1. Masrészt, a szdgtartas miatt a bazisvektorok transz-
formaltjai, az @11, A1z, A13), (Ao1, Aoo, Azz) €S (Az1, Az, Ags) vektorok egymasra mélege-
sek. ]

Gyakorlatok

15.5-1. A Descartes-koordinatarendszer, mint algebrai alap $zin@asaval igazoljuk az
euklideszi geometria axiémait, példaul, hogy két pontna egyenes illeszkedik, és hogy
két kulénbod egyenes legfeljebb egyetlen pontban metszi egymast.

15.5-2. A homogén koordinatak, mint algebrai alap felhasznaldsgsaoljuk a projektiv
geometria egy axiomajat, miszerint két kilonb&gyenes mindig egy pontban metszi egy-
mast.

15.5-3. Bizonyitsuk be a sulypont analdgia alapjan, hogy a homagéallis transzforma-
ciok egy haromdimenzids szakaszt szakaszba visznek at.

15.5-4. Hogyan véltoztatja meg egyfm transzformacio egy test térfogatat?

15.5-5. irfjuk fel a g vektorral eltol6 transzformacio matrixat.

15.5-6. Igazoljuk a Rodrigues-képletet.

15.5-7. Egy f(F) > 0 egyenbtlenséggel leirt test sebességgel egyenletesen mozog. irjuk
fel a test pontjait leiré egyedilenséget aidépillanatban.

15.5-8. Igazoljuk, hogy ha aAA matrix sorai egymasra méeges egységvektorok, akkor
az dfin transzformacio egyben egybevagoésagi transzformadifutassuk meg, hogy ilyen
matrixokraA=! = AT,

15.5-9. irjuk fel azon homogén lineéris transzformacio matrixaiedy a teret kozéppont-

tal azi normalvektoriry helyvektorud sikra vetiti.
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szem

virtudlis vilag

15.30. abra.Képszintézis sugarkovetéssel. Az dbra szines valtozat2.aoRlalon lathato.

15.5-10. Mutassuk meg, hogy 5 targypont-képpont par egyértelméenasit egy homo-
gén lineéris transzforméciot, ha az 5 pont koziil semelydyreincs egy sikon.

15.6. Megijelenités sugdarkévetéssel

A virtudlis vilag lefényképezéséhez azt kell meghataroknhogy a virtualis megfigyél

a kulonbod iranyokban milyen fellleti pontokat lat. A lehetségesy@kat egy téglalap
alaku ablakkal jel6lhetjiik ki, amelyet a képet@yixeleinek megfelden egy négyzetracsra
bontunk fel. Az ablak a képerdyképviseli a virtualis vilagbarl6.30Q abra). Mivel a kép-
ernyd pixeleit csak egyetlen szinnel lehet kitolteni, elegeadnégyzetracs négyzeteinek
egy-egy pontjaban (célszerlien a pixel kbézéppontoknaKetedd pontokban) vizsgalnunk
a lathato feluletet.

A szempoziciobdl egy iranyban az a felulet lathaté, amelystempoziciobol az adott
irAnyban induld félegyenes —saigar— a szempoziciohoz a legkdzelebb metsz. A sugar és
a felllletek legktzelebbi metszéspontjanak kiszamigsgbrkdvetésnekevezzik.

A sugarkdvetés nem csak a lathatdsag eldontésénél kapstzdiaarnyékotkivanunk
szamitani, azaz arra vagyunk kivancsiak, hogy a fellleggkp®ntot mely fényforrasok
elél takarnak el, akkor a pontbdl a fényforrasok iranyaba nggak sugarakat kildiink és
eldontjik, hogy ezek a sugarak metszenek-e valamilyeiefelimiebtt elérnék a fényfor-
rasokat. A sugarkovetés szerepet kap a virtudlis vilagkoljeai kdzottiutkozések felis-
merésénéls, ugyanis egy egyenes vonall egyenletes mozgastvyemt azzal a felulettel
Utkodzik, amelyet a pont palyajat leiré sugabstor metsz.

A sugarat a kdvetkéregyenlettel adjuk meg:

ray(t) = §+9-t,  (t>0), (15.24)

aholsa kezdpont helyvektoray a sugar irdnya, asugarparamétepedig a kez8ponttol
valo tavolsagot jellemzi. A tovabbiakban azzal a felt&tégsel élink, hogyegységvektor,
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mert ekkort a tényleges tavolsagot jelenti, egyébként csak aranyommltavolsaggal
Hat negativ, akkor a pont a szem magott helyezkedik el, igy néemjenetszéspontot a
félegyenessel (nem lathato). A legkdzelebbi metszéspegkaresése a legkisebb, pozitiv
sugarparaméter(i metszéspobgdiitasat jelenti. A legkdzelebbi metszéspobédiitasahoz
elvileg minden felllettel meg kell kisérelni a sugér és alétimetszéspontjanakélllitasat,
€s a ténylegesen lé@anetszéspontok kozil a legkozelebbit kell kivalasztagy Eugar
legkdzelebbi metszéspontjanak szamitasahoz a kévegtgaritmus alkalmazhaté:

SUGAR-ELSG-METSZESPONT(S, V)

1t tmax > Inicializalas a tér legnagyobb méretére.
2 for mindeno objektumra
3 do ty «SUGAR-FELULET-METSZESPONT(S, V) > Negativ, ha nincs metszéspont.
4 if0<t,<t > Az () metszéspont kdzelebbi-e?
5 thent « t, > A legkdzelebbi metszés sugarparamétere.
6 Ometszetti— O > A legktzelebb metszett objektum.
7 if t < tmaxthen > Volt egyaltalan metszéspont?
8 thenX« §+V-t > A metszéspont helye a sugar egyenlétéb
9 return t, X, Ometszett

10 else return, nincs metszéspont” > Nincs metszéspont.

Az algoritmus a sugarat kapja bemeneti paraméterél, Bs@mzoban a metszéspont
helyét, adnmetszetvaltozoban pedig a metszett objektumot adja meg. A harmaskkaadott
érték a metszésponthoz tartoz6 sugarparaméter. Az afgmiaz objektumonkéntivSAr-
FELULET-METSZESPONT €ljarast hasznalja fel, amely az adott objektum és a sugézeéspont-
jahoz tartoz6 sugarparamétert szamitja ki, illetve negatiekkel jelzi, ha a metszéspont
nem létezne. A &AR-FELULET-METszESPONT algoritmust objektumtipusonként kilén-kilén
kell megvaldsitani.

15.6.1. Sugdr-felillet metszéspont szamités

A sugar-felulet metszéspont megkeresése lényegében ggnlegmegoldasat jelenti. A
metszéspont a sugar és a vizsgalt felllet kozos része, agktaphatunk, ha a sugar egyen-
letét behelyettesitjiik a fellilet egyenletébe, és a ketétkgyenletet megoldjuk az ismeret-
len sugarparaméterre.

Implicit egyenlet( fellletek metszése
Az f(F) = 0 implicit egyenleti fellleteknél ai(S+ V - t) = 0 skalar egyenletet kell megol-
dani.

Tekintslik példaként a gémbot, ellipszist, hengert, kipataboloidot stb. magaban
foglald masodrendd fellleteksaladjat, amelyek implicit egyenlete egy kvadratikugledd

4Az iitkozésfelismerésnél ezzel szembaimem egységvektor, hanem a mozgé pont sebességvektorakkert
at sugarparaméter az utkdzeés idejét fejezi ki.
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adhat6 meg:

X
y | _
[X9y9211]'Q' Z _09
1
aholQ egy 4x 4-es matrix. A sugar egyenletét a felllet egyenletébe kielsitve, az
Sy + Vy - t
. . 1.0 YW t|_
[sx+Vx-ts+V-t,s,+Vv,-1,1]-Q S + vt =0,
1

egyenletet kapjuk, amit atrendezve egy masodfokl egyedgtitunk:
2.(v-Q-v)+t-(5Q-v +v-Q-s") +(s:Q-s") =0,

aholv = [vy, W, V,,0] éss = [s,, s, S;, 1].

A masodfokl egyenlet megoldoképletével a gydkoket megkigphty amelyek kdzul
most csak a pozitiv, valos gyokok értelmesek. Ha két ilyedkgg volna, akkor a kisebb
felel meg a legkdzelebbi metszéspontnak.

Paraméteres fellletek metszése
Az © = F(u,v) paraméteres felllet és a sugar metszéspontjat gy kétdsheeg, hogy
elészor az ismeretlen, v, t paraméterekre megoldjuk az

r(u,v)=8S+t-v

haromvaltozés, nemlinearis egyenletrendszert, majddgiieziik, hogy a kapottpozitiv-e,
és azu, v paraméterek valdoban a megengedett paramétertartom&ejdimin vannak-e.

A nemlinearis egyenletrendszer gyokeit altalaban nurmenkddszerekkel allithatjuk
elé, vagy a feluleteket haromszodghaldval kozelitjik, majd @bbaljuk meg a sugarral
elmetszeni. Ha sikerlil metszéspontot talalni, az eredinémy lehet pontositani, hogy a
metszéspont kdrnyezetének megf@lparamétertartomanyban egy finomabb tesszellaciot
készitunk, és a metszéspontszamitast Ujra elvégezzik.

Haromszog metszése

A haromszogekmetszéséhez @zor eballitjuk a sugar és ad, b ésc cstcsU haromszog
sikjanak metszéspontjat, majd elddntjiik, hogy a metsrdsploaromszdgon beliil van-e. A
haromszdg sikjanak normalvektata= (6 — 8) x (G- &), egy helyvektora pedig, tehat a
sik P pontjai kielégitik a kovetkezegyenletet:

A-(F-d)=0. (15.25)

A sugar és a sik kdzds pontjat megkaphatjuk, ha a sugar egge(d5.24 egyenlet)
behelyettesitjiik a sik egyenletéb&F(25 egyenlet), majd a keletkézgyenletet megold-
juk az ismeretlert paraméterre. Ha a kapdtt érték pozitiv, akkor visszahelyettesitjik a
sugér egyenletébe, ha viszont negativ, akkor a metszéapugar kezdpontja mogott he-
lyezkedik el, igy nem érvényes. A sik metszése utan azt kefiégizniink, hogy a kapots
pont vajon a haromszdgon kivil vagy belll helyezkedik-é&dhrtalmazas eldontéséhez a
15.4.1 pont algoritmusat hasznalhatjuk fel.
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AABB metszése
Egy AABB egy koordinatasikokkal parhuzamos oldall tégiatamelynek fellletét 6 tég-
lalapra, illetve 12 haromszdégre bonthatjuk fel, igy a méséz az éiz6 pont algoritmusaira
vezethetjik vissza. Az altalanos sik-sugar metszés helyenban [ényegesen hatékonyabb
megoldashoz juthatunk, ha felismerjik, hogy ebben a sleigetben a szamitasok a ha-
rom koordinatara kilon-kilon végezb&tel. Egy AABB ugyanis aZmin < X < Xmaxegyen-
[6tlenséggel definidlk-réteg, azymin < Y < Ymax €gyenbtlenséggel definidly-réteg, és a
Zmin < Z < Zmax €gyenbtlenséggel definidlt-réteg metszete. Tekintsiik példaubaréteget,
amellyel a metszés sugarparaméterei:

1 Xmin— S 2 Xmax— Sx

t = , =T

Vx Vx

A két paraméter kozil a kisebbik a rétegbe todtbrlépést, a masik pedig a kilépést azono-
sitja. Jeléljuk a belépés sugarparamétéférel, a kilépéséti-vel. A sugar tehat a'fe, t<]
tartomanyban tartozkodik aezréteg belsejében. Ugyanezt a szamitastész-rétegre is el-
végezve harom intervallumot kapunk. A sugar az intervatlimetszetében lesz az AABB
belsejében. Ha a metszétparamétere negativ, akkor az AABB a szempozicié mégott van,
igy nincs metszéspont. Ha csal@negativ, akkor a sugar a doboz belséjéhdul, a met-
széspont pedig &' értéknél kdvetkezik be. Végiil HE is pozitiv, akkor a sugar kivii
hatol a dobozba, mégpedid®s értéknél.

A felesleges metszéspontok szamat a Cohen-— Sutherlan@sgxalg6 algoritmus
(15.4.3pont) alkalmazasaval csékkenthetjik, amelyhéssdr a sugar félegyenesét egy
szakasszal valtjuk fel. A szakasz egyik pontja a sugardadtja. A masik pontot pedig a
sugaregyenletnek a maximalis sugarparaménedletti értéke adja.

15.6.2. A metszéspontszdmitds gyorsitdsi lehetéségei

Egy naiv sugarkovét algoritmus egy sugarat minden objektummal &sszevet, déni)
hogy van-e koztiik metszéspont. Neobjektum van a térben, a futds®(N) mind atla-
gos, mind pedig legrosszabb esetben. A sugarkovetésngaggyancsak linearis.

A médszer jelertisen gyorsithaté lenne, ha az objektumok egy részére kalpasiy
tudnank mondani, hogy az adott sugar biztosan nem mets#kedtimert példaul azok a
sugar kezdpontja mogott, vagy nem a sugar iranyaban helyezkednekletye miutan
talalunk egy metszéspontot, akkor ki tudnank zarni az dbjakk egy masik korét azzal,
hogy ha a sugar metszidket, akkor azok biztosan ezen metszéspont mogott leskyek.
dontésekhez ismerniink kell az objektumteret. A megisrhezegy ebfeldolgozasi fazis
szlikséges, amelyben a metszéspontszamitas gyorsitgzékeéges adatstruktirat épitjik
fel. Az eléfeldolgozasnak természetesen ara van, amely akkor té&l ha utana nagyon
sok sugarat kell kdvetniink.

Befoglal6 keretek

A legegyszeriibb gyorsitasi moédszebefoglald keretalkalmazasa. A befoglalo keret egy
egyszer(l geometriaju objektum, tipikusan gémb vagy AABBgely egy-egy bonyolultabb
objektumot teljes egészében tartalmaz. A sugarkovetém sefiszor a befoglalé keretet
probaljuk a sugérral elmetszeni. Ha nincs metszéspongrakilvan a befoglalt objek-

Stmax = a kameraval egyiitt érteficszintér atméije.
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15.31. abra.Az objektumtér szabalyos felosztasa. A sugarnak a racsdgy@dinatasikjaival képzett metszés-
pontjai mindigcy/vx,Cy/Vy, illetve c;/v, tavolsagra vannak.

tummal sem lehet metszéspont, igy a bonyolultabb szamitgtakarithatjuk. A befoglalo
keretet ugy kell kivalasztani, hogy a sugarral alkotottsméspontja kdnnyen kiszamithatd
legyen, és kelien szorosan kérbe 6Olelje az objektumot.

A naiv sugarkdvetés az objektumok szamaval linearisankvdvielbt igényel. A befog-
lalé keretek alkalmazéasa utan az algoritmus tovabbraésiis. A lineéris tag egyttthatdja
viszont varhat6an kisebb.

A befoglal6 keretek azonban hierarchikus rendszerbe rsazkebk, azaz a kisebb ke-
retek magasabb szinteken nagyobb keretekbe foghatok. d9dzer a sugarkovetés soran
a befoglal6 keretek altal definialt hierarchiat jarjuk bmj azublinearis futasi idejl algorit-
musokhoz vezethet.

Az objektumtér szabalyos felosztasa

Tegylink az objektumtérre egy szabalyog €y, ;) cellaméret(, a koordinatatengelyekkel
parhuzamos oldall racsdif.31 abra), amit a teljes objektumteret befoglalé AABB felosz-
tasaval kapunk.

Az el6feldolgozéas soran minden cellara hatarozzuk meg a celli#hd, vagy a cel-
laba l6g6 objektumokat. Ehhez az egyes alakzat-cella par#t kell megvizsgalni, hogy
a cella téglatestének és az alakzatnak van-e k6z0s részesgalatot megoldhatjuk egy
vagasi algoritmusl(5.4.3 pont) futtatdsaval is, vagy pedig egyszerlien Ugy, hdgy@iiz-
zUk, hogy az alakzat koordinatatengelyekkel parhuzandes @wbefoglalé téglatestének és
a cellanak van-e k6zos része. Ez az egyszerli modszer katizeazaz akkor is belégénak
mindsithet egy alakzatot, ha maga nem, csak a befoglal6é dolawabahcellaba. Ez persze
a sugéarkovetésnél nem okoz hibat, legfeljebb feleslegészém kisérleteket.
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SzABALYOS-RACS-FELEPITES()

1 szamitsuk ki a racs minimalis sarkéi(n, Ymin, Zmin) €s cella meéreteit, ¢y, ¢,)
2 for mindenc cellara
do c cella objektumlistaja— Ures
for mindeno objektumra > A cellaba 16g6 objektumok regisztralasa.
do if accella és ao objektum AABB-je egymasba log
then ac cella objektumlistajahoz hozzaadjuk@aobjektumot

[e20&) RSN b}

A sugarkovetés fazisaban a sugér altal metszett cellakedronttol valo tavolsaguk
sorrendjében latogatjuk meg. Egy cellanal csak azon almjeékat kell tesztelni, amelyek-
nek van kozos része az adott cellaval, azaz, amelyekebéadalgozas soran a cellaban
regisztraltunk. Masrészt, ha egy cellaban az 6sszes itlzéaobjektum tesztelése utan
megtalaljuk a legktzelebbi metszéspontot, be is fejeitketjsugar kdvetését, mert a tobbi
celldban esetlegesendédrdulé metszéspont biztosan a megtalalt metszéspomagott
van. A cellaba 16g6 objektumok metszése utan azt is @tieni kell, hogy a metszéspont
is a celldban van-e, mert csak ilyen metszéspontokra fedgiik ki, hogy a tovabbi celldk
metszéspontjait medatik. Eléfordulhat, hogy egy objektummal egy Kdxbi cellaban Gjbol
taladlkozunk. Sugar-felllet metszéseket takarithatungy,ha a korabbi szamitasokrél nem
feledkezlink meg, hanem a vizsgalt objektumokhoz hozzéigida korabbi metszéssza-
mitas eredményét.

Amig nincs metszéspont, a sugar altal metszett cellakoryiimégvégig. Az el§ cella
X,Y,Z indexei a sugas kezddpontjabdl, az objektumokat befoglald racgif, Ymins Zmin)
sarokpontjabol és a cellaky c,, c;) méreteildl szamithatok ki:

SzABALYOS-RACS-TARTALMAZO-CELLA(S)

1 X « EGESZRESZ((Sx — Xmin)/Cx)
2 Y « EcEszRESZ((Sy — Ymin)/Cy)
3 Z « EciszrEsz((S; — Zmin)/C2)
4 return X, Y,Z

Ez az algoritmus feltételezi, hogy a sugar k&zdntja is a racs altal lefedett tartomany-
ban van. Ha ez a feltétel nem allna fenn, akkor ki kell szaméaugar és a racsot befoglalo
doboz metszéspontjat, és oda athelyezni a sugadkerdat.

A koordinatankeéntity, ty, t, sugarparameterek kezdeti értéke a koordinatasikokkal
képzett el metszéspont lesz, melynek koordinatait asSryos-RACS-SUGARPARAMETER-
KEZDETI-ERTEK algoritmus hatarozza meg.

A cellasorozat kdvetkézcellaja egy3D szakaszrajzol6 algoritmus (3DDDA algorit-
mus) segitségével allithatd &l Az algoritmus arra a felismerésre épit, hogyxa@s ha-
sonléképpen ay és az) tengelyre mefleges sikok és a sugar metszéspontjaira érvényes
sugarparaméterek mindag/vx tavolsagra /vy, illetve c,/v, tavolsagra) vannak egymas-
tol, tehat a kdvetkez metszésponthoz tartozé sugarparaméter egyetlen tassehdza-
mithat6 (15.31 abra). Azx, y ész sikokkal keletkeé metszéspontot &, t, ést, globalis
sugarparaméter valtozokban tartjuk nyilvan, amelyekeidigi ugyanazzal az értékkel no-
vellink. A harom sugarparaméterérték kozul mindig az jédicdi tényleges kovetkéecella
metszéspontot, amelyik a legkisebb.
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SzABALYOS-RACS-SUGARPARAMETER-KEZDETI-ERTEK (S, V, X, Y, Z)

1 ifvw>0
thenty « (Xmin + (X + 1) - Cx — Sx)/Vx
else ifvy < 0
then ty < (Xmin + X - Cx = Sx)/Vx
else ty « tmax > A legnagyobb tavolsag.

2
3
4
5
6 if >0
7 then ty « (Ymin+ (Y +1)- Cy — Sy)/Vy
8 elseifwy <0
9 thenty « (Ymin+ Y- ¢y — §)/Vy
10 else ty — tmax
11 ifv,>0
12 then t, « (Zmin+(Z+1)-C;—S)/V;
13 elseifv, <0
14 thent, « (zmin+Z-C;~ $)/V2
15 else t; « tmax
16 return ty,ty,t,

A kovetked cellaX, Y, Z indexeit eballit6 és &, ty, t, sugarparamétereket karbantarto
eljaras:

SzABALYOS-RACS-KOVETKEZO-CELLA(X, Y, Z, ty, ty, t;)

1 if ty = min(ty, ty, t;) > A kdvetked metszés ax tengelyre meileges sikon.
2 then X « X + sgnf) > A sgn(x) az ebjel (signum) fiiggvény.
3 ty « tx + Cx/IV«

4 else ifty = min(ty, ty, t;) > A kdvetked metszés ay tengelyre mefleges sikon.
5 thenY « Y + sgnfy)

6 ty « ty + /|yl

7 elseift, = min(ty, ty, t,) > A kdvetkedd metszés atengelyre meileges sikon.
8 thenZ « Z + sgnf,)

9 t; & t; + C;/ |V

A kovetkedkben egy teljes sugarkovetési algoritmust mutatunk behaaw ebfel-
dolgozas soran édllitott szabalyos racs adatstruktdra felhasznalasgygdtlen sugarra
megkeresi a legkozelebbi sugar-felilet metszéspontobdkdinatankénti sugarparaméte-
rek minimuma, ay; valtozé hatarozza meg, hogy a cellaban mekkora tavolsabet tneg
a sugar. Ezt a paramétert hasznaljuk annak eldontéséngahmmilaban regisztralt objektu-
mok metszéspontja valéban a cellaban kovetkezett-e be.

SUGAR-ELSG-METSZESPONT-SZABALYOS-RACCSAL(S, V)

1 (X,Y,Z) < SzABALYOS-RACS-TARTALMAZO-CELLA(S)
2 (ty,ty, t;) < SzABALYOS-RACS-SUGARPARAMETER-KEZDETI-ERTEK (S V, X, Y, Z)
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3 while X, Y, Z a racs belsejében van

4 do ty <« min(ty, ty, t;) > A cellabdl itt Iéplnk Ki.

5 t— ty > Inicializalas: még nincs metszéspont.

6 for az (X, Y, Z) cellaban regisztrath objektumokra

7 do t, «SuGAR-FELULET-METSZES(S, V, O) > Negativ, ha nincs.

8 if0<t,<t > Az () metszéspont kdzelebbi-e?

9 thent « t, > A legktzelebbi metszés sugarparamétere.
10 Ometszetti— O > A legktzelebb metszett objektum.
11 if <ty > VoIt metszéspont a celldban?
12 thenX « S+ V-t > A metszéspont helye a sugar egyenlétéb
13 return t, X, Ometszett > Nem kell tovabblépni.
14 S ABALYOS-RACS-KOVETKEZO-CELLA(X, Y, Z, ty, ty, ) > 3DDDA.

15 return ,nincs metszéspont”

A szabalyos felosztasi algoritmus id és tarbonyolultsaga
A szabdlyos felosztasi algoritmusétldolgozasi [épése minden cellat minden objektum-
mal 6sszevet, igil objektumra é€ cellara a futasi idej®(N-C). A gyakorlatban a feloszté
racs felbontasat gy valasztjuk meg, h@granyos legyeiN-nel, mert ekkor az egy cellaba
ed objektumok varhaté szama nem fligg az objektumok szamBieh felosztas mellett
az ebfeldolgozési id négyzetes, aza@(N?)-es. Az objektumok érendezésével megta-
karithatjuk az 6sszes cella-objektum par vizsgalatathielekisebb a jeledsége, hiszen
altalaban nem az éleldolgozas, hanem a sugarkévetés ideje kritikus. Mivebaosszabb
esetben minden objektum minden cellaba beloghat, a tariggyancsalO(N?)-es.

A sugarkovetés ideje a kovetkeegyenlettel fejezhétki:

T=To+N T +Ns-Ts, (15.26)

aholT, a sugar kezdipontjat tartalmaz6 cella azonositasahoz szilksé@eslich legkdze-
lebbi metszéspont megtalalasaig végrehajtott metszasiletek szamd,, egyetlen sugar—
felllet metszéspontszamitas idely a meglatogatott celldk szamag pedig kovetked
cellara lépéshez sziikségeé.id

Az els5 cella azonositasahoz a sugar kKgzohtjanak koordinatait a cellaméretekkel kell
osztani, amibl egészre kerekités utan megkapjuk a cella sorszamat mt@ngely mentén.
Ez a Iépés nyilvan konstansétligényel. Egyetlen sugar—felllet metszés ugyancsak-kons
tans idejd. A kovetkeZ cellara 1épés a 3DDDA algoritmusnak koszoidieetismét allandé
id6t vesz igénybe. Az algoritmus bonyolultsagat igy a metsdsérletek és a meglatogatott
cellak szama hatarozza meg.

Egy szerencsétlen elrendezésbeif@idulhat, hogy egy cellaba az 6sszes objektum
beleldg, igy a cellaba |&psugarral az ésszes objektumot meg kell prébalni elmeitsizgn
O(N) metszéspont szamitasra van sziikség, minek kovetkezébkes algoritmus linearis
idébonyolultsagu.

Eszerint a szabalyos felosztas négyzetéfe@lolgozas és tarigény utan is ugyanugy
linearis futasi idejli, mint a naiv megoldas. A val6sagbeordan mégis érdemes hasznalni,
mert a legrosszabb esetek nagyon ritkan fordulnék &trél van szé, hogy a klasszikus,
legrosszabb esetre vonatkoztatott bonyolultsagelentizaisratlan a naiv sugarkdvetés és a
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szabdlyos felosztasi modszer 6sszehasonlitasara. Alelégisszehasonlitashoz az algorit-
mus valészinliségi elemzése szikséges, amelyhez aiginiiag valészinliségi modelljét
kell megalkotnunk.

A virtudlis vilag valoszinliségi modellje
A valdszinlségi modell feléllitdsahoz a lehetséges obfekonfiguraciok valdszinliségeit
kell megadnunk. A modell nem lehet tdlsagosan bonyolusizém ekkor a szamitasiéd
varhaté értékét nem tudnank kiszamitani. Egy lehetségpskorlati eseteket jol jellendez
modell az alabbiAz objektumok r sugard gdmbok, amelyek kdzéppontjai egfgseh osz-
lanak el a térben

A bonyolultsagelemzés az algoritmusok aszimptotikuslkesisét irja le egyre no-
vekvd objektumszamot feltételezve. Ha az egyre tdbb objektwpptvéges tartomanyban
tartanank, azok ébb-ut6bb teljesen kitoltenék a rendelkezésre allé t&eért a valészi-
nliségi elemzés soran feltételezziik, hogy a virtualigguitk altal elfoglalt tértartomany
az objektumok szamaval egyith,nmialatt az objektums(irliség allandé. Ez a valészin(-
ségszamitas egy jol ismert modszere, amely az egyenlesdadbol hataratmenettel egy
Poisson-pontfolyamatot hoz létre.

15.16. definici6 Egy N(A) Poisson-pontfolyamaa mintapontokat szamlalja meg a tér A
részhalmazaiban ugy, hogy

e N(A) egypV(A) paraméter(i Poisson-eloszlas, ahoégy pozitiv konstans, a folyamat
intenzitasa, VA) az A halmaz térfogata, igy annak valoszini{isége, hogy Aépmen-
tapontot tartalmaz

k
PrIN(A) = k) = (kaﬂ s

és egy VA) térfogatban talalhaté mintapontok szamanak varhat6 étak(A),

o Ay A,..., A, diszjunkt halmazokraaz(®;), N(A2), ..., N(An) valdszinliségi valtozék
fuggetlenek.

A Poisson-pontfolyamat alkalmazasaval a virtualis vilagpgszinliségi modelljét tgy pon-
tositjuk, hogy az sugart gémbok kdzéppontjait egyintenzitdsi Poisson-pontfolyamat
realizacidinak tekintjik.

A metszési kisérletek szamanak varhaté értéke

A 15.32 abran egy sugarat latunk, amely athalad a térfelbont&aeiktezet cellain. Azon
gobmboket kell sugar metszésnek alavetni, amelyek bel6galaknelyik, a sugar altal met-
szett cellaba. A bel6g6 gombok kdzéppontjainak halmjgtdit térneknevezziik.

A sugar-gémb metszési kisérlet csak abban az esetben Ikbetss ha a gdbmb ko-
zéppont a sugar korlhi sugart hengerben van. Ezt a hengedtszési térnekevezzik
(valéjaban a metszési térben a henger két végét egy-egyniélgarja le, de ezefit az
egyszerliség kedvéért eltekintiink).

A sugarkoved algoritmus a sugar altal metszett celldkat a sugar memfgmds utan
jarja be. Ha egy cella ires, ennél a cellanal nincs téeAdnem Ures cellahoz gombok
tartoznak, amelyekkel a metszési kisérletet el kell végéztovabbiakban feltesszik, hogy
a térparticional6 adatstruktura felbontasahoz képedvjgkimmok slirlisége alacsony, ezért
eltekintlink azoktél az esetdltt amikor egy cellaba tobb objektum is belégna.
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15.32. abra.A metszési tér és a jeldlt tér egypugarl gdmboket tartalmazé tér szabalyos felosztasamaéetdzési
tér egyr sugarl henger, melynek tengelye a sugar. A jeldlt tér olysugari gdmbok kézéppontjainak a halmaza,
amelyek belelégnak valamely, a sugar altal metszett cellab
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metszési tér

Az algoritmusnak meg kell kisérelnie a metszéspontszétitinden olyan gémbre,
amelynek kézéppontja a jeldlt térben van, de csak a metszésin 166 kdzépponttal ren-
delked gombok vezetnek sikerhez. A sikevaldszinlisége a nem Ures cellahoz kapcsol6do
metszési és jelolt terek sugarra idleges vetuleteinek a teriletaranya. Mivel a cellak mé-
rete azonos, a siker valdszinlisége alland6. Ha a metkeéétsaiz egyes celldkban figgetlen
valészin(iségi valtozénak tekinthetjik, akkor annak szlélisége, hogy az élsmasodik,
harmadik stb. nem iires cellaban talalurdszibr metszéspontot, rendsg1 - 9)s, (1 9)s
sth. A metszési kisérletek varhaté szama ezen eloszlaatéaéke:

1

ElND =3 (15.27)
Szabalyos felosztasnal a celldk allarmdélhosszisagu kockak, ezért ahhoz, hogy a gdmb
a cellaba logjon, a kdzéppontjanaka 2r élhosszusagu legombdélyitgitockaban” kell
lennie. Ha a sugar parhuzamos a kocka élével, a jel6lt téarsaignedleges vetiletének
teriiletec® + 4cr + r?z. A masik szél§ esetben, amikor a sugér a cella atlojaval parhuzamos,
ez ateriilety3c?+6c¢r +r2r. Mivel a metszési tér egy henger, amelynek a sugarréieges
vetiileter?zr, a metszési kisérlet sikerének valoszinlisége:

r’n r’n
— <S5 ————— .
V3c? + 6er + 2 2+ 4cr +r2n
A (15.27) egyenlet szerint, a metszési kisérletek varhaté szanmavekiszinliség reciproka:
1/c\2 4c 3/c\¢ 6¢C
—(—) +——+1sE[N.]s£(—) 12801 (15.28)
Tl nr mTo\r mr

Példaul, ha a cella élhossza és a gomba&imérgegyed (c = 2r), akkor
354<E[N]<703.
Ezt az eredményt azon feltételezés mellett kaptuk, hogypgktumok (gombok) szama a

végtelenhez tart. A varhaté metszési kisérletek szamantszZges, az objektumszamtél
fuggetlen és viszonylag kicsiny konstans.
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A cellalépések varhaté szama

A vérhat6 érték szamitasahoz a feltételes varhat6 érték tégjuk felhasznalni. Egy al-
kalmas feltétel a metszéspont helye, azaz a metszéspdealveit t* sugarparaméter. A
feltételes varhato érték tétel értelmében a cellalép8kekzamanak varhato értéke felir-
hat6 a metszés helyére vonatkoztatott feltételes varhgiknek a feltétel valészinliségével
sllyozott integraljaként:

00

EMNe] = [ EINsit = 1] (9 d.
0
ahol p a metszés* sugarparaméterének a valdszinliségsirlisége. Esetiiakinetszési
tér egy henger, amelynek térfogafart. Annak val6sziniisége, hogy a metszés egy adott
paraméternél korabban kovetkezik be, a Poisson-pontfaydefinicidja alapjan:

Prit' <t} =1-—e*’ ™
A val6szinliségeloszlasbol a siirliségfiiggvényt dérdeal kaphatjuk meg:
pe(t) = prm - et

A val6szinliségi modellben a szabalyos felosztasnal minaéac éli kocka, igy egy
t hosszU sugar altal metszett cellak sz&gpbls|t* = t] ~ t/c + 1 értékkel becsiilhét Ez
a becslés a koordinatatengelyek valamelyikével parhugaugarakra pontos (a becslési
hiba legfeljebb 1), egyéb esetekben a cellak szama ennetéanék legfeljebby3-szorosa
lehet. A becslést a cellalépések szamat kifgjeregralba helyettesitve:

r t 2 1
E[Ns] ~ (—+1)- P2 e P it = i1, 15.29
Nl ~ [ (g +1)-orn o (15.29)
0
Példaul, ha a cellaméret az objektummeérettel 0sszevethet 2r), és a celldban Ié&v

gombkdzéppontok varhatdé szama,Gakkor E Ns] ~ 14. Figyeljik meg, hogy a szabalyos
felosztas modszernél a cellalépések szama is konstans.

Varhat6 futasi id 6 és memaoriaigény
Megallapitottuk, hogy a metszési kisérletek és a cellalgjpé&zamanak varhato értéke
aszimptotikusan konstans, kdvetkezésképpen a szabalgsgast alkalmazé sugarkovetés
négyzetes élfeldolgozasiid utan, atlagos esetben konstartsathtt megoldja a sugarkove-
tési feladatot. A futasi id tényleges értékét 4%.28 és (15.29 egyenletek alapjan acel-
lamérettel szabalyozhatjuk. A kis cellaméret csdkkentesszési kisérletek szamat, viszont
noveli a cellalépések szamat és a tarigényt, igy megvaksskbmpromisszum eredménye.
A val6szinliségi modell szerint az egy cellaba 16g6 objekik varhaté szama is kons-
tans, tehat a tarigény a cellak szamaval aranyos. Ha a calfitkat az objektumszammal
aranyosan valasztjuk meg, akkor a varhato tarigény lisgdremben a legrosszabb eset
négyzetes memdariaigényével.
A varhat6 konstans, azaz aszimptotikusan az objektumakdza fliggetlen futasi id
és a linearis tarigény a magyarazata annak, hogy a szalfélpszgtas — és a kovetkéz
pontok heurisztikus sugarkévealgoritmusai is — a gyakorlatban sokkal gyorsabbak a
naiv sugarkovetésnél, holott a legrosszabb esetre veyolhdtsagi mértékeik nem jobbak,
mint a naiv algoritmuséi.
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Az oktalis fa
A szabalyos felosztas feleslegesen sok cellalépést iyeky éires térrészeket példaul nem
érdemes felosztani, és két szomszédos cellat is elég |leakeakkor szétvalasztani, ha
azokhoz az objektumok egy mas halmaza tartozik. Ezt a feliést teszik magukéva az
adaptiv feloszto algoritmusok. Az objektumtér adaptiesetasa rekurziv megkozelitéssel
és egy hierarchikus adatszerkezet felépitésével leletsAghierarchikus szerkezet altala-
ban egy fa, az adaptiv algoritmusokat pedig a fa tipusargzesztalyozzuk.

Az ebben a pontban targyalt adaptiv modszer oktalis (ngdféa alkalmaz, amelyben
egy nem Ures csomoépontnak 8 gyereke van. Az oktdlis fa épieédolyamata a kbvetkéz

e Kezdetben foglaljuk az objektumainkat egy-egy koorditeitgelyekkel parhuzamos
oldalt dobozba, azaz AABB-be, majd hatarozzuk meg az almjeahkénti AABB-k
kozos, befoglalé AABB-jét is. Ez lesz az oktalis fa gyokeie egyben a rekurzid kiin-
dulépontja, azaz az éideldolgozando cella.

e Ha az aktudlis cellaban a bel6g6 objektumok (vagy az obje&iubefoglalé dobozai-
nak) szama nagyobb, mint egyed definialt érték, akkor a cellat a fetestkjai mentén
8 egybevago részcellara bontjuk. A hierarchikus adatszetken a részcellakat a fel-
bontott cella gyerekeiként vessziik fel, majd a keletkezszcellakra ugyanazt a Iépést
rekurzivan megismételjuk.

e A grafépit folyamat egy adott szinten megall, ha az adott celldhoetier elér egy
elére definialt maximalis mélységét, azaz a cellaméret egit adint ala csokken, vagy
az adott cellaban az objektumok szama e@yeetiefinialt érték ala esik.

Az eljaras eredménye egktdlis fa (15.33 abra). A fa levelei azon elemi celldk, ame-
lyekhez a bel6ég6 objektumokat nyilvantartjuk.

A metszéspontszamitas soran végig kell menni a fa azon ekdhain — a fa levelein —
amelyeket a sugar metsz és az itt regisztralt objektumokzését kell elledrizni:

SUGAR-ELSG-METSZESPONT-OKTALIS-FAVAL(S, V)

1 g« asugar metszéspontja az objektumteret befoglal6 AABB-vel
2 while g az objektumteret befoglalé AABB-ben van > Végigmegy a cellakon.

3 cella « CeLLa-kERESES-OKTALIS-FABAN(OKtalis fa gyokereq)

4 txi < acellaés sugar metszéspontjahoz tartoz6 sugarparaméter

5 t— tyi > Inicializalas: még nincs metszéspont.

6 for acellalistajanako objektumaira

7 do t, «SUGAR-FELULET-METSZES(S, V) > Negativ, ha nincs.

8 if0<t,<t > Az () metszéspont kdzelebbi-e?

9 thent « t, > A legkdzelebbi metszés sugarparamétere.
10 Ometszetti— O > A legktzelebb metszett objektum.
11 if t<ty > Volt metszéspont a cellaban ?
12 thenX « S+ V-t > A metszéspont helye a sugar egyenlétéb
13 return t, X, Ometszett
14 g« S+ V- (t + &) > A sugar kovetked celldban 1é6 legkdzelebbi pontja.

15 return ,nincs metszéspont”

A szabdlyos felosztashoz képest most a BetzslkOvetked cella megtalalasa nehezebb.
A kezdbcellat megkerds CeLLa-KERESES-OKTALIS-FABAN €ljards az adatstruktira bejarasaval
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15.33. abra.A sikot feloszté négyes fa, amelynek a haromdimenziés zdléoaz oktalis fa. A felépités soran
a cella oldalainak a felezését addig folytatjuk, amig edlabe ,kevés” objektum jut, vagy a cellaméret egy
megadott minimalis érték ala csokken. A fa leveleiben @idjuk a belégd objektumokat.

arra ad valaszt, hogy egy pont melyik celldhoz tartozik. Attad a fa csticsan beléplink az
adatstruktaraba. A pont koordinatait a felosztasi feligtéoktalis fanal a cella kozéppont-
janak koordinataival) 6sszehasonlitva elddnthetjuk yreo@ lehebség kozil melyik Gton
kell folytatni az adatszerkezet bejaraséat. Ugyanezt agéiasot rekurzivan ismételgetve
elébb-utébb eljutunk egy levélig, azaz megtalaljuk a pordaaimazo elemi cellat.

A kovetked cella azonositasahoz az aktudlis cellaban szamitsuk kgar kilépési
pontjat, azaz a sugarnak és a cellanak a metszéspontjétadjank hozza a metszéspont
txi sugarparaméteréhez egyicsit” (a2 SUGAR-ELSG-METSZESPONT-OKTALIS-FAVAL algoritmusban
&-1). A kicsivel tovabblenditett sugarparamétert visshpdtesitve a sugaregyenletbe, egy,
a kovetked celldban 166 pontot (az algoritmusban @pontot) kapunk. A cellat a pont
alapjan ismét a f.LA-KERESES-OKTALIS-FABAN algoritmussal azonosithatjuk.

Az oktdlis fa cellai nagyobbak lehetnek, mint a megengedetimalis cella, igy keve-
sebb cellalépést igényelnek, mint a szabalyos felosz@gamhkkor a nagyobb cellak csok-
kentik a metszési kisérlet sikerének valoszinliségét, kismbb eséllyel fordul él, hogy a
cellat metsd véletlen sugar a cellaba 16g6 alakzatot is metszi. A kisebiszési sikerhez
viszont varhat6an tobb metszési kisérlet tartozik, amvkditlen. Eszerint az oktalis fa fel-
épitésénél érdemes a nem Ures cellak méretét mindig a nlimiméretre zsugoritani, még
akkor is, ha csak egyetlen objektumot tartalmaznak. Ilytestégia mellett viszont a nem
Ures cellak most is azonos méretiiek, tehat a szabalyosdi@dnetszési kisérletek varhatd
szamara kapott eredmények most is alkalmazhatok. Mivédes galoszin(isége a nem lres
cellak méretdil fligg, a metszéspontok szamat ismé15.28 egyenbtlenséggel adhatjuk
meg. Ez azt is jelenti, hogy ha a minimalis cellak mérete d&yas racs cellaméretével
megegyed, akkor a szabalyos racsban és az oktalis faban a metszédiekék szama is
hasonl6 lesz. Az Ures térrészek atugrasa viszont az ofdaéiényeként konyvelhétel. A
cellalépések szamanak varhat6 értéke tehat varhatodhia/is konstans, de a szabalyos
felosztasénal kisebb. Az oktalis fa hatranya ellenbenytogdvetked cellat nem lehet
konstans idejli algoritmussal meghatarozni. Mint latilkévetked cella azonositasa az
oktdlis fa bejarasat igényli. Ha az oktalis fat addig épitigmig egy cella csak konstans
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15.34. abra.A kd-fa. A ,sok” objektumot tartalmazé cellat rekurzivan egy valanegrdinatatengelyre méle-
ges sikkal két cellara bontjuk.

szamu objektumot tartalmaz, akkor a cellak szama az objediszamaval aranyos. igy a
fa mélysége és a kovetkizella azonositasanak ideplg N) nagysagrend.

A kd-fa
Az oktalis fa adaptalodik az objektumok elhelyezkedéséAerlbontds azonban mindig
felezi a cellaoldalakat, tehat nem veszi figyelembe, hoggtgektumok hol helyezkednek
el, igy az adaptivitds nem tokéletes. Tekintslink egy olydostztast, amely egy [épéshen
nem mind a harom felésik mentén vag, hanem egy olyan sikkal, amely az objektetrdae
leheb legigazsagosabban felezi meg. Ez a médszer egy binadsz f@zet, amelynek neve
binaris térparticionald fa,vagy BSP-fa. Ha a felesik mindig mebleges a koordinata-
rendszer valamely tengelyére, akkakfa adatszerkezdit beszélunk.

A kd-faban a feleésikot tébbféleképpen elhelyezhetjiik:

e atérbeli kozépvonal médszerbefoglald keretet mindig két egyforma részre osztja.

e atest kdzépvonal modszégy osztja fel a teret, hogy annak bal és jobb oldalan egy-
forma szamu test legyen.

e akoltségvezérelt modszbecsli azt az atlagosdd, amelyet egy sugar a kd-fa bejarasa
soran felhaszndl, és ennek minimalizalasara torekszii. riggfeled koltségmodell
szerint ugy felezzik a cellat, hogy a metszés ugyanakkddazialiséggel kdvetkezzen
be a gyerek cellakban.

A metszési valészinliség kiszamitadsahoinéegralgeometriaegyik alapveb tételét
alkalmazhatjuk:

15.17. tételHa egy konvex A test tartalmaz egy ugyancsak konvex B tekketr annak
valészinlisége, hogy egy egyenletes eloszlasu véleylenesgmetszi a B testet feltéve, hogy
metszette az A-t, egyenld a B és az A testek fellileteinekaral.

A kovetkedkben egy altalanos kd-fa épitekurziv algoritmust mutatunk be. éella
paraméter az aktualis cellatnaélységa rekurzié mélységét, koordinatapedig az aktua-
lis vagosik orientaciojat jelenti. Bella-hoz a két gyerekcellaélla.jobh illetve cella.ba),
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és a bal-alsg-kozel, illetve jobb-fégavoli sarokpontokdella.min illetve cella.may tar-

toznak. A cellakhoz rendeljik hozza a belégé objektumaidjis. A feledsik iranyat a
fa épitésekor a mélység ndvekedésévebaekkezG-koorniNaTa fliggvény ciklikusan val-
toztathatja X, v,z x, Y,z X, ...). A kbvetked rekurziv eljaras etshivasakor aellaa teljes
objektumteret tartalmaz6 AABB, mélységedig zérus:

Kp-ra-reLEpiTES(CEllR, Mélységkoordinatg

if acellaba l6g6 objektumok szama kevés vagyélyséqagy
then return
cella.baléscella.jobbbefoglalédoboza- cellabefoglalddoboza
if koordinata= x
then cella.jobb.min.x— cellafelezbsikjax irdnyban
cella.bal.max.x— cellafelesikjax irAnyban
else ifkoordinata=y
then cella.jobb.min.y— cellafelezbsikjay iranyban
cella.bal.max.y— cellafelezdsikjay iranyban
10 else ifkoordinata= z
11 then cella.jobb.min.z— cellafelezZsikjaziranyban
12 cella.bal.max.z— cellafelezsikjaz iranyban
13 for acella oobjektumaira
14 do if azo objektum acella.balbefoglalé dobozaban van

OO ~NOOOTA,WN PP

15 then adjuk azo objektumot acella.ballistajahoz
16 if azo objektum acella.jobbbefoglalé dobozaban van
17 then adjuk azo objektumot acella.jobblistajahoz

18 Ko-ra-recipiTEs(cella.bal mélységr 1, Koverkezd-koornmvara(koordinatd)
19 Ko-ra-recipiTEs(cella.jobh mélységr 1, Koverkezé-koornmvara(koordinétd)

A kd-fa felépitése utan egy olyan algoritmusra is szikskgam, amely egy adott su-
garra megmondja annak (tjat a faban, és meghatarozza aédtag@lHként metszett testet
is. Legel® |épésként a keZgbontot kell meghatarozni a sugar mentén, amivagy a sugar ke
dépontja, vagy pedig az a pont, ahol a sugar belép a befogha&ihé. A pont helyzetének
meghatarozésa soran azt a cellat kell megtalalnunk, amelbadott pont van. A ponttal a
fa csuicsan beléplink az adatstruktiraba. Az adott pont kaéit a felebsik koordinataja-
val 6sszehasonlitva eldénthetjik, hogy melyik Uton kdijtfaini az adatszerkezet bejarasat.
El6bb-utébb eljutunk egy levélig, azaz azonositjuk a poridatmazé elemi cellat. Haez a
cella nem ures, akkor megkeressiik a sugar és a cellab@rilléwe a cellaba beldgo testek
metszéspontjat. A metszéspontok koziil azt valasztjukikelgik a legkézelebb van a sugar
kezddpontjahoz. Ezutan ellénizziik, hogy a metszéspont a vizsgalt cellaban van-e (mive
egy test tObb celldba is atléghatptdrdulhat, hogy nem ez a helyzet). Ha a metszéspont
az adott cellaban van, akkor megtalaltuk adeatsetszéspontot, igy befejezhetjiik az algo-
ritmust. Ha a cella dres, vagy nem talaltunk metszéspoasatleg a metszéspont nem a
cellan bell van, akkor tovabb kell Iépniink a kdvetkeellara. Ehhez a sugar azon pontjat
hatarozzuk meg, ahol elhagyja a cellat. Ezutan a kilépéarpagaméterét (és ezzel a kilé-

6Attol fliggben, hogy a sugar kefifontja az 8sszes test kozos befoglalé dobozan beliil vagyesem.
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pési pontot) egykicsit” elére toljuk, hogy egy, a kdvetkézelldban 164 pontot kapjunk.
InnenBl az algoritmus a targyalt |épéseket ismétli.

Ennek az algoritmusnak hatranya, hogy mindig a fa gyokénedul, pedig valészin(-
sithet, hogy két egymas utan kovetkieeella esetén a gyokébhbindulva részben ugyana-
zon cellakat jarjuk be. Elith adodoan a fa egy csucsat tobbszor is meglatogatjuk.

Ezt a hatranyt ugy kiszobolhetjik ki, hogy a meglatogataredlékat egy veremtarba
tessziik, és mindig csak addig lépiink vissza, amig sziiksyasinden beld cslcsot és
levelet csak egyszer latogatunk meg. Amikor a sugar egyndigas) csicshoz ér, amely-
nek két gyerekcslcsa van, eldontjik, hogy a gyerekekeemigprrendben dolgozzuk fel.
A gyerekcsomépontokgkdzeli” és, tavoli” gyerekcsomopontként osztalyozzuk aszerint,
hogy sugar kezdete a felegik melyik oldalan van. Ha a sugar csakkézeli” gyerekcso-
moponton halad keresztul, akkor az algoritmus csak ezt m@gontot dolgozza fel. Ha a
sugarnak mindkét gyerekcsomopontot meg kell latogatkilaraaz algoritmus egy verem-
tarban megjegyzi az informaciékat&voli” gyerekcsomépontrol, és,&bzeli” csomopont
iranyaba mozdul el. Ha gkdzeli” csomopont iranyaban nem talalunk metszésporitégra
a veremldl a kbvetked feldolgozasra varé csomoépontot vessziik el

A kd-fa bejarasaval a legkdzelebbi metszéspontot kiszaaigforitmus, amelynek je-
[6léseit al5.35 abran kovethetjik végig:

SUGAR-ELSO-METSZESPONT-KD-FAVAL(QYOKEr §, V)

1 (the ti) < SucArR-AABB-METszES(S, V, gyOké) > Metszés a tér-AABB-jével.
2 if nincs metszéspont

3 then,nincs metszéspont”

4 VErReMBE(QYOKEr tpe, tki)

5 while a verem nem Ures > Amig a fat be nem jartuk.

6 do VeremsoL(cella, tye, tyi)

7 while cellanem levél

8 do koordinata«— acellafelezbsikjanak orientacioja

9 d « cella.jobb.mifikoordinatd — koordinatd
10 t « d/vV[koordinatd > Feledsik metszés sugarparamétere.
11 ifd>0 > Sa feledsik bal vagy jobb oldalan van?
12 then (kozelitavoli) « (cella.bal cella.jobh > Bal.
13 else (kozelitavoli) « (cella.jobhcella.ba) > Jobb.
14 if t>tgvagyt<O
15 then cella < kozeli > Csak akozelicellat metszi.
16 else ift < tpe
17 then cella « tavoli > Csak aévoli cellat metszi.
18 elseVeremsg(tavoli, t, ty) > Mindkét cellat metszi.
19 cella « kozeli > El6szor akozelit.
20 ti — t > A sugart-nél [ép ki akdzelicellabol.

> Ha az aktudlis cella egy levél.
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15.35. abra.A SucAr-eLsG-METsZEsPONT-K D-FAvAL algoritmus jeldlései és kulonbzsetei. Atpe a belépés, &; a
kilépés,t pedig a feledsik metszés sugarparamétete sugar kezdipont és a feldzsik ebjeles tavolsaga.

21 t— ty > Maximalis sugarparaméter a cellaban.
22 for (acellalistajanako objektumaira)

23 do ty «SUGAR-FELULET-METSZES(S, V) > Negativ, ha nincs.
24 if the<to <t > Az Uj metszéspont kozelebbi-e?
25 thent « t, > A legkdzelebbi metszés sugarparamétere.
26 Ometszetti— O > A legktzelebb metszett objektum.
27 if t<ty > Volt metszéspont a cellaban?
28 thenX « S+V-t > A metszéspont helye a sugar egyenlétéb
29 return t, X, Ometszett > A metszéspontot megtalaltuk.
30 return -1 > Nincs metszéspont.

Az oktélis fahoz hasonléan a metszési siker valoszinliaéiga-faban is névelhét
ha a felosztast addig folytatjuk, amig az objektumok koriilden levaghat6 lres térrészt
eltavolitunk (L5.36 abra).

A valészinliségi elemzéshez hasznalt vilagmodellinkben@s méretii sugari gém-
bok talalhatdk, igy a nem Ures cellak ismét kockak lesznelelpek élhosszisaga= 2r.

A szabdlyos raccsal és az oktalis faval ellentétben a keéts2td sikjai nem fliggetlenek
az objektumoktél, hanem azok sz&fsontjaira illeszkednek. igy nem kell a kivélbel6go
gobmbokkel foglalkozni, mert a cellahatarok a gombot telfelsorilveszik. A metszési valo-
szinliség pontos értékétla. 17 tétel felhasznalasaval szamithatjuk ki. A jelenlegi leset
a tartalmaz® konvex test egy 2oldall kocka, a tartalmazoB konvex test pedig egy
sugaru gbémb, igy a metszési valészinliség:

_4I’27T_7r
T 6a2 6
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15.36. abra.Kd-fa alapu térparticionalas az ures terek levagasaval.

A metszési kisérletek varhaté szama tehat:

E[N] = S ~1091.

A valészinliségi modell szerint a kd-fa igényli a legkeldssugar—felilet metszési kisérle-

tet.

Gyakorlatok

15.6-1. Bizonyitsuk be, hogy a val6szinliségi modellben mindeammbugarkovétalgorit-
mus konstans ifben fut, amely az objektumokat a sugar kigzointjatél szamitott tavolsag
sorrendjében dolgozza fel.

15.6-2. Készitsiink sugar-felosztott felilet metszéspontszaatgidritmust.

15.6-3. Készitslink sugéar-B-spline felllet metszéspontszamgidréinust.

15.6-4. Készitslink metszéspontszamitd algoritmust CSG modeliekifieltételezve, hogy
a primitiv testekre a metszéspontszamitas mar mikodik.

15.6-5. Készitsiink metszéspontszamitd algoritmust transzforestekhez feltételezve,
hogy az eredeti testre a metszéspontszamitas mar miilsgdjkgeg: transzformaljuk a su-
garat).

15.7. Az inkrementdélis képszintézis algoritmusai

A képszintézis a virtudlis vilagot a virtualis kamera képgaira képezi le, melynek soran
takarasi és szinszamitasi feladatokat kell megoldani.gakdvetés a szamitasokat kép-
pontonként egymastdl fliggetlenll hajtja végre, azaz nesmrtédja fel Gjra az egyszer mar
nagy nehezen megszerzett lathatdésagi és szininformaciSjeden alfejezet inkrementalis
képszintézis algoritmusai néhany egyszerl elv alkalstéazmd az alapfeladatok végrehajtasi
idejét jelenbsen lerdvidithetik:

1.

A feladatok egy részének elvégzése soran elvonatkektatpixelekdl, és az objek-
tumtér nagyobb részeit egységesen kezelik.

Ahol csak lehet, kihasznaljak azkrementalis elvnyujtotta lehefiségeket. Az inkre-
mentdlis elv alkalmazasa azt jelenti, hogy egy pixel tagiagg arnyaléasi informacidinak
meghatarozasa soran jeléstszamitasi munkat takarithatunk meg, ha a szomszédos pi-
xel hasonlé adataibdl indulunk ki, és nem kezdjiik a szawketelol6!.
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3. Minden miveletet a hozz4 optimalisan illesz&kédordinatarendszerben végeznek el,
azok kozott pedig homogén linearis geometriai transzfoiakkal valtanak.

4. Feleslegesen nem szamolnak, ezgégassoran eltavolitjdk azon geometriai elemeket,
amelyek a képen nem jelennének meg.

A transzformacio és a vagas altaldban megvaltoztatja &zatlak jellegét, kivéve a
pontokat, szakaszokat és sokszogeKerért a modellben lévszabad forméaju elemeket a
képszintézis megkezdéseétlpontokkal, szakaszokkal és sokszdgekkel kozelitfitk3
szakasz).

Az inkrementalis képszintézis |épéseitB.37 abran lathatjuk. A virtualis vilag objek-
tumait azok egy referenciahelyzetében adjuk meg, a tovafibeletek miatt sokszogekkel
kozelitjik a fellleteket, majd a modellezési transzforidvad a virtualis vildg koordina-
tarendszerébe helyezzik @tet. A virtudlis vilagot a kamera szempontjabol kell lefén
képezni. Ehhez el kell dénteni, hogy az objektumok hogy&arjdk egymast, és csak a
lathat6 objektumokat kell megjeleniteni. Ezen miveletézvetleniil a virtualis vilag ko-
ordinatarendszerében is el tudnank végezni, azonban elggquont vetitése egy altalanos
helyzetli egyenes és az ablak metszéspontjanak kiszatrigésyelné, a takaras pedig az
hetjuk, ha attranszformaljuk a teljes objektumteret egyaolkoordinatarendszerbe, ahol a
vetités és a takaras trividlissa valik. Ezt a rendské&pernyd-koordinatarendszernake-
vezzik, amelyben aX,Y koordinatak azon pixelt jel6lik ki, amelyre a pont vetiilZa
koordinata alapjan pedig eldénthetjik, hogy két pont kdmélyik van a szemhez kdze-
lebb. A képerng-koordinatarendszerben tehatXd2r tengelyek egységei éppen a pixelek.
Mivel altalaban nem érdemes a képet a pixel méreténél pabibas kiszamitani, aX, Y
koordinatak egészek. Hatékonysagi okokbdl kkoordinata is gyakran egész. A képedny
koordinatarendszer koordinatait a tovabbiakban nagyvetiéloljik.

A képerny-koordinatarendszerbe atéitranszformaciot egy koordinatarendszereken
atvezed transzformacio sorozattal definidljuk, amelynek eleigibn targyaljuk. A tényle-
ges transzformaciot viszont egyetler4-es matrixszorzassal valésitjuk meg, ahol a transz-
formacids matrix az elemi transzformaciok matrixainak erzata.

15.7.1. A kamera transzformdcié

A képszintézis soran altalaban egy kameradllasbdl latldatdnyra vagyunk kivancsiak,
ahol aszempozicidhatarozza meg a kamera helyéyd, iranyat pedig a nézeti célpont
(lookai) és azeyevektor kilonbsége definialjdb.38 abra). Azup egységvektor a kamera
fuggbleges iranyat adja meg.

A fov a kamera fliggleges irdnyu latdszogét, aspectaz ablak szélességének és ma-
gassagéanak aranyat, fzés aby, pedig az ugynevezett él$s hatsé vagosik szebhimért
tavolsagat jelenti. A vagoésikok segitségével figyelmeiilkiagyhatjuk azokat az objektu-
mokat, amelyek a szem mogo6tt, vagy a szemhez til kézel, vaggniséggel a szedittdl
tavol helyezkednek el.

A kamerahoz egy koordinatarendszert, azaz harom egyméstdeqes egységvektort
rendellink. Azl = (ux, Uy, Uy) Vizszintes, & = (vx, Wy, V) fuggbleges és & = (wy, Wy, W;)

"Bér a Bézier és B-Spline gorbék és feliiletek fiinaranszforméaciokra, a NURBS pedig még a homogén lineéris
transzformaciokra is invarians, de a vagas ezen gorbékidsték tipusat is megvaltoztatja.
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(e) Perspektiv transzformacio (f) Vagas
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(g) Takaras (h) Vetités és szinezés

15.37. abra.Az inkrementélis képszintézis lépési) A modellezés soran a targyakat egy referenciahelyzetikben
adjuk meg(b) A targyakat a tovabbi miiveletek miatt tesszellalj(®.A modellezési transzformacio a virtudlis vi-
lagbeli helyzetébe viszi a targy4tl) A kamera transzformécié a vilagot eltolja és elforgatja, lpgy a kamera az
origéba kertiljén és aziranyba nézzen(e) A perspektiv transzforméacio a kameraban talalkozé dmitjarakbol
parhuzamosokat csinal, azaz a kamerat egy idedlis porpezidé.(f) A vagas eltavolitja azokat a fellletelemeket,
amelyek nem vetlilhetnek az ablak(g) A takaras soran megszabadulunk azoktél a fellileti pontokmdelyeket
mas feluletek takarnak a kamera iranyalgh). Végul vetitjik a lathaté sokszogeket, és kitoltjik a vetiket.
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15.38. 4bra.A virtualis kamera paraméterei: @geszempozicio, éookatnézeti célpont, arp fuiggbleges irany,
amelyekidl a kamerat, v, W bazisvektorait szamitjuk, valamint dg, b, vagosik tavolsagok, ésfav fliggbleges
latészog (a vizszintes latészogetaspectaranybol szamitjuk).

nézeti iranyba mutat6 egységvektorokat a kbveikepdon hatarozhatjuk meg:

eye— lookat _ upxw

- =—, =WxU.
leye— lookat [upx Wi

W =
A kamera transzformacié virtualis teret a kameraval és a testekkel egyditt agy for-
gatja és ugy tolja el, hogy a transzformacio utan a szem gbloai keriljon, a-z irdnyba
nézzen, és a kamera fifjjgges iranya ay tengellyel essen egybe, azaziag, W egység-
vektorokat a vilagkoordinatarendszer bazisvektorailsaivat. A Tyamera transzformacios
matrixot a szempoziciét az origéba @ieltolas matrixanak és azv, w egységvektorokat a
béazisvektorokkal fedésbe hozé forgatas matrixanak a atakent irhatjuk fel:

[X.¥.,Z,1] = [XxY,2 1] Tkamera= [X. ¥, Z 1] - Teitol - Trorgat » (15.30)
ahol
1 0 0 0 U Vx Wy O
0 1 0 0 uy w w O
Teltol = 0 0 1 ol Tforgat = UZ V)z/ WZ 0
—-eyg -eyg -eyg 1 0O 0 0 1

Vegyik észre, hogy a forgatas matrixanak oszlopai éppah\am vektorok koordi-
natai. Mivel ezek a vektorok egymasra rdlegesek, konnyen lathatd, hogy a forgatas utan
éppen ax, y, ztengelyekkel kerlilnek fedéshe. Példaulisgforgatottja:

[UX, Uy, UZ, 1] . Tforgat = [U . 'j, U \7, U . W, 1] = [l, 0, 0, 1]

15.7.2. A normalizdlé transzformdcié

A tovabbi miveletekhez normalizaljuk a lathaté pontolatalmazd, a szem és az ablak
altal meghatarozott gulat oly médon, hogy a gula csUcsalmfi@sszog 90 fok legyen.
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15.39. abra.A normalizal6 transzformacio a latészdget 90 fokra allitja

15.40. abra.A perspektiv transzformacio az élés hats6 vagosikok és az ablak oldalaival leirt, csonkaajaku
lathat6 tartomanyt egy origd k6zéppontu, 2 egység oldabkoa viszi at.

A normalizalas egy egyszerl skalazas:

1/(tanfov/2) - aspect 0 00

0 1/tanfov/2) 0 O

Tnorm = O 0 1 O
0 0 0 1

15.7.3. A perspektiv transzformdcié

A perspektiv transzformacidval a virtualis vilagot agyzitjuk, hogy a szemben talalkozé
vetitd sugarak parhuzamosak legyenek egymassal, azaz a kdr@ppetitést parhuzamos
vetitéssel helyettesitjuk.

A normalizald transzformacié utan a képszintézisben vésétpontok tartomanya egy
szimmetrikus csonka gulda$.39 abra). A perspektiv transzformacié a csonka gulat egy
kockara képezi le, azaz az origéban talalkozé stigarakbdl egymassal ég tengellyel
parhuzamos sugarakat hoz |éti& (4Q abra).

A perspektiv transzformacionak pontot pontba, egyengs&rezsbe kell atvinnie, am a
gula csucsét, azaz a szempoziciot, a végtelenbe kell elialy. Ez azt jelenti, hogy a pers-
pektiv transzformacido nem lehet az euklideszi tér linetidaszformacioja. Szerencsére
a homogén linearis transzformacidkra is igaz az, hogy fqruntba, egyenest egyeneshe
visznek at, viszont képesek az idealis pontokat is kezefért keressiik a perspektiv transz-
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formaciot a homogeén linearis transzformaciok kdzott a kikez alakban:

tin tiz tiz tag
tor to toz o4
tsn ta2 ta3 a4
tan ta2 ta3 tag

Tpersp =

A 15.4Q abran berajzoltunk egy egyenest (M&iigarat) és annak a transzformaltjat.
Jeldljuk my-szel ésmy-nal az egyenes/z illetve y/z meredekségét. A normalizalt nézeti
gulaban a fmy - z —-my, - z 7] egyenesbl a transzformacié utan egy, amy, m,, 0] pon-
ton atmed, z-tengellyel parhuzamos\(izszintes”) egyenest kapunk. Vizsgaljuk meg ezen
egyenes vagosikokkal valo metszéspontjait, azatzadyébe helyettesitsik a {p)-t, illetve
a (—bp)-t. EKkor az fny, my, —1], illetve az my, my, 1] transzformalt pontokhoz jutunk.

Az eddigiek alapjan irjuk fel a perspektiv transzformagétdaul az el§ vagosikon
levé metszéspontra:

[me foomy - fo. =T 1] Tpersp= [mem,. -1,1] - 2,

ahol A tetsBleges, nem zérus szam lehet, hisz a homogén koordinati@kabont nem
valtozik, ha a koordinatakat egy nem zérus konstanssal zoegszuk. A4 konstanstf-
nek valasztva:

[ M foumy - fo, =, 1] - Tpersp= [y fpomy - fp, =y, Fp] - (15.31)

Vegyuk észre, hogy a transzformalt pontéelsoordinatdja megegyezik a metszés-
pont el$ koordinatajaval tetétegesm,, m, és f, esetén. Ez csak gy lehetséges, ha a
T persp Matrix el oszlopa [10,0,0]". Hasonl6é okokbdl kdvetkezik, hogy a matrix ma-
sodik oszlopa [01,0,0]". Raadasul al5.3]) egyenletben jol latszik, hogy a vetitett pont
harmadik és negyedik koordinatajara a metszéspoftlads koordinataja nem hat, ezért
t13 = tis = to3 = 4 = 0. A harmadik és a negyedik homogén koordinatara a kovétkez
egyenleteket allithatjuk fel:

Az egyenes hatso vagoésikkal vett metszéspontjara ugyargadolatmenetet alkal-
mazva két Ujabb egyenletet kapunk:

—bp 33+ 43 = bp, —bp A3y + 144 = bp .
Ezt az egyenletrendszert megoldva kapjuk a perspektiszfarmacié matrixat:

10 0 0
T _|on1 0 0
PersP=1 0 0 —(fp+bp)/(bp—fp) -1

0 0 —2-fp-bp/(bp—Tp) O

Mivel a perspektiv transzformacié nerfiia transzformacio, igy a keletkéhomogén
koordinatanégyes negyedik koordinataja nem lesz 1 érfeddrt, ha a transzformécio ered-
ményét Descartes-koordinatakban szeretnénk megkajor, akegyedik homogén koordi-
nataval végig kell osztani a tébbi koordinatat. A homoggadiris transzformaciok szakaszt
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szakaszba, haromszoget haromszdgbe visznek atpftedailhat, hogy az eredmény sza-
kasz, illetve haromsz6g az idedlis pontot is tartalmaifas(2 pont). A homogén osztas
intuitive a projektiv térbl az euklideszi térbe valé atlépésnek felel meg, amelyoeirs
az idedlis pontot tartalmazé projektiv szakaszbél kéif@aes lesz. Mivel a szakasz két
végpontjat transzformaljuk, a miivelet utan nem tudjulgyha kapott két pontra szakaszt
kell-e illeszteni, vagy pedig a szakasz komplementeréneifeled két félegyenest kell-e
megoldasnak tekinteni. Ezt a jelenségtordulasi problémanaknevezi a szakirodalom.

Az atfordulasi probléma elkerulhi&tha biztosak lehetiink benne, hogy a targyalak-
zat nem tartalmaz olyan pontot, amely idealis pontba kertAnperspektiv transzformacio
matrixat megvizsgalva megallapithatjuk, hogy a transmfwmié utdn a negyedik homogén
koordinata a transzformaciodti —z koordinata lesz. Idedlis, azaz= 0 koordinataju pont
a kamerat tartalmazo, a képsikkal parhuzamos sik pontjeteikezhet. Az el§ vagosikra
vagas viszont Ugyis eltavolitja azokat az objektumréskit amelyek a kamerahaen
tul kézel, vagy a kamera mogott vannak, ezért az atfordpladiléma tgy oldhaté meg, ha
a homogén osztasdt, még a projektiv térben vagunk.

A homogén osztast kov@n a pontokatX, Y, Z) Descartes-koordinatakban kapjuk
meg.

15.7.4. Végas homogén koordinatédkban

A végascélja az 6sszes olyan objektumrészlet eltavolitasa, anegtyvetilhet az ablakra,
vagy amely nem az disés a hats6é vagosik kozott van. Aifordulasi problémakiki-
szobolése miatt a vagast a homogén oszis ledll végrehajtani. A homogén koordinatas
vagasi hatarokat a képertnkoordinatarendszerben megfogalmazott, egy AABB-t dkdtin
feltételek visszatranszformalasaval kaphatjuk meg. Adgén osztas utan a bélpontok
kielégitik a kovetkea egyendtlenségeket:

-1<X=Xy/h<l -1<Y=WYwh<1l -1<Z=2Z,/h<1. (15.32)

Masrészt a szem @&tti tartomanyok — a kamera transzformacié utan — negakio-
ordinatakkal rendelkeznek, és a perspektiv transzfoidsanatrixszal valé szorzas utan a
negyedik homogén koordinata= -z lesz, amely igy mindig pozitiv. Tehat tovabbi ko-
vetelményként megfogalmazzukha> 0 feltételt. Ekkor viszont szorozhatjuk 45.32
egyenbtlenségekét-val, igy eljutunk a vagasi tartomany homogén koordin&aasahoz:

~h<Xo<h, -h<Yy<h -h<Z <h. (15.33)

A pontok vagasa trividlis feladat, hisz a homogén koordisatakjukra csak ellémizni
kell, hogy teljeslilinek-e al6.33 egyenbtlenségek. A pontoknal 6sszetettebb primitivekre
(szakaszok, sokszdgek sth.) azonban ki kell szamitani asvégrtomany hatarolé lapjaival
valé metszéspontokat, és a primitivnek pedig csak azt &r&sl meghagyni, amelynek
pontjai kielégitik a 15.33 egyenbtlenségeket.

A Descartes-koordinatakkal dolgoz6 vagasi algoritmusbkKkl5.4.3 pontban foglal-
koztunk. Az ott megismert médszerek alkalmazhatok homdgémdinatakra is, azzal a
kilénbséggel, hogy most 4%.33 egyenbtlenségek jeldlik ki, hogy egy pont bélslletve
kilsd pontnak midsil-e, valamint a szakaszoknak a vagosikkal képzett émisntjat a
szakasz és a sik homogén koordinatas egyerdekéli szamitani.
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Tekintstunk egy X?, Y&, Zt, ht] és [X2, Y2, Z2, h?] végponti szakaszt, amely lehet 6nallé
objektum, vagy egy sokszdg egyik éle, ésXqz< h félteret (a tobbi féltérre a vizsgalat
teljesen hasonld). Harom esetet kell megkulénbéztetni:

1. Ha a szakasz mindkét végpontja ifefont, azax} < h' ésX2 < h?, akkor a teljes
szakasz befspontokbdl all, igy megtartjuk.

2. Ha a szakasz mindkét végpontja Kilfpont, azax! > h! ésX? > h?, akkor a szakasz
minden pontja kiil§ pont, igy a vagas a teljes szakaszt eltavolitja.

3. Ha a szakasz egyik végpontja killsont, a masik végpontja bélpont, akkor ki kell
szamitani a szakasz és a vagosik metszéspontjat, édavkgisontot fel kell cserélni a
metszésponttal. Figyelembe véve, hogy a szakasz pordjétfiik a (5.19 egyenletet,
a vagosik pontjai pedig kielégitik a4, = h egyenletet, a metszéspdnparaméterét a
kovetkedképpen hatarozhatjuk meg:

Xn(ti) = h(t; X (Lot X2t = (I t) 4Pty — = — a1
h(t) =h(t) = X5 (1-t)+Xit = h™-(1-t)+h*4 XX+ h o
A t; paramétert a szakasz egyenletébe visszahelyettesitviszésgontX!, Y, Z} . h']
koordinatait is eballithatjuk.

A vagas soran Uj szakasz végpontok és Uj sokszdg csucspaiebkeznek. Ha az ere-
deti objektum cslcspontjai jarulékos informaciokat isduamnak (példaul a felllet szinét
vagy normalvektorat ebben a pontban), akkor a jarulékasrimfciokat az Uj csucsokra
is at kell szamitani. Ehhez egyszer( lineéris interpdlaalkalmazhatunk. Ha a jarulé-
kos informacio értéke a két végpontbln illetve 12, akkor a vagas soran keletkezj
[Xn(t), Yn(t), Zn(t), h(t)] pontban az értéke' - (1 -t) + 12-t.

15.7.5. A képerny&-transzformécié

A perspektiv transzforméacio utan a lathatd pontok koordirga[-1, 1] tartomanyban van-
nak, amelyeket még a képefylévd megjelenitési ablak elhelyezkedésének és felbontasa-
nak megfelgben tolni és skalazni kell. Ha a keletkekép bal-alsé sarkat aXgin, Ymin), @
jobb-fel® sarkat azXmax Ymax) Pixelen szeretnénk latni, a szashvalé tavolsagot kifeje

Z koordinatékat pedig &in, Zmax tartomanyban varjuk, akkor a képetiyranszformacio
matrixa:

(Xmax_ xmin)/2 0 0

T _ 0 (Ymax_ Ymin)/2 0
kep ™ 0 0 (Zmax — Zumin) /2
(Xmax+ Xmin)/2  (Ymax+ Ymin)/2  (Zmax + Zmin)/2

O Oo

A perspektiv transzformacié utani koordinatarendszerélyy a képerng-
koordinatarendszer ibalsodrasu,szemben a virtualis vildg és a kamera koordinata-
rendszereinefjobbsodrasdallasaval. A balsodrasu elrendezés felel meg ugyanis aanak
természetes elvarasnak, hogy a képémgzX koordinatak balrél-jobbra, a¥ koordinatak
alulrol-felfelé, aZ koordinatak pedig a megfigy@bl tavolodva djenek.
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15.7.6. Raszterizéciés algoritmusok

A vagas, a homogén osztas és a képé+mgnszformacié utan az alakzataink a képérny
koordinatarendszerben vannak, ahol egyv( Z) pont vetiiletének koordinatai gy hataroz-
hatok meg, hogy a koordinataharmasbdl csak@x) part ragadjuk ki.

A raszterizaciésoran azokat a pixeleket azonositjuk, amelyek atszineekaékép-
ernyd-koordinatarendszerbe transzformalt geometriai alakzandjat kozelithetjik. A
raszterizaciés algoritmusok kialakitdsa soran a leg&atib szempont az, hogy az algo-
ritmus nagyon gyors legyen, és lépései egyszerl hardveegvalésithatok legyenek. Ezt
a kovetelményt azzal magyarazhatjuk, hogy a folyamatosgamzrzékeléséhez masod-
percenként legaldbb 20 olyan képet kell kiszamitani, aekehyagysagrendileg egymillio
pixelbdl alinak. gy az egyetlen pixelre juté atlagos szamitaéi mindéssze 50 nanosec
lehet.

Szakaszok rajzolasa

Jel6ljuk a vetitett szakasz végpontjadi(Y:), (X2, Y2)-vel. Tegyiik fel tovabba, hogy maah
az el$ végpontbol a masodik felé haladunk, mindkét koordinat&s a gyorsabban valtozé
irdny azX, azaz

AX=Xo - X1 >AY=Yo-Y; >0.

Ebben az esetben a szakasz enyhén eméliketbbbi eset a végpontok és XzY koordi-
natak megfeld felcserélésével anal6g modon kezethet

A szakaszrajzol6 algoritmusokkal szemben alapetaras, hogy az atszinezett kép-
pontok kdzott ne legyenek lyukak, és a keletkezett kép ngeleyastagabb a feltétlentil
sziikségesnél. Ez az enyhén emetkszlakaszok esetén azt jelenti, hogy minden pixel osz-
lopban pontosan egy pixelt kell atszinezni, nyilvan aztelymek kézéppontja a szakaszhoz
a legkozelebb van. Az egyenes egyenlete:

Yo-Yr Yo -Y;
= X b’ hl = 5 bZY—X' s
y=m-X+ ahol m %X és LR ST

(15.34)

alapjan, aX koordinataju oszlopban a legkézelebbi pixel fotages koordinataja am x+b
értékhez legkdzelebbi egész. A képlet minden pixéakitdsdhoz lebegpontos szorzast,
Osszeadast és lelfggpntos-egész atalakitast végez, ami megengedhetdtestil

A gyorsitas alapja a szamitogépes grafika ald@pwabdszere, amelyétkrementalis
elvnekneveziink. Ez azon a felismerésre épit, hogy altalaban lelfign meghatarozhatjuk
azy(X + 1) értéket az/(X) felnasznalasaval, mint kozvetlenll dzb6l. Mivel egy enyhén
emelked szakasz rajzolasakor az oszlopokat Gigyis egymas utdyalfitk meg, azX + 1)-
dik oszlop feldolgozasa soran w2X) mar rendelkezésre all. Egy szakasz esetén:

yX+1)=m-X+1)+b=m-X+b+m=y(X)+m,

ehhez egyetlen lebégontos 6sszeadas szilkségesiftszam). Az elv gyakorlati alkalma-
zasadigitalis djfferencialis analizator algoritmusnakDDA-algoritmus) nevezik. A DDA-
elvii szakaszrajzol6 algoritmus:
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[ ] (]
1
- t(X+1)
L4 L4 L4 X+1
LX) \t(x+1) \t(X) %2%)/

Yo / S(X) / S(X+1) _ SX) o
X

15.41. abra.A Bresenham-algoritmus altal hasznalt jelélések. sfa legkdzelebbi pixelkdzéppont és a szakasz
eléjeles tavolsaga a¥ tengely mentén, amely akkor pozitiv, ha a szakasz a pixéfjgant felett van. A a
legkdzelebbi pixelkdzéppont feletti pixel és a szakasel&ga a2’ tengely mentén.

DDA-szakASZRAIZOLAS(X1, Y1, X2, Y2, SZID

1 me(Y2-Y1)/(X2 = X1)

2 Y Yl

3 for X « Xy to Xo

4 do Y « Kerexir(y)

5 PixeL-irAs(X, Y, szin
6 ye—y+m

Tovabbi gyorsitas érhétel fixpontos szamabrazolasegitségével. Ez azt jelenti, hogy
a tortszam 2-szeresét taroljuk egy egész valtozoban, dhaltortbitek szama. A tortbitek
szamat ugy kell megvalasztani, hogy a leghosszabb cikiusbahalmozdédhasson fel ak-
kora hiba, hogy elrontsa a pixelkoordinatékat. Ha a legtadss szakasz hossta akkor
az ehhez szikséges bitek szdmg logA vagasnak kdszonhien csak a képerign elféi6
szakaszokat raszterizaljuk, idya képerng vizszintes, illetve fug@leges felbontasanak
maximumaval egyeil

A DDA algoritmussal még mindig nem lehetiink teljes mértékélegedettek. Egyrészt
a szoftver implementécio soran a fixpontos abrazolas ésekikés eltolasi (shift) mivele-
teket igényel. Masrészt — igaz szakaszonként csupan egyszen meredekség kiszamita-
sahoz osztani kell. Mindkét problémaval sikeresen bitkézeg aBresenham-algoritmus.

Jeldljik a szakasz és a legktzelebbi pixel kozéppontdlegmgs, djeles tavolsagéat
sel, a szakasz és a legktzelebbi pixel feletti pixel filgges tavolsagdtvel (15.41 abra).
Ahogy a kovetkeé oszlopra léplunk, ag ést értékei valtoznak. Nyilvan az eredetileg leg-
kozelebbi pixel sora és az eggyel feletti sor kozill addigsAjuk az alsé sort, amfg< t.
Bevezetve ae = s—t hibavaltoz6t, addig nem kell megvaltoztatnunk az atfeKiqrixel
sorat, amige < 0. Az s, t, e valtozék szamitasahoz az inkrementalis elvet hasznélhatj
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(AX =Xo— X1, AY =Y, — Yl):

AY

S(X+1)=S(X)+A—Y, t(X+1)=t(X)—i—; = e(X+1)=e(X)+2AX.

AX

Ezek az 6sszefiiggések akkor igazak, haxaz {)-dik oszlopban ugyanazon sorokbandév
pixeleket tekintjik, mint a megétbében. Eéfordulhat azonban, hogy az Uj oszlopban mar
a fel® pixel kertil kozelebb a szakaszhoz @hibavaltozé pozitivva valik), igy agt, e
mennyiségeket ezen pixelre és az ezen pixel feletti pixellaneghatarozni. Erre az esetre
a kovetked képletek vonatkoznak:

AY AY AY
S(X+1)=S(X)+ﬁ—l, t(X+1)=t(X)—K+1=e(X+1)=e(X)+2(ﬁ_1) .

Figyeljuk meg, hogy az el6jeles tavolsagot jelent, azaz amnegativ, ha a szakasz az alsé
pixelkozéppont alatt talalhaté. Feltételezhetjik, hogyalyoritmus indulasakor egy pixel
kdzéppontban vagyunk, tehat:

SX1) =0, tX)=1 = eX1) =X -t(X) =-1.

Az algoritmusnak ae hibavaltoz6t kell névelnie, és amikor adlet valt, a szakasz a
kdvetked pixelsorra Iép, mialatt a hibavaltoz6 ismét a negativotaényba csiszik vissza.
A hibavaltozo kezeléséhez nem egész 0sszeadas szikségegkaény meghatarozasa
pedig osztast igényel.

Vegyik észre azonban, hogy a hibavaltoAfjelaltasait tgy is nyomon kovethetjiik,
ha nem kézvetlenll a hibavaltozéval, hanem annak valanatitip szamszorosaval dol-
gozunk. Hasznaljuk a hibavaltoz6 helyettlaz e- AX déntési valtozotEnyhén emelkedl
szakaszok esetén a dontési valtozé pontosan akkor Ggfetl amikor a hibavaltozé. A
dontési valtozdra érvényes képleteket a hibavaltozoratkozd képleteld X-szel tortéid
szorzasaval kapjuk meg:

E(X) + 2AY, haY-t nem kell Iéptetni ,

E(X+1)=
E(X) + 2(AY — AX), haY-t [éptetni kell .

A dontési valtozo kezdeti értéke pedig= e(X;) - AX = —AX.

A dontési valtoz6 egész kezdeti értékindul és minden [épésben egész szammal val-
tozik, tehat az algoritmus egyaltalan nem haszndl tort&&adasul a ndvekményeldal-
litasahoz csupan egész 6sszeadas (illetve kivonas), @svalg szorzas szikséges.

A teljesBresenham-algoritmus:
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15.42. abra.Poligonkitoltés. A sokszog belsejébendéuixeleket vizszintes pasztanként keressiik meg.

BRESENHAM-SZAKASZRAJZOLAS(X1, Y1, X2, Y2, SZIN

AX « X2 - Xl
AY —Yo-Y;
(dE*,dE™) « (2(AY — AX), 2AY)
E « —-AX
Y « Yl
for X « X;to X5
doif E<O
thenE « E+dE~ > Dontésivaltozé nempozitiv, maradunk a pixelsorban.
else E « E + dE* > DOntési valtozé pozitiv, a kovetképixelsorra Iéplnk.
Y—Y+1
RAxeL-irAs(X, Y, szin)

=
RPOOWOO~NOULA, WNPE

=

A Bresenham-algoritmus bevezetésénél a tort hibavaltogyivaltottuk ki egy egész
véltozéval, hogy a kritikus egyedilenséget az 0sszes valtozo6javal egyiitt egy pozitiv szam-
mal szoroztuk, igy az eredeti egyétienséggel ekvivalens, de csak egészeket tartalmazé
kifejezéshez jutottunk. Ezt a megkozelitéstariansok modszerénekevezik, és sok rasz-
terizacios eljarasban hasznos segédeszkdznek bizonyul.

Poligonkitdltés

Az egyszeresen 0Osszefiffjgsokszogeket kitdht algoritmus bemenete a csucsok
qlo],...,qlm- 1] tombje (ez a tdmb altaldban a poligonvagd algoritmus kiete), amely-
ben aze-edik él aq[e] ésq[e+ 1] csucsokat koti 6ssze. Az utolso pont kiilldnleges kezelésé
a vagasnal megismert mddon most is megtakarithatjuk, hgedsbecsicsot még egyszer
betesszilk a tdmb végére. A tdbbszérosen 0sszéfsigkszégeket egynél tobb zart torott-
vonallal, azaz t6bb csucstombbel adhatjuk meg.

A kitoltést célszerlien vizszintes pixelsoronként, gzagztankénvégezzik. Egyetlen
pasztara az atszinezéngixelek a kdvetkeiképpen hatarozhatok meg. Kiszamitjuk a po-
ligon éleinek metszéspontjait a vizszintes pasztaval. Asnéspontokat aX koordinata
alapjan nagysag szerint rendezziik, majd atszinezzikbaésla masodik pont k6z6tti, a
harmadik és a negyedik pont kozétti, altalabania+(2)-edik és (2+ 2)-edik pont kdzotti
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15.43. abra.A paszta és az élek kdzotti metszéspont inkrementalis sasaniAzX koordinata mindig az egyenes
meredekségének a reciprokaval n

T

AET Y AXIAY | X Y AXIAY | X —

max | max

15.44. abra.Az aktiv él lista szerkezete.

pixeleket (L5.42 abra). Ez a modszer azokat a pontokat szinezi ki, amelyekeégtelen
tavolbol kdzelitiink meg, akkor paratlan szamuszor kedigatlink a poligon hataran.

A paszték és az élek metszéspontjainak kiszamitasat akexiemegfigyelésekkel
gyorsithatjuk:

1. Egy élésapéaszta kdzott csak akkor keletkezhet metszesaoa pasztd koordinataja
az él minimédlis és maximali¥ koordinataja kdzott van, ezért csak ezekre érdemes a
metszéspontot kiszamitani. Az ilyen éleké&tiv élekneknevezziik. Az implementacio-
hoz létre kell hoznunk aaktiv él listat,amely mindig csak az aktiv éleket tartalmazza.

2. A két szakasz kozo6tti metszéspontszamitas i@begtos szorzast, osztast és dsszea-
dast tartalmaz, ezért@igényes. Aznkrementalis elvfelhasznalasaval azonban a met-
széspont meghatarozhat6 a mégélpaszta metszéspontjabol egyetlen fixpontos, nem-
egész 0sszeadasshb(43 abra).

Az inkrementalis elv hasznalatakor figyelembe kell vennialgy azX koordinata no-
vekménye az egymast koGeY egész értékekre allando. Ha az él nagy¥btoordinataju
végpontjanak koordinataXg,ax Ymax, @ kisebbY koordinataju végpontjanak koordinatai
pedig Kmin, Ymin), akkor a novekméngkX/AY, aholAX = Xmax— Xmin €SAY = Ymax— Ymin-

A névekmény altaldban nem egész szam, teReXa\Y és azX érték tarolasara fixpontos
tort abrazolast kell hasznalnunk. Egy aktiv él reprezedj@tehat tartalmazza a fixpontos
abrazolasinX/AY ndvekményt, az ugyancsak fixpontos abrazoMsdetszéspontot, vala-
mint a szakasz maximalis figtpges koordinatajatf,ay). Erre azért van sziikségiink, hogy
el tudjuk doénteni, hogy a¥ pasztak ndvelése soran mikor fejezi be az él aktiv palyséta
azaz mikor kell eltavolitani az aktiv él listabdl.

Az Y pasztakat egymas utan toltjuk ki. Minden pasztara megkeimgy mely élek
valnak pont ekkor aktivva, azaz mely élek minimafikoordinataja egyezik meg a paszta
koordinatajaval. Ezeket az éleket betessziik az aktivtéblis Egyuttal az aktiv él listat at-
vizsgéljuk, hogy vannak-e ott nyugdijba vonulé élek is, brale maximalisY koordinataja
megegyezik a paszta koordinatajaval. A nyugdijba vonwa&etl kivesszik a listabol (ve-
gylk észre, hogy ebben a megoldasban az él als6 végpondiaiészének tekintjik, a fefds




15.7. Az inkrementdlis képszintézis algoritmusai 675

végpontjat viszont nem). A kitoltésd@t gondoskodunk arrél, hogy az aktiv él listAban az
élek azX koordinata szerint rendezettek legyenek, majd minden didsétpar kdzotti pixe-
leket atszinezzik. A kitoltés utan az aktiv él lista tagjaila metszéspontokat felkészitjik
a kovetked pasztara, azaz minden Xltagjahoz hozzaadjuk az AX/AY ndévekményét.
Majd kezdjik az egészet el6lra kbvetked pasztara.

PoLiconkiToLris(poligon szir)
1 for Y « 010 Ymax

2 do for apoligondssze®l-ére > Aktivva valo élek az AET-be.
3 doif éL.ymin=Y
4 then AETBE-Raxk(€él)
5 for mindenél-re az AET-benr> Az aktiv Iétet befejed élek torlése az AETA.
6 do if él.ymax<'Y
7 then AETBGL-TOROL(EI)
8 AET-RenDEzES > RendezéX szerint.
9 for minden masodik egymast kode@ll, €l2) parra az AET-ben
10 do for X « Kerexir(él1.X to Kerekir(€l2.¥
11 do PixeL-irAs(X, Y, szin
11 for mindenél-re az AET-ben > Inkrementalis elv.
12 do él.x — él.x+ él.AX/AY

Az algoritmus vizszintes pasztanként dolgozik, egy p&sidalgozasat az aktivva valo
élek @l.ymin=Y) aktiv listaba flizésével kezdi. Az aktiv él listat haroravalét kezeli. Az
AETse-Rak(él) mlivelet az él adatai alapjardéllitjia az aktiv él lista egy elemének az ada-
tait (Ymax AX/AY, X), és a keletke rekordot beteszi a listdba. Az ARJL-ToroL mivelet
egy listaelemet torol a listabol, amikor egy €l éppen beige aktiv l1étet €l.ymax< Y).

Az AET-Renpezes az X mez alapjan atrendezi a listat. A rendezés utan az algoritnis m
den masodik él és a kovetkieel kozotti pixelt kiszinez, és végul az inkrementalis keégk
alkalmazéasaval az aktiv él lista elemeit a kovetkpasztara lépteti.

15.7.7. Inkrementdlis lathatéségi algoritmusok

A lathatosagi feladatotn képerng-koordinatarendszerben oldjuk meg. Altalaban feltéte-
lezziik, hogy a fellleteket sokszdghal6 formajaban kapjag.m

Z-buffer algoritmus

A z-byffer algoritmusminden pixelre megkeresi azt a feluletet, amelynél a pixkéresztil
lathaté pontban & koordinata minimalis. A kereséshez minden pixelhez, aolglizas
adott pillanatanak megfel@n taroljuk az abban lathato fellileti pontok koziil a legiéhbi
Z koordinatajat. Ezt & értékeket tartalmazé témbot nevezzikyfernek vagy mélység-
puffernek.

A tovabbiakban az egyszeriiség, valamint a gyakorlathjég miatt feltételezzik,
hogy a felllet haromszége&ball. A haromszdgeket egyenként dolgozzuk fel, és megha-
tarozzuk az 6sszes olyan pixelt, amely a haromszdg vetibetiil van. Ehhez egy harom-
szogkitold algoritmust kell végrehajtani.
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Amint a kitoltés soran egy pixelhez ériink, kiszamitjuk aifieti pontZ koordinatajat
és Osszehasonlitjuk a z4berben 169 értékkel. Ha az ott talalhatd érték kisebb, akkor a
mar feldolgozott haromszogek k6zoétt van olyan, amelyikldndis haromszoget ebben a
pontban takarja, igy az aktualis haromszdg ezen pontjatkedirkirajzolni. Ha viszont a z-
bufferbeli érték nagyobb, akkor az idaig feldolgozott harorgsk@t az aktualis haromszdg
takarja ebben a pontban, ezért az aktualis haromszdg &elhbeirni a pixelbe és egyuttal
aZ értékét a z-bfferbe.

A z-buffer médszer algoritmusa tehat:

Z-BUFFER-ALGORITMUS()

1 for mindenp pixelre > Képerny torlés.
2 do PixeL-irAs(p, hattér-szif

3 z-byfer| p] < alegnagyobb abrazolhaté érték

4 for mindeno haromszdgre > Rajzolas.
5 do for azo haromszdg vetiletének minderpixelére

6 do Z <« azo haromszog-re vetib pontjanakZ koordinataja

7 if Z < z-byfer[p]

8 then PixeL-iRAs(p, azo szine ebben a pontban)

9 z-byfer[p] « Z

Alkalmazhatnank az ék6 fejezet poligonkitoh algoritmusat is, de célszer{ibb kihasz-
nalni a haromszdg specidlis tulajdonsagaibdl adédayeiket. Rendezziik a cslcsokat az
Y koordinatak alapjan és sorszamozzuk @kat (gy, hogy az etmek legyen a legkisebb
és a harmadiknak a legnagyo¥lixoordinataja, és gondolatban vagjuk ketté a haromszdéget
azY, pasztaval. Ezzel két hasonlé tulajdonsagi haromszégeslseq és egy fefsharom-
szoget kapunk, amelyeken belll a kéZBaloldali) és a zaré (jobboldali) él nem valtozik.
A haromszdg éleinek jobb-, illetve baloldali élként toidérsztalyozasa attol fiigg, hogy az
(X2, Y2) vetitett csucs az{y, Y1)-bdl az (X3, Y3) felé tarto iranyitott egyenes bal, vagy jobb
oldalan van-e. Ha azx¢, Y,) a bal oldalon talalhat6, a vetitett haromszdgaiallastnak,
egyébként pedigpbballastnaknevezzik. A csicspontok koordinata szerinti rendezése,
a haromszog felvagasa és az allas eldontése utan az éitadahgonkitdlbnkbdl az ak-
tiv él lista adminisztracidja kihagyhatd, csupan az inkeatélis metszéspontszamitast kell
megtartani.

Az algoritmus részleteinek a bemutatasa soran feltesbnigly, aktualisan az

=X, Yz, To=[Xo,Y2,25], T3=[Xs Ys 23]

csucspontokkal definialt hAromszdget dolgozzuk fel. Atexszaciés algoritmusnak&kell
allitania a haromszog vetiletébedes Y pixel cimeket aZ koordinatakkal egyittl(.45
abra).

Az X, Y pixel cimi®l a megfeled Z koordinatat a haromszdg sikjanak az egyenkgtéb
szamithatjuk ({5.1) egyenlet), amely szerint 2 koordinata azX, Y koordinaték lineéris
fuggvénye. A haromszdg sikjanak az egyenlete:

nx-X+ny-Y+nz-Z+d=0, aholﬁ:(r*g—r*l)x(r*g—r*l) és d=—ﬁ~?1. (1535)

A haromszdg balallasu, illetve jobballasi voltat a norreiter Z koordinatajanak éljele
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Z(X,Y)

15.45. abra.Egy haromszog a képertskoordinatarendszerben. A haroms2064 sikon le vetiiletébe éspixe-
leket latogatjuk meg. A pixeleknek megfaéigbontZ koordinatajat a haromszog sikjanak egyeniétézamitjuk.

%3.% .3 )

Z=Z(X.Y

15.46. abra.InkrementalisZ érték szamitas egy balallasi haromszogre.

alapjan allapithatjuk meg. Ha, negativ, a haromszdég baldllasu, ha pozitiv, akkor jobbal-
lasl. Hanz zérus, akkor a vetités kovetkeztében a haromsiidedyetlen szakasz lesz, igy
a kitdltésére nincs szikség.

A haromszdg sikjanak az egyenledéb Z(X, Y) fliggvény:

_nx-X+ny-Y+d

Z(X.Y) = (15.36)
nz
Az inkrementalis elv felhasznalasaval ezen képlet jéleen egyszerisithet
Z(X+1,Y)=2(XY) - :—x =Z(XY) +6Zx . (15.37)
iz

Mivel a §Zx paraméter alland6 az egész haromszdgre, csak egyszeidzéiritani.
Egyetlen pasztan belllAakoordinata kiszamitasa tehat egyetlen 6sszeadast igéngalt
tarvonalakat a poligonkitdltésnél megismert médon uggakeballithatjuk az inkrementa-
lis elv felhasznalasavalpsa hatarvonal mentén a pasztak kezddétordinataja is egyetlen
O0sszeadassal kiszamithaté a még&paszta kezdeH koordinatajabol15.46 abra). A tel-
jes inkrementalis algoritmus, amely egy balallasu har@mgseso felét tolti ki (a jobballasu
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eset, illetve a fel§ felet kitoltd algoritmus nagyon hasonlo):

Z-BUFFER-ALSO-FELHAROMSZOG(X1, Y1, Z1, X2, Y2, Z2, X3, Y3, Z3, SZIN)

1 Ae ((Xg, Y2, Zg) - (X]_, Yl, Zl)) X ((X3, Y3, Z3) - (Xl, Yl, Zl)) > Normalvektor.
2 0Zx « —ny/nz > Z inkremens, ha X eggyelkn
3 (0XF,0Z3,6X7) « (X2 = X1)/(Y2 = Y1), (Z2 — Z1)/ (Y2 — Y1), (X3 — X1)/(Y3 = Y1))

4 (Xpal» Xjobbs Zbal) < (X1, X1, Z1)

5 forY«Y,toYs

6 doZ « Zbal
7 for X « KerexiT(Xpal) t0 KEREKIT(Xjobb) > Egy paszta rajzolasa.
8 if Z < z-byferX,Y] > Takaras vizsgalat.
9 then PixeL-irAs(X, Y, szin)

10 z-byfer X, Y] « Z

11 Z — 7+ 06Zx

12 Xpal, Xiobbs Zpa) < (Xpal + 5)(\3(, Xiobb + 5X$, Znal + 5Z$) > Kovetked paszta.

A megismert algoritmus a haromszog kitdltés, azaz a haroghen 1% pixelek azo-
nositasaval parhuzamosan linearisan interpol&j&aordinatat. A linearis interpolaciéhoz
pixelenként egyetlen sszeadas elegettjyanez a megoldas mas haromszdg tulajdonsa-
gok esetén is alkalmazhatd. Példaul, ha ismerjik a haraysaicsainak szinét, a béls
Ha a szamokat fixpontosan abrazoljuk, a lineéris interpolégyszer(i aramkori elemek
felhasznalasaval hardverben is realizalhat6. A mai grafiléutyak ilyen egységekkel ren-
delkeznek.

A z-buffer algoritmus a haromszégeket egyenként tolti ki, &N - P) id6t igényel,
aholN a haromszgek? pedig a kép pixeleinek a szama. A gyakorlatban a helyzetlenné
kedvedbb, mert a haromszégek szama altaldban a tesszellacidifasammiatt 8, igy
ha tébb haromszoglnk van, akkor méretik is kisebb, tehdltdsiikhdz kevesebb pixel
sziikséges. A futasi @igy a haromszogek vetiiletei altal lefedett pixelszamméhyos,
amely ekkor csak a felbontastél fligg, a®) tipusu.

Warnock-algoritmus

A kiilonbda fellletelemek a képen dsszefidggixeltartomanyon keresztil latszanak. Ezen
koherencia tulajdonsag miatt célszeri a lathatésagotelngl nagyobb egységekre vizs-
galni. A vetitett poligonok és az ablak lehetséges viszoalgpjan, al5.47 abra szerint,
kilonallg, korulvew, metss és tartalmazott poligonokat kiilonbdztethetlink meg. Ha sz
rencsénk van, akkor az objektumtérben csak kilonallé éshké poligonok vannak. A
kilonallé sokszdgek nem latszhatnak, igy ezekkel nem &glefkozni. A koriilved sok-
szogek vetllete pedig az 6sszes pixelt magaban foglaljdeltédelezhetjik, hogy a sok-
szdgek nem metszik egymast, akkor a koriévpoligonok kozil csak egyetlen egy lathato,
amelyet példaul az ablak kozéppontjan attheungar kbvetésével valaszthatunk ki.

Az egyetlen sugar kdvetésével megoldhatd szerencsésé&setd fenn, amikor egyet-
len poligonél sem vetil az ablakra. Ezt gy efiémhetjik, hogy a poligonélek vetiletére
alkalmazzuk a kétdimenzios szakaszvago algoritnilsé(3 pont). Ha a vagas minden sza-
kaszra Ugy taldlja, hogy a szakasz teljes egészében eldidbaickor a sokszdgek valéban
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(©) (d)

15.47. abra.Poligon-ablak relaciok(a)kilonallo; (b) korilvewd; (c) metsd; (d) tartalmazott.

csak kulonallo és korulvétipustak lehetnek. Ha viszont nem vagyunk ebben a szé&®ncs
helyzetben, akkor az ablakot négy egybevagd ablakra Hofgjués Ujra megvizsgaljuk,
hogy szerencsénk van-e vagy sem. Az eljaras, amélfaehock-algoritmusnakneveznek,
rekurzivan ismételgeti ezt a lépést, amig vagy sikeriilzaeigszetni a takarasi feladatot a
szerencsés esetre, vagy az ablak mérete a pixel méretgmadik. A pixel méret(i ablak-
nal az Ujabb felosztasok mar értelmetlenné valnak, igyaepigelre mar a szokasos modon
(példaul sugarkovetéssel) kell megoldanunk a takaréasilébt. A modszer algoritmusanak
leirdsa soranX, Y1)-gyel jeloljik az ablak bal-als6 sarkanak 66.,(Y,)-vel a jobb-fel$
sarkanak egész értékl koordinatait:

WARNOCK-ALGORITMUS( X1, Y1, X2, Y2)

1 if Xg# XovagyY: # Ys > Az ablak a pixelnél nagyobb?
then if legalabb egy él esik az ablakba > Ablakfelezés és rekurzié.
then WarNock-aLGorITMUS (X1, Y1, (X1 + X2)/2, (Y1 + Y2)/2)
WarNOCK-ALGORITMUS( X1, (Y1 + Y2)/2, (X1 + X2)/2, Y2)
WarNocK-ALGORITMUS((X1 + X2)/2, Y1, X2, (Y1 + Y2)/2)
WaRNOCK-ALGORITMUS((X1 + X2)/2, (Y1 + Y2)/2, X2, Y2)
return
> Trividlis eset: az X, Y1, Xz, Y2) téglalap homogén.
poligon«— az (X1 + X2)/2, (Y1 + Y2)/2) pixelben lathato poligon
if nincs poligon
10 then(Xg, Y1, Xz, Y2) téglalap kitdltése hattér szinnel
11 else (Xq, Y1, X2, Y>) téglalap kitoltése aoligonszinével

~No o~ wN

© 0o

Fes® algoritmus
A festés soran a kébbi ecsetvonasok elfedik a korabbiakat. Ezen egyszeitianazasa-
hoz rendezziik a poligonokat oly médon, hogy &gyoligon csak akkor allhat a sorrendben
egy Q poligon utan, hanem takarjaazt. Majd a poligonokat a kapott sorrendben visszafelé
haladva egymas utan raszterizaljuk. Ha egynél tébb polgoil egy pixelre, a pixel szine
az utoljara rajzolt poligon szinével egyezik meg. Mivel adezés miatt a korabban raj-
zoltak nem takarhatjak az utolsd poligont, ezzéést6 algoritmussah takarasi feladatot
megoldottuk.

A poligonok megfeleéd rendezése tobb problémat is felvet, ezért vizsgaljuk nzég e
kérdést részletesebben. Azt mondjuk, hogy ggpoligonnem takarjaa Q poligont”, haP-
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15.48. abra.Ciklikus takaras, amelyet tgy oldhatunk fel, hogy az eggkszdget a masik sikjaval kettévagunk.

nek semelyik pontja sem takaavalamely pontjat. Ezen relacio teljesitéséhez a kbvétkez
feltételek valamelyikét kell kielégiteni:

1. aP poligon minden pontja hatrébb van (nagydbkoordinataji) &Q poligon barmely
pontjanal;

2. aP poligon vetiiletét befoglald téglalapnak éQaoligon vetiletét befoglald téglalap-
nak nincs k6zos része;

3. Pvalamennyicslcsa (igy minden pontja) messzebb van a 8gemint aQ sikja;
4. Qvalamennyicsucsa (igy minden pontja) kbzelebb van a szemfiat aP sikja;

5. aP ésQ vetileteinek nincs kozos része.

A felsorolt feltételek barmelyike elégséges feltétel, ke ellerbrzése a sorrendnek meg-
felel6en egyre nehezebb, ezért az i@ seket a fenti sorrendben végezzik el.

Elst Iépésként rendezzik a poligonokat a maximali®ordinatajuk szerint gy, hogy
a kozeli poligonok a lista elején, a tavoli poligonok pedilista végén foglaljanak helyet.
Ez 6nmagaban még nem elég, hisz&faidulhat, hogy az igy kapott listaban valahol borul
a, P poligonnem takarjaa Q poligont” rel&cio.

Ezért minden egyes poligont 6ssze kell vetni valamennyistadan ebtte allé poli-
gonnal, és elledrizni kell a megadott feltételeket. Ha azok valamelyikedgn ebbb allo
poligonra teljesil, akkor az adott poligon helye megfléla viszont a poligonunk takar
egy ebbb all6 poligont, akkor a takart poligont az aktualis potignogé kell vinni a lista-
ban, és a mozgatott poligonra visszalépve Ujra kell kezalégliételek ellefirzését.

El6fordulhat, hogy ez az algoritmus végtelen ciklusba keP@éldaul ha két poligon
egymast kolcsdndsen takarja5(48 abra bal oldala), az ismertetett algoritmus ezen két
poligont vég nélkul cserélgetné. Még nehezebben felisei@dsetet mutat be ugyanezen
abra jobb oldala, amikor kétnél tébb poligon ciklikus takarasanak lehettink tanui.

Ezeket a ciklikus atlapolasokat a poligonok megfeéiegigasaval oldhatjuk fel, és ezaltal
atsegithetjik az algoritmusunkat a kritikus pontokon.ldikus atlapolasok felismeréséhez
a mozgataskor a poligonokat megjel6ljuk. Ha még egyszematoz kell 6ket, akkor va-
|6szinlsithdd, hogy ennek oka a ciklikus atlapolas. Ekkor az Gjb6l moaigatoligont a
masik poligon sikja mentén két részre vagjuk.
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15.49. abra.A BSP-fa. A térrészeket a tartalmazott sokszégek sikjdjastel.

BSP-fa

A BSP-faegy binaris térparticional6 fa, amely minden szinten aeegntalt térrészt egy
alkalmas sikkal két részre bontja. A BSP-fa egy kozeli rekah5.6.2 pontban megismert
kd-fa, amely koordinatatengelyekkel parhuzamos elvédasikokat hasznal. Jelen fejeze-
tink BSP-faja azonban a haromszdgek sikjat valasztjaasizi sikként.

A fa csomopontjaiban sokszdgeket talalunk, amelyek si@ijasztja szét a két gyerek
altal definialt térrésztl(5.49 abra). A fa levelei vagy Uresek, vagy egyetlen sokszoget ta
talmaznak.

A BSP-fat felépi®é BSP+a-reLipiTEs algoritmus egyS sokszdglistat kap. Az algo-
ritmusban a binaris fa egy csomoépontggomopontal, a csomoéponthoz tartozé sok-
szOgetcsomopont.sokszégel, a csomoépont két gyerekét peaisomopont.balal, illetve
csomopont.jobibal jeldljik. EgyF pontot azii - (F — fp) skalaris szorzat éjele alapjan
sorolunk azi normalvektora ésy helyvektord sik nem negativ (jobb) és negativ (bal) tar-
tomanyaba.

BSP+a-FELEPITES(S)

1 hozzunk Iétre egy (Gsomobponbt
2 if S Uresvagy egyetlen sokszéget tartalmaz
then csomoépont.sokszég S
csomopont.bad- lres
csomopont.joblk- res
elsecsomoépont.sokszég egy sokszog a3 listabdl
tavolitsuk ecsomépont.sokszéag azS listabdl
S* « S-bb6l acsomoépont.soksz@ikjanak nemnegativ félterébe l6gok
S~ « S-bbl acsomoépont.soksz@ikjanak negativ félterébe l6gok
10 csomopont.jobk- BSP-fa-felépitéS™)
11 csomépont.bad- BSP-fa-felépit€S)
12 return csomoépont

O©oo~NOOLh~W

A hatékonysag érdekében a BSP-fat igy érdemes felépitegy,élysége minimalis
legyen. A BSP-fa mélysége fiigg az elvalaszto sikot megbatdokszog kivalasztasi stra-
tégiajatol, de ez a fliggés nagyon bonyolult, ezért heikiszszabalyokat kell alkalmazni.

A BSP-fa segitségével megoldhatjuk a takarasi feladateolészégeket a fa bejarasa
soran rajzoljuk fel. Minden csomopontnal elddntjik, hoggeanera a csomoépont sikjanak
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melyik oldalan van. Eisz6r azon gyerek irdnyaba Iépiink, amely a kamera ateltédalsin
van, majd felrajzoljuk a csomdpont sajat sokszégét, végdigpa kamera oldali gyereket
dolgozzuk fel.

Gyakorlatok

15.7-1. Készitsiik el a Bresenham-algoritmus teljes, mind a 8 sdktanyt kezdl valto-
zatat.

15.7-2. A poligonkit6ltd eljards minden pasztara minden élt megvizsgal, hogy dz ékt
listdba teheti-eédket. Modositsuk az eljarast, hogy erre minden élre csakzsgylegyen
szikség.

15.7-3. Készitsiik el a z-hiier algoritmus teljes valtozatat, amely mind balallasu,dpe-
dig jobballast haromszdgekre miikadik.

15.7-4. Az atlatsz6 targyak szinét egy egyszerii modell szerintgy t8ajat szinének és a
mogottes targy szinének sulyozott atlagaként szamithadgutassuk meg, hogy ekkor az
ismertetett takarasi algoritmusok kozil csak adedgoritmus és a BSP-fa ad helyes meg-
oldast.

15.7-5. Az ismertetett Warnock-algoritmus akkor is felbontja ataibt, ha arra egyetlen
sokszog éle vetil. Javitsuk a mddszert Ggy, hogy ebben #izeesa poligont mar Gjabb
rekurziok nélkil felrajzolja.

15.7-6. Alkalmazzuk a BSP-fat diszkrét idejl titkdzésfelismesizsh

15.7-7. Alkalmazzuk a BSP-fat a sugarko@etljaras térparticional6 adatszerkezeteként.

Feladatok

15-1. Megjelenitdé rendszer sugarkdvetéssel

Készitslink megjelerfitrendszert a sugarkdvetés algoritmuséaval. A testeketrigragha-
[6val, illetve kvadratikus feluletként adjuk meg, ésfdz fényvisszavérdési tényeét ren-
deliink hozzajuk. A virtudlis térben pontszerii fényfoolc is felvesziink. Egy pont lathato
szine aranyos aflliiz fényvisszaveidési tényeavel, a fényforras teljesitményével, a pontot
a fényforrassal 6sszekbirany és a fellleti normalis kdzotti szog koszinuszavalnibert-
féle koszinusz-tdrvény), és forditottan ardnyos a pontfésyforras tavolsagaval. A fény-
forrasok lathatésaganak eldontéséhez ugyancsak a swgékthasznaljuk.

15-2. Folytonos idejli Utkdzésfelismerés sugarkdvetésse

A sugarkovetés felhasznalasaval adjunk javaslatot egydiobs ltkdzésfelisméralgorit-
musra, amely egy mozgé, forgd poliéderre és egy mozdulaflaa kiszamitja az itk6zés
varhaté idejét. A megoldas soran a poliéder cslcsainak asazdsisdt id6intervallumok-
ban egyenesvonall egyenletes mozgasnak tekintsiik.

15-3. Megjelenité rendszer inkrementalis képszintéeiss

Készitsink telijes haromdimenziés megjelénfendszert, amelyben a modellezési és
kamera-transzformaciok bedllithaték. A virtualis vilazpsepbit haromszdgenként adjuk
meg, a csucspontokhoz szininformaciét is kapcsolva. Asafammaciok és vagas utan z-
buffer algoritmussal oldjuk meg a takarasi feladatot, atbptntok szinének szamitasanal
pedig a csucspontok szinét linearisan interpolaljuk.
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Megjegyzések a fejezethez

Az euklideszi, analitikus és projektiv geometria elerdlieitajos Gyorgy L7] kivalo kony-
vében, a projektiv geometriarol altalaban Maxwel,[25] és Coxeter §] mlveiben, a
szamitogépes grafikai alkalmazasarol pedig Herman I¢8hés Krammer Gergely2?]
cikkeiben olvashatunk. A gorbék és fellletek modellezésévszamitdgépes geometriai
tervezés (CAD, CAGD) foglalkozik, amelyet atfogéan Geradin [L0], valamint Rogers
és Adams3(] targyalnak. A geometriai modellek mérési eredményikirtérd felépitése
ameérnoki visszafejtdel2] teriilete. Az implicit felliletek tanulméanyozaséahoz Bloamthal
muvét P] ajanljuk. A testeknek implicit egyenletekkel tortéteirasa napjainkban tjabb re-
neszanszat élifainkcionalis-reprezentacio (F-Realapu modellezés elterjedésével, amely-
nek részleteivel a httpcis.k.hosei.ac.jpF-rep honlap foglalkozik. A cseppmodellezésre
elészor Blinn tett javaslatotl]. Késdbb az altala javasolt exponencidlis fliggvényt kicserél-
ték polinomfliggvényekrelf]. A polinomfliggvények, kiiléndsen a masodfokl alakok azért
népszerliek, mert ekkor a sugarkdvetés soran csak masocelfgknleteket kell megoldani.

A geometriai algoritmusok a geometriai problémakra — mikbavex burok Iétreho-
zasa, metszés, tartalmazas vizsgalat, haromszdgekréshgeometriai keresés sth. — ad-
nak megoldast. A témakdrrel &3 algoritmusokcimii konyv egy fejezete is foglalkozott,
tovabbi informaciok Preparata és Sham@§][ valamint Marc de Berg mUveiberr[ 8]
talalhatok. A egyszer(i vagy akéar tdbbszorosen 0sszéfiigkszogek haromszdgekre bon-
tasahoz robusztus algoritmust adni annak ellenére méglepehéz, hogy a témakor mar
évtizedek 6ta fontos kutatasi tertilet. A gyakorlatban hakzlgoritmusokO(nlg n) id6-
ben futnak 8, 32, 45], bar Chazelle ] egy optimalis, linearis idejl algoritmus elvét is
kidolgozta. Akét ful tételidézett bizonyitdsa Joseph O'Rourkg-s$zarmazik 28]. A ha-
romszdghalokon mikddpillangé felosztast Dyn és tarsd] [javasoltak. ASutherland—
Hodgeman-poligonvagaat[35] cikk alapjan mutattuk be.

Az Utkdzésfelismerés a szamitogépes jatékak¢gyik legkritikusabb algoritmusa. Ez
akadalyozza meg ugyanis, hogy a szebkp falakon atléphessenek, valamint ezzel dont-
hetjik el, hogy egy lévedék eltalalt-e valamit a virtuaéisten. Az ttkdzésfelismerési algo-
ritmusokat Jiménez, Thomas és Torras tekintil2é}.[A felosztott felliletekdl sok hasznos
informaciot kaphatunk Catmull és Clark eredeti cik&Ep], Warren és Heimer kényvé-
b6l [43], valamint Brian Sharp ismeri@ib6l [34, 33]. A pillang6felosztast Dyn, Gregory és
Levin [9] javasolta.

A sugarkovetés elveivel Glassndg konyvében ismerkedhetiink meg.3® szakasz-
rajzol6 algoritmustFujimoto és tarsail4] cikke alapjan targyaljuk. A sugarkdvealgorit-
musok bonyolultsagat szamos publikacioban vizsgaltakiz®ayosodott, hog\N objek-
tumra a sugarkdvetési feldatoflg N) idében meg lehet oldanv[41], de ez csak elméleti
eredmeény, mert enh&x(N*) memoriaigény és éfeldolgozasiid szilkséges, és a konstans
szorz6 is olyan nagy, hogy az&dorrasigény a gyakorlat szamara elfogadhatatlan. A gya-
korlatban inkabb a fejezetben is targyalt heurisztikus saédeket alkalmazzak, amelyek
a legrosszabb esetben ugyan nem, de varhat6 értékben ngkkksugarkovetési feladat
megoldasiidejét. A heurisztikus modszereket Marton GER# 1] elemezte valdszinliségi
modszerekkel, é8 javasolta a fejezetben is hasznalt modellt. A heurisgtiddgoritmusok-
rél, elsorban a kd-fa alaptl médszer hatékony megvalositasésétimil Havran disszer-
taciojaban 18] olvashatunk, egy konkrét, optimalizalt megvalésitasigesizécsi Laszl6
cikkében B7] talalhato.
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A virtualis vilag valdszinliségi modelljében hasznaltd3on-pontfolyamat ismertetése
megtalalhaté példaul Karlin és Tayldt]] és Lamperti 3] kdnyveiben.

Az alkalmazott cellafelezési modszer Havrant@][szarmazik. Az idézett integralge-
ometriai tétel megtalalhaté Santalil] kényvében.

A négyfa és az oktalisfa geoinformatikai alkalmazéasaitieykdl 6. fejezete targyalja.

Az inkrementalis képszintézis algoritmusaival Jim Blirogfalkozik részletesent],
C++ nyelvl megvaldsitast 88 kdnyvben talalhatunk, valamint més altalanos szamitogé-
pes grafika konyvekhez is fordulhaturi] 40]. A lathatésagi algoritmusok ésszehasonlité
elemzését példaul 8¢, 39 mivekben talaljuk meg. A Bresenham-algoritmus forréga [
Az inkrementalis képszintézis algoritmusok, és azokoiiltzez-bufer algoritmus, a valos-
ideji megjelenités legnépszeriibb mddszere, ezért &gsdfartydk ennek lépéseit valo-
sitjak meg, és az elterjedt grafikus konyvtarakQpenGL, DirectXerre a megkozelitésre
épilnek.

A takarasi feladatot megoldéstd algoritmusNewell és tarsaid7] javasoltak. A BSP-
fa felépitésére Fuch4 §] javasolt heurisztikus szabalyokat.

A mai grafikus hardver tdbb szinten programozhatd, ezért gjetemitési algorit-
muslanc mikddését médosithatjuldt@urra is lehdiség van, hogy a grafikus hardveren
nem grafikus szamitasokat végezziink el. A grafikus hardverggam nagyfokd parhu-
zamossagnak kdszonben oriasi telijesitményi, de a felépitése miatt csak apieal-
goritmusok végrehajtasara képes. Mar megjelentek olyayrakus hardverre optimali-
zalt algoritmusok, amelyek altalanos célu feladatokatoék meg (linearis egyenletek,
gyors Fourier-transzformacio, integralegyenletek megsa stb.). llyen algoritmusokrol a
httpy/www.gpgpu.org honlapon és Randoma Fernando kényvéligolvashatunk.
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