
15. Számítógépes grafika (Szirmay-KalosLászló)
A számítógépes grafika egyvirtuális világot épít fel a memória adatszerkezeteiben, amit
egy virtuális kamerával fényképez le. A virtuális világalakzatokat(pontokat, szakaszokat,
felületeket, testeket stb.) tartalmaz, amit az algoritmikus feldolgozáshoz számokkal írunk
le. A képszintézisa virtuális világ és a kamera tulajdonságai alapján számítja ki a képet. A
kép feltételezésünk szerint azonos méretű kicsiny téglalapokból, úgynevezett képelemekből,
pixelekbőláll. Egy képelemhez egyetlen szín rendelhető, így elegend̋o a képszintézist pixe-
lenként egyetlen pontban, például a középpontban végrehajtani. A fényképezés megkeresi
a ponton keresztül látható alakzatot, és annak színét írja akép pixelébe. Ebben a könyv-
ben csak a látható alakzatok meghatározásával foglalkozunk, az alakzatok színét ismertnek
tételezzük fel.

A következ̋o fejezetekben először áttekintjük, hogyan írhatjuk le az alakzatokat szá-
mokkal, majd megismerkedünk a fényképezési folyamat algoritmusaival.15.1. Analitikus geometriai alapok
Vizsgálatunk alaphalmaza általában az euklideszitér.A számítógépes algoritmusokban a tér
elemeit számokkal kell leírni. A geometria számokkal dolgozó ága azanalitikus geometria,
melynek alapvet̋o eszköze a vektor és a koordinátarendszer.

15.1. definíció.A vektoregy irányított szakasz, vagy másképpen egyeltolás,aminek iránya
és hossza van, és amely a tér egy pontjához azt a másik pontot rendeli hozzá, amelyik tőle
a megadott irányban és a vektor hosszának megfelelő távolságban van. A vektorokra a~v
jelölést fogjuk alkalmazni.

A vektor hosszát gyakran a vektorabszolút értékénekis mondjuk és|~v|-vel jelöljük. A vek-
torokon értelmezzük azösszeadásműveletet, amelynek eredménye egy újabb vektor, amely
az összeadandó eltolások egymás utáni végrehajtását jelenti. A továbbiakban az összeadásra
a~v1 +~v2 = ~v jelölést alkalmazzuk. Beszélhetünk egy vektor és egy szám szorzatáról, amely
ugyancsak vektor lesz (λ ·~v1 = ~v), és ugyanabba az irányba tol el, mint a~v1 szorzandó, de a
megadottλ szám arányában kisebb vagy nagyobb távolságra.

Két vektorskaláris szorzataegy szám, amely egyenlő a két vektor hosszának és a bezárt
szögük koszinuszának a szorzatával:

~v1 · ~v2 = |~v1| · |~v2| · cosα, aholα a~v1 és~v2 vektorok által bezárt szög.
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Két vektormerőleges,ha skaláris szorzatuk zérus.

Másrészt, két vektorvektoriális szorzataegy vektor, amely merőleges a két vektor sík-
jára, a hossza pedig a két vektor hosszának és az általuk bezárt szög szinuszának a szorzata:

~v1 × ~v2 = ~v, ahol~v mer̋oleges~v1, ~v2-re, és|~v| = |~v1| · |~v2| · sinα .

A két lehetséges merőleges közül azt az irányt tekintjük a vektoriális szorzat irányának,
amerre a jobb kezünk középső ujja mutatna, ha a hüvelykujjunkat az első vektor irányába, a
mutatóujjunkat pedig a második vektor irányába fordítanánk (jobbkéz szabály).Két vektor
párhuzamos,ha vektoriális szorzatuk nulla.15.1.1. A Desartes-koordinátarendszer
A sík bármely~v vektora egyértelműen kifejezhető két, nem párhuzamos~i, ~j vektor lineáris
kombinációjaként, azaz

~v = x ·~i + y · ~j

alakban. Hasonlóan a tér bármely~v vektora egyértelműen megadható három, nem egy síkba
es̋o vektor lineáris kombinációjaként:

~v = x ·~i + y · ~j + z · ~k .

Az~i, ~j, ~k vektorokatbázisvektornak,azx, y, zskalárokatkoordinátáknaknevezzük. A
továbbiakban feltételezzük, hogy a bázisvektorok egységnyi hosszúak, és egymásra páron-
ként mer̋olegesek. A bázisvektorok ismeretében bármely vektor egyértelműen megadható
számokkal, mégpedig a koordinátáival.

Egy pontotegy vektorral adunk meg úgy, hogy megmondjuk, hogy az a tér egy kitün-
tetett pontjához, azorigóhozképest milyen irányban és távolságra van. Ezt a vektort a pont
helyvektoránaknevezzük.

Az origó és a bázisvektorok együttese aDescartes-koordinátarendszer,amellyel az
euklideszi sík, illetve a tér pontjai egyértelműen számszerűsíthet̋ok.

A Descartes-koordinátarendszer az euklideszi geometria algebrai megalapozása, amin
azt értjük, hogy aDescartes-koordinátahármasok a tér pontjainak megfeleltethetők, és a
geometriai, illetve algebrai fogalmak párba állítása utánaz euklideszi geometria axiómái
(és így a tételei is) algebrai eszközökkel igazolhatók.Gyakorlatok
15.1-1. Igazoljuk, hogy a Descartes-koordináták és a pontok egy-egyértelmű kapcsolatban
állnak.
15.1-2. Bizonyítsuk be, hogy ha a bázisvektorok egységnyi hosszúakés egymásra páron-
ként mer̋olegesek, akkor (x1, y1, z1) · (x2, y2, z2) = x1x2 + y1y2 + z1z2.

15.1-3. Igazoljuk, hogy a skaláris szorzás az összeadásra nézve disztributív.15.2. Ponthalmazok leírása egyenletekkel
A koordinátarendszerek lehetőséget adtak pontok számokkal történő megadására. Egy koor-
dinátákra megfogalmazott feltételrendszerrel pedig egy teljes ponthalmazt azonosíthatunk.
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test f (x, y, z) implicit függvény

R sugarúgömb R2 − x2 − y2 − z2

2a, 2b, 2c élű téglatest min{a− |x|, b− |y|, c− |z|}
z tengelyű,r (hurka) ésR (lyuk) sugarútórusz r2 − z2 − (R−

√

x2 + y2)2

15.1. ábra.Néhány – origó középpontú testet definiáló – implicit függvény.

A feltételrendszer általában egyenlet vagy egyenlőtlenség, amelyet kielégítő koordináta-
hármasokhoz tartozó pontokat mondjuk a ponthalmazhoz tartozónak.15.2.1. Testek
A testa háromdimenziós tér egy részhalmaza. A részhalmaz kijelöléséhez egy folytonosf
függvényt hívunk segítségül, amely a tér pontjait a valós számokra képezi le, és azokat a
pontokat tekintjük a testhez tartozónak, amelyek kielégítik az alábbiimplicit egyenl̋otlensé-
get:

f (x, y, z) ≥ 0 .

Az f (x, y, z) > 0 egyenl̋otlenséget teljesítő pontok a testbelső pontjai,az f (x, y, z) < 0
egyenl̋otlenséget kielégítők a külső pontok.Az f függvény folytonossága miatt a külső
és bels̋o pontok

”
között” találjuk az f (x, y, z) = 0 egyenletet kielégítő pontokat, amelyek

a testhatárfelületét alkotják. Szemléletesen a külső és bels̋o pontokra azf függvény a
határfelülett̋ol mért el̋ojeles távolságot jellemzi.

Megjegyezzük, hogy szigorú értelemben nem tekintjük a tér pontjainak bármilyen rész-
halmazát testnek, csak azokat, amelyek nem tartalmaznak háromnál alacsonyabb dimenziós
elfajulásokat (például a testből kilógó görbéket, és felületeket), azaz megköveteljük, hogy
a határfelület minden pontjának tetszőlegesen kicsiny környezetében belső pont is legyen.
Nem kell azonban betartanunk ezt a feltételt, ha a megjelenítő algoritmus figyelmen kívül
hagyja az elfajuló részeket.

A 15.1. ábra bemutatja a gömböt, téglatestet és tóruszt definiáló implicit függvényt.15.2.2. Felületek
Az f (x, y, z) = 0 egyenletet kielégítő pontok a test határpontjai, amelyek egyfelületet al-
kotnak. A felületeket tehát leírhatjuk ezzel azimplicit egyenlettel.Mivel a pontokat azok
helyvektoraival is definiálhatjuk, az implicit egyenletetmegfogalmazhatjuk magukra a hely-
vektorokra is:

f (~r) = 0 .

Egy felületet sokféleképpen adhatunk meg egyenlettel, például az f (x, y, z) = 0 helyett az
f 2(x, y, z) = 0 és a 2· f 3(x, y, z) = 0 nyilván ugyanazon pontokat jelöli ki.

Egy ~n normálvektorú és~r0 helyvektorúsík azon~r pontokat tartalmazza, amelyekre
az ~r − ~r0 vektor a sík normálvektorára merőleges, tehát skalárszorzatuk zérus, így a sík
pontjainak implicit vektor és skalár egyenlete:

(~r − ~r0) · ~n = 0, nx · x+ ny · y+ nz · z+ d = 0 , (15.1)
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test x(u, v) y(u, v) z(u, v)

Rsugarúgömb R · cos 2πu · sinπv R · sin 2πu · sinπv R · cosπv

Rsugarú,z tengelyű,h magasságúhenger R · cos 2πu R · sin 2πu h · v
R sugarú,z tengelyű,h magasságúkúp R · (1− v) · cos 2πu R · (1− v) · sin 2πu h · v

15.2. ábra.Néhány – felületet definiáló – paraméteres forma, aholu, v ∈ [0, 1].

aholnx, ny, nz a normálvektor koordinátái ésd = −~r0 ·~n. Amennyiben a normálvektor hossza
egységnyi, ad a síknak az origótól vett előjeles távolsága. Két síkotpárhuzamosnakneve-
zünk, ha normálvektoraik párhuzamosak.

Az implicit egyenlet helyett a másik lehetőség aparaméteres formaalkalmazása, ami-
kor a felületnél két szabad paraméter alapján állítjuk be a koordinátákat. Például egy felület
paraméteres egyenlete azu, v szabad paraméterekkel:

x = x(u, v), y = y(u, v), z= z(u, v), u ∈ [umin, umax], v ∈ [vmin, vmax] .

A felület paraméteres egyenleteiből az implicit egyenletet úgy származtathatjuk, hogy a
három egyenletb̋ol kiküszöböljük azu, v szabad paramétereket. A15.2. ábra bemutatja a
gömböt, hengert és kúpot definiáló paraméteres formát.

Az implicit egyenlethez hasonlóan, a paraméteres egyenleteket megfogalmazhatjukma-
gukra a helyvektorokra is:

~r = ~r(u, v) .

A háromszöga ~p1, ~p2 és~p3 pontokkonvex-kombinációinakhalmaza, azaz

~r(α, β, γ) = α · ~p1 + β · ~p2 + γ · ~p3, ahol α, β, γ ≥ 0 és α + β + γ = 1 .

A szokásos, kétparaméteres egyenlethez úgy jutunk, hogy azα-t u-val, aβ-t v-vel, aγ-t
pedig (1− u− v)-vel helyettesítjük:

~r(u, v) = u · ~p1 + v · ~p2 + (1− u− v) · ~p3, ahol u, v ≥ 0 és u+ v ≤ 1 .15.2.3. Görbék
Két felület metszetekéntgörbétkapunk, amelyet megadhatunk a két metsző felület

f1(x, y, z) = f2(x, y, z) = 0

alakú implicit egyenleteivel is, de ez általában feleslegesen körülményes. Tekintsük inkább
a két felület~r1(u1, v1), illetve ~r2(u2, v2) paraméteres formáit. A metszet pontjai kielégítik
az~r1(u1, v1) = ~r2(u2, v2) vektoregyenletet, amely a háromdimenziós térben három skaláre-
gyenletnek felel meg. A négy ismeretlen (u1, v1, u2, v2) paraméterb̋ol tehát hármat kiküszö-
bölhetünk, így a görbét az egyváltozós

x = x(t), y = y(t), z= z(t), t ∈ [tmin, tmax]

függvényekkel, vagy az
~r = ~r(t), t ∈ [tmin, tmax]

vektoriális alakkal írhatjuk le.
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test x(u, v) y(u, v) z(u, v)

2a, 2b főtengelyű,zsíkon lév̋o ellipszis a · cos 2πt b · sin 2πt 0

Rsugarú,z iránybanh emelkedésűcsavarvonal R · cos 2πt R · sin 2πt h · t
(x1, y1, z1) és (x2, y2, z2) közötti szakasz x1(1− t) + x2t y1(1− t) + y2t z1(1− t) + z2t

15.3. ábra.Néhány – görbét definiáló – paraméteres forma, aholt ∈ [0, 1].

A 15.3. ábra bemutatja az ellipszist, csavarvonalat és szakaszt definiáló paraméteres
formát.

Figyeljük meg, hogy a felületeken úgy is felvehetünk görbéket, hogy azu, v szabad
paraméterek közül az egyiket rögzítjük. Például av paraméter rögzítésével kapott görbe
paraméteres alakja~rv(u) = ~r(u, v). Ezeket a görbéketizoparametrikus görbékneknevezzük.

Az egyenespontjai közül jelöljünk ki egyet, és a kijelölt pont helyvektorát nevezzük az
egyenes helyvektorának.Az egyenes egy tetszőleges pontját a kijelölt pont egy kitüntetett
iránnyal párhuzamos eltolásával kaphatjuk meg. A helyvektort ~r0 vektorral, a kitüntetett
irányt pedig~v irányvektorral jelölve, azegyenes egyenlete:

~r(t) = r0 + ~v · t, t ∈ (−∞,∞) . (15.2)

Két egyenestpárhuzamosnakmondunk, ha irányvektoraik párhuzamosak.
A teljes egyenes helyett egy szakasz pontjait is megadhatjuk, ha at paramétert egy

véges intervallumra korlátozzuk. Például az~r1,~r2 pontok közöttiszakasz egyenlete:

~r(t) = ~r1 + (~r2 − ~r1) · t = ~r1 · (1− t) + ~r2 · t, t ∈ [0, 1] . (15.3)

Ezen definíció szerint a szakasz pontjai a végpontjainakkonvex-kombinációi.15.2.4. Normálvektorok
A számítógépes grafikában a felülethez tartozó pontok mellett gyakran szükség van az egyes
pontokban a felület normálvektorára is (azaz a felületet érintő sík normálvektorára). Ve-
gyünk egy példát. A tükör a fényt úgy veri vissza, hogy a megvilágítási irány, a felületi
normális és a visszaverődési irány egy síkban van, és a beesési szög megegyezik a visszave-
rődési szöggel. Ezen (és hasonló) számítások elvégzéséhez tehát a normálvektort is elő kell
állítani.

Az implicit egyenlet alapján az érintősík egyenletét a felület (x0, y0, z0) pont körüli el-
sőfokú Taylor-soros közelítésével kaphatjuk:

f (x, y, z) = f (x0 + (x− x0), y0 + (y− y0), z0 + (z− z0)) ≈

f (x0, y0, z0) +
∂ f
∂x
· (x− x0) +

∂ f
∂y
· (y− y0) +

∂ f
∂z
· (z− z0) .

Az (x0, y0, z0) és (x, y, z) pontok a felületen vannak, ígyf (x0, y0, z0) = 0 és f (x, y, z) = 0,
ezért azérintősík egyenlete:

∂ f
∂x
· (x− x0) +

∂ f
∂y
· (y− y0) +

∂ f
∂z
· (z− z0) = 0 .
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Az egyenletet a (15.1) egyenlettel összevetve megállapíthatjuk, hogy a felületTaylor-soros
közelítésével kapott sík normálvektora éppen

~n =

(

∂ f
∂x
,
∂ f
∂y
,
∂ f
∂z

)

= gradf . (15.4)

A paraméteres felület normálvektorához az izoparametrikus vonalak tanulmányozásá-
val juthatunk. Av paraméter rögzítésével kapott~rv(u) görbe érint̋ojét els̋ofokú Taylor-soros
közelítéssel kapjuk:

~rv(u) = ~rv(u0 + (u− u0)) ≈ ~rv(u0) +
d~rv

du
· (u− u0) = ~rv(u0) +

∂~r
∂u
· (u− u0) .

A közelítést az egyenes (15.2) egyenletével összevetve megállapíthatjuk, hogy az érintő
irányvektora∂~r/∂u. A felületre illeszked̋o görbék érint̋oi a felületet érint̋o síkban vannak,
így a normálvektor a felületre illeszkedő görbék érint̋oinek az irányvektoraira merőleges. A
normálvektor egyértelmű előállításához ki kell számítanunk mind az~rv(u) érintőjét, mind
pedig az~ru(v) érintőjét, és a két érintő irányvektorainak a vektoriális szorzatát kell képezni,
mert a vektoriális szorzat mindkét tényezőre mer̋oleges eredményt ad. Az~r(u, v) felület
normálvektora tehát

~n =
∂~r
∂u
×
∂~r
∂v
. (15.5)15.2.5. Görbemodellezés

A ponthalmazok paraméteres, illetve implicit egyenletekkel történ̋o leírásával a virtuális
világ geometriai tervezését egyenletek megadására, a képszintézis feladatot pedig egyen-
letek megoldására vezethetjük vissza. Az egyenletek azonban nagyon kevéssé szemlélete-
sek, így a geometriai tervezésnél közvetlenül nem alkalmazhatók. Nyilván nem várhatjuk,
hogy a tervez̋o egy emberi arc vagy egy sportkocsi felépítése során közvetlenül ezen alak-
zatok egyenleteit adja meg. Indirekt módszerekre van szükségünk, amelyekben a program
a tervez̋otől szemléletes információkat kér, amiből az egyenletet automatikusan építi fel.
Az indirekt megközelítés egyik irányzata vezérlőpontokból indul ki, a másik pedig elemi
épít̋oelemekkel (kocka, gömb, kúp stb.) és halmazműveletekkeldolgozik.

Tekintsük el̋oször a pontalapú eljárás alkalmazását görbék definiálására. Legyen a ter-
vez̋o által kijelölt vezérlőpont-sorozat~r0,~r1, . . . ,~rm, és keressünk egy~r = ~r(t) (t0 ≤ t ≤ tm)
paraméteres egyenletű görbét, amely

”
követi” a kijelölt pontokat. Egyel̋ore nem követeljük

meg, hogy a görbe át is menjen a kijelölt vezérlőpontokon.
A görbe felépítéséhez a mechanikai rendszerek súlypontjának analógiáját használjuk.

Tételezzük fel, hogy egységnyi tömegű homokunk van, amelyet szétosztunk a vezérlőpon-
tok között. Ha egy vezérlőpontban van a homok nagy része, akkor a rendszer súlypontjais
ennek közelébe kerül. Ha at paraméter függvényében a homok eloszlását folytonosan úgy
változtatjuk, hogy mindig más vezérlőpont jusson domináns szerephez, akkor a súlypont
egy görbét fut be, egymás után megközelítve a vezérlőpontokat.

Legyenek at paraméter mellett a vezérlőpontokba helyezett súlyokB0(t), B1(t),
. . . , Bm(t), amelyeket a görbebázisfüggvényeineknevezünk. Mivel egységnyi súlyt osztunk
szét, megkívánjuk, hogy mindent-re fennálljon a következ̋o azonosság:

m
∑

i=0

Bi(t) = 1 .
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15.4. ábra.Négy vezérl̋opont által definiált Bézier-görbe és bázisfüggvényei (m= 3).

Adott t-re a görbe pontját ezen mechanikai rendszer súlypontjaként értelmezzük:

~r(t) =

∑m
i=0 Bi(t) · ~r i
∑m

i=0 Bi(t)
=

m
∑

i=0

Bi(t) · ~r i .

Figyeljük meg, hogy azért érdemes mindig egységnyi tömegűhomokot szétosztani, mert
ekkor a tört nevez̋oje egységnyi lesz. A vezérlőpontokat kis mágnesekként is elképzelhetjük,
amelyek a bázisfüggvényeknek megfelelő er̋ovel vonzzák a görbét. Ha a bázisfüggvények
nem negatívak, akkor ez az erő sohasem lehet taszító, és a súlypont analógia is teljes (a
súly sem lehet negatív). Egy pontrendszer súlypontja a pontok konvex burkában1 van, így
nemnegatív bázisfüggvények esetén a görbénk is a vezérlőpontok konvex burkában marad.

A görbék tulajdonságait a bázisfüggvények határozzák meg.Most két közkedvelt bá-
zisfüggvény rendszert ismertetünk: a Bézier- és a B-spline-görbék bázisfüggvényeit.

Bézier-görbe
A Renault gyár Pierre Bézier nevű konstruktőre aBernstein-polinomokatjavasolta bázis-
függvényeknek,amelyeket az 1m = (t+(1−t))m binomiális tétel szerinti kifejtésével kapunk:

(t + (1− t))m =

m
∑

i=0

(

m
i

)

· ti · (1− t)m−i .

A Bézier-görbebázisfüggvényei ezen összeg tagjai (i = 0, 1, . . . ,m):

BBezier
i,m (t) =

(

m
i

)

· ti · (1− t)m−i . (15.6)

A Bernstein-polinomok bevezetéséből nyilvánvaló, hogy a bázisfüggvények valóban
teljesítik a

∑m
i=0 Bi(t) = 1 ésBi(t) ≥ 0 feltételeket at ∈ [0, 1] tartományban, így a görbe min-

dig a vezérl̋opontok konvex burkában marad. A görbe bázisfüggvényeit ésalakját a15.4.

1Definíciószerűen egy pontrendszer konvex burka az a minimális konvex halmaz, amely tartalmazza a pontrend-
szert.
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15.5. ábra.A B-spline bázisfüggvények létrehozása. Egy magasabb rendű bázisfüggvényt a megelőző rend két
egymást követ̋o bázisfüggvényének lineárisan növekvő, illetve lineárisan csökkenő súlyozását követő összeadá-
sával kapjuk. A vezérlőpontok száma 5, azazm = 4. Az ábrán nyíllal jelöltük a [tk−1, tm+1] hasznos tartományt,
ahovám+ 1 bázisfüggvény lóg be, amelyek összege itt azonosan 1. Az ábra jobb oldalán a görbék mellett a kis
háromszögek a vezérlőpontokat, a körök pedig a csomóértékeknek megfelelő görbepontokat mutatják.

ábrán láthatjuk. At = 0 paraméterértékeknél a legelső bázisfüggvény 1 értékű, a többi pedig
nulla, ezért a görbe az első vezérl̋opontból indul. Hasonló okok miattt = 1 paraméterérték-
nél a görbe az utolsó vezérlőpontba érkezik. A többi paraméterértéknél azonban mindegyik
bázisfüggvény pozitív, így a görbére az összes vezérlőpont együttesen hat. A görbe ezért
általában nem megy át a többi vezérlőponton.

B-spline
A második görbénk, aB-splinebázisfüggvényeit lineáris simítások sorozatával konstruál-
hatjuk meg. A B-spline azm+1 darab vezérlőpontot (k−1)-edfokú bázisfüggvényekkel sú-
lyozza. Ak a görberendszáma,amely kifejezi a görbe simaságát. Vegyünk fel egym+k+1
elemű, nem csökkenő paramétersorozatot, amelyetcsomóvektornaknevezünk:

t = [t0, t1, . . . , tm+k], t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tm+k .

Az els̋orendű, i-edik bázisfüggvényt tekintsük 1 értékűnek azi-edik paraméter-
intervallumban, azon kívül pedig zérusnak (15.5. ábra):

BBS
i,1 (t) =

{

1, hati ≤ t < ti+1 ,

0 különben .

Ezzelm+ k darab bázisfüggvényünk született, amelyek nulladfokú polinomok, nem nega-
tívak és összegük mindent ∈ [t0, tm+k) paraméterre azonosan 1. Ezek a bázisfüggvények
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annyira alacsonydimenziósak, hogy a súlypont nem is egy görbén halad végig, csak a ve-
zérlőpontokon ugrál.

A bázisfüggvények fokszámát, és ezáltal a görbe simaságát úgy növelhetjük, hogy a
következ̋o szint bázisfüggvényeinek az előállításához a jelenlegi készletből két egymást kö-
vető bázisfüggvényt lineáris súlyozással összeadunk (15.5. ábra). Az els̋o bázisfüggvényt a
ti ≤ t < ti+1 nem zérus értékű tartományában a lineárisan növekvő (t− ti)/(ti+1− ti) kifejezés-
sel szorozzuk, így a hatását lineárisan zérusról egyre növeljük. A következ̋o bázisfüggvényt
pedig annakti+1 ≤ t < ti+2 tartományában lineárisan csökkenő (ti+2 − t)/(ti+2 − ti+1) függ-
vénnyel skálázzuk. Az így súlyozott bázisfüggvényeket összeadva kapjuk a másodrendű
változat sátorszerű bázisfüggvényeit. Figyeljük meg, hogy míg az els̋orendű, konstans bá-
zisfüggvények egy-egy intervallumon voltak nem zérus értékűek, a másodrendű, sátorszerű
bázisfüggvényekre ez már két intervallumra igaz. Mivel mindig két egymást követő bázis-
függvényb̋ol hoztunk létre egy újat, az új bázisfüggvények száma eggyel kevesebb, már csak
m+ k − 1 darab van belőlük. A két széls̋o els̋orendű bázisfüggvény kivételével mindegyik
egyszer növekv̋o, egyszer pedig csökkenő súlyozással épült be a másodrendű bázisfüggvé-
nyekbe, így a két szélső intervallum kivételével, azaz a [t1, tm+k−1] tartományban továbbra is
fennáll, hogy az ide belógó2 m+ k− 1 darab bázisfüggvény összege azonosan 1.

A másodrendű bázisfüggvények elsőfokú polinomok. A bázisfüggvények fokszámát,
azaz a görbe rendjét, az ismertetett eljárás rekurzív alkalmazásával tetszőleges szintig nö-
velhetjük. A következ̋o rend bázisfüggvényei az alábbi módon függenek az előzőtől:

BBS
i,k (t) =

(t − ti)BBS
i,k−1(t)

ti+k−1 − ti
+

(ti+k − t)BBS
i+1,k−1(t)

ti+k − ti+1
, hak > 1 .

Figyeljük meg, hogy mindig két egymást követő bázisfüggvényt veszünk, és az elsőt a po-
zitív tartományában (azaz abban a tartományban, ahol nem azonosan zérus) lineárisan nö-
vekvő (t − ti)/(ti+k−1 − ti) függvénnyel, a következőt pedig annak a pozitív tartományában
lineárisan csökken̋o (ti+k − t)/(ti+k − ti+1) függvénnyel szorozzuk meg. Az eredményeket
összeadva megkapjuk a még simább bázisfüggvényeket. A műveletsort (k − 1)-szer meg-
ismételvek-adrendű bázisfüggvényekhez jutunk, amelyekből a [tk−1, tm+1] hasznos tarto-
mányba éppenm+1 darab lóg be, amelyek összege továbbra is azonosan 1. A csomóvektor
megadásánál megengedtük, hogy a csomóértékek ne szigorúanmonoton növekv̋o sorozatot
alkossanak, így az egyes intervallumok hossza akár zérus islehet. Ez 0/0 jellegű törtekhez
vezethet, amelyeket az algoritmus megvalósítása során 1 értékkel kell helyettesíteni.

A k-adrendűi-edik bázisfüggvény értékét at helyen a következ̋o Cox-deBoor algorit-
mussalszámíthatjuk:

2Akkor mondjuk, hogy a bázisfüggvény egy intervallumba lóg,ha értéke ebben az intervallumban nem azonosan
zérus.
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15.6. ábra.A B-spline interpoláció. A~p0, . . . , ~pm interpolálandó pontok alapján számítjuk a~c−1, . . . , ~cm+1 vezér-
lőpont sorozatot úgy, hogy az egyes szegmensek kezdő- és végpontjai éppen az interpolálandó pontok legyenek.

B-(i, k, t, t)

1 if k = 1 ⊲ Triviális eset vizsgálata.
2 then if ti ≤ t < ti+1

3 then return 1
4 else return0
5 if ti+k−1 − ti > 0
6 then b1← (t − ti)/(ti+k−1 − ti) ⊲ Előző lineárisan növekv̋o súllyal.
7 else b1← 1 ⊲ Itt: 0/0= 1.
8 if ti+k − ti+1 > 0
9 then b2← (ti+k − t)/(ti+k − ti+1) ⊲ Következ̋o lineárisan növekv̋o súllyal.

10 else b2← 1 ⊲ Itt: 0/0= 1.
11 B← b1 · B-(i, k− 1, t, t) + b2 · B-(i + 1, k− 1, t, t) ⊲ Rekurzió.
12 return B

A gyakorlatban a bázisfüggvényeket negyedrendűnek választjuk (k = 4), amelyek har-
madfokú polinomok, a görbe pedig kétszer folytonosan differenciálható. Ennek az a magya-
rázata, hogy a meghajlított rudak alakja és a newtoni mozgástörvényeket kielégít̋o mozgás-
pályák ugyancsak kétszer folytonosan differenciálhatók.

Amíg a vezérl̋opontok száma a görbe rendszámánál nagyobb, az egyes bázisfüggvények
csak az érvényes paramétertartomány egy-egy részében nem nulla értékűek. Ez azt jelenti,
hogy egy vezérl̋opont csak a görbe egy részére hat, így megváltoztatása a görbét csakloká-
lisan módosítja.Ez egy nagyon kedvező tulajdonság, hiszen ekkor a tervezőt nem fenyegeti
az a veszély, hogy a görbe egy részének kicsiny módosítása elrontja a görbe alakját távolabb.

A negyedrendű B-spline általában nem megy át a vezérlőpontjain. Ha interpolációs
célokra szeretnénk használni, a görbe vezérlőpontjait az interpolálandó pontokból kell ki-
számítani. Tegyük fel, hogy egy olyan görbét keresünk, amely a t0 = 0, t1 = 1, . . . , tm = m
paraméterértékeknél éppen a~p0, ~p1, . . . , ~pm pontokon megy át (15.6. ábra). Ehhez a görbénk
[~c−1, ~c0, ~c1, . . . , ~cm+1] vezérl̋opontjait úgy kell kitalálni, hogy a következő interpolációs fel-
tétel teljesüljön:

~r(t j) =
m+1
∑

i=−1

~ci · BBS
i,4 (t j) = ~p j, j = 0, 1, . . . ,m .

Ez egym+ 3 ismeretlenes lineáris egyenletrendszerm+ 1 egyenletét határozza meg, tehát
több megoldás is lehetséges. A feladatot teljesen meghatározottá tehetjük, ha még két járu-
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lékos feltételt felveszünk, azaz megadjuk például a görbénk deriváltját (mozgásgörbéknél a
sebességet) a kezdő- és a végpontban.

A B-spline görbék egy fontos továbbfejlesztésében azi-edik vezérl̋opont hatását aBi(t)
B-spline bázisfüggvény aktuális paraméter melletti értéke és a vezérlőpont sajátwi súly-
tényez̋ojének szorzata adja meg. A görbe neveNURBS (NonUniform RationalB-Spline)
amely a jelenlegi geometriai tervezőrendszerek egyik legfontosabb eszköze.

A szokásos mechanikai analógiánkban a NURBS görbénél egy vezérlőpontbawi Bi(t)
súlyt teszünk, így a rendszer súlypontja:

~r(t) =

∑m
i=0 wi BBS

i (t) · ~r i
∑m

j=0 w j BBS
j (t)

=

m
∑

i=0

BNURBS
i (t) · ~r i .

A B-spline és a NURBS bázisfüggvények közötti kapcsolat tehát a következ̋o:

BNURBS
i (t) =

wi BBS
i (t)

∑m
j=0 w j BBS

j (t)
.

Mivel a B-spline bázisfüggvények polinomok, a NURBS bázisfüggvények két polinom
hányadosaként írhatók fel. A NURBS görbék a másodrendű görbéket (például kört, ellip-
szist stb.) közelítési hiba nélkül képesek leírni.15.2.6. Felületmodellezés
A parametrikus felületek kétváltozós~r(u, v) függvényekkel adhatók meg. A függvény köz-
vetlen megadása helyett véges számú~r i j vezérl̋opontot veszünk fel, amelyeket a bázisfügg-
vényekkel súlyozva kapjuk meg a felületet leíró függvényeket:

~r(u, v) =
n

∑

i=0

m
∑

j=0

~r i j · Bi j (u, v) . (15.7)

A bázisfüggvényekt̋ol továbbra is elvárjuk, hogy összegük minden paraméterre egységnyi
legyen, azaz

∑n
i=0

∑m
j=0 Bi j (u, v) = 1 mindenütt fennálljon. Ekkor ugyanis a súlypont ana-

lógia szerint most is képzelhetjük úgy, mintha a vezérlőpontokbanu, v-től függő Bi j (u, v)
súlyok lennének, és a rendszer súlypontját tekintjük a felület ezenu, v párhoz tartozó pont-
jának.

A Bi j (u, v) bázisfüggvények definíciójánál visszanyúlhatunk a görbéknél megismert el-
járásokra. Rögzítsük gondolatban av paraméter értéket. Azu paraméterértéket szabadon
változtatva egy~rv(u) görbét kapunk, amely a felületen fut végig. Ezt a görbét a megismert
görbetervezési eljárásokkal adhatjuk meg:

~rv(u) =
n

∑

i=0

Bi(u) · ~r i , (15.8)

ahol aBi(u) a kívánt görbe bázisfüggvénye.
Természetesen, ha másv értéket rögzítünk, akkor a felület más görbéjét kell kapnunk.

Mivel egy adott típusú görbét a vezérlőpontok egyértelműen definiálnak, az~r i vezérl̋opon-
toknak függeniük kell a rögzítettv paramétert̋ol. Ahogy av változik, az~r i = ~r i(v) ugyancsak
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15.7. ábra.Felületek izoparametrikus – azaz különböző u ésv értékek rögzítésével kapott – vonalai.

egy görbén fut végig, amit érdemes ugyanazon görbetípussalaz~r i,0,~r i,2, . . . ,~r i,m vezérl̋opon-
tok segítségével felvenni:

~r i(v) =
m

∑

j=0

B j(v) · ~r i j .

Ezt behelyettesítve a (15.8) egyenletbe, a felület paraméteres függvénye a következő
lesz:

~r(u, v) = ~rv(u) =
n

∑

i=0

Bi(u)

















m
∑

j=0

B j(v) · ~r i j

















=

n
∑

i=0

m
∑

j=0

Bi(u)B j(v) · ~r i j .

A görbékkel összehasonlítva most a vezérlőpontok egy kétdimenziós rácsot alkotnak, a két-
változós bázisfüggvényeket pedig úgy kapjuk, hogy a görbéknél megismert bázisfüggvé-
nyeku-val ésv-vel parametrizált változatait összeszorozzuk.15.2.7. Testmodellezés buborékokkal
A szabad formájú, amorf testek létrehozását – a parametrikus görbékhez és felületekhez
hasonlóan – a vezérlőpontok megadására vezetjük vissza. Rendeljünk minden~r i vezérl̋o-
ponthoz egyh(Ri) hatásfüggvényt, amely kifejezi a vezérlőpont hatását egy tőleRi = |~r −~r i |
távolságban lév̋o pontban. Összetett testnek azokat a pontokat tekintjük, ahol a hatások
összege egy alkalmasT küszöbérték felett van (15.8. ábra):

f (~r) =
m

∑

i=0

hi(Ri) − T ≥ 0, aholRi = |~r − ~r i | .

Egy hatásfüggvénnyel egy gömböt írhatunk le, a gömbök pedigcseppszerűen összeolvad-
nak (15.8. ábra). A pont hatását bármilyen csökkenő, a végtelenben nullához tartó folytonos
függvénnyel kifejezhetjük. Például Blinn ahi(R) = ai · e−biR2

hatásfüggvényeket javasolta a
cseppmódszerében.15.2.8. Konstruktív tömörtest geometria
A testmodellezés másik irányzata, akonstruktív tömörtest geometriaaz összetett testeket
primitív testekb̋ol halmazműveletek (egyesítés, metszet, különbség) ismételt alkalmazásá-
val építi fel (15.9. és15.10. ábra). A primitív testek általában a téglatestet, a gömböt, a gúlát,
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R

h(R)

T

összegzés kivonás

15.8. ábra.A hatás a távolsággal csökken. Az azonos előjelű hatásfüggvények által leírt gömbök összeolvadnak,
a különböz̋o előjelűek csökkentik egymás hatását.

15.9. ábra.A konstruktív tömörtest geometria alapműveletei egyf implicit függvényű kúpra és egyg implicit
függvényű gömbre: egyesítés (max(f , g)), metszet (min(f , g)) és különbség (min(f ,−g)). Az ábra színes változata
a 811. oldalon látható.

a kúpot, a félteret stb. foglalják magukban, amelyek implicit függvényei ismertek.
A halmazművelet eredményének implicit függvényét a résztvevő testek implicit függ-

vényeib̋ol kifejezhetjük:

• f ésg metszete: min(f , g);

• f ésg egyesítése: max(f , g).

• f komplemense:− f .

• f ésg különbsége: min(f ,−g).

Az implicit függvények segítségével két test közöttiátmenetis könnyen kezelhető. Te-
gyük fel, hogy két testünk van, például egy kocka és egy gömb,amelyek implicit függvényei
f1 és f2. Ebb̋ol egy olyan testet, amelyt részben az els̋o objektumhoz, (1− t) részben pedig
a második objektumhoz hasonlít, az

f morph(x, y, z) = t · f1(x, y, z) + (1− t) · f2(x, y, z)

egyenlettel állíthatunk elő.
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15.10. ábra.Összetett objektum felépítése halmazműveletekkel. A gyökere az összetett objektumot, a levelei a
primitíveket azonosítják. A többi csomópont a halmazműveleteket adja meg (U: egyesítés,\: különbség). Az ábra
színes változata a 811. oldalon látható.

Gyakorlatok
15.2-1. Írjuk fel a tórusz paraméteres egyenletét.
15.2-2. Bizonyítsuk be, hogy a 4 vezérlőpontra illeszked̋o, [0,0,0,0,1,1,1,1] csomóvektorú,
negyedrendű B-spline egy Bézier-görbe.
15.2-3. Adjuk meg a lobogó zászló és az egy pontból induló hullámfelület paraméteres
egyenleteit, és a normálvektoraikat is egy tetszőleges pontban.
15.2-4. Bizonyítsuk be, hogy a Bézier-görbe érinti az első két és utolsó két vezérlőpont
közötti szakaszokat.
15.2-5. Vezessük le a másod-, harmad- és negyedrendű B-spline görbe bázisfüggvényeinek
képletét.
15.2-6. Készítsünk algoritmust a Bézier-görbék és B-spline görbékívhosszának meghatá-
rozására két paraméterérték között. Az ívhossz számítás alapján vezessünk végig egy pontot
egyenletes sebességgel a görbén.15.3. Geometriai feldolgozó és tesszelláiós algoritmusok
A 15.2. alfejezetben megismerkedtünk azokkal a paraméteres és implicit függvényeket
használó eljárásokkal, amelyekkel görbéket és felületeket írhatunk le. A képszintézis so-
rán különösen nagy jelentőségük van a szakaszoknak és a háromszögeknek, ezért ebben a
fejezetben olyan eljárásokat ismertetünk, amelyek más reprezentációkat szakaszokkal vagy
háromszögekkel közelítenek, illetve, amelyek szakaszokkal vagy háromszögekkel leírt mo-
delleket alakítanak át. A végpontjaikban egymáshoz kapcsolódó szakaszok sorozatáttö-
röttvonalnak,a háromszögek élekben illeszkedő gyűjteményét pedigháromszöghálónak
nevezzük. A görbéket töröttvonallal közelítő eljárások nevevektorizáció,és kimenete egy, a
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15.11. ábra.A sokszögek fajtái.(a) egyszerű;(b) nem egyszerű, egyszeresen összefüggő; (c) többszörösen össze-
függő.

töröttvonal csúcsait megadó pontsorozat. A felületeket háromszöghálókkal közelítő tesszel-
lációsalgoritmusok pedig háromszögek sorozatát állítják elő, ahol az egyes háromszögeket
a csúcspontjaikkal adjuk meg. Gyakran a fényforrások hatásának számításához a csúcspon-
tokban az eredeti felület normálvektorait is tároljuk, ígyvégül egy háromszöghöz három
pont és három normálvektor tartozik. A háromszöghálókat feldolgozó eljárások még to-
vábbi topológiai információkat is felhasználnak, példáulazt, hogy egy csúcsra mely lapok
és élek illeszkednek, és egy élben mely lapok találkoznak.15.3.1. Sokszög és poliéder
15.2. definíció. Egysokszögvagy más névenpoligon a síknak véges sok szakasszal hatá-
rolt, korlátos, azaz egyenest nem tartalmazó része. A sokszöget a határoló szakaszokat tar-
talmazó zárt töröttvonalak felsorolásával definiáljuk. Egy töröttvonalat a csúcsaival adunk
meg.

15.3. definíció.Egy sokszögegyszeresen összefüggő,ha egyetlen zárt töröttvonal határolja
(15.11. ábra).

15.4. definíció.Egy sokszögegyszerű,ha egyszeresen összefüggő, és a határoló töröttvonal
nem metszi saját magát (15.11(a) ábra).

Egy tetsz̋oleges síkbeli pontról úgy dönthető el, hogy a sokszög belsejében van-e, hogy
egy félegyenest indítunk a pontból, és megszámláljuk a sokszög éleivel keletkez̋o metszés-
pontokat. Ha a metszéspontok száma páratlan, akkor a pont a sokszög belsejében, egyébként
a külsejében van.

A háromdimenziós térben több, nem feltétlenül egy síkban lévő sokszögb̋ol sokszöghá-
lókat építhetünk fel. Két sokszöget szomszédosnak mondunk, ha van közös élük.

15.5. definíció. Egy poliéder egy olyan korlátos, azaz egyenest nem tartalmazó térrész,
amelyet véges sok sokszög határol.

A sokszöghöz hasonlóan, egy tetszőleges pontról úgy dönthető el, hogy a poliéderhez
tartozik-e, hogy egy félegyenest indítunk a pontból, és megszámláljuk a poliéder lapjaival
keletkez̋o metszéspontokat. Ha a metszéspontok száma páratlan, akkor a pont a poliéder
belsejében, egyébként a külsejében van.
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15.12. ábra.A sokszög átlója és füle.15.3.2. Paraméteres görbék vektorizáiója
A paraméteres görbék a [tmin, tmax] intervallumot képezik le a görbe pontjaira. A vektorizá-
ció során a paraméterintervallumot osztjuk fel. A legegyszerűbb felbontás at tartománytN
részre bontja fel, és az így kialakultti = tmin + (tmax− tmin) · i/N (i = 0, 1, . . . ,N) paraméte-
rértékekb̋ol kapott~r(ti) pontokra illeszt töröttvonalat.15.3.3. Egyszer¶ sokszögek háromszögekre bontása
A célként megfogalmazott háromszögsorozathoz az egyszer˝u sokszögek állnak a legköze-
lebb, ezért el̋oször ezek háromszögesítésével foglalkozunk. Konvex sokszögekre a feladat
egyszerű, egy tetszőleges csúcspontot kiválasztva, és azt az összes többivel összekötve, a
felbontás lineáris id̋oben elvégezhető. Konkáv sokszögeknél azonban ez az út nem járható,
ugyanis el̋ofordulhat, hogy a két csúcsot összekötő szakasz nem a sokszög belsejében fut,
így ez a szakasz nem lehet valamelyik, a sokszöget felbontó háromszög oldala.

Kezdjük két alapvet̋o definícióval:

15.6. definíció. Egy sokszögátlója egy, a sokszög két csúcsát összekötő olyan szakasz,
amely teljes egészében a sokszög belsejében van (15.12. ábra).

Az átló tulajdonság egy szakaszra úgy ellenőrizhet̋o, ha azt az összes oldallal megpróbáljuk
elmetszeni és megmutatjuk, hogy metszéspont csak a végpontokban lehetséges, valamint azt
is, hogy az átlójelölt egy tetszőleges, a végpontoktól különböző pontja a sokszög belsejében
van. Ez a tetsz̋oleges pont lehet például a jelölt középpontja. Egy pontróla 15.4.1. pontban
tárgyalt eljárással dönthető el, hogy egy sokszög belsejében van-e.

15.7. definíció.A sokszög egy csúcsafül, ha az adott csúcsot megelőző és követő csúcsokat
összekötő szakasz a sokszög átlója (15.12. ábra).

Nyilván csak azok a csúcsok lehetnek fülek, amelyekben a belső szög 180 foknál kisebb. Az
ilyen csúcsokatkonvex csúcsoknaknevezzük, a nem konvexeket pedigkonkáv csúcsoknak.

Az egyszerű sokszögekre kimondhatjuk a következő alapvet̋o tételeket:

15.8. tétel.Egy egyszerű sokszögnek mindig van átlója.

Bizonyítás.Legyen a háromszög legbaloldalibb (minimálisx koordinátájú) csúcsa~r i , a két
szomszédos csúcs pedig~r i−1, illetve ~r i+1 (15.13. ábra). A legbaloldalibb tulajdonság miatt
az~r i konvex csúcs. Ha az~r i fül, akkor az (~r i−1,~r i+1) szakasz átló (15.13. ábra bal oldala), így
az állítást erre az esetre beláttuk. Mivel az~r i konvex csúcs, csak akkor nem fül, ha az~r i−1,
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15.13. ábra.Az átló létezésének bizonyítása egyszerű sokszögre.

~r i , ~r i+1 háromszög tartalmaz legalább egy poligon csúcspontot (15.13. ábra jobb oldala).
Válasszuk ki a tartalmazott csúcspontok közül az~r i−1,~r i+1 pontokra illeszked̋o egyenest̋ol
a legtávolabbit, és helyvektorát jelöljük~p-vel. Mivel ~p-nél nincs az (~r i−1,~r i+1) egyenest̋ol
távolabbi csúcs, a~p és~r i között nem futhat él, tehát a (~p,~r i) szakasz átló.

15.9. tétel.Egy egyszerű sokszög az átlóival mindig háromszögekre bontható. Ha a sokszög
csúcsainak száma n, akkor a keletkező háromszögek száma n− 2.

Bizonyítás.A tétel igazolásához teljes indukciót használunk. Az állításn = 3 esetre, azaz
egyetlen háromszögre nyilván igaz. Tegyük fel, hogy az állítás mindenm (m= 3, . . . , n− 1)
csúcsú sokszögre igaz, és vegyünk egyn szöget. Az el̋oző tétel szerint azn szögnek van
átlója, tehát felbonthatjuk egy átlója mentén egyn1 szögre és egyn2 szögre, aholn1, n2 < n,
ésn1 + n2 = n+ 2, hiszen az átló végén lévő két csúcs mindkét sokszögben megjelenik. Az
indukciós feltétel értelmében a két sokszöget külön-különháromszögekre bonthatjuk, ami
az eredeti sokszög háromszögekre bontását adja. A háromszögek száma pedign1− 2+ n2−
2 = n− 2.

A sokszögek felbontási tételének bizonyítása konstruktív, így közvetlenül sugall egy
felbontási algoritmust: vegyük sorra a lehetséges átlójelölteket, és egy tényleges átló mentén
bontsuk fel a sokszöget, végül rekurzívan folytassuk az eljárást a két új sokszögre.

Ennek az algoritmusnak a futási idejeΘ(n3) (az átlójelöltek száma ugyanisΘ(n2), az
átló ellen̋orzésének ideje pedigΘ(n)). A következ̋okben ezért egy másik, egyszerű algorit-
must ismertetünk, amely egy konvex vagy konkáv~r0,~r1, . . . ,~rn sokszöget háromszögekre
oszt fel.

A háromszögekre bontófülvágó algoritmusfüleket keres, és azokat levágja addig, amíg
egyetlen háromszögre egyszerűsödik az eredeti sokszög. Az algoritmus az~r2 csúcstól indul.
Amikor egy csúcsot dolgozunk fel, először ellen̋orizzük, hogy a megelőző csúcspont fül-
e. Ha az nem fül, a következő csúcspontra lépünk. Ha a megelőző csúcs fül, akkor a két
előző és az aktuális csúcsból egy háromszöget hozunk létre, és a megel̋oző csúcsot töröljük
a sokszög csúcsai közül. Ha a törlés után az aktuális csúcsotmegel̋oző csúcspont éppen a 0
indexű, akkor a következő csúcspontra lépünk.

Az algoritmus egy háromszöget vág le a sokszögből amíg talál fület, a befejeződését
pedig az biztosítja, hogy minden egyszerű sokszögnek van füle. Az következ̋o két fül tétel
alábbi bizonyítása Joseph O’Rourke-től származik.

15.10. tétel.Egy egyszerű, legalább négy csúcsú sokszögnek mindig van legalább két, nem
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15.14. ábra.Paraméteres felületek tesszellációja.

szomszédos, így egymástól függetlenül levágható, füle.

Bizonyítás. A 15.9. tétel értelmében minden egyszerű sokszög háromszögekrebontható
úgy, hogy a keletkez̋o háromszögek oldalai a sokszög élei vagy pedig átlói. A háromszö-
geket feleltessük meg egy gráf csomópontjainak, és két csomópont közé akkor vegyünk fel
egy élt, ha a két háromszög egy sokszögátlón osztozik. A keletkez̋o gráf összefügg̋o, és
nincsenek benne körök, tehát fagráf, amelynek neveduális fa.A sokszög csúcsainak száma
legalább négy, így a fagráf csomópontjainak száma legalábbkettő. Minden, legalább két
csomópontból álló fagráfnak legalább két levele3 van. A leveleknek megfelelő háromszö-
gek pedig fülek.

A két fül tétel miatt az algoritmusunkO(n) lépésben mindig talál levágandó fület,
amelynek eltávolításával a sokszög csúcsainak száma eggyel csökken, így az eljárásO(n2)
lépésben befejeződik.15.3.4. Paraméteres felületek tesszelláiója
A paraméteres felületek a paramétertartomány egy [umin, umax] × [vmin, vmax] téglalapját ké-
pezik le a felület pontjaira.

A tesszelláció elvégzéséhez a paramétertéglalapot háromszögesítjük. A paraméter há-
romszögek csúcsaira alkalmazva a paraméteres egyenletet,éppen a felületet közelítő há-
romszöghálóhoz jutunk. A legegyszerűbb felbontás azu tartománytN részre, av-t pedigM
részre bontja fel, és az így kialakult

[ui , v j] =
[

umin + (umax− umin)
i
N
, vmin + (vmax− vmin)

j
M

]

párokból kapott pontok közül az~r(ui , v j), ~r(ui+1, v j), ~r(ui, v j+1) ponthármasokra, illetve az
~r(ui+1, v j),~r(ui+1, v j+1),~r(ui, v j+1) ponthármasokra háromszögeket illeszt.

A tesszelláció lehetadaptívis, amely csak ott használ kis háromszögeket, ahol a felület
gyors változása ezt indokolja. Induljunk ki a paraméter tartomány négyzetéb̋ol és bontsuk
fel két háromszögre. A háromszögesítés pontosságának vizsgálatához a paramétertérben
lévő háromszög élfelez̋oihez tartozó felületi pontokat összehasonlítjuk a közelítő három-

3A levél olyan csúcs, amelyhez pontosan egy él kapcsolódik.
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15.15. ábra.A tesszellációs hiba becslése.
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15.16. ábra.T csomópontok és kiküszöbölésük erőszakos felosztással.

szög élfelez̋o pontjaival, azaz képezzük a következő távolságot (15.15. ábra):
∣

∣

∣

∣

∣

∣

~r
(u1 + u2

2
,
v1 + v2

2

)

− ~r(u1, v1) + ~r(u2, v2)
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

ahol (u1, v1) és (u2, v2) az él két végpontjának a paramétertérbeli koordinátái.
Ha ez a távolság nagy, az arra utal, hogy a paraméteres felületet a háromszög rosszul

közelíti, tehát azt fel kell bontani kisebb háromszögekre.A felbontás történhet úgy, hogy
a háromszöget két részre vágjuk a legnagyobb hibával rendelkez̋o felez̋opont és a szemben
lévő csúcs közötti súlyvonal segítségével, vagy pedig úgy, hogy a háromszöget négy részre
vágjuk a három felez̋ovonala segítségével. Az adaptív felbontás nem feltétlenül robusztus,
ugyanis el̋ofordulhat, hogy a felez̋oponton a hiba kicsi, de a háromszög mégsem közelíti jól
a paraméteres felületet.

Az adaptív felbontásnál előfordulhat, hogy egy közös élre illeszkedő két háromszög
közül az egyiket az élfelező ponton átmen̋o súlyvonallal felbontjuk, de a másikat nem, így
a felbontás után az egyik oldalon lévő háromszög nem illeszkedik a másik oldalon lévő két
másikhoz, azaz a felületünk kilyukad. Az ilyen problémás élfelez̋o pontokatT csomópont-
nak nevezzük (15.16. ábra).

Amennyiben a felosztást mindig csak arra az élre végezzük el, amelyik megsérti az elő-
írt, csak az él tulajdonságain alapuló hibamértéket, T csomópontok nem jelenhetnek meg.
Ha a felosztásban az él tulajdonságain kívül a háromszög egyéb tulajdonságai is szerepet
játszanak, akkor viszont fennáll a veszélye a T csomópontokfeltűnésének, amit úgy hárítha-
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15.17. ábra.Felosztott görbe létrehozása: minden lépésben felezőpontokat veszünk fel, majd az eredeti csúcspon-
tokat a szomszédos felezőpontok és a csúcspont súlyozott átlagára helyezzük át.

tunk el, hogy ekkor rekurzívan arra az illeszkedő háromszögre is kierőszakoljuk a felosztást,
amelyre a saját hibakritérium alapján nem tettük volna meg.15.3.5. Töröttvonal és felület simítás, felosztott görbék és felületek
Ebben a pontban olyan algoritmusokat ismertetünk, amelyeka töröttvonal és sokszögháló
modelleket simítják, azaz a töröttvonalat és sokszöghálóttöbb vonalból, illetve lapból álló
olyan változatokkal cserélik fel, amelyek kevésbé tűnnekszögletesnek.

Tekintsük el̋oször az~r0, . . . ,~rm töröttvonalat. Egy látszólag simább töröttvonalhoz ju-
tunk a következ̋o, a vezérl̋opontokat megduplázó eljárással (15.17. ábra). Minden szakaszt
megfelezünk és a felezőpontokban egy-egy új~h0, . . . , ~hm−1 vezérl̋opontot veszünk fel. Bár
már kétszer annyi vezérlőpontunk van, a görbénk éppen annyira szögletes, mint eredetileg
volt. A régi vezérl̋opontokat ezért úgy módosítjuk, hogy azok a régi helyük és a két oldalu-
kon lév̋o felez̋opontok közé kerüljenek, az alábbi súlyozással:

~r ′i =
1
2
~r i +

1
4
~hi−1 +

1
4
~hi =

3
4
~r i +

1
8
~r i−1 +

1
8
~r i+1 .

Az új töröttvonal valóban sokkal simábbnak látszik. Ha még ez sem elégít ki bennünket, az
eljárást tetsz̋oleges mélységig ismételhetjük. Ha végtelen sokszor tennénk ezt, akkor éppen
a B-spline-t állítanánk elő.

Az eljárás közvetlenül kiterjeszthető háromdimenziós hálókra, amelynek eredménye
a Catmull–Clark felosztott felület.Induljunk ki egy háromdimenziós négyszöghálóból
(15.18. ábra) (az algoritmus nemcsak négyszögeket képes felosztani, de a létrehozott lapok
mindig négyszögek). Első lépésként minden él közepén felveszünk egy-egyélpontotmint
az él két végpontjának az átlagát, és minden lap közepén egy-egy lappontotmint a négy-
szög négy csúcspontjának az átlagát. Az új élpontokat a lappontokkal összekötve ugyanazt
a felületet négyszer annyi négyszöggel írtuk le. A második lépésben kezd̋odik a simítás,
amikor az élpontokat módosítjuk az élhez illeszkedő lapok lappontjai alapján úgy, hogy az
új élpont éppen a két lappont és az él két végén levő csúcspont átlaga legyen. Ugyanezt
az új élpontot úgy is megkaphatjuk, hogy az élre illeszkedő két lap négy-négy eredeti sa-
rokpontjának, valamint az él két végpontjának képezzük az átlagát (azaz az él végpontjait
háromszor szerepeltetjük az átlagban). A simítás utolsó lépésében az eredeti csúcspontok új
helyét súlyozott átlaggal határozzuk meg, amelyben az eredeti csúcspont 1/2 súlyt, az illesz-
kedő élek összesen 4 módosított élpontja és az illeszkedő lapok összesen 4 lappontja pedig
1/16 súlyt kap. Az eljárást addig ismételjük, amíg a felület simasága minden igényünket ki
nem elégíti (15.19. ábra).
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15.18. ábra.A Catmull–Clark-felosztás egy lépése. Először a lappontokat számítjuk, majd az élfelezők környeze-
tében veszünk fel átlagolással egy pontot, végül pedig az eredeti csúcspontokat módosítjuk a környezet átlagának
megfelel̋oen.

15.19. ábra.Az eredeti háló, valamint egyszer, kétszer és háromszor felosztott változatai. Az ábra színes változata
a 812. oldalon látható.

Ha a háló egyes éleinek és csúcsainak környezetét nem szeretnénk simítani, akkor a
meg̋orzend̋o éleken túl lév̋o pontokat nem vonjuk be az átlagolási műveletekbe.

A Catmull–Clark-felosztással kapott felület általában nem megy át az eredeti háló
csúcspontjain. Ezt a hátrányt küszöböli ki a háromszöghálókon működ̋o pillangó felosz-
tás.A pillangó felosztás a háromszögek élfelező pontjainak közelébe egy-egy új élpontot
helyez, majd az eredeti háromszögeket négy új háromszöggelváltja fel. Az új háromszö-
gek csúcsai egyrészt az eredeti háromszög csúcsai, másrészt a módosított élfelez̋o pontjai
(15.20. ábra). Az élpontok kialakításában az élre illeszkedő háromszögek csúcspontjai és
az ezen két háromszöggel közös élt birtokló még további négyháromszög vesz részt. Az
élpontra ható háromszögek elrendezése egy pillangóra emlékeztet, ami magyarázza az eljá-
rás elnevezését. Az élpont koordinátáit az él végpontjainak koordinátáiból számítjuk 1/2-es
súlyozással, az élre illeszkedő két háromszög harmadik csúcsaiból 1/8 + 2w súlyozással,
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15.20. ábra.Az új élpont meghatározása és a háromszög pillangó felosztása.

valamint az élre illeszked̋o két háromszöghöz tapadó négy háromszögnek az illeszkedő há-
romszögön kívül lév̋o csúcsaiból−1/16−wsúlyozással. Awa művelet paramétere, amellyel
azt állíthatjuk be, hogy az eljárás mennyire görbítse meg a felületet az élek környezetében.
A w = −1/16-os beállítás megtartja a háló szögletességét, aw = 0-t használó felosztás
pedig er̋osen lekerekíti az eredeti éleket.15.3.6. Impliit felületek tesszelláiója
Egy implicit egyenlettel leírt test felületének háromszöghálós közelítését úgy állíthatjuk elő,
hogy elegend̋oen sűrűn olyan pontokat keresünk, amelyekre azf (x, y, z) ≈ 0 teljesül, és a
közeli pontokat összekötve háromszöghálót építünk fel.

Először azf függvényt a háromdimenziós koordinátarendszer rácspontjaiban kiérté-
keljük és az eredményt egy háromdimenziós tömbben, úgynevezettvoxeltömbbentároljuk.
A továbbiakban két rácspontot szomszédosnak nevezünk, ha két koordinátájuk páronként
megegyezik, a harmadik koordináták különbsége pedig éppenaz adott tengely menti rács-
állandó. A rács pontjaiban ismerjük a függvény pontos értékét, a szomszédos rácspontok
közötti változást pedig általában lineárisnak tekintjük.Az árnyaláshoz szükséges normál-
vektorokat a mintapontokban azf függvény gradienseként számítjuk (15.4. egyenlet), ame-
lyet a rácspontok között ugyancsak lineárisan interpolálunk.

A voxeltömb alkalmazása azt jelenti, hogy az eredetif függvény helyett a továbbiak-
ban annak egy voxelenkénttri-lineáris közelítésével dolgozunk (a tri-lineáris jelző arra utal,
hogy a közelít̋o függvényben bármely két koordinátaváltozó rögzítésévela harmadik koor-
dinátában a függvény lineáris). A lineáris közelítés miattegy – két szomszédos rácspont
közötti – él legfeljebb egyszer metszheti a közelítő felületet, hiszen a lineáris függvénynek
legfeljebb egyetlen gyöke lehet. A rácspontokat olyan sűrűn kell felvenni, hogy a tri-lineáris
közelítés során ne veszítsünk el gyököket, azaz a felület topológiája ne változzon.

A felületet háromszöghálóval közelítő módszer nevemasírozó kockák algoritmus.Az
algoritmus a mintavételezett érték előjele alapján minden mintavételezési pontra eldönti,
hogy az a test belsejében vagy azon kívül van-e. Ha két szomszédos mintavételezési pont
eltér̋o típusú, akkor közöttük felületnek kell lennie. A határ helyét és az itt érvényes nor-
málvektort a szomszédos mintavételezési pontok közötti élen az értékek alapján végzett
lineáris interpolációval határozhatjuk meg. Ha az egyik mintavételezési pont helyvektora
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15.21. ábra.Egy voxelenkénti tri-lineáris implicit függvényű felület és egy voxel lehetséges metszetei. A 256-ból
ez a 15 topológiailag különböző eset választható ki, amelyekből a többiek forgatással előállíthatók. Az ábrán az
azonos el̋ojelű mintavételezett értékeket körrel jelöltük.

~r1, a szomszédos mintavételi ponté pedig~r2, és azf implicit függvény a két pontban eltérő
előjelű, akkor a tri-lineáris felület és az (~r1,~r2) szakasz~r i metszéspontja, valamint a felület
~ni normálvektora:

~r i = ~r1 ·
f (~r2)

f (~r2) − f (~r1)
+ ~r2 ·

f (~r1)
f (~r2) − f (~r1)

,

~ni = gradf (~r1) · f (~r2)
f (~r2) − f (~r1)

+ gradf (~r2) · f (~r1)
f (~r2) − f (~r1)

.

Végül az éleken kijelölt pontokra háromszögeket illesztünk, amelyekb̋ol összeáll a kö-
zelítő felület. A háromszögillesztéshez figyelembe kell venni, hogy a tri-lineáris felület a
szomszédos mintavételezési pontokra illeszkedő kocka éleinek mindegyikét legfeljebb egy-
szer metszheti. Metszéspont akkor keletkezik, ha az él két végén lév̋o mintavételezési pont-
ban a függvényérték eltérő előjelű. A kocka 8 csúcsán érvényes előjelek alapján 256 eset
lehetséges, amiből végül 15 topológiailag különböző konfiguráció különíthető el (15.21.
ábra). Az algoritmus sorra veszi az egyes voxeleket és megvizsgálja a csúcspontok előjeleit.
Rendeljünk a negatív előjelhez 0 kódbitet, a nem negatívhoz 1-et. A 8 kódbit kombinációja
egy 0–255 tartományba eső kódszónak tekinthető, amely éppen az aktuális metszési esetet
azonosítja. A 0 kódszavú esetben az összes sarokpont a testen kívül van, így a felület a vo-
xelt nem metszheti. Hasonlóan, a 255 kódszavú esetben minden sarokpont a test belsejében
található, ezért a felület ekkor sem mehet át a voxelen. A többi kódhoz pedig egy táblázatot
építhetünk fel, amely leírja, hogy az adott konfiguráció esetén mely kockaélek végpont-
jai eltér̋o előjelűek, ezért metszéspont lesz rajtuk, valamint azt is, hogy a metszéspontokra
miként kell háromszöghálót illeszteni.
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15.3-1. Igazoljuk a két fül tételt teljes indukcióval.
15.3-2. Készítsünk adaptív görbetesszellációs algoritmust.
15.3-3. Bizonyítsuk be, hogy a Catmull–Clark felosztási módszer a B-spline görbéhez, il-
letve felülethez konvergál.
15.3-4. Készítsünk egy táblázatot a masírozó kockák algoritmus számára, amely minden
kódszóhoz megadja a keletkező háromszögek számát, és azt, hogy a háromszögek csúcs-
pontjai mely kockaélekre illeszkednek.
15.3-5. Készítsünk olyan masírozó kocka algoritmust, amely nem igényli az implicit függ-
vény gradiensét a mintavételi pontokban, hanem azt is az implicit függvény mintáival
becsli. 15.4. Tartalmazási algoritmusok
A modellek feldolgozása során gyakran kell megválaszolnunk azt a kérdést, hogy egy alak-
zat tartalmazza-e egy másik alakzat valamely részét. Ha csak igen/nem válaszra vagyunk
kíváncsiak, akkortartalmazás vizsgálatrólbeszélünk. Ha elő is kell állítani a tartalmazott
alakzat azon részét, amely a másik alakzat belsejében van, akkor az algoritmuscsalád neve
vágás.

A tartalmazás vizsgálatot gyakran diszkrét idejűütközésfelismerésnekis nevezzük. Az
ütközéseket ugyanis közelítőleg vizsgálhatjuk úgy is, hogy csak diszkrét időpillanatokban
nézünk rá a virtuális világ elemeire, és az ütközésekre utólag abból következtetünk, hogy
megvizsgáljuk, tartalmazzák-e az alakzatok más alakzatokrészeit. A diszkrét idejű ütkö-
zésfelismerés hibázhat. Ha az objektumok sebessége a mintavételezési id̋ohöz képest nagy,
akkor el̋ofordulhat, hogy nem veszünk észre ütközéseket. Az ütközési feladat robusztus és
pontos megoldásához folytonos idejű ütközésfelismerő eljárások szükségesek, amelyek az
ütközés id̋opontját is kiszámítják. A folytonos idejű ütközésfelismerést a sugárkövetésre
(15.6. pont) építhetjük, így ebben a fejezetben csak a pont tartalmazással, a poliéderek kö-
zötti diszkrét idejű ütközésfelismeréssel, és végül néhány egyszerű alakzat vágásával fog-
lalkozunk.15.4.1. Pont tartalmazásának vizsgálata
Az f implicit függvényű test azon (x, y, z) pontokat tartalmazza, amelyekre azf (x, y, z) ≥ 0
egyenl̋otlenség teljesül, így az adott pont koordinátáit az implicit függvénybe helyettesítve,
az eredmény előjele alapján dönthetünk a tartalmazásról.

Féltér
A féltér pontjait a (15.1) egyenlet alapján az

(~r − ~r0) · ~n ≥ 0, nx · x+ ny · y+ nz · z+ d ≥ 0 (15.9)

egyenl̋otlenséggel adhatjuk meg, ahol a határoló sík normálvektora „befelé” mutat.
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15.22. ábra.Poliéder-pont tartalmazás vizsgálat. Konvex poliéder akkor tartalmaz egy pontot, ha a pont minden
lapsíkjának ugyanazon az oldalán van, mint maga a test. Konkáv poliéderre egy félegyenest indítunk a pontból és
megszámláljuk a metszéspontokat. Páratlan számú metszés esetén a pont belül van, páros számú metszéskor pedig
kívül.

Konvex poliéder
Bármely konvex poliéder előállítható a lapjaira illeszkedő síkok által határolt félterek met-
szeteként (15.22. ábra bal oldala). Minden lap síkja tehát a teret két részre bontja, egy bels̋o
részre, amelyikben maga a poliéder található, és egy külső tartományra. Vessük össze a pon-
tot a poliéder lapjaival, pontosabban azok síkjaival. Ha a pontunk minden sík tekintetében
a bels̋o részben van, akkor a pont a poliéderen belül van. Ha viszontvalamely sík esetén a
külső tartományban van, akkor a pont nem lehet a poliéder belsejében.

Konkáv poliéder
A 15.22. ábra jobb oldalán látható módon indítsunk egy félegyenesta vizsgált pontból a
végtelen felé, és próbáljuk elmetszeni a poliéder lapjait afélegyenessel (a metszéspontok
számításához a15.6. szakaszban a sugárkövetéshez kidolgozott eljárások használhatók).
Ha páratlan számú metszéspontot számolunk össze, akkor a poliéder belsejében, egyébként
pedig azon kívül van a pontunk. A numerikus pontatlanságok miatt a lapok találkozásánál
gondot jelenthet annak eldöntése, hogy félegyenesünk itt hány lapot is metszett egyszerre.
Ha ilyen helyzetbe kerülünk, akkor a legegyszerűbb egy olyan új félegyenest választani,
amely elkerüli a lapok találkozását.

Sokszög
Természetesen a konkáv poliédereknél megismert eljárás a síkban is használható annak el-
döntéséhez, hogy egy tetszőleges sokszög tartalmaz-e egy adott, ugyanebben a síkban lévő
pontot. A síkon egy félegyenest indítunk a végtelen felé, ésmegszámláljuk a sokszög élei-
vel keletkez̋o metszéspontokat. Ha a metszéspontok száma páratlan, akkor a pont a sokszög
belsejében, egyébként a külsejében van.

Ezen kívül a konvex lapoknál ellenőrizhetjük, hogy a pontból a lap éleinek a látószögét
összegezve 360 fokot kapunk-e, vagy megvizsgálhatjuk, hogy minden élre a pont ugyanazon
az oldalon van-e, mint a lap többi csúcspontja. Az algoritmus működését részleteiben egy
speciális esetre, a háromszögre tárgyaljuk.
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15.23. ábra.Háromszög-pont tartalmazás. Az ábra azt az esetet illusztrálja, amikor a síkon lev̋o ~p pont az~abés ~bc
egyenesektől balra, a~ca egyenest̋ol pedig jobbra helyezkedik el, azaz nincs bent a háromszög belsejében.

Háromszög
Tekintsünk egy háromszöget~a, ~b és~c helyvektorú csúcsokkal, és egy, a háromszög síkjában
lévő ~p pontot. A pont akkor van a háromszögön belül, ha a háromszög mind a három oldale-
gyeneséhez viszonyítva ugyanazon az oldalon van, mint a harmadik csúcs. A (~b−~a)×(~p−~a)
vektoriális szorzat az~ab egyenes két oldalán lévő ~p pontokra ellentétes irányú, így ezen
vektor irányát felhasználhatjuk a pontok osztályozására (amennyiben a~p pont éppen az~ab
egyenesen lenne, a vektoriális szorzat eredménye zérus). A(~b− ~a) × (~p− ~a) vektor irányát
tehát az~n = (~b− ~a) × (~c− ~a) vektor irányával kell összevetni, amelyben a vizsgált~p pontot
a háromszög harmadik~c csúcsával cseréltük fel. Vegyük észre, hogy ez az~n vektor éppen a
háromszög síkjának normálvektora (15.23. ábra).

Két vektorról például úgy állapíthatjuk meg, hogy azonos irányúak (bezárt szögük
nulla), vagy ellentétesek (bezárt szögük 180 fok), hogy képezzük a skaláris szorzatukat,
és megvizsgáljuk az eredmény előjelét. Azonos irányú vektorok skaláris szorzata pozitív,az
ellentétes irányúaké negatív. Tehát, ha a ((~b− ~a)× (~p− ~a)) · ~n skaláris szorzat pozitív, akkor
a ~p az ~ab egyenesnek ugyanazon az oldalán van, mint a~c, ha negatív, akkor az ellentétes
oldalon, ha pedig zérus, akkor a~p az ~abegyenesre illeszkedik. A vizsgálatot mindhárom ol-
dalegyenesre el kell végezni, és a~p pont akkor lesz a háromszög belsejében, ha mindhárom
alábbi feltétel teljesül:

((~b− ~a) × (~p− ~a)) · ~n ≥ 0 ,
((~c− ~b) × (~p− ~b)) · ~n ≥ 0 ,
((~a− ~c) × (~p− ~c)) · ~n ≥ 0 .

(15.10)

A vizsgálat robusztus, azaz akkor is helyes eredményt ad, haa numerikus pontatlansá-
gok miatt a~p pont nincs pontosan a háromszög síkján, csak a síkra merőleges háromszög
alapú hasábban.

Az egyenl̋otlenségrendszer kiértékelését gyorsíthatjuk, ha a háromdimenziós tér helyett
annak kétdimenziós vetületén dolgozunk. Vetítsük le a vizsgált~p pontot, és vele együtt a há-
romszöget valamelyik koordinátasíkra, és ezen a síkon végezzük el a háromszög három ol-
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15.24. ábra.Háromszög-pont tartalmazás vizsgálata azxy vetületen. A~c harmadik csúcs az~ab bal vagy jobb
oldalán helyezkedhet el, amit a csúcspontok sorrendjének felcserélésével mindig a baloldali esetre vezetünk vissza.

dalára a tartalmazás vizsgálatot. A koordinátasík kiválasztásakor ügyelnünk kell arra, hogy a
háromszög vetülete a numerikus pontosság érdekében a lehető legnagyobb legyen és semmi
esetre se zsugorodjon egy szakasszá. Ha a normálvektor három Descartes-koordinátája kö-
zül aznz a legnagyobb abszolút értékű, akkor a legnagyobb vetület az xysíkon keletkezik. A
következ̋okben csak ezzel az esettel foglalkozunk. Hanx vagyny lenne maximális abszolút
értékű, akkor azyz, illetve azxzsíkon a vizsgálat hasonlóan elvégezhető.

Először átalakítjuk a csúcsok sorrendjét úgy, hogy~a-ból ~b-be haladva a~c pont mindig
a bal oldalon helyezkedjen el. Ehhez először vizsgáljuk meg az~abegyenes egyenletét:

by − ay

bx − ax
· (x− bx) + by = y .

A 15.24. ábra alapján a~c pont akkor van az egyenes bal oldalán, hax = cx-nél cy az
egyenes felett van:

by − ay

bx − ax
· (cx − bx) + by < cy .

Mindkét oldalt (bx − ax)-szel szorozva:

(by − ay) · (cx − bx) < (cy − by) · (bx − ax) .

A második esetben a meredekség nevezője negatív. A~c pont akkor van az egyenes bal
oldalán, hax = cx-nélcy az egyenes alatt van:

by − ay

bx − ax
· (cx − bx) + by > cy .

A negatív (bx − ax) nevez̋ovel való szorzás miatt a relációs jel megfordul:

(by − ay) · (cx − bx) < (cy − by) · (bx − ax) ,

azaz mindkét esetben ugyanazt a feltételt kaptuk. Ha ez a feltétel nem teljesül, akkor~c nem
az ~abegyenes bal oldalán, hanem a jobb oldalán helyezkedik el. Ezpedig azt jelenti, hogy~c
a ~baegyenes bal oldalán található, tehát az~a és~b sorrendjének cseréjével biztosítható, hogy
~c az ~ab egyenes bal oldalán tartózkodjon. Fontos észrevenni, hogyebb̋ol következik az is,
hogy az~a a ~bc egyenes, valamint a~b a ~caegyenes bal oldalán helyezkedik el.
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csúcs behatolás él behatolás

15.25. ábra.Poliéder-poliéder ütközésvizsgálat. Az ütközési esetek csupán egy részét ismerhetjük fel az egyik test
csúcsainak a másik testtel való összevetésével. Ütközés keletkezhet úgy is, hogy csak az élek hatolnak a másik
testbe, de a csúcsok nem.

Az algoritmus második lépésében pedig azt ellenőrizzük, hogy a~p pont mindhárom
oldalra a bal oldalon van-e, mert ekkor a háromszög tartalmazza a pontot, egyébként pedig
nem:

(by − ay) · (px − bx) ≤ (py − by) · (bx − ax) ,
(cy − by) · (px − cx) ≤ (py − cy) · (cx − bx) ,
(ay − cy) · (px − ax) ≤ (py − ay) · (ax − cx) .

(15.11)15.4.2. Poliéder-poliéder ütközésvizsgálat
Két poliéder ütközhet egymással úgy, hogy az egyikük egy csúcsa a másik egy lapjával ta-
lálkozik, és ha semmi sem állítja meg, akkor a csúcs a másik test belsejébe hatol (15.25. ábra
bal oldala). Ez az eset a korábban tárgyalt tartalmazás vizsgálattal felismerhető. Először az
els̋o poliéder összes csúcsára ellenőrizzük, hogy a másik poliéder tartalmazza-e, majd a két
poliéder szerepét felcserélve vizsgáljuk, hogy a második csúcsai az els̋o poliéder belsejében
vannak-e.

A csúccsal történ̋o ütközésen kívül előfordulhat, hogy két poliéder élei a másikba hatol-
nak anélkül, hogy csúcsaik a másik belsejébe kerülnének (15.25. ábra jobb oldala). Ennek
felismeréséhez az egyik poliéder összes élét össze kell vetni a másik poliéder összes lapjá-
val. Egy él és lap tekintetében a (15.9) egyenl̋otlenség felhasználásával először ellen̋orizzük,
hogy az él két végpontja a lap síkjának két ellentétes oldalán van-e. Ha igen, akkor kiszá-
mítjuk az él és a lap síkjának a metszéspontját, végül pedig eldöntjük, hogy a metszéspont
a lapon belül van-e.

Vegyük észre, hogy az él behatolás és egy tetszőleges pont tartalmazásának ellenőr-
zése együttesen magában foglalja a csúcs behatolás esetét is, tehát a csúcsok egyenkénti
vizsgálata szükségtelennek látszik. Azonban csúcs behatolás nélküli él behatolás ritkábban
fordul elő, ráadásul a csúcs behatolását kevesebb számítással is felismerhetjük, így érdemes
először mégis a csúcs behatolást vizsgálni.

A poliéderek ütközésvizsgálata során az egyik poliéder összes élét a másik poliéder
összes lapjával össze kell vetni, amely négyzetes idejű algoritmushoz vezet. Szerencsére
a módszer a befoglaló keretek (15.6.2. pont) alkalmazásával jelentősen gyorsítható. Ke-
ressünk minden objektumhoz egy olyan egyszerű alakzatot,amely tartalmazza azt. Külö-
nösen népszerűek a befoglaló gömbök, illetve téglatestek. Ha a befoglaló alakzatok nem
találkoznak, akkor nyilván a befoglalt objektumok sem ütközhetnek. Amennyiben a befog-
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laló alakzatok egymásba hatolnak, akkor folytatni kell a vizsgálatot. Az egyik objektumot
összevetjük a másik befoglaló alakzatával, és ha itt is ütközés mutatkozik, akkor magával az
objektummal. Remélhetőleg ezen utóbbi eset nagyon ritkán fordul elő, és az ütközésvizsgá-
latok dönt̋o részét a befoglaló alakzatokkal gyorsan el lehet intézni.15.4.3. Vágási algoritmusok
A vágásegy vágó és egy vágandó alakzatot használ, és a vágandóból eltávolítja az összes
olyan részt, amely a vágó külsejében van. A vágás megváltoztathatja a vágandó alakzat
jellegét, így nehézséget okozhat, hogy a vágás után már nem lehet leírni olyan típusú függ-
vénnyel, mint a vágás előtt. Ezért általában csak olyan vágó és vágandó alakzatokatenge-
dünk meg, ahol a vágandó jellege (azaz a függvény típusa) a vágás után sem módosul. A
továbbiakban feltételezzük, hogy a vágó alakzat féltér, általános, illetve speciális tulajdon-
ságú poliéder, a vágandó pedig pont, szakasz, illetve sokszög.

Ha a vágandó alakzat egy pont, akkor a tartalmazást ellenőrizzük az el̋oző pont algorit-
musaival, és annak eredményétől függően a pontot eltávolítjuk vagy megtartjuk.

Szakaszok vágása féltérre
Tekintsük az~r1 és~r2 végpontú~r(t) = ~r1 · (1− t) + ~r2 · t, (t ∈ [0, 1]) paraméteres egyenletű
szakaszt és a (15.1) egyenletb̋ol származtatott

(~r − ~r0) · ~n ≥ 0, nx · x+ ny · y+ nz · z+ d ≥ 0

egyenl̋otlenséggel adott félteret.
Három esetet kell megkülönböztetni:

1. Ha a szakasz mindkét végpontja a féltér belsejében van, akkor a teljes szakasz belső
pontokból áll, így megtartjuk.

2. Ha a szakasz mindkét végpontja a féltér külsejében van, akkor a szakasz minden pontja
külső pont, így a vágás a teljes szakaszt eltávolítja.

3. Ha a szakasz egyik végpontja külső pont, a másik végpontja belső pont, akkor ki kell
számítani a szakasz és a féltér határoló síkjának metszéspontját, és a küls̋o végpontot
fel kell cserélni a metszésponttal. A metszéspontot megkaphatjuk, ha a szakasz egyen-
letét a féltér határoló síkjának egyenletébe helyettesítjük, és az egyenletet az ismeretlen
paraméterre megoldjuk:

(~r1 · (1− ti) + ~r2 · ti − ~r0) · ~n = 0, =⇒ ti =
(~r0 − ~r1) · ~n
(~r2 − ~r1) · ~n

.

A ti paramétert a szakasz egyenletébe visszahelyettesítve a metszéspont koordinátáit is
előállíthatjuk.

Sokszögek vágása féltérre
A vágás során egyrészt az egyes csúcspontokat kell megvizsgálni, hogy azok bels̋o pontok-e
vagy sem. Ha egy csúcspont belső pont, akkor a vágott sokszögnek is egyben csúcspontja.
Ha viszont a csúcspont külső pont, nyugodtan eldobhatjuk. Másrészt vegyük észre, hogy
az eredeti sokszög csúcsain kívül a vágott sokszögnek lehetnek új csúcspontjai is, amelyek
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15.26. ábra.A ~p[0], . . . , ~p[5] sokszög vágása, amelynek eredménye a~q[0], . . . , ~q[4] sokszög. Az eredménysokszög
csúcsai az eredeti sokszög belső csúcsai és az éleknek a vágósíkkal képzett metszéspontjai.

az élek és a féltér határoló síkjának a metszéspontjai. Ilyen metszéspont akkor keletkezhet,
ha két egymást követő csúcs közül az egyik belső, míg a másik küls̋o pont. A csúcsok
egyenkénti vizsgálata mellett tehát arra is figyelni kell, hogy a következ̋o pont a határoló
síkhoz viszonyítva ugyanazon az oldalon van-e (15.26. ábra).

Tegyük fel, hogy az eredeti egyszeresen összefüggő sokszögünk csúcsai ap = 〈~p[0],
. . . , ~p[n− 1]〉 tömbben érkeznek, a vágott sokszög csúcsait pedig aq = 〈~q[0], . . . , ~q[m− 1]〉
tömbbe kell elhelyezni. A vágott sokszög csúcsainak számátaz m változóban tároljuk. A
megvalósítás során kellemetlenséget okoz, hogy általábanaz i-edik csúcsot követő csúcs
az (i + 1)-edik, kivéve az utolsó, az (n − 1)-edik csúcsot, amelyet a 0-adik követ. Ezt a
kellemetlenséget elháríthatjuk, ha ap tömböt kiegészítjük még egy (~p[n] = ~p[0]) elemmel,
amely még egyszer tárolja a 0-adik elemet.

Ezek alapján aSutherland–Hodgeman-poligonvágás:

S–H-́́(p)

1 m← 0
2 for i ← 0 to n− 1
3 do if ~p[i] bels̋o pont
4 then ~q[m] ← ~p[i] ⊲ Az i-edik csúcs része a vágott poligonnak.
5 m← m+ 1
6 if ~p[i + 1] külső pont
7 then ~q[m] ←Ḿ-́́́(~p[i], ~p[i + 1])
8 m← m+ 1
9 else if ~p[i + 1] bels̋o pont

10 then ~q[m] ← Ḿ-́́́(~p[i], ~p[i + 1])
11 m← m+ 1
12 return q

Alkalmazzuk gondolatban ezt az algoritmust olyan konkáv sokszögre, amelynek a vá-
gás következtében több részre kellene esnie (15.27. ábra). A sokszöget egyetlen tömbben
nyilvántartó algoritmusunk képtelen a széteső részek elkülönítésére, és azokon a helyeken,
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dupla határvonal

páros számú
határ

15.27. ábra.Konkáv sokszögek vágásakor a széteső részeket páros számú élek tartják össze.

ahol valójában nem keletkezhet él, páros számú élt hoz létre.
A páros számú extra él azonban nem okoz problémát a továbbiakban, ha a sokszög

bels̋o pontjait a következ̋o elv alapján határozzuk meg: a kérdéses pontból egy félegyenest
indítunk a végtelen felé és megvizsgáljuk, hogy hányszor metszi a sokszög éleit. Páratlan
számú metszéspont esetén a pontot a sokszög belső pontjának tekintjük, páros számú met-
szés esetén külső pontnak.

Az ismertetett algoritmus többszörösen összefüggő sokszögek vágására is alkalmaz-
ható, csak ebben az esetben a bemutatott eljárást minden határoló zárt töröttvonalra külön-
külön kell végrehajtani.

Szakaszok és poligonok vágása konvex poliéderre
Miként korábban megállapítottuk, egy konvex poliéder előállítható a lapjaira illeszkedő sí-
kok által határolt félterek metszeteként (15.22. ábra bal oldala), így a konvex poliéderre vá-
gást visszavezethetjük félterekre történő vágásra. Egy féltérre vágás kimenete a következő
féltérre vágás bemeneti vágandó alakzata lesz, a végső eredményt pedig az utolsó féltéren
végrehajtott vágáson is átjutó alakzat jelenti.

Szakaszok vágása AABB-re
A képszintézis algoritmusokban különösen fontos szerepetkap egy speciális típusú konvex
poliéder, az AABB.

15.11. definíció.A koordinátatengelyekkel párhuzamos oldalú téglatesteket AABB-nek ne-
vezzük. Egy AABB-t a minimális és maximális Descartes-koordinátáival adunk meg:
[xmin, ymin, zmin, xmax, ymax, zmax].

Bár az AABB-re vágáshoz használható lenne az általános konvex poliéderre kidolgozott
vágás, az AABB-k jelent̋osége miatt erre az esetre különlegesen gyors eljárást dolgoztak ki.

Az AABB koordinátatengelyekkel párhuzamos oldalsíkjai a teret két részre bontják,
egy bels̋o részre, amelyikben maga az AABB található, és egy külső részre. A konvex poli-
éderre végrehajtott vágáshoz hasonlóan vessük össze a vizsgált pontot az AABB lapjaival,
pontosabban azok síkjaival. Ha a pontunk minden sík tekintetében a bels̋o részben van, ak-
kor a pont az AABB-ben van, ha viszont valamely sík esetén a külső részben van, akkor a
pont nem lehet az AABB belsejében.

A szakasz AABB-re vágásához ezt az algoritmust mind a hat síkra végre kell hajtani,
így előfordulhat, hogy kiszámítunk olyan metszéspontot is, amelyet egy másik vágósík fe-
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15.28. ábra.A sík pontjainak 4-bites és a tér pontjainak 6-bites kódjai.A szakasz vágásnál a koordinátasíkok
sorrendjét a szakasz végpontjainak kódjai választják ki.

leslegessé tesz. Érdemes tehát a síkok sorrendjét ügyesen megválasztani. Az egyik legegy-
szerűbb módszer aCohen–Sutherland szakaszvágó algoritmus.

Jelöljük 1-gyel, ha a pont nem a vágási tartomány félterébenhelyezkedik el, míg 0-val,
ha az AABB-vel azonos féltérben található. Mivel 6 határolósík létezik, 6 darab 0 vagy 1
értékünk lesz, amelyeket egymás mellé téve egy 6-bites kódot kapunk (15.28. ábra). Egy
pontC[0], . . . ,C[5] kódbitjei:

C[0] =

{

1, x ≤ xmin,

0 egyébként.
C[1] =

{

1, x ≥ xmax,

0 egyébként.
C[2] =

{

1, y ≤ ymin ,

0 egyébként.

C[3] =

{

1, y ≥ ymax,

0 egyébként.
C[4] =

{

1, z≤ zmin,

0 egyébként.
C[5] =

{

1, z≥ zmax ,

0 egyébként.

Nyilvánvalóan a 000000 kóddal rendelkező pontok a vágási tartományban, a többiek
pedig azon kívül találhatók (15.28. ábra). Alkalmazzuk ezt a szakaszok vágására. Legyen
a szakasz két végpontjához tartozó kódC1 ésC2. Ha mindkett̋o 0, akkor mindkét végpont
a vágási tartományon belül van, így a szakaszt nem kell vágni(triviális elfogadás). Ha a
két kód ugyanazon a biten 1, akkor egyrészt egyik végpont sincs a vágási tartományban,
másrészt ugyanabban a „rossz” féltérben találhatók, így azőket összekötő szakasz is ebben
a féltérben helyezkedik el. Ez pedig azt jelenti, hogy nincsa szakasznak olyan része, amely
„belelógna” a vágási tartományba, így az ilyen szakaszokata további feldolgozásból ki lehet
zárni (triviális eldobás). Ezt a vizsgálatot legegyszerűbben úgy végezhetjük el, hogy aC1

ésC2 kódokon végrehajtjuk a bitenkénti ÉS műveletet (a C programozási nyelv jelöléseit
alkalmazvaC1 & C2), és ha az eredményül kapott kód nem nulla, akkor az azt jelenti, hogy
a két kód ugyanazon a biten 1.

Végül, ha egyik eset sem áll fenn, akkor kell lennie olyan bitnek, ahol az egyik kód
0, a másik pedig 1 értékű. Ez azt jelenti, hogy van olyan vágósík, amelyre nézve az egyik
végpont a bels̋o, a másik pedig a külső („rossz”) tartományban van, így a szakaszt erre a
síkra vágni kell. A vágás után a metszéspont kódbitjeit kiértékeljük és a rossz oldalon lévő
végpontot a metszéspontra cseréljük. Az eljárást a feltételek ellen̋orzését̋ol kezdve addig is-
mételjük, amíg

”
triviális elfogadással” vagy

”
triviális eldobással” nem tudunk végső döntést
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hozni.

A Cohen–Sutherland szakaszvágó algoritmus a vágott szakasz végpontjait a paraméter-
ként kapott végpontok módosításával adja meg, és visszatérési értéke akkor igaz, ha a vágás
után a szakasz legalább részben a vágási tartomány belsejében van:

C–S--́́(~r1,~r2)

1 C1← az~r1 végpont kódja ⊲ Kódbitek az egyenlőtlenségek ellen̋orzésével.
2 C2← az~r2 végpont kódja
3 while 
4 do if C1 = 0 ésC2 = 0
5 then return  ⊲ Triviális elfogadás: van belső szakasz.
6 if C1 & C2 , 0
7 then return  ⊲ Triviális eldobás: nincs belső szakasz.
8 f ← a legels̋o bit indexe, amelyen aC1 és aC2 különbözik
9 ~r i ← az (~r1, ~r2) szakasz és azf indexű sík metszéspontja

10 Ci ← az~r i metszéspont kódja
11 if C1[ f ] = 1
12 then~r1← ~r i

13 C1← Ci ⊲ ~r1 van azf -edik sík rossz oldalán.
14 else ~r2← ~r i

15 C2← Ci ⊲ ~r2 van azf -edik sík rossz oldalán.Gyakorlatok
15.4-1. Tegyünk javaslatokat a poliéder-poliéder ütközésfelismerés négyzetes id̋obonyo-
lultságának csökkentésére.
15.4-2. Készítsünk CSG-fa adatszerkezethez pont tartalmazást vizsgáló algoritmust.
15.4-3. Készítsünk algoritmust, amely egy sokszöget egy másik, akár konkáv sokszögre
vág.
15.4-4. Készítsünk algoritmust, amely egy poliéder befoglaló gömbjét, illetve befoglaló
AABB-jét kiszámítja.
15.4-5. Adjunk algoritmust a síkban két háromszög ütközésének felismeréséhez.
15.4-6. Általánosítsuk a Cohen–Sutherland szakaszvágó módszert konvex poliéder vágási
tartományra.
15.4-7. Dolgozzuk ki a szakaszt gömbre vágó módszert.15.5. Mozgatás, torzítás, geometriai transzformáiók
A virtuális világ szerepl̋oi mozoghatnak, torzulhatnak, nőhetnek, illetve összemehetnek,
azaz az eddig ismertetett egyenleteket elvileg minden időpillanatban újra fel kell venni.
A gyakorlatban ehelyett két függvénnyel dolgozunk. Az első függvény az el̋oző alfejezet
módszerei szerint kiválasztja a tér azon pontjait, amelyekaz adott objektumhoz tartoznak
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annak egy referenciahelyzetében. A második függvény pediga referenciahelyzetben az ob-
jektumhoz tartozó pontokat leképezi az aktuális időpillanathoz tartozó pontokra. A teret
önmagára leképező függvény atranszformáció.A mozgatást invertálhatóT (~r) transzfor-
mációval írhatjuk le. Az~r kiindulási pont nevetárgypont,az~r ′ = T (~r) pedig aképpont.
Az invertálhatóság miatt minden transzformált~r ′ ponthoz megkereshetjük annak eredeti
alakzatbeli̋osképét aT −1(~r ′) inverz transzformáció segítségével.

Ha az alakzatot a referenciahelyzetében azf implicit függvény definiálja, akkor a
transzformált alakzat pontjainak halmaza

{~r ′ : f (T −1(~r ′)) ≥ 0} , (15.12)

hiszen a transzformált alakzat pontjainakősképei az eredeti alakzatban vannak.
A paraméteres egyenletek közvetlenül az alakzat pontjainak Descartes-koordinátáit ad-

ják meg, így a ponthalmaz transzformációjához a paraméteres alakot kell transzformálni.
Egy~r = ~r(u, v) egyenletű felület transzformáltjának egyenlete tehát

~r ′(u, v) = T (~r(u, v)) . (15.13)

Hasonlóan egy~r = ~r(t) egyenletű görbe transzformáltjának egyenlete:

~r ′(t) = T (~r(t)) . (15.14)

A T transzformáció általános esetben megváltoztathatja az alakzat és egyenletének a
jellegét. Könnyen el̋ofordulhat, hogy egy háromszögből vagy egy gömbb̋ol bonyolult, torz
alakzat keletkezik, ami csak ritkán kívánatos. Ezért a transzformációk körét érdemes szű-
kíteni. Nagy jelent̋osége van például az olyan transzformációknak, amelyek síkot síkba,
egyenest egyenesbe visznek át. Ehhez a csoporthoz tartoznak a homogén lineáris transz-
formációk,amelyekkel a következ̋o fejezetben foglalkozunk.15.5.1. Projektív geometria és homogén koordináták
Idáig a virtuális világ felépítését az euklideszi geometria alapján tárgyaltuk, amely olyan
fontos fogalmakat adott a kezünkbe, mint a távolság, a párhuzamosság, a szög stb. A transz-
formációk mélyebb tárgyalása során azonban ezek a fogalmakérdektelenek, s̋ot bizonyos
esetekben zavart is kelthetnek. A párhuzamosság például azegyenesek egy speciális viszo-
nyát jelenti, amelyet külön kell kezelni akkor, ha egyenesek metszéspontjáról beszélünk.
Ezért a transzformációk tárgyalásához az euklideszi geometria helyett egy erre alkalmasabb
eszközt, a projektív geometriát hívjuk segítségül.

A projektív geometriaaxiómái ügyesen kikerülik az euklideszi geometria párhuzamo-
sainak a problémáját azzal, hogy teljesen mellőzik ezt a fogalmat, és kijelentik, hogy két
különböz̋o egyenesnek mindig van metszéspontja. Ennek érdekében a projektív geometriá-
ban minden egyeneshez hozzáveszünk egy

”
végtelen távoli” pontot, mégpedig úgy, hogy két

egyeneshez akkor és csak akkor tartozzon ugyanaz a pont, ha akét egyenes párhuzamos. Az
új pontotideális pontnaknevezzük. Aprojektív téraz euklideszi tér pontjait (az úgynevezett
közönséges pontokat) és az ideális pontokat tartalmazza. Az ideális pont

”
összeragasztja”

az euklideszi egyenes
”
végeit”, ezért topológiailag az egyenes a körhöz lesz hasonlatos. To-

vábbra is érvényben szeretnénk tartani az euklideszi geometria azon axiómáját, hogy két
pont egy egyenest határoz meg. Annak érdekében, hogy ez két ideális pontra is igaz legyen,
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15.29. ábra.A projektív sík beágyazott modellje: a projektív síkot a háromdimenziós euklideszi térbe ágyazzuk,
és a projektív sík egy pontjának az euklideszi tér azon egyenesét feleltetjük meg, amelyet az origó és az adott pont
meghatároz.

az euklideszi sík egyeneseinek halmazát bővítjük az ideális pontokat tartalmazó, úgyne-
vezettideális egyenessel.Mivel két egyenes ideális pontja csak akkor egyezik meg, ha a
két egyenes párhuzamos, két sík ideális egyenese akkor és csak akkor azonos, ha a két sík
párhuzamos. Az ideális egyenesek azideális síkrailleszkednek, amelyet ugyancsak hozzá-
veszünk a tér síkjainak halmazához. Ezen döntések után nem kell különbséget tennünk az
euklideszi tér pontjai és az ideális pontok között,ők a projektív tér ugyanolyan tagjai.

Az analitikus geometria bevezetésénél említettük, hogy a számítógépes grafikában min-
dent számokkal kell leírni. Az idáig használt Descartes-koordináták egy-egy értelmű kap-
csolatban állnak az euklideszi tér pontjaival, így az ideális pontok jellemzésére alkalmatla-
nok. Az euklideszi geometria pontjait és az ideális pontokat egyaránt tartalmazóprojektív
sík ésprojektív térjellemzésére tehát más algebrai alapra van szükségünk.

Projektív sík
Először tekintsük a projektív síkot, amelynek pontjait szeretnénk számszerűsíteni, és ve-
gyünk fel egyx, y koordinátarendszert ezen a síkon. Válasszunk az euklideszi térben egy
Xh,Yh, h Descartes-koordinátarendszert úgy, hogy azXh,Yh tengelyek azx, y tengelyekkel
párhuzamosak legyenek, a sík koordinátarendszerének origója a tér (0, 0, 1) pontjában le-
gyen, és a síkunk pontjaira ah = 1 egyenlet teljesüljön. A vizsgált projektív síkot tehát beá-
gyaztuk egy háromdimenziós euklideszi térbe, amelynek pontjait Descartes-koordinátákkal
adjuk meg (15.29. ábra). A projektív sík pontjainak számokkal történő azonosításához pedig
kapcsolatot teremtünk a beágyazó euklideszi tér pontjai ésa projektív sík pontjai között. Ez
a kapcsolat a projektív sík egy közönséges, vagy akár ideális P pontját a beágyazó euklide-
szi tér azon egyenesén lévő pontoknak felelteti meg, amelyet a beágyazó koordinátarendszer
origója és aP pont meghatároz.

Az origón átmen̋o egyenes pontjait a [t · Xh, t · Yh, t · h] paraméteres formában adhatjuk
meg at paraméter függvényében. Amennyiben aP pont a sík közönséges pontja, az egye-
nes nem párhuzamos ah = 1 síkkal (azazh , 0). Az egyenes az [Xh/h,Yh/h, 1] pontban
metszi a síkot, így aP pontnak a síkhoz rendelt Descartes-koordinátarendszerbeli koordiná-
tái (Xh/h,Yh/h). Ha viszont aP pont ideális, az egyenes párhuzamos ah = 1 síkkal (azaz
h = 0). Az ideális pontok irányát ebben az esetben az (Xh,Yh) vektor jelöli ki.

Ezzel az eljárással tehát a síknak mind a közönséges, mind pedig az ideális pontjaihoz
[Xh,Yh, h] számhármasokat rendeltünk, amelyeket a síkbeli ponthomogén koordinátáinak
nevezünk. A homogén koordinátákat szögletes zárójelek közé tesszük, hogy a Descartes-
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koordinátáktól megkülönböztessük.

A homogén koordináták bevezetésénél a projektív sík egy pontjának az euklideszi tér-
nek az origón átmen̋o egyenesét feleltettünk meg, amelyet bármely, az origótólkülönböz̋o
pontjával megadhatunk. Ebből következik, hogy mindhárom homogén koordináta nem lehet
egyszerre zérus, és hogy a homogén koordináták egy nem zérusskalárral szabadon szoroz-
hatók, ett̋ol még a projektív sík ugyanazon pontját azonosítják. Ez a tulajdonság indokolja
a

”
homogén” elnevezést.

A közönséges pontokat azonosító homogén koordinátahármasok közül gyakran cél-
szerű azt kiválasztani, ahol a harmadik koordináta 1 értékű, ugyanis ekkor az első két ho-
mogén koordináta a Descartes-koordinátákkal egyezik meg:

Xh = x, Yh = y, h = 1 . (15.15)

Descartes-koordinátákat tehát úgy alakíthatunk homogén koordinátákká, hogy hozzájuk
csapunk egy harmadik, 1 értékű elemet.

A beágyazott modell alapján könnyen felírhatjuk a projektív sík egyeneseinek és sza-
kaszainak homogén koordinátás egyenletét is. Vegyünk fel aprojektív síkon két, különböz̋o
pontot, és adjuk meg̋oket a homogén koordinátáikkal. A különbözőség azt jelenti, hogy
az [X1

h,Y
1
h , h

1] hármasból egy skalárral való szorzással nem állítható elő az [X2
h,Y

2
h , h

2] hár-
mas. A síkot beágyazó térben az [Xh,Yh, h] hármas Descartes-koordinátának tekinthető, így
az [X1

h,Y
1
h , h

1] és [X2
h,Y

2
h , h

2] pontokat összekötő egyenes egyenlete:

Xh(t) = X1
h · (1− t) + X2

h · t ,
Yh(t) = Y1

h · (1− t) + Y2
h · t , (15.16)

h(t) = h1 · (1− t) + h2 · t .

Ha h(t) , 0, akkor projektív síkon lév̋o közönséges pontokat úgy kapjuk meg, hogy a há-
romdimenziós tér pontjait ah = 1 síkra vetítjük. A vetítés egyenest egyenesbe visz át, hiszen
a különböz̋o pontok megkövetelésével kizártuk azt az esetet, amikor a vetítés az egyenest
egyetlen pontra képezné le. Tehát az egyenlet valóban egy egyenes pontjait azonosítja. Ha
viszonth(t) = 0, akkor az egyenlet az egyenes ideális pontját fejezi ki.

Ha t tetsz̋oleges értéket felvehet, akkor az egyenes pontjait kapjuk.Ha viszontt értékét
a [0, 1] intervallumra korlátozzuk, a két pont által kijelölt szakasz egyenletéhez jutunk.

Projektív tér
A projektív tér homogén koordinátáinak bevezetéséhez ugyanazt az utat követhetnénk, mint
amit a síknál használtunk, de ehhez a háromdimenziós projektív teret a négydimenziós euk-
lideszi térbe kellene beágyazni, ami kevésbé szemléletes.Ezért egy másik konstrukciót is
tárgyalunk, amely tetszőleges dimenzióban működik. A pontjainkat mechanikai rendszerek
súlypontjaiként írjuk le. Egyetlen pont azonosításához egy ~p1 referencia pontbanXh súlyt
helyezünk el, egy~p2 referencia pontbanYh súlyt, egy~p3 pontbanZh súlyt és végül egy~p4

pontbanw súlyt. A mechanikai rendszer súlypontja:

~r =
Xh · ~p1 + Yh · ~p2 + Zh · ~p3 + w · ~p4

Xh + Yh + Zh + w
.

Vezessük be az összsúly fogalmát ah = Xh + Yh + Zh + w egyenlettel. Definíciószerűen az
[Xh,Yh,Zh, h] négyest a súlyponthomogén koordinátáinaknevezzük.
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A homogén és a Descartes-koordináták közötti összefüggés felállításához a két koor-

dinátarendszer viszonyát (a Descartes-koordinátarendszer bázisvektorainak, origójának és
a homogén koordinátarendszer referencia pontjainak kapcsolatát) rögzíteni kell. Tegyük fel
például, hogy a referencia pontok a Descartes-koordinátarendszer (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)
és (0,0,0) pontjaiban vannak. A mechanikai rendszerünk súlypontja (ha ah összsúly nem
zérus) a Descartes-koordinátarendszerben:

~r[Xh,Yh,Zh, h] =
1
h
· (Xh · (1, 0, 0)+Yh · (0, 1, 0)+Zh · (0, 0, 1)+w· (0, 0, 0))=

(Xh

h
,
Yh

h
,
Zh

h

)

.

Tehát az [Xh,Yh,Zh, h] homogén koordináták és az (x, y, z) Descartes-koordináták közötti
összefüggés (h , 0):

x =
Xh

h
, y =

Yh

h
, z=

Zh

h
. (15.17)

A projektív tér egyeneseinekés szakaszainak homogén koordinátás egyenletét akár a
négydimenziós térbe ágyazott projektív tér modell felhasználásával, akár a súlypont analó-
gia alapján is megkaphatjuk:

Xh(t) = X1
h · (1− t) + X2

h · t ,
Yh(t) = Y1

h · (1− t) + Y2
h · t ,

Zh(t) = Z1
h · (1− t) + Z2

h · t , (15.18)

h(t) = h1 · (1− t) + h2 · t .

Ha t értékét a [0, 1] intervallumra korlátozzuk, a két pont által kijelöltprojektív szakasz
egyenletéhez jutunk.

A projektív síkegyenletének felírásához induljunk ki az euklideszi tér síkjának (15.1)
egyenletéb̋ol. A sík pontjainak Descartes-koordinátái kielégítik az

nx · x+ ny · y+ nz · z+ d = 0

implicit egyenletet. A (15.17) egyenletben szereplő Descartes és homogén koordináták kö-
zötti összefüggést behelyettesítve az egyenletbe továbbra is az euklideszi sík pontjait írjuk
le:

nx ·
Xh

h
+ ny ·

Yh

h
+ nz ·

Zh

h
+ d = 0 .

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldaláth-val, majd ah = 0 koordinátájú, az egyenletet
kielégít̋o pontokat is adjuk síkhoz. Ezzel az euklideszi sík pontjaitkiegészítettük az ideális
pontokkal, azaz a projektív síkhoz jutottunk. A projektív sík egyenlete tehát egy homogén
lineáris egyenlet:

nx · Xh + ny · Yh + nz · Zh + d · h = 0 , (15.19)

vagy mátrixos alakban:

[Xh,Yh,Zh, h] ·





























nx

ny

nz

d





























= 0 . (15.20)

Figyeljük meg, hogy a tér pontjait négyelemű sorvektorokkal, a síkjait pedig négyelemű
oszlopvektorokkal írhatjuk le. Mind a pontok négyesei, mind pedig a síkok négyesei homo-
gén tulajdonságúak, azaz skalárral szabadon szorozhatók anélkül, hogy a homogén lineáris
egyenlet megoldásai változnának.
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Azokat a leképzéseket, ahol a képpont homogén koordinátáita tárgypont homogén koordi-
nátáinak és egy állandó 4× 4-esT transzformációs mátrixnak a szorzataként írhatjuk fel,
homogén lineáris transzformációknaknevezzük:

[X′h,Y
′
h,Z

′
h, h
′] = [Xh,Yh,Zh, h] · T . (15.21)

15.12. tétel.A homogén lineáris transzformációk pontot pontba visznek át.

Bizonyítás.A transzformáció egy tárgypontját homogén koordinátákbanλ · [Xh,Yh,Zh, h]
alakban adhatjuk meg, aholλ tetsz̋oleges, nem zérus konstans. Ezekből a négyesekb̋ol a
transzformációλ · [X′h,Y

′
h,Z

′
h, h
′] = λ · [Xh,Yh,Zh, h] ·T alakú négyeseket hoz létre, amelyek

ugyanazon négyesλ-szorosai, így az eredmény egyetlen pont homogén koordinátáit adja.

Figyeljük meg, hogy a homogén tulajdonság miatt a homogén lineáris transzformációk
csak egy skalárral való szorzás erejéig meghatározottak, azaz a transzformáció nem változik,
ha aT mátrix minden elemét ugyanazzal a nem zérus skalárral szorozzuk.

15.13. tétel.Az invertálható homogén lineáris transzformációk egyenest egyenesbe visznek
át.

Bizonyítás.Induljunk ki a tárgyegyenes paraméteres egyenletéből:

[Xh(t),Yh(t),Zh(t), h(t)] = [X1
h,Y

1
h ,Z

1
h, h

1] · (1− t) + [X2
h,Y

2
h ,Z

2
h, h

2] · t, t = (−∞,∞) ,

és állítsuk el̋o a képalakzatot a tárgyalakzat pontjainak egyenkénti transzformálásával:

[X′h(t),Y
′
h(t),Z′h(t), h′(t)] = [Xh(t),Yh(t),Zh(t), h(t)] · T

= [X1
h,Y

1
h ,Z

1
h, h

1] · T · (1− t) + [X2
h,Y

2
h ,Z

2
h, h

2] · T · t

= [X1
h
′
,Y1

h
′
,Z1

h
′
, h1′] · (1− t) + [X2

h
′
,Y2

h
′
,Z2

h
′
, h2′] · t ,

ahol [X1
h
′
,Y1

h
′
,Z1

h
′
, h1′] az [X1

h,Y
1
h ,Z

1
h, h

1] pont, [X2
h
′
,Y2

h
′
,Z2

h
′
, h2′] pedig az [X2

h,Y
2
h ,Z

2
h, h

2]
pont transzformáltja. A transzformáció invertálhatóságamiatt a két pont különböz̋o. A
transzformált alakzat egyenlete éppen egy egyenes egyenlete, amely a két transzformált
pontra illeszkedik.

Megjegyezzük, hogy ha nem kötöttük volna ki a transzformáció invertálhatóságát, ak-
kor előfordulhatott volna, hogy a két tartópont képe ugyanaz a pont lenne, így az egyenesből
a transzformáció következtében egyetlen pont keletkezik.

Ha at paramétert a [0, 1] tartományra korlátozzuk, akkor a projektív szakasz egyenle-
tét kapjuk, így kimondhatjuk, hogy a homogén lineáris transzformáció projektív szakaszt
projektív szakaszba visz át. Sőt általánosan is igaz, hogy a homogén lineáris transzformá-
ciók konvex-kombinációkat konvex-kombinációkba visznekát, így például háromszögből
háromszög keletkezik.

Ezzel a tétellel azonban nagyon óvatosan kell bánnunk akkor, ha az euklideszi geomet-
ria szakaszairól és háromszögeiről beszélünk. Vegyünk egy szakaszt. Ha a két végponth
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koordinátája eltér̋o előjelű, a pontokat összekötő projektív szakasz tartalmazza az ideális
pontot is. Az ilyen szakasz intuitíve két félegyenesből és a félegyenesek „végét” összekap-
csoló ideális pontból áll, azaz a szokásos euklideszi szakasz fogalmunk kifordult változata.
Előfordulhat, hogy a transzformáció tárgyszakaszában a végpontok azonos előjelűh koordi-
nátákkal rendelkeznek, azaz a projektív szakasz megfelel az euklideszi geometria szakasz-
fogalmának, a transzformáció képszakaszának végpontjaiban viszont ah koordináták már
eltér̋o előjelűek lesznek. Így szemléletesen a transzformáció kifordítja a szakaszunkat.

15.14. tétel.Az invertálható homogén lineáris transzformációk síkot síkba visznek át.

Bizonyítás.Az [Xh,Yh,Zh, h] = [X′h,Y
′
h,Z

′
h, h
′] · T−1 pontok – azaz az [X′h,Y

′
h,Z

′
h, h
′] transz-

formált pontokősképei – egy síkon vannak, ezért kielégítik az eredeti sík egyenletét:

[Xh,Yh,Zh, h] ·
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= [X′h,Y
′
h,Z
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h, h
′] · T−1 ·
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= 0 .

A mátrixszorzás asszociativitása miatt a transzformált pontok kielégítik az

[X′h,Y
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egyenletet, amely ugyancsak egy sík egyenlete, ahol
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Ezt az összefüggést felhasználhatjuk a transzformált sík normálvektorának számításához.

A homogén lineáris transzformációk fontos speciális esetei az affin transzformációk,
amelyekben a képpont Descartes-koordinátái a tárgypont Descartes-koordinátáinak lineáris
függvényei:

[x′, y′, z′] = [x, y, z] · A + [px, py, pz] , (15.22)

ahol a különálló~p vektor az eltolásért felelős, azA pedig egy 3× 3-as mátrix, amely a
forgatást, a skálázást, a tükrözést stb., sőt ezek tetsz̋oleges kombinációját is kifejezheti. Pél-
dául az origón átmen̋o (tx, ty, tz), (|(tx, ty, tz)| = 1) irányú tengely körülφ szöggel forgató
transzformációban

A =





















(1− t2x) cosφ + t2x txty(1− cosφ) + tz sinφ txtz(1− cosφ) − ty sinφ
tytx(1− cosφ) − tz sinφ (1− t2y) cosφ + t2y txtz(1− cosφ) + tx sinφ
tztx(1− cosφ) + ty sinφ tzty(1− cosφ) − tx sinφ (1− t2z) cosφ + t2z





















.

Ez az összefüggésRodrigues-képletnéven ismeretes.
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Az affin transzformációk nem vezetnek ki az euklideszi térből, és párhuzamos egyene-

seket párhuzamos egyenesekbe visznek át. Az affin transzformációk egyben homogén line-
áris transzformációk, hiszen a (15.22) egyenlet egy 4× 4-es mátrixművelettel is leírható,
miután a Descartes-koordinátákról áttérünk homogén koordinátákra a negyedik homogén
koordinátát 1-nek választva:

[x′, y′, z′, 1] = [x, y, z, 1] ·





























A11 A12 A13 0
A21 A22 A23 0
A31 A32 A33 0
px py pz 1





























= [x, y, z, 1] · T . (15.23)

Az affin transzformációk körén belül további speciális eset a távolságtartó transzformá-
ció, amelyetegybevágósági transzformációnaknevezünk. Az egybevágósági transzformá-
ciók egyben szögtartóak is.

15.15. tétel.Az egybevágósági transzformációkban azA mátrix sorai egységvektorok és
egymásra merőlegesek.

Bizonyítás. Induljunk ki az egybevágósági transzformációk szög- és távolságtartó tulaj-
donságából, és alkalmazzuk ezt arra az esetre, amikor éppenaz origót és a bázisvekto-
rokat transzformáljuk. Az origóból a transzformáció a (px, py, pz) pontot állítja el̋o, az
(1, 0, 0), (0, 1, 0) és (0, 0, 1) pontokból pedig rendre az (A11 + px,A12 + py,A13 + pz),
(A21+ px,A22+ py,A23+ pz) és (A31+ px,A32+ py,A33+ pz) pontokat. A távolságtartás miatt
transzformált pontok és az új origó távolsága továbbra is egységnyi, azaz|A11,A12,A13| = 1,
|A21,A22,A23| = 1 és|A31,A32,A33| = 1. Másrészt, a szögtartás miatt a bázisvektorok transz-
formáltjai, az (A11,A12,A13), (A21,A22,A23) és (A31,A32,A33) vektorok egymásra merőlege-
sek.Gyakorlatok
15.5-1. A Descartes-koordinátarendszer, mint algebrai alap felhasználásával igazoljuk az
euklideszi geometria axiómáit, például, hogy két pontra egy egyenes illeszkedik, és hogy
két különböz̋o egyenes legfeljebb egyetlen pontban metszi egymást.
15.5-2. A homogén koordináták, mint algebrai alap felhasználásával igazoljuk a projektív
geometria egy axiómáját, miszerint két különböző egyenes mindig egy pontban metszi egy-
mást.
15.5-3. Bizonyítsuk be a súlypont analógia alapján, hogy a homogén lineáris transzformá-
ciók egy háromdimenziós szakaszt szakaszba visznek át.
15.5-4. Hogyan változtatja meg egy affin transzformáció egy test térfogatát?
15.5-5. Írjuk fel a ~p vektorral eltoló transzformáció mátrixát.
15.5-6. Igazoljuk a Rodrigues-képletet.
15.5-7. Egy f (~r) ≥ 0 egyenl̋otlenséggel leírt test~v sebességgel egyenletesen mozog. Írjuk
fel a test pontjait leíró egyenlőtlenséget at időpillanatban.
15.5-8. Igazoljuk, hogy ha azA mátrix sorai egymásra merőleges egységvektorok, akkor
az affin transzformáció egyben egybevágósági transzformáció is.Mutassuk meg, hogy ilyen
mátrixokraA−1 = AT .
15.5-9. Írjuk fel azon homogén lineáris transzformáció mátrixát, amely a teret~c középpont-
tal az~n normálvektorú,~r0 helyvektorú síkra vetíti.
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15.30. ábra.Képszintézis sugárkövetéssel. Az ábra színes változata a 812. oldalon látható.

15.5-10. Mutassuk meg, hogy 5 tárgypont-képpont pár egyértelműen azonosít egy homo-
gén lineáris transzformációt, ha az 5 pont közül semelyik négy sincs egy síkon.15.6. Megjelenítés sugárkövetéssel
A virtuális világ lefényképezéséhez azt kell meghatároznunk, hogy a virtuális megfigyelő
a különböz̋o irányokban milyen felületi pontokat lát. A lehetséges irányokat egy téglalap
alakú ablakkal jelölhetjük ki, amelyet a képernyő pixeleinek megfelelően egy négyzetrácsra
bontunk fel. Az ablak a képernyőt képviseli a virtuális világban (15.30. ábra). Mivel a kép-
erny̋o pixeleit csak egyetlen színnel lehet kitölteni, elegendő a négyzetrács négyzeteinek
egy-egy pontjában (célszerűen a pixel középpontoknak megfelelő pontokban) vizsgálnunk
a látható felületet.

A szempozícióból egy irányban az a felület látható, amelyeta szempozícióból az adott
irányban induló félegyenes – asugár– a szempozícióhoz a legközelebb metsz. A sugár és
a felületek legközelebbi metszéspontjának kiszámításátsugárkövetésneknevezzük.

A sugárkövetés nem csak a láthatóság eldöntésénél kap szerepet. Haárnyékotkívánunk
számítani, azaz arra vagyunk kíváncsiak, hogy a felületek egy pontot mely fényforrások
elől takarnak el, akkor a pontból a fényforrások irányába ugyancsak sugarakat küldünk és
eldöntjük, hogy ezek a sugarak metszenek-e valamilyen felületet miel̋ott elérnék a fényfor-
rásokat. A sugárkövetés szerepet kap a virtuális világ objektumai közöttiütközések felis-
merésénélis, ugyanis egy egyenes vonalú egyenletes mozgást végző pont azzal a felülettel
ütközik, amelyet a pont pályáját leíró sugár először metsz.

A sugarat a következ̋o egyenlettel adjuk meg:

~ray(t) = ~s+ ~v · t, (t > 0) , (15.24)

ahol~s a kezd̋opont helyvektora,~v a sugár iránya, at sugárparaméterpedig a kezd̋oponttól
való távolságot jellemzi. A továbbiakban azzal a feltételezéssel élünk, hogy~v egységvektor,
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mert ekkort a tényleges távolságot jelenti, egyébként csak arányos volna a távolsággal4.
Ha t negatív, akkor a pont a szem mögött helyezkedik el, így nem jelent metszéspontot a
félegyenessel (nem látható). A legközelebbi metszéspont megkeresése a legkisebb, pozitív
sugárparaméterű metszéspont előállítását jelenti. A legközelebbi metszéspont előállításához
elvileg minden felülettel meg kell kísérelni a sugár és a felület metszéspontjának előállítását,
és a ténylegesen létező metszéspontok közül a legközelebbit kell kiválasztani. Egy sugár
legközelebbi metszéspontjának számításához a következő algoritmus alkalmazható:

Ś-̋-́(~s,~v)

1 t← tmax ⊲ Inicializálás a tér legnagyobb méretére.
2 for mindeno objektumra
3 do to←Ś-̈-́(~s,~v) ⊲ Negatív, ha nincs metszéspont.
4 if 0 ≤ to < t ⊲ Az új metszéspont közelebbi-e?
5 then t ← to ⊲ A legközelebbi metszés sugárparamétere.
6 ometszett← o ⊲ A legközelebb metszett objektum.
7 if t < tmax then ⊲ Volt egyáltalán metszéspont?
8 then ~x← ~s+ ~v · t ⊲ A metszéspont helye a sugár egyenletéből.
9 return t, ~x, ometszett

10 else return
”
nincs metszéspont” ⊲ Nincs metszéspont.

Az algoritmus a sugarat kapja bemeneti paraméteréül, és az~x változóban a metszéspont
helyét, azometszettváltozóban pedig a metszett objektumot adja meg. A harmadikvisszaadott
érték a metszésponthoz tartozó sugárparaméter. Az algoritmus az objektumonkénti Ś-
̈-́ eljárást használja fel, amely az adott objektum és a sugár metszéspont-
jához tartozó sugárparamétert számítja ki, illetve negatív értékkel jelzi, ha a metszéspont
nem létezne. A Ś-̈-́ algoritmust objektumtípusonként külön-külön
kell megvalósítani.15.6.1. Sugár-felület metszéspont számítás
A sugár-felület metszéspont megkeresése lényegében egy egyenlet megoldását jelenti. A
metszéspont a sugár és a vizsgált felület közös része, amit megkaphatunk, ha a sugár egyen-
letét behelyettesítjük a felület egyenletébe, és a keletkező egyenletet megoldjuk az ismeret-
len sugárparaméterre.

Implicit egyenletű felületek metszése
Az f (~r) = 0 implicit egyenletű felületeknél azf (~s+ ~v · t) = 0 skalár egyenletet kell megol-
dani.

Tekintsük példaként a gömböt, ellipszist, hengert, kúpot,paraboloidot stb. magában
foglalómásodrendű felületekcsaládját, amelyek implicit egyenlete egy kvadratikus alakkal

4Az ütközésfelismerésnél ezzel szemben a~v nem egységvektor, hanem a mozgó pont sebességvektora, mertekkor
a t sugárparaméter az ütközés idejét fejezi ki.
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adható meg:

[x, y, z, 1] ·Q ·
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aholQ egy 4× 4-es mátrix. A sugár egyenletét a felület egyenletébe helyettesítve, az

[sx + vx · t, sy + vy · t, sz + vz · t, 1] ·Q ·
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egyenletet kapjuk, amit átrendezve egy másodfokú egyenlethez jutunk:

t2 · (v ·Q · vT) + t · (s ·Q · vT + v ·Q · sT ) + (s ·Q · sT ) = 0 ,

aholv = [vx, vy, vz, 0] éss= [sx, sy, sz, 1].
A másodfokú egyenlet megoldóképletével a gyököket megkaphatjuk, amelyek közül

most csak a pozitív, valós gyökök értelmesek. Ha két ilyen gyök is volna, akkor a kisebb
felel meg a legközelebbi metszéspontnak.

Paraméteres felületek metszése
Az ~r = ~r(u, v) paraméteres felület és a sugár metszéspontját úgy kereshetjük meg, hogy
először az ismeretlenu, v, t paraméterekre megoldjuk az

~r(u, v) = ~s+ t · ~v

háromváltozós, nemlineáris egyenletrendszert, majd ellenőrizzük, hogy a kapottt pozitív-e,
és azu, v paraméterek valóban a megengedett paramétertartomány belsejében vannak-e.

A nemlineáris egyenletrendszer gyökeit általában numerikus módszerekkel állíthatjuk
elő, vagy a felületeket háromszöghálóval közelítjük, majd ezt próbáljuk meg a sugárral
elmetszeni. Ha sikerül metszéspontot találni, az eredményt úgy lehet pontosítani, hogy a
metszéspont környezetének megfelelő paramétertartományban egy finomabb tesszellációt
készítünk, és a metszéspontszámítást újra elvégezzük.

Háromszög metszése
A háromszögekmetszéséhez először el̋oállítjuk a sugár és az~a, ~b és~c csúcsú háromszög
síkjának metszéspontját, majd eldöntjük, hogy a metszéspont a háromszögön belül van-e. A
háromszög síkjának normálvektora~n = (~b− ~a) × (~c − ~a), egy helyvektora pedig~a, tehát a
sík~r pontjai kielégítik a következ̋o egyenletet:

~n · (~r − ~a) = 0 . (15.25)

A sugár és a sík közös pontját megkaphatjuk, ha a sugár egyenletét ((15.24) egyenlet)
behelyettesítjük a sík egyenletébe ((15.25) egyenlet), majd a keletkező egyenletet megold-
juk az ismeretlent paraméterre. Ha a kapottt∗ érték pozitív, akkor visszahelyettesítjük a
sugár egyenletébe, ha viszont negatív, akkor a metszésponta sugár kezd̋opontja mögött he-
lyezkedik el, így nem érvényes. A sík metszése után azt kell ellenőriznünk, hogy a kapott~p
pont vajon a háromszögön kívül vagy belül helyezkedik-e el.A tartalmazás eldöntéséhez a
15.4.1. pont algoritmusát használhatjuk fel.
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AABB metszése
Egy AABB egy koordinátasíkokkal párhuzamos oldalú téglatest, amelynek felületét 6 tég-
lalapra, illetve 12 háromszögre bonthatjuk fel, így a metszését az el̋oző pont algoritmusaira
vezethetjük vissza. Az általános sík-sugár metszés helyett azonban lényegesen hatékonyabb
megoldáshoz juthatunk, ha felismerjük, hogy ebben a speciális esetben a számítások a há-
rom koordinátára külön-külön végezhetők el. Egy AABB ugyanis azxmin ≤ x ≤ xmaxegyen-
lőtlenséggel definiáltx-réteg, azymin ≤ y ≤ ymax egyenl̋otlenséggel definiálty-réteg, és a
zmin ≤ z≤ zmax egyenl̋otlenséggel definiáltz-réteg metszete. Tekintsük például azx-réteget,
amellyel a metszés sugárparaméterei:

t1x =
xmin − sx

vx
, t2x =

xmax− sx

vx
.

A két paraméter közül a kisebbik a rétegbe történő belépést, a másik pedig a kilépést azono-
sítja. Jelöljük a belépés sugárparaméteréttbe-vel, a kilépéséttki-vel. A sugár tehát a [tbe, tki]
tartományban tartózkodik azx-réteg belsejében. Ugyanezt a számítást azy ész-rétegre is el-
végezve három intervallumot kapunk. A sugár az intervallumok metszetében lesz az AABB
belsejében. Ha a metszettki paramétere negatív, akkor az AABB a szempozíció mögött van,
így nincs metszéspont. Ha csak atbe negatív, akkor a sugár a doboz belsejéből indul, a met-
széspont pedig atki értéknél következik be. Végül hatbe is pozitív, akkor a sugár kívülről
hatol a dobozba, mégpedig atbe értéknél.

A felesleges metszéspontok számát a Cohen – Sutherland szakaszvágó algoritmus
(15.4.3pont) alkalmazásával csökkenthetjük, amelyhez először a sugár félegyenesét egy
szakasszal váltjuk fel. A szakasz egyik pontja a sugár kezdőpontja. A másik pontot pedig a
sugáregyenletnek a maximális sugárparaméter5 melletti értéke adja.15.6.2. A metszéspontszámítás gyorsítási lehet®ségei
Egy naiv sugárkövető algoritmus egy sugarat minden objektummal összevet, és eldönti,
hogy van-e köztük metszéspont. HaN objektum van a térben, a futási időΘ(N) mind átla-
gos, mind pedig legrosszabb esetben. A sugárkövetés tárigénye ugyancsak lineáris.

A módszer jelent̋osen gyorsítható lenne, ha az objektumok egy részére kapásból meg
tudnánk mondani, hogy az adott sugár biztosan nem metszhetiőket (mert például azok a
sugár kezd̋opontja mögött, vagy nem a sugár irányában helyezkednek el), illetve miután
találunk egy metszéspontot, akkor ki tudnánk zárni az objektumok egy másik körét azzal,
hogy ha a sugár metszi isőket, akkor azok biztosan ezen metszéspont mögött lesznek.Ilyen
döntésekhez ismernünk kell az objektumteret. A megismeréshez egy el̋ofeldolgozási fázis
szükséges, amelyben a metszéspontszámítás gyorsításáhozszükséges adatstruktúrát építjük
fel. Az előfeldolgozásnak természetesen ára van, amely akkor térül meg, ha utána nagyon
sok sugarat kell követnünk.

Befoglaló keretek
A legegyszerűbb gyorsítási módszer abefoglaló keretalkalmazása. A befoglaló keret egy
egyszerű geometriájú objektum, tipikusan gömb vagy AABB,amely egy-egy bonyolultabb
objektumot teljes egészében tartalmaz. A sugárkövetés során el̋oször a befoglaló keretet
próbáljuk a sugárral elmetszeni. Ha nincs metszéspont, akkor nyilván a befoglalt objek-

5tmax= a kamerával együtt értendő színtér átmér̋oje.
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15.31. ábra.Az objektumtér szabályos felosztása. A sugárnak a rács egyes koordinátasíkjaival képzett metszés-
pontjai mindigcx/vx,cy/vy, illetve cz/vz távolságra vannak.

tummal sem lehet metszéspont, így a bonyolultabb számítástmegtakaríthatjuk. A befoglaló
keretet úgy kell kiválasztani, hogy a sugárral alkotott metszéspontja könnyen kiszámítható
legyen, és kell̋oen szorosan körbe ölelje az objektumot.

A naiv sugárkövetés az objektumok számával lineárisan növekvő időt igényel. A befog-
laló keretek alkalmazása után az algoritmus továbbra is lineáris. A lineáris tag együtthatója
viszont várhatóan kisebb.

A befoglaló keretek azonban hierarchikus rendszerbe is szervezhet̋ok, azaz a kisebb ke-
retek magasabb szinteken nagyobb keretekbe foghatók össze. Ekkor a sugárkövetés során
a befoglaló keretek által definiált hierarchiát járjuk be, ami szublineáris futási idejű algorit-
musokhoz vezethet.

Az objektumtér szabályos felosztása
Tegyünk az objektumtérre egy szabályos (cx, cy, cz) cellaméretű, a koordinátatengelyekkel
párhuzamos oldalú rácsot (15.31. ábra), amit a teljes objektumteret befoglaló AABB felosz-
tásával kapunk.

Az előfeldolgozás során minden cellára határozzuk meg a cellában lévő, vagy a cel-
lába lógó objektumokat. Ehhez az egyes alakzat-cella párokra azt kell megvizsgálni, hogy
a cella téglatestének és az alakzatnak van-e közös része. A vizsgálatot megoldhatjuk egy
vágási algoritmus (15.4.3. pont) futtatásával is, vagy pedig egyszerűen úgy, hogy ellenőriz-
zük, hogy az alakzat koordinátatengelyekkel párhuzamos oldalú befoglaló téglatestének és
a cellának van-e közös része. Ez az egyszerű módszer konzervatív, azaz akkor is belógónak
minősíthet egy alakzatot, ha maga nem, csak a befoglaló doboza hatol a cellába. Ez persze
a sugárkövetésnél nem okoz hibát, legfeljebb felesleges metszési kísérleteket.
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Ś-́-́́́()

1 számítsuk ki a rács minimális sarkát (xmin, ymin, zmin) és cella méreteit (cx, cy, cz)
2 for mindenc cellára
3 do c cella objektumlistája← üres
4 for mindeno objektumra ⊲ A cellába lógó objektumok regisztrálása.
5 do if a c cella és azo objektum AABB-je egymásba lóg
6 then a c cella objektumlistájához hozzáadjuk azo objektumot

A sugárkövetés fázisában a sugár által metszett cellákat a kezd̋oponttól való távolságuk
sorrendjében látogatjuk meg. Egy cellánál csak azon objektumokat kell tesztelni, amelyek-
nek van közös része az adott cellával, azaz, amelyeket az előfeldolgozás során a cellában
regisztráltunk. Másrészt, ha egy cellában az összes ide tartozó objektum tesztelése után
megtaláljuk a legközelebbi metszéspontot, be is fejezhetjük a sugár követését, mert a többi
cellában esetlegesen előforduló metszéspont biztosan a megtalált metszéspontunkmögött
van. A cellába lógó objektumok metszése után azt is ellenőrizni kell, hogy a metszéspont
is a cellában van-e, mert csak ilyen metszéspontokra jelenthetjük ki, hogy a további cellák
metszéspontjait megelőzik. Előfordulhat, hogy egy objektummal egy későbbi cellában újból
találkozunk. Sugár-felület metszéseket takaríthatunk meg, ha a korábbi számításokról nem
feledkezünk meg, hanem a vizsgált objektumokhoz hozzárendeljük a korábbi metszésszá-
mítás eredményét.

Amíg nincs metszéspont, a sugár által metszett cellákon megyünk végig. Az els̋o cella
X,Y,Z indexei a sugár~s kezd̋opontjából, az objektumokat befoglaló rács (xmin, ymin, zmin)
sarokpontjából és a cellák (cx, cy, cz) méreteib̋ol számíthatók ki:

Ś-́-́-(~s)

1 X← É́((sx − xmin)/cx)
2 Y← É́((sy − ymin)/cy)
3 Z← É́((sz − zmin)/cz)
4 return X,Y,Z

Ez az algoritmus feltételezi, hogy a sugár kezdőpontja is a rács által lefedett tartomány-
ban van. Ha ez a feltétel nem állna fenn, akkor ki kell számítani a sugár és a rácsot befoglaló
doboz metszéspontját, és oda áthelyezni a sugár kezdőpontját.

A koordinátánkéntitx, ty, tz sugárparaméterek kezdeti értéke a koordinátasíkokkal
képzett els̋o metszéspont lesz, melynek koordinátáit a Ś-́-́́-
-́́ algoritmus határozza meg.

A cellasorozat következ̋o cellája egy3D szakaszrajzoló algoritmus (3DDDA algorit-
mus) segítségével állítható elő. Az algoritmus arra a felismerésre épít, hogy azx (és ha-
sonlóképpen azy és az) tengelyre mer̋oleges síkok és a sugár metszéspontjaira érvényes
sugárparaméterek mindigcx/vx távolságra (cy/vy, illetve cz/vz távolságra) vannak egymás-
tól, tehát a következ̋o metszésponthoz tartozó sugárparaméter egyetlen összeadással szá-
mítható (15.31. ábra). Azx, y ész síkokkal keletkez̋o metszéspontot atx, ty és tz globális
sugárparaméter változókban tartjuk nyilván, amelyeket mindig ugyanazzal az értékkel nö-
velünk. A három sugárparaméterérték közül mindig az jelöliki a tényleges következő cella
metszéspontot, amelyik a legkisebb.
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Ś-́-́́--́́(~s,~v,X,Y,Z)

1 if vx > 0
2 then tx← (xmin + (X + 1) · cx − sx)/vx

3 else ifvx < 0
4 then tx← (xmin+ X · cx − sx)/vx

5 else tx← tmax ⊲ A legnagyobb távolság.
6 if vy > 0
7 then ty← (ymin + (Y+ 1) · cy − sy)/vy

8 else ifvy < 0
9 then ty← (ymin+ Y · cy − sy)/vy

10 else ty← tmax

11 if vz > 0
12 then tz← (zmin + (Z + 1) · cz − sz)/vz

13 else ifvz < 0
14 then tz← (zmin + Z · cz − sz)/vz

15 else tz← tmax

16 return tx, ty, tz

A következ̋o cellaX,Y,Z indexeit el̋oállító és atx, ty, tz sugárparamétereket karbantartó
eljárás:

Ś-́-̈̋-(X,Y,Z, tx, ty, tz)

1 if tx = min(tx, ty, tz) ⊲ A következ̋o metszés azx tengelyre mer̋oleges síkon.
2 then X← X + sgn(vx) ⊲ A sgn(x) az el̋ojel (signum) függvény.
3 tx← tx + cx/|vx|
4 else if ty = min(tx, ty, tz) ⊲ A következ̋o metszés azy tengelyre mer̋oleges síkon.
5 then Y← Y+ sgn(vy)
6 ty← ty + cy/|vy|
7 else if tz = min(tx, ty, tz) ⊲ A következ̋o metszés az tengelyre mer̋oleges síkon.
8 then Z← Z + sgn(vz)
9 tz← tz + cz/|vz|

A következ̋okben egy teljes sugárkövetési algoritmust mutatunk be, amely az el̋ofel-
dolgozás során előállított szabályos rács adatstruktúra felhasználásávalegyetlen sugárra
megkeresi a legközelebbi sugár-felület metszéspontot. A koordinátánkénti sugárparaméte-
rek minimuma, atki változó határozza meg, hogy a cellában mekkora távolságot tehet meg
a sugár. Ezt a paramétert használjuk annak eldöntésére, hogy a cellában regisztrált objektu-
mok metszéspontja valóban a cellában következett-e be.

Ś-̋-́-́-́(~s,~v)

1 (X,Y,Z)← Ś-́-́-(~s)
2 (tx, ty, tz)← Ś-́-́́--́́(~s,~v,X,Y,Z)
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3 while X,Y,Z a rács belsejében van
4 do tki ← min(tx, ty, tz) ⊲ A cellából itt lépünk ki.
5 t← tki ⊲ Inicializálás: még nincs metszéspont.
6 for az (X,Y,Z) cellában regisztrálto objektumokra
7 do to←Ś-̈-́(~s,~v, o) ⊲ Negatív, ha nincs.
8 if 0 ≤ to < t ⊲ Az új metszéspont közelebbi-e?
9 then t← to ⊲ A legközelebbi metszés sugárparamétere.

10 ometszett← o ⊲ A legközelebb metszett objektum.
11 if t < tki ⊲ Volt metszéspont a cellában?
12 then ~x← ~s+ ~v · t ⊲ A metszéspont helye a sugár egyenletéből.
13 return t, ~x, ometszett ⊲ Nem kell továbblépni.
14 Ś-́-̈̋-(X,Y,Z, tx, ty, tz) ⊲ 3DDDA.
15 return

”
nincs metszéspont”

A szabályos felosztási algoritmus id̋o és tárbonyolultsága
A szabályos felosztási algoritmus előfeldolgozási lépése minden cellát minden objektum-
mal összevet, ígyN objektumra ésC cellára a futási idejeΘ(N·C). A gyakorlatban a felosztó
rács felbontását úgy választjuk meg, hogyC arányos legyenN-nel, mert ekkor az egy cellába
es̋o objektumok várható száma nem függ az objektumok számától.Ilyen felosztás mellett
az el̋ofeldolgozási id̋o négyzetes, azazΘ(N2)-es. Az objektumok előrendezésével megta-
karíthatjuk az összes cella-objektum pár vizsgálatát, de ennek kisebb a jelentősége, hiszen
általában nem az előfeldolgozás, hanem a sugárkövetés ideje kritikus. Mivel alegrosszabb
esetben minden objektum minden cellába belóghat, a tárigény ugyancsakO(N2)-es.

A sugárkövetés ideje a következő egyenlettel fejezhető ki:

T = To + NI · TI + NS · TS, (15.26)

aholTo a sugár kezd̋opontját tartalmazó cella azonosításához szükséges idő, NI a legköze-
lebbi metszéspont megtalálásáig végrehajtott metszési kísérletek száma,TI egyetlen sugár–
felület metszéspontszámítás ideje,NS a meglátogatott cellák száma,TS pedig következ̋o
cellára lépéshez szükséges idő.

Az els̋o cella azonosításához a sugár kezdőpontjának koordinátáit a cellaméretekkel kell
osztani, amib̋ol egészre kerekítés után megkapjuk a cella sorszámát a három tengely mentén.
Ez a lépés nyilván konstans időt igényel. Egyetlen sugár–felület metszés ugyancsak kons-
tans idejű. A következ̋o cellára lépés a 3DDDA algoritmusnak köszönhetően ismét állandó
időt vesz igénybe. Az algoritmus bonyolultságát így a metszési kísérletek és a meglátogatott
cellák száma határozza meg.

Egy szerencsétlen elrendezésben előfordulhat, hogy egy cellába az összes objektum
belelóg, így a cellába lépő sugárral az összes objektumot meg kell próbálni elmetszeni. Így
O(N) metszéspont számításra van szükség, minek következtébena teljes algoritmus lineáris
időbonyolultságú.

Eszerint a szabályos felosztás négyzetes előfeldolgozás és tárigény után is ugyanúgy
lineáris futási idejű, mint a naiv megoldás. A valóságban azonban mégis érdemes használni,
mert a legrosszabb esetek nagyon ritkán fordulnak elő. Arról van szó, hogy a klasszikus,
legrosszabb esetre vonatkoztatott bonyolultságelemzés alkalmatlan a naiv sugárkövetés és a
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szabályos felosztási módszer összehasonlítására. A megfelelő összehasonlításhoz az algorit-
mus valószínűségi elemzése szükséges, amelyhez a virtuális világ valószínűségi modelljét
kell megalkotnunk.

A virtuális világ valószínűségi modellje
A valószínűségi modell felállításához a lehetséges objektumkonfigurációk valószínűségeit
kell megadnunk. A modell nem lehet túlságosan bonyolult, hiszen ekkor a számítási idő
várható értékét nem tudnánk kiszámítani. Egy lehetséges, agyakorlati eseteket jól jellemző
modell az alábbi:Az objektumok r sugarú gömbök, amelyek középpontjai egyenletesen osz-
lanak el a térben.

A bonyolultságelemzés az algoritmusok aszimptotikus viselkedését írja le egyre nö-
vekvő objektumszámot feltételezve. Ha az egyre több objektumotegy véges tartományban
tartanánk, azok előbb-utóbb teljesen kitöltenék a rendelkezésre álló teret.Ezért a valószí-
nűségi elemzés során feltételezzük, hogy a virtuális világunk által elfoglalt tértartomány
az objektumok számával együtt nő, mialatt az objektumsűrűség állandó. Ez a valószínű-
ségszámítás egy jól ismert módszere, amely az egyenletes eloszlásból határátmenettel egy
Poisson-pontfolyamatot hoz létre.

15.16. definíció.Egy N(A) Poisson-pontfolyamata mintapontokat számlálja meg a tér A
részhalmazaiban úgy, hogy

• N(A) egyρV(A) paraméterű Poisson-eloszlás, aholρ egy pozitív konstans, a folyamat
intenzitása, V(A) az A halmaz térfogata, így annak valószínűsége, hogy A éppen k min-
tapontot tartalmaz

Pr{N(A) = k} = (ρV(A))k

k!
· e−ρV(A) ,

és egy V(A) térfogatban található mintapontok számának várható értékeρV(A),

• A1,A2, . . . ,An diszjunkt halmazokra az N(A1),N(A2), . . . ,N(An) valószínűségi változók
függetlenek.

A Poisson-pontfolyamat alkalmazásával a virtuális világ valószínűségi modelljét úgy pon-
tosítjuk, hogy azr sugarú gömbök középpontjait egyρ intenzitású Poisson-pontfolyamat
realizációinak tekintjük.

A metszési kísérletek számának várható értéke
A 15.32. ábrán egy sugarat látunk, amely áthalad a térfelbontó adatszerkezet celláin. Azon
gömböket kell sugár metszésnek alávetni, amelyek belógnakvalamelyik, a sugár által met-
szett cellába. A belógó gömbök középpontjainak halmazátjelölt térneknevezzük.

A sugár-gömb metszési kísérlet csak abban az esetben lehet sikeres, ha a gömb kö-
zéppont a sugár körülir sugarú hengerben van. Ezt a hengertmetszési térneknevezzük
(valójában a metszési térben a henger két végét egy-egy félgömb zárja le, de ezektől az
egyszerűség kedvéért eltekintünk).

A sugárkövet̋o algoritmus a sugár által metszett cellákat a sugár mentén egymás után
járja be. Ha egy cella üres, ennél a cellánál nincs teendő. A nem üres cellához gömbök
tartoznak, amelyekkel a metszési kísérletet el kell végezni. A továbbiakban feltesszük, hogy
a térpartícionáló adatstruktúra felbontásához képest az objektumok sűrűsége alacsony, ezért
eltekintünk azoktól az esetektől, amikor egy cellába több objektum is belógna.
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jelölt tér

metszési tér

15.32. ábra.A metszési tér és a jelölt tér egyr sugarú gömböket tartalmazó tér szabályos felosztásánál. Ametszési
tér egyr sugarú henger, melynek tengelye a sugár. A jelölt tér olyanr sugarú gömbök középpontjainak a halmaza,
amelyek belelógnak valamely, a sugár által metszett cellába.

Az algoritmusnak meg kell kísérelnie a metszéspontszámítást minden olyan gömbre,
amelynek középpontja a jelölt térben van, de csak a metszésitérben lév̋o középponttal ren-
delkez̋o gömbök vezetnek sikerhez. A sikersvalószínűsége a nem üres cellához kapcsolódó
metszési és jelölt terek sugárra merőleges vetületeinek a területaránya. Mivel a cellák mé-
rete azonos, a siker valószínűsége állandó. Ha a metszés sikerét az egyes cellákban független
valószínűségi változónak tekinthetjük, akkor annak valószínűsége, hogy az első, második,
harmadik stb. nem üres cellában találunk először metszéspontot, rendres, (1− s)s, (1− s)2s
stb. A metszési kísérletek várható száma ezen eloszlás várható értéke:

E [NI ] =
1
s
. (15.27)

Szabályos felosztásnál a cellák állandóc élhosszúságú kockák, ezért ahhoz, hogy a gömb
a cellába lógjon, a középpontjának ac + 2r élhosszúságú legömbölyített

”
kockában” kell

lennie. Ha a sugár párhuzamos a kocka élével, a jelölt tér sugárra mer̋oleges vetületének
területec2+4cr+ r2π. A másik széls̋o esetben, amikor a sugár a cella átlójával párhuzamos,
ez a terület

√
3c2+6cr+r2π. Mivel a metszési tér egy henger, amelynek a sugárra merőleges

vetületer2π, a metszési kísérlet sikerének valószínűsége:

r2π
√

3c2 + 6cr + r2π
≤ s≤ r2π

c2 + 4cr + r2π
.

A (15.27) egyenlet szerint, a metszési kísérletek várható száma ezen valószínűség reciproka:

1
π

(c
r

)2
+

4
π

c
r
+ 1 ≤ E [NI ] ≤

√
3
π

(c
r

)2
+

6
π

c
r
+ 1 . (15.28)

Például, ha a cella élhossza és a gömbátmérő megegyez̋o (c = 2r), akkor

3.54< E [NI ] < 7.03 .

Ezt az eredményt azon feltételezés mellett kaptuk, hogy az objektumok (gömbök) száma a
végtelenhez tart. A várható metszési kísérletek száma viszont véges, az objektumszámtól
független és viszonylag kicsiny konstans.
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A cellalépések várható száma
A várható érték számításához a feltételes várható érték tételt fogjuk felhasználni. Egy al-
kalmas feltétel a metszéspont helye, azaz a metszéspontnálfelvett t∗ sugárparaméter. A
feltételes várható érték tétel értelmében a cellalépésekNS számának várható értéke felír-
ható a metszés helyére vonatkoztatott feltételes várható értéknek a feltétel valószínűségével
súlyozott integráljaként:

E [NS] =

∞
∫

0

E
[

NS|t∗ = t
]

· pt∗ (t) dt ,

ahol pt∗ a metszést∗ sugárparaméterének a valószínűségsűrűsége. Esetünkben a metszési
tér egy henger, amelynek térfogatar2πt. Annak valószínűsége, hogy a metszés egy adottt
paraméternél korábban következik be, a Poisson-pontfolyamat definíciója alapján:

Pr{t∗ < t} = 1− e−ρr
2πt .

A valószínűségeloszlásból a sűrűségfüggvényt deriválással kaphatjuk meg:

pt∗ (t) = ρr
2π · e−ρr2πt .

A valószínűségi modellben a szabályos felosztásnál minden cellac élű kocka, így egy
t hosszú sugár által metszett cellák számaE[NS|t∗ = t] ≈ t/c + 1 értékkel becsülhető. Ez
a becslés a koordinátatengelyek valamelyikével párhuzamos sugarakra pontos (a becslési
hiba legfeljebb 1), egyéb esetekben a cellák száma ennek az értéknek legfeljebb

√
3-szorosa

lehet. A becslést a cellalépések számát kifejező integrálba helyettesítve:

E [NS] ≈
∞

∫

0

( t
c
+ 1

)

· ρr2π · e−ρr2πt dt =
1

cρr2π
+ 1 . (15.29)

Például, ha a cellaméret az objektummérettel összevethető (c = 2r), és a cellában lév̋o
gömbközéppontok várható száma 0.1, akkor E [NS] ≈ 14. Figyeljük meg, hogy a szabályos
felosztás módszernél a cellalépések száma is konstans.

Várható futási id ő és memóriaigény
Megállapítottuk, hogy a metszési kísérletek és a cellalépések számának várható értéke
aszimptotikusan konstans, következésképpen a szabályos felosztást alkalmazó sugárkövetés
négyzetes előfeldolgozási id̋o után, átlagos esetben konstans idő alatt megoldja a sugárköve-
tési feladatot. A futási id̋o tényleges értékét a (15.28) és (15.29) egyenletek alapján ac cel-
lamérettel szabályozhatjuk. A kis cellaméret csökkenti a metszési kísérletek számát, viszont
növeli a cellalépések számát és a tárigényt, így megválasztása kompromisszum eredménye.

A valószínűségi modell szerint az egy cellába lógó objektumok várható száma is kons-
tans, tehát a tárigény a cellák számával arányos. Ha a cellákszámát az objektumszámmal
arányosan választjuk meg, akkor a várható tárigény lineáris, szemben a legrosszabb eset
négyzetes memóriaigényével.

A várható konstans, azaz aszimptotikusan az objektumok számától független futási id̋o
és a lineáris tárigény a magyarázata annak, hogy a szabályosfelosztás — és a következő
pontok heurisztikus sugárkövető algoritmusai is — a gyakorlatban sokkal gyorsabbak a
naiv sugárkövetésnél, holott a legrosszabb esetre vett bonyolultsági mértékeik nem jobbak,
mint a naiv algoritmuséi.
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Az oktális fa
A szabályos felosztás feleslegesen sok cellalépést igényel. Az üres térrészeket például nem
érdemes felosztani, és két szomszédos cellát is elég lenne csak akkor szétválasztani, ha
azokhoz az objektumok egy más halmaza tartozik. Ezt a felismerést teszik magukévá az
adaptív felosztó algoritmusok. Az objektumtér adaptív felosztása rekurzív megközelítéssel
és egy hierarchikus adatszerkezet felépítésével lehetséges. A hierarchikus szerkezet általá-
ban egy fa, az adaptív algoritmusokat pedig a fa típusa szerint osztályozzuk.

Az ebben a pontban tárgyalt adaptív módszer oktális (nyolcas) fát alkalmaz, amelyben
egy nem üres csomópontnak 8 gyereke van. Az oktális fa építésének folyamata a következő:

• Kezdetben foglaljuk az objektumainkat egy-egy koordinátatengelyekkel párhuzamos
oldalú dobozba, azaz AABB-be, majd határozzuk meg az objektumonkénti AABB-k
közös, befoglaló AABB-jét is. Ez lesz az oktális fa gyökere,és egyben a rekurzió kiin-
dulópontja, azaz az első feldolgozandó cella.

• Ha az aktuális cellában a belógó objektumok (vagy az objektumok befoglaló dobozai-
nak) száma nagyobb, mint egy előre definiált érték, akkor a cellát a felezősíkjai mentén
8 egybevágó részcellára bontjuk. A hierarchikus adatszerkezetben a részcellákat a fel-
bontott cella gyerekeiként vesszük fel, majd a keletkező részcellákra ugyanazt a lépést
rekurzívan megismételjük.

• A gráfépít̋o folyamat egy adott szinten megáll, ha az adott cellához vezető út elér egy
előre definiált maximális mélységét, azaz a cellaméret egy adott szint alá csökken, vagy
az adott cellában az objektumok száma egy előre definiált érték alá esik.

Az eljárás eredménye egyoktális fa (15.33. ábra). A fa levelei azon elemi cellák, ame-
lyekhez a belógó objektumokat nyilvántartjuk.

A metszéspontszámítás során végig kell menni a fa azon elemicelláin – a fa levelein –
amelyeket a sugár metsz és az itt regisztrált objektumok metszését kell ellen̋orizni:

Ś-̋-́-́-́(~s,~v)

1 ~q← a sugár metszéspontja az objektumteret befoglaló AABB-vel
2 while ~q az objektumteret befoglaló AABB-ben van ⊲ Végigmegy a cellákon.
3 cella← C-́-́-́(oktális fa gyökere, ~q)
4 tki ← a cellaés sugár metszéspontjához tartozó sugárparaméter
5 t ← tki ⊲ Inicializálás: még nincs metszéspont.
6 for a cella listájánako objektumaira
7 do to←Ś-̈-́(~s,~v) ⊲ Negatív, ha nincs.
8 if 0 ≤ to < t ⊲ Az új metszéspont közelebbi-e?
9 then t ← to ⊲ A legközelebbi metszés sugárparamétere.

10 ometszett← o ⊲ A legközelebb metszett objektum.
11 if t < tki ⊲ Volt metszéspont a cellában ?
12 then ~x← ~s+ ~v · t ⊲ A metszéspont helye a sugár egyenletéből.
13 return t, ~x, ometszett

14 ~q← ~s+ ~v · (tki + ε) ⊲ A sugár következ̋o cellában lév̋o legközelebbi pontja.
15 return

”
nincs metszéspont”

A szabályos felosztáshoz képest most a kezdő és következ̋o cella megtalálása nehezebb.
A kezdőcellát megkeres̋o C-́-́-́ eljárás az adatstruktúra bejárásával
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15.33. ábra.A síkot felosztó négyes fa, amelynek a háromdimenziós változata az oktális fa. A felépítés során
a cella oldalainak a felezését addig folytatjuk, amíg egy cellába

”
kevés” objektum jut, vagy a cellaméret egy

megadott minimális érték alá csökken. A fa leveleiben regisztráljuk a belógó objektumokat.

arra ad választ, hogy egy pont melyik cellához tartozik. A ponttal a fa csúcsán belépünk az
adatstruktúrába. A pont koordinátáit a felosztási feltétellel (oktális fánál a cella középpont-
jának koordinátáival) összehasonlítva eldönthetjük, hogy a 8 lehet̋oség közül melyik úton
kell folytatni az adatszerkezet bejárását. Ugyanezt a vizsgálatot rekurzívan ismételgetve
előbb-utóbb eljutunk egy levélig, azaz megtaláljuk a pontot tartalmazó elemi cellát.

A következ̋o cella azonosításához az aktuális cellában számítsuk ki a sugár kilépési
pontját, azaz a sugárnak és a cellának a metszéspontját, majd adjunk hozzá a metszéspont
tki sugárparaméteréhez egy

”
kicsit” (a Ś-̋-́-́-́ algoritmusban

ε-t). A kicsivel továbblendített sugárparamétert visszahelyettesítve a sugáregyenletbe, egy,
a következ̋o cellában lév̋o pontot (az algoritmusban a~q pontot) kapunk. A cellát a pont
alapján ismét a C-́-́-́ algoritmussal azonosíthatjuk.

Az oktális fa cellái nagyobbak lehetnek, mint a megengedettminimális cella, így keve-
sebb cellalépést igényelnek, mint a szabályos felosztás. Ugyanakkor a nagyobb cellák csök-
kentik a metszési kísérlet sikerének valószínűségét, mert kisebb eséllyel fordul elő, hogy a
cellát metsz̋o véletlen sugár a cellába lógó alakzatot is metszi. A kisebbmetszési sikerhez
viszont várhatóan több metszési kísérlet tartozik, ami kedvez̋otlen. Eszerint az oktális fa fel-
építésénél érdemes a nem üres cellák méretét mindig a minimális méretre zsugorítani, még
akkor is, ha csak egyetlen objektumot tartalmaznak. Ilyen stratégia mellett viszont a nem
üres cellák most is azonos méretűek, tehát a szabályos hálónál a metszési kísérletek várható
számára kapott eredmények most is alkalmazhatók. Mivel a siker valószínűsége a nem üres
cellák méretét̋ol függ, a metszéspontok számát ismét a (15.28) egyenl̋otlenséggel adhatjuk
meg. Ez azt is jelenti, hogy ha a minimális cellák mérete a szabályos rács cellaméretével
megegyez̋o, akkor a szabályos rácsban és az oktális fában a metszési kísérletek száma is
hasonló lesz. Az üres térrészek átugrása viszont az oktálisfa előnyeként könyvelhető el. A
cellalépések számának várható értéke tehát várhatóan továbbra is konstans, de a szabályos
felosztásénál kisebb. Az oktális fa hátránya ellenben, hogy a következ̋o cellát nem lehet
konstans idejű algoritmussal meghatározni. Mint láttuk,a következ̋o cella azonosítása az
oktális fa bejárását igényli. Ha az oktális fát addig építjük, amíg egy cella csak konstans
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15.34. ábra.A kd-fa. A
”
sok” objektumot tartalmazó cellát rekurzívan egy valamelykoordinátatengelyre merőle-

ges síkkal két cellára bontjuk.

számú objektumot tartalmaz, akkor a cellák száma az objektumok számával arányos. Így a
fa mélysége és a következő cella azonosításának idejeO(lg N) nagyságrendű.

A kd-fa
Az oktális fa adaptálódik az objektumok elhelyezkedéséhez. A felbontás azonban mindig
felezi a cellaoldalakat, tehát nem veszi figyelembe, hogy azobjektumok hol helyezkednek
el, így az adaptivitás nem tökéletes. Tekintsünk egy olyan felosztást, amely egy lépésben
nem mind a három felezősík mentén vág, hanem egy olyan síkkal, amely az objektumteret a
lehet̋o legigazságosabban felezi meg. Ez a módszer egy bináris fához vezet, amelynek neve
bináris térpartícionáló fa,vagy BSP-fa. Ha a felez̋osík mindig mer̋oleges a koordináta-
rendszer valamely tengelyére, akkorkd-fa adatszerkezetről beszélünk.

A kd-fában a felez̋osíkot többféleképpen elhelyezhetjük:

• a térbeli középvonal módszera befoglaló keretet mindig két egyforma részre osztja.

• a test középvonal módszerúgy osztja fel a teret, hogy annak bal és jobb oldalán egy-
forma számú test legyen.

• a költségvezérelt módszerbecsli azt az átlagos időt, amelyet egy sugár a kd-fa bejárása
során felhasznál, és ennek minimalizálására törekszik. Egy megfelel̋o költségmodell
szerint úgy felezzük a cellát, hogy a metszés ugyanakkora valószínűséggel következzen
be a gyerek cellákban.

A metszési valószínűség kiszámításához azintegrálgeometriaegyik alapvet̋o tételét
alkalmazhatjuk:

15.17. tétel.Ha egy konvex A test tartalmaz egy ugyancsak konvex B testet,akkor annak
valószínűsége, hogy egy egyenletes eloszlású véletlen egyenes metszi a B testet feltéve, hogy
metszette az A-t, egyenlő a B és az A testek felületeinek arányával.

A következ̋okben egy általános kd-fa építő rekurzív algoritmust mutatunk be. Acella
paraméter az aktuális cellát, amélységa rekurzió mélységét, akoordinátapedig az aktuá-
lis vágósík orientációját jelenti. Acella-hoz a két gyerekcella (cella.jobb, illetve cella.bal),
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és a bal-alsó-közeli, illetve jobb-felső-távoli sarokpontok (cella.min, illetve cella.max) tar-
toznak. A cellákhoz rendeljük hozzá a belógó objektumok listáját. A felez̋osík irányát a
fa építésekor a mélység növekedésével a K̈̋-́ függvény ciklikusan vál-
toztathatja (x, y, z, x, y, z, x, . . .). A következ̋o rekurzív eljárás els̋o hívásakor acella a teljes
objektumteret tartalmazó AABB, amélységpedig zérus:

K--́́́(cella,mélység, koordináta)

1 if a cella-ba lógó objektumok száma kevés vagy amélységnagy
2 then return
3 cella.baléscella.jobbbefoglalódoboza← cellabefoglalódoboza
4 if koordináta= x
5 then cella.jobb.min.x← cella felez̋osíkjax irányban
6 cella.bal.max.x← cella felez̋osíkjax irányban
7 else ifkoordináta= y
8 then cella.jobb.min.y← cella felez̋osíkjay irányban
9 cella.bal.max.y← cella felez̋osíkjay irányban

10 else ifkoordináta= z
11 then cella.jobb.min.z← cella felez̋osíkjaz irányban
12 cella.bal.max.z← cella felez̋osíkjaz irányban
13 for acella oobjektumaira
14 do if azo objektum acella.balbefoglaló dobozában van
15 then adjuk azo objektumot acella.ballistájához
16 if azo objektum acella.jobbbefoglaló dobozában van
17 then adjuk azo objektumot acella.jobblistájához
18 K--́́́(cella.bal,mélység+ 1,K̈̋-́(koordináta))
19 K--́́́(cella.jobb,mélység+ 1,K̈̋-́(koordináta))

A kd-fa felépítése után egy olyan algoritmusra is szükségünk van, amely egy adott su-
gárra megmondja annak útját a fában, és meghatározza a sugáráltal els̋oként metszett testet
is. Legels̋o lépésként a kezdőpontot kell meghatározni a sugár mentén, ami vagy a sugár kez-
dőpontja, vagy pedig az a pont, ahol a sugár belép a befoglaló keretbe6. A pont helyzetének
meghatározása során azt a cellát kell megtalálnunk, amelyben az adott pont van. A ponttal a
fa csúcsán belépünk az adatstruktúrába. Az adott pont koordinátáit a felez̋osík koordinátájá-
val összehasonlítva eldönthetjük, hogy melyik úton kell folytatni az adatszerkezet bejárását.
Előbb-utóbb eljutunk egy levélig, azaz azonosítjuk a pontot tartalmazó elemi cellát. Ha ez a
cella nem üres, akkor megkeressük a sugár és a cellában lévő, illetve a cellába belógó testek
metszéspontját. A metszéspontok közül azt választjuk ki, amelyik a legközelebb van a sugár
kezd̋opontjához. Ezután ellenőrizzük, hogy a metszéspont a vizsgált cellában van-e (mivel
egy test több cellába is átlóghat, előfordulhat, hogy nem ez a helyzet). Ha a metszéspont
az adott cellában van, akkor megtaláltuk az első metszéspontot, így befejezhetjük az algo-
ritmust. Ha a cella üres, vagy nem találtunk metszéspontot,esetleg a metszéspont nem a
cellán belül van, akkor tovább kell lépnünk a következő cellára. Ehhez a sugár azon pontját
határozzuk meg, ahol elhagyja a cellát. Ezután a kilépés sugárparaméterét (és ezzel a kilé-

6Attól függően, hogy a sugár kezdőpontja az összes test közös befoglaló dobozán belül van-e vagy sem.
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pési pontot) egy

”
kicsit” előre toljuk, hogy egy, a következő cellában lév̋o pontot kapjunk.

Innent̋ol az algoritmus a tárgyalt lépéseket ismétli.
Ennek az algoritmusnak hátránya, hogy mindig a fa gyökerétől indul, pedig valószínű-

síthet̋o, hogy két egymás után következő cella esetén a gyökérből indulva részben ugyana-
zon cellákat járjuk be. Ebb̋ol adódóan a fa egy csúcsát többször is meglátogatjuk.

Ezt a hátrányt úgy küszöbölhetjük ki, hogy a meglátogatandócellákat egy veremtárba
tesszük, és mindig csak addig lépünk vissza, amíg szükséges. Így minden bels̋o csúcsot és
levelet csak egyszer látogatunk meg. Amikor a sugár egy olyan bels̋o csúcshoz ér, amely-
nek két gyerekcsúcsa van, eldöntjük, hogy a gyerekeket milyen sorrendben dolgozzuk fel.
A gyerekcsomópontokat

”
közeli” és

”
távoli” gyerekcsomópontként osztályozzuk aszerint,

hogy sugár kezdete a felezősík melyik oldalán van. Ha a sugár csak a
”
közeli” gyerekcso-

móponton halad keresztül, akkor az algoritmus csak ezt a csomópontot dolgozza fel. Ha a
sugárnak mindkét gyerekcsomópontot meg kell látogatnia, akkor az algoritmus egy verem-
tárban megjegyzi az információkat a

”
távoli” gyerekcsomópontról, és a

”
közeli” csomópont

irányába mozdul el. Ha a
”
közeli” csomópont irányában nem találunk metszéspontot, akkor

a veremb̋ol a következ̋o feldolgozásra váró csomópontot vesszük elő.
A kd-fa bejárásával a legközelebbi metszéspontot kiszámító algoritmus, amelynek je-

löléseit a15.35. ábrán követhetjük végig:

Ś-̋-́--́(gyökér, ~s,~v)

1 (tbe, tki)← Ś-AABB-́(~s,~v, gyökér) ⊲Metszés a tér-AABB-jével.
2 if nincs metszéspont
3 then

”
nincs metszéspont”

4 V(gyökér, tbe, tki)
5 while a verem nem üres ⊲ Amíg a fát be nem jártuk.
6 do V̋(cella, tbe, tki)
7 while cellanem levél
8 do koordináta← acella felez̋osíkjának orientációja
9 d← cella.jobb.min[koordináta] − ~s[koordináta]

10 t ← d/~v[koordináta] ⊲ Felez̋osík metszés sugárparamétere.
11 if d > 0 ⊲ ~sa felez̋osík bal vagy jobb oldalán van?
12 then (közeli, távoli)← (cella.bal, cella.jobb) ⊲ Bal.
13 else (közeli, távoli)← (cella.jobb, cella.bal) ⊲ Jobb.
14 if t > tki vagyt < 0
15 then cella← közeli ⊲ Csak aközelicellát metszi.
16 else if t < tbe

17 then cella← távoli ⊲ Csak atávoli cellát metszi.
18 elseV(távoli, t, tki) ⊲Mindkét cellát metszi.
19 cella← közeli ⊲ Először aközeli-t.
20 tki ← t ⊲ A sugárt-nél lép ki aközelicellából.

⊲ Ha az aktuális cella egy levél.
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15.35. ábra.A Ś-̋-́-K-́ algoritmus jelölései és különböző esetei. Atbe a belépés, atki a
kilépés,t pedig a felez̋osík metszés sugárparamétere.d a sugár kezd̋opont és a felez̋osík el̋ojeles távolsága.

21 t ← tki ⊲Maximális sugárparaméter a cellában.
22 for (acella listájánako objektumaira)
23 do to ←Ś-̈-́(~s,~v) ⊲ Negatív, ha nincs.
24 if tbe ≤ to < t ⊲ Az új metszéspont közelebbi-e?
25 then t← to ⊲ A legközelebbi metszés sugárparamétere.
26 ometszett← o ⊲ A legközelebb metszett objektum.
27 if t < tki ⊲ Volt metszéspont a cellában?
28 then ~x← ~s+ ~v · t ⊲ A metszéspont helye a sugár egyenletéből.
29 return t, ~x, ometszett ⊲ A metszéspontot megtaláltuk.
30 return -1 ⊲ Nincs metszéspont.

Az oktális fához hasonlóan a metszési siker valószínűségea kd-fában is növelhető,
ha a felosztást addig folytatjuk, amíg az objektumok körül minden levágható üres térrészt
eltávolítunk (15.36. ábra).

A valószínűségi elemzéshez használt világmodellünkben azonos méretűr sugarú göm-
bök találhatók, így a nem üres cellák ismét kockák lesznek, amelyek élhosszúságac = 2r.
A szabályos ráccsal és az oktális fával ellentétben a kd-fa felosztó síkjai nem függetlenek
az objektumoktól, hanem azok szélső pontjaira illeszkednek. Így nem kell a kívülről belógó
gömbökkel foglalkozni, mert a cellahatárok a gömböt teljesen körülveszik. A metszési való-
színűség pontos értékét a15.17. tétel felhasználásával számíthatjuk ki. A jelenlegi esetben
a tartalmazóA konvex test egy 2r oldalú kocka, a tartalmazottB konvex test pedig egyr
sugarú gömb, így a metszési valószínűség:

s=
4r2π

6a2
=
π

6
.
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15.36. ábra.Kd-fa alapú térpartícionálás az üres terek levágásával.

A metszési kísérletek várható száma tehát:

E [NI ] =
6
π
≈ 1.91 .

A valószínűségi modell szerint a kd-fa igényli a legkevesebb sugár–felület metszési kísérle-
tet.Gyakorlatok
15.6-1. Bizonyítsuk be, hogy a valószínűségi modellben minden olyan sugárkövető algorit-
mus konstans id̋oben fut, amely az objektumokat a sugár kezdőpontjától számított távolság
sorrendjében dolgozza fel.
15.6-2. Készítsünk sugár-felosztott felület metszéspontszámítóalgoritmust.
15.6-3. Készítsünk sugár-B-spline felület metszéspontszámító algoritmust.
15.6-4. Készítsünk metszéspontszámító algoritmust CSG modellekhez – feltételezve, hogy
a primitív testekre a metszéspontszámítás már működik.
15.6-5. Készítsünk metszéspontszámító algoritmust transzformált testekhez feltételezve,
hogy az eredeti testre a metszéspontszámítás már működik (segítség: transzformáljuk a su-
garat). 15.7. Az inkrementális képszintézis algoritmusai
A képszintézis a virtuális világot a virtuális kamera képpontjaira képezi le, melynek során
takarási és színszámítási feladatokat kell megoldani. A sugárkövetés a számításokat kép-
pontonként egymástól függetlenül hajtja végre, azaz nem használja fel újra az egyszer már
nagy nehezen megszerzett láthatósági és színinformációkat. A jelen alfejezet inkrementális
képszintézis algoritmusai néhány egyszerű elv alkalmazásával az alapfeladatok végrehajtási
idejét jelent̋osen lerövidíthetik:

1. A feladatok egy részének elvégzése során elvonatkoztatnak a pixelekt̋ol, és az objek-
tumtér nagyobb részeit egységesen kezelik.

2. Ahol csak lehet, kihasználják azinkrementális elvnyújtotta lehet̋oségeket. Az inkre-
mentális elv alkalmazása azt jelenti, hogy egy pixel takarási és árnyalási információinak
meghatározása során jelentős számítási munkát takaríthatunk meg, ha a szomszédos pi-
xel hasonló adataiból indulunk ki, és nem kezdjük a számításokat elölr̋ol.
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3. Minden műveletet a hozzá optimálisan illeszkedő koordinátarendszerben végeznek el,

azok között pedig homogén lineáris geometriai transzformációkkal váltanak.

4. Feleslegesen nem számolnak, ezért avágássorán eltávolítják azon geometriai elemeket,
amelyek a képen nem jelennének meg.

A transzformáció és a vágás általában megváltoztatja az alakzatok jellegét, kivéve a
pontokat, szakaszokat és sokszögeket7. Ezért a modellben lev̋o szabad formájú elemeket a
képszintézis megkezdése előtt pontokkal, szakaszokkal és sokszögekkel közelítjük (15.3.
szakasz).

Az inkrementális képszintézis lépéseit a15.37. ábrán láthatjuk. A virtuális világ objek-
tumait azok egy referenciahelyzetében adjuk meg, a továbbiműveletek miatt sokszögekkel
közelítjük a felületeket, majd a modellezési transzformációval a virtuális világ koordiná-
tarendszerébe helyezzük előket. A virtuális világot a kamera szempontjából kell lefény-
képezni. Ehhez el kell dönteni, hogy az objektumok hogyan takarják egymást, és csak a
látható objektumokat kell megjeleníteni. Ezen műveleteket közvetlenül a virtuális világ ko-
ordinátarendszerében is el tudnánk végezni, azonban ekkoregy pont vetítése egy általános
helyzetű egyenes és az ablak metszéspontjának kiszámítását igényelné, a takarás pedig az
általános pozíciójú szemtől való távolsággal dolgozna. A takarási számításokat egyszerűsít-
hetjük, ha áttranszformáljuk a teljes objektumteret egy olyan koordinátarendszerbe, ahol a
vetítés és a takarás triviálissá válik. Ezt a rendszertképernyő-koordinátarendszernekne-
vezzük, amelyben azX,Y koordináták azon pixelt jelölik ki, amelyre a pont vetül, aZ
koordináta alapján pedig eldönthetjük, hogy két pont közülmelyik van a szemhez köze-
lebb. A képerny̋o-koordinátarendszerben tehát azX,Y tengelyek egységei éppen a pixelek.
Mivel általában nem érdemes a képet a pixel méreténél pontosabban kiszámítani, azX,Y
koordináták egészek. Hatékonysági okokból aZ koordináta is gyakran egész. A képernyő-
koordinátarendszer koordinátáit a továbbiakban nagy bet˝uvel jelöljük.

A képerny̋o-koordinátarendszerbe átvivő transzformációt egy koordinátarendszereken
átvezet̋o transzformáció sorozattal definiáljuk, amelynek elemeitkülön tárgyaljuk. A tényle-
ges transzformációt viszont egyetlen 4×4-es mátrixszorzással valósítjuk meg, ahol a transz-
formációs mátrix az elemi transzformációk mátrixainak a szorzata.15.7.1. A kamera transzformáió
A képszintézis során általában egy kameraállásból láthatólátványra vagyunk kíváncsiak,
ahol aszempozícióhatározza meg a kamera helyét (~eye), irányát pedig a nézeti célpont
( ~lookat) és az ~eyevektor különbsége definiálja (15.38. ábra). Az ~up egységvektor a kamera
függőleges irányát adja meg.

A fov a kamera függ̋oleges irányú látószögét, azaspectaz ablak szélességének és ma-
gasságának arányát, azfp és abp pedig az úgynevezett első és hátsó vágósík szemtől mért
távolságát jelenti. A vágósíkok segítségével figyelmen kívül hagyhatjuk azokat az objektu-
mokat, amelyek a szem mögött, vagy a szemhez túl közel, vagy éppenséggel a szemtől túl
távol helyezkednek el.

A kamerához egy koordinátarendszert, azaz három egymásra merőleges egységvektort
rendelünk. Az~u = (ux, uy, uz) vízszintes, a~v = (vx, vy, vz) függőleges és a~w = (wx, wy, wz)

7Bár a Bézier és B-Spline görbék és felületek az affin transzformációkra, a NURBS pedig még a homogén lineáris
transzformációkra is invariáns, de a vágás ezen görbék és felületek típusát is megváltoztatja.
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(a) Modellezés (b) Tesszelláció

(c) Modellezési transzformáció (d) Kamera transzformáció

(e) Perspektív transzformáció (f) Vágás

(g) Takarás (h) Vetítés és színezés

15.37. ábra.Az inkrementális képszintézis lépései.(a) A modellezés során a tárgyakat egy referenciahelyzetükben
adjuk meg.(b) A tárgyakat a további műveletek miatt tesszelláljuk.(c) A modellezési transzformáció a virtuális vi-
lágbeli helyzetébe viszi a tárgyat.(d) A kamera transzformáció a világot eltolja és elforgatja úgy, hogy a kamera az
origóba kerüljön és a−z irányba nézzen.(e) A perspektív transzformáció a kamerában találkozó vetítősugarakból
párhuzamosokat csinál, azaz a kamerát egy ideális pontra képezi le.(f) A vágás eltávolítja azokat a felületelemeket,
amelyek nem vetülhetnek az ablakra.(g) A takarás során megszabadulunk azoktól a felületi pontoktól, amelyeket
más felületek takarnak a kamera irányából.(h) Végül vetítjük a látható sokszögeket, és kitöltjük a vetületüket.
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15.38. ábra.A virtuális kamera paraméterei: az~eyeszempozíció, a ~lookat nézeti célpont, az~up függőleges irány,
amelyekb̋ol a kamera~u, ~v, ~w bázisvektorait számítjuk, valamint azfp, bp vágósík távolságok, és afov függőleges
látószög (a vízszintes látószöget azaspectarányból számítjuk).

nézeti irányba mutató egységvektorokat a következő módon határozhatjuk meg:

~w =
~eye− ~lookat

| ~eye− ~lookat|
, ~u =

~up× ~w
| ~up× ~w|

, ~v = ~w× ~u .

A kamera transzformációa virtuális teret a kamerával és a testekkel együtt úgy for-
gatja és úgy tolja el, hogy a transzformáció után a szem az origóba kerüljön, a−z irányba
nézzen, és a kamera függőleges iránya azy tengellyel essen egybe, azaz az~u,~v, ~w egység-
vektorokat a világkoordinátarendszer bázisvektoraiba viszi át. A Tkamera transzformációs
mátrixot a szempozíciót az origóba vivő eltolás mátrixának és az~u,~v, ~w egységvektorokat a
bázisvektorokkal fedésbe hozó forgatás mátrixának a szorzataként írhatjuk fel:

[x′, y′, z′, 1] = [x, y, z, 1] · Tkamera= [x, y, z, 1] · Teltol · Tforgat , (15.30)

ahol

Teltol =





























1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
−eyex −eyey −eyez 1





























, Tforgat =





























ux vx wx 0
uy vy wy 0
uz vz wz 0
0 0 0 1





























.

Vegyük észre, hogy a forgatás mátrixának oszlopai éppen az~u,~v, ~w vektorok koordi-
nátái. Mivel ezek a vektorok egymásra merőlegesek, könnyen látható, hogy a forgatás után
éppen azx, y, z tengelyekkel kerülnek fedésbe. Például az~u elforgatottja:

[ux, uy, uz, 1] · Tforgat = [~u · ~u, ~u · ~v, ~u · ~w, 1] = [1, 0, 0, 1].15.7.2. A normalizáló transzformáió
A további műveletekhez normalizáljuk a látható pontokat tartalmazó, a szem és az ablak
által meghatározott gúlát oly módon, hogy a gúla csúcsában anyílásszög 90 fok legyen.
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15.39. ábra.A normalizáló transzformáció a látószöget 90 fokra állítja.
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15.40. ábra.A perspektív transzformáció az első és hátsó vágósíkok és az ablak oldalaival leírt, csonka gúla alakú
látható tartományt egy origó középpontú, 2 egység oldalú kockába viszi át.

A normalizálás egy egyszerű skálázás:

Tnorm =





























1/(tan(fov/2) · aspect) 0 0 0
0 1/ tan(fov/2) 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1





























.15.7.3. A perspektív transzformáió
A perspektív transzformációval a virtuális világot úgy torzítjuk, hogy a szemben találkozó
vetítő sugarak párhuzamosak legyenek egymással, azaz a középpontos vetítést párhuzamos
vetítéssel helyettesítjük.

A normalizáló transzformáció után a képszintézisben résztvevő pontok tartománya egy
szimmetrikus csonka gúla (15.39. ábra). A perspektív transzformáció a csonka gúlát egy
kockára képezi le, azaz az origóban találkozó vetítősugarakból egymással és az tengellyel
párhuzamos sugarakat hoz létre (15.40. ábra).

A perspektív transzformációnak pontot pontba, egyenest egyenesbe kell átvinnie, ám a
gúla csúcsát, azaz a szempozíciót, a végtelenbe kell elhelyeznie. Ez azt jelenti, hogy a pers-
pektív transzformáció nem lehet az euklideszi tér lineáristranszformációja. Szerencsére
a homogén lineáris transzformációkra is igaz az, hogy pontot pontba, egyenest egyenesbe
visznek át, viszont képesek az ideális pontokat is kezelni.Ezért keressük a perspektív transz-
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formációt a homogén lineáris transzformációk között a következ̋o alakban:

Tpersp=





























t11 t12 t13 t14

t21 t22 t23 t24

t31 t32 t33 t34

t41 t42 t43 t44





























.

A 15.40. ábrán berajzoltunk egy egyenest (vetítősugarat) és annak a transzformáltját.
Jelöljük mx-szel ésmy-nal az egyenesx/z, illetve y/z meredekségét. A normalizált nézeti
gúlában a [−mx · z,−my · z, z] egyenesb̋ol a transzformáció után egy, az [mx,my, 0] pon-
ton átmen̋o, z-tengellyel párhuzamos (

”
vízszintes”) egyenest kapunk. Vizsgáljuk meg ezen

egyenes vágósíkokkal való metszéspontjait, azaz azhelyébe helyettesítsük a (− fp)-t, illetve
a (−bp)-t. Ekkor az [mx,my,−1], illetve az [mx,my, 1] transzformált pontokhoz jutunk.

Az eddigiek alapján írjuk fel a perspektív transzformációtpéldául az els̋o vágósíkon
levő metszéspontra:

[

mx · fp,my · fp,− fp, 1
]

· Tpersp=
[

mx,my,−1, 1
]

· λ ,

ahol λ tetsz̋oleges, nem zérus szám lehet, hisz a homogén koordinátákkalleírt pont nem
változik, ha a koordinátákat egy nem zérus konstanssal megszorozzuk. Aλ konstanstfp-
nek választva:

[

mx · fp,my · fp,− fp, 1
]

· Tpersp=
[

mx · fp,my · fp,− fp, fp

]

. (15.31)

Vegyük észre, hogy a transzformált pont első koordinátája megegyezik a metszés-
pont els̋o koordinátájával tetsz̋olegesmx, my és fp esetén. Ez csak úgy lehetséges, ha a
Tpersp mátrix els̋o oszlopa [1, 0, 0, 0]T. Hasonló okokból következik, hogy a mátrix má-
sodik oszlopa [0, 1, 0, 0]T. Ráadásul a (15.31) egyenletben jól látszik, hogy a vetített pont
harmadik és negyedik koordinátájára a metszéspont első két koordinátája nem hat, ezért
t13 = t14 = t23 = t24 = 0. A harmadik és a negyedik homogén koordinátára a következő
egyenleteket állíthatjuk fel:

− fp · t33 + t43 = − fp, − fp · t34 + t44 = fp .

Az egyenes hátsó vágósíkkal vett metszéspontjára ugyanezta gondolatmenetet alkal-
mazva két újabb egyenletet kapunk:

−bp · t33 + t43 = bp, −bp · t34 + t44 = bp .

Ezt az egyenletrendszert megoldva kapjuk a perspektív transzformáció mátrixát:

Tpersp=





























1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −( fp + bp)/(bp − fp) −1
0 0 −2 · fp · bp/(bp − fp) 0





























.

Mivel a perspektív transzformáció nem affin transzformáció, így a keletkező homogén
koordinátanégyes negyedik koordinátája nem lesz 1 értékű. Ezért, ha a transzformáció ered-
ményét Descartes-koordinátákbanszeretnénk megkapni, akkor a negyedik homogén koordi-
nátával végig kell osztani a többi koordinátát. A homogén lineáris transzformációk szakaszt
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szakaszba, háromszöget háromszögbe visznek át, de előfordulhat, hogy az eredmény sza-
kasz, illetve háromszög az ideális pontot is tartalmazza (15.5.2. pont). A homogén osztás
intuitíve a projektív térb̋ol az euklideszi térbe való átlépésnek felel meg, amelynek során
az ideális pontot tartalmazó projektív szakaszból két félegyenes lesz. Mivel a szakasz két
végpontját transzformáljuk, a művelet után nem tudjuk, hogy a kapott két pontra szakaszt
kell-e illeszteni, vagy pedig a szakasz komplementerének megfelel̋o két félegyenest kell-e
megoldásnak tekinteni. Ezt a jelenségetátfordulási problémánaknevezi a szakirodalom.

Az átfordulási probléma elkerülhető, ha biztosak lehetünk benne, hogy a tárgyalak-
zat nem tartalmaz olyan pontot, amely ideális pontba kerülne. A perspektív transzformáció
mátrixát megvizsgálva megállapíthatjuk, hogy a transzformáció után a negyedik homogén
koordináta a transzformáció előtti −zkoordináta lesz. Ideális, azazh = 0 koordinátájú pont
a kamerát tartalmazó, a képsíkkal párhuzamos sík pontjaiból keletkezhet. Az els̋o vágósíkra
vágás viszont úgyis eltávolítja azokat az objektumrészleteket, amelyek a kameráhozz-ben
túl közel, vagy a kamera mögött vannak, ezért az átfordulásiprobléma úgy oldható meg, ha
a homogén osztás előtt, még a projektív térben vágunk.

A homogén osztást követően a pontokat (X,Y,Z) Descartes-koordinátákban kapjuk
meg.15.7.4. Vágás homogén koordinátákban
A vágáscélja az összes olyan objektumrészlet eltávolítása, amelynem vetülhet az ablakra,
vagy amely nem az első és a hátsó vágósík között van. Azátfordulási problémakikü-
szöbölése miatt a vágást a homogén osztás előtt kell végrehajtani. A homogén koordinátás
vágási határokat a képernyő-koordinátarendszerbenmegfogalmazott, egy AABB-t definiáló
feltételek visszatranszformálásával kaphatjuk meg. A homogén osztás után a belső pontok
kielégítik a következ̋o egyenl̋otlenségeket:

− 1 ≤ X = Xh/h ≤ 1, −1 ≤ Y = Yh/h ≤ 1, −1 ≤ Z = Zh/h ≤ 1 . (15.32)

Másrészt a szem előtti tartományok – a kamera transzformáció után – negatívz ko-
ordinátákkal rendelkeznek, és a perspektív transzformációs mátrixszal való szorzás után a
negyedik homogén koordinátah = −z lesz, amely így mindig pozitív. Tehát további kö-
vetelményként megfogalmazzuk ah > 0 feltételt. Ekkor viszont szorozhatjuk a (15.32)
egyenl̋otlenségeketh-val, így eljutunk a vágási tartomány homogén koordinátás leírásához:

− h ≤ Xh ≤ h, −h ≤ Yh ≤ h, −h ≤ Zh ≤ h . (15.33)

A pontok vágása triviális feladat, hisz a homogén koordinátás alakjukra csak ellenőrizni
kell, hogy teljesülnek-e a (15.33) egyenl̋otlenségek. A pontoknál összetettebb primitívekre
(szakaszok, sokszögek stb.) azonban ki kell számítani a vágási tartomány határoló lapjaival
való metszéspontokat, és a primitívnek pedig csak azt a részét kell meghagyni, amelynek
pontjai kielégítik a (15.33) egyenl̋otlenségeket.

A Descartes-koordinátákkal dolgozó vágási algoritmusokkal a15.4.3. pontban foglal-
koztunk. Az ott megismert módszerek alkalmazhatók homogénkoordinátákra is, azzal a
különbséggel, hogy most a (15.33) egyenl̋otlenségek jelölik ki, hogy egy pont belső, illetve
külső pontnak min̋osül-e, valamint a szakaszoknak a vágósíkkal képzett metszéspontját a
szakasz és a sík homogén koordinátás egyenletéből kell számítani.
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Tekintsünk egy [X1

h,Y
1
h ,Z

1
h, h

1] és [X2
h,Y

2
h ,Z

2
h, h

2] végpontú szakaszt, amely lehet önálló
objektum, vagy egy sokszög egyik éle, és azXh ≤ h félteret (a többi féltérre a vizsgálat
teljesen hasonló). Három esetet kell megkülönböztetni:

1. Ha a szakasz mindkét végpontja belső pont, azazX1
h ≤ h1 ésX2

h ≤ h2, akkor a teljes
szakasz bels̋o pontokból áll, így megtartjuk.

2. Ha a szakasz mindkét végpontja külső pont, azazX1
h > h1 ésX2

h > h2, akkor a szakasz
minden pontja küls̋o pont, így a vágás a teljes szakaszt eltávolítja.

3. Ha a szakasz egyik végpontja külső pont, a másik végpontja belső pont, akkor ki kell
számítani a szakasz és a vágósík metszéspontját, és a külső végpontot fel kell cserélni a
metszésponttal. Figyelembe véve, hogy a szakasz pontjai kielégítik a (15.19) egyenletet,
a vágósík pontjai pedig kielégítik azXh = h egyenletet, a metszéspontti paraméterét a
következ̋oképpen határozhatjuk meg:

Xh(ti) = h(ti) =⇒ X1
h ·(1−ti)+X2

h·ti = h1·(1−ti)+h2·ti =⇒ ti =
X1

h − h1

X1
h − X2

h + h2 − h1

A ti paramétert a szakasz egyenletébe visszahelyettesítve a metszéspont [Xi
h,Y

i
h,Z

i
h, h

i]
koordinátáit is el̋oállíthatjuk.

A vágás során új szakasz végpontok és új sokszög csúcspontokkeletkeznek. Ha az ere-
deti objektum csúcspontjai járulékos információkat is hordoznak (például a felület színét
vagy normálvektorát ebben a pontban), akkor a járulékos információkat az új csúcsokra
is át kell számítani. Ehhez egyszerű lineáris interpolációt alkalmazhatunk. Ha a járulé-
kos információ értéke a két végpontbanI1, illetve I2, akkor a vágás során keletkező új
[Xh(ti),Yh(ti),Zh(ti), h(ti)] pontban az értékeI1 · (1− ti) + I2 · ti .15.7.5. A képerny®-transzformáió
A perspektív transzformáció után a látható pontok koordinátái a [−1, 1] tartományban van-
nak, amelyeket még a képernyőn lév̋o megjelenítési ablak elhelyezkedésének és felbontásá-
nak megfelel̋oen tolni és skálázni kell. Ha a keletkező kép bal-alsó sarkát az (Xmin,Ymin), a
jobb-fels̋o sarkát az (Xmax,Ymax) pixelen szeretnénk látni, a szemtől való távolságot kifejez̋o
Z koordinátákat pedig a (Zmin,Zmax) tartományban várjuk, akkor a képernyő-transzformáció
mátrixa:

Tkep=





























(Xmax− Xmin)/2 0 0 0
0 (Ymax− Ymin)/2 0 0
0 0 (Zmax− Zmin)/2 0

(Xmax+ Xmin)/2 (Ymax+ Ymin)/2 (Zmax+ Zmin)/2 1





























.

A perspektív transzformáció utáni koordinátarendszerek,így a képerny̋o-
koordinátarendszer isbalsodrású,szemben a virtuális világ és a kamera koordináta-
rendszereinekjobbsodrásúállásával. A balsodrású elrendezés felel meg ugyanis annaka
természetes elvárásnak, hogy a képernyőn azX koordináták balról-jobbra, azY koordináták
alulról-felfelé, aZ koordináták pedig a megfigyelőtől távolodva n̋ojenek.
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A vágás, a homogén osztás és a képernyő-transzformáció után az alakzataink a képernyő-
koordinátarendszerben vannak, ahol egy (X,Y,Z) pont vetületének koordinátái úgy határoz-
hatók meg, hogy a koordinátahármasból csak az (X,Y) párt ragadjuk ki.

A raszterizációsorán azokat a pixeleket azonosítjuk, amelyek átszínezésével a kép-
erny̋o-koordinátarendszerbe transzformált geometriai alakzat formáját közelíthetjük. A
raszterizációs algoritmusok kialakítása során a legfontosabb szempont az, hogy az algo-
ritmus nagyon gyors legyen, és lépései egyszerű hardverrel megvalósíthatók legyenek. Ezt
a követelményt azzal magyarázhatjuk, hogy a folyamatos mozgás érzékeléséhez másod-
percenként legalább 20 olyan képet kell kiszámítani, amelyek nagyságrendileg egymillió
pixelből állnak. Így az egyetlen pixelre jutó átlagos számítási idő mindössze 50 nanosec
lehet.

Szakaszok rajzolása
Jelöljük a vetített szakasz végpontjait (X1,Y1), (X2,Y2)-vel. Tegyük fel továbbá, hogy midőn
az els̋o végpontból a második felé haladunk, mindkét koordináta nő, és a gyorsabban változó
irány azX, azaz

∆X = X2 − X1 ≥ ∆Y = Y2 − Y1 ≥ 0.

Ebben az esetben a szakasz enyhén emelkedő. A többi eset a végpontok és azX,Y koordi-
náták megfelel̋o felcserélésével analóg módon kezelhető.

A szakaszrajzoló algoritmusokkal szemben alapvető elvárás, hogy az átszínezett kép-
pontok között ne legyenek lyukak, és a keletkezett kép ne legyen vastagabb a feltétlenül
szükségesnél. Ez az enyhén emelkedő szakaszok esetén azt jelenti, hogy minden pixel osz-
lopban pontosan egy pixelt kell átszínezni, nyilván azt, amelynek középpontja a szakaszhoz
a legközelebb van. Az egyenes egyenlete:

y = m · X + b, ahol m=
Y2 − Y1

X2 − X1
, és b = Y1 − X1 ·

Y2 − Y1

X2 − X1
, (15.34)

alapján, azX koordinátájú oszlopban a legközelebbi pixel függőleges koordinátája azm·x+b
értékhez legközelebbi egész. A képlet minden pixel előállításához lebeg̋opontos szorzást,
összeadást és lebegőpontos-egész átalakítást végez, ami megengedhetetlenüllassú.

A gyorsítás alapja a számítógépes grafika alapvető módszere, amelyetinkrementális
elvneknevezünk. Ez azon a felismerésre épít, hogy általában könnyebben meghatározhatjuk
azy(X + 1) értéket azy(X) felhasználásával, mint közvetlenül azX-ből. Mivel egy enyhén
emelked̋o szakasz rajzolásakor az oszlopokat úgyis egymás után látogatjuk meg, az (X+1)-
dik oszlop feldolgozása során azy(X) már rendelkezésre áll. Egy szakasz esetén:

y(X + 1) = m · (X + 1)+ b = m · X + b+m= y(X) +m ,

ehhez egyetlen lebegőpontos összeadás szükséges (m törtszám). Az elv gyakorlati alkalma-
zásátdigitális differenciális analizátor algoritmusnak(DDA-algoritmus) nevezik. A DDA-
elvű szakaszrajzoló algoritmus:
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t(X) t(X+1)

s(X) s(X+1)

t(X)

t(X+1)

s(X)

s(X+1)

X

Y

1

15.41. ábra.A Bresenham-algoritmus által használt jelölések. Azs a legközelebbi pixelközéppont és a szakasz
előjeles távolsága azY tengely mentén, amely akkor pozitív, ha a szakasz a pixelközéppont felett van. At a
legközelebbi pixelközéppont feletti pixel és a szakasz távolsága azY tengely mentén.

DDA-́(X1,Y1,X2,Y2, szín)

1 m← (Y2 − Y1)/(X2 − X1)
2 y← Y1

3 for X← X1 to X2

4 do Y← Ḱ(y)
5 P-́́(X,Y, szín)
6 y← y+m

További gyorsítás érhető el fixpontos számábrázolássegítségével. Ez azt jelenti, hogy
a törtszám 2T-szeresét tároljuk egy egész változóban, aholT a törtbitek száma. A törtbitek
számát úgy kell megválasztani, hogy a leghosszabb ciklusban se halmozódhasson fel ak-
kora hiba, hogy elrontsa a pixelkoordinátákat. Ha a leghosszabb szakasz hosszaL, akkor
az ehhez szükséges bitek száma log2 L. A vágásnak köszönhetően csak a képernyőn elfér̋o
szakaszokat raszterizáljuk, ígyL a képerny̋o vízszintes, illetve függ̋oleges felbontásának
maximumával egyenlő.

A DDA algoritmussal még mindig nem lehetünk teljes mértékben elégedettek. Egyrészt
a szoftver implementáció során a fixpontos ábrázolás és a kerekítés eltolási (shift) művele-
teket igényel. Másrészt – igaz szakaszonként csupán egyszer – azmmeredekség kiszámítá-
sához osztani kell. Mindkét problémával sikeresen birkózik meg aBresenham-algoritmus.

Jelöljük a szakasz és a legközelebbi pixel középpont függőleges, el̋ojeles távolságáts-
sel, a szakasz és a legközelebbi pixel feletti pixel függőleges távolságátt-vel (15.41. ábra).
Ahogy a következ̋o oszlopra lépünk, azs ést értékei változnak. Nyilván az eredetileg leg-
közelebbi pixel sora és az eggyel feletti sor közül addig választjuk az alsó sort, amígs< t.
Bevezetve aze = s− t hibaváltozót, addig nem kell megváltoztatnunk az átfestendő pixel
sorát, amíge < 0. Az s, t, e változók számításához az inkrementális elvet használhatjuk
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(∆X = X2 − X1, ∆Y = Y2 − Y1):

s(X + 1) = s(X) +
∆Y
∆X
, t(X + 1) = t(X) − ∆Y

∆X
=⇒ e(X + 1) = e(X) + 2

∆Y
∆X
.

Ezek az összefüggések akkor igazak, ha az (X+ 1)-dik oszlopban ugyanazon sorokban lévő
pixeleket tekintjük, mint a megelőzőben. El̋ofordulhat azonban, hogy az új oszlopban már
a fels̋o pixel kerül közelebb a szakaszhoz (aze hibaváltozó pozitívvá válik), így azs, t, e
mennyiségeket ezen pixelre és az ezen pixel feletti pixelrekell meghatározni. Erre az esetre
a következ̋o képletek vonatkoznak:

s(X+ 1) = s(X) +
∆Y
∆X
− 1, t(X+ 1) = t(X) − ∆Y

∆X
+ 1 =⇒ e(X+ 1) = e(X) + 2

(

∆Y
∆X
− 1

)

.

Figyeljük meg, hogy azs előjeles távolságot jelent, azaz azs negatív, ha a szakasz az alsó
pixelközéppont alatt található. Feltételezhetjük, hogy az algoritmus indulásakor egy pixel
középpontban vagyunk, tehát:

s(X1) = 0, t(X1) = 1 =⇒ e(X1) = s(X1) − t(X1) = −1 .

Az algoritmusnak azehibaváltozót kell növelnie, és amikor az előjelet vált, a szakasz a
következ̋o pixelsorra lép, mialatt a hibaváltozó ismét a negatív tartományba csúszik vissza.
A hibaváltozó kezeléséhez nem egész összeadás szükséges, anövekmény meghatározása
pedig osztást igényel.

Vegyük észre azonban, hogy a hibaváltozó előjelváltásait úgy is nyomon követhetjük,
ha nem közvetlenül a hibaváltozóval, hanem annak valamely pozitív számszorosával dol-
gozunk. Használjuk a hibaváltozó helyett azE = e · ∆X döntési változót.Enyhén emelked̋o
szakaszok esetén a döntési változó pontosan akkor vált előjelet, amikor a hibaváltozó. A
döntési változóra érvényes képleteket a hibaváltozóra vonatkozó képletek∆X-szel történ̋o
szorzásával kapjuk meg:

E(X + 1) =



















E(X) + 2∆Y, haY-t nem kell léptetni ,

E(X) + 2(∆Y− ∆X), haY-t léptetni kell .

A döntési változó kezdeti értéke pedigE = e(X1) · ∆X = −∆X.
A döntési változó egész kezdeti értékről indul és minden lépésben egész számmal vál-

tozik, tehát az algoritmus egyáltalán nem használ törteket. Ráadásul a növekmények előál-
lításához csupán egész összeadás (illetve kivonás), és 2-vel való szorzás szükséges.

A teljesBresenham-algoritmus:
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X
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15.42. ábra.Poligonkitöltés. A sokszög belsejében lévő pixeleket vízszintes pásztánként keressük meg.

B-́(X1,Y1,X2,Y2, szín)

1 ∆X← X2 − X1

2 ∆Y← Y2 − Y1

3 (dE+, dE−)← (2(∆Y− ∆X), 2∆Y)
4 E← −∆X
5 Y← Y1

6 for X← X1 to X2

7 do if E ≤ 0
8 then E← E + dE− ⊲ Döntési változó nempozitív, maradunk a pixelsorban.
9 else E← E + dE+ ⊲ Döntési változó pozitív, a következő pixelsorra lépünk.

10 Y← Y+ 1
11 P-́́(X,Y, szín)

A Bresenham-algoritmus bevezetésénél a tört hibaváltozótúgy váltottuk ki egy egész
változóval, hogy a kritikus egyenlőtlenséget az összes változójával együtt egy pozitív szám-
mal szoroztuk, így az eredeti egyenlőtlenséggel ekvivalens, de csak egészeket tartalmazó
kifejezéshez jutottunk. Ezt a megközelítéstinvariánsok módszeréneknevezik, és sok rasz-
terizációs eljárásban hasznos segédeszköznek bizonyul.

Poligonkitöltés
Az egyszeresen összefüggő sokszögeket kitöltő algoritmus bemenete a csúcsok
~q[0], . . . , ~q[m− 1] tömbje (ez a tömb általában a poligonvágó algoritmus kimenete), amely-
ben aze-edik él a~q[e] és~q[e+ 1] csúcsokat köti össze. Az utolsó pont különleges kezelését
a vágásnál megismert módon most is megtakaríthatjuk, ha a legels̋o csúcsot még egyszer
betesszük a tömb végére. A többszörösen összefüggő sokszögeket egynél több zárt törött-
vonallal, azaz több csúcstömbbel adhatjuk meg.

A kitöltést célszerűen vízszintes pixelsoronként, azazpásztánkéntvégezzük. Egyetlen
pásztára az átszínezendő pixelek a következ̋oképpen határozhatók meg. Kiszámítjuk a po-
ligon éleinek metszéspontjait a vízszintes pásztával. A metszéspontokat azX koordináta
alapján nagyság szerint rendezzük, majd átszínezzük a első és a második pont közötti, a
harmadik és a negyedik pont közötti, általában a (2i + 1)-edik és (2i + 2)-edik pont közötti
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XY

X(Y) X(Y+1) X(Y+2)

∆X/∆Y ∆X/∆Y

Y+1

Y+2

15.43. ábra.A pászta és az élek közötti metszéspont inkrementális számítása. AzX koordináta mindig az egyenes
meredekségének a reciprokával nő.

YAET ∆X/∆Y
max

X Y ∆X/∆Y
max

X

15.44. ábra.Az aktív él lista szerkezete.

pixeleket (15.42. ábra). Ez a módszer azokat a pontokat színezi ki, amelyeketha végtelen
távolból közelítünk meg, akkor páratlan számúszor kell átlépnünk a poligon határán.

A pászták és az élek metszéspontjainak kiszámítását a következ̋o megfigyelésekkel
gyorsíthatjuk:

1. Egy él és a pászta között csak akkor keletkezhet metszéspont, ha a pásztaY koordinátája
az él minimális és maximálisY koordinátája között van, ezért csak ezekre érdemes a
metszéspontot kiszámítani. Az ilyen éleketaktív élekneknevezzük. Az implementáció-
hoz létre kell hoznunk azaktív él listát,amely mindig csak az aktív éleket tartalmazza.

2. A két szakasz közötti metszéspontszámítás lebegőpontos szorzást, osztást és összea-
dást tartalmaz, ezért időigényes. Azinkrementális elvfelhasználásával azonban a met-
széspont meghatározható a megelőző pászta metszéspontjából egyetlen fixpontos, nem-
egész összeadással (15.43. ábra).

Az inkrementális elv használatakor figyelembe kell vennünk, hogy azX koordináta nö-
vekménye az egymást követő Y egész értékekre állandó. Ha az él nagyobbY koordinátájú
végpontjának koordinátái (Xmax,Ymax), a kisebbY koordinátájú végpontjának koordinátái
pedig (Xmin,Ymin), akkor a növekmény∆X/∆Y, ahol∆X = Xmax−Xmin és∆Y = Ymax−Ymin.

A növekmény általában nem egész szám, tehát a∆X/∆Y és azX érték tárolására fixpontos
tört ábrázolást kell használnunk. Egy aktív él reprezentációja tehát tartalmazza a fixpontos
ábrázolású∆X/∆Y növekményt, az ugyancsak fixpontos ábrázolásúX metszéspontot, vala-
mint a szakasz maximális függőleges koordinátáját (Ymax). Erre azért van szükségünk, hogy
el tudjuk dönteni, hogy azY pászták növelése során mikor fejezi be az él aktív pályafutását,
azaz mikor kell eltávolítani az aktív él listából.

Az Y pásztákat egymás után töltjük ki. Minden pásztára megnézzük, hogy mely élek
válnak pont ekkor aktívvá, azaz mely élek minimálisY koordinátája egyezik meg a pászta
koordinátájával. Ezeket az éleket betesszük az aktív él listába. Egyúttal az aktív él listát át-
vizsgáljuk, hogy vannak-e ott nyugdíjba vonuló élek is, amelyek maximálisY koordinátája
megegyezik a pászta koordinátájával. A nyugdíjba vonuló éleket kivesszük a listából (ve-
gyük észre, hogy ebben a megoldásban az él alsó végpontját azél részének tekintjük, a felső
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végpontját viszont nem). A kitöltés előtt gondoskodunk arról, hogy az aktív él listában az
élek azX koordináta szerint rendezettek legyenek, majd minden második élpár közötti pixe-
leket átszínezzük. A kitöltés után az aktív él lista tagjaiban a metszéspontokat felkészítjük
a következ̋o pásztára, azaz minden élX tagjához hozzáadjuk az él∆X/∆Y növekményét.
Majd kezdjük az egészet elölről a következ̋o pásztára.

P̈́(poligon, szín)

1 for Y← 0 to Ymax

2 do for a poligonösszesél-ére ⊲ Aktívvá váló élek az AET-be.
3 do if él.ymin= Y
4 then AET-R(él)
5 for mindenél-re az AET-ben⊲ Az aktív létet befejez̋o élek törlése az AET-b̋ol.
6 do if él.ymax≤ Y
7 then AET̋-T̈̈(él)
8 AET-Ŕ ⊲ RendezésX szerint.
9 for minden második egymást követő (él1, él2) párra az AET-ben

10 do for X← Ḱ(él1.x) to Ḱ(él2.x)
11 do P-́́(X,Y, szín)
11 for mindenél-re az AET-ben ⊲ Inkrementális elv.
12 do él.x← él.x+ él.∆X/∆Y

Az algoritmus vízszintes pásztánként dolgozik, egy pásztafeldolgozását az aktívvá váló
élek (él.ymin= Y) aktív listába fűzésével kezdi. Az aktív él listát három m˝uvelet kezeli. Az
AET-R(él) művelet az él adatai alapján előállítja az aktív él lista egy elemének az ada-
tait (Ymax,∆X/∆Y,X), és a keletkez̋o rekordot beteszi a listába. Az AET̋-T̈̈ művelet
egy listaelemet töröl a listából, amikor egy él éppen befejezi az aktív létet (él.ymax≤ Y).
Az AET-Ŕ azX mez̋o alapján átrendezi a listát. A rendezés után az algoritmus min-
den második él és a következő él közötti pixelt kiszínez, és végül az inkrementális képletek
alkalmazásával az aktív él lista elemeit a következő pásztára lépteti.15.7.7. Inkrementális láthatósági algoritmusok
A láthatósági feladatota képerny̋o-koordinátarendszerben oldjuk meg. Általában feltéte-
lezzük, hogy a felületeket sokszögháló formájában kapjuk meg.

Z-buffer algoritmus
A z-buffer algoritmusminden pixelre megkeresi azt a felületet, amelynél a pixelen keresztül
látható pontban aZ koordináta minimális. A kereséshez minden pixelhez, a feldolgozás
adott pillanatának megfelelően tároljuk az abban látható felületi pontok közül a legközelebbi
Z koordinátáját. Ezt aZ értékeket tartalmazó tömböt nevezzükz-buffernekvagymélység-
puffernek.

A továbbiakban az egyszerűség, valamint a gyakorlati jelentőség miatt feltételezzük,
hogy a felület háromszögekből áll. A háromszögeket egyenként dolgozzuk fel, és megha-
tározzuk az összes olyan pixelt, amely a háromszög vetületén belül van. Ehhez egy három-
szögkitölt̋o algoritmust kell végrehajtani.
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Amint a kitöltés során egy pixelhez érünk, kiszámítjuk a felületi pontZ koordinátáját

és összehasonlítjuk a z-bufferben lév̋o értékkel. Ha az ott található érték kisebb, akkor a
már feldolgozott háromszögek között van olyan, amelyik az aktuális háromszöget ebben a
pontban takarja, így az aktuális háromszög ezen pontját nemkell kirajzolni. Ha viszont a z-
bufferbeli érték nagyobb, akkor az idáig feldolgozott háromszögeket az aktuális háromszög
takarja ebben a pontban, ezért az aktuális háromszög színétkell beírni a pixelbe és egyúttal
aZ értékét a z-bufferbe.

A z-buffer módszer algoritmusa tehát:

Z--()

1 for mindenp pixelre ⊲ Képerny̋o törlés.
2 do P-́́(p, háttér-szín)
3 z-buffer[p] ← a legnagyobb ábrázolható érték
4 for mindeno háromszögre ⊲ Rajzolás.
5 do for azo háromszög vetületének mindenp pixelére
6 do Z← azo háromszögp-re vetül̋o pontjánakZ koordinátája
7 if Z < z-buffer[p]
8 then P-́́(p, azo színe ebben a pontban)
9 z-buffer[p] ← Z

Alkalmazhatnánk az előző fejezet poligonkitölt̋o algoritmusát is, de célszerűbb kihasz-
nálni a háromszög speciális tulajdonságaiból adódó előnyöket. Rendezzük a csúcsokat az
Y koordináták alapján és sorszámozzuk újraőket úgy, hogy az els̋onek legyen a legkisebb
és a harmadiknak a legnagyobbY koordinátája, és gondolatban vágjuk ketté a háromszöget
azY2 pásztával. Ezzel két hasonló tulajdonságú háromszöget, egy alsó és egy fels̋o három-
szöget kapunk, amelyeken belül a kezdő (baloldali) és a záró (jobboldali) él nem változik.
A háromszög éleinek jobb-, illetve baloldali élként történő osztályozása attól függ, hogy az
(X2,Y2) vetített csúcs az (X1,Y1)-ből az (X3,Y3) felé tartó irányított egyenes bal, vagy jobb
oldalán van-e. Ha az (X2,Y2) a bal oldalon található, a vetített háromszögetbalállásúnak,
egyébként pedigjobbállásúnaknevezzük. A csúcspontokY koordináta szerinti rendezése,
a háromszög felvágása és az állás eldöntése után az általános poligonkitölt̋onkből az ak-
tív él lista adminisztrációja kihagyható, csupán az inkrementális metszéspontszámítást kell
megtartani.

Az algoritmus részleteinek a bemutatása során feltesszük,hogy aktuálisan az

~r1 = [X1,Y1,Z1], ~r2 = [X2,Y2,Z2], ~r3 = [X3,Y3,Z3]

csúcspontokkal definiált háromszöget dolgozzuk fel. A raszterizációs algoritmusnak elő kell
állítania a háromszög vetületébe eső X,Y pixel címeket aZ koordinátákkal együtt (15.45.
ábra).

Az X,Y pixel címb̋ol a megfelel̋o Z koordinátát a háromszög síkjának az egyenletéből
számíthatjuk ((15.1) egyenlet), amely szerint aZ koordináta azX,Y koordináták lineáris
függvénye. A háromszög síkjának az egyenlete:

nX ·X+ nY ·Y+nZ ·Z+ d = 0, ahol ~n = (~r2−~r1)× (~r3−~r1) és d = −~n ·~r1 . (15.35)

A háromszög balállású, illetve jobbállású voltát a normálvektorZ koordinátájának előjele
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n

r  =(X  , Y  , Z   )3 3 33

r  =(X  , Y  , Z   )2 2 2 2

r  =(X  , Y  , Z   )1 1 11

Z(X,Y)
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15.45. ábra.Egy háromszög a képernyő-koordinátarendszerben. A háromszögXY síkon lev̋o vetületébe es̋o pixe-
leket látogatjuk meg. A pixeleknek megfelelő pontZ koordinátáját a háromszög síkjának egyenletéből számítjuk.
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15.46. ábra.InkrementálisZ érték számítás egy balállású háromszögre.

alapján állapíthatjuk meg. HanZ negatív, a háromszög balállású, ha pozitív, akkor jobbál-
lású. HanZ zérus, akkor a vetítés következtében a háromszögből egyetlen szakasz lesz, így
a kitöltésére nincs szükség.

A háromszög síkjának az egyenletéből a Z(X,Y) függvény:

Z(X,Y) = −nX · X + nY · Y+ d
nZ

. (15.36)

Az inkrementális elv felhasználásával ezen képlet jelentősen egyszerűsíthető:

Z(X + 1,Y) = Z(X,Y) − nX

nZ
= Z(X,Y) + δZX . (15.37)

Mivel a δZX paraméter állandó az egész háromszögre, csak egyszer kell kiszámítani.
Egyetlen pásztán belül aZ koordináta kiszámítása tehát egyetlen összeadást igényel. A ha-
tárvonalakat a poligonkitöltésnél megismert módon ugyancsak el̋oállíthatjuk az inkrementá-
lis elv felhasználásával, sőt a határvonal mentén a pászták kezdetiZ koordinátája is egyetlen
összeadással kiszámítható a megelőző pászta kezdetiZ koordinátájából (15.46. ábra). A tel-
jes inkrementális algoritmus, amely egy balállású háromszög alsó felét tölti ki (a jobbállású
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eset, illetve a fels̋o felet kitöltő algoritmus nagyon hasonló):

Z--́-́́̈(X1,Y1,Z1,X2,Y2,Z2,X3,Y3,Z3, szín)

1 ~n← ((X2,Y2,Z2) − (X1,Y1,Z1)) × ((X3,Y3,Z3) − (X1,Y1,Z1)) ⊲ Normálvektor.
2 δZX ← −nX/nZ ⊲ Z inkremens, ha X eggyel nő.
3 (δXs

Y, δZ
s
Y, δX

e
Y)← ((X2 − X1)/(Y2 − Y1), (Z2 − Z1)/(Y2 − Y1), (X3 − X1)/(Y3 − Y1))

4 (Xbal,Xjobb,Zbal)← (X1,X1,Z1)
5 for Y← Y1 to Y2

6 do Z← Zbal

7 for X← Ḱ(Xbal) to Ḱ(Xjobb) ⊲ Egy pászta rajzolása.
8 if Z < z-buffer[X,Y] ⊲ Takarás vizsgálat.
9 then P-́́(X,Y, szín)

10 z-buffer[X,Y] ← Z
11 Z← Z + δZX

12 (Xbal,Xjobb,Zbal)← (Xbal + δXs
Y,Xjobb + δXe

Y,Zbal + δZs
Y) ⊲ Következ̋o pászta.

A megismert algoritmus a háromszög kitöltés, azaz a háromszögben lév̋o pixelek azo-
nosításával párhuzamosan lineárisan interpolálja aZ koordinátát. A lineáris interpolációhoz
pixelenként egyetlen összeadás elegendő. Ugyanez a megoldás más háromszög tulajdonsá-
gok esetén is alkalmazható. Például, ha ismerjük a háromszög csúcsainak színét, a belső
pontokra folytonos színátmenetet valósíthatunk meg a színlineáris interpolációjával [16].
Ha a számokat fixpontosan ábrázoljuk, a lineáris interpolátor egyszerű áramköri elemek
felhasználásával hardverben is realizálható. A mai grafikus kártyák ilyen egységekkel ren-
delkeznek.

A z-buffer algoritmus a háromszögeket egyenként tölti ki, ígyΘ(N · P) időt igényel,
aholN a háromszögek,P pedig a kép pixeleinek a száma. A gyakorlatban a helyzet ennél
kedvez̋obb, mert a háromszögek száma általában a tesszelláció finomítása miatt n̋o, így
ha több háromszögünk van, akkor méretük is kisebb, tehát kitöltésükhöz kevesebb pixel
szükséges. A futási id̋o így a háromszögek vetületei által lefedett pixelszámmal arányos,
amely ekkor csak a felbontástól függ, azazΘ(P) típusú.

Warnock-algoritmus
A különböz̋o felületelemek a képen összefüggő pixeltartományon keresztül látszanak. Ezen
koherencia tulajdonság miatt célszerű a láthatóságot a pixelnél nagyobb egységekre vizs-
gálni. A vetített poligonok és az ablak lehetséges viszonyai alapján, a15.47. ábra szerint,
különálló, körülvev̋o, metsz̋o és tartalmazott poligonokat különböztethetünk meg. Ha sze-
rencsénk van, akkor az objektumtérben csak különálló és körülvevő poligonok vannak. A
különálló sokszögek nem látszhatnak, így ezekkel nem kell foglalkozni. A körülvev̋o sok-
szögek vetülete pedig az összes pixelt magában foglalja. Hafeltételezhetjük, hogy a sok-
szögek nem metszik egymást, akkor a körülvevő poligonok közül csak egyetlen egy látható,
amelyet például az ablak középpontján átmenő sugár követésével választhatunk ki.

Az egyetlen sugár követésével megoldható szerencsés eset akkor áll fenn, amikor egyet-
len poligonél sem vetül az ablakra. Ezt úgy ellenőrizhetjük, hogy a poligonélek vetületére
alkalmazzuk a kétdimenziós szakaszvágó algoritmust (15.4.3. pont). Ha a vágás minden sza-
kaszra úgy találja, hogy a szakasz teljes egészében eldobandó, akkor a sokszögek valóban
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15.47. ábra.Poligon-ablak relációk:(a)különálló; (b) körülvev̋o; (c) metsz̋o; (d) tartalmazott.

csak különálló és körülvev̋o típusúak lehetnek. Ha viszont nem vagyunk ebben a szerencsés
helyzetben, akkor az ablakot négy egybevágó ablakra bontjuk fel, és újra megvizsgáljuk,
hogy szerencsénk van-e vagy sem. Az eljárás, amelyetWarnock-algoritmusnakneveznek,
rekurzívan ismételgeti ezt a lépést, amíg vagy sikerül visszavezetni a takarási feladatot a
szerencsés esetre, vagy az ablak mérete a pixel méretére zsugorodik. A pixel méretű ablak-
nál az újabb felosztások már értelmetlenné válnak, így errea pixelre már a szokásos módon
(például sugárkövetéssel) kell megoldanunk a takarási feladatot. A módszer algoritmusának
leírása során (X1,Y1)-gyel jelöljük az ablak bal-alsó sarkának és (X2,Y2)-vel a jobb-fels̋o
sarkának egész értékű koordinátáit:

W-(X1,Y1,X2,Y2)

1 if X1 , X2 vagyY1 , Y2 ⊲ Az ablak a pixelnél nagyobb?
2 then if legalább egy él esik az ablakba ⊲ Ablakfelezés és rekurzió.
3 then W-(X1,Y1, (X1 + X2)/2, (Y1 + Y2)/2)
4 W-(X1, (Y1 + Y2)/2, (X1 + X2)/2,Y2)
5 W-A((X1 + X2)/2,Y1,X2, (Y1 + Y2)/2)
6 W-A((X1 + X2)/2, (Y1 + Y2)/2,X2,Y2)
7 return
⊲ Triviális eset: az (X1,Y1,X2,Y2) téglalap homogén.

8 poligon← az ((X1 + X2)/2, (Y1 + Y2)/2) pixelben látható poligon
9 if nincs poligon

10 then (X1,Y1,X2,Y2) téglalap kitöltése háttér színnel
11 else (X1,Y1,X2,Y2) téglalap kitöltése apoligonszínével

Fest̋o algoritmus
A festés során a későbbi ecsetvonások elfedik a korábbiakat. Ezen egyszerű elv kiaknázásá-
hoz rendezzük a poligonokat oly módon, hogy egyP poligon csak akkor állhat a sorrendben
egyQ poligon után, hanem takarjaazt. Majd a poligonokat a kapott sorrendben visszafelé
haladva egymás után raszterizáljuk. Ha egynél több poligonvetül egy pixelre, a pixel színe
az utoljára rajzolt poligon színével egyezik meg. Mivel a rendezés miatt a korábban raj-
zoltak nem takarhatják az utolsó poligont, ezzel afestő algoritmussala takarási feladatot
megoldottuk.

A poligonok megfelel̋o rendezése több problémát is felvet, ezért vizsgáljuk meg ezt a
kérdést részletesebben. Azt mondjuk, hogy egy

”
P poligonnem takarjaaQ poligont”, haP-



680 15. Számítógépes grafika (Szirmay-Kalos László)
Q

Q

Q

P
1

2

P

R

Q

P P
1 2

15.48. ábra.Ciklikus takarás, amelyet úgy oldhatunk fel, hogy az egyik sokszöget a másik síkjával kettévágunk.

nek semelyik pontja sem takarjaQ valamely pontját. Ezen reláció teljesítéséhez a következő
feltételek valamelyikét kell kielégíteni:

1. aP poligon minden pontja hátrébb van (nagyobbZ koordinátájú) aQ poligon bármely
pontjánál;

2. aP poligon vetületét befoglaló téglalapnak és aQ poligon vetületét befoglaló téglalap-
nak nincs közös része;

3. P valamennyi csúcsa (így minden pontja) messzebb van a szemtől, mint aQ síkja;

4. Q valamennyi csúcsa (így minden pontja) közelebb van a szemhez, mint aP síkja;

5. aP ésQ vetületeinek nincs közös része.

A felsorolt feltételek bármelyike elégséges feltétel, amelyek ellen̋orzése a sorrendnek meg-
felelően egyre nehezebb, ezért az ellenőrzéseket a fenti sorrendben végezzük el.

Első lépésként rendezzük a poligonokat a maximálisZ koordinátájuk szerint úgy, hogy
a közeli poligonok a lista elején, a távoli poligonok pedig alista végén foglaljanak helyet.
Ez önmagában még nem elég, hiszen előfordulhat, hogy az így kapott listában valahol borul
a

”
P poligonnem takarjaa Q poligont” reláció.
Ezért minden egyes poligont össze kell vetni valamennyi, a listában el̋otte álló poli-

gonnal, és ellen̋orizni kell a megadott feltételeket. Ha azok valamelyike minden el̋obb álló
poligonra teljesül, akkor az adott poligon helye megfelelő. Ha viszont a poligonunk takar
egy el̋obb álló poligont, akkor a takart poligont az aktuális poligon mögé kell vinni a listá-
ban, és a mozgatott poligonra visszalépve újra kell kezdenia feltételek ellen̋orzését.

Előfordulhat, hogy ez az algoritmus végtelen ciklusba kerül.Például ha két poligon
egymást kölcsönösen takarja (15.48. ábra bal oldala), az ismertetett algoritmus ezen két
poligont vég nélkül cserélgetné. Még nehezebben felismerhető esetet mutat be ugyanezen
ábra jobb oldala, amikor kettőnél több poligon ciklikus takarásának lehetünk tanúi.

Ezeket a ciklikus átlapolásokat a poligonok megfelelő vágásával oldhatjuk fel, és ezáltal
átsegíthetjük az algoritmusunkat a kritikus pontokon. A ciklikus átlapolások felismeréséhez
a mozgatáskor a poligonokat megjelöljük. Ha még egyszer mozgatni kell őket, akkor va-
lószínűsíthet̋o, hogy ennek oka a ciklikus átlapolás. Ekkor az újból mozgatott poligont a
másik poligon síkja mentén két részre vágjuk.
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15.49. ábra.A BSP-fa. A térrészeket a tartalmazott sokszögek síkjai osztják fel.

BSP-fa
A BSP-fa egy bináris térpartícionáló fa, amely minden szinten a reprezentált térrészt egy
alkalmas síkkal két részre bontja. A BSP-fa egy közeli rokona a15.6.2. pontban megismert
kd-fa, amely koordinátatengelyekkel párhuzamos elválasztó síkokat használ. Jelen fejeze-
tünk BSP-fája azonban a háromszögek síkját választja elválasztó síkként.

A fa csomópontjaiban sokszögeket találunk, amelyek síkja választja szét a két gyerek
által definiált térrészt (15.49. ábra). A fa levelei vagy üresek, vagy egyetlen sokszöget tar-
talmaznak.

A BSP-fát felépít̋o BSP--́́́ algoritmus egyS sokszöglistát kap. Az algo-
ritmusban a bináris fa egy csomópontjátcsomópont-tal, a csomóponthoz tartozó sok-
szögetcsomópont.sokszög-gel, a csomópont két gyerekét pedigcsomópont.bal-lal, illetve
csomópont.jobb-bal jelöljük. Egy~r pontot az~n · (~r − ~r0) skaláris szorzat előjele alapján
sorolunk az~n normálvektorú és~r0 helyvektorú sík nem negatív (jobb) és negatív (bal) tar-
tományába.

BSP--́́́(S)

1 hozzunk létre egy újcsomópont-ot
2 if S üres vagy egyetlen sokszöget tartalmaz
3 then csomópont.sokszög← S
4 csomópont.bal← üres
5 csomópont.jobb← üres
6 elsecsomópont.sokszög← egy sokszög azS listából
7 távolítsuk elcsomópont.sokszög-et azS listából
8 S+ ← S-ből acsomópont.sokszögsíkjának nemnegatív félterébe lógók
9 S− ← S-ből acsomópont.sokszögsíkjának negatív félterébe lógók

10 csomópont.jobb← BSP-fa-felépítés(S+)
11 csomópont.bal← BSP-fa-felépítés(S−)
12 return csomópont

A hatékonyság érdekében a BSP-fát úgy érdemes felépíteni, hogy mélysége minimális
legyen. A BSP-fa mélysége függ az elválasztó síkot meghatározó sokszög kiválasztási stra-
tégiájától, de ez a függés nagyon bonyolult, ezért heurisztikus szabályokat kell alkalmazni.

A BSP-fa segítségével megoldhatjuk a takarási feladatot. Asokszögeket a fa bejárása
során rajzoljuk fel. Minden csomópontnál eldöntjük, hogy akamera a csomópont síkjának
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melyik oldalán van. El̋oször azon gyerek irányába lépünk, amely a kamera átellenesoldalán
van, majd felrajzoljuk a csomópont saját sokszögét, végül pedig a kamera oldali gyereket
dolgozzuk fel.Gyakorlatok
15.7-1. Készítsük el a Bresenham-algoritmus teljes, mind a 8 síktartományt kezel̋o válto-
zatát.
15.7-2. A poligonkitöltő eljárás minden pásztára minden élt megvizsgál, hogy az aktív él
listába teheti-e̋oket. Módosítsuk az eljárást, hogy erre minden élre csak egyszer legyen
szükség.
15.7-3. Készítsük el a z-buffer algoritmus teljes változatát, amely mind balállású, mind pe-
dig jobbállású háromszögekre működik.
15.7-4. Az átlátszó tárgyak színét egy egyszerű modell szerint a tárgy saját színének és a
mögöttes tárgy színének súlyozott átlagaként számíthatjuk. Mutassuk meg, hogy ekkor az
ismertetett takarási algoritmusok közül csak a festő algoritmus és a BSP-fa ad helyes meg-
oldást.
15.7-5. Az ismertetett Warnock-algoritmus akkor is felbontja az ablakot, ha arra egyetlen
sokszög éle vetül. Javítsuk a módszert úgy, hogy ebben az esetben a poligont már újabb
rekurziók nélkül felrajzolja.
15.7-6. Alkalmazzuk a BSP-fát diszkrét idejű ütközésfelismeréshez.
15.7-7. Alkalmazzuk a BSP-fát a sugárkövető eljárás térpartícionáló adatszerkezeteként.Feladatok
15-1. Megjelenítő rendszer sugárkövetéssel
Készítsünk megjelenítő rendszert a sugárkövetés algoritmusával. A testeket háromszöghá-
lóval, illetve kvadratikus felületként adjuk meg, és diffúz fényvisszaver̋odési tényez̋ot ren-
delünk hozzájuk. A virtuális térben pontszerű fényforrásokat is felveszünk. Egy pont látható
színe arányos a diffúz fényvisszaver̋odési tényez̋ovel, a fényforrás teljesítményével, a pontot
a fényforrással összekötő irány és a felületi normális közötti szög koszinuszával (Lambert-
féle koszinusz-törvény), és fordítottan arányos a pont és afényforrás távolságával. A fény-
források láthatóságának eldöntéséhez ugyancsak a sugárkövetést használjuk.
15-2. Folytonos idejű ütközésfelismerés sugárkövetéssel
A sugárkövetés felhasználásával adjunk javaslatot egy folytonos ütközésfelismerő algorit-
musra, amely egy mozgó, forgó poliéderre és egy mozdulatlansíkra kiszámítja az ütközés
várható idejét. A megoldás során a poliéder csúcsainak mozgását kisdt időintervallumok-
ban egyenesvonalú egyenletes mozgásnak tekintsük.
15-3. Megjelenítő rendszer inkrementális képszintézissel
Készítsünk teljes háromdimenziós megjelenítő rendszert, amelyben a modellezési és
kamera-transzformációk beállíthatók. A virtuális világ szerepl̋oit háromszögenként adjuk
meg, a csúcspontokhoz színinformációt is kapcsolva. A transzformációk és vágás után z-
buffer algoritmussal oldjuk meg a takarási feladatot, a belső pontok színének számításánál
pedig a csúcspontok színét lineárisan interpoláljuk.
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Az euklideszi, analitikus és projektív geometria elemeiről Hajós György [17] kiváló köny-
vében, a projektív geometriáról általában Maxwell [24, 25] és Coxeter [6] műveiben, a
számítógépes grafikai alkalmazásáról pedig Herman Iván [19] és Krammer Gergely [22]
cikkeiben olvashatunk. A görbék és felületek modellezésével a számítógépes geometriai
tervezés (CAD, CAGD) foglalkozik, amelyet átfogóan GeraldFarin [10], valamint Rogers
és Adams [30] tárgyalnak. A geometriai modellek mérési eredményekből történ̋o felépítése
a mérnöki visszafejtés[42] területe. Az implicit felületek tanulmányozásához Bloomenthal
művét [2] ajánljuk. A testeknek implicit egyenletekkel történő leírása napjainkban újabb re-
neszánszát éli afunkcionális-reprezentáció (F-Rep)alapú modellezés elterjedésével, amely-
nek részleteivel a http://cis.k.hosei.ac.jp/˜F-rep honlap foglalkozik. A cseppmodellezésre
először Blinn tett javaslatot [1]. Később az általa javasolt exponenciális függvényt kicserél-
ték polinomfüggvényekre [44]. A polinomfüggvények, különösen a másodfokú alakok azért
népszerűek, mert ekkor a sugárkövetés során csak másodfokú egyenleteket kell megoldani.

A geometriai algoritmusok a geometriai problémákra – mint akonvex burok létreho-
zása, metszés, tartalmazás vizsgálat, háromszögekre bontás, geometriai keresés stb. – ad-
nak megoldást. A témakörrel azÚj algoritmusokcímű könyv egy fejezete is foglalkozott,
további információk Preparata és Shamos [29], valamint Marc de Berg műveiben [7, 8]
találhatók. A egyszerű vagy akár többszörösen összefüggő sokszögek háromszögekre bon-
tásához robusztus algoritmust adni annak ellenére meglepően nehéz, hogy a témakör már
évtizedek óta fontos kutatási terület. A gyakorlatban használt algoritmusokO(n lg n) idő-
ben futnak [8, 32, 45], bár Chazelle [5] egy optimális, lineáris idejű algoritmus elvét is
kidolgozta. Akét fül tételidézett bizonyítása Joseph O’Rourke-től származik [28]. A há-
romszöghálókon működ̋o pillangó felosztást Dyn és társai [9] javasolták. ASutherland–
Hodgeman-poligonvágásta [35] cikk alapján mutattuk be.

Az ütközésfelismerés a számítógépes játékok [40] egyik legkritikusabb algoritmusa. Ez
akadályozza meg ugyanis, hogy a szereplők a falakon átléphessenek, valamint ezzel dönt-
hetjük el, hogy egy lövedék eltalált-e valamit a virtuális térben. Az ütközésfelismerési algo-
ritmusokat Jiménez, Thomas és Torras tekintik át [20]. A felosztott felületekr̋ol sok hasznos
információt kaphatunk Catmull és Clark eredeti cikkéből [4], Warren és Heimer könyvé-
ből [43], valamint Brian Sharp ismertetőiből [34, 33]. A pillangófelosztást Dyn, Gregory és
Levin [9] javasolta.

A sugárkövetés elveivel Glassner [15] könyvében ismerkedhetünk meg. A3D szakasz-
rajzoló algoritmustFujimoto és társai [14] cikke alapján tárgyaljuk. A sugárkövető algorit-
musok bonyolultságát számos publikációban vizsgálták. Bebizonyosodott, hogyN objek-
tumra a sugárkövetési feldatotO(lg N) időben meg lehet oldani [7, 41], de ez csak elméleti
eredmény, mert ehhezΩ(N4) memóriaigény és előfeldolgozási id̋o szükséges, és a konstans
szorzó is olyan nagy, hogy az erőforrásigény a gyakorlat számára elfogadhatatlan. A gya-
korlatban inkább a fejezetben is tárgyalt heurisztikus módszereket alkalmazzák, amelyek
a legrosszabb esetben ugyan nem, de várható értékben csökkentik a sugárkövetési feladat
megoldási idejét. A heurisztikus módszereket Márton Gábor[26, 41] elemezte valószínűségi
módszerekkel, és̋o javasolta a fejezetben is használt modellt. A heurisztikus algoritmusok-
ról, els̋osorban a kd-fa alapú módszer hatékony megvalósításáról Vlastimil Havran disszer-
tációjában [18] olvashatunk, egy konkrét, optimalizált megvalósítás pedig Szécsi László
cikkében [37] található.
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A virtuális világ valószínűségi modelljében használt Poisson-pontfolyamat ismertetése

megtalálható például Karlin és Taylor [21] és Lamperti [23] könyveiben.
Az alkalmazott cellafelezési módszer Havrantól [18] származik. Az idézett integrálge-

ometriai tétel megtalálható Santaló [31] könyvében.
A négyfa és az oktálisfa geoinformatikai alkalmazásait a könyv 16. fejezete tárgyalja.
Az inkrementális képszintézis algoritmusaival Jim Blinn foglalkozik részletesen [1],

C++ nyelvű megvalósítást a [38] könyvben találhatunk, valamint más általános számítógé-
pes grafika könyvekhez is fordulhatunk [12, 40]. A láthatósági algoritmusok összehasonlító
elemzését például a [36, 39] művekben találjuk meg. A Bresenham-algoritmus forrása [3].
Az inkrementális képszintézis algoritmusok, és azokon belül a z-buffer algoritmus, a valós-
idejű megjelenítés legnépszerűbb módszere, ezért a grafikus kártyák ennek lépéseit való-
sítják meg, és az elterjedt grafikus könyvtárak is(OpenGL, DirectX)erre a megközelítésre
épülnek.

A takarási feladatot megoldófestő algoritmustNewell és társai [27] javasolták. A BSP-
fa felépítésére Fuchs [13] javasolt heurisztikus szabályokat.

A mai grafikus hardver több szinten programozható, ezért a megjelenítési algorit-
muslánc működését módosíthatjuk. Sőt arra is lehet̋oség van, hogy a grafikus hardveren
nem grafikus számításokat végezzünk el. A grafikus hardver a nagyon nagyfokú párhu-
zamosságnak köszönhetően óriási teljesítményű, de a felépítése miatt csak speciális al-
goritmusok végrehajtására képes. Már megjelentek olyan, agrafikus hardverre optimali-
zált algoritmusok, amelyek általános célú feladatokat oldanak meg (lineáris egyenletek,
gyors Fourier-transzformáció, integrálegyenletek megoldása stb.). Ilyen algoritmusokról a
http://www.gpgpu.org honlapon és Randoma Fernando könyvében [11] olvashatunk.



Irodalomjegyzék
[1] J. Blinn. A generalization of algebraic surface drawing. ACM Transactions onGraphics, 1(3):135–256,

1982.683, 684

[2] J. Bloomenthal.Introduction to Implicit Surfaces. MorganKaufmann Publishers, 1997.683

[3] J. E. Bresenham. Algorithm for computer control of a digital plotter. IBM Systems Journal, 4(1):25–30,
1965.684

[4] E. Catmull, J. Clark. Recursively generated B-spline surfaces on arbitrary topological meshes.Computer-
AidedDesign, 10:350–355, 1978.683

[5] B. Chazelle. Triangulating a simple polygon in linear time.Discrete and ComputationalGeometry, 6(5):353–
363, 1991.683

[6] H. S. M. Coxeter.Projective Geometry. University of Toronto Press, 1974 (2. kiadás).683

[7] M. de Berg.Efficient Algorithms for Ray Shooting and Hidden Surface Removal. PhD thesis, Rijksuniversi-
teit te Utrecht, 1992.683

[8] M. de Berg, M. van Kreveld, M. Overmars, O. Schwarzkopf.Computational Geometry: Algorithms and
Applications. Springer-Verlag, 2000.683

[9] N. Dyn, J. Gregory, D. Levin. A butterfly subdivision scheme for surface interpolation with tension control.
ACM Transactions onGraphics, 9:160–169, 1990.683

[10] G. Farin.Curvesand Surfaces for Computer Aided Geometric Design. MorganKaufmann Publishers, 1998.
683

[11] R. Fernando.GPUGems: Programming Techniques, Tips, and Tricks for Real-Time Graphics. Addison-
Wesley, 2004.684

[12] J. D. Fooley, A., S. K. Feiner, J. F. Hughes.Computer Graphics: Principles and Practice. Addison-Wesley,
1990.684

[13] H. Fuchs, Z. M. Kedem, B. F. Naylor. On visible surface generation by a priory tree structures. InComputer
Graphics (SIGGRAPH ’80 Proceedings), 124–133. o., 1980.684

[14] A. Fujimoto, T. Takayuki, I. Kansey. ARTS: acceleratedray-tracing system.IEEE ComputerGraphicsand
Applications, 6(4):16–26, 1986.683

[15] A. Glassner.An Introduction to Ray Tracing. AcademicPress, 1989.683

[16] H. Gouraud. Computer display of curved surfaces.IEEE Transactions on Computers, C-20(6):623–629,
1971.678

[17] Gy. F. Hajós.Bevezetés a geometriába (Introduction to Geometry). Tankönyvkiadó, 1972.683

[18] V. Havran.Heuristic Ray Shooting Algorithms. PhD thesis, Czech Technical University, 2001.683, 684

[19] I. Herman.The Use of Projective Geometry in Computer Graphics. Springer-Verlag, 1991.683

[20] P. Jiménez, F. Thomas, C. Torras. 3D collision detection: A survey.Computers andGraphics, 25(2):269–
285, 2001.683

[21] S. Karlin, M. T. Taylor.A First Course in Stochastic Processes. AcademicPress, 1975 (magyarul:Sztochasz-
tikus folyamatok, Gondolat Kiadó, 1985).684

[22] G. Krammer. Notes on the mathematics of the PHIGS outputpipeline.ComputerGraphicsForum, 8(8):219–
226, 1989.683

[23] J. Lamperti.Stochastic Processes. Springer-Verlag, 1972.684



686 Irodalomjegyzék
[24] E. A. Maxwell. Methods of Plane Projective Geometry Based on the Use of General Homogenous Coordi-

nates. CambridgeUniversity Press, 1946.683

[25] E. A. Maxwell. General Homogenous Coordinates in Space of Three Dimensions. CambridgeUniversity
Press, 1951.683
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Ś-́-́-, 650, 651
szakasz,609
szakasz egyenlete,609
szempozíció,663

T
tárgypont,638
T csomópont,623
téglatest,607
tér,605
térbeli középvonal módszer,658
test,607
test középvonal módszer,658
tesszeláció

adaptív,622
tesszelláció,619
tórusz,607
töröttvonal,618
transzformáció,638
tri-lineáris közelítés,626



Tárgymutató 689
Ü, Ű
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