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2 SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉSA sz melm�let k�t legr�gebbi algoritmikus probl�m ja:- D�nts�k el egy sz mr¢l, hogy pr¡m vagy �sszetett.- Ha �sszetett, bontsuk pr¡mt�nyez�kre.Az els� probl�m r¢l fogok besz�lni.
N�h ny napja tal ltuk (Csajb¢k T¡mea, Farkas G bor,J rai Antal, J rai Zolt n, Kasza J nos) a fenti ikerprimet,amely a jelenleg ismert legnagyobb.
A h¡res ikerpr¡m sejt�s szerint v�gtelen sok ikerpr¡m van.Bateman �s Horn al bbi, sokkal  ltal nosabb sejt�se m�g apr¡m s-esek asszimptotikus s�r�s�g�t is megadja egy sokkal ltal nosabb esetben.



SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉS 3Sejt�s. Legyenek f1, f2, . . . , fs irreduibilis polinomok,eg�sz egy�tthat¢kkal �s pozit¡v f�egy�tthat¢kkal. Ha
πf1,... ,fs

(N)jel�li azon 0 < n ≤ N eg�szek sz m t, amelyekre
f1(n), . . . , fs(n)mind pr¡mek, akkor

πf1,... ,fs
(N) ∼ Cf1,... ,fs

1deg(f1) · · ·deg(fs) N
∑2 1(ln(n))s ,ahol

Cf1,... ,fs
=∏

p

(1− w(p)
p

)(1− 1
p

)−s;itt w(p) jel�li az
f1(x) · · · fs(x) = 0 (mod p)kongruenia x megold sainak sz m t.Megmutathat¢, hogy a v�gtelen szorzat mindig konver-gens, �s pozit¡v, ha minden p pr¡mre w(p) < p.



4 SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉSAz egyszer� gondolat a sejt�s m�g�tt az, hogy a pr¡m-sz mt�tel szerint annak val¢sz¡n�s�ge, hogy egy nagy n sz mpr¡m, 1/ ln(n). �Igy annak val¢sz¡n�s�ge, hogy az
f1(n), . . . , fs(n)sz mok mind pr¡mek, ha ezek az esem�nyek f�ggetlenek vol-n nak, 1ln f1(n) · · · ln fs(n)lenne. Azonban, az (f1(n), . . . , fs(n)) sz m s-es nem v�let-lenszer�. Cf1,... ,fs

de�n¡i¢j ban az 1−w(p)/p sz m annakaz es�lye, hogy az f1(n), . . . , fs(n) eg�szek egyike sem oszt-hat¢ p-vel, (1 − 1/p)s pedig annak az es�lye, hogy egy v�-letlen sz m s-es eg�szei k�z�l egyik sem oszthat¢ p-vel, ¡gylogikus azt v rni, hogy annak es�lye, hogy f1(n), . . . , fs(n)mindegyike pr¡m legyen,
Cf1,... ,fsln f1(n) · · · ln fs(n) .�Igy a πf1,... ,fs

(a, b) v rhat¢ sz ma azon n-eknek (a, b℄-ben,amelyekre f1(n), . . . , fs(n) egyszerre pr¡mek,
πf1,... ,fs

(a, b) ∼ Cf1,... ,fs

∫ b

a

duln f1(u) · · · ln fs(u) .P�ld ul, ha f1(X) = X �s f2(X) = X +2 akkor az ikerp-r¡mek sz m ra nyer�nk egy asszimptotikus formul t. A kos-tans ebben az esetben 2C2 ahol C2 = 0.66016 . . . az ikerpr¡mkonstans.Hasonl¢ heurisztika alkalmazhat¢, hogy megbes�lj�k egykis pr¡mekkel val¢ szit l s ut n visszamarad¢ s-esek sz m t.A sejt�s  ltal adott besl�sek nagyon j¢ egyez�sben van-nak a sz m¡t¢g�pes k¡s�rletek eredm�nyeivel.



SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉS 5Egyszer� pr¡mtesztek
Miller-Rabin val¢sz¡n�s�gi teszt. Egy m p ratlaneg�szre, ez az algorimus megpr¢b lja eld�nteni, hogy m pr¡mvagy nem. Legyen m = 1 + 2kq ahol q p ratlan, �s a egyeg�sz az 1 < a < m intervallumban. Az �tlet az, hogy ha

m = 1 + 2kq pr¡m, �s aq mod m 6= 1, akkor az
aq mod m, a2q mod m, a4q mod m, . . . , a2kq mod msorozat 1-re v�gz�dik, �s az els� 1 el�tt a sorozatban m − 1 ll, mivel b2 mod m = 1 megold sai sak b = ±1 ha m pr¡m,ugyanis (b − 1)(b+ 1) oszthat¢ m-el.A legfontosabb t�ny az algoritmussal kapsolatban, hogyha egy v�letlen a-t v lasztunk, akkor az algoritmus kisebbmint 1/4 val¢sz¡n�s�ggel hib zik. Ism�telt alkalmaz ssaltetsz�legesen kis val¢sz¡n�s�get el�rhet�nk.A val¢sz¡n�s�gi teszt igen ritk n hib zik. 25 · 109-ig sak13 olyan �sszetett sz m van, amely  ts£szik a teszten a =2, 3, 5 alapokkal.Luas teszt. Egy m pozit¡v eg�sz sz m akkor �s sakakkor pr¡m, ha van olyan a amelyre (a, m) = 1 �s

am−1 mod m = 1de minden p|m − 1 pr¡mre a(m−1)/p mod m 6= 1.



6 SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉSRiesel teszt. Tegy�k fel, hogy h egy p ratlan eg�sz �shogy 2n > h. Ekkor N = h2n − 1 akkor �s sak akkor pr¡m,ha vn−2 ≡ 0 mod N , ahol vs = v2s−1 − 2 �s v0 = ah + a−h.Ebben a kifejez�sben a egy
a = (k + l

√
D)2

ralak£ egys�g Q(√D)-ben, ahol
(

D

N

) = −1�s
k2 − l2D

r

( r

N

) = −1.Itt k, l �s r eg�szek. Megjegyezz�k, hogy |r| = |k2 − l2D|.



SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉS 7A kritikus pont: a szorz s
Szorz s �s polinomszorz s. Sz mok szorz sa poli-nomszorz sra vezethet� vissza:
( ∞
∑

k=0 akxk

)( ∞
∑

k=0 bkxk

) = ∞
∑

k=0 ckxk, ck = ∑

i+j=k

aibj .Megford¡tva, a polinomszorz s is visszavezethet� nagy sz -mok szorz s ra. Ha a B alapsz m valamivel hosszabb, minta jegyek hossz nak k�tszerese, akkor ∑k akBk �s ∑k bkBkszorzat nak jegyei a ck-k. Mindk�t tr�kk hasznos.



8 SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉSSzorz s gyors Fourier transzform i¢val. Egy val¢s2n tag£ f0, f1, . . . , f2n−1 sorozat diszkr�t Fourier transzfor-m ltj t haszn ljuk. De�n¡i¢ szerint ez
f̂k = 2n−1

∑

j=0 fjω
−jk

j = 0, 1, . . . , 2n − 1-re, ahol ω = e−πi/n = e−2πi/(2n) egy2n-edik egys�ggy�k. Egyszer�bb jel�l�seket kapunk, ha ezta sorozatot, �s az eredeti sorozatot is kiterjesztj�k egy 2nszerint peri¢dikus, mindk�t ir nyban v�gtelen sorozatt .Ha vesz�nk egy m sik g0, g1, . . . , g2n−1 sorozatot, �s fk =
gk = 0 ha n ≤ k < 2n, akkor felhaszn lhatjuk a f̂k �s ĝksorozatokat, hogy kisz moljuk a

hk = k
∑

j=0 fjgk−j

sz mokat k = 0, 1, . . . , 2n−2-re. Ezek a sz mok a∑2n−2
j=0 hjx

jpolinom egy�tthat¢i, amely a ∑n−1
j=0 fjx

j �s ∑n−1
j=0 gjx

j po-linomok szorzata. Ez�rt nagyon hasznosak, ha k�t hossz£sz m szorzat t akarjuk kisz molni, amelyeket f0, f1, . . . , fn−1illetve g0, g1, . . . , gn−1 reprezent l x alap£ sz mrendszerben.Mivel a hk sorozat az fk �s a gk sorozatok g�ngy�lt konvo-l£i¢ja, hk mint ĥk = f̂kĝk inverz diszkr�t Fourier transz-form ltja sz molhat¢.Diszkr�t Fourier transzform ltnak �s inverz�nek a sz -m¡t sa n log2 n m�velettel megoldhat¢ az FFT algoritmusthaszn lva.



SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉS 9Mivel fk val¢s, azt kapjuk, hogy�̂
f2n−k = 2n−1

∑

j=0 fjω
(2n−k)j = f̂k

minden k ∈ Z-re. Az n f�ggetlen komplex f̂k kisz m¡t saa komplex Fk = f2k + if2k+1, k = 0, 1, . . . , n − 1 sorozatFourier transzform ltj nak kisz m¡t s ra reduk lhat¢.
N�zz�nk egy p�ld t. Osszuk a 219 bites sz mot 16 bitesdarabokra. 215 komplex koordin t val rendelkez� vektorokFourier �s inverz Fourier transzform ltj t kell kisz m¡tani.Az eredm�nyvektor tagjai legfeljebb 215 darab 32 bites szor-zat �sszegei. �Igy legal bb 47 bit pontoss got kell el�rn�nk.El�g nagy val¢sz¡n�s�ggel rekonstru lni tudjuk a szorzatot.



10 SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉSA Sh�nhage{Strassen-f�le gyorsszorz¢ algoritmus.Ez a nevezetes algoritmus k�t n-bites sz m szorz s hoz sz�k-s�ges bit m�veletek sz m t n log n log log n rendig k�pes re-duk lni. A f� gondolat FFT-IFFT haszn lata, de mindenm�veletet modul¢ egy 22k +1 Fermat-sz m v�gz�nk egy al-kalmas k-val amelyre 2k ≈ √
n. Az egys�ggy�k�k kett�hat-v nyok, ¡gy az FFT-IFFT alatt sak �sszead sra, kivon sra�s eltol sra van sz�ks�g. A jegyenk�nti szorz s rekurz¡v m¢-don t�rt�nik. Egy �nom tr�kk az eredm�nyt sak modul¢2n + 1 kisz molni, ez rekurz¡v h¡v sok eset�n tov bbi nye-res�get hoz. P�ld ul egy 16 ∗ 32768 bites sz mot 210 r�szreoszthatunk, amelyek mindegyike 17 darab 32 bites sz¢b¢l ll, �s az FFT-IFFT 211 taggal t�rt�nik mod(21024 + 1).



SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉS 11Az Agrawal{Kayal{Saxena-algoritmusAz AKS-algoritmus �tlete. Ha lnko(s, n) = 1, akkor(x + s)n ≡ xn + s (mod n) pontosan akkor teljes�l, ha npr¡m.Val¢ban, ha n pr¡m, a kongruenia teljes�l. Egy�bk�nt
pk‖n eset�n pk nem oszt¢ja (np)-nek �s relat¡v pr¡m sn−p-hez, ¡gy xp egy�tthat¢ja nem nulla.Vizsg ljuk (x + s)n ≡ xn + s-et (mod xr − 1, p).AKS-t�tel. Ha n ∈ N+, q, r ∈ P, S ⊂ Z v�ges, q|r − 1�s n(r−1)/q mod r /∈ {0, 1}, tov bb  lnko(n, s − s′) = 0, ha
s, s′ ∈ S, s 6= s′ �s
(

♮S + q − 1
♮S

)

≥ n2⌊√r⌋, (x+s)n ≡ xn+s (mod xr−1, n)minden s ∈ S-re, akkor n pr¡mhatv ny.



12 SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉSMegjegyz�sek. (1) Megmutatj k, hogy van olyan c,hogy c lg6 n-ig van olyan r, amelyre van olyan q pr¡moszt¢ja
r − 1-nek, hogy q ≥ 4√r lg n �s q osztja az n modul¢ r vettrendj�t. (Ez azzal ekvivalens, hogy n(r−1)/q mod r 6= 1,mert q >

√
r − 1.) Az el�g nagy Sophie Germain pr¡mekk�z�l nagyon sok j¢, ekkor q ≈ 32 lg2 n.(2) Nyilv n(♮S + q − 1)(♮S + q − 2) · · · (♮S + 1)1 · 2 · · · · · (q − 1) ≥

(

♮S + 1
q − 1 )q−1

,�s ha
(

♮S + 1
q − 1 )q−1

≈ n2√r,akkor
♮S ≈ 1√2r.(3) Pr¡mhatv nyteszt: m�g bin ris keres�ssel is el�g gyors.(4) Tov bb �les¡tett�k, r ≈ 0.01 lg2 n el�rhet�, ♮S is s�k-kenthet�, ¡gy ≈ 2000000-szor gyorsabb, (lg n)6+o(1) sebess�-g�. A vals�gi v ltozat (lg n)4+o(1) sebess�g�.(5) Nem f�r el a t rban.



SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉS 13Pr¡mteszt elliptikus g�rb�kkelElliptikus g�rb�k. Egy elliptikus g�rbe R felett azons¡kbeli (x, y) p rok halmaza, amelyek kiel�g¡tik az
y2 = x3 + ax + begyenletet, ahol a, b val¢s konstansok, amelyekre 4a3+27b2 6=0. Vil gos, hogy ha az (x, y) pont a g�rb�n van, akkor az(x,−y) pont is. (A 4a3 + 27b2 6= 0 felt�tel azt biztos¡tja,hogy az f(x, y) = 0, f(x, y) = y2−x3−ax−b g�rbe minden(x0, y0) pontj ban l�tezzen egy�rtelm� �rint�.) Ha egy (nemf�gg�leges) egyenes metszi ezt a g�rb�t k�t pontban, akkoregy harmadikban is. A g�rbe egy �rint�j�t £gy tekintj�k,mint amelyn�l a k�t metsz�spont egybeesik.Ha (x1, y1) �s (x2, y2) a k�t metsz�spont, akkor a harma-dik koordin t i

x3 = λ2 − x1 − x2, y3 = λ(x3 − x1) + y1ahol
λ = y2 − y1

x2 − x1 ha x1 6= x2 �s egy�bk�nt λ = 3x21 + a2y1 ,

λ az egyenes meredeks�ge.Az (x1, y1)+(x2, y2) = (x3,−y3) �sszef�gg�ssel egy �ssze-ad st de�ni lhatunk. Ha a f�gg�leges egyeneseknek megfe-lel� ∞ szimb¢lumot mint nullelemet de�ni ljuk, azaz(x, y) + (x,−y) = (x,−y) + (x, y) = ∞,akkor megmutathat¢, hogy egy Abel soportot kapunk.



14 SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉSM�g ha sak egy egys�gelemes kommutat¡v gy�r� adott,p�ld ul Z/nZ, lnko(n, 6) = 1, akkor is de�ni lhatjuk a fentim�veleteket pari lisan, azaz ha az oszt s elv�gezhet�; ter-m�szetesen ekkor nem kapunk soportot. Fontos azonban�szrevenn�nk, hogy ha lnko(n, 4a3 + 27b2) = 1, akkor b r-mely p pr¡moszt¢j ra n-nek modulo p is egy elliptikus g�rb�tkapunk, �s ha Z/nZ felett el tudunk v�gezni egy �sszead st,akkor b rmely p pr¡moszt¢j ra n-nek, az eredm�ny modulo
p reduk lva, az ugyanaz, mint ha el�bb elv�gezz�k a mo-dulo p reduk l st, �s azt n v�gezz�k el a m�veletet modulo
p. (Az ∞ szimb¢lum reduk lva saj t maga.)Pr¡mtesztel�shez �s faktoriz l shoz sak ilyen, modulo nvett �elliptikus g�rb�kre" lesz sz�ks�g�nk.



SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉS 15T�tel. Legyen n ∈ Z, gd(6, n) = 1 �s legyen En egyZ/nZ feletti elliptikus g�rbe pontjainak a halmaza. Legye-nek m �s s eg�szek, £gy, hogy s|m. Tegy�k fel, hogy tal l-tunk olyan P pontot En-ben, amelyre
m·P = 0 and m

q
·P 6= 0 minden q pr¡mfaktor ra s-nek.Ekkor minden p pr¡moszt¢j ra n-nek |Ep| ≡ 0 mod s. To-v bb , ha s > ( 4√n + 1)2 akkor n pr¡m.T�tel [Hasse℄. Ha p > 3 pr¡m, akkor egy Z/pZ felettvett elliptikus g�rbe rendje p+1−2√p �s p+1+2√p k�z�ttvan.



16 SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉSGoldwasser{Kilian teszt. Az n val¢sz¡n� pr¡m pr¡mvolt nak bizony¡t s hoz, v lasszunk egy �elliptikus g�rb�t"Z/nZ felett, �s egy m sz mot, amelyre a g�rbe rendje m, |legal bbis ha n pr¡m. Ha m fel¡rhat¢ fn1 alakban, ahol ffaktorait ismerj�k, n1 pedig val¢sz¡n� pr¡m, �s n1 > (n1/4+1)2, akkor n pr¡m volt t ezen pont els� t�tele seg¡ts�g�vel betudjuk bizony¡tani. V lasszunk ugyanis egy olyan P pontot,amely eleget tesz a t�tel felt�teleinek s = n1 v laszt ssal.Ehhez v lasszunk egy v�letlen P pontot a g�rb�n (x v�letlen,
y-t kisz m¡tjuk). Sz m¡tsuk ki (m/n1) ·P = f ·P -t; ha ninsde�ni lva, akkor megtal ltuk n1 egy val¢di oszt¢j t, aminagyon val¢sz¡n�tlen. Annak val¢sz¡n�s�ge, hogy k · P = 0legyen, kisi, ha n pr¡m, ebben az esetben v lasszunk £jpontot. Ellen�rizz�k, hogy n1 · (f · P ) = m · P = 0, aminekteljes�lnie kell, ha n pr¡m. �gy P l�tez�se bizony¡tja, hogy npr¡m, ha n1 pr¡m. Most alkalmazzuk az elj r st n1-re, stb.



SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉS 17Atkin tesztje. A teszt alapgondolata az, hogy megfor-d¡tjuk m �s a g�rbe megv laszt s nak sorrendj�t. Ezt £gy�rj�k el, hogy egy alkalmas D negat¡v eg�szre a Q(√D) test
ν eg�szei k�z�tt keres�nk egy olyat, amelyre |ν|2 = n (havan ilyen). Ha ez megvan, akkor m = |ν ± 1|2 rend� ellip-tikus g�rb�ket �k�nnyen" tal lhatunk. �gy m-et m r akkortudjuk, amikor a g�rb�t m�g nem: azt r �r�nk k�s�bb ismeghat rozni.Hat�kony faktoriz l si algoritmusokat haszn lva, o(lg4 n)fut sid� �rhet� el (sak heurisztikusan!).R�szletezve, a teszt a k�vetkez�k�ppen m�k�dik:1. Kiv lasztjukD £gynevezett �alapdiszkrimin nsoknak"egy el�g nagy halmaz t. Az alapdiszkrimin nsokat n�vekv�abszol£t �rt�k szerint hat rozhatjuk meg: D < −1, D ≡ 0(mod 4) vagy D ≡ 1 (mod 4) kell teljes�lj�n, �s nem l�tez-het olyan k > 1 eg�sz, amelyre D/k2 is alapdiszkrimin ns.A D = −3 �s D = −4 esetek k�l�n meggondol sokat ig�nyel-nek, ezeket itt mell�zz�k, teh t feltessz�k, hogy D ≤ −7.2. Q(√D) algebrai eg�szei fel¡rhat¢k ν = x+yω alakban,ahol x, y eg�szek, �s ω = (D + √

D)/2. Ekkor |ν|2 a νnorm ja, ¡gy azt akarjuk el�rni, hogy(1) n = (x + y
D2 )2

− y2D4teljes�lj�n. Ǒtrendezve, azt kapjuk, hogy 4n = (2x+yD)2−
y2D. Ha ez a felt�tel teljes�l, akkor egyr�szt (D|n) = 1,m sr�szt minden p p ratlan pr¡mre, ami osztja D-t, telje-s�l, hogy (n|p) = 1. Ezek a felt�telek sz�ks�gesek (de nemel�gs�gesek) (1) teljes�l�s�hez.



18 SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉS3. Keress�nk sz�ks�ges �s el�gs�ges felt�telt (1) teljes�l�-s�hez, �s m¢dszer arra, hogy az x, y eg�szeket meghat roz-zuk. (1) fel¡rhat¢(2) n = x2 + xyD + y2D(D − 1)4alakba. A jobb oldal egy biline ris forma x, y v ltoz¢kkal �seg�sz egy�tthat¢kkal.4. Ǒltal nosan, tekinthet�nk
ax2 + bxy + cy2alak£ biline ris form kat eg�sz a, b, c egy�tthat¢kkal. Egyilyen biline ris form ban bevezethet�nk £j v ltoz¢kat. P�l-d ul az x′ = −y, y′ = x helyettes¡t�sn�l az £j forma egy�tt-hat¢i a′ = c, b′ = −b �s c′ = a lesznek, az x′ = x + ky,

y′ = y helyettes¡t�sn�l pedig, ahol k eg�sz, az £j egy�ttha-t¢k a′ = a, b′ = b − 2ka �s c′ = c − kb + k2a. Vil gos,hogy ezen helyettes¡t�sek sor n nem v ltozik meg a forma�rt�kk�szlete, azaz a {ax2 + bxy + cy2 : x, y ∈ Z} halmaz �sa {a′x′2 + b′x′y′ + c′y′2 : x′, y′ ∈ Z} halmaz megegyeznek.Azt is nyilv nval¢, hogy b2 − 4ac = b′2 − 4a′c′, azaz ez amennyis�g, a biline ris forma diszkrimin nsa sem v ltozik.P�ld ul a (2) jobb oldal n  ll¢ forma diszkrimin nsa D. Egybiline ris form t pozit¡vnak nevez�nk, ha a > 0, a diszkri-min nsa pedig negat¡v. Vil gos, hogy ekkor c is pozit¡v. Egybiline ris form t primit¡vnek nevez�nk, ha egy�tthat¢inaklegnagyobb k�z�s oszt¢ja 1. A fenti (invert lhat¢) transz-form i¢k pozit¡v primit¡v form t pozit¡v primit¡v form bavisznek. A fenti k�t transzform i¢ ism�telt alkalmaz s val



SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉS 19minden pozit¡v primit¡v forma egy reduk lt alakra hozha-t¢: ekkor |b| ≤ a ≤ c �s b ≥ 0 ha |b| = a vagy a = c.Ez £gy t�rt�nik, hogy ha −a < b ≤ a nem teljes�l, ak-kor alkalmazzuk a m sodik l�p�st ennek el�r�s�re, ha pedigteljes�l, �s a forma m�g nem reduk lt, akkor alkalmazzukaz els� l�p�st. Az algoritmus nagyon hasonl¡t az euklid�-szi algoritmushoz. P�ld ul a (2) jobb oldal n  ll¢ formanem reduk lt, de egyetlen l�p�ssel reduk lhat¢: ha D p ros,akkor a reduk lt forma x2 − (D/4)y2, ha pedig p ratlan,akkor x2 + xy + y2(1 − D)/4. Gauss megmutatta, hogya reduk lt alak egy�rtelm�: minden pozit¡v primit¡v for-m nak egy �s sak egy reduk lt alakja l�tezik. Az adott(negat¡v) D diszkrimin ns£ pozit¡v primit¡v form kat teh tekvivalenia-oszt lyokba sorolhatjuk a szerint, hogy mi areduk lt form juk. Az ekvivalenia-oszt lyok sz m t a Ddiszkrimin nshoz tartoz¢ ide loszt ly sz mnak nevezz�k, �s
h(D)-vel jel�lj�k.5. T�rj�nk vissza annak vizsg lat hoz, hogy (2) megoldhat¢-e? Euklid�szi algoritmust alkalmazva x-re �s y-ra, az der�lki, hogy ha van egy megold sa (2)-nek, akkor van olyan,a (2) jobb oldal val ekvivalens biline ris forma is, amelyre
x = 1, y = 0 eset�n lesz a forma �rt�ke n. Keress�nk ilyenform t. Nyilv n a = n kell legyen, tov bb  b2 − D osztha-t¢ kell legyen 4n-el, k�l�nben c nem lehetne eg�sz. Keres-s�nk egy olyan 0 < b′ < n-et, amelyre b′2 ≡ D (mod n).(Kell lenni ilyennek, legal bb is ha n pr¡m, felt�ve, hogy(D|n) = 1.) Ha b′ �s D parit sa megegyezik, akkor legyen
b = b′, egy�bk�nt legyen b = b′ + n. �gy c = (b2 − D)/(4n)eg�sz lesz. Megmutathat¢, hogy b lehets�ges v laszt saiekvivalens form kat eredm�nyeznek. �gy azt kell ellen�riz-n�nk, hogy ennek a form nak a reduk lt alakja megegyezik-



20 SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉSe a (2) jobb oldal n szerepl� forma reduk lt alakj val. Haigen, akkor nyomon k�vetve a reduki¢ sor n felhaszn lt he-lyettes¡t�seket, x-et �s y-t is megkapjuk, amire (2) fenn ll.Ha nem, akkor (2) nem oldhat¢ meg. A minden D-re a si-ker es�lye 1/(2h(D)), mivel 1/2 es�llyel tudunk gy�k�t vonni
D-b�l, �s ha siker�l, akkor 1/h(D) az es�ly�nk.6. Ha siker�lt megtal lni ν-t, akkor mindj rt k�t lehets�-ges m-et tal ltunk. Ezeket megpr¢b ljuk faktoriz lni, p�l-d ul pr¢baoszt ssal. Ha siker�l annyi kis pr¡mfaktort lev -lasztani, hogy egy val¢sz¡n� pr¡m marad vissza, akkor to-v bb l�phet�nk a rekurzi¢ban. Ha ez nem siker�l, akkor£jabb D-vel pr¢b lkozunk.7. V�g�l, ha a rekurzi¢ el�rt egy el�g kis sz mot, ami-r�l m r �r n�z�sre" (pl. pr¢baoszt ssal) kider�l, hogy pr¡m,fel�p¡tj�k a �bizony¡t�kot". Ez az
n, a, b, m, P, f, n1, a1, b1, m1, P1, f1, n2, a2, b2, m2, f2, n3, . . .sorozat, ahol n, n1, n2, n3, . . . pr¡mek, ai, bi egy modulo nielliptikus g�rbe egy�tthat¢i, mi a rendje, Pi egy pontja,amely eleget tesz ezen pont els� t�tele felt�teleinek, fi pedigaz mi faktoriz lt r�sze £gy, hogy mi = fini+1. A �bizony¡-t�k" meghat roz sa £gy t�rt�nik, hogy (kell� pontoss g£lebeg�pontos aritmetik t haszn lva) az adott n-hez tal lt Ddiszkrimin ns seg¡ts�g�vel kisz m¡tjuk a HD Hilbert polino-mot. Ez egy eg�sz egy�tthat¢s polinom h(D) foksz mmal,amelyet a

HD(X) = ∏(a,b,c)(X − j

(

b +√
D2a ))



SZÁMÍTÓGÉPES PRÍMTESZTELÉS 21szorzat de�ni l, ahol a szorz s az �sszes, a D diszkrimin ns-hoz tartoz¢ pozit¡v primit¡v reduk lt form kra �rtend�, jpedig egy r�gz¡tett komplex f�ggv�ny, amely a fels� f�ls¡konvan de�ni lva, �s
j(z) = (1 + 240∑∞

k=1 k3qk1−qk

)3
q
∏∞

k=1(1− qk)24 ,ahol q = e2πiz. Megmutathat¢, hogy
j(z) = 1

q
+ 744 + ∞

∑

k=1 ckqk,ahol a ck egy�tthat¢k pozit¡v eg�szek, �s j de�n¡i¢ja alap-j n k�nnyen kisz mithat¢k. Az m = |ν±1|2 rend� elliptikusg�rb�k az
y2 = x3 + 3kx+ 2k,

y2 = x3 + 3kc2x + 2kc3g�rb�k, ahol k ≡ x0/(1728− x0) (mod n), c egy tetsz�legessz m, amire (c|n) = −1, x0 pedig HD egy tetsz�leges gy�kemodulo n. Megmutathat¢, hogy HD modulo n els�fok£ t�-nyez�k szorzat ra bomlik.


