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2 SZAMITOGEPES PRIMTESZTELES
A szamelmélet két legrégebbi algoritmikus problémaja:

- Dontsiik el egy szamroél, hogy prim vagy Osszetett.
- Ha 06sszetett, bontsuk primtényezokre.

Az els6 problémardl fogok beszélni.

Néhany napja talaltuk (Csajbdék Timea, Farkas Gabor,
Jarai Antal, Jarai Zoltdn, Kasza Janos) a fenti ikerprimet,
amely a jelenleg ismert legnagyobb.

A hires ikerprim sejtés szerint végtelen sok ikerprim van.
Bateman és Horn alabbi, sokkal 4dltalanosabb sejtése még a
prim s-esek asszimptotikus stiriiségét is megadja egy sokkal
altalanosabb esetben.
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Sejtés. Legyenek fi, fo,..., fs irreducibilis polinomok,
egész egylitthatokkal és pozitiv f6egyiitthatokkal. Ha

Trfl;--- 7fs (N)

jeloli azon 0 < n < N egészek szamat, amelyekre

fl(n)7"' afS(n)

mind primek, akkor

1 1
ot (V) Ot gy o) 2 W)™

ahol

Ctife = H (1 — M) (1 — 1)_8;

p

itt w(p) jeloli az
fi(z)--- fs(x) =0 (mod p)
kongruencia x megoldasainak szamat.

Megmutathatd, hogy a végtelen szorzat mindig konver-
gens, és pozitiv, ha minden p primre w(p) < p.
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Az egyszerli gondolat a sejtés mogott az, hogy a prim-
szamtétel szerint annak valdsziniisége, hogy egy nagy n szam
prim, 1/In(n). Igy annak valészintlisége, hogy az

fl(n), e ,fs(n)

szamok mind primek, ha ezek az események fiiggetlenek vol-

nanak,
1

In fi(n)---In fs(n)

lenne. Azonban, az (f1(n),..., fs(n)) szdm s-es nem vélet-

e/ o/

az esélye, hogy az fi(n),..., fs(n) egészek egyike sem oszt-
hato p-vel, (1 — 1/p)® pedig annak az esélye, hogy egy vé-
letlen szam s-es egészei koziil egyik sem oszthatd p-vel, igy
logikus azt varni, hogy annak esélye, hogy fi(n),..., fs(n)
mindegyike prim legyen,

Cri t
In fi(n)---In fs(n)

fgy a 7, . ;. (a,b) varhaté szdma azon n-eknek (a,b]-ben,
amelyekre f1(n),..., fs(n) egyszerre primek,

7Tf1,...,fs a, fi1,oyfs . lnfl(u)lnfs(u)

Példaul, ha f1(X) = X és fo(X) = X + 2 akkor az ikerp-
rimek szamara nyeriink egy asszimptotikus formulat. A kos-
tans ebben az esetben 2C5 ahol Cy = 0.66016 ... az ikerprim
konstans.

Hasonl6 heurisztika alkalmazhatd, hogy megbecsiiljiik egy
kis primekkel valo szitalas utan visszamarado s-esek szamat.

A sejtés altal adott becslések nagyon jé egyezésben van-
nak a szamitogépes kisérletek eredményeivel.
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Egyszeril primtesztek

Miller-Rabin valdszintiségi teszt. Egy m paratlan
egészre, ez az algorimus megprobalja eldonteni, hogy m prim
vagy nem. Legyen m = 1 + 2F¢ ahol ¢ paratlan, és a egy
egész az 1 < a < m intervallumban. Az 6tlet az, hogy ha
m = 1+ 2F¢ prim, és a? mod m # 1, akkor az

k
24 mod m

a? modm, a®**modm, a**modm,...,a
sorozat 1-re végzodik, és az els6 1 el6tt a sorozatban m — 1
4ll, mivel b2 mod m = 1 megolddsai csak b = +1 ha m prim,
ugyanis (b — 1)(b+ 1) oszthaté m-el.

A legfontosabb tény az algoritmussal kapcsolatban, hogy
ha egy véletlen a-t vdlasztunk, akkor az algoritmus kisebb
mint 1/4 valdsziniiséggel hibdzik. Ismételt alkalmazdassal
tetszolegesen kis valdszintiséget elérhetiink.

A valdszintiségi teszt igen ritkdn hibazik. 25 - 10%-ig csak
13 olyan Osszetett szam van, amely atcsiszik a teszten a =
2, 3,5 alapokkal.

Lucas teszt. Egy m pozitiv egész szam akkor és csak
akkor prim, ha van olyan a amelyre (a,m) =1 és

a1 modm =1

de minden p|m — 1 primre a(™=D/P mod m # 1.
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Riesel teszt. Tegyiik fel, hogy h egy paratlan egész és
hogy 2" > h. Ekkor N = h2™ — 1 akkor és csak akkor prim,
ha v,,_o = 0 mod N, ahol v, = U?_l —2ésvg =al +a "
Ebben a kifejezésben a egy

(k +1vD)?

r

a =

alaki egység Q(v/D)-ben, ahol
DA _ 1
~ ) =

2 72
EED ()

Itt k, | és r egészek. Megjegyezziik, hogy |r| = |k* — I°D|.

és
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A kritikus pont: a szorzas

Szorzas és polinomszorzas. Szamok szorzasa poli-
nomszorzasra vezetheto vissza:

O O O
E apx® g bk | = g ckxk, Cr, = E a;b;.
k=0 k=0 k=0 i+j=k

Megforditva, a polinomszorzas is visszavezetheto nagy sza-
mok szorzasara. Ha a B alapszam valamivel hosszabb, mint
a jegyek hosszdnak kétszerese, akkor Y, apB¥ és Y, by B¥
szorzatanak jegyei a ci-k. Mindkét triikk hasznos.
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Szorzas gyors Fourier transzformaciéval. Egy valds
2n tagu fo, f1,..., fon_1 sorozat diszkrét Fourier transzfor-
maltjat hasznaljuk. Definicié szerint ez

2n—1

fr = Z fiw™7"
i=0

—7i/n —27mi/(

7 =0,1,....,2n — 1-re, ahol w = ¢ = e 2n) egy
2n-edik egységgyok. Egyszeriibb jeloléseket kapunk, ha ezt
a sorozatot, és az eredeti sorozatot is kiterjesztjiik egy 2n
szerint periédikus, mindkét irdnyban végtelen sorozatta.

Ha vesziink egy masik go, g1, ... , g2n_1 Sorozatot, és fr =
gr = 0 han < k < 2n, akkor felhasznalhatjuk a fk és gx
sorozatokat, hogy kiszdmoljuk a

k
hi = Z figk—;
7=0

szamokat k = 0,1, ... ,2n—2-re. Ezek a szamok a Z?ZSZ h;x?
polinom egyiitthatéi, amely a Z?:_()l fix? és Z;.lz_ol g;77 po-
linomok szorzata. Ezért nagyon hasznosak, ha két hosszu
szam szorzatat akarjuk kiszamolni, amelyeket fo, f1,..., fn_1
illetve gg, g1, ..., gn_1 reprezental x alapu szamrendszerben.
Mivel a hy sorozat az f és a g, sorozatok gongyolt konvo-
licidja, hyp mint ilk; = fkﬁk inverz diszkrét Fourier transz-
formaltja szamolhato.

Diszkrét Fourier transzformaltnak és inverzének a sza-
mitasa nlog, n miivelettel megoldhatd az FFT algoritmust
hasznalva.
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Mivel f; valés, azt kapjuk, hogy

2n—1

fon—i = Z fiwCnhi = f,

j=0

minden k € Z-re. Az n fliggetlen komplex fk kiszamitasa
a komplex F, = for + iforr1, K = 0,1,...,n — 1 sorozat
Fourier transzformaltjanak kiszamitasara redukalhato.

Nézziink egy példat. Osszuk a 219 bites szdmot 16 bites
darabokra. 21 komplex koordinitaval rendelkezd vektorok
Fourier és inverz Fourier transzformaltjat kell kiszdmitani.
Az eredményvektor tagjai legfeljebb 21° darab 32 bites szor-
zat Osszegei. fgy legalabb 47 bit pontossagot kell elérniink.
Elég nagy valdszintiséggel rekonstrudlni tudjuk a szorzatot.
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A Schénhage—Strassen-féle gyorsszorzoé algoritmus.
Ez a nevezetes algoritmus két n-bites szam szorzasahoz sziik-
séges bit miiveletek szamat nlognloglogn rendig képes re-
dukalni. A 6 gondolat FFT-IFFT hasznélata, de minden
miiveletet modulé egy 22° 1 1 Fermat-sz4m végziink egy al-
kalmas k-val amelyre 2% ~ \/n. Az egységgyokok kettShat-
vanyok, igy az FFT-IFFT alatt csak 6sszeadasra, kivonasra
és eltolasra van sziikség. A jegyenkénti szorzas rekurziv mo-
don torténik. Egy finom triikk az eredményt csak modulé
2" 4+ 1 kiszamolni, ez rekurziv hivasok esetén tovabbi nye-
reséget hoz. Példaul egy 16 * 32768 bites szamot 210 részre
oszthatunk, amelyek mindegyike 17 darab 32 bites szdbdl
all, és az FFT-IFFT 2! taggal torténik mod (21924 + 1).
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Az Agrawal-Kayal-Saxena-algoritmus

Az AKS-algoritmus 6tlete. Ha Inko(s,n) = 1, akkor
(x +s)" = 2™ + s (mod n) pontosan akkor teljesiil, ha n

prim.

Val6éban, ha n prim, a kongruencia teljesiil. Egyébként
p"||n esetén p* nem osztdja (Z)—nek és relativ prim s™ P-
hez, igy xP egyiitthatoja nem nulla.

Vizsgédljuk (z + s)™ = 2™ + s-et (mod z" — 1, p).

AKS-tétel. Han € N*, q,r € P, S C Z véges, q|r — 1
és n("~D/¢ mod r ¢ {0,1}, tovabba Inko(n,s — s’) = 0, ha
s,s’ €8, s#s és

(hS Eg — 1) > nQL\/ﬂ, (x+s)" =2x2"4+s (mod z"—1,n)

minden s € S-re, akkor n primhatvany.
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Megjegyzések. (1) Megmutatjak, hogy van olyan c,
hogy ¢lg® n-ig van olyan r, amelyre van olyan ¢ primosztéja
r — 1-nek, hogy g > 4./rlgn és q osztja az n moduld r vett
rendjét. (Ez azzal ekvivalens, hogy n(""1/¢ mod r # 1,
mert ¢ > +/r —1.) Az elég nagy Sophie Germain primek
koziil nagyon sok j6, ekkor ¢ ~ 321g*n.

(2) Nyilvan

(1S +q—-1)(8S +q—2)--- (55 + 1)

q—1
S 09 + 1 |
1-2..... (g—1) —\g—1
és ha .
15 +1\* ~ 2V
q—1 ’
akkor .
1S ~ —r

(3) Primhatvanyteszt: még binaris kereséssel is elég gyors.

(4) Tovabb élesitették, r ~ 0.011g* n elérhetd, §S is csok-
kenthetd, igy ~ 2000000-szor gyorsabb, (Ign)8T°() sebessé-
gii. A valségi valtozat (Ign)*t°() sebességii.

(5) Nem fér el a tarban.
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Primteszt elliptikus gérbékkel

Elliptikus gorbék. Egy elliptikus gorbe R felett azon
sikbeli (x,y) parok halmaza, amelyek kielégitik az

v: =2 +ax+b

egyenletet, ahol a, b valés konstansok, amelyekre 4a3+27b% #
0. Vildgos, hogy ha az (z,y) pont a gérbén van, akkor az
(z,—y) pont is. (A 4a® + 27b% # 0 feltétel azt biztositja,
hogy az f(x,y) = 0, f(z,y) = y* —2® — ax — b gérbe minden
(0, yo) pontjaban létezzen egyértelmii érint6.) Ha egy (nem
fiiggbleges) egyenes metszi ezt a gorbét két pontban, akkor
egy harmadikban is. A gorbe egy érint6jét gy tekintjiik,
mint amelynél a két metszéspont egybeesik.

Ha (x1,y1) és (z2,y2) a két metszéspont, akkor a harma-
dik koordin&tai

5133=>\2—$1—562, y3=>\(ﬂ33—$1)‘|‘y1

ahol

_ 32
A= P27V 1o 0 £ 4 és egyébként A = LY
T2 — T1 2Y1

Y

A az egyenes meredeksége.

Az (z1,y1)+ (22, y2) = (x3, —ys3) Osszefiiggéssel egy Gssze-
adast definidlhatunk. Ha a fiiggdleges egyeneseknek megfe-
lel6 oo szimbolumot mint nullelemet definialjuk, azaz

(z,y) + (z, —y) = (2, —y) + (7,y) = oo,

akkor megmutathato, hogy egy Abel csoportot kapunk.
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Még ha csak egy egységelemes kommutativ gylirii adott,
példaul Z/nZ, Inko(n,6) = 1, akkor is definidlhatjuk a fenti
miiveleteket parcialisan, azaz ha az osztas elvégezhetd; ter-
mészetesen ekkor nem kapunk csoportot. Fontos azonban
észrevenniink, hogy ha Inko(n,4a® + 27b?) = 1, akkor bér-
mely p primosztédjara n-nek modulo p is egy elliptikus gorbét
kapunk, és ha Z/nZ felett el tudunk végezni egy Gsszeadast,
akkor barmely p primosztéjara n-nek, az eredmény modulo
p redukalva, az ugyanaz, mint ha elobb elvégezziik a mo-
dulo p redukalast, és aztan végezziik el a miiveletet modulo
p. (Az oo szimbdlum redukdlva sajat maga.)

Primteszteléshez és faktorizalashoz csak ilyen, modulo n
vett ,elliptikus gorbékre” lesz sziikségiink.
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Tétel. Legyen n € Z, gcd(6,n) = 1 és legyen E,, egy
Z /nZ feletti elliptikus goérbe pontjainak a halmaza. Legye-
nek m és s egészek, gy, hogy s|m. Tegyiik fel, hogy talal-
tunk olyan P pontot E, -ben, amelyre

m-P =0 and Tp # 0 minden g primfaktorara s-nek.
q

Ekkor minden p primosztéjara n-nek |E,| = 0 mod s. To-
vabbd, ha s > ({/n + 1)? akkor n prim.

Tétel [Hasse|. Ha p > 3 prim, akkor egy Z/pZ felett
vett elliptikus gorbe rendje p+1—2,/p és p+1+2,/p kozott
van.
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Goldwasser—Kilian teszt. Az n valdszini prim prim
voltanak bizonyitédsahoz, valasszunk egy , elliptikus gorbét”
Z /nZ felett, és egy m szamot, amelyre a gérbe rendje m, —
legalabbis ha n prim. Ha m felirhaté fn; alakban, ahol f
faktorait ismerjiik, n; pedig valészinti prim, és ny > (n'/4 +
1)2, akkor n prim voltat ezen pont elsd tétele segitségével be
tudjuk bizonyitani. Valasszunk ugyanis egy olyan P pontot,
amely eleget tesz a tétel feltételeinek s = ny valasztéassal.
Ehhez vilasszunk egy véletlen P pontot a gorbén (x véletlen,
y-t kiszdmitjuk). Szamitsuk ki (m/ny)-P = f-P-t; ha nincs
definidlva, akkor megtaldltuk n; egy valédi osztdjat, ami
nagyon valészintitlen. Annak valészintisége, hogy k- P = 0
legyen, kicsi, ha n prim, ebben az esetben valasszunk 1j
pontot. Ellenérizziik, hogy ny - (f - P) = m - P = 0, aminek
teljesiilnie kell, ha n prim. fgy P létezése bizonyitja, hogy n
prim, ha n; prim. Most alkalmazzuk az eljarast nq-re, stb.
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Atkin tesztje. A teszt alapgondolata az, hogy megfor-
ditjuk m és a gorbe megvilasztasanak sorrendjét. Ezt ugy
érjiik el, hogy egy alkalmas D negativ egészre a Q(v/D) test
v egészei kozott keresiink egy olyat, amelyre |v|*> = n (ha
van ilyen). Ha ez megvan, akkor m = |v & 1|? rendii ellip-
tikus gorbéket ,,konnyen” taldlhatunk. fgy m~et mar akkor
tudjuk, amikor a gorbét még nem: azt raériink késdbb is
meghatarozni.

Hatékony faktorizsldsi algoritmusokat hasznalva, o(lg* n)
futasido érhet6 el (csak heurisztikusan!).

Részletezve, a teszt a kivetkezOképpen miikodik:

1. Kivalasztjuk D tdgynevezett ,,alapdiszkriminansoknak”
egy elég nagy halmazat. Az alapdiszkriminansokat névekvo
abszolut érték szerint hatarozhatjuk meg: D < —1, D =0
(mod 4) vagy D =1 (mod 4) kell teljesiiljon, és nem 1étez-
het olyan k > 1 egész, amelyre D/k? is alapdiszkrimindns.
A D = —3és D = —4 esetek kiilon meggondolasokat igényel-
nek, ezeket itt mell6zziik, tehat feltessziik, hogy D < —7.

2. Q(v/D) algebrai egészei felirhaték v = x+yw alakban,
ahol z,y egészek, és w = (D + v/D)/2. Ekkor |[v|? a v
normaja, igy azt akarjuk elérni, hogy

D\’ D
1 — 2
(1) n <x+y2> y—4

teljesiiljon. Atrendezve, azt kapjuk, hogy 4n = (2x+yD)*—
y?D. Ha ez a feltétel teljesiil, akkor egyrészt (D|n) = 1,
masrészt minden p paratlan primre, ami osztja D-t, telje-
siil, hogy (n|p) = 1. Ezek a feltételek sziikségesek (de nem
elégségesek) (1) teljesiiléséhez.
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3. Keressiink sziikséges és elégséges feltételt (1) teljesiilé-

séhez, és mddszer arra, hogy az x,y egészeket meghataroz-
zuk. (1) felirhaté

D(D —1)
4

(2) n = x? + xyD + y*

alakba. A jobb oldal egy bilinearis forma z, y valtozokkal és
egész egyiitthatokkal.

4. Altalénosan, tekinthetiink
ax® + bry + cy?

alaku bilinearis formakat egész a, b, c egyiitthatdokkal. Egy
ilyen bilinearis formaban bevezethetiink 1j valtozokat. Pél-
daul az 2’ = —y, y' = = helyettesitésnél az 1j forma egyiitt-
hatéi @’ = ¢, b/ = —b és ¢ = a lesznek, az 2’ = x + ky,
y' = y helyettesitésnél pedig, ahol k egész, az 1j egyiittha-
ték @' = a, ¥ = b — 2ka és ¢’ = c — kb + k%a. Vildgos,
hogy ezen helyettesitések soran nem valtozik meg a forma
értékkészlete, azaz a {ax? + bry + cy? : x,y € Z} halmaz és
a {a’x’2 + W'y +dy? € Z} halmaz megegyeznek.
Azt is nyilvanvalé, hogy b2 — dac = b'® — 4d/¢, azaz ez a
mennyiség, a bilinearis forma diszkriminansa sem valtozik.
Példaul a (2) jobb oldalan 4ll6 forma diszkrimindnsa D. Egy
bilinearis format pozitivnak neveziink, ha a > 0, a diszkri-
minansa pedig negativ. Vildgos, hogy ekkor cis pozitiv. Egy
bilinedris format primitivnek neveziink, ha egyiitthatéinak
legnagyobb k6zos osztdja 1. A fenti (invertalhatd) transz-
formacidok pozitiv primitiv format pozitiv primitiv formaba
visznek. A fenti két transzformacié ismételt alkalmazasaval
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minden pozitiv primitiv forma egy redukalt alakra hozha-
t6: ekkor || < a < cés b > 0 ha |b| = a vagy a = c.
Ez ugy torténik, hogy ha —a < b < a nem teljesiil, ak-
kor alkalmazzuk a masodik 1épést ennek elérésére, ha pedig
teljesiil, és a forma még nem redukalt, akkor alkalmazzuk
az elso lépést. Az algoritmus nagyon hasonlit az euklidé-
szi algoritmushoz. Példaul a (2) jobb oldalan &l forma
nem redukalt, de egyetlen 1épéssel redukalhato: ha D paros,
akkor a redukalt forma z? — (D/4)y?, ha pedig pératlan,
akkor z? + zy + y*(1 — D)/4. Gauss megmutatta, hogy
a redukalt alak egyértelmili: minden pozitiv primitiv for-
manak egy és csak egy redukalt alakja létezik. Az adott
(negativ) D diszkrimindnsu pozitiv primitiv formékat tehat
ekvivalencia-osztalyokba sorolhatjuk a szerint, hogy mi a
redukalt formajuk. Az ekvivalencia-osztalyok szamat a D
diszkriminanshoz tartozo6 idealosztaly szammak nevezziik, és

h(D)-vel jeloljiik.

5. Térjiink vissza annak vizsgalatahoz, hogy (2) megoldhato-
e? Euklidészi algoritmust alkalmazva x-re és y-ra, az deriil
ki, hogy ha van egy megolddsa (2)-nek, akkor van olyan,
a (2) jobb oldalaval ekvivalens bilinedris forma is, amelyre
x =1, y = 0 esetén lesz a forma értéke n. Keressiink ilyen
format. Nyilvdn a = n kell legyen, tovabba b?> — D osztha-
t6 kell legyen 4n-el, kiilonben ¢ nem lehetne egész. Keres-
siink egy olyan 0 < b’ < n-et, amelyre b’ = D (mod n).
(Kell lenni ilyennek, legalabb is ha n prim, feltéve, hogy
(Dln) = 1.) Ha b’ és D paritdsa megegyezik, akkor legyen
b =1, egyébként legyen b = b/ 4+ n. Igy ¢ = (b2 — D)/(4n)
egész lesz. Megmutathatd, hogy b lehetséges vélasztasai
ekvivalens formakat eredményeznek. fgy azt kell ellendriz-
niink, hogy ennek a forménak a redukdlt alakja megegyezik-
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e a (2) jobb oldalan szerepl$ forma redukalt alakjaval. Ha
igen, akkor nyomon koévetve a redukcié soran felhasznalt he-
lyettesitéseket, x-et és y-t is megkapjuk, amire (2) fennall.
Ha nem, akkor (2) nem oldhat6 meg. A minden D-re a si-
ker esélye 1/(2h(D)), mivel 1/2 eséllyel tudunk gyokot vonni
D-bol, és ha sikeriil, akkor 1/h(D) az esélyiink.

6. Ha sikeriilt megtalalni v-t, akkor mindjart két lehetsé-
ges m-et taldltunk. Ezeket megprébaljuk faktorizalni, pél-
daul prébaosztassal. Ha sikeriil annyi kis primfaktort leva-
lasztani, hogy egy valdszinli prim marad vissza, akkor to-
vabb léphetiink a rekurziéban. Ha ez nem sikeriil, akkor
ujabb D-vel probalkozunk.

7. Végiil, ha a rekurzio elért egy elég kis szamot, ami-
r6l mar ,, ranézésre” (pl. probaosztassal) kideriil, hogy prim,
felépitjiik a ,,bizonyitékot”. Ez az

n7a7b7m7P7 fanha’l?bl?mlaplaf17n27a27b27m27f27n37° .-

sorozat, ahol n,nq,n9,ns,... primek, a;,b; egy modulo n;
elliptikus gorbe egyiitthatoi, m; a rendje, P; egy pontja,
amely eleget tesz ezen pont elso tétele feltételeinek, f; pedig
az m; faktorizalt része gy, hogy m; = fin;11. A , bizonyi-
ték” meghatarozasa ugy torténik, hogy (kell6 pontossagu
lebeg6pontos aritmetikat hasznédlva) az adott n-hez talalt D
diszkriminans segitségével kiszamitjuk a Hp Hilbert polino-
mot. Ez egy egész egyiitthatos polinom h(D) fokszammal,

amelyet a
oo (5 (52)

(a,b,c)
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szorzat definidl, ahol a szorzas az 0sszes, a D diszkriminans-
hoz tartozd pozitiv primitiv redukalt forméakra értendo, j
pedig egy rogzitett komplex fiiggvény, amely a felso félsikon
van definidlva, és

o K3gF 3
(1424057, £47)
QHZO:1(1 - qk)24 7

i(z) =

2miz

ahol ¢ = e*™*. Megmutathatd, hogy

1 oo
j(z) = p + 744 + chqk,
k=1

ahol a c; egyiitthatok pozitiv egészek, és j definicidja alap-
jan kénnyen kiszdmithatdk. Az m = |v41|? rendii elliptikus
gorbék az

y? = 2° + 3kx + 2k,

y? = 23 + 3kcPx + 2k
gorbék, ahol k = x4 /(1728 — x¢) (mod n), c egy tetszOleges
szam, amire (cln) = —1, xo pedig Hp egy tetszoleges gyoke

modulo n. Megmutathatd, hogy Hp modulo n els6foku té-
nyezOk szorzatara bomlik.



