
• 8/−2 :
<

f�l�vet. Minden�tt a egyszer�s�g els�dleges szempontj nak a matematikai pontoss ggal

>
f�l�vet. Minden�tt az egyszer�s�g els�dleges szempontj nak a matematikai pontoss ggal

• 12/4 :

<
Ha A �s B halmazok, akkor nyilv n A ∩B := ∩{A,B}.

>
Ha A �s B halmazok, akkor nyilv n A ∩B = ∩{A,B}.

• 28/4 :

<
is: ha A ⊂ R nem �res �s alulr¢l korl tos, akkor inf A = − sup(−A).

>
is: ha A ⊂ R nem �res �s alulr¢l korl tos, akkor inf(A) = − sup(−A).

• 30/15 :

<
n ∈ N, akkor az N vagy az N+

halmaz n-n�l nem nagyobb elemein �rtelmezett f�ggv�nye-

ket v�ges sorozatnak nevezz�k. Az x v�ges sorozatot £gy is jel�lj�k, hogy x
0

, x
1

, . . . , xn

vagy xi, i = 0, 1, 2, . . . , n, illetve x
1

, x
2

, . . . , xn vagy xi, i = 1, 2, . . . , n. Ha a sz�veg-

>
n ∈ N, akkor az N illetve az N+

halmaz n-n�l kisebb illetve nem nagyobb elemein

�rtelmezett f�ggv�nyeket v�ges sorozatnak nevezz�k. Az x v�ges sorozatot £gy is jel�lj�k,

hogy x
0

, x
1

, . . . , xn−1 vagy xi, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, illetve x
1

, x
2

, . . . , xn vagy xi, i =
1, 2, . . . , n. Ha a sz�veg-

• 31/15 :

<
2.1.22. Ǳltal nos rekurzi¢t�tel. Legyen adott egy X halmaz �s egy f f�ggv�ny,

amelynek �rt�kk�szlete X r�szhalmaza, �rtelmez�si tartom nya pedig az �sszes olyan

f�ggv�nyek halmaza, amelyek �rt�kk�szleteX r�szhalmaza, �rtelmez�si tartom nya pedig

N valamely kezd�szelete. Ekkor egy�rtelm�en l�tezik egy g : N → X f�ggv�ny, amelyre

g(a) = f
(

g|
℄←,a[

)

minden a ∈ N-re.

A t�tel �s a bizony¡t s �rv�nyes marad akkor is, ha N helyett tetsz�leges N j¢lren-

dezett halmaz szerepel. Ezt az  ltal nosabb v ltozatot szok s transz�nit rekurzi¢t�telnek

nevezni.

* Bizony¡t s. Az egy�rtelm�s�g bizony¡t sa N j¢lrendezetts�g�n m£lik. (Az ilyen

bizony¡t sokat transz�nit induki¢val t�rt�n� bizony¡t snak nevezz�k.) Tegy�k fel, hogy

g �s g∗ is eleget tesz a t�tel felt�teleinek. Legyen S =

{

x ∈ N : g(x) 6= g∗(x)
}

. Ha S
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nem �res, akkor l�tezik legkisebb eleme, legyen ez a. Mivel g|
℄←,a[ = g∗|

℄←,a[, azt kapjuk,

hogy

g(a) = f
(

g|
℄←,a[

)

= f
(

g∗|
℄←,a[

)

= g∗(a),

ami ellentmond annak, hogy a ∈ S.

A g l�tez�s�nek bizony¡t sa hasonl¡t a rekurzi¢t�tel megfelel� r�sz�nek bizony¡t -

s ra. Nevezz�k N × X egy A r�szhalmaz t f -z rtnak, ha minden a ∈ N-re �s minden

h : ℄←, a[→ X f�ggv�nyre, amelyre h ⊂ A, teljes�l, hogy
(

a, f(h)
)

∈ A. Maga N×X egy

f -z rt halmaz, ilyen halmaz teh t l�tezik. Legyen g az �sszes f -z rt halmaz metszete.

Mivel g nyilv n f -z rt, sak azt kell megmutatnunk, hogy g a N-en �rtelmezett f�gg-

v�ny. M s sz¢val, azt fogjuk bizony¡tani, hogy ha c ∈ N, akkor van olyan x ∈ X , hogy

(c, x) ∈ g �s ha (c, y) ∈ g, akkor x = y. A bizony¡t s transz�nit induki¢val t�rt�nik.

Legyen S azon N-beli c elemek halmaza, amelyekre ez nem igaz. Legyen a az S legkisebb

eleme. Ekkor g|
℄←,a[ egy ℄←, a[-n �rtelmezett f�ggv�ny. Mivel a g halmaz f -z rt, ha

x = f
(

g|
℄←,a[

)

, akkor (a, x) ∈ g. Mivel a ∈ S, van olyan y ∈ X , hogy (a, y) ∈ g �s y 6= x.

Megmutatjuk, hogy g \
{

(a, y)
}

is f -z rt. Ez azt jelenti, hogy b ∈ N �s h : ℄←, b[ → X ,

h ⊂ g \
{

(a, y)
}

eset�n

(

b, f(h)
)

∈ g \
{

(a, y)
}

. Ez nyilv nval¢ akkor is, ha b = a, �s
akkor is, ha b 6= a. �

2.1.23. P�lda: Fibonai-sz mok. P�ldak�nt megmutatjuk, hogyan de�ni l-

hat¢k a Fibonai-sz mok az el�z� t�tel seg¡ts�g�vel pontosan. Legyen X = N, legyen

f(∅) = 0, f
(

{

(0, k)
}

)

= 1 b rmely k ∈ N-re, �s ha n > 1, h : ℄←, n[ → N egy f�ggv�ny,

akkor legyen f(h) = h(n− 1) + h(n− 2).

[

Megjegyezz�k, hogy n = min

(

N \ dmn(h)
)

.

]

>
2.3.13. Ǳltal nos rekurzi¢t�tel. Legyen adott egy X halmaz �s egy X-be k�-

pez� f f�ggv�ny, amelynek �rtelmez�si tartom nya az X-beli (null t¢l indexelt) v�ges

sorozatok halmaza. (Az f adja a rekurzi¢t.) Ekkor egy�rtelm�en l�tezik egy g : N→ X
f�ggv�ny, amely �f -z rt", azaz g(n) = gn = f(g

0

, g
1

, . . . , gn−1) minden n ∈ N-re.

A t�tel szeml�letesen fogalmazva azt mondja, hogy ha adott egy f�ggv�ny�nk,

amely egy egydimenzi¢s t�mb eset�n kisz m¡tja a t�mb m r felt�lt�tt kezdet�b�l, hogy

a k�vetkez� helyre mit kell tenn�nk, akkor ennek seg¡ts�g�vel a t�mb�t ak rmeddig fel-

t�lthetj�k.

A t�tel �s a bizony¡t s �rv�nyes marad akkor is, ha N helyett tetsz�legesN j¢lrende-

zett halmaz szerepel. Ezt az  ltal nosabb v ltozatot szok s transz�nit rekurzi¢t�telnek

nevezni. Ekkor f �rtelmez�si tartom nya az �sszes, N valamely kezd�szelet�b�l X-be

k�pez� f�ggv�ny halmaza, �s azt  ll¡tjuk, hogy egy�rtelm�en l�tezik egy g : N → X f�gg-

v�ny, amely �f -z rt", azaz g(n) = f
(

g|
℄←,n[

)

minden n ∈ N -re. (Itt ℄←, n[ az n ∈ N -hez

tartoz¢ kezd�szelet.)

* Bizony¡t s. Az egy�rtelm�s�g bizony¡t sa N j¢lrendezetts�g�n m£lik. (Az ilyen

bizony¡t sokat transz�nit induki¢val t�rt�n� bizony¡t snak nevezz�k.) Tegy�k fel, hogy

g �s g∗ is eleget tesz a t�tel felt�teleinek. Legyen S =

{

k ∈ N : g(k) 6= g∗(k)
}

. Ha S nem

�res, akkor l�tezik legkisebb eleme, legyen ez n. Mivel g �s g∗ megegyeznek az ℄←, n[
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intervallumon, azt kapjuk, hogy

g(n) = f
(

g|
℄←,n[

)

= f
(

g∗|
℄←,n[

)

= g∗(n),

ami ellentmond annak, hogy n ∈ S.
A g l�tez�s�nek bizony¡t sa hasonl¡t a rekurzi¢t�tel megfelel� r�sz�nek bizony¡t -

s ra. Nevezz�k N×X egy A r�szhalmaz t f -z rtnak, ha minden n ∈ N-re �s minden

h : ℄←, n[→ X

f�ggv�nyre, amelyre h ⊂ A, az is teljes�l, hogy

(

n, f(h)
)

∈ A. Maga N × X egy f -
z rt halmaz, ilyen halmaz teh t l�tezik. Legyen g az �sszes f -z rt halmaz metszete.

Mivel nyilv n g is f -z rt, sak azt kell megmutatnunk, hogy g az eg�sz N-en �rtelmezett

f�ggv�ny. M s sz¢val, azt fogjuk bizony¡tani, hogy ha k ∈ N, akkor van olyan x ∈ X ,

hogy (k, x) ∈ g, tov bb  ha (k, y) ∈ g, akkor x = y. A bizony¡t s megint indirekt,

transz�nit induki¢val t�rt�nik. Legyen S azon N-beli k elemek halmaza, amelyekre

ez nem igaz. Legyen n az S legkisebb eleme. Ekkor g|
℄←,n[ egy ℄←, n[-en �rtelmezett

f�ggv�ny, �s mivel a g halmaz f -z rt, ha x = f
(

g|
℄←,n[

)

, akkor (n, x) ∈ g. Mivel n ∈ S,
ez sak £gy lehet, hogy van olyan y ∈ X , hogy (n, y) ∈ g �s y 6= x. Megmutatjuk, hogy

g \
{

(n, y)
}

is f -z rt. Ez azt jelenti, hogy m ∈ N �s h : ℄←,m[ → X , h ⊂ g \
{

(n, y)
}

eset�n

(

m, f(h)
)

∈ g\
{

(n, y)
}

. Ez nyilv nval¢ akkor is, ha m = n, �s akkor is, ha m 6= n.
Viszont ez ellentmond annak, hogy g a legsz�kebb f -z rt halmaz. �

2.3.14. P�lda: Fibonai-sz mok. P�ldak�nt megmutatjuk, hogyan de�ni lha-

t¢k a Fibonai-sz mok az el�z� t�tel seg¡ts�g�vel pontosan. Legyen X = N. El�sz�r az

f(∅) = 0, f
(

{

(0, k)
}

)

= 1 b rmely k ∈ N-re de�n¡i¢kkal el�¡rjuk, hogy az el�z� t�tel

szerint ad¢d¢ g-re g(0) = 0 �s g(1) = 1 legyen. Most ha n > 1, (h
0

, h
1

, . . . , hn−
) egy v�ges

sorozat, akkor legyen f(h) = hn−
+ hn−−

. (Megjegyezz�k, hogy n = min

(

N \ dmn(h)
)

.)

• 40/−7 :
<
Az f(m,n) f�ggv�ny �m�k�d�se" a 2.6.  br n tanulm nyozhat¢.

>
Az f f�ggv�ny �m�k�d�se" a 2.6.  br n tanulm nyozhat¢.

• 45/3 :

<
k = 0, 1, . . . , k − 1), ezeket n-edik primit¡v egys�ggy�k�knek nevezz�k. Az ε

0

= 1 nyil-

>
k = 0, 1, . . . , n− 1), ezeket n-edik primit¡v egys�ggy�k�knek nevezz�k. Az ε

0

= 1 nyil-

• 46/0 AZ

�

ABR

�

AN :

<
ω
0

, ω
1

, ω
2

, ω
3

, ω
4

>
z
0

, z
1

, z
2

, z
3

, z
4
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• 47/12 :

<
teh t tetsz�leges p, q ∈ H-ra p × q = q × p, azaz a vektori lis szorz s nem kommutat¡v,

hanem antikommutat¡v . A de�n¡i¢b¢l k�nnyen ad¢dik, hogy teljes�l a Jaobi-identit s:

>
teh t tetsz�leges p, q ∈ H-ra p× q = −q× p, azaz a vektori lis szorz s nem kommutat¡v,

hanem antikommutat¡v . A de�n¡i¢b¢l k�nnyen ad¢dik, hogy i × j = k, j × k = i,
k × i = j, �s teljes�l a Jaobi-identit s:

• 48/9 2.3.12

�

ES 2.3.11 CSER

�

EJE :

<

2.3.12

>
2.3.11

• 50/−6 :
<

egy�bk�nt q(x) = q
0

+q
1

x+· · ·+qm−n, qm−n = fm/gn �s r(x) = r
0

+r
1

x+· · ·+rn−1x
n−1

.

>

egy�bk�nt q(x) = q
0

+ q
1

x+ · · ·+ qm−nx
m−n

, qm−n = fm/gn �s r(x) = r
0

+ r
1

x+ · · ·+
rn−1x

n−1
.

• 52/13 :

<

Bizony¡t s. A t�tel k�s�bb, a komplex f�ggv�nytanban bizony¡tjuk. �

>

A t�tel k�s�bb, a komplex f�ggv�nytanban bizony¡tjuk. �

• 53/8 :

<
a j-edik Lagrange-interpol i¢s alappolinom (erre lj(xj) = 1 �s lj(xi) = 0, ha i 6= j) �s

>

a j-edik Lagrange-interpol i¢s alappolinom

[

erre lj(xj) = 1 �s lj(xi) = 0, ha i 6= j
]

�s

• 53/10 :

<

2.4.14. T�bbv ltoz¢s polinomok �s raion lis t�rtf�ggv�nyek. Legyen n ∈
N+

. Az (x
1

, x
2

, . . . , xn) 7→ xk, (x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn
f�ggv�nyt k-adik koordin ta-

>

2.4.14. T�bbv ltoz¢s polinomok �s raion lis t�rtf�ggv�nyek. Legyen n
pozit¡v term�szetes sz m. Az (x

1

, x
2

, . . . , xn) 7→ xk, (x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn
f�ggv�nyt

k-adik koordin ta
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• 55/6 :

<
3.1.1. K�rnyezetek. Legyen x ⊂ K �s r > 0. Az x sz m r sugar£ Ur(x) k�rnye-

zet�n a {y ∈ K : |y − x| < r} halmazt �rj�k. Ha a sug r nem l�nyeges, akkor egyszer�en

x egy k�rnyezet�r�l besz�l�nk.

>
3.1.1. T vols g, k�rnyezetek, korl toss g. Az x, y ∈ K t vols ga |x − y|. Az

x ∈ K sz m r > 0 sugar£ Ur(x) k�rnyezet�n a {y ∈ K : |y− x| < r} halmazt �rj�k. Ha a

sug r nem l�nyeges, akkor egyszer�en x egy k�rnyezet�r�l besz�l�nk. Az A ⊂ K halmaz

korl tos, ha van a null nak olyan k�rnyezete, amelyben benne van, azaz van olyanK ∈ R

sz m, hogy |x| < K minden x ∈ A-ra.

• 56/12 :

<
nem z rt, korl tos; R ny¡lt, z rt, nem korl tos. Ha C r�szhalmaz nak tekintj�k ezeket

>
z rt, korl tos; R ny¡lt, z rt, nem korl tos. Ha C r�szhalmaz nak tekintj�k ezeket

• 59/14 :

<
Bizony¡t s. Legyen S =

{

y ∈ [a, b℄ : f(y) ≤ c
}

�s x = supS. Ha f(x) > c
>
Bizony¡t s. El�g az els� esetet bizony¡tani. Legyen S =

{

y ∈ [a, b℄ : f(y) ≤ c
}

�s

x = supS. Ha f(x) > c

• 62/−7 :
<

1/+∞ = 0 = 1/−∞.

M s esetekben az �sszead st �s a szorz st nem de�ni ljuk.

>

x/+∞ = 0 = x/−∞, ha x ∈ ℄−∞,+∞[.

M s esetekben az eredm�nyt nem de�ni ljuk.

• 62/−2 :
<

1/∞ = 0, 1/0 =∞.

>

x/∞ = 0, x/0 =∞, ha x ∈ C.
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• 63/5 :

<

(3) limx→a(1/f)(x) = 1/b.

>

(3) limx→a(f/g)(x) = b/c.

• 63/15 :

<

veleteket: A+B, AB �s 1/A pontosan akkor �s £gy van de�ni lva, hogy a fenti t�tel igaz

>

veleteket: A + B, AB �s A/B pontosan akkor �s £gy van de�ni lva, hogy a fenti t�tel

igaz

• 63/18 :

<

0 · (+∞)-t nem de�ni ltuk.

>

0 · (+∞)-t nem de�ni ltuk.

3.1.36.5 Feladat [6℄. Adjunk hasonl¢ p�ld t a t�bbi nem de�ni lt esethez is.

• 65/10 :

<

sorozatot korl tosnak nevez�nk, ha �rt�kk�szlete korl tos. Konvergens sorozat nyilv n

>

sorozatot korl tosnak nevez�nk, ha �rt�kk�szlete korl tos. Konvergens K-beli sorozat

nyilv n

• 65/−12 :
<

(3) (1/an)→ (1/A). �

>

(3) (an/bn)→ (A/B). �

• 66/9 :

<

sorozatra, amelyre limn→∞ xn = a, teljes�l hogy limn→∞f(xn) = b.

>

sorozatra, amelyre limn→∞ xn = a, teljes�l hogy limn→∞ f(xn) = b.
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• 74/4 :

<
Innen k�vetkezik az  ll¡t s. �

>
Innen k�vetkezik az  ll¡t s, s�t l tjuk, hogy ha 0 < τ < 1, akkor minden t ≥ τ -ra ugyanaz
az N megfelel. �

• 74/−4 :
<

A =

m−1
∑

k=n

ak
qk

+

am − 1

qm
+

∞
∑

k=m+1

q − 1

qk
,

>

(3) A =

m−1
∑

k=n

ak
qk

+

am − 1

qm
+

∞
∑

k=m+1

q − 1

qk
,

• 77/-1 :

<
azaz) fg is analitikus c-ben.
>
azaz) fg is analitikus c-ben.

3.3.5.5 P�lda. Az x 7→ 1/x f�ggv�ny analitikus minden 0 6= a ∈ C pontban. A

geometriai sor �sszeg�t fogjuk felhaszn lni.

1

x
=

1

a− (a− x)
=

1

a

1

1− (x− a)/ − a
=

1

a

∞
∑

n=0

(−1
a

)n

(x− a)n.

• 78/−9 :
<

a
0

= a2
0

, 2a
1

= 2a
0

a
1

, 4a
2

= 2a
0

a
2

+ a2
1

,

8a
3

= 2a
0

a
3

+ 2a
1

a
2

, . . . , 2kan =

n
∑

k=0

akan−k, . . .

>

a
0

= a2
0

, 2a
1

= 2a
0

a
1

, 4a
2

= 2a
0

a
2

+ a2
1

,

8a
3

= 2a
0

a
3

+ 2a
1

a
2

, . . . , 2nan =

n
∑

k=0

akan−k, . . .
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• 78/−2 :
<
3.3.8. Az exponeni lis f�ggv�ny. Az exponeni lis f�ggv�nyt

>
3.3.8. Az exponeni lis f�ggv�ny. Az exponeni lis f�ggv�nyt az

• 79/12 :

<
3.3.9. Az e sz m. Az e := exp(1) sz mra nyilv n

2 < e = exp(1) =

∞
∑

n=0

1

n!
< 2 +

∞
∑

n=2

1

(n− 1)n
= 3.

>
3.3.9. Az e sz m. Az e := exp(1) sz mra sn =

∑n
k=0

1/k! jel�l�ssel nyilv n

sn < e < sn +
1

(n+ 1)!

(

1 +

1

n+ 2

+

1

(n+ 2)

2

+ · · ·
)

= sn +
n+ 2

(n+ 1)!(n+ 1)

,

ahonnan n = 35 v laszt ssal e = 2,7182818284590452353602874723526624977572 . . . .

• 83/−3 :
<

(3) h(z + 2πi) = h(z), sinh(z + 2πi) = sinh(z). �

>

(3) h(z + 2πi) = h(z), sh(z + 2πi) = sh(z). �

• 87/5 :

<
odik deriv ltf�ggv�nye. (A d2f/dx2 jel�l�s is haszn latos.) Induki¢val folytatva, az

>
odik deriv ltf�ggv�nye. (A d2f/dx2 jel�l�s is haszn latos.) Rekurzi¢val folytatva, az

• 87/10 :

<
 lhat¢ 0-ban. Olyan f : R→ R f�ggv�ny is l�tezik, amely sehol sem di�ereni lhat¢, de

>
 lhat¢ 0-ban (b r a jobb �s bal oldali deriv ltja l�tezik). Olyan f : R → R f�ggv�ny is

l�tezik, amely sehol sem di�ereni lhat¢, de

• 87/10 :

<
 lhat¢ 0-ban. Olyan f : R→ R f�ggv�ny is l�tezik, amely sehol sem di�ereni lhat¢, de

>
 lhat¢ 0-ban (b r a bal �s jobb oldali deriv ltak l�teznek, de nem egyeznek meg). Olyan

f : R→ R f�ggv�ny is l�tezik, amely sehol sem di�ereni lhat¢, de
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• 87/−7 :
<

4.1.5. P�ld k. A de�n¡i¢ alapj n konstans f�ggv�ny deriv lhat¢ �s a deriv ltja

nulla. Az f(x) = x, x ∈ K f�ggv�ny a de�n¡i¢ alapj n deriv lhat¢, �s deriv ltja 1.

Innen az f(x) = xn
, x ∈ K, n ∈ Z f�ggv�ny minden pontban, ahol �rtelmezve van,

di�ereni lhat¢ �s a deriv ltja f ′(x) = nxn−1
; ez n ∈ N eset�n a szorzat di�ereni l si

>

4.1.5. P�ld k. A de�n¡i¢ alapj n egy c konstans f�ggv�ny deriv lhat¢ �s a

deriv ltja nulla, valamint (cf)′ = cf ′. Az f(x) = x − c, x ∈ K f�ggv�ny a de�n¡i¢

alapj n deriv lhat¢, �s deriv ltja 1. Innen az f(x) = (x − c)n, x ∈ K, n ∈ Z f�ggv�ny

minden pontban, ahol �rtelmezve van, di�ereni lhat¢ �s a deriv ltja f ′(x) = n(x−c)n−1;
ez n ∈ N eset�n a szorzat di�ereni l si

• 88/1 :

<

A szorzat di�ereni l si szab ly b¢l az is k�vetkezik, hogy ha f egy polinom, n ∈
N+

�s c ∈ K az f egy n-szeres gy�ke, akkor c az f ′-nek (n− 1)-szeres gy�ke: Ha f(x) =
(x − c)ng(x), akkor f ′(x) = (x − c)n−1

(

(x − c)g′(x) + ng(x)
)

. Mivel a z r¢jelben  ll¢

kifejez�s �rt�ke a c helyen ng(c), ami nem nulla, c pontosan (n− 1)-szeres gy�ke f ′-nek.

>

A szorzat di�ereni l si szab ly b¢l az is k�vetkezik, hogy ha f egy polinom,

n ∈ N+

�s c ∈ K az f egy n-szeres gy�ke, akkor c az f ′-nek (n − 1)-szeres gy�ke: Ha

f(x) = (x− c)ng(x), akkor f ′(x) = (x− c)n−1
(

(x− c)g′(x) + ng(x)
)

. Mivel a z r¢jelben

 ll¢ kifejez�s �rt�ke a c helyen ng(c), ami nem nulla, c pontosan (n − 1)-szeres gy�ke

f ′-nek.

• 89/18 :

<

hatv nysort, a Taylor-sort (ha c = 0, akkor a sor MaLaurin-sornak szok s nevezni). Az

>

hatv nysort, a Taylor-sort (ha c = 0, akkor a sort MaLaurin-sornak szok s nevezni).

Az

• 92/16 :

<

4.2.3. Cauhy k�z�p�rt�k-t�tele. Ha −∞ < a < b < ∞, f, g : [a, b℄ →
R az [a, b℄-n folytonos f�ggv�nyek, amelyek ℄a, b[-n di�ereni lhat¢ak, akkor van olyan

ξ ∈ ℄a, b[, amelyre

>

4.2.3. Cauhy k�z�p�rt�k-t�tele. Ha a, b ∈ R, a < b, f, g : [a, b℄→ R az [a, b℄-
n folytonos f�ggv�nyek, amelyek ℄a, b[-n di�ereni lhat¢ak, akkor van olyan ξ ∈ ℄a, b[,
amelyre
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• 92/−3 :
<
T�tel. Ha −∞ ≤ a < b ≤ ∞, f : ℄a, b[→ R di�ereni lhat¢, akkor

(1) f akkor �s sak akkor monoton n�veked�, ha f ′(x) ≥ 0 minden x ∈ ℄a, b[-re;
(2) f akkor �s sak akkor monoton s�kken�, ha f ′(x) ≥ 0 minden x ∈ ℄a, b[-re;
(3) f akkor �s sak akkor konstans, ha f ′(x) = 0 minden x ∈ ℄a, b[-re.

>
T�tel. Ha I ⊂ R intervallum, f : I → R di�ereni lhat¢ az I bels� pontjaiban �s

folytonos az esetleges hat rpontokban, akkor

(1) f akkor �s sak akkor monoton n�veked�, ha f ′(x) ≥ 0 az I minden bels� pontj ban;

(2) f akkor �s sak akkor monoton s�kken�, ha f ′(x) ≤ 0 az I minden bels� pontj ban;

(3) f akkor �s sak akkor konstans, ha f ′(x) = 0 az I minden bels� pontj ban.

• 93/2 :

<
a < x

1

< x
2

< b p rhoz van olyan x
1

< x < x
2

, amelyre f(x
2

)−f(x
1

) = f ′(x)(x
2

−x
1

) ≥
0, kapjuk a monoton n�veked�st.

>
I-beli a < b p rhoz van olyan a < x < b, amelyre f(b)− f(a) = f ′(x)(b− a) ≥ 0, kapjuk

a monoton n�veked�st.

• 93/7 :

<
f ′(x) > 0 minden x ∈ ℄a, b[-re, akkor f szigor£an monoton n�veked�, ha pedig f ′(x) < 0

minden x ∈ ℄a, b[-re, akkor f szigor£an monoton s�kken�. Itt azonban nem igaz a

megford¡t s, mint az x 7→ x3 f�ggv�ny p�ld ja mutatja.

>
f ′(x) > 0 minden x bels� pontj ra I-nek, akkor f szigor£an monoton n�veked�, ha pedig

f ′(x) < 0 minden x bels� pontj ra I-nek, akkor f szigor£an monoton s�kken�. Itt

azonban nem igaz a megford¡t s, mint az x 7→ x3 f�ggv�ny p�ld ja mutatja. A k�vetkez�

t�tel sz�ks�ges �s el�gs�ges felt�telt ad, amely erre a f�ggv�nyre is alkalmazhat¢.

T�tel. Ha I ⊂ R intervallum, f : I → R di�ereni lhat¢ az intervallum bels�

pontjaiban �s folytonos az esetleges v�gpontokban, akkor

(1) f akkor �s sak akkor szigor£an monoton n�veked�, ha f ′(x) ≥ 0 az I minden

bels� pontj ban �s nins olyan nem �res ny¡lt r�szintervalluma I-nek, amelyen f ′

azonosan nulla;

(2) f akkor �s sak akkor monoton s�kken�, ha f ′(x) ≤ 0 az I minden bels� pontj ban

�s nins olyan nem �res ny¡lt r�szintervalluma I-nek, amelyen f ′ azonosan nulla.

Bizony¡t s. K�nnyen l that¢, hogy f akkor �s sak akkor szigor£an monoton, ha

monoton �s nins olyan nem �res, ny¡lt r�szintervallum, amelyen konstans, ¡gy a t�tel

k�vetkezik az el�z� t�telb�l. �
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• 95/9 :

<
f, g : ℄a, [→ R di�ereni lhat¢ f�ggv�nyek, g′(x) 6= 0, ha x ∈ ℄a, b[, �s hogy

>
f, g : ℄a, b[→ R di�ereni lhat¢ f�ggv�nyek, g′(x) 6= 0, ha x ∈ ℄a, b[, �s hogy

• 95/−13 :
<

(1)

f(x)− f(y)

x− y
=

f ′(t)

g′(t)
< r.

>

(1)

f(x)− f(y)

g(x)− g(y)
=

f ′(t)

g′(t)
< r.

• 96/−17 :
<
Konvex �s konk v f�ggv�nyek, inexi¢s hely. Ha −∞ ≤ a < b ≤ +∞, az

f : ℄a, b[→ R f�ggv�nyt konvexnek nevezz�k, ha a < x < y < b, 0 < λ < 1 eset�n

>
Konvex �s konk v f�ggv�nyek, inexi¢s hely. Ha I ⊂ R intervallum, az

f : I → R f�ggv�nyt konvexnek nevezz�k, ha I-beli x < y �s 0 < λ < 1 eset�n

• 96/−12 :
<

Ha az f f�ggv�ny az a < x < b pontban di�ereni lhat¢ �s van olyan ε > 0, hogy

>
Ha az f f�ggv�ny az I egy x bels� pontj ban di�ereni lhat¢ �s van olyan ε > 0, hogy

• 96/−8 :
<
∗
4.2.15. Seg�dt�tel. Ha −∞ ≤ a < b ≤ +∞, az f : ℄a, b[ → R f�ggv�ny akkor

�s sak akkor konvex, ha b rmely a < x < t < y < b eset�n
>
∗
4.2.15. Seg�dt�tel. Ha I ⊂ R intervallum, az f : I → R f�ggv�ny akkor �s

sak akkor konvex, ha b rmely I-beli x < t < y eset�n

• 97/6 :

<
4.2.16. T�tel. Ha −∞ ≤ a < b ≤ +∞, az f : ℄a, b[→ R di�ereni lhat¢ f�ggv�ny

>
4.2.16. T�tel. Ha I ⊂ R intervallum, az f : I → R di�ereni lhat¢ f�ggv�ny
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• 97/10 :

<
∗
Bizony¡t s. Ha f konvex, �s a < x < t < r < y < b, akkor k�tszer alkalmazva

az

>
∗
Bizony¡t s. Ha f konvex, �s x < t < r < y az I-ben van, akkor k�tszer

alkalmazva az

• 97/16 :

<
A t�bbi eset bizony¡t sa hasonl¢, de a szigor£ esetekn�l t�bbsz�r kell alkalmazni az el�z�

lemm t. �

4.2.17. K�vetkezm�ny. Ha −∞ ≤ a < b ≤ +∞, az f : ℄a, b[ → R k�tszer

di�ereni lhat¢ f�ggv�ny akkor �s sak akkor konvex, illetve konk v, ha f ′′ ≥ 0, illetve

f ′′ ≤ 0. �

4.2.18. K�vetkezm�ny. Ha −∞ ≤ a < b ≤ +∞, �s az f : ℄a, b[ → R k�tszer

di�ereni lhat¢ f�ggv�nyre f ′′ > 0, illetve f ′′ < 0, akkor f szigor£an konvex, illetve

szigor£an konk v. �

4.2.19. K�vetkezm�ny. Ha −∞ ≤ a < b ≤ +∞, az f : ℄a, b[ → R di�ereni l-

hat¢ f�ggv�nynek pontosan akkor van f ′′ > 0, illetve f ′′ < 0, akkor f szigor£an konvex,

illetve szigor£an konk v. �

>
A t�bbi eset bizony¡t sa hasonl¢, de a szigor£ esetekn�l h romszor kell alkalmazni az

el�z� lemm t. �

• 99/−6 :
<
4.2.25. Aszimpt¢t k. Szeml�letesen, ezek olyan ax+ by = c, ab 6= 0 egyenlet�

>
4.2.25. Aszimpt¢t k. Szeml�letesen, ezek olyan ax + by = c, |a| + |b| 6= 0

egyenlet�

• 101/3 :

<
az f ∈ K

2

→ K
3

f�ggv�nynek pedig l�tezik primit¡v f�ggv�nye, rng(g) ⊂ dmn(f) �s
>

az f ∈ K
2

→ K
3

f�ggv�nynek pedig l�tezik primit¡v f�ggv�nye, rng(g) ⊂ dmn(f),

• 103/−6 :
<

thx =

1

2

log

(

1 + x

1− x

)

= x+
x3

3

+ · · · =
∞
∑

k=0

x2k+1

2k + 1

,
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ha x ∈ ℄−1, 1[ �sszef�gg�s. Egy�bk�nt ln(1+x) hatv nysor b¢l Abel t�tel�t felhaszn lva
>

arthx =

1

2

ln

(

1 + x

1− x

)

= x+
x3

3

+ · · · =
∞
∑

k=0

x2k+1

2k + 1

,

ha x ∈ ℄−1, 1[ �sszef�gg�s. P�ld ul x = 1/3 v laszt ssal, 42-ig �sszegezve, �s az elhagyott
tagok �sszeg�t m�rtani sorral bes�lve,

ln 2 = 0,6931471805599453094172321214581765680755 . . . .

Egy�bk�nt ln(1 + x) hatv nysor b¢l Abel t�tel�t felhaszn lva

• 104/3 :

<

artg(x) = x− x3

3

+

x5

5

∓ · · · =
∞
∑

n=0

x2n+1

2n+ 1

,

ha x ∈ ℄−1, 1[.
>

artg(x) = x− x3

3

+

x5

5

∓ · · · =
∞
∑

n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1

,

ha x ∈ ℄−1, 1[.
5.1.12.5. A π kisz m¡t sa. Ha tg z

1

, tg z
2

, tg(z
1

+ z
2

) �rtelmezve vannak, akkor

tg(z
1

+ z
2

) =

sin(z
1

) os(z
2

) + os(z
1

) sin(z
2

)

os(z
1

) os(z
2

)− sin(z
1

) sin(z
2

)

=

tg(z
1

) + tg(z
2

)

1− tg(z
1

) tg(z
2

)

,

ez a tg f�ggv�ny add¡i¢s k�plete. Innen tg

(

2 artg(1/5)
)

= (2/5)/(1− 1/25) = 5/12 �s

tg

(

4 artg(1/5)
)

= (10/12)/(1− 25/144) = 120/119. Ugyan¡gy

tg

(

4 artg(1/5)− artg(1)

)

= (120/119− 1)/(1 + 120/119) = 1/239,

vagyis π/4 = artg 1 = 4 artg(1/5)− artg(1/239). Az x = 1/5 esetben artg sor t n =

27-ig, az x = 1/239 esetben n = 7-ig �sszeadva, mindk�t esetben a hib t az els� elhagyott

taggal bes�lve, azt kapjuk, hogy π = 3,1415926535897932384626433832795028841971 . . . .

• 104/13 :

<

(1 + x)α
∑∞

n=1

(

α
n

)

nxn−1 − α(1 + x)α−1
∑∞

n=0

(

α
n

)

xn

(1 + z)2α
,

>

(1 + x)α
∑∞

n=1

(

α
n

)

nxn−1 − α(1 + x)α−1
∑∞

n=0

(

α
n

)

xn

(1 + x)2α
,
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• 107/3 :

<

tegr lhat¢k, ahol u els�fok£ f�polinom vagy val¢s gy�k n�lk�li m sodfok£ f�polinom �s

>

tegr lhat¢k, ahol v els�fok£ f�polinom vagy val¢s gy�k n�lk�li m sodfok£ f�polinom �s

• 108/−8 :
<

ahonnan x = (t2 − γ)/(β − 2

√
αt). Ha c > 0, akkor a

√

αx2 + βx+ γ = xt+
√
γ

>

ahonnan x = (t2 − γ)/(β − 2

√
αt). Ha γ > 0, akkor a

√

αx2 + βx + γ = xt+
√
γ

• 111/9 :

<

Bizony¡t s. Az el�z� seg�dt�tel szerint, ha adott ε > 0-hoz δ : [a, b℄ → R+

olyan

f�ggv�ny, hogy b rmely k�t δ-�nom P
1

�s P
2

feloszt sra

∣

∣s(f, P
1

)− s(f, P
2

)

∣

∣ ≤ ε, akkor
ugyanez [a, c℄ �s [c, b℄ δ-�nom pontozott feloszt saira is teljes�l. Innen f integr lhat¢

[a, c℄-n �s [c, b℄-n is. Legyen P ′ egy δ-�nom pontozott feloszt sa [a, c℄-nek, P ′′ pedig
[c, b℄-nek. Ekkor P = P ′ ∪ P ′′ egy δ-�nom pontozott feloszt sa [a, b℄-nek, �s s(f, P ) =
s(f, P ′) + s(f, P ′′), tov bb  mivel az integr lk�zel¡t� �sszeg tetsz�legesen k�zel lehet az

integr lhoz,

∣

∣s(f, P )−
∫ b

a
f
∣

∣ ≤ ε,
∣

∣s(f, P ′)−
∫ c

a
f
∣

∣ ≤ ε �s
∣

∣s(f, P ′′)−
∫ b

c
f
∣

∣ ≤ ε. Innen

>

Bizony¡t s. Az el�z� seg�dt�tel szerint, ha adott ε > 0-hoz δ : [a, b℄ → R+

olyan f�ggv�ny, hogy b rmely k�t δ-�nom P
1

�s P
2

feloszt sra

∣

∣s(f, P
1

) − s(f, P
2

)

∣

∣ ≤ ε,
akkor ugyanez [a, c℄ �s [c, b℄ δ-�nom pontozott feloszt saira is teljes�l. Innen f integr l-

hat¢ [a, c℄-n �s [c, b℄-n is. Legyen P ′ egy δ-�nom pontozott feloszt sa [a, c℄-nek, P ′′

pedig [c, b℄-nek. Ekkor P = P ′ ∪ P ′′ egy δ-�nom pontozott feloszt sa [a, b℄-nek, �s
s(f, P ) = s(f, P ′) + s(f, P ′′), tov bb  mivel az integr lk�zel¡t� �sszeg tetsz�legesen k�zel

lehet az integr lhoz,

∣

∣s(f, P ) −
∫ b

a
f
∣

∣ ≤ ε,
∣

∣s(f, P ′) −
∫ c

a
f
∣

∣ ≤ ε �s

∣

∣s(f, P ′′) −
∫ b

c
f
∣

∣ ≤ ε.
Innen

• 111/−5 :
<

Ha −∞ < u < v < +∞ �s az f : [u, v℄→ K f�ggv�ny Riemann-integr lhat¢, akkor

esetsz�tv laszt ssal azonnal ad¢dik, hogy a, b, c ∈ [u, v℄ eset�n
∫ c

a f +

∫ b

c f =

∫ b

a f .

>

Ha −∞ < u < v < +∞ �s az f : [u, v℄ → K f�ggv�ny integr lhat¢, akkor eset-

sz�tv laszt ssal azonnal ad¢dik, hogy a, b, c ∈ [u, v℄ eset�n
∫ c

a
f +

∫ b

c
f =

∫ b

a
f . Az is

teljes�l, hogy b rmely c ∈ R-re az
∫ b

a f(x) dx �s

∫ b+c

a+c f(x+ c) dx, illetve az
∫ b

a cf(cx) dx

�s

∫ bc

ac
f(x) dx integr lok egyszerre l�teznek �s egyenl�ek, mert az integr lk�zel¡t� �ssze-

gek egyenl�ek.
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• 114/15 :

<

∣

∣f(y)− f(x)− (y − x)f ′(t)
∣

∣ ≤
∣

∣f(y)− f(t)− (y − t)f ′(t)
∣

∣

+

∣

∣f(t)− f(x)− (t− x)f ′(t)
∣

∣

≤ η(y − t) + η(t− x) = η(y − x).

>

∣

∣f(y)− f(x)− (y − x)f ′(t)
∣

∣ ≤
∣

∣f(y)− f(t)− (y − t)f ′(t)
∣

∣

+

∣

∣f(t)− f(x)− (t− x)f ′(t)
∣

∣

≤ ε(y − t) + ε(t− x) = ε(y − x).

• 117/−4 :
<

f/g is abszol£t integr lhat¢.

>
f/g is abszol£t integr lhat¢. A k�vetkez� t�tel is bizony¡that¢ a Lebesgue-integr l elm�-

let�ben, l sd p�ld ul a [35℄ k�nyvben.

5.2.28.3. T�tel. Legyen [a, b℄ ⊂ R, f : [a, b℄ → K abszol£t integr lhat¢, F az f
integr lf�ggv�nye. Ekkor F majdnem minden�tt di�ereni lhat¢ �s deriv ltja majdnem

minden�tt megegyezik f -fel. �

5.2.28.7. T�tel: pari lis integr l s integr lf�ggv�nyekre. Legyen [a, b℄ ⊂
R, f, g : [a, b℄ → K abszol£t integr lhat¢ak, F �s G az integr lf�ggv�ny�k. Ekkor az

al bbi integr lok l�teznek �s

∫ b

a

fG+

∫ b

a

Fg = F (b)G(b)− F (a)G(a).

Bizony¡t s. Az abszol£t integr lhat¢ f�ggv�nyekr�l eddig mondottak alapj n el

tudjuk v�gezni a bizony¡t st. Mivel fG �s Fg is abszol£t integr lhat¢ak, az integr lf�gg-
v�ny�k di�ereni lhat¢ majdnem minden�tt. De FG is majdnem minden�tt di�ereni-

 lhat¢ �s deriv ltja majdnem minden�tt fG+ Fg, ¡gy FG az fG �s a Fg integr lf�gg-

v�ny�nek �sszege. �gy az el�z� t�telb�l k�vetkezik az  ll¡t s. �

• 121/−1 :
<

g�vel az �sszef�gg�s k�nnyen k�vetkezik.

>
g�vel az �sszef�gg�s k�nnyen k�vetkezik.

5.3.4.5 P�lda. Kisz m¡tjuk az R > 0 sugar£ g�mb t�rfogat t. Mivel y =√
R2 − x2, a t�rfogat

π

∫ R

−R

(R2 − x2) dx =

4R3π

3

.
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• 122/12 :

<
az �sszef�gg�s k�nnyen k�vetkezik.

>
g�vel az �sszef�gg�s k�nnyen k�vetkezik.

5.3.5.5 P�lda. Kisz m¡tjuk az R > 0 sugar£ g�mb felsz¡n�t. Mivel y =
√
R2 − x2

deriv ltja −x/
√
R2 − x2, a felsz¡n

2π

∫ R

−R

√

R2 − x2
√

1 + x2/(R2 − x2) dx = 2π

∫ R

−R

Rdx = 4R2π.

• 124/−11 :
<

xn+1

= xn − tn
f(xn)

f ′(xn)

alakban keress�k a k�vetkez� k�zel¡t�st, ahol tn pozit¡v val¢s sz m. Elj rhatunk £gy,

hogy el�sz�r tn = 1-gyel pr¢b lkozunk; ha az ¡gy kapott xn+1

-re

∣

∣f(xn+1

)

∣

∣ <
∣

∣f(xn)
∣

∣

,

akkor ezt v lasztjuk k�vetkez� k�zel¡t�snek, egy�bk�nt tn-et s�kkentj�k. Az iter i¢

sak akkor szakad meg, ha valamelyik l�p�sben f ′(xn) = 0.

>

xn+1

= xn − αn
f(xn)

f ′(xn)

alakban keress�k a k�vetkez� k�zel¡t�st, ahol az 0 < αn ≤ 1 relax i¢s param�tert £gy

v lasztjuk, hogy

∣

∣f(xn+1

)

∣

∣ <
∣

∣f(xn)
∣

∣

legyen. Ez mindig lehets�ges, ha f(xn) 6= 0 �s

f ′(xn) 6= 0: N�zz�k meg, milyen ir ny£ h-t kell v lasztanunk, hogy az abszol£t �rt�k a

lehet� legjobban s�kkenjen. A h adott (kis) hossza mellett f(x)+f ′(x)h abszol£t �rt�ke

akkor lesz a legkisebb, ha egyenesen a nulla fel� mozdulunk el, teh t ha f ′(x)h az f(x)
ellentettj�nek egy pozit¡v konstansszorosa, vagyis ha h az f(x)/f ′(x) ellentettj�nek egy

pozit¡v konstansszorosa. Mivel f(x + h) = f(x) + f ′(x)h + r(h), azt kapjuk, hogy el�g

kis |h| eset�n
∣

∣f(x+ h)
∣

∣ −
∣

∣f(x)
∣

∣ ≤ −
∣

∣hf ′(x)
∣

∣

+

∣

∣r(h)
∣

∣.

Az x = xn, �xn = −f(xn)/f
′
(xn), h = α�xn jel�l�ssel

∣

∣f(xn + α�xn)
∣

∣−
∣

∣f(xn)
∣

∣

α
∣

∣f(xn)
∣

∣

≤ −1 +
∣

∣r(α�xn)

α
∣

∣f(xn)
∣

∣

→ −1,

ha α → 0. Ǳltal ban azt k�vetelj�k meg, hogy a h nyados kisebb legyen, mint 1 − σ
valamely 0 < σ < 1/2 �rt�kre. (Rendszerint 10

−5 ≤ σ ≤ 10

−1
.) Ezt £gy �rj�k el, hogy

αn = 1 v laszt ssal pr¢b lkozunk, �s ha a felt�tel nem teljes�l, akkor s�kkentj�k αn-et,

rendszerint szorozzuk ̺-val, ahol 0 < ̺ < 1,  ltal ban 0,3 ≤ ̺ ≤ 0,8.
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• 126/−8 :
<

f�ggv�nyeket is els�faj£ Bessel-f�ggv�nyeknek h¡vjuk.

>
f�ggv�nyeket is els�faj£ Bessel-f�ggv�nyeknek h¡vjuk.

* 5.3.13.5. Gener torf�ggv�nyek. Sokszor �lszer� egy sz msorozatot egy anali-

tikus f�ggv�nybe, £gynevezett gener torf�ggv�nybe �sszefogni. A g
0

, g
1

, g
2

, . . . komplex

sz msorozat gener torf�ggv�ny�n a

G(z) =

∞
∑

n=0

gnz
n

�sszef�gg�ssel de�ni lt f�ggv�nyt �rtj�k, ha a hatv nysor konvergens a nulla egy k�rnye-

zet�ben. Ha az f
0

, f
1

, f
2

, . . . sorozat gener torf�ggv�nye F , akkor a hatv nysorok ismert

tulajdons gaib¢l ad¢dnak az al bbi �sszef�gg�sek:

αF (z) + βG(z) =
∞
∑

n=0

(αfn + βgn)z
n
;

zmG(z) =
∑

n≥m

gn−mzn;

G(z)− g
0

− g
1

z − · · · − gm−1z
m−1

zm
=

∑

n=0

gn+mzn;

G(cz) =

∞
∑

n=0

cngnz
n
;

G′(z) =

∞
∑

n=0

(n+ 1)gn+1

zn;

F (z)G(z) =
∞
∑

n=0

(

n
∑

k=0

fkgn−k

)

zn.

A fenti �sszef�gg�sek kombin l s val k�nnyen kaphatunk £jabb �sszef�gg�seket, p�ld ul

zG′(z) =

∞
∑

n=0

ngnz
n, z2G′′(z) =

∞
∑

n=0

n(n− 1)gnz
n,

�s ¡gy

z2G′′(z) + zG′(z) =
∞
∑

n=0

n2gnz
n,

vagy hogy ha F a G azon primit¡v f�ggv�nye, amelyre F (0) = 0, akkor

F (z) =

∞
∑

n=1

gn−1
n

zn.
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A fenti �sszef�gg�sek gener torf�ggv�nyek line ris kombin l s ra, szorz s ra, di�e-

reni l s ra �s integr l s ra, £j v ltoz¢ bevezet�s�re �s a sorozat eltol s ra vonatkoznak.

Ha ismert hatv nysorokat is felhaszn lunk (Newton binomi lis sora, az exponeni lis

f�ggv�ny sora, 1/(1− z) sora, stb.) £jabb �sszef�gg�seket kaphatunk, p�ld ul

G(z)

1− z
=

∞
∑

n=0

(

∑

0≤k≤n

gk

)

zn.

Mindezek nagyon hasznosak p�ld ul a val¢sz¡n�s�gsz m¡t sban, mi is fel fogjuk haszn lni

�ket.

N�h ny tr�kk az alkalmaz sokhoz: Ha gn legfeljebb d-ed fok£ polinomja n-nek,
akkor G(z) raion lis t�rtf�ggv�ny, amelynek nevez�je (1 − z)d+1

. Ha ez az n mod

m marad�kt¢l f�gg�en m s-m s polinommal teljes�l, akkor v�ges sok (1 − zj)dj
alak£

t�nyez� szorzata a nevez�. Ha gn rekurz¡v, gn = c
1

gn−1 + c
2

gn−2 + · · · + cdgn−d, ha
n ≥ d, akkor G raion lis t�rtf�ggv�ny, amelynek nevez�je d-ed fok£ polinom. Ha a cj
egy�tthat¢k nem konstansok, hanem polinomjai n-nek, akkor G egy polinomegy�tthat¢s

line ris di�ereni legyenletnek tesz eleget. P�ld ul az f
0

= 0, f
1

= 1, fn = fn−1 + fn−2,
ha n > 1 Fibonai-sz mokra

F (z) = f
0

+ f
1

z + f
2

z2 + f
3

z3 + f
4

z4 + . . . ,

zF (z) = f
0

z + f
1

z2 + f
2

z3 + f
3

z4 + . . . ,

z2F (z) = f
0

z2 + f
1

z3 + f
2

z4 + . . . ,

amib�l kivon ssal (1− z − z2)F (z) = z. Ebb�l pari lis t�rtekre bont ssal

F (z) =
1√
5

(

1

1− φ
1

z
− 1

1− φ
2

z

)

,

ahol φ
1

= (1 +

√
5)/2, φ

2

= 1− φ
1

= (1−
√
5)/2. Innen

F (z) =

∞
∑

j=0

1√
5

(φn
1

− φn
2

)zn,

azaz fn = (φn
1

− φn
2

)/
√
5. A levezet�s nem pre¡z, mert a hatv nysorok konvergeni j t

nem vizsg ltuk, de pontoss  tehet�.

N�ha m s m¢don rendel�nk egy sorozathoz egy f�ggv�nyt. P�ld ul ha gn valamely

permut i¢k sz ma, vagy egyszer�en sak a gener torf�ggv�nyt de�ni l¢ hatv nysor nem

konverg l a nulla egy k�rnyezet�ben, akkor haszn lhatjuk a gn/n! sorozat gener torf�gg-
v�ny�t, ez a gn sorozat exponeni lis gener torf�ggv�nye. A sz melm�letben gyakran

haszn lj k a

∞
∑

n=1

gn
nz

Dirihlet-f�le gener torf�ggv�nyt; az 1, 1, 1, . . . sorozathoz tartoz¢ Dirihlet-f�le gener -

torf�ggv�ny a nevezetes ζ f�ggv�ny .
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• 128/−11 :
<

¡gy a sor konvergens.

>

¡gy a sor konvergens, s�t, ha α komplex, ℜ(α) > 1, akkor is abszol£t konvergens.

• 129/6 :

<

Jel�l�s. B r a k¢dol selm�letben v�ges testek is szerepet j tszanak, sz -

>

Jel�l�s. B r a k¢dol selm�letben v�ges testek is szerepet j tszanak, �s a line ris

algebr t ak r ferdetestekre is lehetne t rgyalni, sz -

• 136/13 :

<

Gauss{Jordan-kik�sz�b�l�s eset�n a k-adik l�p�sben �sszesen n−1 oszt sra �s (n−
k + m)(n − 1) szorz sra �s kivon sra van sz�ks�g. Az xk meghat roz s hoz viszont

minden

>

Gauss{Jordan-kik�sz�b�l�s eset�n a k-adik l�p�sben �sszesen n − 1 oszt sra �s

(n− k +m)(n− 1) szorz sra �s kivon sra van sz�ks�g. Az xk meghat roz s hoz viszont

minden

• 144/−10 :
<

dimenzi¢s, �s dimenzi¢ja a t�nyez�k dimenzi¢inak �sszege. �

>

dimenzi¢s, �s dimenzi¢ja a tagok dimenzi¢inak �sszege. �

• 150/19 :

<

 ris transzform i¢knak nevezz�k. Ha egy line ris transzform i¢ U -t U -ra k�pezi le

k�ls�n�sen egy�rtelm�en, akkor regul risnak nevezz�k, egy�bk�nt szingul risnak.

>

 ris transzform i¢knak nevezz�k.

• 161/−15 :
<

Mivel a jobb oldalon szerepl� x line ris kombin i¢ra S(x, x) ≥ 0, ugyanez teljes�l a jobb

>

Mivel a bal oldalon szerepl� x line ris kombin i¢ra S(x, x) ≥ 0, ugyanez teljes�l a jobb
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• 163/6 :

<
Egy B : V × V → C konjug lt biline ris form t Hermite-szimmetrikusnak, illetve

Hermite-antiszimmetrikusnak nevez�nk, ha B(x, y) = B(y, x), illetve B(x, y) = −B(y, x)
minden x, y ∈ V -re. Nyilv n B pontosan akkor Hermite-szimmetrikus, ha iB Hermite-

antiszimmetrikus. Tetsz�leges B konjug lt biline ris forma egy�rtelm�en ¡rhat¢ fel B =

S+A alakban, ahol S Hermite-szimmetrikus, A pedig Hermite-antiszimmetrikus, ugyanis

>
Egy B : V × V → C konjug lt biline ris form t Hermite-szimmetrikusnak, il-

letve Hermite-antiszimmetrikusnak nevez�nk, ha B(x, y) = B(y, x), illetve B(x, y) =

−B(y, x) minden x, y ∈ V -re. Nyilv n B pontosan akkor Hermite-szimmetrikus, ha iB
Hermite-antiszimmetrikus. Tetsz�leges B konjug lt biline ris forma egy�rtelm�en ¡rhat¢

fel B = S +A alakban, ahol S Hermite-szimmetrikus, A pedig Hermite-antiszimmetrikus,

ugyanis

• 182/−4 :
<

pedig normatart¢ line ris bijeki¢.

>
pedig normatart¢ line ris bijeki¢.

A norm lt terek norm lt t�rbe val¢ lek�pez�seit  ltal ban oper tornak, skal r �r-

t�k� lek�pez�seit pedig funkion lnak nevezz�k.

• 183/−13 :
<

zat nak vagy skal ris szorzat nak jel�l�s�re az (x, y), (x|y), 〈x|y〉, x·y, xy �s x•y jel�l�sek
is szok sosak.

>
zat nak vagy skal ris szorzat nak jel�l�s�re az (x, y), (x|y), x · y, xy �s x • y jel�l�sek is

szok sosak.

• 183/−5 :
<

ki. Megjegyezz�k, hogy a �zik ban a m sodik v ltoz¢ban val¢ linearit st szok s feltenni,

ekkor az els� v ltoz¢b¢l emelhet� ki a skal r konjug ltja. (2)-b�l 〈0, x〉 = 0 = 〈x, 0〉
>

ki. Megjegyezz�k, hogy a �zik ban a 〈y|x〉 = 〈x, y〉 bels� szorzatot haszn lj k, ez a

m sodik v ltoz¢ban line ris �s az els� v ltoz¢b¢l emelhet� ki a skal r konjug ltja. (2)-

b�l 〈0, x〉 = 0 = 〈x, 0〉 minden

• 185/−10 :
<
6.3.10. Ǳltal nos¡tott Pythagoras-t�tel. Ha az X bels� szorzat t�r

>
6.3.10. Ǳltal nos¡tott Pitagorasz-t�tel. Ha az X bels� szorzat t�r
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• 193/12 :

<
olyan Q : X → Y line ris izometria �s P : X → X pozit¡v de�nit transzform i¢, hogy

A = QP , ha pedig dim(X) ≥ dim(Y ), akkor l�tezik olyan Q : Y → X line ris izometria

�s P : Y → Y pozit¡v de�nit transzform i¢, hogy A = PQ∗.
>

olyan Q : X → Y line ris izometria �s P : X → X pozit¡v szemide�nit transzform i¢,

hogy A = QP , ha pedig dim(X) ≥ dim(Y ), akkor l�tezik olyan Q : Y → X line ris

izometria �s P : Y → Y pozit¡v szemide�nit transzform i¢, hogy A = PQ∗.

• 193/−15 :
<

a m trix fel¡rhat¢ a = ~qsq′ alakban, ahol s egy m×n-as diagon lis m trix a f� tl¢j ban

 ll¢

>
a m trix fel¡rhat¢ a = ~qsq′ alakban, ahol s egy m× n-es diagon lis m trix a f� tl¢j ban

 ll¢

• 199/11 :

<
7.1.12. Konvex halmaz. Egy K feletti line ris t�r egy D r�szhalmaz t konvex

halmaznak nevezz�k, ha x, y ∈ K eset�n az x �s y pontot �sszek�t� szakasz λx+(1−λ)y,
0 < λ < 1 pontjai is benne vannak a halmazban. P�ld ul a g�mb�k konvex halmazok:

>
7.1.12. Konvex halmaz, konvex �s konk v f�ggv�ny. Egy R feletti line ris

t�r egy K r�szhalmaz t konvex halmaznak nevezz�k, ha x, y ∈ K eset�n az x �s y pontot

�sszek�t� szakasz αx + (1 − α)y, 0 < α < 1 pontjai is benne vannak a halmazban. Egy

val¢s �rt�k� f�ggv�nyt konvex f�ggv�nynek nevez�nk, ha egy K konvex halmazon van

�rtelmezve �s x, y ∈ K, 0 < α < 1 eset�n

f
(

αx+ (1− α)y
)

≤ αf(x) + (1− α)f(y);

ha az egyenl�tlens�g mindig szigor£, akkor szigor£an konvex f�ggv�nyr�l besz�l�nk, el-

lenkez� ir ny£ egyenl�tlens�g eset�n pedig konk v f�ggv�nyr�l illetve szigor£an konk v

f�ggv�nyr�l. Egy R feletti vektort�rben konvex kombin i¢n olyan aÆn kombin i¢t

�rt�nk, amelyben az egy�tthat¢k nemnegat¡vok. A tagsz m szerinti induki¢val ad¢-

dik, hogy egy K konvex halmazra, illetve egy rajta �rtelmezett konvex f�ggv�nyre ha

x
1

, . . . , xn ∈ K, akkor α
1

x
1

+ · · ·+ αnxn ∈ K �s

f
(

α
1

x
1

+ · · ·αnxn

)

≤ α
1

f(x
1

) + · · ·+ αnf(xn)

minden konvex kombin i¢ra. Az n = 2 esetben visszakapjuk a konvexs�g de�n¡i¢j t.

P�ld ul a g�mb�k konvex halmazok:
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• 202/18 :

<
k�vetkezik az el�z� t�telb�l, mert a valamely U k�rnyezet�ben

∣

∣h(x)−h(a)
∣

∣ < 1, ahonnan

>
k�vetkezik az el�z� seg�dt�telb�l, mert a valamely U k�rnyezet�ben

∣

∣h(x) − h(a)
∣

∣ < 1,

ahonnan

• 221/19 :

<
m¡g f ′(x) az L(Rn

;Rk
) t�r egy eleme, f ′′(x) m r az L

(

Rn
;L(Rn

;Rk
)

)

t�r eleme, stb., �s

ennek megfelel�en n� a pari lis deriv ltak sz ma is.

>
m¡g f ′(x) az L(Rn

;Rk
) t�r egy eleme, f ′′(x) m r az L

(

Rn
;L(Rn

;Rk
)

)

t�r eleme, stb.

• 221/−2 :
<

= lim

t→0

∂hm
∂hm−1

. . . ∂h
1

f(x+ thm)− ∂hm
∂hm−1

. . . ∂h
1

f(x)

t
>

= lim

t→0

∂hm−1

. . . ∂h
1

f(x+ thm)− ∂hm−1

. . . ∂h
1

f(x)

t

• 228/−14 :
<

�s folytonos az x egy k�rnyezet�ben, f (k)(x) = 0, ha 1 ≤ k < m. Ha a h 7→ f (m)

(x)hm

>
�s folytonos az x egy k�rnyezet�ben, f (k)(x) = 0, ha 1 ≤ k < m �s f (m)

(x) 6= 0. Ha a

h 7→ f (m)

(x)hm

• 229/−2 :
<

* 7.2.39. Lagrange-elv: felt�teles sz�ls��rt�k keres�se, egyenl�tlens�geket

is tartalmaz¢ felt�telrendszer. Legyen G ny¡lt r�szhalmaza Rn
-nek, fi : G → R,

i = 0, 1 . . . ,m folytonosan di�ereni lhat¢ak, m < n. Ha f
0

-nak a c ∈ G pontban

sz�ls��rt�ke (azaz minimuma vagy maximuma) van a

fi(c) ≤ 0, ha 1 ≤ i ≤ k, fi(c) = 0, ha k < i ≤ m

felt�telek mellett, akkor l�teznek olyan λi ∈ R, 0 ≤ i ≤ m nem mind nulla Lagrange-

multiplik torok, hogy λi ≥ 0, ha 0 ≤ i ≤ k, λifi(c) = 0, ha 1 ≤ i ≤ k �s

m
∑

i=0

λif
′
i(c) = 0.

Az F (x, λ) =
∑m

i=0

λifi(x) jel�l�ssel az utols¢ felt�tel Fx(c, λ) = 0 alakban ¡rhat¢.
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A t�telt �s bizony¡t s t P les [47℄ jegyzet�b�l vett�k  t. A bizony¡t s nem haszn lja

az impliit f�ggv�ny t�telt. Ezt a t�telt is gyakran alkalmazzuk lok lisan.

Bizony¡t s. Az  ltal noss g megszor¡t sa n�lk�l feltehetj�k, hogy c = 0 �s hogy

>
* 7.2.38.5. Lagrange-szorz¢k. Az

(1)

f
0

(x)→ min, x ∈ G

fj(x) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , k,

fj(x) = 0, j = k + 1, . . . ,m

felt�teles minimumprobl�m t akarjuk tanulm nyozni, ahol X ⊂ R
n
ny¡lt halmaz, fi :

X → R folytonosan di�ereni lhat¢ f�ggv�nyek. Sz�ks�ges �s el�gs�ges felt�telt is a

λj ∈ R Lagrange-szorz¢k seg¡ts�g�vel adhatunk:

(2)

m
∑

i=0

λif
′
i(c) = 0,

(3) λ
0

, λ
1

, . . . , λk ≥ 0, λjfj(c) = 0, j = 1, 2, . . . ,m;

(4) fj(c) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , k, fj(c) = 0, j = k + 1, . . . ,m.

Nyilv n ha fj(c) < 0, akkor λj = 0 kell legyen, (j = 1, . . . , k), ekkor azt mondjuk, hogy

a felt�tel nem akt¡v . Figyelj�k meg, hogy ha egy pozit¡v konstanssal megszorozzuk a

Lagrange-szorz¢kat, (2) �s (3) ekvivalens felt�telbe mennek  t, ¡gy ak r azt is feltehetj�k,

hogy vagy λ
0

= 0 (elfajul¢ eset), vagy λ
0

= 1 (nemelfajul¢ eset). Mindk�t esetben (2),

(3) �s (4) �sszesen n+m skal r egyenletet adnak c �s λ
1

, . . . , λm meghat roz s hoz.

A (2), (3) �s (4) felt�telek az L Lagrange-f�ggv�ny seg¡ts�g�vel is kifejezhet�k,

amelyet az

L(x, y) = λ
0

f
0

(x) +

m
∑

i=1

yifi(x)

�sszef�gg�ssel de�ni lunk, ahol y = (y
1

, y
2

, . . . , ym). P�ld ul a λ = (λ
1

, λ
2

, . . . , λm) je-

l�l�ssel (2) nyilv n ekvivalens az Lx(c, λ) = 0 felt�tellel, �s ha k = 0, akkor (4) ekvivalens

az Ly(c, λ) = 0 felt�tellel.

* 7.2.39. Lagrange-elv: felt�teles sz�ls��rt�k keres�se, egyenl�tlens�geket

is tartalmaz¢ felt�telrendszer. Az el�z� pont jel�l�seivel, tegy�k fel, hogy fi : G→ R,

i = 0, 1, . . . ,m folytonosan di�ereni lhat¢ak G-n.

Sz�ks�gess�g: Ha c ∈ G az (1) felt�teles minimumprobl�ma megold sa, akkor l�-

teznek olyan nem mind nulla Lagrange-szorz¢k, hogy (2), (3) �s (4) teljes�l.

El�gs�gess�g: A (2), (3) �s (4) felt�telekb�l k�vetkezik, hogy c megold sa (1)-nek,

felt�ve, hogy az al bbi k�t kieg�sz¡t� felt�tel teljes�l:

(5) λ
0

= 1;

(6) fi, i = 0, 1, . . . , k �s x 7→∑m
i=k+1

λifi(x) konvexek.
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A t�telt �s bizony¡t s t P les [47℄ jegyzet�b�l vett�k  t. A bizony¡t s nem haszn lja

az impliit f�ggv�ny t�telt. Ezt a t�telt is gyakran alkalmazzuk lok lisan.

Bizony¡t s. Az el�gs�gess�get bizony¡t sa teljesen elemi. Legyen

ϕ(t) = L(c+ t(x− c), λ),

ahol t ∈ [0, 1℄ �s x ∈ U r�gz¡tett. A ϕ f�ggv�ny konvex, �s (2) szerint ϕ′(0) ≥ 0, ez�rt a

[0, 1℄-en ϕ-nek minimuma van 0-ban. Innen k�vetkezik, hogy L(c, λ) ≤ L(x, λ), ha x ∈ G.
Mivel λ

0

= 1, a (3) �s (4) felt�telekb�l f
0

(c) = L(c, λ). Minden x-re, amely teljes¡ti az

(1)-ben szerepl� mell�kfelt�teleket, L(x, λ) ≤ f
0

(x), mivel λj ≥ 0 (j = 1, . . . , k). Innen
f
0

(c) ≤ f
0

(x).

A sz�ks�gess�g bizony¡t s ban az  ltal noss gmegszor¡t sa n�lk�l feltehetj�k, hogy

c = 0 �s hogy

• 230/−1 :
<

(3) 2λ
0

x∗ +
m
∑

i=0

λi∇fi(x∗) = 0.

>

(3) λ
0

∇f(x∗) + 2λ
0

x∗ +
m
∑

i=0

λi∇fi(x∗) = 0.

• 231/6 :

<

(4) f ′
0

(x∗) + 2x∗ + 2N

( k
∑

i=1

f+i (x
∗
)∇fi(x∗) +

m
∑

i=k+1

fi(x
∗
)∇fi(x∗)

)

= 0.

>

(4) ∇f
0

(x∗) + 2x∗ + 2N

( k
∑

i=1

f+i (x
∗
)∇fi(x∗) +

m
∑

i=k+1

fi(x
∗
)∇fi(x∗)

)

= 0.

• 231/−1 :
<

 ll¡t s t kapjuk. �

>
 ll¡t s t kapjuk. �
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7.2.39.2 K�vetkezm�ny. Ha fi(x) = aix − bi, ahol ai sorm trix, i = 1, . . . ,m,

akkor a sz�ks�gess�gn�l a Lagrange-szorz¢k v laszthat¢k £gy, hogy λ
0

= 1 legyen.

Bizony¡t s. Feltehetj�k, hogy minden felt�tel egyenl�tlens�g, mert egy aix−bi = 0

alak£ felt�tel helyett ¡rhatunk egy aix−bi ≤ 0, −(aix−bi) ≥ 0 felt�tel p rt. Feltehetj�k,

hogy sak az els� r felt�tel akt¡v, azaz fi(c) < 0, ha r < i ≤ m. �gy λi = 0, ha i > r,
�s a (2) felt�tel λ

0

a
0

+ λ
1

a
1

+ · · ·+ λrar = 0, ahol a
0

= f ′
0

(c). Tegy�k fel, hogy λ
0

= 0.

Ha van olyan h ∈ Rn
, hogy aih ≤ 0, i = 1, . . . , r �s a

0

h < 0, akkor el�g kis pozit¡v t-re
x = c + th ∈ G m�g mindig teljes¡ti a mell�kfelt�teleket, de f

0

(x) < f
0

(c), azaz c nem
minimum. Teh t nins ilyen h. Ekkor viszont a Farkas-lemma szerint (l sd kisit k�s�bb)

l�teznek olyan nemnegat¡v µi sz mok, hogy a
0

+ µ
1

a
1

+ · · · + µrar = 0. A µi = 0, ha

i > r v laszt ssal, a k�t egyenletet �sszeadva

a
0

+ (λ
1

+ µ
1

)a
1

+ · · ·+ (λk + µk)ak = 0,

valamint (3) �s (4) is teljes�lnek λi helyett λi + µi-vel.

* 7.2.39.3 Elv laszt si t�tel. Legyen K ⊂ Rn
z rt, konvex halmaz, a ∈ Rn

. Ekkor

l�tezik K-ban (az Rn
szok sos bels� szorzat b¢l sz maz¢ norm ra n�zve) a-t legjobban

approxim l¢ b elem, egy�rtelm�, �s 〈x − b, a− b〉 ≤ 0 minden x ∈ K-ra.

Ha a /∈ K, akkor azt mondjuk, hogy az 〈x − b, a − b〉 = 0 hipers¡k elv lasztja K
pontjait a-t¢l: a bels� szorzat x = a-ra pozit¡v, m¡g x ∈ K-ra nem pozit¡v. Szeml�letesen,

a a hipers¡k egyik oldal n van, m¡g K a m sikon.

Bizony¡t s. Legyen D = d(a,K). A D = 0 eset trivi lis, b = a. Egy�bk�nt van

olyan bn ∈ K sorozat, hogy ‖bn − a‖ → D. A paralelogramma-azonoss g szerint

2‖bn − a‖2 + 2‖bm − a‖2 = ‖bn − bm‖2 + ‖bn + bm − 2a‖2 ≥ ‖bn − bm‖2 + 4D2,

mivel (bn + bm)/2 ∈ K. Innen viszont ‖bn − bm‖2 → 0, azaz bn Cauhy-sorozat. Legyen

b a hat r�rt�ke, erre a norma folytonoss ga miatt ‖b − a‖ = D. Ha x ∈ K tetsz�leges,

x 6= b, akkor x − b �s a − b nem z rhatnak be hegyes sz�get, mert akkor b-b�l x fel�

haladva az �sszek�t� szakaszon, di�ereni l ssal ad¢dik, hogy kezdetben a t vols g s�k-

kenne. Ha viszont nem hegyessz�get z rnak be, akkor a t vols g n�, amib�l k�vetkezik

az egy�rtelm�s�g. �

* 7.2.39.4 Farkas-lemma. Legyen X = Rn
�s a

0

, a
1

, . . . , am az X ′ du lis t�r

elemei. A k�vetkez� k�t felt�tel ekvivalens:

(1) minden h ∈ X-re, amire aih ≥ 0, i = 1, . . . ,m, az is teljes�l, hogy a
0

h ≥ 0;

(2) l�teznek olyan µ
1

, . . . , µm nemnegat¡v val¢s sz mok, hogy a
0

=

∑m
j=1

µjaj.

Bizony¡t s. Nyilv n (2)-b�l k�vetkezik (1). Tegy�k fel, hogy (2) nem teljes�l. Je-

l�ljeK az a
1

, . . . , am nemnegat¡v egy�tthat¢s line ris kombin i¢inak halmaz t. Nyilv n

K konvex. Megmutatjuk, hogy K z rt. Tartalmazhat alteret: legyen L egy maxim lis

dimenzi¢s altere. Az L egy�rtelm�, mert ha lenne m sik ugyanilyen dimenzi¢s alt�r is K-

ban, akkor azok �sszege nagyobb dimenzi¢s altere lenne K-nak. Tekints�k azon ai-ket,
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amelyek ninsenek L-ben. Feltehetj�k, hogy ezek a
1

, . . . , ak. Jel�lje K
1

ezen vektorok

konvex kombin i¢inak halmaz t (ha k = 0, akkor K
1

�res). Ha y a K
1

egy torl¢d si

pontja, akkor van olyan yn ∈ K sorozat, amelyre yn → y. A kombin l¢ egy�tthat¢k

korl tos sorozatot alkotnak Rk
-ban, aminek a Bolzano{Weierstrass-f�le kiv laszt si t�-

tel szerint van konvergens r�szsorozata. Az yn megfelel� r�szsorozata egy�tthat¢inak

�sszege 1, ¡gy ad¢dik, hogy y ∈ K
1

. Megmutatjuk, hogy K
1

diszjunkt L-t�l, amib�l

t vols guk pozit¡v, mert L z rt, K
1

pedig kompakt. Ha nem ¡gy lenne, akkor a
1

, . . . , ak
valamely konvex kombin i¢ja L-ben lenne. Feltehetj�k, hogy a konvex kombin i¢ban

a
1

, . . . , ar egy�tthat¢i a pozit¡vak. Ha r = 1, akkor a
1

∈ L, ellentmond s. Legyen

z ∈ L, z = α
1

a
1

+ · · · + αrar ez a kombin i¢. Legyen z(t) = ta
1

+ (1 − t)y, ahol
y = (α

2

a
2

+ · · · + αrar)/(1 − α
1

) ∈ K
1

. Ha valamely t 6= α
1

-re z(t) ∈ L, akkor minden

0 ≤ t ≤ 1-re is, ¡gy α
1

∈ L, ami ellentmond s. Ha viszont nem ez a helyzet, akkor a

z(t)−z, 0 ≤ t ≤ 1 szakasznak t = α
1

-re pontja az orig¢, �s m s pontja nins L-ben. Mivel

a szakasz pontjainak nemnegat¡v konstansszorosai isK-ban vannak, ez ellentmond annak,

hogy L dimenzi¢ja maxim lis. Legyen most x egy �rintkez�si pontja K-nak, �s xn ∈ K
egy sorozat, amelyre xn → x. Legyen xn = λnyn + zn, ahol λnyn az a

1

, . . . , ak nemne-

gat¡v egy�tthat¢s line ris kombin i¢ja, λn a kombin l¢ egy�tthat¢k �sszege, yn ∈ K
1

(tetsz�leges, ha λn = 0) �s zn ∈ L; a fel¡r s nem egy�rtelm�. Ha λn nem lenne korl tos,

akkor valamely r�szsorozata +∞-hez tartana; feltehetj�k, hogy ez az eredeti sorozat.

Mivel yn egy korl tos �s z rt halmazban van, lenne olyan r�szsorozata, amely konver-

gens; ism�t feltehetj�k, hogy ez az eg�sz sorozat. De ekkor zn/λn − yn = xn/λn → 0,

ami ellentmond annak hogy L �s K
1

t vols ga pozit¡v. Most hasonl¢ gondolatmenettel,

ha kell, r�szsorozatra  tt�rve, feltehetj�k, hogy λn → λ �s yn → y ∈ K
1

. Ekkor zn is

konvergens, zn → z ∈ L. Ez azt jelenti, hogy x = λy + z ∈ K.

Teh t K z rt konvex halmaz X ′-ben, a /∈ K. Az el�z� t�tel szerint van olyan

b ∈ K, hogy 〈x−b, a−b〉 ≤ 0 minden x ∈ K-ra. Az x = 0 helyettes¡t�ssel −〈b, a−b〉 ≤ 0,

az x = 2b helyettes¡t�ssel pedig 〈b, a − b〉 ≤ 0, azaz 〈b, a − b〉 = 0, ¡gy 〈x, a − b〉 ≤ 0

minden x ∈ K-ra. Mivel a bal oldalon egy line ris funkion l  ll, �s X ′′ azonos¡that¢
X-szel, van olyan h ∈ X , hogy xh ≤ 0 minden x ∈ K-ra, spei lisan a

1

, . . . , am-re is, de
(a − b)h < 0. Mivel b ∈ K, bh ≤ 0, ¡gy ah > 0. Ǳtt�rve −h-ra kapjuk, hogy (1) nem

teljes�l. �

* 7.2.39.5 K�vetkezm�ny. A k�vetkez� k�t felt�tel ekvivalens:

(1) minden h ∈ X-re, amire h ≥ 0 �s aih = 0, i = 1, . . . , n, az is teljes�l, hogy a
0

h ≥ 0;

(2) l�teznek olyan µ
1

, . . . , µm val¢s sz mok, hogy a
0

≤∑m
j=1

µjaj .

Bizony¡t s. Legyen a az a m trix, amelynek sorai a
1

, . . . , am, b pedig az a m trix,

amelyet £gy kapunk, hogy az a, a −a �s az m-szer m-es δ egys�gm trixot egym s al 

helyezz�k. Ekkor (2) azzal ekvivalens, hogy y′b = a
0

-nak van y ≥ 0 megold sa, ami a

lemm t alkalmazva b soraira, ekvivalens (1)-gyel. �

* 7.2.39.6 Prim l-du l feladatp r. A line ris programoz s alapfeladat t a meg-

fogalmaz sakor is haszn lt jel�l�sekkel t�m�ren

d+ c′x→ max, x ≥ 0, ax ≤ b
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alakban ¡rhatjuk, ahol x, c ∈ Rn
, b ∈ Rm

oszlopm trixok �s a egy m × n-es m trix.

Tekints�k ehhez a prim l feladathoz a

d+ b′y → min, y ≥ 0, a′y ≥ c

du l feladatot, ahol y ∈ R
m
. Ez nyilv n

−d− b′y → max, y ≥ 0, −a′y ≤ −c
alakban ¡rhat¢, aminek a du lisa

−d− c′x→ min, x ≥ 0, −a′′x ≥ −b,
ekvivalens az eredeti feladattal. A k�t feladat kapsolat nak vizsg lat hoz sz�ks�g�nk

lesz egy t�telre.

→* 7.2.39.7 Feladat [6℄. Az el�z� pont jel�l�seivel, adjunk p�ld t, amiben n,m ≤ 2

�s

(1) mindk�t feladatnak van megengedett megold sa;

(2) sak a prim l feladatnak van megengedett megold sa;

(3) sak a du l feladatnak van megengedett megold sa;

(4) egyik feladatnak sins megengedett megold sa.

* 7.2.39.8 Nyeregpont t�tel. Legyenek X �s Y nem �res halmazok �s L : X ×
Y → R tetsz�leges f�ggv�ny, F (x) = infy∈Y L(x, y) �s G(y) = supx∈X L(x, y), tov bb 
α = supx∈X F (x) �s β = infy∈Y G(y) b�v¡tett val¢s �rt�kek. Ekkor α ≤ β �s az al bbi

k�t  ll¡t s ekvivalens:

(1) van olyan x
0

∈ X , y
0

∈ Y , hogy L(x, y
0

) ≤ L(x
0

, y
0

) ≤ L(x
0

, y) minden x ∈ X ,

y ∈ Y -ra (nyeregpont);

(2) F (x
0

) = α, G(y
0

) = β, α = β.

Ha (1) vagy (2) fenn ll, akkor

(3) α = F (x
0

) = L(x
0

, y
0

) = G(y
0

) = β.

Bizony¡t s. Mivel G(y) ≥ L(x, y) minden x ∈ X �s y ∈ Y -ra,

β = inf

y∈Y
G(y) ≥ inf

y∈Y
L(x, y) = F (x)

minden x ∈ X-re, ahonnan α ≤ β k�vetkezik.

Ha (2) fenn ll, akkor

β = G(y
0

) = sup

x∈X
L(x, y

0

) ≥ L(x
0

, y
0

) ≥ inf

y∈Y
L(x

0

, y) = F (x
0

) = α,

¡gy minden�tt egyenl�s�g  ll, amib�l (1) k�vetkezik.

Ha (1) fenn ll, akkor

F (x
0

) = inf

y∈Y
L(x

0

, y) = L(x
0

, y
0

) = sup

x∈X
L(x, y

0

) = G(y
0

),

¡gy

α ≥ F (x
0

) = L(x
0

, y
0

) = G(y
0

) ≥ β,

amivel (2)-t �s (3)-at is bel ttuk.
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* 7.2.39.9 A line ris programoz s f�t�tele. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel, ha

X = {x ∈ R
n
: x ≥ 0, ax ≤ b}, Y = {y ∈ R

m
: y ≥ 0, a′y ≥ c}, α = supx∈X c′x + d, �s

β = infy∈Y b′y + d, akkor α ≤ β �s az al bbiak ekvivalensek:

(1) a prim l feladatnak van x
0

optim lis megold sa;

(2) a du l feladatnak van y
0

optim lis megold sa;

(3) mindk�t feladatnak van megengedett megold sa.

Tov bb  ha (1), (2) teljes�lnek, akkor x
0

, y
0

az L(x, y) = d + c′x + b′y − y′ax, x ∈ X ,

y ∈ Y f�ggv�nynek nyeregpontja, α = β = y′
0

ax
0

.

Teh t egy line ris programoz si probl�m nak, ha van megengedett megold sa, ak-

kor vagy van optim lis megold sa vagy a �lf�ggv�ny nem korl tos. A szimplex m¢dszer

eld�nti, melyik eset  ll fenn. Persze az is lehets�ges, hogy sem a prim l, sem a du l

feladatnak nins megengedett megold sa.

Bizony¡t s. Tegy�k fel, hogy (1) teljes�l: a �lf�ggv�ny −d − c′x ellentettj�nek

van minimuma az ax − b ≤ 0, −ejx ≤ 0, j = 1, . . . , n felt�telek mellett, ahol ei a

sorvektorok ter�nek szok sos b zisa, �s

′
a transzpon l s. Ha ai az a m trix i-edik sora,

akkor az ax ≤ b felt�tel az aix − bi, i = 1, . . . ,m felt�telekkel ekvivalens. Jel�lj�n

x
0

egy optim lis megold st, �s alkalmazzuk a Lagrange-elv egyenl�tlens�ges alakj nak

k�vetkezm�ny�t. Kisit m s jel�l�sekkel azt kapjuk, hogy l�teznek olyan λk ≥ 0, k =

1, . . . ,m+ n Lagrange-szorz¢k, hogy

−c′ +
m
∑

i=1

λiai −
n
∑

j=1

λm+jej = 0,

tov bb  λi(aix0−bi) = 0, i = 1, . . . ,m �s λm+j = 0, ha az x
0

vektor j-edik koordin t ja
nem nulla. Ez azt jelenti, hogy

−c′ +
m
∑

i=1

λiai

minden koordin t ja nemnegat¡v, �s nulla, ha az x
0

vektor j-edik koordin t ja nem

nulla, azaz t�m�ren

−c′ +
m
∑

i=1

λiai ≥ 0 �s

(

−c′ +
m
∑

i=1

λiai

)

x
0

= 0.

Teh t bevezetve az y
0

oszlopm trixot λ
1

, . . . , λm koordin t kkal, x
0

≥ 0, y
0

≥ 0, �s

(4) −c′ + y′
0

a ≥ 0, (−c′ + y′
0

a)x
0

= 0, ax
0

− b ≤ 0, y′
0

(ax
0

− b) = 0.

Tekints�k az L(x, y) = d+ c′x− y′(ax− b) Lagrange-f�ggv�nyt, ha x ≥ 0 �s y ≥ 0,

�s alkalmazzuk a nyeregpont-t�telt. Most

F (x) = inf

y≥0
L(x, y) =

{

d+ c′x, ha ax ≤ b,

−∞ egy�bk�nt;
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val¢ban, ha ax−b ≤ 0, akkor −y′(ax−b) minim lis �rt�ke 0, ha viszont ax−b valamelyik

koordin t ja pozit¡v, akkor y megfelel� koordin t j t el�g nagynak, a t�bbit null nak

v lasztva, −y′(ax − b) b rmilyen sz mn l kisebb lehet. �gy α = supx≥0 F (x). Mivel

L(x, y) = d+ b′y + x′(c− a′y), hasonl¢an

G(y) = sup

x≥0
L(x, y) =

{

d+ b′y, ha a′y ≥ c,

+∞ egy�bk�nt.

�gy β = infy≥0G(y) ≥ supx≥0 F (x) = α. A (4) �sszef�gg�sekb�l egyr�szt c′x − y′
0

ax ≤
0 = c′x

0

− y′
0

ax
0

, ahonnan L(x, y
0

) ≤ L(x
0

, y
0

), m sr�szt y′b− y′ax
0

≥ 0 = y′
0

(b− ax
0

),

ahonnan L(x
0

, y
0

) ≤ L(x
0

, y). Ez azt jelenti, hogy x
0

, y
0

nyeregpont, azaz x
0

az F -
nek maximumhelye, y

0

a G-nek minimumhelye �s α = β. Teh t (1)-b�l k�vetkezik (2),

�s a sz�ls��rt�kek egyenl�s�ge. A dualit s miatt (2)-b�l is k�vetkezik (1). Ha sak a

megengedett megold sok kisebb X , Y halmazain tekintj�k L-et, x
0

, y
0

ott is nyeregpont.

Az vil gos, hogy (1)-b�l �s (2)-b�l k�vetkezik (3). Azt kell megmutatnunk, hogy (3)-

b¢l k�vetkezik (1), vagyis ha a d + c′x �lf�ggv�ny fel�lr�l korl tos, akkor felveszi az

α szupr�mum t. Tegy�k fel indirekt, hogy nem. Feltehetj�k, hogy d = 0 �s az x ≥ 0

felt�telrendszert belefoglalhatjuk az ax ≤ b felt�telekbe, ha a al  ¡rjuk egy n-szer n-
es δ egys�gm trix ellentettj�t, b-t pedig null kkal eg�sz¡tj�k ki. Az indirekt feltev�s

szerint nins olyan x ∈ Rn
, amelyre ax ≤ b �s c′x ≥ α. Ekkor viszont a Farkas-lemma

k�vetkezm�nye szerint (azt a
0

= (b′, α)-ra, az a m trix soraira �s −c′-re alkalmazva) van

olyan y ≥ 0 �s λ ≥ 0, hogy y′a− λc′ = 0, de y′b− λα < 0. Innen

λα = λ sup{c′x : ax ≤ b} = sup{λc′x : ax ≤ b} = sup{y′ax : ax ≤ b}
≤ y′b < λα. �

• 234/−1 :
<

N�h ny l�p�s ut n £jra sz molva a deriv ltat, a konvergenia gyors¡that¢.

>
N�h ny l�p�s ut n £jra sz molva a deriv ltat, a konvergenia gyors¡that¢.

A f�kezett Newton-m¢dszern�l az f ′(xn)�xn = −f(xn) egyenletb�l meghat rozzuk

�xn-et, de xn+1

= xn+αn�xn, ahol az 0 < αn ≤ 1 relax i¢s param�tert £gy v lasztjuk,

hogy

∥

∥f(xn+1

)

∥

∥

2

<
∥

∥f(xn)
∥

∥

2

legyen. Ez mindig lehets�ges, ha az egyenlet megoldhat¢:

Az ‖f‖2-nek a �xn ir ny menti deriv ltja az xn helyen

2

〈

f(xn), f
′
(xn)�xn

〉

= −2
∥

∥f(xn)
∥

∥

2

,

¡gy

∥

∥f(xn + α�xn)
∥

∥

2 −
∥

∥f(xn)
∥

∥

2

α
∥

∥f(xn)
∥

∥

2

→ −2,

ha α → 0. Ǳltal ban azt k�vetelj�k meg, hogy a h nyados kisebb legyen, mint 1 − σ
valamely 0 < σ < 1/2 �rt�kre. (Rendszerint 10

−5 ≤ σ ≤ 10

−1
.) Ezt £gy �rj�k el, hogy

αn = 1 v laszt ssal pr¢b lkozunk, �s ha a felt�tel nem teljes�l, akkor s�kkentj�k αn-et,

rendszerint szorozzuk ̺-val, ahol 0 < ̺ < 1,  ltal ban 0,3 ≤ ̺ ≤ 0,8.
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A m¢dos¡tott Newton-m¢dszerb�l is k�pezhet� f�kezett v ltozat, de itt m r nem

biztos, hogy a felt�tel teljes¡thet�, esetleg £jra kell sz molni a deriv ltat.

• 235/3 :

<
t�k�t az An�xn = −αnf(xn) egyenlet megold s val nyerj�k, ahol An az f ′(xn) egy

k�zel¡t�se, az αn pedig egy relax i¢s param�ter. A k�zel¡t�st nyerhetj�k p�ld ul dif-

>
t�k�t az An�xn = −f(xn) egyenlet megold s val nyerj�k, ahol An az f ′(xn) egy k�zel¡-

t�se (itt is lehets�ges f�kezett v ltozat). A k�zel¡t�st nyerhetj�k p�ld ul dif-

• 235/8 :

<
αn = 1 minden n-re, A

0

= f ′(x
0

), �s An+1

-et £gy pr¢b ljuk meghat rozni, hogy

>
A
0

= f ′(x
0

), �s An+1

-et £gy pr¢b ljuk meghat rozni, hogy

• 235/−1 :
<

megold s t megk�nny¡theti.

>
megold s t megk�nny¡theti. Ahol � nins �rtelmezve, ott az �rt�k�t +∞-nek tekintj�k.

• 240/−8 :
<

* 7.2.61. Algebrai egyenletek megold sa. A Newton-m¢dszer minden tov bbi

n�lk�l alkalmazhat¢ komplex v ltoz¢s, komplex �rt�k� f f�ggv�nyre is. Hogy a konver-

geni t biztosabb  tegy�k, kezdetben alkalmazhatjuk a gradiens m¢dszert az |f | f�gg-
v�nyre, majd a Newton-m¢dszert. Mivel a Taylor-formul b¢l f(x+ h) ≈ f(x) + f ′(x)h,
az abszol£t �rt�k akkor n� a leggyorsabban, ha f(x) �s f ′(x)h ir nya megegyezik, azaz

ha f(x) = r(h)f ′(x)h valamely r(h) ≥ 0-ra. Innen az |f | gradiense f(x)/f ′(x) ir ny£,
ha f(x) 6= 0 �s f ′(x) 6= 0. Ha r(h)h = f(x)/f ′(x), r(h) > 0, akkor

∣

∣f(x+ h)
∣

∣−
∣

∣f(x)
∣

∣ ≈
∣

∣f ′(x)
∣

∣|h|,

ahonnan  tosztva |h| → 0 hat r tmenettel

∣

∣∇|f |(x)
∣

∣

=

∣

∣f ′(x)
∣

∣

. �sszegezve

∇|f |(x) = f(x)
∣

∣f ′(x)
∣

∣

2

f ′(x)
∣

∣f(x)
∣

∣

.

�gy az xn+1

= xn − tf(xn)/f
′
(xn) alakban kell keresn�nk a k�vetkez� k�zel¡t�st, ahol

t pozit¡v val¢s sz m. Elj rhatunk £gy, hogy el�sz�r t = 1-gyel pr¢b lkozunk, ami a

Newton-m¢dszernek felel meg, majd a gradiens-m¢dszern�l le¡rtak szerint v ltoztatjuk

t-t. Az iter i¢ sak akkor szakad meg, ha valamelyik l�p�sben f ′(xn) = 0.
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Polinomokra alkalmazva ezt az elj r st, meghat rozhatjuk a polinom gy�keit. Meg-

jegyezz�k, hogy m�g ha a polinom val¢s egy�tthat¢s, akkor is aj nlatos egy v�letlen

komplex kezd��rt�kb�l ind¡tani az iter i¢t, mert ¡gy nagyon kisi a val¢sz¡n�s�ge, hogy

megszakad, �s £jra kell ind¡tani. Ezzel az elj r ssal megkaphatjuk a polinom egy z�rushe-

ly�t. A polinomot elosztva a gy�kt�nyez�vel, eggyel alasonyabb fok£ polinomot kapunk,

amit ugyan£gy kezelhet�nk. A sz m¡t si hib k felhalmoz¢d sa miatt a tal lt k�zel¡-

t� �rt�kek pontoss g t �rdemes az eredeti polinom felhaszn l s val v�gzett iter i¢val

n�velni.

>
* 7.2.62 Bels� pont m¢dszerek. A Lagrange-szorz¢kn l le¡rt

(1)

f
0

(x)→ min, x ∈ G

fj(x) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , k,

fj(x) = 0, j = k + 1, . . . ,m

felt�teles minimumprobl�m t k¡v njuk numerikusan megoldani. Haszn lni fogjuk az ot-

tani feltev�seket �s jel�l�seket. Az egyenl�s�g t¡pus£ felt�teleket kik�sz�b�lhetj�k, ha f
0

helyett az f
0

+

∑m
i=k+1

(wifi)
2

f�ggv�nyt minimaliz ljuk, ahol wi 6= 0 s£lyok. K�rd�s,

hogyan �lszer� v lasztani a s£lyokat. Az egyenl�tlens�g t¡pus£ felt�teleket £gy vehetj�k

�gyelembe, hogy a �lf�ggv�nyhez hozz adunk egy

−1
t

k
∑

j=1

ln

(

−fj(x)
)

tagot. Ez mint soromp¢ szerepel, az X− =

{

x : fj(x) < 0, j = 1, . . . , k
}

ny¡lt halmaz

belsej�ben tart minket, mert a hat rhoz k�zeledve +∞-hez tart. Innen a bels� pont m¢d-

szerek elnevez�s. Min�l nagyobb t, ann l gyeng�bb a soromp¢, ann l k�zelebb mehet�nk

a hat rhoz. A legegyszer�bb soromp¢ m¢dszern�l X−∩dmn(f
0

) egy pontj b¢l indulunk.

Egy adott pozit¡v t-re minimaliz lva (p�ld ul a f�kezett Newton-m¢dszerrel), ha c(t)-ben
van a minimum, akkor megn�velt t-re, p�ld ul t helyett µt-re a c(t)-t haszn lhatjuk kez-

d�pontnak, £jra minimaliz lunk, stb. A tapasztalatok szerint a m¢dszer 3 �s 100 k�z�tti

µ-t v lasztva j¢l m�k�dik, sebess�ge alig f�gg µ-t�l. Leggyakrabban µ �rt�k�t 10 �s 20

k�z�tt v lasztjuk. Fontos �szrev�tel, hogy ha ninsenek egyenl�s�g t¡pus£ felt�telek �s

c(t) a minimumhely, akkor x = c(t)-re

f ′
0

(x) +

k
∑

j=1

f ′j(x)

−tfj(x)
= 0,

¡gy | legal bbis a regul ris esetben | a

λj(t) =
1

−tfj
(

c(t)
)
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mennyis�gek a c(t)-hez tartoz¢ Lagrange-szorz¢k, �s−∑k
j=1

λj(t)fj(x) az x = c(t) helyen

k/t. Ez adhatja az �tletet a sokkal agressz¡vebb �s gyorsabb prim l-du l bels� pont

m¢dszerhez.

Tekints�k a

0 =f ′
0

(x) +
m
∑

j=1

yjf
′
j(x),

0 =− 1

t
− yjfj(x), j = 1, . . . , k;

0 =fj(x), j = k + 1, . . . ,m

egyenletrendszert, amely a t > 0 param�tert�l f�gg. Ennek az (x, y) megold s t keress�k

yj > 0, ha j = 1, . . . , k felt�telek mellett f�kezett Newton-m¢dszerrel. Azt v rjuk, hogy

t n�veked�s�vel (x, y) tart (c, λ)-hoz. Kisz m¡tjuk η = −∑k
j=1

yjfj(x) �rt�k�t, �s t-t a

k/η sz m µ-sz�r�s�nek v lasztjuk (µ rendszerint 10 k�r�li). Csak egyetlen iter i¢s l�p�st

tesz�nk, majd £jrasz moljuk t-t. Az egyenes szakasz menti keres�sn�l kisz m¡tjuk azt a

legnagyobb α-t, amely nem nagyobb mint 1, �s amelyre yj + α�yj ≥ 0, j = 1, . . . , k,
majd az α kezd��rt�k�nek ennek mondjuk 0,99-szeres�t vessz�k, �s ha kell, tov bb s�k-

kentj�k α-t a f�kezett Newton-m¢dszern�l le¡rtak szerint. Az eg�sz program akkor  ll

meg, ha η < ε �s

∑m
j=k+1

fj(x)
2

meg az els� egyenlet jobb oldala norman�gyzet�nek

�sszege kisebb mint δ2. Egy olyan x ∈ X− pontb¢l indulunk, amely mindegyik f�ggv�ny

�rtelmez�si tartom ny ban benne van, yj kezd��rt�ke −1/
(

tfj(x)
)

, ha j = 1, . . . , k, a
t�bbi yj tetsz�leges, p�ld ul nulla. Nins garania a konvergeni ra, kiv�ve, ha az fi,
i = 0, 1, . . . , k f�ggv�nyek szigor£an konvexek, az fj, j = k+1, . . . ,m f�ggv�nyek pedig

line ris plusz konstans alak£ak.

Ha nem tudunk pontot X−-ban, amire minden fi �rtelmezve van, de ismerj�k az

�rtelmez�si tartom nyok egy k�z�s pontj t, akkor az f
0

→ min, fj ≤ s, j = 1, . . . , k,
fj = 0, j = k + 1, . . . ,m, s = 0 probl�m t pr¢b ljuk megoldani. Ha sak k�l�n-k�l�n

tudunk egy-egy zi ∈ dmn(fi) pontot, akkor az f
0

(x + z
0

) → min, fj(x + zj) ≤ s,
j = 1, . . . , k, fj(x + zj) = 0, j = k + 1, . . . ,m, s = 0, zi = 0, i = 0, 1, . . . ,m probl�m t

pr¢b ljuk megoldani.

• 243/−14 :
<
Bizony¡t s. K�vetkezik abb¢l, hogy g − f ≥ 0. �

>
Bizony¡t s. K�vetkezik abb¢l, hogy g − f ≥ 0. �

7.3.9.5 Megjegyz�s. Ha T ⊂ Rm
egy t�gla, a, b ∈ Rm

�s a = (a
1

, a
2

, . . . am)
koordin t i mind nem null k, g(x) = 〈a, x〉 + b, akkor az al bbi k�t integr l egyszerre

l�tezik �s egyenl�ek:

∫

T

f(x) dx �s

∫

g(T )

|a
1

a
2

· · · am|f
(

〈a, x〉+ b
)

dx.

Ez abb¢l k�vetkezik, hogy az integr lk�zel¡t� �sszegek megegyeznek. �
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• 245/16 :

<
7.3.15. K�vetkezm�ny. Ha T

1

, . . . , Tk a T t�gla egy egy feloszt sa, �s f : T → R

>
7.3.15. K�vetkezm�ny. Ha T

1

, . . . , Tk a T t�gla egy feloszt sa, �s f : T → R

• 256/−3 :
<

Jg(u, v) =

√

∣

∣

∣

∣

1 + f ′(u)2 0

0 f(u)2

∣

∣

∣

∣

=

√

(

1 + f ′(u)2
)

f(u)2,

>

Jg(u, v) =

√

∣

∣

∣

∣

1 + f ′(u)2 0

0 f(u)2

∣

∣

∣

∣

= f(u)
√

1 + f ′(u)2,

• 256/−1 :
<

|F | =
∫ b

a

∫

2π

0

1 · f(u)
√

1 + f ′(u)2 dv du = 2π

∫ b

a

f(u)
√

1 + f ′(u)2 du.

>

|F | =
∫ b

a

∫

2π

0

f(u)
√

1 + f ′(u)2 dv du = 2π

∫ b

a

f(u)
√

1 + f ′(u)2 du.

• 263/5 :

<

(2) minden ε > 0-hoz l�tezik olyan, a T r�szt�gl in �rtelmezett ω nemnegat¡v szupe-

raddit¡v f�ggv�ny, δ : T → R+

�s p : T → N+

, hogy ω(T ) ≤ ε �s

>

(2) minden ε > 0-hoz l�tezik olyan, a T r�szt�gl in �rtelmezett ω nemnegat¡v szuper-

addit¡v f�ggv�ny, δ : T → R+

�s p : T → N+

, hogy ω(T ) ≤ ε �s

• 270/−6 :
<

∣

∣f(x)−Bf,n(x)
∣

∣

=

∣

∣

∣
f(x)−

n
∑

k=0

(

n

k

)

xk
(1− x)n−k

∣

∣

∣

>

∣

∣f(x)−Bf,n(x)
∣

∣

=

∣

∣

∣
f(x)−

n
∑

k=0

f(k/n)

(

n

k

)

xk
(1− x)n−k

∣

∣

∣
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• 272/1 :

<
8.2.1. Ǳltal nos¡tott Pythagoras-t�tel. Legyen xn egy (v�ges vagy v�gtelen)

>
8.2.1. Ǳltal nos¡tott Pitagorasz-t�tel. Legyen xn egy (v�ges vagy v�gtelen)

• 276/11 :

<
sora az

>
sora a

• 277/−1 :
<

1

l
‖f‖2 = 1

l

∫ l

−l

|f(x)|2 dx =

|a
0

|2
2

+

∞
∑

k=1

(

|ak|2 + |bk|2
)

.

>

1

l
‖f‖2 = 1

l

∫ l

−l

|f(x)|2 dx = 2

∞
∑

k=−∞

|ck|2 =
|a

0

|2
2

+

∞
∑

k=1

(

|ak|2 + |bk|2
)

.

• 279/14 :

<

(6) ha az f∗ deriv lja f �s f∗(0) = 0, azaz f∗(x) =
∫ x

0

f , akkor 2πikc∗k = ck.

Bizony¡t s. Egyszer� sz mol s. �

>

(6) ha az f∗ deriv lja f �s f∗(0) = 0, azaz f∗(x) =
∫ x

0

f , akkor 2πikc∗k = ck − c
0

.

Bizony¡t s. (1){(5) egyszer� sz mol s. (6) pari lis integr l ssal ad¢dik az integ-

r lf�ggv�nyekre vonatkoz¢ v ltozatot haszn lva. �

• 282/−7:
<

Ultraszf�rikus α = β (α)Pn ℄−1, 1[ (1− x2)α

>

Ultraszf�rikus α = β > −1 (α)Pn ℄−1, 1[ (1− x2)α
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• 282/−0 :
<
>

→ 8.2.19. Feladat [6℄. Hat rozzuk meg L2

[−1, 1℄-ben a p ros f�ggv�nyek halmaz -

nak ortogon lis komplementer�t.

→ 8.2.20. Feladat [5℄. Hat rozzuk meg L2

[0, 1℄-ben a t 7→ et f�ggv�nyt legjobban
approxim l¢ els�fok£ polinomot.

→ 8.2.21. Feladat [7℄. Ortogonaliz ljuk L2

[0, 1℄-ben az 1, x, x2 f�ggv�nyrendszert.

8.2.22. Feladat [8℄. Ortonorm ljuk L
2

[−1, 1℄-ben az 1, x, x2 f�ggv�nyrendszert.

8.2.23. Feladat [9℄. Hat rozzuk meg az al bbi t vols gokat:

(1) x t vols ga x2, x3 line ris burk t¢l L2

[0, 1℄-ben;

(2) 1 t vols ga sinx, osx line ris burk t¢l L2

[−π, π℄-ben;
(3) x3 t vols ga 1, x, x2 line ris burk t¢l L2

[0, 1℄-ben;

(4) x3 t vols ga x, x2 line ris burk t¢l L2

[0, 1℄-ben.

→ 8.2.24. Feladat [10℄. Hat rozzuk meg az al bbi f�ggv�nyek (klasszikus) Fourier-

sor t:

(1) | sinx|;
(2) sin

4 x;

(3) sgn(osx);

(4) (1− a2)/(1− 2a osx+ a2), |a| < 1;

(5) (1− a osx)/(1− 2a osx+ a2), |a| < 1;

(6) ⌊2x⌋ − 2⌊x⌋;
(7) ⌊4x⌋ − 3⌊2x⌋+ 2⌊x⌋;
(8) x 7→

∫ x

0

⌊2x⌋ − 2⌊x⌋ dx;
(9) x 7→

∫ x

0

⌊4x⌋ − 3⌊2x⌋+ 2⌊x⌋ dx;
(10) ln

∣

∣

sin(x/2)
∣

∣

.

Mely pontokban konvergens a Fourier-sor �s mi az �sszege?

8.2.25. Feladat [8℄. Hat rozzuk meg az al bbi f�ggv�nyek (klasszikus) Fourier-

sor t ℄−π, π[-n:
(1) xex

2

;

(2) sgn(x)(π − |x|);
(3) x(π − |x|);
(4) x2;

(5)

(

π − sgn(x)
)

;

(6) sgn(x) osx;
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(7)

(

1 + sgn(x)
)

sinx;

(8) osax;

(9) sin ax.

8.2.26. Feladat [8℄. Az al bbi f�ggv�nyek (klasszikus) Fourier-sora ℄−π, π[-n
mely pontokban konvergens �s mi az �sszege:

(1) x sin(1/x);

(2) sin(x)/x.

→ 8.2.27. Feladat [7℄. Hat rozzuk meg az egyen ram£ komponens �s a harmadik

felharmonikus amplit£d¢j nak ar ny t egyutas egyenir ny¡t sn l.

→ 8.2.28. Feladat [7℄. Szimmetrikus f�r�szfog-fesz�lts�g integr l s val szinuszos

jelalakot k�zel¡t�nk. Hat rozzuk meg, hogy az alapharmonikus a teljes teljes¡tm�ny

hanyadr�sz�t k�pviseli.

8.2.29. Feladat [9℄. Hogyan v ltozik egy git rhang felharmonikus tartalma, att¢l

f�gg�en, hogy a h£rt hol pend¡tj�k meg?

8.2.30. Feladat [9℄. Ortonorm ljuk a megadott f�ggv�nyrendszert a megadott

s£lyf�ggv�nyre a megadott intervallumon:

(1) 1, x, x2, ̺(x) = e−x, x ∈ [0,∞[;

(2) 1, x, x2, ̺(x) = x2, x ∈ [0, 1℄;
(3) 1, x, x2, ̺(x) = sinπx, x ∈ [0, 1℄.

• 286/−9 :
<
T�tel. Ha g : [a, b℄ → Kn

g�rbe szakaszonk�nt di�ereni lhat¢, �s a deriv lt

abszol£t integr lhat¢, akkor p lya �s

b

V
a
g =

∫ b

a

∣

∣g′(x)
∣

∣ dx.

Spei lisan szakaszonk�nt sima g�rbe p lya.

∗
Bizony¡t s. El�g di�ereni lhat¢ p ly ra bizony¡tani az  ll¡t st. Ha

a = x
0

≤ x
1

≤ . . . ≤ xk = b,

akkor

k
∑

j=1

∣

∣g(xj)− g(xj−1)
∣

∣

=

k
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

∣

∫ xj

xj−1

g′(x) dx

∣

∣

∣

∣

∣

≤
k

∑

j=1

∫ xj

xj−1

∣

∣g′(x)
∣

∣ dx

≤
∫ b

a

∣

∣g′(x)
∣

∣ dx,
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ahonnan k�vetkezik, hogy g p lya, �s az egyik ir ny£ egyenl�tlens�g.

A m sik ir ny£ egyenl�tlens�ghez legyen ε > 0 tetsz�leges. Mivel g di�ereni lhat¢,
minden t ∈ [a, b℄-hez van olyan δ(t) > 0, hogy ha t 6= y, |y − t| < δ(t), akkor

∣

∣

∣

∣

g(y)− g(t)

y − t
− f ′(t)

∣

∣

∣

∣

≤ ε,

ahonnan

∣

∣g(y)− g(t)− g′(t)(y − t)
∣

∣ ≤ ε|y − t|, ha |y − t| < δ(t). Innen b rmely δ-�nom
a = x

0

≤ t
0

≤ x
1

≤ . . . ≤ tn ≤ xn = b pontozott feloszt sra

∣

∣

∣

∣

∣g(xj)− g(tj)
∣

∣−
∣

∣g′(tj)
∣

∣

(xj − tj)
∣

∣

∣
≤ ε(xj − tj)

�s

∣

∣

∣

∣

∣g(tj)− g(xj−1)
∣

∣−
∣

∣g′(tj)
∣

∣

(tj − xj−1)

∣

∣

∣
≤ ε(tj − xj−1),

j = 1, 2, . . . , n. �gy

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

(

∣

∣g(xj)− g(tj)
∣

∣

+

∣

∣g(tj)− g(xj−1)
∣

∣

)

−
n
∑

j=1

∣

∣g′(tj)
∣

∣

(xj − xj−1)

∣

∣

∣

∣

≤ ε(b− a).

Mivel az integr lk�zel¡t� �sszeg ε-n l k�zelebb ker�lhet az integr lhoz, ha a feloszt s el�g

�nom,

V(g) ≥
∫ b

a

|g′| − ε(b− a) + ε.

Mivel ε tetsz�leges volt, kapjuk a m sik ir ny£ egyenl�tlens�get. �

>
T�tel. Egy g : [a, b℄ → Kn

di�ereni lhat¢ g�rbe pontosan akkor p lya, ha a

deriv ltja abszol£t integr lhat¢ �s ekkor

b

V
a
g =

∫ b

a

|g′|.

∗
Bizony¡t s. Ha g′ abszol£t integr lhat¢ �s

a = x
0

≤ x
1

≤ . . . ≤ xk = b,

akkor

k
∑

j=1

∣

∣g(xj)− g(xj−1)
∣

∣

=

k
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

∣

∫ xj

xj−1

g′(x) dx

∣

∣

∣

∣

∣

≤
k

∑

j=1

∫ xj

xj−1

∣

∣g′(x)
∣

∣ dx

≤
∫ b

a

∣

∣g′(x)
∣

∣ dx,
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ahonnan k�vetkezik, hogy g p lya.

Tegy�k fel, hogy g p lya. Legyen ε > 0 tetsz�leges. Van olyan a = y
0

< y
1

< · · · <
yk = b, amelyre V(g) <

∑k
j=1

∣

∣g(yj)− g(yj−1)
∣

∣

+ ε. Mivel g di�ereni lhat¢, folytonos is

�s ¡gy egyenletesen folytonos. Van teh t olyan δ > 0, amelyre

∣

∣g(t)− g(s)
∣

∣ < ε/(2k), ha
|s − t| < δ. Mivel g di�ereni lhat¢, minden t ∈ [a, b℄-hez van olyan δ′(t) > 0, hogy ha

t 6= y, |y − t| < δ′(t), akkor
∣

∣

∣

∣

g(y)− g(t)

y − t
− g′(t)

∣

∣

∣

∣

≤ ε,

ahonnan

∣

∣g(y) − g(t) − g′(t)(y − t)
∣

∣ ≤ ε|y − t|, ha |y − t| < δ(t). A δ′(t) sz mokat

v laszthatjuk £gy, hogy �rt�k�k legfeljebb δ legyen. Innen b rmely δ′-�nom a = x
0

≤
t
0

≤ x
1

≤ . . . ≤ tn ≤ xn = b pontozott feloszt sra
∣

∣

∣

∣

∣g(xj)− g(tj)
∣

∣−
∣

∣g′(tj)
∣

∣

(xj − tj)
∣

∣

∣
≤ ε(xj − tj)

�s

∣

∣

∣

∣

∣g(tj)− g(xj−1)
∣

∣−
∣

∣g′(tj)
∣

∣

(tj − xj−1)

∣

∣

∣
≤ ε(tj − xj−1),

j = 1, 2, . . . , n. �gy
∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

(

∣

∣g(xj)− g(tj)
∣

∣

+

∣

∣g(tj)− g(xj−1)
∣

∣

)

−
n
∑

j=1

∣

∣g′(tj)
∣

∣

(xj − xj−1)

∣

∣

∣

∣

≤ ε(b− a).

A z r¢jelben  ll¢ �sszeg oszt¢pontjaihoz egyenk�nt adjuk hozz  az y
1

, . . . yk−1 pontokat.
Minden pont hozz ad sakor az �sszeg legfeljebb ε/k-val n�, viszont az eredm�ny legal bb

V(g)− ε lesz. �gy azt kapjuk, hogy

∣

∣

∣

∣

V(g)−
n
∑

j=1

∣

∣g′(tj)
∣

∣

(xj − xj−1)

∣

∣

∣

∣

≤ ε(b− a) + 2ε.

Mivel ε tetsz�leges volt, |g′| integr lhat¢ �s V(g) =
∫ b

a |g′|. Megkaptuk az egyenl�s�get, de

azt, hogy g′ abszol£t integr lhat¢, sak a val¢s �rt�k� esetben. Viszont ha g vektor �rt�k�,
akkor a (val¢s) koordin ta f�ggv�nyei is korl tos v ltoz s£ak, ¡gy az eddig bizony¡tottak

szerint mindegyiknek a deriv ltja abszol£t integr lhat¢. �

• 287/8 :

<
z�se X × Y -nak Z-be, ahol X , Y �s Z v�ges dimenzi¢ vektorterek R felett. Egy ilyen

>
z�se X × Y -nak Z-be, ahol X , Y �s Z v�ges dimenzi¢s vektorterek R felett. Egy ilyen

• 287/10 :

<
¡runk. Tudjuk, hogy van olyan minim lis konstans, A · biline ris lek�pez�s ‖ · ‖ norm ja,

>
¡runk. Tudjuk, hogy van olyan minim lis konstans, a · biline ris lek�pez�s ‖ · ‖ norm ja,
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• 290/6 :

<

∣

∣f(ti)− f(xi−1)
∣

∣ ≤ ε �s

∣

∣f(xi)− f(ti)
∣

∣ ≤ ε

>

∣

∣f(τi)− f(ti−1)
∣

∣ ≤ ε �s

∣

∣f(ti)− f(τi)
∣

∣ ≤ ε

• 290/8 :

<

∣

∣g(ti)− g(xi−1)| ≤ ε �s

∣

∣g(xi)− g(ti)
∣

∣ ≤ ε

>

∣

∣g(τi)− g(ti−1)| ≤ ε �s

∣

∣g(ti)− g(τi)
∣

∣ ≤ ε

• 290/14 :

<
Megjegyz�s. Stieltjes-integr lok kisz m¡t sa val¢s �rt�k� f�ggv�nyek val¢s �rt�k�

f�ggv�nyek szerint vett Stieltjes-integr ljainak kisz m¡t s ra vezethet� vissza

>
Megjegyz�s. Az integr lok kisz m¡t sa val¢s �rt�k� f�ggv�nyek val¢s �rt�k� f�gg-

v�nyek szerint vett integr ljainak kisz m¡t s ra vezethet� vissza

• 292/3 :

<

=

∫ b

a

f(x) dG
+

(x) −
∫ b

a

f(x) dG−(x) =

∫ b

a

f(x) dF (x)

>

=

∫ b

a

f(x) dG
+

(x) −
∫ b

a

f(x) dG−(x) =

∫ b

a

f(x) dG(x)

• 307/1 :

<
9.2.10 Rot i¢t�tel. Legyen G ⊂ Rn

korl tos ny¡lt halmaz, amelynek hat ra

lok lisan Lipshitz, �s f : G→ Rn
Lipshitz-vektormez�. Ekkor

>
9.2.10 Rot i¢t�tel. Legyen G ⊂ R3

korl tos ny¡lt halmaz, amelynek hat ra

lok lisan Lipshitz, �s f : G→ R3 Lipshitz-vektormez�. Ekkor
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• 319/−5 :
<

s n van. El�sz�r tiszt zzuk az analitikus f�ggv�nyek �s az elemi f�ggv�nyek alapvet�

>
s n van. El�sz�r tiszt zzuk az analitikus f�ggv�nyek alapvet�

• 321/−15 :
<
10.1.4. Inverz f�ggv�ny t�tel. Az f ∈ C → C folytonosan di�ereni lhat¢

f�ggv�ny pontosan akkor k�pez le valamely, a c pontot tartalmaz¢ U ny¡lt halmazt egy

f(c)-t tartalmaz¢ V ny¡lt halmazra k�ls�n�sen egy�rtelm�en, £gy, hogy a V -n az inverze

is di�ereni lhat¢, ha f ′(c) 6= 0. Ekkor

(f−1)′
(

f(c)
)

= 1/f ′(c).

>
10.1.4. Az inverz f�ggv�ny di�ereni l si szab lya komplexben. Ha f ∈

C → C folytonosan di�ereni lhat¢ f�ggv�ny, f ′(c) 6= 0, akkor van olyan a c pontot

tartalmaz¢ U ny¡lt halmazt, amelyet f egy V ny¡lt halmazra k�ls�n�sen egy�rtelm�en

k�pez le �s V -n az f inverze is di�ereni lhat¢. Ha x ∈ U , y = f(x), akkor

(

f−1
)′
(y) =

1

f ′(x)
=

1

f ′ (f−1(y))
.

• 328/−1 :
<

amib�l a 10.1.32. t�tel miatt k�vetkezik az  ll¡t s. �

>
amib�l a 10.1.32. t�tel miatt k�vetkezik az  ll¡t s. �

10.1.41.5. Morera t�tele. Legyen D ⊂ C ny¡lt halmaz, f folytonos komplex

f�ggv�nyD-n. Ha minden γ h romsz�g-p ly ra, amelynek �rt�kk�szlete az  ltala hat rolt

h romsz�g-lappal egy�tt D-ben van,

∫

γ
f(z) dz = 0, akkor f holomorf D-n.

Bizony¡t s. Az f -nek lok lisan van primit¡v f�ggv�nye, amely analitikus, ¡gy f is

analitikus. �

• 333/−6 :
<

ha n→∞. �

>
ha n→∞. �
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* 10.1.66 Morera t�tele. Legyen D ⊂ C ny¡lt halmaz, f folytonos komplex f�gg-

v�ny D-n. Ha minden γ h romsz�g-p ly ra, amelynek �rt�kk�szlete az  ltala hat rolt

h romsz�g-lappal egy�tt D-ben van,

∫

γ
f(z) dz = 0, akkor f holomorf D-n.

Bizony¡t s. Az f -nek lok lisan van primit¡v f�ggv�nye, amely analitikus, ¡gy f is

analitikus. �

ha n→∞. �

10.1.66. Feladat [5℄. Bizony¡tsuk be, hogy a ζ f�ggv�ny analitikus a ℜ(z) > 1

f�ls¡kon.

• 339/−1 :
<

hogy ��

�

(1) = 1, �s hogy ��

�

(n+ 1) = n!, ha n ∈ N.

>
hogy ��

�

(1) = 1, �s hogy ��

�

(n+ 1) = n!, ha n ∈ N.

10.2.11.5. Feladat [10℄. Bizony¡tsuk be, hogy

∫

+∞

0

xz−1

ex − 1

dx = ��

�

(z)ζ(z), ha ℜ(z) > 1.

• 341/−11 :
<

t�rfogata ��

�

(1/2)m/���(m/2 + 1).

>
t�rfogata ��

�

(1/2)m/���(m/2 + 1)→ 0, ha m→ +∞.

• 343/2 :

<
P�lda. Egy rak�t t f�gg�legesen 100 m/s kezd�sebess�ggel fell�nek. Meny-

>
P�lda. Egy  gy£goly¢t f�gg�legesen 100 m/s kezd�sebess�ggel fell�nek. Meny-

• 349/2 :

<
Riemann-integr lhat¢ megold sok folytonoss g t bizony¡tsuk.

>
integr lhat¢ megold sok folytonoss g t bizony¡tsuk.

• 349/−12 :
<

x megold sa a di�ereni legyenletnek, akkor az el�z� sz m¡t s azt mutatja, hogy a t 7→
F
(

t, x(t)
)

f�ggv�ny deriv ltja nulla, azaz a f�ggv�ny konstans.

>
x megold sa a di�ereni legyenletnek, akkor a t 7→ F

(

t, x(t)
)

f�ggv�ny deriv ltja nulla,

azaz a f�ggv�ny konstans, mint azt az el�z� sz m¡t s mutatja.
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• 350/2 :

<

(2) ~gx dt− tg t dx = 0;

>

(2) tg x dt− tg t dx = 0;

• 355/−20 :
<

>

sz m¡t sok nagyon hosszadalmasak, komputeralgebrai rendszerek (Maple, MuPAD, mu-

sz m¡t sok nagyon hosszadalmasak, komputeralgebrai rendszerek (wxMaxima, Maple,

MuPAD, mu-

• 360/−16 :
<

nyilv nval¢. A b < ∞ esetben tegy�k fel indirekt, hogy l�tezik olyan tn ↑ b sorozat,

amelyre

(

tn, x(tn)
)

∈ C. Egy r�szsorozatra  tt�rve, feltehetj�k, hogy x(tn)→ ξ ∈ C. A
τ = b jel�l�ssel, l�tezik olyan ε > 0, hogy a τ �s ξ pontok ε-k�rnyezeteinek Desartes-

szorzata D-ben van, �s rajta |f | < L valamilyen L val¢s konstansra. V lasszuk meg a

0 < δ ≤ min

{

ε, ε/(2L)
}

�rt�ket £gy, hogy x �rtelmezve legyen a ℄τ − δ, τ [ intervallumon.

V lasszunk olyan n-et, amelyre

∣

∣x(tn) − ξ
∣

∣ < ε/4. Tegy�k fel, hogy τ − δ ≤ η < t < tn
eset�n

∣

∣x(t) − ξ
∣

∣< ε. Ekkor a di�ereni legyenlet �s a k�z�p�rt�k-egyenl�tlens�g szerint

∣

∣x(t) − x(tn)
∣

∣ ≤ Lδ ≤ ε/2, ¡gy
∣

∣x(t) − ξ
∣

∣ < ε. Mivel x folytonos, az ilyen η-k als¢

hat ra nem nagyobb, mint τ − δ. Ha n → ∞, akkor kapjuk, hogy τ − δ < t < τ eset�n

∣

∣x(t)− ξ
∣

∣ < ε, teh t x Lipshitz-f�ggv�ny ezen az intervallumon. Mivel ¡gy egyenletesen

folytonos, egy�rtelm�en kiterjeszthet� a τ pontban is folytonos f�ggv�nny�. Alkalmazzuk

a Peano-t�telt a (τ, ξ) pontban, �s legyen ~x a kapott lok lis megold ssal egyenl�, ha t ≥ τ ,
�s ~x(t) = x(t), ha τ − δ < t < τ . Ekkor ~x egy folytonos f�ggv�ny, amely eleget tesz az

~x(t) = ξ +

∫ t

τ

f
(

s, ~x(s)
)

ds

integr legyenletnek. Mivel ~x nem r�sze x-nek, x folytathat¢ megold s. �

>

nyilv nval¢. Egy�bk�nt v lasszunk olyan r > 0 sz mot, amelyre C-t�l D komplemen-

ter�nek minden pontja 2r-n�l nagyobb t vols gban van. A C-t�l r-n�l nem nagyobb

t vols gra l�v� pontok C∗ halmaza kompakt, ¡gy rajta f korl tos K > 0-val. Ha p, q
pozit¡v sz mok £gy, hogy p + q ≤ r, akkor a Peano-t�tel szerint c = min{p, q/K}-ra
minden (τ, ξ) ∈ C kezd��rt�kkel l�tezik megold s ℄τ − c, τ + c[-n. Megmutatjuk, hogy

b
0

= b− c v laszthat¢. Val¢ban, ha egy b
0

< τ < b �rt�kre
(

τ, x(τ)
)

∈ C lenne, akkor az

el�z� t�tel szerint x a b-n�l nagyobb �rt�kekre is �rtelmezve lenne. �
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• 368/3 :

<

(2) (2x− 1)y′′ + 4xy′ − 4y = 0;

>

(2) (2x+ 1)y′′ + 4xy′ − 4y = 0;

• 380/−11 :
<

Fontos tudni, hogy egy val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ v rhat¢ �rt�ke, s�t b rmely Baire-f�gg-

v�ny�nek a v rhat¢ �rt�ke is sak a val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ eloszl sf�ggv�ny�t�l f�gg; ez

k�zvetlen�l bel that¢ a de�n¡i¢ alapj n. A val¢s �rt�k� esetben az al bbi t�telb�l k�-

vetkezik.

>
Fontos tudni, hogy egy val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ v rhat¢ �rt�ke sak a val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢

eloszl sf�ggv�ny�t�l f�gg; ez k�zvetlen�l bel that¢ a de�n¡i¢ alapj n. A val¢sz¡n�s�gi

v ltoz¢ b rmely Baire-f�ggv�ny�nek a v rhat¢ �rt�ke is sak az eloszl sf�ggv�ny�t�l f�gg.

A val¢s �rt�k� val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ eset�n ez az al bbi t�telb�l k�vetkezik.

• 382/−13 :
<

nagy n eset�n a Stirling-formul t �rdemes haszn lni: n! =
√
2πnn+1/2e−n+12/n−cn

, ahol

>
nagy n eset�n a Stirling-formul t �rdemes haszn lni: n! =

√
2πnn+1/2e−n+1/(12n)−cn

,

ahol

• 393/−1 :
<

meg egy Pu

239

g�mb kritikus sugar t.

>
meg egy Pu

239

g�mb kritikus sugar t.

* 12.1.86. M trixj t�kok. A j t�kelm�letben vizsg lt legegyszer�bb j t�kban k�t

j t�kos van, mindkett�nek v�ges sok strat�gi ja vagy tiszta strat�gi ja van. Az els� �s a

m sodik strat�gi it is megsz mozzuk: 1, 2, . . . ,m illetve 1, 2, . . . , n. Ha az els� j t�kos

az i-edik, a m sodik a j-edik strat�gi j t v lasztja, akkor a m sodik �zet az els�nek ai,j
�sszeget (ami persze negat¡v is lehet). Az a = (ai,j)

m
i=1

n
j=1

m trixot a j t�k m trix nak

nevezz�k.

Lehet�s�geinket kib�v¡tj�k, ha kevert strat�gi t haszn lunk; ezeket Neumann J -

nos vezette be. Ez az els� j t�kosn l azt jelenti, hogy egy m tag£ val¢sz¡n�s�gi eloszl st

v laszt, �s annak megfelel�en v�letlenszer�en v lasztja meg strat�gi j t. Ha az y eloszl st
v lasztja, amit oszlopm trixnak ¡runk, akkor az y′a sorm trix j-edik koordin t ja jelenti
nyerem�ny�nek v rhat¢ �rt�k�t, ha a m sodik j t�kos a j-edik strat�gi j t v lasztotta.

Ezen sorm trix koordin t inak minimum t szeretn� maximaliz lni, azaz ha b �s c egy m
illetve n hossz£ oszlopm trix, amelynek minden koordin t ja 1, akkor �lja β → max,



44

az y′a ≥ βc′, y ≥ 0 �s b′y = 1 felt�telek mellett; ut¢bbi azt fejezi ki, hogy y val¢sz¡-

n�s�geloszl s, koordin t inak �sszege 1. A feladatnak vannak megengedett megold sai,

p�ld ul az egys�gvektorok: ezek a tiszta strat�gi knak felelnek meg. C�lszer�, ha a m t-

rix minden eleme pozit¡v. Ezt k�nnyen el�rhetj�k, ha minden elem�hez hozz adunk egy

el�g nagy d sz mot. Jel�lje az ¡gy kapott m trixot a. Persze, ekkor a nyerem�nyek is

d-vel megn�nek, �s β = β + d jel�l�ssel probl�m nk alakja

β → max, b′y = 1, a′y ≥ βc, y ≥ 0.

Vegy�k �szre, hogy m r a tiszta strat�gi kra is β > 0. Az y = y/β jel�l�ssel a feladat

b′y = 1/β → min, a′y ≥ c, y ≥ 0.

Teljesen hasonl¢an, ha a m sodik j t�kos az x eloszl st v lasztja, amit oszlopm trixnak

¡runk, akkor az ax oszlopm trix koordin t inak maximum t szeretn� minimaliz lni, azaz

�lja α → min, az ax ≤ αb, x ≥ 0 �s c′x = 1 felt�telek mellett. Most is a feladatnak

vannak megengedett megold sai, p�ld ul a tiszta strat�gi k. A α = α + d jel�l�ssel

probl�m nk alakja

α→ min, c′x = 1, ax ≤ αb, x ≥ 0.

Mivel a minden eleme pozit¡v, b rmely megengedett strat�gi ra α > 0. Az x = x/α
jel�l�ssel a feladat

c′x = 1/α→ max, ax ≤ b, x ≥ 0.

Egy du l-prim l feladatp rt kaptunk, amely p�ld ul a szimplex m¢dszerrel megoldhat¢.

* 12.1.87. Neumann nyeregpont t�tele. Az el�z� pont jel�l�seivel, m rmely

m trixj t�khoz vannak olyan x
0

, y
0

optim lis kevert strat�gi k, hogy b rmely x, y kevert

strat�gi kra y′ax
0

≤ y′
0

ax
0

≤ y′
0

ax. Az optim lis strat�gi khoz tartoz¢ α, β �rt�kekre

α = y′
0

ax
0

= β.

Az optim lis kevert strat�gi k  ltal ban nem egy�rtelm�ek. Az y′
0

ax
0

�rt�k a j t�k

�rt�ke; a t�tel szerint az els� j t�kos enn�l nagyobb nyeres�get nem tud el�rni, ha a

m sodik valamelyik optim lis kevert strat�gi j t j tsza, �s a m sodik enn�l kisebb �rt�ket

nem tud el�rni, ha az els� j t�kos valamelyik optim lis kevert strat�gi j t j tsza.

Bizony¡t s. Az el�z� pont szerint ¡rjuk  t a j t�kot egy du l-prim l feladat-

p rr . Mivel a prim l feladat megengedett x megold sainak halmaza korl tos, hiszen

egy megengedett megold s egyetlen koordin t ja sem lehet nagyobb, mint a elemei mi-

nimum nak a reiproka, a megengedett megold sok halmaza kompakt. �gy a prim l

feladatnak van optim lis x
0

megold sa. Alkalmazva a line ris programoz s f� t�tel�t

kapjuk, hogy a du l feladatnak is van egy y
0

optim lis megold sa, �s x
0

, y
0

nyereg-

pontja az L(x, y) = c′x + b′y − y′ax Lagrange-f�ggv�nynek, azaz L(x, y
0

) ≤ L(x
0

, y
0

) ≤
L(x

0

, y) �s 1/α
0

= 1/β
0

= L(x
0

, y
0

) = y′
0

ax
0

. Innen c′x + b′y
0

− y′
0

ax ≤ 1/β
0

, teh t

1/α−y′
0

ax/(α ·β
0

) ≤ 0, ahonnan β
0

≤ y′
0

ax. Mivel 1/α
0

= y′
0

ax
0

= y′
0

ax
0

/(α
0

·β
0

), egy-

r�szt β
0

= y′
0

ax
0

, amib�l levonva d-t, β = y′
0

ax
0

, m sr�szt y′
0

ax
0

≤ y′
0

ax, amib�l levonva

d-t, kapjuk az egyik egyenl�tlens�get. A m sik egyenl�s�g �s egyenl�tlens�g hasonl¢an

ad¢dik. �
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• 394/−9 :
<

l¡t�st er�sen lerontja, ez�rt t�bb k�l�nb�z� oszt¢pontrendszerrel is �rdemes pr¢b lkozni.

>
l¡t�st er�sen lerontja, ez�rt t�bb k�l�nb�z� oszt¢pontrendszerrel is �rdemes pr¢b lkozni.

Egy �k�lszab ly az oszt¢pontok megv laszt s hoz: osszuk az empirikus eloszl sf�ggv�ny-

hez tartoz¢ als¢ �s fels� kvartilis k�z�tti r�szt

3

√
n/2 egyenl� r�szre, �s ezzel a l�p�sk�zzel

folytassuk a beoszt st mindk�t ir nyba. Megmutathat¢, hogy megfelel� felt�telek mel-

lett ennek a l�p�sk�znek egy (1-hez k�zeli) konstansszorosa eset�n k�zel¡ti a hisztogram

a s�r�s�gf�ggv�nyt L
2

-ben a legjobban.

• 415/16 :

<
Pythagoras (i. e. 6. sz.) 185, 272

>
P�thagoras (i. e. 6. sz.) 185, 272
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