
• 31/17 :

<
sz mrendszerben, hogy a fel¡r s nem tartalmaz egyest.

>
sz mrendszerben, hogy a fel¡r s nem tartalmaz egyest.

1.40.3. Feladat [7℄. Adjuk meg a Cantor-halmaz egy monoton n�veked� �s

folytonos lek�pez�s�t [0, 1℄-re, majd ezt terjessz�k ki [0, 1℄-re a monotonit s megtar-
t s val. Mutassuk meg, hogy a kapott lek�pez�s majdnem minden�tt di�ereni l-

hat¢ �s a deriv ltja majdnem minden�tt nulla.

1.40.6. Feladat [7℄. Adjuk meg a Cantor-halmaz, majd a [0, 1℄ egy folytonos

lek�pez�s�t [0, 1℄2-re illetve [0, 1℄n-re.

• 94/8 :

<
jel�l�seket.

>
jel�l�seket.

Az Rn-beli U
1

(0), B
1

(0) �s S
1

(0) g�mb�ket olyan gyakran haszn ljuk, hogy

ezekre k�l�n jel�l�st vezet�nk be: Un, Bn �s Sn−1

.

• 96/−14 :
<

minden ny¡lt halmaz el� ll B-beli halmazok egyes¡t�sek�nt.

>
minden ny¡lt halmaz el� ll B-beli halmazok egyes¡t�sek�nt. Az X ny¡lt halmazainak

egy S rendszer�t szubb zisnak nevezz�k, ha az S-beli halmazok v�ges metszetei

b zist alkotnak. P�ld ul R-ben az �sszes ℄a, b[ ny¡lt intervallum, ahol a, b ∈ R, vagy

ak r sak a, b ∈ Q, egy b zis, az �sszes ℄ −∞, b[ �s ℄a,+∞[ ny¡lt intervallum, ahol

a, b ∈ R, vagy ak r sak a, b ∈ Q, egy szubb zis.

• 107/−16 :
<
A kompakt halmazok jelent�s�ge az, hogy a legt�bb  tvihet� kompakt

>
A kompakt halmazok jelent�s�ge az, hogy a legt�bb lok lis tulajdons g  tvihet�

kompakt

• 108/4 :

<
→* 3.85. Feladat: Uriszon-lemma. Legyen X metrikus t�r, K ⊂ V ⊂ X , ahol

K
>

→* 3.85. Feladat: Uriszon-lemma metrikus terekre. Legyen X metrikus t�r,

K ⊂ V ⊂ X , ahol K
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• 109/5 :

<
* 3.87. Feladat [14℄: Tietze kiterjeszt�si t�tele. Legyen X metrikus t�r,

F nem �res z rt r�szhalmaza X-nek, �s legyen f : F → R folytonos f�ggv�ny.

Mutassuk meg, hogy l�tezik olyan g : X → R folytonos f�ggv�ny, amelyre g|F = f
�s inf f(F ) = inf g(X), sup f(F ) = sup g(X).

→ 3.88. Feladat [11℄. Mutassuk meg, hogy metrikus terek szorzata pon-

>
→ 3.88. Feladat [11℄. Mutassuk meg, hogy v�ges sok metrikus t�r szorzata pon-

• 109/14 :

<
→* 3.89. Feladat: Tyihonov t�tele [10℄. Legyenek (Xi, di), i = 1, 2, . . . metri-
kus

>
→* 3.89. Feladat: Tyihonov t�tele metrikus terekre [10℄. Legyenek (Xi, di),
i = 1, 2, . . . metrikus

• 111/−5 :
<

metrik k egyenletesen, �s ¡gy topologikusan is ekvivalensek.

* 3.103. Ǳltal nos topol¢gia. A topol¢gi val kapsolatos �szrev�telek szerint

nagyon sok fogalom a ny¡lt halmazok seg¡ts�g�vel de�ni lhat¢ �s vizsg lhat¢. Ez az

�szrev�tel vezet a topologikus t�r fogalm hoz: Az (X,O) p rt topologikus t�rnek,
O-t topol¢gi nak nevezz�k, ha X egy halmaz, O az X r�szhalmazainak egy rend-

szere, amely tartalmazzaX-et, �s nem vezet ki bel�le a v�ges metszet �s a tetsz�leges

uni¢ k�pz�se. Az O elemei a t�r ny¡lt halmazai. Minden (X, d) metrikus t�r topo-
logikus t�r is, ha a ny¡lt halmazokat a szok sos m¢don de�ni ljuk. A topologikus

terek izomor�zmusai a homeomor�zmusok.

Metrikus terek eset�n n�h ny fogalomn l (teljess�g, egyenletes folytonoss g,

stb.) az j tszik szerepet, hogy az x �s y pontok �ε-k�zel" vannak (ε > 0), azaz

fenn ll az xRεy rel i¢, ahol

Rε =
{

(u, v) : d(u, v) < ε
}

.

Ez az �szrev�tel az uniform t�r fogalm hoz vezet. Az (X,U) p rt uniform t�rnek, U-t
uniformit snak nevezz�k, ha X nem �res halmaz, U pedig X reex¡v szimmetrikus

rel i¢inak egy rendszere £gy, hogy b rmely rel i¢ tartalmazza valamely m sik

rel i¢ �nmag val vett kompoz¡i¢j t, �s b rmely k�t rel i¢ metszete tartalmaz egy

harmadik rel i¢t. Ha R ∈ U �s (x, y) ∈ R, azaz xRy, akkor azt szok s mondani,
hogy x �s y R-k�zel vannak. Egy metrikus t�r a fenti Rε, ε > 0 rel i¢kkal p�lda

uniform t�rre. Ha egy uniform t�rben az

O =

{

V : V ⊂ X, minden x ∈ V -hez van olyan R ∈ U , hogy R(x) ⊂ V
}
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halmazrendszert tekintj�k, akkor X topologikus t�rr� v lik, ¡gy az uniform t�r fo-

galma a metrikus t�rn�l  ltal nosabb, a topologikus t�rn�l spei lisabb.

A topologikus, illetve az uniform terek fogalma sok szempontb¢l term�szetesebb

�s k�nyelmesebben haszn lhat¢, mint a metrikus terek fogalma. P�ld ul ak rh ny

Xγ , γ ∈ � topologikus t�r szorzata de�ni lhat¢, mint a

∏

γ∈�

Xγ =
{

f : f : � → ∪γ∈�Xγ , f(γ) ∈ Xγ

}

szorzathalmaz, az �sszes olyan topol¢gi k metszet�vel topologiz lva, amelyekre az

�sszes pγ : f 7→ f(γ), γ ∈ � projeki¢k folytonosak. Az X�

szorzattopol¢gi j b¢l

az f : � → X f�ggv�nyek pontonk�nti konvergeni ja sz rmazik. (M�g ha X met-

rikus t�r is,  ltal ban akkor sem sz rmaztathat¢ ez a konvergenia metrik b¢l vagy

elt�r�sb�l.)

A topologikus �s uniform terek fogalma sok �lra t£l  ltal nos. P�ld ul nem

felt�tlen�l l�teznek b rmely k�t k�l�nb�z� ponthoz �ket tartalmaz¢, diszjunkt, ny¡lt

halmazok. (Legyen O = {∅, X}; az ¡gy kapott t�r az indiszkr�t t�r.) A leggyeng�bb

felt�tel, amit haszn lni szok s, hogy k�t k�l�nb�z� ponthoz mindig l�tezik olyan

ny¡lt halmaz, amely valamelyiket tartalmazza, a m sikat meg nem. Az ennek a fel-

t�telnek eleget t�v� tereket T
0

-tereknek nevezz�k; a jel�l�s a n�met �trennen" sz¢b¢l

ered. (P�ld ul {0, 1} a O =

{

∅, {0}, {0, 1}
}

topol¢gi val T
0

-t�r; ezt a teret �sszef�g-

g� pontp rnak h¡vj k.) Er�sebb felt�tel, hogy k�t k�l�nb�z� ponthoz mindig l�tezik

olyan ny¡lt halmaz, amely az els�t tartalmazza, a m sodikat nem. Az ilyen tereket

T
1

-t�rnek h¡vj k, �s a felt�tel azzal ekvivalens, hogy az egyelem� halmazok z rtak.

(Az �sszef�gg� pontp r nem T
1

-t�r.) Ha azt k�vetelj�k meg, hogy k�l�nb�z� pontok

ny¡lt halmazzal sz�tv laszthat¢k legyenek, azaz l�tezzenek diszjunk ny¡lt halmazok,

amelyek k�z�l az egyik az egyik, a m sik a m sik pontot tartalmazza, akkor a T
2

-t�r

vagy Hausdor�-t�r fogalm hoz jutunk. A T
3

felt�tel azt k�ti ki, hogy z rt halmaz �s

rajta k¡v�l fekv� pont ny¡lt halmazokkal sz�tv laszthat¢k, azaz l�teznek olyan disz-

junkt ny¡lt halmazok, hogy az egyik a pontot, a m sik a z rt halmazt tartalmazza, a

T
4

felt�tel pedig azt, hogy diszjunkt z rt halmazok ny¡lt halmazokkal sz�tv lasztha-

t¢k, azaz l�teznek olyan diszjunkt ny¡lt halmazok, hogy az egyik az egyik, a m sik

a m sik z rt halmazt tartalmazza. A Tπ felt�tel bizonyos �rtelemben a T
3

�s T
4

felt�tel k�z�tt fekszik, �s azt k�ti ki, hogy z rt halmaz �s rajta k¡v�l fekv� pont

folytonos f�ggv�nnyel sz�tv laszthat¢, azaz van olyan, az eg�sz t�ren �rtelmezett

folytonos f�ggv�ny, amely [0, 1℄-be k�pez, �s a z rt halmazon 0, a pontban pedig 1.

Leggyakrabban ezen felt�telek kombin i¢ja haszn latos: a T
3

�s T
1

felt�teleknek

eleget t�v� tereket regul risnak, a Tπ �s T1 felt�telnek eleget t�v� tereket teljesen re-

gul risnak, a T
4

�s T
1

felt�teleknek eleget t�v� tereket pedig norm lisnak nevezz�k;

ezek mind Hausdor�-terek, �s a teljesen regul ris terek nyilv n regul risak is. Ne-

vezetes t�ny az Uriszon-lemma, mely szerint norm lis t�rben b rmely k�t diszjunkt

z rt halmaz folytonos f�ggv�nnyel sz�tv laszthat¢, azaz van olyan, az eg�sz t�ren

�rtelmezett folytonos f�ggv�ny, amely [0, 1℄-be k�pez, �s az egyik z rt halmazon 0,

a m sikon pedig 1, ¡gy norm lis t�r mindig teljesen regul ris. Egy m sik nevezetes

t�tel Tyihonov t�tele: kompakt terek szorzata kompakt.
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Mint l tjuk, a topologikus terek vizsg lat n l sz mos £j fogalmat kell bevezetni,

�s az ezek k�z�tti �nom kapsolatok vizsg lata id�ig�nyes. A fokozatoss g elve

mellett ez az oka, hogy ebben a jegyzetben metrikus terekre szor¡tkozunk. Ǳltal nos

topol¢gi val kapsolatban Hewitt{Stromberg [55℄ k�nyv�nek megfelel� fejezeteit, �s

Bourbaki [12℄ m�v�nek II. k�nyv�t aj nljuk.

>
metrik k egyenletesen, �s ¡gy topologikusan is ekvivalensek.

• 116/13 :

<
raki¢, de a n�gyzete m r kontraki¢.

>
raki¢, de a n�gyzete m r kontraki¢.

3.117.5. Feladat [7℄. Adjunk p�ld t olyan T : R → R lek�pez�sre, amelyre

∣

∣T (x)− T (y)
∣

∣ < |x− y|, ha x 6= y, de nins �xpontja.

• 116/−16 :
<

ra, a Ti(x) = x �xpont probl�m val. Melyik Ti alkalmas iter i¢ra?
>

a Ti(x) = x �xpont probl�m val. Melyik Ti alkalmas iter i¢ra?

3.118.1. Feladat [9℄. Tekints�k az F (x
1

, x
2

) = (x2
1

+ x2
2

− 1, 2x
1

+ x
2

− 1)

f�ggv�ny. Legyen

T
1

(x
1

, x
2

) =

(

(1− x
2

)/2,
√

1− x2
1

)

, T
2

(x
1

, x
2

) =

(

(1− x
2

)/2,−
√

1− x2
1

)

.

Mutassuk meg, hogy a (−0,9, 0,9) pontb¢l ind¡tva T
1

az F (x) = 0 egyenlet egyik, a

(0,9, 0,9) pontb¢l ind¡tva T
2

a m sik megold s hoz konverg l. Magyar zzuk meg a

konvergeni k sebess�ge k�z�tti k�l�nbs�get.

• 116/−1 :
<

a legkisebb Lipshitz-konstans?

>
a legkisebb Lipshitz-konstans?

* 3.121.1. Fixpont tulajdons g. AzX metrikus teret �xpont tulajdons g£nak

nevezz�k, ha X b rmely �nmag ba val¢ folytonos lek�pez�s�nek van �xpontja. A

�xpont-tulajdons g nyilv n topol¢giai tulajdons g.

* 3.121.2. Retraktum. Egy X metrikus t�r egy Y r�szhalmaz ra azt mondjuk,

hogy az X retraktuma, ha van olyan folytonos lek�pez�se X-nek Y -ra, amely Y -on
az identit s. Az hogy Y retraktuma X-nek, nyilv n topol¢giai tulajdons g. P�ld ul

egy Hilbert-t�r b rmely nem �res z rt konvex r�szhalmaza b rmely n la b�vebb

halmaznak retraktuma: a retraki¢t £gy kapjuk, hogy minden ponthoz a hozz 

legk�zelebbi Y -beli pontot rendelj�k.
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* 3.121.3. T�tel. Ha az X metrikus t�r �xpont tulajdons g£ �s Y retraktuma

X-nek, akkor Y is �xpont-tulajdons g£.

Bizony¡t s. Legyen r : X → Y egy retraki¢. Ha T folytonos lek�pez�se

Y -nak �nmag ba, akkor T ◦ r folytonos lek�pez�se X-nek Y -ba. Mivel X �xpont

tulajdons g£, �s Y ⊂ X , van x �xpont, amelyre T
(

r(x)
)

= x. Nyilv n x ∈ Y , �s ¡gy
r(x) = x, amib�l T (x) = x.

* 3.121.4. Homot¢pia, �sszeh£zhat¢s g. Az X metrikus teret az Y metri-

kus t�rbe k�pez� f
0

, f
1

folytonos lek�pez�seket egym sba folytonosan  tdeform l-

hat¢aknak, idegen sz¢val homot¢poknak nevezz�k, ha van olyan h : X × [0, 1℄ → Y
folytonos lek�pez�s, a homot¢pia, amelyre h(x, 0) = f

0

(x) �s h(x, 1) = f
1

(x) minden
x ∈ X-re. (A vektoranal¡zisben �s a komplex f�ggv�nytanban haszn lni fogjuk z rt

g�rb�k homot¢pi j t; ez a homot¢pia  ltal nos fogalm nak spei lis esete, mivel

egy z rt g�rbe T folytonos lek�pez�s�nek tekinthet�.) Ǳltal nosabban, de�ni lhat-

juk a relat¡v homot¢pi t: legyen A ⊂ X ; az X metrikus teret az Y metrikus t�rbe

k�pez� f
0

, f
1

folytonos lek�pez�seket A-homot¢poknak nevezz�k, ha van olyan ho-

mot¢pia, amely A-n a lek�pez�st �xen hagyja, azaz van olyan h : X × [0, 1℄ → Y
homot¢pia, amelyre h(x, t) = f

0

(x) = f
1

(x) minden x ∈ A-ra �s 0 ≤ t ≤ 1-re. Az

X-et Y -ba k�pez� folytonos f�ggv�nyek A-homot¢pi ja (¡gy homot¢pi ja is, amely

az A = ∅ spei lis eset) nyilv n ekvivalenia-rel i¢, ¡gy besz�lhet�nk a f�ggv�nyek

homot¢pia-oszt lyair¢l. Azt is k�nny� l tni, hogy ha f
0

�s f
1

A-homot¢pok, Z is

metrikus t�r, B ⊂ Y , g
0

, g
1

: Y → Z B-homot¢pok, f
0

(A) = f
1

(A) ⊂ B, akkor g
0

◦f
0

�s g
1

◦ f
1

A-homot¢pok. F�ggv�nyek homot¢pi ja nyilv n topologikus fogalom.

Az X metrikus teret (az X egy x
0

pontj ra) �sszeh£zhat¢nak nevezz�k, ha az

identikus lek�pez�se homot¢p a konstans f(x) ≡ x
0

f�ggv�nnyel. Az �sszeh£zhat¢s g

nyilv n topol¢giai tulajdons g.

* 3.121.5. Borsuk t�tele. Legyen C z rt r�szhalmaza az X metrikus t�rnek,

f
0

�s f
1

homot¢p lek�pez�sei F -nek Sn-be. Ha f
0

kiterjeszthet� az X egy folytonos

F
0

lek�pez�s�v� Sn-be, akkor f
1

is kiterjeszthet� az X egy F
1

folytonos lek�pez�s�v�

Sn-be £gy hogy F
0

, F
1

homot¢pok.

Bizony¡t s. Legyen h egy homot¢pi ja f
0

-nak f
1

-be, �s legyen

C′
=

{

(x, t) ∈ X × [0, 1℄ : t = 0 vagy x ∈ C
}

.

A C′
halmaz z rt, �s a H ′

(x, t) = F (x), ha t = 0 �s H ′
(x, t) = h(x, t), ha x ∈ C

lek�pez�se C′
-nek Sn-be folytonos. Megmutatjuk, hogy ez a lek�pez�s kiterjeszthet�

C′
egy ny¡lt U k�rnyezet�re; a kiterjeszt�st jel�lje H ′′

. Val¢ban, Sn helyettes¡the-

t� a [−1, 1℄n+1

t�r vele homeomorf hat r val, �s Tietze kiterjeszt�si t�tele szerint

ez a lek�pez�s (koordin t nk�nt) kiterjeszthet� az eg�sz t�r egy [−1, 1℄n+1

-be va-

l¢ folytonos lek�pez�s�v�. A C′
valamely k�rnyezet�n ez a lek�pez�s nem veszi fel

�rt�kk�nt az orig¢t, �s [−1, 1℄n+1

hat ra retraktuma [−1, 1℄n+1

orig¢t¢l k�l�nb�z�

pontjai halmaz nak. Megmutatjuk, hogy U tartalmaz egy V × [0, 1℄ alak£ hal-

mazt, ahol V egy, a C-t tartalmaz¢ ny¡lt halmaz. Val¢ban, minden x ∈ C-re a
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{x}× [0, 1℄ kompakt halmaz t vols ga U komplementer�t�l pozit¡v, ¡gy van olyan Vx
ny¡lt k�rnyezete x-nek, amelyre Vx × [0, 1℄ ⊂ U ; legyen V = ∪{Vx : x ∈ C}. V�g�l
az Uriszon-lemma (vagy a metrikus terekre vonatkoz¢ v ltozata) szerint van olyan

p : X → [0, 1℄ folytonos f�ggv�ny, amely a C-n 1, a V komplementer�n pedig nulla.

Legyen H(x, t) = H ′′
(

x, tp(x)
)

a keresett homot¢pia �s F
1

(x) = H(x, 1) a keresett

kiterjeszt�se f
1

-nek.

* 3.121.6. T�tel. Ha n ∈ N+

, akkor a k�vetkez�  ll¡t sok ekvivalensek:

(1) Sn−1

nem �sszeh£zhat¢;

(2) Sn−1

nem retraktuma Bn-nek;

(3) az Rn b rmely nem �res X kompakt konvex r�szhalmaza �xpont tulajdons g£

(Brouwer-f�le �xpontt�tel);

(4) ha a = (a
1

, . . . , an) ∈ Rn, rj > 0 (j = 1, . . . , n) �s a

T =

{

(x
1

, . . . , xn) : |xj − aj | ≤ rj
}

t�gla

T±
j =

{

(x
1

, . . . , xn) ∈ T : xj − aj = ±rj
}

lapjain valamely f = (f
1

, . . . , fn) : T → Rn folytonos f�ggv�nyre ±fj ≥ 0,

akkor a f�ggv�ny a T t�gl n felveszi az orig¢t �rt�kk�nt (Miranda k�zbens�

�rt�k t�tele).

Mindegyik  ll¡t s igaz, �s egyiket sem k�nny� bebizony¡tani. Mi a vari i¢sz m¡-

t s seg¡ts�g�vel fogjuk majd (2)-t bizony¡tani. Egy elemi, de nem egyszer� bizony¡t s

tal lhat¢ (1)-re Hurewiz �s Wallman [58℄ k�nyv�ben. A (4)  ll¡t s egyenletrendszer

megold s ra haszn lhat¢.

Bizony¡t s. Vegy�k �szre, hogy ha X �sszeh£zhat¢, akkor X b rmely Y ret-

raktuma is �sszeh£zhat¢: val¢ban, ha r a retraki¢ja X-nek Y -ra, �s h �sszeh£zza

X-et x
0

-ra, akkor r ◦ h �sszeh£zza Y -t r(x
0

)-ra. Mivel Bn nyilv n �sszeh£zhat¢, de

(1) szerint Sn−1

nem, Sn−1

nem lehet Bn retraktuma, azaz (1)-b�l k�vetkezik (2). A

megford¡t s Borsuk t�tel�b�l ad¢dik: ha Sn−1

�sszeh£zhat¢ lenne, akkor Sn−1

iden-

tikus lek�pez�s�t kiterjeszthetn�nk Bn-nek egy folytonos lek�pez�s�v� Sn-be, azaz

(2) nem teljes�lne.

A Brouwer-f�le �xpontt�telt (2)-b�l el�sz�r Bn-re bizony¡tjuk. Ha l�tezne olyan

T : Bn → Bn lek�pez�s, amelynek nins �xpontja, akkor tudn nk konstru lni Bn-

nek egy retraki¢j t Sn−1

-re: minden x ∈ Bn-re hosszabb¡tsuk meg a T (x)-b�l
x-be vezet� szakaszt am¡g metszi Sn−1

-et. Jel�lj�k ezt a pontot r(x)-el. Az r
egy retraki¢ja Bn-nek Sn−1

-re. Ha most R el�g nagy, akkor az R sugar£, orig¢

k�z�ppont£ g�mb tartalmazza X-et. Mivel X retraktuma R · Bn-nek, X is �xpont

tulajdons g£. A megford¡t s abb¢l k�vetkezik, hogy ha Sn−1

retraktuma lenne Bn-

nek, akkor �xpont tulajdons g£ lenne, de nem az: az x 7→ −x lek�pez�snek nins

�xpontja.
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A Brouwer-f�le �xpontt�telb�l k�vetkezik (4): El�sz�r tegy�k fel, hogy ±fj > 0

a T±
j lapokon (j = 1, . . . , n), �s legyen Fj(x) = xj − εjfj(x). Ha az εj > 0 sz mok

el�g kisik, az F lek�pez�s T -t T -be k�pezi, ¡gy van �xpontja, amely z�rushelye f -
nek. Egy�bk�nt t�rj�nk  t az fε(x) = f(x) + ε(x − a) lek�pez�sre. Ennek van egy

xε z�rushelye T -ben, �s a z�rushelyekb�l kiv laszthat¢ egy konvergens sorozat. A

megford¡t shoz legyen F : T → T egy folytonos lek�pez�s, �s f(x) = x − F (x); (4)
alkalmazhat¢ f -re, �s f z�rushelye F egy �xpontja.

* Megjegyz�s. A Brouwer-f�le �xpontt�telnek sz mos alkalmaz sa van: egyr�szt

m s �xpontt�telek bizony¡that¢k bel�le, m sr�szt olyan egyenl�tlens�gek, amelyek-

nek fontos j t�kelm�leti (p�ld ul a Nash-f�le egyens£lypont l�tez�se, Neumann mi-

nimax t�tele) �s k�zgazdas gi alkalmaz saik vannak (a matematikai k�zgazdas gtan

f� t�tele), de az is bel that¢ seg¡ts�g�vel, hogy Rm �s Rn nem homeomorfak, ha

m 6= n. Ezeket a t�teleket illet�en l sd [147℄, 77. fejezet. Az al bbi t�telt k�s�bb

haszn ljuk majd.

* 3.121.7. Megold s l�tez�se nemline ris egyenletrendszerre. Legyen g :
BR(0) → Rn folytonos f�ggv�ny, ahol Rn-et egy tetsz�leges norm val �s a szok sos

bels� szorzattal tekintj�k, BR(0) ⊂ Rn, R > 0. Ha minden x ∈ SR(0)-ra
〈

g(x), x
〉

≥
0, akkor a g(x) = 0 egyenletnek van megold sa BR(0)-ban.

Bizony¡t s. Indirekt: Egy�bk�nt f(x) = −Rg(x)/
∥

∥g(x)
∥

∥

folytonos lek�pez�se

lenne BR(0)-nak �nmag ba, amelynek van egy x �xpontja. Erre ‖x‖ = R, de

〈

g(x), x
〉

= −
∥

∥g(x)
∥

∥

R

〈

f(x), x
〉

= −
∥

∥g(x)
∥

∥

R
〈x, x〉 < 0.

* 3.121.8. Dimenzi¢elm�let. Ha be akarjuk bizony¡tani, hogy k�t metrikus t�r

nem homeomorf, akkor nagyon hasznos lehet egy topol¢giai invari ns, valamilyen

sz m (vagy b rmi m s) ami homeomorf terekre megegyezik (�s lehet�leg k�nnyen

sz m¡that¢). Egyike a legkor bban bevezetett topol¢giai invari nsoknak a dimenzi¢.

Egy X halmaz egy A lefed�se a B lefed�s �nom¡t sa, ha minden A ∈ A-hez
van olyan B ∈ B, hogy A ⊂ B. Egy lefed�s rendje eggyel kisebb, mint az egy x
pontot lefed� halmazok sz m nak a szupr�muma az �sszes x ∈ X pontra (−1, ha
nins pont). Egy X metrikus t�r dim(X) lefed�si dimenzi¢ja a legkisebb olyan n
eg�sz sz m amelyre X minden ny¡lt lefed�s�nek van olyan �nom¡t sa, amelynek a

rendje n. Az �res t�r dimenzi¢ja −1. K�t m sik dimenzi¢fogalom | az �res t�r

dimenzi¢j t −1-nek v�ve | induki¢val de�ni lhat¢: egy nem �res t�rre idim(X)

az a legkisebb n term�szetes sz m, amire minden x ponthoz �s azt tartalmaz¢ U
ny¡lt halmazhoz van olyan V ⊂ U ny¡lt halmaz, amelyre idim(∂V ) < n (kis indukt¡v

dimenzi¢), Idim(X) pedig az a legkisebb n term�szetes sz m, amire minden F z rt

halmazhoz �s azt tartalmaz¢ U ny¡lt halmazhoz van olyan F ⊂ V ⊂ U ny¡lt halmaz,

amelyre Idim(∂V ) < n (nagy indukt¡v dimenzi¢). Az elm�let f� eredm�nye, hogy

ezek a (nyilv n topologikus) fogalmak szepar bilis metrikus terekben egybeesnek.

Csak a szepar bilis metrikus terekben teljes�l� fontosabb eredm�nyeket soroljuk fel:
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Alt�r dimenzi¢ja legfeljebb annyi, mint a t�r dimenzi¢ja. �sszeg t�tel: ha a t�r meg-

sz ml lhat¢ sok legfeljebb n dimenzi¢s z rt alt�r �sszege, akkor maga is legfeljebb

n dimenzi¢s, ha pedig egy m �s egy n dimenzi¢s alt�r egyes¡t�se, akkor legfeljebb

n + m + 1 dimenzi¢s. Felbont si t�tel: egy nem �res, legfeljebb n dimenzi¢s t�r

felbonthat¢ egy legfeljebb 0 �s egy legfeljebb n− 1 dimenzi¢s alt�rre. Szorzat t�tel:

k�t t�r szorzat nak a dimenzi¢ja legfeljebb a dimenzi¢k �sszege (de lehet kisebb:

van k�t olyan k�tdimenzi¢s t�r, amelyeknek a szorzata sak h rom dimenzi¢s). Ki-

terjeszt�si t�tel: nem �res t�r pontosan akkor legfeljebb n dimenzi¢s, ha b rmely

z rt r�szhalmaz nak folytonos lek�pez�se Sn-be kiterjeszthet� az eg�sz t�r folytonos

lek�pez�s�v� Sn-be. Legnehezebb annak bizony¡t sa, hogy Rn dimenzi¢ja n, ez hasz-
n lja a Brouwer-f�le �xpontt�telt. (Egy�bk�nt Rn-ben pontosan a nem �res belsej�

halmazok dimenzi¢ja n). Az R2n+1

t�rben l�tezik univerz lis n-dimenzi¢s kompakt
halmaz: minden legfeljebb n dimenzi¢s t�r homeomorf ennek egy r�szhalmaz val.

Tov bbi nevezetes, Rn-re vonatkoz¢ t�telek: legfeljebb n − 2 dimenzi¢s r�szhalmaz

komplementere �sszef�gg�; Rn k�t homeomorf kompakt r�szhalmaz nak a komple-

mentere ugyanannyi diszjunkt tartom ny egyes¡t�se (ez tartalmazza a Jordan-t�telt

spei lis esetk�nt); Rn k�t r�szhalmaz nak egy homeomor�zmusa Rn-beli bels� pon-

tot Rn-beli bels� pontba visz (ez Brouwer nevezetes tartom ny-invariania t�tele).

V�g�l k�t  ll¡t s, amely a Hausdor�-dimenzi¢val val¢ kapsolatot ¡rja le: ha X to-

pol¢giai dimenzi¢ja n, akkor χn(X) > 0, �s minden m > n val¢s sz mra van olyan

X-szel homeomorf Y r�szhalmaza [0, 1℄2n+1

-nek, amelyre χm(Y ) = 0. A dimenzi¢-

elm�lettel kapsolatban bevezet�sk�nt Hurewiz �s Wallman [58℄ k�nyv�t aj nljuk,

amely ma is j¢l olvashat¢, b r els� kiad sa 1941-ben jelent meg!

• 117/3 :

<
old s ra. Az al bbiakban v zoljuk az alapgondolatot. A k�l�nb�z� �xpont-

>
olhat¢s g nak bizony¡t s ra, �s els�sorban a Banah-f�le �xpontt�tel az egyenletek

megold s ra is. Az al bbiakban v zoljuk az alapgondolatot. A k�l�nb�z� �xpont-

• 117/14 :

<
ra, akkor a m¢dos¡tott Newton-m¢dszert kapjuk. Ha el�bb az x = x azonos-

>
ra, akkor a m¢dos¡tott Newton-m¢dszert kapjuk. Ha G az x-t�l is f�gg, G(x)(y) =
F ′
(x)−1

(y), akkor a Newton-m¢dszert kapjuk. Ha el�bb az x = x azonos-

• 117/−6 :
<

k�zel¡t�sekb�l a � = �

1

di�ereniaoper torral

�xn ≈ cqn(q − 1), �

2xn ≈ cqn(q − 1)

2,
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¡gy (�xn)
2/�2xn ≈ cqn, amib�l

x ≈ xn − (�xn)
2

�

2xn
,

>
k�zel¡t�sekb�l a � = �

1

di�ereniaoper torral

�xn ≈ cqn(q − 1), �xn+1

≈ cqn+1

(q − 1), �

2xn ≈ cqn(q − 1)

2,

¡gy �xn+1

/�xn ≈ q, tov bb  (�xn)
2/�2xn ≈ cqn, amib�l

x ≈ xn − (�xn)
2

�

2xn
,

• 120/1 :

<
** 3.139. Feladat: topologikus t�r faktortere [10℄. Legyen X topologikus t�r

�s ∼ egy ekvivaleniarel i¢ X-en. A topologikus faktort�r alatt az ekvivaleniaosz-

t lyok

~X halmaz t �rtj�k, azokat a

~U ⊂ ~X halmazokat tekintve ny¡ltnak, amelyekre

∪ ~U ny¡lt X-ben. Mutassuk meg, hogy ha (X, d) metrikus t�r, �s ~d metrika, tov bb 
~U ⊂ ~X ny¡lt a metrikus faktort�rben, akkor ∪ ~U is ny¡ltX-ben. Mutassuk meg, hogy

ha X kompakt �s

~d metrika, akkor a

~X metrikus faktort�rben egy

~U ⊂ ~X halmaz

pontosan akkor ny¡lt, ha ∪ ~U is ny¡lt X-ben, azaz a metrikus faktort�r topol¢gi ja

megegyezik topologikus faktort�r topol¢gi j val. Mutassuk meg, hogy egy p lyat�r

faktormetrik j nak (ha l�tezik faktormetrika) a topol¢gi ja mindig a topologikus

faktort�r topol¢gi ja.

>
* 3.138.1. Ǳltal nos topol¢gia. A topol¢gi val kapsolatos �szrev�telek szerint

nagyon sok fogalom a ny¡lt halmazok seg¡ts�g�vel de�ni lhat¢ �s vizsg lhat¢. Ez az

�szrev�tel vezet a topologikus t�r fogalm hoz: Az (X,O) p rt topologikus t�rnek,
O-t topol¢gi nak nevezz�k, ha X egy halmaz, O az X r�szhalmazainak egy rend-

szere, amely tartalmazzaX-et, �s nem vezet ki bel�le a v�ges metszet �s a tetsz�leges

uni¢ k�pz�se. Az O elemei a t�r ny¡lt halmazai. P�ld ul ha O az X �sszes r�sz-

halmazaib¢l  ll, akkor X diszkr�t topol¢gi j r¢l besz�l�nk. A topologikus fogalmak

minden topologikus t�rben de�ni lva vannak. Minden (X, d) metrikus t�r topologi-
kus t�r is, ha a ny¡lt halmazokat a szok sos m¢don de�ni ljuk. A topologikus terek

izomor�zmusai a homeomor�zmusok.

Ha O
1

�s O
2

topol¢gi k az X halmazon, akkor O
1

⊂ O
2

eset�n azt mondjuk,

hogy O
1

gyeng�bb, mint O
2

, illetve, hogy O
2

er�sebb, mint O
1

. Mivel az X-en vett

topol¢gi k tetsz�leges rendszer�nek a metszete is topol¢gia, az X r�szhalmazainak

ak rmilyen H rendszer�hez a H-t tartalmaz¢ topol¢gi k metszete topol¢gia, amelyet

a H  ltal gener lt topol¢gi nak nevez�nk; ez a leggyeng�bb topol¢gia, amelyre H
elemei ny¡ltak. P�ld ul egy b zis vagy egy szubb zis gener lja a topol¢gi t. Persze,
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nem ak rmilyen H halmazrendszer b zisa, illetve szubb zisa az  ltala gener lt to-

pol¢gi nak: k�nny� l tni, hogy egy halmazrendszer pontosan akkor szubb zisa az

 ltala gener lt topol¢gi nak, ha lefed�s, �s pontosan akkor b zisa az  ltala gener lt

topol¢gi nak, ha lefed�s �s U, V ∈ H, x ∈ U ∩ V eset�n van olyan W ∈ H, hogy

x ∈ W ⊂ U ∩ V . Legyen Yi, i ∈ I topologikus terek egy sal dja, Bi a b zisa, Si
pedig a szubb zisa az Yi topol¢gi j nak. Ha fi : X → Yi, i ∈ I f�ggv�nyek egy sa-

l dja, akkor k�nny� l tni, hogy a leggyeng�bb topol¢gi nak X-en, amelyre minden

fi folytonos, az f
−1

i (S), i ∈ I, S ∈ Si halmazok egy szubb zis t, a ∩nk=1

f−1

ik
(Bi),

n ∈ N, i
1

, . . . , in ∈ I, Bi ∈ Bi halmazok pedig b zis t alkotj k.

Topol¢gi t megadhatunk a z rt halmazokkal is, hiszen a ny¡lt halmazok ezek

komplementerei; term�szetesen a z rt halmazok rendszer�b�l nem vezethet ki a

tetsz�leges metszet �s a v�ges uni¢k�pz�s, valamint tartalmaznia kell az �res hal-

mazt. Az X �sszes r�szhalmazainak rendszer�t �nmag ba k�pez� A 7→ A◦
�belseje-

k�pz�ssel" is megadhatjuk a topol¢gi t, amelyre X◦
= X �s A◦ ⊂ A, (A◦

)

◦
= A◦

�s (A ∩ B)◦ = A◦ ∩ B◦
, ha A,B ⊂ X ; nem neh�z megmutatni, hogy ez a n�gy

tulajdons g elegend� ahhoz, hogy a lek�pez�s �xpontjai egy topol¢gia ny¡lt halma-

zait alkoss k. Hasonl¢an, az X �sszes r�szhalmazainak rendszer�t �nmag ba k�pez�

A 7→ A �lez r si oper torral" is megadhatjuk a topol¢gi t, amelyre ∅ = ∅ �s A ⊂ A,

A = A �s A ∪B = A ∪ B, ha A,B ⊂ X ; nem neh�z megmutatni, hogy ez a n�gy

tulajdons g elegend� ahhoz, hogy a lek�pez�s �xpontjai egy topologikus t�r z rt

halmazait alkoss k.

A topologikus terek fogalma sok szempontb¢l term�szetesebb �s k�nyelmeseb-

ben haszn lhat¢, mint a metrikus terek fogalma. Az (X,O) topologikus t�r b rmely
Y r�szhalmaza is topologikus t�r, az eredeti t�r altere az OY = {U ∩ Y : U ∈ O}
alt�r-topol¢gi val. P ronk�nt diszjunkt (Xi,Oi), i ∈ I topologikus terek �sszege

de�ni lhat¢ az X = ∪i∈IXi halmazt ell tva az ∪i∈IOi (b zis)  ltal gener lt O top-

l¢gi val. Ak rh ny Xi, i ∈ I topologikus t�r szorzata de�ni lhat¢, mint a

∏

i∈I Xi

szorzathalmaz, az �sszes olyan topol¢gi k metszet�vel topologiz lva, amelyekre az

�sszes pi : x 7→ xi, i ∈ I projeki¢k folytonosak. Ha X topologikus t�r, az XI
szor-

zattopol¢gi j b¢l az x : I → X f�ggv�nyek pontonk�nti konvergeni ja sz rmazik.

(M�g ha X metrikus t�r is,  ltal ban akkor sem sz rmaztathat¢ ez a konvergenia

metrik b¢l vagy elt�r�sb�l.) K�l�n�sen fontosak a [0, 1℄I Tyihonov-t�gl k. Legyen

X topologikus t�r �s ∼ egy ekvivaleniarel i¢ X-en. Az X/∼ topologikus faktort�r

alatt az ekvivaleniaoszt lyok

~X halmaz t �rtj�k, azokat az

~U ⊂ ~X halmazokat te-

kintve ny¡ltnak, amelyekre ∪ ~U ny¡lt X-ben. Nyilv n az x 7→ ~x term�szetes lek�pez�s
folytonos. A kompakts g nyilv n ��r�kl�dik" a z rt alterekre, a v�ges �sszegekre �s

a faktorterekre (mert kompakt t�r folytonos k�pe kompakt). Nevezetes t�ny, hogy

a szorzatra is: Tyihonov t�tele szerint kompakt terek szorzata kompakt; ezt k�l�n

bizony¡tjuk. A lok lis kompakts g nyilv n ��r�kl�dik" a ny¡lt �s a z rt alterekre,

¡gy a ny¡lt �s z rt halmaz metszetek�nt el� ll¢ alterekre is, a tetsz�leges �sszegre �s

a v�ges szorzatra.

A topologikus terek fogalma sok �lra t£l  ltal nos. P�ld ul nem felt�tlen�l

l�teznek b rmely k�t k�l�nb�z� ponthoz �ket tartalmaz¢, diszjunkt, ny¡lt halmazok.
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(Legyen O = {∅, X}; az ¡gy kapott t�r az indiszkr�t t�r.) A leggyeng�bb felt�tel,

amit haszn lni szok s, hogy k�t k�l�nb�z� ponthoz mindig l�tezik olyan ny¡lt halmaz,

amely valamelyiket tartalmazza, a m sikat meg nem. Az ennek a felt�telnek eleget

t�v� tereket T
0

-tereknek nevezz�k; a jel�l�s a n�met �trennen" sz¢b¢l ered. (P�ld ul

{0, 1} a O =

{

∅, {0}, {0, 1}
}

topol¢gi val T
0

-t�r; ezt a teret �sszef�gg� pontp rnak

h¡vj k.) Er�sebb felt�tel, hogy k�t k�l�nb�z� ponthoz mindig l�tezik olyan ny¡lt

halmaz, amely az els�t tartalmazza, a m sodikat nem. Az ilyen tereket T
1

-t�rnek

h¡vj k, �s a felt�tel k�nnyen l that¢an azzal ekvivalens, hogy az egyelem� halmazok

z rtak. (Az �sszef�gg� pontp r nem T
1

-t�r.) Ha azt k�vetelj�k meg, hogy k�l�nb�z�

pontok ny¡lt halmazzal sz�tv laszthat¢k legyenek, azaz l�tezzenek diszjunkt ny¡lt

halmazok, amelyek k�z�l az egyik az egyik, a m sik a m sik pontot tartalmazza,

akkor a T
2

-t�r vagy Hausdor�-t�r fogalm hoz jutunk. (B rmely v�gtelen halmaz

a v�ges r�szhalmazokkal, mint z rt halmazokkal T
1

-t�r, de nem T
2

-t�r.) K�nnyen

l that¢, hogy Hausdor�-t�r kompakt r�szhalmaza z rt. Ezt felhaszn lva b rmilyen

(X,O) Hausdor�-t�rr�l bel thatjuk, hogy homeomorf egy kompakt Hausdor�-t�r

egy alter�vel: feltehetj�k, hogy ∞ /∈ X , legyen X∞ = X ∪ {∞} az X egy pont

kompakti�k ltja az X-beli ny¡lt halmazok �s az X-beli kompakt halmazok X∞-

beli komplementereinek rendszer�vel topologiz lva. K�nny� l tni, hogy az egy pont

kompakti�k lt pontosan akkor lesz Hausdor�-t�r, ha X lok lisan kompakt.

A T
3

felt�tel azt k�ti ki, hogy z rt halmaz �s rajta k¡v�l fekv� pont ny¡lt hal-

mazokkal sz�tv laszthat¢k, azaz l�teznek olyan diszjunkt ny¡lt halmazok, hogy az

egyik a pontot, a m sik a z rt halmazt tartalmazza (ami nyilv n ekvivalens azzal,

hogy ha U ny¡lt, x ∈ U , akkor van olyan V ny¡lt halmaz, amelyre x ∈ V ⊂ V ⊂ U),
a T

4

felt�tel pedig azt, hogy diszjunkt z rt E, F halmazok ny¡lt halmazokkal sz�t-

v laszthat¢k, azaz l�teznek olyan diszjunkt ny¡lt halmazok, hogy az egyik az egyik,

a m sik a m sik z rt halmazt tartalmazza (ami nyilv n ekvivalens azzal, hogy ha F
z rt, U ny¡lt, F ⊂ U , akkor van olyan V ny¡lt halmaz, amelyre F ⊂ V ⊂ V ⊂ U).
P�ld ul metrikus t�r T

4

, mert a

{

x : d(x,E) < d(x, F )
}

�s

{

x : d(x,E) > d(x, F )
}

ny¡lt halmazok sz�tv lasztj k E-t �s F -et. A Tπ felt�tel bizonyos �rtelemben a T
3

�s

T
4

felt�tel k�z�tt fekszik, �s azt k�ti ki, hogy z rt halmaz �s rajta k¡v�l fekv� pont

folytonos f�ggv�nnyel sz�tv laszthat¢, azaz van olyan, az eg�sz t�ren �rtelmezett

folytonos f f�ggv�ny, amely [0, 1℄-be k�pez, �s a z rt halmazon 0, a pontban pedig

1. Nevezetes t�ny az Uriszon-lemma, (k�l�n bizony¡tjuk), mely szerint T
4

t�rben

b rmely k�t diszjunkt z rt halmaz folytonos f�ggv�nnyel sz�tv laszthat¢, azaz van

olyan, az eg�sz t�ren �rtelmezett folytonos f�ggv�ny, amely [0, 1℄-be k�pez, �s az

egyik z rt halmazon 0, a m sikon pedig 1, ¡gy tov bbi axi¢mak�nt ezt nem �rde-

mes felvenni. A Tπ felt�telb�l k�vetkezik T
3

mert az f−1

[0, 1/2[ �s f−1

℄1/2, 1℄ ny¡lt
halmazok sz�tv lasztj k a z rt halmazt �s a pontot, de a k�telem� indiszkr�t t�r

mutatja, hogy sem T
4

-b�l, sem Tπ-b�l nem k�vetkezik m�g T
0

sem, az �sszef�gg�

pontp r pedig, hogy T
4

-b�l nem k�vetkezik T
3

. Ez�rt leggyakrabban ezen felt�telek

kombin i¢ja haszn latos: a T
3

�s T
1

felt�teleknek eleget t�v� tereket regul risnak,

a Tπ �s T1 felt�telnek eleget t�v� tereket teljesen regul risnak vagy Tyihonov-t�rnek,

a T
4

�s T
1

felt�teleknek eleget t�v� tereket pedig norm lisnak nevezz�k. A fentiek
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szerint norm lis t�r teljesen regul ris, teljesen regul ris t�r regul ris, �s regul ris t�r

nyilv n Hausdor�-t�r. Azt sem neh�z bel tni, hogy kompakt Hausdor�-t�r norm lis,

�s ezt felhaszn lva ad¢dik hogy lok lisan kompakt Hausdor�-t�r teljesen regul ris,

s�t, b rmely kompakt halmaz elv laszthat¢ folytonos f�ggv�nnyel egy t�le diszjunkt

z rt halmazt¢l. Megjegyezz�k, hogy ha Z = {1/n : 0 6= n ∈ Z}, �s R-en azt a

topol¢gi t tekinj�k, amelynek a ℄a, b[, a, b ∈ Q �s vagy a < b ≤ 0 vagy 0 ≤ a < b
valamint a ℄a, b[ \ Z, a, b ∈ Q �s a < 0 < b halmazok alkotj k egy b zis t, akkor

Hausdor�-teret kapunk, de ebben a t�rben a Z z rt halmaz �s a 0 pont nem v -

laszthat¢k el ny¡lt halmazokkal. Az is megmutathat¢, hogy van olyan regul ris t�r,

amely nem teljesen regul ris, de a konstruki¢ bonyolult (l sd R. Engelking: Outline

of general topology, North-Holland, Amsterdam, 1968℄ Ch. 2, Example 4.4). V�g�l

az egyik feladatb¢l k�vetkezni fog, hogy van olyan teljesen regul ris t�r, amely nem

norm lis.

Nem neh�z bel tni, hogy a Ti, i ≤ π tulajdons gok ��r�kl�dnek" alterekre, a

T
4

tulajdons g z rt alterekre; terek �sszege pontosan akkor rendelkezik egy Ti, i ≤ 4

tulajdons ggal, ha mindegyik �sszeadand¢ rendelkezik az adott tulajdons ggal; Ti,
i ≤ π tulajdons g£ terek szorzata is rendelkezik az adott tulajdons ggal, �s ha nem

�res terek szorzata rendelkezik egy Ti, i ≤ 4 tulajdons ggal, akkor minden t�nyez�je

is.

A sorozatok nem megfelel�ek tetsz�leges topologikus terek vizsg lat hoz. Lehet

a sorozat fogalm t  ltal nos¡tani, vagy sz�r�ket haszn lni: Egy tetsz�leges halmaz-

ban egy sz�r� a halmaz r�szhalmazainak egy olyan rendszere, amely nem tartal-

mazza az �res halmazt, z rt a halmazb�v¡t�sre �s a v�ges metszetk�pz�sre. P�ld ul

egy topologikus t�rben egy adott pont k�rnyezetei sz�r�t alkotnak. (A pontok k�r-

nyezetsz�r�inek megad sa meghat rozza a topol¢gi t; persze a k�rnyezetsz�r�ket

nem adhatjuk meg tetsz�legesen.) Egy sz�r�t meghat roz egy olyan r�szrendszere,

amely b rmely k�t elem�hez tartalmaz olyan elemet, amely azok metszet�ben benne

van. Egy sz�r�nek egy ilyen r�szrendszer�t sz�r�b zisnak nevezz�k. Egy pont k�r-

nyezetei sz�r�j�nek egy sz�r�b zis t a pont k�rnyezetb zis nak nevezz�k. P�ld ul

a pont �sszes ny¡lt k�rnyezetei, vagy a t�r egy b zis nak azok az elemei, amelyek

tartalmazz k az adott pontot, k�rnyezetb zist alkotnak. M¡g metrikus t�rben az

adott k�z�ppont£ 1/n, n ∈ N+

sugar£ ny¡lt (vagy z rt) g�mb�k az adott pont egy

megsz ml lhat¢ k�rnyezetb zis t alkotj k, tetsz�leges topologikus t�rben nins fel-

t�tlen�l megsz ml lhat¢ k�rnyezetb zis: els�sorban ez okozza a sorozatkonvergenia

el�gtelens�g�t. Helyette sz�r�k konvergeni j t haszn lhatjuk: egy sz�r� konverg l

egy adott ponthoz, ha annak minden k�rnyezete benne van a sz�r�ben.

Mint l tjuk, a topologikus terek vizsg lat n l sz mos £j fogalmat kell beve-

zetni, �s az ezek k�z�tti �nom kapsolatok vizsg lata id�ig�nyes. A fokozatoss g

elve mellett ez az oka, hogy ebben a k�nyvben metrikus terekre szor¡tkozunk. Ǳlta-

l nos topol¢gi val kapsolatban magyarul a kit�n� [122℄ k�nyvet, egy�bk�nt Hewitt{

Stromberg [55℄ k�nyv�nek megfelel� fejezeteit, �s Bourbaki [12℄ m�v�nek II. k�nyv�t

aj nljuk.

* 3.138.2. Alexander t�tele. Legyen S egy szubb zisa azX t�r topol¢gi j nak.
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Az X t�r pontosan akkor kompakt, ha minden S-beli halmazokb¢l  ll¢ lefed�s�b�l

kiv laszthat¢ v�ges lefed�s.

Bizony¡t s. A sz�ks�gess�g nyilv nval¢. Az el�gs�gess�g bizony¡t s hoz te-

gy�k fel, hogy van olyan ny¡lt halmazokb¢l  ll¢ lefed�s, amelyb�l nem v laszthat¢

ki v�ges lefed�s. Tekints�k az ilyen lefed�sek rendszer�t. Ez f�ligrendezett a tartal-

maz sra n�zve, �s benne minden l n fel�lr�l korl tos, ¡gy a Zorn-lemma szerint tar-

talmaz egy V maxim lis lefed�st. Legyen W = V ∩S. Ekkor W egyetlen v�ges r�sz-

rendszere sem fedi le X-et, ¡gy W nem lehet lefed�se X-nek. Legyen x ∈ X \ (∪W)

�s v lasszunk egy V ∈ V halmazt, amely lefedi x-et. Mivel S szubb zis, l�teznek

S
1

, . . . , Sn halmazok S-b�l, amelyekre x ∈ ∩nj=1

Sj ⊂ V . Mivel x /∈ ∪W , egyetlen

Sj sins a V-ben. Mivel V maxim lis, minden j-re van egy olyan Aj halmaz, amely
v�ges sok V-beli halmaz egyes¡t�se, �s amelyre Sj ∪ Aj = X . Innen

V ∪ (∪nj=1

Aj) ⊃ (∩nj=1

Sj) ∪ (∪nj=1

Aj) = X,

�s ¡gy X el� ll v�ges sok V-beli halmaz egyes¡t�sek�nt. Ez ellentmond V kiv laszt -

s nak.

* 3.138.3. Tyihonov t�tele. Kompakt terek szorzata kompakt.

Bizony¡t s. Legyen X =

∏

i∈I Xi a sz¢ban forg¢ szorzatt�r �s legyen S ennek

a szorzattopol¢gia de�n¡i¢j n l le¡rt szubb zisa. Alexander t�tel�t felhaszn lva,

el�g egy U ⊂ S lefed�st vizsg lni. Legyen minden i ∈ I-re Ui az �sszes olyan

Ui ⊂ Xi ny¡lt halmazok oszt lya, amelyekre p
−1

i (Ui) ∈ U , ahol pi az i-edik projeki¢.
Megmutatjuk, hogy van olyan i ∈ I, amelyre ∪Uj = Xj . Val¢ban, ha nem ez lenne

a helyzet, akkor l�tezne olyan x ∈ X pont, amely nem lenne ∪U-ban. Mivel Xj

kompakt, l�tezik v�ges sok Uj,1, . . . , Uj,n halmaz Ui-ben, amelyre Xj = ∪nk=1

Uj,k.

Nyilv n p−1

j (Uj,k), k = 1, 2, . . . , n egy v�ges lefed�se X-nek.

* 3.138.4. T�tel. Megsz ml lhat¢ b zis£ T
3

-t�r T
4

-t�r is.

Bizony¡t s. Legyenek E �s F diszjunkt z rt halmazok X-ben. Minden x ∈ E-
hez l�tezik a megsz ml lhat¢ b zisnak olyan Ux eleme, amelyre x ∈ Ux ⊂ Ux ⊂ X\F
�s minden y ∈ F -hez l�tezik a megsz ml lhat¢ b zisnak olyan Vy eleme, amelyre

y ∈ Vy ⊂ Vy ⊂ X \ E. Legyen ∪x∈EUx = ∪∞
n=1

Uxn
�s ∪y∈FVy = ∪∞

n=1

Vyn . Legyen

Gn = Uxn
\∪k≤nVyk �s Hn = Vyn \∪k≤nUxk

, �s legyen G = ∪∞
n=1

Gn, H = ∪∞
n=1

Hn.

Mivel Gi ∩ Vyj = ∅, ha j ≤ i, azt kapjuk, hogy Gi ∩Hj = ∅, ha j ≤ i. Hasonl¢an
ad¢dik, hogy Hj ∩Gi = ∅, ha i ≤ j. Innen G ∩H = ∅ �s E ⊂ G, F ⊂ H .

* 3.138.5. Feladat: Uriszon-lemma [14℄: Legyen X egy T
4

t�r, E �s F disz-

junkt z rt r�szhalmazai X-nek.

(1) Teljes induki¢val mutassuk meg, hogy minden n ∈ N-re az r ∈ R = {k/2n :

n = 0, 1, . . . ; k = 01, , . . . , 2n} diadikusan raion lis sz mokhoz l�teznek olyan

V (r) ny¡lt halmazok, amelyekre E ⊂ V (0) ⊂ V (0) ⊂ V (1) = X \ F �s

V (k/2n) ⊂ V
(

(2k + 1)/2n+1

)

⊂ V
(

(2k + 1)/2n+1

)

⊂ V
(

(k + 1)/2n
)

,

ha k = 0, 1, . . . , 2n − 1.



14

(2) Legyen f(x) = inf

{

1, r ∈ R : x ∈ V (r)
}

�s mutassuk meg, hogy f : X → [0, 1℄
folytonos f�ggv�ny, amely sz�tv lasztja az E �s F halmazokat.

* 3.138.6. Feladat: Tietze kiterjeszt�si t�tele [14℄: Legyen X egy T
4

t�r, F
z rt r�szhalmaza X-nek, I = [−1, 1℄ �s legyen f : F → [−1, 1℄ folytonos f�ggv�ny.
(1) Teljes induki¢val adjunk meg olyan g

0

, g
1

, . . . �s h
1

, h
2

, . . . folyonos f�ggv�nye-
ket, amelyekre

gn : X →
[

−1 + (2/3)n, 1− (2/3)n℄,

hn : X →
[

−2(n−1)/3n, 2(n−1)/3n
]

,

gn = gn−1

+ hn �s

∣

∣f(x)− gn(x)
∣

∣ ≤ (2/3)n.

(2) Mutassuk meg, hogy l�tezik olyan g : X → I folytonos f�ggv�ny, amelyre

g|F = f .

(3) Mutassuk meg, hogy az  ll¡t s akkor is �rv�nyben marad, ha I nem �res f�lig

z rt, illetve ny¡lt intervallum.

* 3.138.7. Feladat: az egys�g felbont sa [8℄. Ǳltal nos¡tsuk az egys�g fel-

bont s t T
4

-t�rre, illetve lok lisan kompakt Hausdor�-t�rre.

** 3.138.8. Feladat [12℄. Legyen R-en O
[[

az a szok sosn l er�sebb topol¢gia,

amelynek az [a, b[, a, b ∈ R alak£ halmazok alkotj k egy b zis t. Mutassuk meg,

hogy

(1) Q s�r� ebben a t�rben, ¡gy a t�r szepar bilis;

(2) a megadott b zisnak nins olyan megsz ml lhat¢ [an, bn[ r�szrendszere, amely
b zis lenne, mert ezen halmazok k�z�l az x pontot tartalmaz¢k sak akkor

alkothatj k egy k�rnyezetb zis t x-nek, ha x = an valamely n-re;

(3) a topol¢gi nak nins megsz ml lhat¢ b zisa;

(4) ha E z rt halmaz, akkor azon E-beli pontok F halmaza, amely bels� pontja a

komplementernek a szok sos topol¢gi ban, megsz ml lhat¢;

(5) ha F megsz ml lhat¢ halmaz, akkor v lasztva minden raion lis v�gpont£ ny¡lt

intervallumb¢l egy R\F -beli pontot, egy, a szok sos topol¢gi ban s�r� halmazt
kapunk;

(6) az ℄a, b[, a, b ∈ D �s [a, b[, a ∈ F , b ∈ D halmazok egy, a szok sosn l er�sebb,

de O
[[

-n�l gyeng�bb O topol¢gia megsz ml lhat¢ b zis t alkotj k;

(7) az (R,O) t�r regul ris, �s ¡gy norm lis;

(8) ha E
1

�s E
2

diszjunkt z rt halmazok (R,O
[[

)-ben, akkor a (4) szerint hozz juk

tartoz¢ F
1

, F
2

megsz ml lhat¢ halmazok F uni¢j hoz tartoz¢ O topol¢gi ban

is z rtak, ¡gy sz�tv laszthat¢k O-beli ny¡lt halmazokkal;
(9) az (R,O

[[

) t�r norm lis;

(10) az (R,O
[[

) t�r �nmag val vett szorzata szepar bilis, ¡gy kontinuum sok folytonos

lek�pez�se l�tezik [0, 1℄-be;

(11) a szorzatt�rben a

{

(x,−x) : x ∈ R
}

halmaz minden r�szhalmaza z rt;
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(11) a

{

(x,−x) : x ∈ R
}

halmaz egy adott r�szhalmaz n 0-nak, az erre a hal-

mazra vonatkoz¢ komplementer�n 1-nek de�ni lt f�ggv�nyek folytonosak, de

�t£l sokan vannak" ahhoz, hogy mindegyik folytonosan kiterjeszthet� legyen a

szorzatt�r egy [0, 1℄-be val¢ folytonos lek�pez�s�v�, ¡gy a szorzatt�r nem lehet

norm lis.

** 3.139. Feladat: faktorterek [10℄. Mutassuk meg, hogy ha (X, d) metrikus

t�r, �s

~d metrika, tov bb 

~U ⊂ ~X ny¡lt a metrikus faktort�rben, akkor ∪ ~U is ny¡lt

X-ben. Mutassuk meg, hogy ha X kompakt �s

~d metrika, akkor az

~X metrikus

faktort�rben egy

~U ⊂ ~X halmaz pontosan akkor ny¡lt, ha ∪ ~U ny¡lt X-ben, azaz

a metrikus faktort�r topol¢gi ja megegyezik topologikus faktort�r topol¢gi j val.

Mutassuk meg, hogy egy p lyat�r faktormetrik j nak (ha l�tezik faktormetrika) a

topol¢gi ja mindig a topologikus faktort�r topol¢gi ja.

** 3.140. Feladat: �r�kl�d�s faktorterekre [14℄. Mutassuk meg, hogy ha

∼ egy ekvivalenia-rel i¢ az X topologikus t�ren, amelyhez tartoz¢ term�szetes

lek�pez�s z rt, azaz minden z rt halmazt z rtba visz, akkor

(1) ha X norm lis, akkor

~X = X/∼ is norm lis;

(2) ha X kompakt Hausdor�-t�r, akkor

~X is az;

(3) ha az ekvivalenia-oszt lyok kompaktak �s X lok lisan kompakt Hausdor�-t�r,

akkor

~X is az.

* 3.141. Uniform terek. Metrikus terek eset�n n�h ny fogalomn l (teljess�g,

egyenletes folytonoss g, stb.) az j tszik szerepet, hogy az x �s y pontok �ε-k�zel"
vannak (ε > 0), azaz fenn ll az xRdεy rel i¢, ahol

Rdε =
{

(u, v) : d(u, v) < ε
}

.

Ez az �szrev�tel az uniform t�r fogalm hoz vezet. Az (X,U) p rt uniform t�rnek,

U-t uniformit snak nevezz�k, ha X nem �res halmaz, U pedig X reex¡v rel i¢ib¢l

 ll¢ sz�r� £gy, hogy b rmely rel i¢ tartalmazza valamely rel i¢ �nmag val vett

kompoz¡i¢j t, �s b rmely rel i¢ tartalmazza valamely rel i¢t inverz�t. Persze, az

U sz�r� egy b zis val is megadhat¢. P�ld ul k�nny� l tni, hogy az U-beli szimmetri-
kus rel i¢k U egy b zis t adj k. Ha R ∈ U �s (x, y) ∈ R, azaz xRy, akkor azt szok s
mondani, hogy x �s y R-k�zel vannak. Egy metrikus t�r a fenti Rdε , ε > 0 rel i¢kkal

p�lda uniform t�rre. Sokkal  ltal nosabban, ha di, i ∈ I elt�r�sek egy tetsz�leges

sal dja X-en, akkor az Rdiε , ε > 0, i ∈ I rel i¢k v�ges metszetei egy uniformit s

egy b zis t alkotj k; ez a di, i ∈ I elt�r�ssal db¢l sz rmaz¢ uniformit s. Ha egy

uniform t�rben az

O =

{

V : V ⊂ X, minden x ∈ V -hez van olyan R ∈ U , hogy R(x) ⊂ V
}

halmazrendszert tekintj�k, akkor X topologikus t�rr� v lik, ¡gy az uniform t�r fo-

galma a topologikus t�rn�l spei lisabb. Ha az uniformit sb¢l sz rmaz¢ topol¢gia

T
0

, akkor T
2

is, ugyanis mint k�nnyen l that¢, mindkett� azzal ekvivalens, hogy
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∩R∈UR = IX . Megmutathat¢, hogy m r az X ×X topologikus t�rben ny¡lt, illetve

z rt szimmetrikus rel i¢k is b zis t alkotj k az uniformit snak. Egy X uniform t�r

egy Y r�szhalmaza is uniform t�r az R ∩ Y × Y , R ∈ U rel i¢kkal, ez az uniform

t�r uniform altere. K�nny� l tni, hogy az alt�r-uniformit sb¢l az alt�r-topol¢gia

sz rmazik.

Legyenek (X,U) �s (Y,V) uniform terek. Egy f : X → Y lek�pez�st egyenlete-

sen folytonosnak nevez�nk, ha minden S ∈ V rel i¢hoz van olyan R ∈ U rel i¢,

hogy ha x �s y R-k�zel vannak X-ben, akkor f(x) �s f(y) S-k�zel vannak Y -ban. Az
uniform terek izomor� i a k�ls�n�sen egy�rtelm� �s inverz�kkel egy�tt egyenletesen

folytonos lek�pez�sek. Legyen X tetsz�leges halmaz, (Yi,Vi), i ∈ I uniform terek,

fi : X → Yi, i ∈ I pedig lek�pez�sek indexelt sal dja. Az �sszes olyan X feletti

uniform struktr£r k metszete, amelyekre minden fi, i ∈ I egyenletesen folytonos,

egy uniform strukt£ra X-en. Ha Bi az Ui egy b zisa, akkor ennek egy b zisa az

�sszes

{

(x, y) ∈ X ×X :

(

fi(x), fi(y)
)

∈ Si ∈ Bi
}

alak£ rel i¢k v�ges metszeteib�l

 ll. Ak rh ny Xi, i ∈ I uniform t�r szorzata de�ni lhat¢, mint a

∏

i∈I Xi szor-

zathalmaz, az �sszes olyan uniformit sok metszet�vel ell tva, amelyekre az �sszes

pi : x 7→ xi, i ∈ I projeki¢k egyenletesen folytonosak. K�nny� l tni, hogy a

szorzat-uniformit sb¢l a szorzat-topol¢gia sz rmazik.

* 3.142. Feladat [13℄. Tegy�k fel, hogy V az X uniform t�r egy rel i¢ja.

Mutassuk meg, hogy

(1) l�tezik szimmetrikus k�rny�keknek egy V
1

, V
2

, . . . sorozata, hogy V
1

⊂ V �s

V 3

n+1

⊂ Vn minden n-re;

(2) ha h(x, y) = inf

{

1, 2−n : (x, y) ∈ Vn
}

�s

d(x, y) = inf

{

n
∑

i=1

h(zi−1

, zi) : n ∈ N, z
0

, z
1

, . . . , zn ∈ X, x = z
0

, y = zn
}

,

akkor d elt�r�s;

(3)

1

2

h(x, y) ≤ d(x, y) ≤ h(x, y), ¡gy y /∈ V (x)-re d(x, y) ≥ 1

2

;

(4) uniform t�r Tπ-t�r;

(5) b rmely uniform strukt£ra sz rmaztathat¢ elt�r�ssal db¢l;

(6) egy uniform strukt£ra pontosan akkor sz rmaztathat¢ egyetlen elt�r�sb�l, ha

megsz ml lhat¢ b zis£;

(7) egy Hausdor� uniform strukt£ra pontosan akkor sz rmaztathat¢ metrik b¢l, ha

megsz ml lhat¢ b zis£.

* 3.144. Feladat: Tyihonov be gyaz si t�tele [13℄. Legyen X topologi-

kus t�r, �s legyen � az X-et [0, 1℄-be k�pez� folytonos lek�pez�sek egy halmaza..

Mutassuk meg, hogy

(1) az x ∈ X-hez a ϕ 7→ ϕ(x), ha ϕ ∈ � kiv laszt si f�ggv�nyt rendel� J lek�pez�s

egy J : X → [0, 1℄� folytonos lek�pez�s, amelyre ϕ = pϕ ◦ J ;
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(2) ha X egy Tπ-t�r, �s � az �sszes, X-et [0, 1℄-be k�pez� folytonos f�ggv�nyek

halmaza, akkor az �sszes Wϕ = ϕ−1

[0, 1[ halmazok X egy b zis t alkotj k;

(3) ha � az �sszes, X-et [0, 1℄-be k�pez� folytonos f�ggv�nyek halmaza, akkor az

a leggyeng�bb U uniformit s [0, 1℄�-n, amelyre minden ϕ ∈ � egyenletesen

folytonos, akkor U-b¢l [0, 1℄� szorzattopol¢gi ja sz rmazik;

(4) minden Tπ-t�r uniformiz lhat¢;

(5) ha X teljesen regul ris, �s � az X-et [0, 1℄-be k�pez� folytonos f�ggv�nyek egy

olyan halmaza, amelyre a Wϕ = ϕ−1

[0, 1[ halmazok X egy b zis t alkotj k,

akkor a J lek�pez�s homeomor�zmusa X-nek J(X) ⊂ [0, 1℄�-re;

(6) egy topologikus t�r pontosan akkor teljesen regul ris, ha homeomorf egy kom-

pakt Hausdor�-t�r egy alter�vel;

(7) egy teljesen regul ris t�r pontosan akkor megsz ml lhat¢ b zis£, ha homeomorf

[0, 1℄N egy alter�vel;

(8) a [0, 1℄N t�r homeomorf a Hilbert-kok val;

(9) megsz ml lhat¢ b zis£ regul ris t�r metriz lhat¢;

(10) kompakt Hausdor�-t�r pontosan akkor megsz ml lhat¢ b zis£, ha metriz lhat¢.

• 122/−17 :
<

�s abszol£t�rt�k-homog�n.

>

�s abszol£t�rt�k-homog�n.

* 4.4.5. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy egy norm lt t�r pontosan akkor

nem szepar bilis, ha tal lhat¢ benne nemmegsz ml lhat¢ sok p ronk�nt diszjunkt 1

sugar£ g�mb.

• 127/1 :

<

* 4.21. Feladat [6℄. Legyenek a Bernoulli-polinomok a B
0

≡ 1, B
1

(x) = x−1/2,

B′
n = Bn−1

,

∫

1

0

Bn = 0, ha n > 1 �sszef�gg�sek  ltal de�ni lva. Bizony¡tsuk be,

hogy

Bn(x) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

bkx
n−k,

ahol a bk sz mok a Bernoulli-sz mBernoulli-sz mok. lenyelMegoldas Kisz moljuk.

* 4.22. Feladat: Euler �sszegz�si formul ja [12℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha az

f f�ggv�ny 2m+1-szer di�ereni lhat¢ az [1, n℄ intervallumon, f (2m+1)

integr lhat¢,
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akkor

n
∑

k=1

f(k) =

∫ n

1

f(x) dx +
1

2

(

f(1) + f(n)
)

+

m
∑

j=1

B
2j(0)

(

f (2j−1)

(n)− f (2j−1)

(1)

)

+

∫ n

1

B
2m+1

(x− ⌊x⌋) f (2m+1)

(x) dx,

ahol a Bi f�ggv�nyek a Bernoulli-polinomok. (Ez a formula j¢l alkalmazhat¢ v�ges

vagy v�gtelen �sszegek k�zel¡t�s�re.)

>

* 4.21. Feladat [8℄. Legyenek a Bernoulli-polinomok a B
0

≡ 1, B′
n = Bn−1

,

∫

1

0

Bn = 0, ha n > 0 �sszef�gg�sek  ltal de�ni lva. Bizony¡tsuk be, hogy

n!Bn(x) =
n
∑

k=0

(

n

k

)

bkx
n−k,

ahol az (n-t�l f�ggetlen) bk sz mok a Bernoulli-sz mok. Mutassuk meg, hogy b
0

= 1

�s

n−1

∑

k=0

(

n

k

)

bk = 0,

ha n > 1.

* 4.22. Feladat: Euler �sszegz�si formul ja [12℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha

m > 0, az f f�ggv�ny m-szer di�ereni lhat¢ az [1, n℄ intervallumon, f (m)

integr l-

hat¢, akkor

n
∑

k=1

f(k) =

∫ n

1

f(x) dx+
1

2

(

f(1)− f(n)
)

+

m
∑

j=1

(−1)jBj(0)
(

f (j−1)

(n)− f (j−1)

(1)

)

+ (−1)m+1

∫ n

1

Bm (x− ⌊x⌋) f (m)

(x) dx,

ahol a Bj f�ggv�nyek a Bernoulli-polinomok. (Ez a formula j¢l alkalmazhat¢ v�ges

vagy v�gtelen �sszegek k�zel¡t�s�re.)

• 127/−13 :
<

* 4.24. Feladat: Stirling-formula [12℄. Bizony¡tsuk be a Stirling-formul t:

n! =
√
2π

nn+1/2

en
e

1

12n
+cn , ahol |cn| ≤

1

2n2
.
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>
* 4.24. Feladat: Stirling-formula [12℄. Bizony¡tsuk be a Stirling-formul t:

n! =
√
2π

nn+1/2

en
e

1

12n
−cn , ahol 0 ≤ cn ≤ 1

180n3
.

• 127/−6 :
<

fogalommmal. V�gtelen dimenzi¢s t�rben egy m sik, tiszt n algebrai b zis

>
fogalommal. V�gtelen dimenzi¢s t�rben egy m sik, tiszt n algebrai b zis

• 132/4 :

<
nyilv n C(X ;Y ) = B(X ;Y ) = K(X ;Y ).

>
nyilv n C(X ;Y ) = B(X ;Y ) = K(X ;Y ).

* 4.45.5. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy

K =

{

f ∈ C[0, 1℄ : f(0) = 0,Lip(f) ≤ 1

}

kompakt.

• 136/13 :

<

(2) xn = (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . );

>

(2) xn = (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . );

(2.5)xn = (1/n, 2/n, . . . , n/n, 0, 0, . . . );

• 136/−11 :
<

alterek�nt fogjuk tekinteni. Ezen terek szok sos jel�l�se c
0

illetve c.
>

alterek�nt fogjuk tekinteni. Ezen terek szok sos jel�l�se 

0

illetve .

→ 4.66.5. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy a

H =

{

(x
1

, x
2

, . . . ) ∈ l

2

: xi ∈ R, |xi| ≤ 1/i
}

Hilbert-koka kompakt r�szhalmaza l

2

-nek.

→ 4.66.7. Feladat [7℄. Adjuk meg [0, 1℄ egy folytonos lek�pez�s�t a Hilbert-

kok ra.
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• 141/8 :

<

mes kommutat¡v Banah-algebr ra.

>

mes kommutat¡v Banah-algebr ra. Egys�gelemes algebr ban de�ni lhat¢ egy x
elem σ(x) spektruma, mint azon λ ∈ K skal rok halmaza, amelyekre x − λe-nek
nem l�tezik multiplikat¡v inverze, valamint az r(x) spektr lsugara, mint a spektrum
elemei abszol£t �rt�keinek szupr�muma. Csak a C feletti egys�gelemes Banah-

algebr k fontosak.

• 141/−10 :
<

(6) f(x) =
∫

1

0

x2(t) dt.

>

(6) f(x) =
∫

1

0

x(t) dt − 2x(1/2);

(7) f(x) =
∫

1

0

x2(t) dt.

• 142/12 :

<

veszi fel.

>

veszi fel.

5.16.5. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy a

(Tx)(s) =

∫

1

−1

x(t) sgn(s− t) dt

�sszef�gg�s C[−1, 1℄-et �nmag ba k�pez� folytonos line ris oper tort de�ni l �s ha-

t rozzuk meg a norm j t.

• 142/15 :

<

p = 1, 2,∞ eset�n.

>

p = 1, 2,∞ eset�n.

5.17.5. Feladat [12℄. Ǳlt l nos¡tsuk az el�z� feladatot Lp(µ) → Lp
′

(µ) t¡pus£
line ris lek�pez�sekre, ahol p, p′ ∈ {1, 2,∞}.
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• 142/−11 :
<

(

1 0

2 3

)

.

>

(

1 0

2 3

)

.

5.18.5. Feladat [7℄. Hat rozzuk meg a

T : (x
1

, x
2

, x
3

, x
4

, . . . ) 7→ (x
1

+ x
2

, x
3

, x
4

, . . . )

�sszef�gg�ss�l de�ni lt T : l

2 → l

2

oper tor norm j t, ahol xj ∈ R.

• 142/−4 :
<

(4) ha e− xy-nak van multiplikat¡v inverze, akkor e − yx-nek is.

>

(4) ha e− xy-nak van multiplikat¡v inverze, akkor e − yx-nek is.

5.20.2. Feladat [10℄. Legyen X a [0, 1℄ intervallumon de�n lt k-szor folytono-
san di�ereni lhat¢ komplex �rt�k� f�ggv�nyek C feletti algebr ja. Mutassuk meg,

hogy

‖x‖ =
k
∑

j=0

1

j!
sup

0≤t≤1

∣

∣x(j)(t)
∣

∣

norma, amellyel X egys�gelemes komplex Banah-algebra.

5.20.4. Feladat [12℄. Legyen X egys�gelemes norm lt algebra. Mutassuk

meg, hogy ha x, y ∈ X , akkor xy − yx 6= e.

** 5.20.6. Feladat [17℄. Legyen X egys�gelemes komplex Banah-algebra. Mu-

tassuk meg, hogy b rmely α ∈ C, x ∈ X-re

(1) σ(αx) = ασ(x);

(2) r(αx) = |α|r(x);
(3) r(x) ≤ ‖x‖;
(4) σ(x) z rt halmaz;

(5) σ(x) nem �res;

(6) r(x) = limn→∞ ‖xn‖1/n = infn ‖xn‖1/n;
(7) r(xn) = r(x)n;

(8) r(x) < 1 pontosan akkor, ha xn → 0;
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(9) ha x invert lhat¢, ‖x‖ = ‖x−1‖ = 1, akkor σ(x) ⊂ {c ∈ C : |c| = 1};
(10) ha p polinom, akkor σ

(

p(x)
)

= p
(

σ(x)
)

; ha 0 /∈ p
(

σ(x)
)

�s q egy m sik polinom,

akkor p(x)−1q(x) = q(x)p(x)−1

l�tezik �s t(x)-szel jel�lve t
(

σ(x)
)

= σ
(

t(x)
)

.

Mutassuk meg, hogy b rmely x, y ∈ X-re

(11) ha x-nek van multiplikat¡v inverze, akkor σ(xy) = σ(yx);

(12) σ(xy) �s σ(yx) egybeesnek {0} komplementer�n;
(13) r(xy) = r(yx);

(14) ha xy = yx, akkor r(x + y) = r(x) + r(y) �s r(xy) = r(x)r(y).

Mutassuk meg, hogy ha X kommutat¡v, akkor x 7→ r(x) folytonos.

5.20.7. Feladat [8℄. Legyen X egys�gelemes komplex Banah-algebra �s

b = inf

x 6=0

‖x2‖
‖x‖2 .

Mutassuk meg, hogy b rmely α ∈ C, x ∈ X-re

b ≤ inf

x 6=0

r(x)

‖x‖ ≤
√
b.

5.20.8. Feladat [8℄. Legyen X egys�gelemes komplex Banah-algebra. Mu-

tassuk meg, hogy

(1) ha x ∈ X-nek van y jobbinverze, akkor minden x′ ∈ X-nek, amelyre ‖x′ − x‖ <
1/‖y‖, szint�n van jobbinverze;

(2) ha xn ∈ X-nek van yn jobbinverze, xn → x �s yn korl tos, akkor x-nek is van

jobbinverze.

5.20.9. Feladat [8℄. Legyen Y az X egys�gelemes komplex Banah-algebra

egy z rt r�szalgebr ja ugyanazzal az egys�elemmel. Mutassuk meg, hogy ha x ∈ Y ,
akkor σX (x) ⊂ σY (x) �s σX (x) tartalmazza σY (x) minden hat rpontj t.

• 148/15 :

<
iC(X ;C)-ben.

>
iC(X ;C)-ben.

** 5.32.1. Feladat [8℄: Ǳltal nos¡tsuk az el�z� h rom t�telt kompakt Hausdor�-

t�rre.

• 151/−19 :
<
Bizony¡t s. Legyen f(αx) = α‖x‖, ha α ∈ K, �s alkalmazzuk a t�telt.
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* 5.42. M sodik konjug lt t�r. B rmely X norm lt t�rre X∗
Banah-t�r.

K�pezhetj�k a tov bbi konjug lt tereket is: X∗∗
= (X∗

)

∗
, X∗∗∗

= (X∗∗
)

∗
, stb. Az

X �s X∗∗
k�z�tt fontos kapsolat van: ha x ∈ X r�gz¡tett, legyen Fx(f) = f(x),

ha f ∈ X∗
. A de�n¡i¢b¢l azonnal ad¢dik, hogy Fx line ris funkion l X∗

-on. Fx
korl tos is, mert

∣

∣Fx(f)
∣

∣

=

∣

∣f(x)
∣

∣ ≤ ‖f‖‖x‖, amib�l k�vetkezik, hogy ‖Fx‖ ≤ ‖x‖.
Tov bb  a Hahn{Banah-t�tel k�vetkezm�nye miatt van olyan f ∈ X∗

, amelyre

‖f‖ = 1, �s f(x) = ‖x‖. Erre az f -re
∣

∣Fx(f)
∣

∣

= ‖x‖, ¡gy ‖F‖ = ‖x‖. �gy az

x 7→ Fx lek�pez�se X-nek X∗∗
-ba normatart¢, teh t izometria. Ezt a lek�pez�st az

X norm lt t�r X∗∗
-ba val¢ term�szetes lek�pez�s�nek nevezz�k. A de�n¡i¢ alapj n

azonnal k�vetkezik, hogy a term�szetes lek�pez�s line ris. Ha a term�szetes lek�pez�s

X∗∗
-ra k�pez, akkor X-et reex¡vnek nevezz�k. Term�szetesen ekkor X Banah-t�r

kell legyen.

* 5.43. Gyenge konvergenia: Ha X tetsz�leges halmaz, Y metrikus t�r, (vagy

 ltal nosabban, ha topologikus t�r), az Y X f�ggv�nyt�rben �s ennek altereiben �r-

telmezve van a f�ggv�nysorozatok pontonk�nti konvergeni ja. (Ez a konvergenia

sz rmazik a szorzattopol¢gi b¢l.) Ha Y = K �s X norm lt t�r K felett ( ltal -

nosabban, ha topologikus vektort�r), akkor a folytonos line ris funkion lok ter�n

ezt a konvergeni t gyenge* konvergeni nak (egyes szerz�k gyenge konvergeni -

nak) szokt k nevezni, a topol¢gi t, amib�l sz rmazik, pedig gyenge* topol¢gi nak.

Jelent�s�g�t az adja, hogy egy X norm lt t�r X∗
konjug lt ter�nek egys�gg�mbj�t

ebben a topol¢gi ban tekintve az kompakt, �s ha X szepar bilis volt, akkor metriz l-

hat¢ is. Ezt a konvergeni t haszn lva a norm b¢l sz rmaz¢ konvergenia helyett,

elker�lhet� azoknak a neh�zs�geknek egy r�sze, amelyek a vari i¢sz m¡t sban �s

a pari lis di�ereni legyenletekn�l az egys�gg�mb kompakts g nak hi nya okoz.

Ez�rt vezette be Hilbert ezt a konvergeni t.

Ha X Hilbert-t�r, akkor a Riesz-f�le reprezent i¢s t�tel alapj n X∗
elemeit X

elemeivel azonos¡thatjuk, �s ¡gy a gyenge* topol¢gi t  tm solhatjuk X-re. Ǳltal -

nosabban, ha X norm lt t�r, a k�vetkez�k�ppen j rhatunk el. Minden x ∈ X-hez

hozz rendel�nk egy Fx ∈ X∗∗
line ris funkion lt az Fx(f) = f(x), ha f ∈ X∗

�sszef�gg�ssel. A Hahn{Banah-t�tel k�vetkezm�nye szerint az x 7→ Fx lek�pez�s

line ris izometrikus be gyaz sa X-nek X∗∗
-ba. �gy X minden eleme egy X∗

-on

�rtelmezett funkion lnak tekinthet�, �s X∗∗
elemeinek pontonk�nti konvergeni ja

(�s a topol¢gia, amib�l sz rmazik)  tm solhat¢ X-re. Ezt a konvergeni t gyenge

konvergeni nak, a topol¢gi t, amib�l sz rmazik, gyenge topol¢gi nak szok s ne-

vezni. Ha az x 7→ Fx lek�pez�s az X
∗∗
-ra k�pez le, akkor X-et reex¡vnek nevezz�k,

�s X-et X∗∗
-gal azonos¡thatjuk. Reex¡v terek eset�n (spei lisan Hilbert-terekn�l)

a gyenge �s gyenge* topol¢gia megegyezik.

A gyenge �s gyenge* topol¢gi k vizsg lat val a topologikus vektorterek elm�lete

foglalkozik. A legegyszer�bb t�nyeket illet�en l sd Losonzi [83℄ jegyzet�t. R�szle-

tes hivatkoz sok tal lhat¢k Zeidler [147℄ k�nyv�ben. Megjegyezz�k, hogy a line ris

oper torok ter�ben is fontos a pontonk�nti konvergenia, amelyet n�ha er�s konver-

geni nak szok s nevezni.
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>
Bizony¡t s. Legyen f(αx) = α‖x‖, ha α ∈ K, �s alkalmazzuk a t�telt.

• 153/−9 :
<

hogy x = tx
0

+ a-ra t > 0 eset�n f(x) > d, holott |t| < ε eset�n x ∈ A+ Uε(0).

>
hogy x = tx

0

+ a-ra t > 0 eset�n f(x) > d, holott |t| < ε eset�n x ∈ A+ Uε(0).

* 5.44.1. De�n¡i¢: Ha X norm lt t�r, akkor Y ⊂ X annull tora az

⊥Y =

{

f ∈ X∗
: f(y) = 0 minden x ∈ Y -ra

}

halmaz, ami nyilv n z rt line ris alt�r. Ha Y ⊂ X∗
, akkor Y annull ltja az

Y ⊥
=

{

x ∈ X : f(x) = 0 minden f ∈ Y -ra
}

halmaz, ami nyilv n z rt line ris alt�r.

* T�tel: Ha X norm lt t�r, Y ⊂ X , akkor

⊥
(X⊥

) az Y line ris burk nak a

lez rtja.

Bizony¡t s. Minden f ∈ X⊥
nulltere z rt �s tartalmazza Y -t, teh t Y line ris

burk nak a lez rtja r�sze a metszet�knek. �gy sak azt kell �szrevenn�nk, hogy ha x
nins az Y line ris burk nak Z lez rtj ban, akkor a Hahn{Banah-t�tel elv laszt si

alakja szerint van olyan c ∈ R �s f val¢s line ris folytonos funkion l, hogy f(Z) ≤
c < f(x); mivel f(Z) az R altere, f(Z) = {0} �s 0 < f(x) 6= 0, ¡gy x /∈ ⊥

(Y ⊥
). Ha

X komplex t�r, tekints�k az f(x)− if(ix) funkion lt.

* 5.44.2. T�tel: Ha X norm lt t�r �s X∗
szepar bilis, akkor X is.

Bizony¡t s. Legyen fn ∈ X∗
egy megsz ml lhat¢ s�r� halmaz, �s v lasszunk

minden n-re egy xn ∈ X , ‖xn‖ = 1 elemet, amelyre |fn(xn)| > ‖fn‖/2. Megmu-

tatjuk, hogy az xn-ek line ris burka s�r� X-ben. Az el�z� t�tel szerint el�g azt

megmutatnunk, hogy ha egy f ∈ X∗
line ris funkion l nulla minden xn-en, akkor

nulla minden�tt. Tegy�k fel, hogy nem, �s van olyan f ∈ X∗
, amelyre f(xn) = 0

minden n-re, de ‖f‖ = 1. Mivel az fn-ek s�r� halmazt alkotnak, van olyan fn,
amelyre ‖f − fn‖ < 1/3. De ekkor 1/3 >

∣

∣

(f − fn)(xn)
∣

∣

=

∣

∣

(fn(xn)
∣

∣ > 1/2.

* 5.44.3. M sodik konjug lt t�r. B rmely X norm lt t�rre X∗
Banah-t�r.

K�pezhetj�k a tov bbi konjug lt tereket is: X∗∗
= (X∗

)

∗
, X∗∗∗

= (X∗∗
)

∗
, stb. Az

X �s X∗∗
k�z�tt fontos kapsolat van: ha x ∈ X r�gz¡tett, legyen Fx(f) = f(x),

ha f ∈ X∗
. A de�n¡i¢b¢l azonnal ad¢dik, hogy Fx line ris funkion l X∗

-on. Fx
korl tos is, mert

∣

∣Fx(f)
∣

∣

=

∣

∣f(x)
∣

∣ ≤ ‖f‖‖x‖, amib�l k�vetkezik, hogy ‖Fx‖ ≤ ‖x‖.
Tov bb  a Hahn{Banah-t�tel k�vetkezm�nye miatt van olyan f ∈ X∗

, amelyre

‖f‖ = 1, �s f(x) = ‖x‖. Erre az f -re
∣

∣Fx(f)
∣

∣

= ‖x‖, ¡gy ‖Fx‖ = ‖x‖. �gy az F :

x 7→ Fx lek�pez�se X-nek X∗∗
-ba normatart¢, teh t izometria. Ezt az F lek�pez�st
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az X norm lt t�r X∗∗
-ba val¢ term�szetes lek�pez�s�nek nevezz�k. A de�n¡i¢

alapj n azonnal k�vetkezik, hogy a term�szetes lek�pez�s line ris. Ha a term�szetes

lek�pez�s X∗∗
-ra k�pez, akkor X-et reex¡vnek nevezz�k. Term�szetesen ekkor X

Banah-t�r kell legyen. Egy reex¡v t�r konjug lt tere is reex¡v: ha G : f 7→ Gf az

X∗
term�szetes lek�pez�se X∗∗∗

-ba, akkor tetsz�leges g ∈ X∗∗∗
az �rt�kk�szletben

van, mert az f(x) = g(Fx) funkion lra Gf (Fx) = Fx(f) = f(x). Nyilv nval¢

p�ld k reex¡v terekre a Hilbert-terek. Feladatk�nt szerepelt az is, hogy az Lp-terek

reex¡vek 1 < p < ∞ eset�n, konjug lt ter�k Lq, ahol 1/p + 1/q = 1. P�lda nem

reex¡v t�rre C[0, 1℄: minden x ∈ [0, 1℄-re az f 7→ f(x) funkion lok a konjug lt

t�rben vannak, �s t vols guk p ronk�nt 2, ¡gy a konjug lt t�r nem szepar bilis,

teh t az el�z� t�tel szerint a t�r nem lehet reex¡v. Az l

1

t�r sem reex¡v, mert

konjug lt tere l

∞
, ami nem szepar bilis. Ugyansak nem reex¡vek a 

0

�s  terek,

mert konjug lt ter�k l

1

, amint az nemsok ra bel tjuk.

* 5.44.4. T�tel: Ha Y az X reex¡v Banah-t�r z rt line ris altere, akkor Y is

reex¡v.

Bizony¡t s. Az f 7→ f |Y lek�pez�s a Hahn{Banah-t�tel szerint X∗
-ot Y ∗

-ra

k�pezi. Tetsz�leges α ∈ Y ∗∗
-ra legyen β(f) = α(f |Y ). Mivel X reex¡v, ez az eleme

X∗∗
-nak el� ll Fx alakban valamely x ∈ X-re, ahol F a term�szetes lek�pez�se X-

nek X∗∗
-ra, azaz β(f) = f(x). Megmutatjuk, hogy x ∈ Y . Mivel minden f ∈ Y ⊥

-re

f(x) = 0, azt kapjuk, hogy x az Y line ris burk nak a lez rtj ban van.

* 5.44.5. K�vetkezm�ny: Ha X Banah-t�r �s X∗
reex¡v, akkor X is.

Bizony¡t s. Mivel X∗
reex¡v, X∗∗

is. A J : X → X∗∗
term�szetes be gyaz s

izometria, ¡gy J(X) z rt altere a reex¡v X∗∗
t�rnek, ¡gy reex¡v, azaz X is reex¡v.

• 155/5 :

<
amib�l k�vetkezik az  ll¡t s.

* 5.50. T�tel. Ha az y = (y
1

, y
2

, . . . ) sz msorozatra b rmely x = (x
1

, x
2

, . . . )
konvergens sorozat eset�n a

∑∞
k=1

xkyk sor konvergens, akkor y ∈ l

1

, azaz

∑∞
k=1

|yk| <
∞, �s f(x) =

∑∞
k=1

xkyk korl tos line ris funkion l a konvergens sorozatok ter�n,

amelynek norm ja ‖f‖ = ‖y‖
1

.

>
amib�l k�vetkezik az  ll¡t s.

* 5.49.1. Gyenge �s gyenge* topol¢gia. Ha X tetsz�leges halmaz, Y metri-

kus t�r, (vagy  ltal nosabban, ha topologikus t�r), az Y X f�ggv�nyt�rben �s ennek

altereiben �rtelmezve van a f�ggv�nysorozatok pontonk�nti konvergeni ja. (Ez a

konvergenia sz rmazik a szorzattopol¢gi b¢l.) Ha Y = K �s X norm lt t�r K

felett ( ltal nosabban, ha topologikus vektort�r), akkor a folytonos line ris funki-

on lok ter�n ezt a konvergeni t | teh t a pontonk�nti konvergeni t | gyenge*

konvergeni nak (egyes szerz�k gyenge konvergeni nak) szokt k nevezni. A szor-

zattopol¢gia megszor¡t sa X∗
-ra £gy is megadhat¢, mint az �sszes olyan topol¢gi k
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metszete, amelyekre minden f 7→ f(x), x ∈ X f�ggv�ny folytonos; ezt gyenge*

topol¢gi nak nevezz�k. Ebb�l a topol¢gi b¢l a gyenge* konvergenia sz rmazik.

Jelent�s�g�t a Banah{Alaoglu-t�tel adja: egy X Banah-t�r X∗
konjug lt ter�nek

egys�gg�mbj�t ebben a topol¢gi ban tekintve az kompakt (megmutathat¢, hogy ha

X szepar bilis volt, akkor metriz lhat¢ is). Ezt a konvergeni t haszn lva a norm -

b¢l sz rmaz¢ konvergenia helyett, elker�lhet� azoknak a neh�zs�geknek egy r�sze,

amelyek a vari i¢sz m¡t sban �s a pari lis di�ereni legyenletekn�l az egys�gg�mb

kompakts g nak hi nya okoz. Ez�rt vezette be Hilbert ezt a konvergeni t.

Ha X Hilbert-t�r, akkor a Riesz-f�le reprezent i¢s t�tel alapj n X∗
elemeit X

elemeivel azonos¡thatjuk, �s ¡gy a gyenge* topol¢gi t  tm solhatjuk X-re. Ǳltal -

nosabban, ha X norm lt t�r, akkor X-nek X∗∗
-ba val¢ F term�szetes lek�pez�se

izometria, amely minden x ∈ X-hez hozz rendel egy Fx ∈ X∗∗
line ris funkion lt

az Fx(f) = f(x), ha f ∈ X∗
�sszef�gg�ssel. �gy X minden eleme egy X∗

-on �rtel-

mezett funkion lnak tekinthet�, �s X∗∗
elemeinek pontonk�nti konvergeni ja (�s

a topol¢gia, amib�l sz rmazik)  tm solhat¢ X-re. Ezt a konvergeni t gyenge kon-

vergeni nak, a topol¢gi t, amib�l sz rmazik, gyenge topol¢gi nak szok s nevezni.

Nyilv n reex¡v terek eset�n (spei lisan Hilbert-terekn�l) a gyenge �s gyenge* to-

pol¢gia megegyezik.

A gyenge �s gyenge* topol¢gi k vizsg lat val a topologikus vektorterek elm�lete

foglalkozik. A legegyszer�bb t�nyeket illet�en l sd Losonzi [83℄ jegyzet�t. R�szle-

tes hivatkoz sok tal lhat¢k Zeidler [147℄ k�nyv�ben. Megjegyezz�k, hogy a line ris

oper torok ter�ben is fontos a pontonk�nti konvergenia, amelyet n�ha er�s konver-

geni nak szok s nevezni.

* 5.49.2. Feladat [9℄: Bizony¡tsuk be a Banah{Alaoglu-t�telt: egy X norm lt

t�r X∗
konjug lt ter�nek egys�gg�mbje a gyenge* topol¢gi ban kompakt.

* 5.49.3. Feladat [9℄: Mutassuk meg, hogy egy X szepar bilis norm lt t�rre X∗

egys�gg�mbj�n a gyenge* topol¢gia metriz lhat¢.

* 5.49.4. Gyenge �s gyenge* konvergenia. Ha X norm lt t�r K felett, akkor

a gyenge �s gyenge* topol¢gi r¢l mondottak szerint egy xn ∈ X sorozat gyeng�n

konverg l x ∈ X-hez, jel�l�sben xn ⇀ x (n → ∞), ha f(xn) → f(x) minden

f ∈ X∗
-ra, �s egy fn ∈ X∗

sorozat gyenge* konverg l f ∈ X∗
-hoz, jel�l�sben

fn
∗⇀f , ha fn(x) → f(x) minden x ∈ X-re. Egy p�lda: Hilbert-t�rben egy v�gtelen

ortonorm lt sorozat gyeng�n konverg l null hoz. A gyenge �s gyenge* konvergenia

jelent�s�g�t a kiv laszt si t�telek adj k.

* 5.49.5. Feladat: kiv laszt si t�tel gyenge* konvergeni ra [9℄: Bizo-

ny¡tsuk be, hogy ha X szepar bilis norm lt t�r, akkor minden korl tos fn ∈ X∗

sorozatnak van gyenge* konvergens r�szsorozata.

* 5.49.6. Kiv laszt si t�tel gyenge konvergeni ra: Ha xn egy korl tos

sorozat egy X reex¡v Banah-t�rben, akkor van olyan r�szsorozata, amely gyeng�n

konverg l.
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Ez a tulajdons g jellemzi is a reex¡v Banah-tereket, ez Eberlein (1947) �s

�

Smuljam (1940) t�tele; l sd Yosida [144℄, V. fejezet.

Bizony¡t s. Legyen Y az xn-ek line ris burk nak a lez rtja. Mivel X reex¡v,

Y is, �s mivel Y szepar bilis, Y ∗
is. Legyen fn az Y ∗

egy megsz ml lhat¢ s�r�

r�szhalmaza. A diagon lis elj r ssal kiv laszthat¢ olyan zn = xjn r�szsorozata az

xn sorozatnak, amelyre minden k-ra fk(zn) konverg l valamely αk ∈ K-hoz, ha

n → ∞. Innen b rmely f ∈ Y ∗
-ra f(zn) − f(zm) kisi, ha n,m el�g nagyok, azaz

f(zn) Cauhy-sorozat, teh t konverg l valamely α(f) ∈ K-hoz. Az α funkion l

nyilv n line ris �s

∣

∣α(f)
∣

∣ ≤ ‖f‖ supn ‖xn‖. Mivel Y reex¡v, van olyan x ∈ Y ,
hogy α(f) = f(x) minden f ∈ Y ∗

-ra, azaz f(xn) → f(x). Mivel minden f ∈ X∗

megszor¡t sa Y -ra az Y ∗
egy eleme, ez minden f ∈ X∗

-ra is teljes�l.

* 5.49.7. Egyenletes konvexs�g: Az X norm lt teret lok lisan egyenletesen

konvexnek nevezz�k, ha minden x ∈ X , ‖x‖ ≤ 1 elem�hez �s minden ε > 0-hoz

l�tezik olyan δ > 0, hogy b rmely y ∈ X-re, amelyre ‖y‖ ≤ 1 �s ‖x + y‖ ≥ 2 − δ,
teljes�l, hogy ‖x−y‖ ≤ ε. Ha δ az x-t�l f�ggetlennek v laszthat¢, akkor azt mondjuk,
hogy a t�r egyenletesen konvex. A Hilbert-terek nyilv n egyenletesen konvexek a

paralelogramma-azonoss g miatt. Megmutathat¢, hogy 1 < p < ∞ eset�n az Lp

t�r is egyenletesen konvex. A lok lisan egyenletes konvexs�gb�l k�vetkezik a szigor£

konvexs�g. Megmutathat¢, hogy egy reex¡v Banah-t�rben mindig bevezethet� egy,

az eredeti norm val ekvivalens norma, amelyre X �s X∗
m r lok lisan egyenletesen

konvexek. (Kade (1959) �s Troyanski (1971) t�tele.)

* 5.49.8. A gyenge konvergenia alaptulajdons gai: Legyen X Banah-t�r,

xn ∈ X . Ekkor

(1) ha xn → x, akkor xn ⇀ x;

(2) ha X v�ges dimenzi¢s �s xn ⇀ x, akkor xn → x;

(3) ha xn ⇀ x, akkor xn korl tos �s ‖x‖ ≤ lim infn→∞ xn;

(4) ha X lok lisan egyenletesen konvex, xn ⇀ x �s ‖xn‖ → ‖x‖, akkor xn → x
(Radon{Riesz-tulajdons g);

(5) ha xn ⇀ x, akkor a {xn} halmaz z rt konvex burk ban van olyan yn sorozat,

hogy yn → x (Mazur t�tele);

(6) ha xn ⇀ x, akkor x a {xn} halmaz z rt konvex burk ban van;

(7) ha xn korl tos �s van olyan D ⊂ X∗
s�r� halmaz, hogy f(xn) → f(x) minden

f ∈ D-re, akkor xn ⇀ x;

(8) ha X reex¡v �s f(xn) konverg l minden f ∈ X∗
-ra, akkor van olyan x, hogy

xn ⇀ x;

(9) ha xn minden r�szsorozat b¢l kiv laszthat¢ olyan r�szsorozat, amely egy adott

x-hez konverg l gyeng�n, akkor xn ⇀ x;

(10) ha xn ⇀ x �s fn → f az X∗
-ban, akkor fn(xn) → f(x);

(11) ha X reex¡v, xn → x �s fn ⇀ f az X∗
-ban, akkor fn(xn) → f(x).
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Bizony¡t s. (1) �s (2) trivi lisak, (3) az egyenletes kor toss g t�tele k�vet-

kezm�ny�nek spei lis esete. (4) Nyilv nval¢, ha x = 0. Ha x 6= 0, akkor legyen

y = x/‖x‖ �s yn = yn/‖yn‖ valahonnan kezdve. Ekkor ‖y‖ = ‖yn‖ = 1, yn ⇀ y, �s
(3) szerint, mivel yn + y ⇀ 2y,

2 = ‖2y‖ ≤ lim inf

n→∞
‖yn + y‖ ≤ lim sup

n→∞
‖yn + y‖ ≤ 2,

¡gy ‖yn + y‖ → 2, ahonnan k�vetkezik az  ll¡t s. (5)-h�z legyen C az xn-ek z rt

konvex burka. Tegy�k fel indirekt, hogy d(x,C) > 0. Ekkor a Hahn{Banah-

t�tel elv laszt si alakja szerint van olyan f val¢s folytonos line ris funkion l �s

c ∈ R, hogy f(C) ≤ c < f(x), ami ellentmond s; a komplex esetben haszn ljuk az

f(x) − if(ix) funkion lt. (6) nyilv n k�vetkezik (5)-b�l. (7) k�vetkezik a Banah{

Steinhaus-t�telb�l. (8)-hoz legyen α(f) = limn→∞ f(xn), ha f ∈ X∗
; α nyilv n

line ris �s az egyenletes korl toss g t�tel�nek k�vetkezm�nye szerint korl tos is, azaz

α ∈ X∗∗
. Mivel X reex¡v, α(f) = f(x) valamely x ∈ X-re, �s xn ⇀ x. (9)-et

indirekt bizony¡tjuk: ha nem lenne igaz, akkor l�tezne olyan f ∈ X∗
�s ε > 0, amelyre

∣

∣f(xnk
) − f(x)

∣

∣ ≥ ε teljes�lne valamely r�szsorozatra. (10) �s (11) nyilv nval¢ak,

mivel a gyenge konvergeni b¢l k�vetkezik a korl toss g.

* 5.49.9. Feladat [6℄: Bizony¡tsuk be, hogy reex¡v Banah-t�ren z rt konvex

halmazt¢l val¢ t vols g felv�tetik.

* 5.49.10. A gyenge* konvergenia alaptulajdons gai: Legyen X Banah-

t�r, fn ∈ X∗
. Ekkor

(1) ha fn → f , akkor fn
∗⇀f ;

(2) ha fn
∗⇀f , akkor fn korl tos �s ‖f‖ ≤ lim infn→∞ fn;

(3) ha fn korl tos �s van olyan D ⊂ X s�r� halmaz, hogy fn(x) → f(x) minden

x ∈ D-re, akkor fn
∗⇀f ;

(4) ha minden x ∈ X-re fn(x) konverg l minden, akkor van olyan f , hogy fn
∗⇀f ;

(5) ha xn ⇀ x az X-ben �s fn
∗⇀f , akkor fn(xn) → f(x).

Bizony¡t s. Minden £gy bizony¡that¢, mint a gyenge konvergenia eset�ben.

* 5.50. T�tel. Ha az y = (y
1

, y
2

, . . . ) sz msorozatra b rmely x = (x
1

, x
2

, . . . )
nullsorozat eset�n a

∑∞
k=1

xkyk sor konvergens, akkor y ∈ l

1

, azaz

∑∞
k=1

|yk| < ∞,

�s f(x) =
∑∞

k=1

xkyk korl tos line ris funkion l a 

0

,  �s l

∞
tereken, amelynek

norm ja ‖f‖ = ‖y‖
1

.

• 155/−14 :
<

nevezz�k. P�ld ul az 1, 0, 1, 0, 1, . . . sorozat Cesaro-limesze 1/2.

>
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nevezz�k. P�ld ul az 1, 0, 1, 0, 1, . . . sorozat Cesaro-limesze 1/2. Ez az r = 1 spei lis

esete az r-ed rend� Cesaro-limesznek (r > −1), ahol

aj,k =

(

j−k+r−1

j−k

)

(

r
j

) .

Az r-ed rend� H�lder-limesz m trixa a Casaro-limesz m rix nak r-edik hatv nya

(r ∈ N).

• 155/−9 :
<
5.52. Toeplitz t�tele. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel, az A m trixszal

>
5.52. T�plitz t�tele. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel, az A m trixszal

• 156/15 :

<
�ppen (3)-at adj k.

>
�ppen (3)-at adj k.

Feladat [9℄. Alkalmazzunk Casaro- �s H�lder-f�le limit l si elj r sokat az

al bbi sorok r�szlet�sszegeire. Hasonl¡tsuk �ssze az eredm�nyeket az Abel folyto-

noss gi t�tele seg¡ts�g�vel kapott hat r�rt�kekkel.

(1)

∑∞
n=0

(−1)n;
(2)

∑∞
n=0

(−1)n(2n+ 1);

(3)

∑∞
n=0

(−1)nn;
(4)

∑∞
n=0

(−1)nn2.
Feladat: Tauber t�tele [11℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha a

∑∞
n=1

an sor r�szle-

t�sszegei Cesaro-limit lhat¢k �s limn→∞ nan = 0, akkor a sor konvergens.

• 164/−0 :
<
>

5.73. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy a

(Tx)(t) =

∫ t

0

x(t) dt

�sszef�gg�s z rt line ris oper tort de�ni l C[0, 1℄-en.
5.74. Feladat [2℄. Adjunk meg l

2

-n olyan norm t, amely nem ekvivalens az

eredetivel.
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• 166/−3 :
<

tosan akkor Hilber-t�r, ha minden Hj Hilber-t�r.

>

tosan akkor Hilber-t�r, ha minden Hj Hilber-t�r.

6.5.5. Feladat [6℄. Legyenek

(

Hj , 〈 . 〉j
)

, j ∈ J bels� szorzat terek,

H =

{

x ∈ ×j∈JHj :

∑

j∈J

‖xj‖2 <∞
}

�s legyen 〈x, y〉 =∑j∈J 〈xj , yj〉j . Mutassuk meg, hogy H bels� szorzat t�r, a bels�

szorzat terek szorzata, �s H pontosan akkor Hilbert-t�r, ha minden Hj Hilbert-t�r.

• 173/−8 :
<

rendszert.

>

rendszert.

6.32.2. Feladat [8℄. Ortonorm ljuk L2

[−1, 1℄-ben az 1, x, x2 f�ggv�nyrend-

szert.

6.32.4. Feladat [9℄. Ortonorm ljuk a megadott f�ggv�nyrendszert a megadott

s£lyf�ggv�nyre a megadott intervallumon:

(1) 1, x, x2, ̺(x) = e−x, x ∈ [0,∞[;

(2) 1, x, x2, ̺(x) = x2, x ∈ [0, 1℄;

(3) 1, x, x2, ̺(x) = sinπx, x ∈ [0, 1℄.

6.32.6. Feladat [9℄. Hat rozzuk meg az al bbi t vols gokat:

(1) x t vols ga x2, x3 line ris burk t¢l L2

[0, 1℄-ben;

(2) 1 t vols ga sinx, osx line ris burk t¢l L2

[−π, π℄-ben;
(3) x3 t vols ga 1, x, x2 line ris burk t¢l L2

[0, 1℄-ben;

(4) x3 t vols ga x, x2 line ris burk t¢l L2

[0, 1℄-ben.

6.32.8. Feladat [9℄. Fejts�k sorba a Legendre-polinomok szerint a sinπx f�gg-
v�nyt L2

[−1, 1℄-ben.

* 6.32.9. Feladat [17℄. Legyen ϕn, n = 1, 2, . . . egy teljes ortonorm lt rendszer

egy H Hilbert-t�rben, �s ψn egy ortonorm lt rendszer H-ban. Tegy�k fel, hogy

∑∞
n=1

‖ψn − ϕn‖2 <∞. Mutassuk meg, ψn is teljes.
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• 174/2 :

<
ortogon lis alterei, akkor M +N is z rt alt�r.

→ 6.36. Feladat [7℄. Igazoljuk, hogy az al bbi f�ggv�nyek korl tos line ris

funkion lok L2

[0, 1℄-en, �s hat rozzuk meg a norm jukat:

(1) f(x) =
∫

1

0

x(t) sin t dt;

(2) f(x) =
∫

1/2

0

tx(t2) dt;

(3) f(x) =
∫

1

0

x(t)(t − 1/2) dt.

→ 6.37. Feladat [9℄. Vizsg ljuk meg, hogy az al bbi funkion lok az eg�sz

l

2

-n �rtelmezhet�k-e, folytonosak-e, line risak-e, �s hat rozzuk meg a norm jukat

(x = (ξ
1

, ξ
2

, . . . ) ∈ l

2

):

(1) f(x) =
∑∞
k=1

ξk sin k;

(2) f(x) = supk |ξk|;
(3) f(x) = ξn;

(4) f(x) = ξn+1

− ξn;

(5) f(x) =
∑∞
k=1

ξk2 ;

(6) f(x) =
∑∞
k=1

|ξk|2.
>

ortogon lis alterei, akkor M +N is z rt alt�r.

6.35.3. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy az M =

{

x = (ξ
1

, 0, ξ
2

, 0, . . . ) ∈ l

2

}

�s N =

{

y = (η
1

, η
1

, η
3

, η
3

/3, . . . ) ∈ l

2

}

alterek �sszege nem l

2

, de s�r� l

2

-ben.

6.35.6. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy ha Mγ , γ ∈ � z rt alterek egy

rendszere egy H Hilbert-t�rben, akkor

(

∩γ∈�Mγ

)⊥

= ∪γ∈�M⊥
γ

�s

(

∪γ∈�Mγ

)⊥

= ∩γ∈�Mp
γ erp

→ 6.36. Feladat [7℄. Vizsg ljuk meg, hogy az al bbi funkion lok az eg�sz

L2

[0, 1℄-en �rtelmezhet�k-e, folytonosak-e, line risak-e, �s hat rozzuk meg a norm -

jukat:

(1) f(x) =
∫

1

0

x(t) sin t dt;

(2) f(x) =
∫

1/2

0

tx(t2) dt;

(3) f(x) =
∣

∣x(1/2)|;
(4) f(x) = x′(1/2);

(5) f(x) =
∫

1

0

x(t)(t − 1/2) dt;

(6) f(x) =
∫∞

0

√
te−tx(e−t) dt.
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→ 6.37. Feladat [9℄. Vizsg ljuk meg, hogy az al bbi funkion lok az eg�sz

l

2

-n �rtelmezhet�k-e, folytonosak-e, line risak-e, �s hat rozzuk meg a norm jukat

(x = (ξ
1

, ξ
2

, . . . ) ∈ l

2

):

(1) f(x) =
∑∞
k=1

ξk sin k;

(2) f(x) = supk |ξk|;
(3) f(x) =

∑∞
k=1

|ξk|;
(4) fn(x) = ξn;

(5) fn(x) = ξn+1

− ξn;

(6) fn(x) =
∑∞

k=1

ξk sgn(k − n);

(7) f(x) =
∑∞
k=1

ξk2 ;

(8) f(x) =
∑∞
k=1

|ξk|2.
6.37.3. Feladat [8℄. Igazoljuk, hogy ha ϕn, n = 1, 2, . . . z rt rendszer L2

[0, 1℄-
ben, akkor

�

0

≡ 1, �n(x) =

∫ x

0

ϕn(t) dt

line ris burka s�r� C[0, 1℄-ben.
6.37.6. Feladat [8℄. Igazoljuk, hogy ha f : [0,∞[ → R m�rhet�, f(t + 1) =

f(t), ha t ≥ 0, f(t) = −f(t + 1/2), ha 0 < t < 1/2, �s
∫

1

0

f2(t) dt < ∞, akkor

ϕn(t) = f(2nt), n = 0, 1, 2, . . . ortogon lis rendszer L2

[0, 1℄-ben.

• 191/−13 :
<

Ha T nem felt�tlen�l korl tos, de s�r� halmazon van de�ni lva, akkor azon

>
Ha T ∈ X → Y line ris, nem felt�tlen�l korl tos, de s�r� halmazon van de�ni lva,

akkor azon

• 191/−9 :
<

(A kiterjeszt�s egy�rtelm�s�g�hez sz�ks�ges, hogy dmn(T ) s�r� legyenH-ban.) K�ny-

ny� kisz molni, hogy T ∗ ∈ Y → X line ris oper tor; T ∗
a T adjung ltja. Nyilv n-

val¢, hogy ha T korl tos, akkor T ∗
minden�tt �rtelmezve van. Az is nyilv nval¢,

hogy ha T ⊂ S, akkor S∗ ⊂ T ∗
. Ha TT ∗

= I �s T ∗T = I, akkor T -t unit�rnek
nevezz�k.

>
(A kiterjeszt�s egy�rtelm�s�g�hez sz�ks�ges, hogy dmn(T ) s�r� legyenX-ben.) K�ny-

ny� kisz molni, hogy T ∗ ∈ Y → X line ris oper tor; T ∗
a T adjung ltja. Nyilv n-

val¢, hogy ha T korl tos, akkor T ∗
minden�tt �rtelmezve van. Az is nyilv nval¢,

hogy ha T ⊂ S, akkor S∗ ⊂ T ∗
. Ha T ∗T = IX �s TT ∗

= IY , akkor T -t unit�rnek
nevezz�k.
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• 193/19 :

<
L(H ;H), ahol H egy komplex Hilbert-t�r, az adjung ltk�pz�ssel.

>
L(H ;H), ahol H egy komplex Hilbert-t�r, az adjung ltk�pz�ssel. Ha egy ∗-algebra
egy x elem�re x = x∗ illetve xx∗ = x∗x, akkor x-et �nadjung ltnak illetve norm -

lisnak nevezz�k. Ha egy egys�gelemes ∗-algebra egy x elem�re xx∗ = x∗x = e, akkor
azt mondjuk, hogy x unit�r. Csak az egys�gelemes B

∗
-algebr k fontosak.

• 193/−17 :
<

zet�nek utols¢ fejezet�t.

>
zet�nek utols¢ fejezet�t.

* 7.33.5. Feladat [7℄. Legyen X egy egys�gelemes B

∗
-algebra. Mutassuk meg,

hogy

(1) e∗ = e;

(2) tetsz�leges x ∈ X-re ‖x∗‖ = ‖x‖;
(3) tetsz�leges x ∈ X-re xr = (x + x∗)/2 �s xi = (x − x∗)/(2i) �nadjung ltak �s

x = xr + ixi;

(4) ha x invert lhat¢, akkor x∗ is �s (x∗)−1

= (x−1

)

∗
;

(5) ha x norm lis, akkor r(x) = ‖x‖.

• 193/−5 :
<

per tor.

>
per tor.

* 7.34.5. Feladat [8℄. Legyen H Hilbert-t�r �s P,Q ∈ L(H ;H) �nadjung lt

projeki¢. Mutassuk meg, hogy

(1) PQ pontosan akkor �nadjung lt projeki¢, ha PQ = QP ;

(2) P +Q pontosan akkor �nadjung lt projeki¢, ha PQ = 0;

(3) az el�z� felt�tel azzal ekvivalens, hogy rng(P ) ⊥ rng(Q);

(4) P −Q pontosan akkor �nadjung lt projeki¢, ha PQ = Q;

(3) az el�z� felt�tel azzal ekvivalens, hogy rng(Q) ⊂ rng(P ).

• 194/8 :

<

(2) dmn(U) = X , rng(U) = Y �s 〈Ux,Uy〉 = 〈x, y〉 b rmely x, y ∈ H-ra;

(3) dmn(U) = X , rng(U) = Y �s ‖Ux‖ = ‖x‖ b rmely x ∈ H-ra.
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>

(2) dmn(U) = X , rng(U) = Y , U line ris �s 〈Ux,Uy〉 = 〈x, y〉 b rmely x, y ∈ H-ra;

(3) dmn(U) = X , rng(U) = Y , U line ris �s ‖Ux‖ = ‖x‖ b rmely x ∈ H-ra.

• 194/8 :

<
7.37. T�tel. Legyen X komplex Hilbert-t�r. Ha a T ∈ L(H ;H) oper tor

�nadjung lt, akkor a spektruma val¢s. Ha T nemnegat¡v oper tor, akkor

>
* 7.36.5. Feladat [14℄. Mutassuk meg, hogy az el�z� t�tel felt�telei akkor is ek-

vivalensek, ha X , Y val¢s Hilbert-terek, valamint ekkor (�s sak ekkor) ekvivalensek

az al bbi felt�tellel:

(4) dmn(U) = X , rng(U) = Y , U(0) = 0 �s U t vols gtart¢.

7.37. T�tel. Legyen H komplex Hilbert-t�r. Ha a T ∈ L(H ;H) oper tor

�nadjung lt, akkor a spektruma val¢s. Ha T ∈ L(H ;H) nemnegat¡v oper tor, akkor

• 195/15 :

<
besl�sb�l pedig, hogy inverze minden�tt �rtelmezett korl tos oper tor.

>
besl�sb�l pedig, hogy inverze minden�tt �rtelmezett korl tos oper tor.

→ 7.37.5. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy ha H komplex Hilbert-t�r, akkor

T ∈ L(H ;H) pontosan akkor �nadjung lt, ha 〈Tx, x〉 ∈ R minden x ∈ H-ra.

• 197/−8 :
<

x(0) = x(1), vagy az x(0) = x(1) = 0 peremfelt�telt kiel�g¡t� f�ggv�nyei. Mind-

h rom esetben vizsg ljuk meg, hogy az oper tor szimmetrikus-e, hat rozzuk meg a

lez rtj t, az adjung ltj t, �s annak az adjung ltj t.

>
x(0) = x(1), vagy az x(0) = x(1) = 0, v�gu

�

l az

∣

∣x(0)
∣

∣

=

∣

∣x(1)
∣

∣ 6= 0 peremfel-

t�telt kiel�g¡t� f�ggv�nyei. Mindh rom esetben vizsg ljuk meg, hogy az oper tor

szimmetrikus-e, hat rozzuk meg a lez rtj t, az adjung ltj t, �s annak az adjung lt-

j t. Ugyanezt az oper tort vizsg ljuk az L2

(R;C) t�r K(R;C) alter�n �rtelmezve,

illetve az L2

(

[0,∞[;C
)

t�r K
(

[0,∞[;C
)

alter�n �rtelmezve, illetve ezen alt�r x(0) = 0

felt�telnek eleget tev� f�ggv�nyein �rtelmezve.

→ 7.54.5. Feladat [8℄. Egy H Hilbert-t�r egy M z rt altere invari ns egy T ∈
L(H ;H)-ra, ha T (M) ⊂ M . Az M reduk lja T -t, ha M �s M⊥

is invari ns T -re.
Bizony¡tsuk be, hogy

(1) M pontosan akkor invari ns T -re, ha M ⊥ invari ns T ∗
-ra;

(2) M pontosan akkor reduk lja T -t, ha invari ns T -re �s T ∗
-ra is;
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(3) ha z rt alterek egy Mγ , γ ∈ � rendszere invari ns T -re illetve reduk lja T -t,
akkor

∩γ∈�Mγ �s ∪γ∈�Mγ

is invari ns T -re illetve reduk lja T -t.

• 216/12 :

<
[0,∞).

>
[0,∞[.

7.82.3. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy ha H komplex Hilbert-t�r, T ∈
L(H ;H) norm lis �s T 2

= T , akkor T �nadjung lt.

7.82.6. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy ha H komplex Hilbert-t�r, T ∈
L(H ;H) norm lis, akkor T pontosan akkor invert lhat¢, ha van olyan c > 0, hogy

‖Tx‖ ≥ c‖x‖ minden x ∈ H-ra.

• 217/−4 :
<

T �nadjung lt.

>
T �nadjung lt.

7.101.5. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy ha H komplex Hilbert-t�r, U ∈
L(H ;H) unit�r �s U − I invert lhat¢, akkor a T = i(U + I)(U − I)−1

oper tor

�nadjung lt.

• 220/−11 :
<

t�mege, ≈ 9, 10939 · 10−28

g. (Ha a mag mozg s t is �gyelembe akarjuk venni,

>
t�mege, ≈ 9,10939 · 10−28

g. (Ha a mag mozg s t is �gyelembe akarjuk venni,

• 223/−6 :
<

�gy is tekinthet�, mint a relax i¢ egy esete. A r�szleteket illet�en l sd

>
�gy is tekinthet�, mint a relax i¢ egy esete. A r�szleteket illet�en l sd a

• 227/−0 :
<
>
8.7.2. Feladat [6℄. Legyen T ∈ L(X ;X) az X v�gtelen dimenzi¢s Banah-t�r

egy kompakt oper tora. Mutassuk meg, hogy nem regul ris.
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8.7.4. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy a (Tx)(t) = tx(t) �sszef�gg�ssel

de�ni lt oper tor nem kompakt C[0, 1℄-en.
8.7.6. Feladat [10℄. Legyen T ∈ L(X ;Y ) az X v�gtelen dimenzi¢s Banah-t�r

egy kompakt lek�pez�se az Y norm lt t�rbe. Mutassuk meg, hogy van olyan norm lt

xn sorozat X-ben, amelyre Txn → 0.

8.7.8. Feladat [10℄. Legyen X szepar bilis Hilbert-t�r az xn teljes ortonor-

m lt rendszerrel, T ∈ L(X ;Y ) az X egy kompakt lek�pez�se az Y norm lt t�rbe.

Mutassuk meg, hogy Txn → 0.

• 236/−1 :
<

teleinek?

>
teleinek?

* 8.36. Lemma. LegyenX egy metrikus t�r, T pedig X egy z rt r�szhalmaz nak

folytonos lek�pez�se X egy kompakt r�szhalmaz ba. Tegy�k fel, hogy minden ε > 0-

hoz van olyan xε, hogy

(1) d
(

T (xε), xε
)

< ε.

Ekkor T -nek van �xpontja.

Az (1) felt�telnek eleget t�v� xε pontokat a T lek�pez�s ε-�xpontjainak nevez-

z�k.

Bizony¡t s. Tegy�k fel, hogy T az F z rt r�szhalmazt a K kompakt halmazba

k�pezi le. Mivel T (xε) ∈ K, feltehetj�k, hogy valamely εn → 0 sorozatra T (xεn) →
x ∈ K. Az (1) felt�tel szerint xεn → x, ¡gy x ∈ F . Teh t T (x) de�ni lva van, �s

T (x) = T (limn→∞ xεn) = limn→∞ T (xεn) = x.

* 8.37. Lemma: Shauder-projeki¢. Ha K az X norm lt t�r kompakt r�sz-

halmaza �s ε > 0, akkor van olyan Y v�ges reszhalmaza K-nak �s P folytonos

lek�pez�se K-nak Y konvex burk ba, hogy

∥

∥P (x) − x
∥

∥ < ε minden x ∈ K-ra.

Bizony¡t s. V lasszunk egy {y
1

, . . . , yn} = Y v�ges ε-h l¢t K-ban. Legyen

fi(x) = max

{

0, ε− ‖x− yi‖
}

, i = 1, 2, . . . , n.

Nyilv n fi(x) 6= 0 pontosan akkor, ha ‖x−yi‖ < ε. �gy minden x ∈ K-ra valamelyik

fi(x) nem nulla. Legyen

P (x) =

n
∑

i=1

fi(x)yi
∑n
j=1

fj(x)
, ha x ∈ K.

Nyilv n P folytonos, �s mivel P (x) az x-hez ε-n l k�zelebb l�v� pontok konvex

kombin i¢ja,

∥

∥P (x)− x
∥

∥ < ε.
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* 8.38. Shauder m sodik �xpontt�tele. Legyen C az X norm lt t�r egy

nem �res konvex r�szhalmaza. Legyen T a C egy folytonos lek�pez�se egy K ⊂ C
kompakt halmazba. Ekkor T -nek van �xpontja.

Bizony¡t s. Tekints�k n = 1, 2, . . . -re a Pn ◦ T lek�pez�st, ahol Pn az el�z�

lemma szerint ε = 1/n-hez tartoz¢ lek�pez�s. Mivel Y ⊂ K ⊂ C, az Y halmaz

konvex burka is r�sze C-nek. Mivel Y konvex burka v�ges dimenzi¢s kompakt konvex

halmaz �s Pn ◦ T ezt folytonosan k�pezi le �nmag ba, a Brouwer-f�le �xpontt�tel

szerint l�tezik egy xn �xpontja. A Pn
(

T (xn)
)

= xn �sszef�gg�sb�l

∥

∥T (xn)− xn
∥

∥ <
1/n. �gy T -nek van �xpontja.

* 8.39. K�vetkezm�ny: Shauder els� �xpontt�tele. Egy norm lt t�r b r-

mely nem �res kompakt konvex r�szhalmaza �xpont-tulajdons g£.

* 8.40. Feladat [9℄. Bizony¡tsuk be Peano t�tel�t Shauder m sodik �xpontt�-

tele seg¡ts�g�vel.

• 243/−9 :
<

 ltal nos eset bizony¡t sa megtal lhat¢ Zeidler [149℄ k�nyv�ben, 4.14. Egy j¢val

 ltal nosabb v ltozat bizony¡t sa tal lhat¢ P les [100℄ jegyzet�ben.

>

 ltal nosabb v ltozatot k�s�bb bizony¡tjuk.

• 255/−16 :
<

nem siker�lt, akkor t
1

�s t
2

abszol£t �rt�k�t s�kkenteni kell. t
1

�rt�k�nek j¢

>

nem siker�lt, akkor t
1

�s t
2

abszol£t �rt�k�t s�kkenteni kell; t
1

�rt�k�nek j¢

• 257/16 :

<

Id�nk�nt £jra sz molva a deriv ltat, a konvergenia gyors¡that¢.

>

Id�nk�nt £jra sz molva a deriv ltat, a konvergenia gyors¡that¢.

A f�kezett Newton-m¢dszern�l az f ′
(xn)�xn = −f(xn) egyenletb�l meghat -

rozzuk �xn-et, de xn+1

= xn + αn�xn, ahol az 0 < αn ≤ 1 relax i¢s param�tert

£gy v lasztjuk, hogy

∥

∥f(xn+1

)

∥

∥

2

<
∥

∥f(xn)
∥

∥

2

legyen. Ez mindig lehets�ges, ha az

egyenlet megoldhat¢ �s a norma bels� szorzatb¢l sz rmazik: Az ‖f‖2-nek a �xn
ir ny menti deriv ltja az xn helyen

2

〈

f(xn), f
′
(xn)�xn

〉

= −2
∥

∥f(xn)
∥

∥

2

,
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¡gy

∥

∥f(xn + α�xn)
∥

∥

2 −
∥

∥f(xn)
∥

∥

2

α
∥

∥f(xn)
∥

∥

2

→ −2,

ha α → 0. Ǳltal ban azt k�vetelj�k meg, hogy a h nyados kisebb legyen, mint

1 − σ valamely 0 < σ < 1/2 �rt�kre. (Rendszerint 10

−5 ≤ σ ≤ 10

−1

.) Ezt £gy

�rj�k el, hogy αn = 1 v laszt ssal pr¢b lkozunk, �s ha a felt�tel nem teljes�l, akkor

s�kkentj�k αn-et, rendszerint szorozzuk ̺-val, ahol 0 < ̺ < 1,  ltal ban 0,3 ≤ ̺ ≤
0,8.

A m¢dos¡tott Newton-m¢dszerb�l is k�pezhet� f�kezett v ltozat, de itt m r nem

biztos, hogy a felt�tel teljes¡thet�, esetleg £jra kell sz molni a deriv ltat.

• 259/−16 :
<

nem siker�lt, akkor t
1

�s t
2

abszol£t �rt�k�t s�kkenteni kell. t
1

�rt�k�nek j¢

>
nem siker�lt, akkor t

1

�s t
2

abszol£t �rt�k�t s�kkenteni kell; t
1

�rt�k�nek j¢

• 259/−1 :
<

* 9.53. Algebrai egyenletek megold sa. A Newton-m¢dszer minden tov bbi

n�lk�l alkalmazhat¢ komplex v ltoz¢s, komplex �rt�k� f f�ggv�nyre is. Hogy a

konvergeni t biztosabb  tegy�k, kezdetben alkalmazhatjuk a gradiens m¢dszert az

|f | f�ggv�nyre. Ennek gradiense f(x)/f ′
(x) ir ny£, ha f(x) 6= 0 �s f ′

(x) 6= 0. �gy

az xn+1

= xn − tf(xn)/f
′
(xn) alakban kell keresn�nk a k�vetkez� k�zel¡t�st, ahol

t pozit¡v val¢s sz m. Elj rhatunk £gy, hogy el�sz�r t = 1-el pr¢b lkozunk, ami a

Newton-m¢dszernek felel meg. Ha az ¡gy kapott xn+1

-re

∣

∣f(xn+1

)

∣

∣ <
∣

∣f(xn)
∣

∣

, akkor

ezt v lasztjuk k�vetkez� k�zel¡t�snek, egy�bk�nt t-t s�kkentj�k. Az iter i¢ sak

akkor szakad meg, ha valamelyik l�p�sben f ′
(xn) = 0.

>
* 9.53. Algebrai egyenletek megold sa. A f�kezett Newton-m¢dszer minden

tov bbi n�lk�l alkalmazhat¢ komplex v ltoz¢s, komplex �rt�k� f f�ggv�nyre is. Az

iter i¢ sak akkor szakad meg, ha valamelyik l�p�sben f ′
(xn) = 0.

• 269/−3 :
<

gij = 〈∂ir, ∂jr〉, 1 ≤ i, j ≤ 2. A gi,j sz mokat els� alapmennyis�geknek

>
gij = 〈∂ir, ∂jr〉, 1 ≤ i, j ≤ 2. A gij sz mokat els� alapmennyis�geknek

• 276/−1 :
<

�sszegg�rb�lete nulla.

>
�sszegg�rb�lete nulla.
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* 10.31. T�rk�p, atlasz, sokas g. Egy m-dimenzi¢s t�rk�p vagy koordin -

tarendszer egy X metrikus t�r egy ny¡lt r�szhalmaz t Rm egy ny¡lt r�szhalma-

z ra k�pez� ϕ homeomor�zmus. A ϕ �s ψ m-dimenzi¢s t�rk�pek Cr-�sszef�rhet�ek
(0 ≤ r ≤ ∞), ha ϕ ◦ ψ−1

�s ψ ◦ ϕ−1

is Cr-lek�pez�sek (ezek a ϕ �s ψ �rtelmez�si

tartom nya metszet�nek ϕ �s ψ  ltali k�peit k�pezik le egym sra). Egym-dimenzi¢s

Cr-atlasz az X m-dimenzi¢s t�rk�peinek egy Cr-�sszef�rhet� ϕi, i ∈ I sal dja £gy,

hogy a ϕi t�rk�pek �rtelmez�si tartom nyai lefedik X-et. Egy m-dimenzi¢s Cr-
sokas g egy M szepar bilis metrikus t�r amelyen meg van adva egy m-dimenzi¢s

Cr-atlasz. A Cr-atlaszhoz M ak rh ny tov bbi m-dimenzi¢s t�rk�p�t hozz vehet-

j�k, ha azok Cr-�sszef�rhet�ek az eredeti atlasz t�rk�peivel, mert ekkor egym ssal is
Cr-�sszef�rhet�ek lesznek. Gyakran �rdemes tehnikai okokb¢l egy atlaszhoz hozz -

venni az �sszes vele Cr-�sszef�rhet� t�rk�pet; az ¡gy kapott atlaszt az adott atlaszhoz
tartoz¢ tel¡tett atlasznak nevezz�k. A C∞

-sokas gokat sima sokas goknak is nevez-

z�k.

* 10.32. P�lda. B rmely ny¡lt r�szhalmaza Rm-nek az identikus lek�pez�s  ltal

megadott egyetlen t�rk�pb�l  ll¢ atlasszal egy sima sokas g. Ha m st nem mondunk,

Rm ny¡lt r�szhalmazain mindig erre a sokas g-strukt£r ra gondolunk.

* 10.33. P�lda. Az identikus lek�pez�s  ltal megadott t�rk�p valamint a ϕ(x) =
sin(x) lek�pez�s  ltal megadott t�rk�p C∞

-�sszef�rhet�ek ℄− π/2, π/2[-n.

* 10.34. P�lda. Az identikus lek�pez�s R-en, az ϕ(x) = x, ha x ≤ 0 �s ϕ(x) = 2x,
ha x > 0, valamint a ψ(x) = x3, ha x ∈ R lek�pez�sek  ltal megadott t�rk�pek p ron-

k�nt nem �sszef�rhet�ek, b r k�l�n-k�l�n mindegyik egy-egy sima sokas g strukt£r t

de�ni l R-en.

* 10.35. Feladat [7℄. Tekints�k az R2 \ {0} halmazba k�pez�

(r, ϕ) 7→ (r osϕ, r sinϕ), 0 < r <∞, −π < ϕ < π

�s

(r, ϕ) 7→ (r osϕ, r sinϕ), 0 < r <∞, 0 < ϕ < 2π

f�ggv�nyek (pol r koordin t k) inverzeit. Mutassuk meg, hogy az eredeti atlasszal

C∞
-�sszef�rhet� atlaszt alkotnak.

* 10.36. Feladat [7℄. Milyen t�rk�peket kapunk R3

-ban a henger, illetve g�mbi

koordin t kb¢l?

* 10.37. P�lda. Legyen Rm+1

szok sos ortonorm lt b zisa e
0

, e
1

, . . . , em. Te-

kints�k az Sm =

{

x ∈ Rm+1

: ‖x‖ = 1

}

g�mbfel�letet. Az e
1

, . . . , em  ltal ki-

fesz¡tett alteret Rm-mel azonos¡tva, ha x ∈ Sm koordin tai ξ0, ξ1, . . . , ξm, legyen
y = ϕ

1

(x) = (x − ξ0e
0

)/(1 − ξ0), ha x 6= e
0

(sztereogra�kus projeki¢ e
0

-b¢l). A

lek�pez�s inverze

x =
‖y‖2 − 1

‖y‖2 + 1

e
0

+

2y

‖y‖2 + 1

.
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Hasonl¢an, legyen ϕ
2

(x) = (x+ξ0e
0

)/(1+ξ0), ha x 6= −e
0

(sztereogra�kus projeki¢

−e
0

-b¢l). Ekkor (ϕ
2

◦ϕ−1

1

)(y) = y/‖y‖2 egy C∞
-lek�pez�s, �s az inverze is, ¡gy ϕ

1

, ϕ
2

egy sima sokas g strukt£r t de�ni l Sm-en.

* 10.38. P�ld k. Henger, t¢rusz, M�bius-szalag, Klein-f�le kans¢, projekt¡v s¡k,

g�mb foganty£kkal �s M�bius-szalagokkal, stb.

* 10.39. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy Sm nem homeomorf Rn egy ny¡lt

r�szhalmaz val semmilyen n-re sem.

* 10.40. Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy Rm+1

�s

{x = (x
0

, x
1

, . . . , xm) ∈ Rm+1

: x
0

≥ 0}

nem homeomorfak.

* 10.41. Feladat [8℄. Adjunk meg k�t t�rk�pb�l  ll¢ atlaszt a

(ϕ, z) 7→ (os(2πϕ), sin(2πϕ), z),

0 ≤ ϕ ≤ 1, 0 < z < 1 lek�pez�s �rt�kk�szlet�n, egy hengerfel�leten.

* 10.42. Feladat [9℄. Adjunk meg k�t t�rk�pb�l  ll¢ atlaszt a

(ϕ, r) 7→
(

(

1 + r os(πϕ)
)

os(2πϕ),
(

1 + r os(πϕ)
)

sin(2πϕ), r sin(πϕ)
)

,

0 ≤ ϕ ≤ 1, −1/2 ≤ r ≤ 1/2 lek�pez�s �rt�kk�szlet�n, egy M�bius-szalagon.

* 10.43. Feladat [10℄. Adjunk meg h rom t�rk�pb�l  ll¢ atlaszt a

(ϕ, ϑ) 7→
(

(

2 + os(2πϑ)
)

os(2πϕ),
(

2 + os(2πϑ)
)

sin(2πϕ), sin(2πϑ)
)

,

0 ≤ ϕ ≤ 1, 0 < ϑ < 1 lek�pez�s �rt�kk�szlet�n, egy t¢ruszon.

* 10.44. Feladat [11℄. Adjunk meg h rom t�rk�pb�l  ll¢ atlaszt a Klein-f�le

kans¢n.

* 10.45. Feladat [11℄. Adjunk meg atlaszt a projekt¡v s¡kon.

* 10.46. Sima lek�pez�sek. LegyenekM �sN sima sokas gok. Egy f :M → N
lek�pez�st Cr-lek�pez�snek (0 ≤ r ≤ ∞) nevez�nk, ha azM atlasz nak b rmely ϕ �s

az N atlasz nak b rmely ψ t�rk�p�re ψ◦f ◦ϕ−1

egy Cr-lek�pez�s. Az ilyen lek�pez�-
sek oszt ly t Cr(M ;N) jel�li. A C∞

-lek�pez�seket sima lek�pez�seknek is nevezz�k.

Ha m st nem mondunk, Cr-f�ggv�ny , illetve sima f�ggv�ny alatt Cr(M ;R) illetve

C∞
(M ;R) elemeit �rtj�k. AzM �s N sima sokas gok di�eomorf ak, ha l�tezik olyan

f : M → N k�ls�n�sen egy�rtelm� lek�pez�se M -nek N -re, amelyre f �s f−1

is

sima; egy ilyen f -et di�eomor�zmusnak nevez�nk.
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* 10.47. T�tel. Ha K,M , N sima sokas gok �s f : K →M valamint g :M → N
is Cr-lek�pez�sek, akkor g ◦ f : K → N is Cr-lek�pez�s.
* Bizony¡t s. B rmely ϕ, ψ t�rk�pekreK-ban illetve N -ben, ha x a ψ◦g◦f ◦ϕ−1

lek�pez�s �rtelmez�si tartom ny nak tetsz�leges pontja �s χ az M atlasz nak egy

olyan t�rk�pe, amelynek �rtelmez�si tartom nya tartalmazza y = f(x)-et, a ψ◦g◦f ◦
ϕ−1

lek�pez�s a ϕ(x) pont valamely k�rnyezet�ben megegyezik a ψ◦g◦χ−1◦χ◦f◦ϕ−1

lek�pez�ssel, ¡gy Cr-lek�pez�s. Mivel ez ψ ◦ g ◦ f ◦ ϕ−1

�rtelmez�si tartom ny nak

b rmely pontj ra teljes�l, ψ ◦ g ◦ f ◦ ϕ−1

egy Cr-lek�pez�s.
* 10.48. P�ld k. (1) Az f : x 7→ 2x/

(

1−‖x‖2
)

lek�pez�s sima di�eomor�zmusa

Rm ny¡lt K
1

(0) egys�gg�mbj�nek Rm-re, az inverze y 7→ y/
(

1 +

√

1 + ‖y‖2
)

.

(2) A g : x 7→ x/‖x‖2 lek�pez�s sima di�eomor�zmusa K
1

(0) \ {0}-nak K
1

(0)

k�lsej�re, inverze saj t maga.

(3) A g ◦ f lek�pez�s sima di�eomor�zmusa K
1

(0) k�lsej�nek Rm \ {0}-ra.
* 10.49. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy a 10.34 p�ld ban megadott sokas gok

di�eomorfak.

* 10.50. G�rb�k �rintkez�se. Legyen M egy sima sokas g. A γ
1

, γ
2

: R →M
C1-g�rb�kre azt mondjuk, hogy a t

0

∈ R pontban �rintkeznek, ha γ
1

(t
0

) = γ
2

(t
0

) �s

van olyan ϕ t�rk�p, amelynek �rtelmez�si tartom ny ban benne van x = γ
1

(t
0

) =

γ
2

(t
0

) �s

d(ϕ ◦ γ
1

)

dt
(t
0

) =

d(ϕ ◦ γ
2

)

dt
(t
0

).

Legyen N egy m sik sima sokas g, �s f : M → N egy C1-lek�pez�s. Ekkor

az f ◦ γ
1

�s f ◦ γ
2

g�rb�k C1-g�rb�k �s �rintkeznek t
0

-ban: az y = f(x) jel�l�ssel
f ◦ γ

1

(t
0

) = y = f ◦ γ
2

(t
0

) �s az y-t tartalmaz¢ �rtelmez�si tartom ny£ b rmely ψ
t�rk�pre

d(ψ ◦ f ◦ γi)
dt

(t
0

) =

d(ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ γi)
dt

(t
0

) = (ψ ◦ f ◦ ϕ−1

)

′
(

ϕ(x)
)d(ϕ ◦ γi)

dt
(t
0

),

ha i = 1, 2, ¡gy megegyeznek.

Spei lisan, N = M -et, f -nek pedig az identikus lek�pez�st v lasztva, kapjuk,

hogy a g�rb�k �rintkez�se t
0

-ban nem f�gg a t�rk�p v laszt s t¢l: ha van olyan

t�rk�p, amelyre �rintkeznek, akkor minden x-et tartalmaz¢ t�rk�pre �rintkeznek, �s
¡gy az is teljes�l, hogy ha t

0

-ban γ
1

�rintkezik γ
2

-vel, tov bb  γ
2

�rintkezik γ
3

-mal,

akkor γ
1

is �rintkezik γ
3

-mal.

* 10.51. �rint�vektorok. Egy M sima sokas g egy �rint�vektora az x ∈ M
pontban azon C1-beli γ : R →M g�rb�k oszt lya, amelyekre γ(0) = x �s �rintkeznek
a 0-ban. Az M sokas g x-beli �rint�vektorainak halmaz t TxM -mel jel�lj�k, azt az

�rint�vektort pedig, amelyhez egy adott γ tartozik, γ′(0)-val. A

θϕ : γ′(0) 7→ d(ϕ ◦ γ)
dt

(0)



42

lek�pez�s k�ls�n�sen egy�rtelm�en k�pezi le TxM -et Rn-re. Az inverz lek�pez�s a

h ∈ Rn vektorhoz a

γ(t) = ϕ−1

(

ϕ(x) + th
)

sima g�rb�vel �rintkez� g�rb�k oszt ly t rendeli, mert

d(ϕ ◦ γ)
dt

(0) =

d
(

ϕ(x) + th
)

dt
(0) = h.

A

θ−1

ϕ (h
1

) + θ−1

ϕ (h
2

) = θ−1

ϕ (h
1

+ h
2

), αθ−1

ϕ (h) = θ−1

ϕ (αh)

de�n¡i¢val ell thatjuk TxM -et egy vektort�r-strukt£r val. Ha ψ egy m sik t�rk�p,

amelynek �rtelmez�si tartom ny ban szint�n benne van x, akkor

γ(t) = ϕ−1

(

ϕ(x) + th
)

jel�l�ssel

θψ ◦ θ−1

ϕ : h 7→ d(ψ ◦ γ)
dt

(0) =

d
(

ψ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ γ)
dt

(0) = (ψ ◦ ϕ−1

)

′
(

ϕ(x)
)

h.

Ez azt jelenti, hogy θψ ◦ θ−1

ϕ bijekt¡v line ris lek�pez�s, ¡gy a vektort�r-strukt£ra

nem f�gg a t�rk�p v laszt s t¢l.

* 10.52. Az �rint�lek�pez�s. Legyenek M �s N sima sokas gok, f : M → N
egy sima lek�pez�s, x ∈ M �s y = f(x) ∈ N . Egy γ′(0) ∈ TxM �rint�vektorhoz

rendelj�k hozz  a (f ◦ γ)′(0) �rint�vektort; mint a 10.44 pontban megmutattuk, ez

nem f�gg az �rint�vektor reprezent ns nak v laszt s t¢l. Jel�lje ezt a TxM → TyN
lek�pez�st Txf . Ez az f �rint�lek�pez�se az x pontban. Megmutatjuk, hogy line ris.

Val¢ban, mint a 10.44 pontban m r kisz moltuk, ha ϕ az x-ben, a ψ pedig az y-ban
�rtelmezett t�rk�p, akkor F = ψ ◦ f ◦ ϕ−1

jel�l�ssel

d(ψ ◦ f ◦ γ)
dt

(0) = F ′
(

ϕ(x)
)d(ϕ ◦ γi)

dt
(0),

¡gy mivel a θψ �s θϕ lek�pez�sek line ris bijeki¢k, a Txf = θ−1

ψ ◦ F ′
(

ϕ(x)
)

◦ θϕ
lek�pez�s is line ris, s�t, rangja megegyezik F ′

(

ϕ(x)
)

rangj val. �gy de�ni lhatjuk

a Txf �rint�lek�pez�s rangj t. Ezt a rangot rgx f -fel is fogjuk jel�lni.

* 10.53. T�tel. Ha K, M , N sima sokas gok, f : K → M �s g : M → N sima

lek�pez�sek, x ∈ K �s y = f(x), akkor Tx(g ◦ f) = Tyg ◦ Txf .
* 10.54. Az �rint�vektorok mint funkion lok. LegyenM egy sima sokas g

�s X = γ′(0) ∈ TxM . Minden M -en �rtelmezett sima f f�ggv�nyhez az

f 7→ d(f ◦ γ)
dt

(0)
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lek�pez�s egy sz mot rendel, amely sak az X = γ′(0) �rint�vektort¢l f�gg. Ezt

a sz mot Xf -fel is jel�lj�k. Nyilv n ha α, β ∈ R �s f, g sima f�ggv�nyek, akkor

X(αf + βg) = αXf + βXg, azaz a funkion l line ris, �s a szorz s di�ereni l si

szab lya alapj n X(fg) = f(x)Xg + g(x)Xf . Az �rint�vektorokat ezen tulajdon-

s gok seg¡ts�g�vel is be lehet vezetni. Meg lehet mutatni, hogy k�t �rint�vektor

pontosan akkor egyenl�, ha minden sima f�ggv�nyre ugyan£gy hatnak.

Legyen most ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm) egy x-ben �rtelmezett t�rk�p, �s

X1, X2, . . . , Xm

az X �rint�vektor koordin t i a θ−1

ϕ (ei), i = 1, 2, . . .m b zisban, ahol e
1

, e
2

, . . . , em
az Rm szok sos b zisa. (Ez a b zis a TxM �rint�t�rnek a ϕ t�rk�phez tartoz¢

term�szetes b zisa.) Ekkor

Xf =

d(f ◦ γ)
dt

(0) =

d(f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ γ)
dt

(0) =

m
∑

i=1

∂f

∂ϕi
(

ϕ(x)
)d(ϕi ◦ γ)

dt
(0)

=

m
∑

i=1

X i ∂f

∂ϕi
.

Ennek megfelel�en X hagyom nyos fel¡r sa ebben a koordin tarendszerben

X =

m
∑

i=1

X i ∂

∂ϕi
.

* 10.55. Az �rint�lek�pez�s lok lis koordin t kban. Legyenek M �s N
sima sokas gok, f : M → N egy sima lek�pez�s, x ∈ M �s y = f(x). Ha ϕ =

(ϕ1, ϕ2, . . . ϕm) az x-ben ψ = (ψ1, ψ2, . . . , ψn) pedig az y-ban �rtelmezett t�rk�p,

akkor az

X =

m
∑

i=1

X i ∂

∂ϕi

�rint�vektorra

Y = (Txf)(X) =

n
∑

j=1

Y j
∂

∂ψj
,

ahol

Y j =

m
∑

i=1

∂ψj

∂ϕi
(

ϕ(x)
)

X i,

mivel az F = ψ◦f ◦ϕ−1

jel�l�ssel az F : (ϕ1ϕ2, . . . ϕm) → (ψ1, ψ2, . . . , ψn) lek�pez�s
deriv ltj nak m trixa

∂ψj

∂ϕi
(

ϕ(x)
)

.

Spei lisan, ha N =M �s f az identikus lek�pez�s, azt kapjuk, hogy t�rk�pser�n�l

X koordin t i a fenti m¢don transzform l¢dnak.
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* 10.56. Feladat [8℄. Az S
2

g�mbfel�leten g�mbi koordin t kban legyen egy

vektormez�

osϑ
∂

∂ϕ
, ha

−π
2

< ϑ <
π

2

,

�s nulla egy�bk�nt. Sz moljuk  t az (1, 0, 0) pontb¢l val¢ vet¡t�s  ltal adott koordi-
n t kba.

* 10.57. �rint�nyal b. Egy M sima sokas g �rint�tereinek (diszjunkt) uni¢j t

a sokas g �rint�nyal bj nak nevezz�k. Ez is sima sokas gg  tehet� egy term�szetes

m¢don, de ezzel nem foglalkozunk.

* 10.58. P�lda. Egy savarvonal egy darabja.

* 10.59. Immerzi¢, szubmerzi¢, szubimmerzi¢ �s be gyaz s. Legyenek

M �s N sima sokas gok, f : M → N egy sima lek�pez�s. Ha Txf k�ls�n�sen

egy�rtelm� minden x ∈ M -re, akkor azt mondjuk, hogy f immerzi¢. Ha Txf a

Tf(x)N -re k�pez minden x ∈ M -re, akkor azt mondjuk, hogy f szubmerzi¢. Ha

Txf rangja ugyanannyi x ∈ M -re, akkor azt mondjuk, hogy f szubimmerzi¢. Ha f
immerzi¢, k�ls�n�sen egy�rtelm� �s homeomor�zmusM �s f(M) k�z�tt, akkor azt

mondjuk, hogy be gyaz s.

* 10.60. P�ld k. x 7→ (x, 0), (x, y) 7→ x, (x, y) 7→ (x, 0, 0), ℄0, 2π[ ∋ t 7→
(sin t, sin 2t), x 7→ x3, x 7→ (osx, sinx).

* 10.61. R�szsokas g. Egy M egy sokas g egy K r�szhalmaza az M egy k-
dimenzi¢s r�szsokas ga, ha minden x ∈ K-hoz van olyan ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm)
t�rk�p az M atlasz hoz tartoz¢ tel¡tett atlaszban, amelynek U �rtelmez�si tartom -

ny ban benne van x �s amelyre

ϕ(U ∩K) =

{

(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm) ∈ ϕ(U) : ϕk+1

= · · · = ϕm = 0

}

.

Egy ny¡lt r�szhalmaz nyilv n mindig r�szsokas g.

* 10.62. T�tel. Egy r�szsokas gon egyetlen olyan sima tel¡tett atlasz l�tezik,

amelyre az identikus lek�pez�se K-nak M -be be gyaz s. Megford¡tva, ha f : K →
M egy be gyaz s, akkor f(K) egy r�szsokas g, amely di�eomorf K-val.

* 10.63. Whitney t�tele. Minden m-dimenzi¢s sima sokas g be gyazhat¢ az

R2m+1

sokas gba sima r�szsokas gk�nt.

* 10.64. T�tel. Legyen f : M → N egy szubimmerzi¢, x ∈ M �s y = f(x).
Ekkor f−1

(y) egy z rt r�szsokas gaM -nek �s Txf
−1

(y) a Txf magja.

* 10.65. P�lda. Az Sm g�mb mint az x 7→ ‖x‖, x ∈ Rm+1 \ {0} lek�pez�sn�l az
1 �sk�pe.

* 10.66. Vektormez�. Egym-dimenzi¢sM sima sokas gon �rtelmezettX : x 7→
X(x) ∈ TxM lek�pez�st vektormez�nek nevez�nk. Nyilv n ha X , Y vektormez�k,
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α ∈ R �s f f�ggv�ny M -en, akkor X + Y , αX �s fX is vektormez�k. Az X vek-

tormez�t sima vektormez�nek nevezz�k, ha minden f sima f�ggv�nyre x 7→ X(x)f
sima f�ggv�ny; ezt a f�ggv�nyt Xf -fel jel�lj�k. Megmutathat¢, hogy X pontosan

akkor sima vektormez�, ha b rmely ϕ t�rk�pre az

X(x) =

m
∑

i=1

X i
(x)

∂

∂ϕi

el� ll¡t s ban szerepl� X i
koordin taf�ggv�nyek sim k.

* 10.67. Sima vektormez�k Lie-z r¢jele. Legyen M egy m-dimenzi¢s sima

sokas g, X �s Y pedig sima vektormez�k M -en. Megmutathat¢, hogy l�tezik (�s

sak egy) [X,Y ℄ vektormez� amelyre b rmely f sima f�ggv�nyre

[X,Y ℄f = X(Y f)− Y (Xf).

Mivel Xf �s Y f , �s ¡gy X(Y f) valamint Y (Xf) is sima f�ggv�nyek, [X,Y ℄ sima
vektormez�.

Legyen a ϕ t�rk�p az x-ben �rtelmezve. Ekkor

X(x)f =

m
∑

j=1

Xj
(x)

∂f

∂ϕj
,

¡gy

Y (Xf) =
m
∑

i=1

Y i
∂

∂ϕi

m
∑

j=1

Xj ∂f

∂ϕj

=

m
∑

i=1

m
∑

j=1

Y i
∂Xj

∂ϕi
∂f

∂ϕj
+

m
∑

i=1

m
∑

j=1

Y iXj ∂2f

∂ϕi∂ϕj
,

teh t

[X,Y ℄f =

m
∑

j=1

m
∑

i=1

(

X i ∂Y
j

∂ϕi
− Y i

∂Xj

∂ϕi

) ∂f

∂ϕj
,

amib�l

[X,Y ℄ =
m
∑

j=1

m
∑

i=1

(

X i ∂Y
j

∂ϕi
− Y i

∂Xj

∂ϕi

) ∂

∂ϕj
.

* 10.68. Feladat [6℄. Mutassuk meg, ha X , Y sima vektormez�k �s f sima

f�ggv�ny, akkor

[X, fY ℄ = f [X,Y ℄ + (Xf)Y.

* 10.69. Feladat [8℄. Az S
2

g�mbfel�leten g�mbi koordin t kban legyen egy

vektormez�

osϑ
∂

∂ϕ
, ha

−π
2

< ϑ <
π

2

,

egy m sik pedig

osϑ
∂

∂ϑ
, ha

−π
2

< ϑ <
π

2

.

Sz moljuk ki a Lie-z r¢jel�ket.
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* 10.70. Feladat [11℄. Az el�z� feladatban szerepl� vektormez�ket sz moljuk

 t az (1, 0, 0) pontb¢l val¢ vet¡t�s  ltal adott koordin t kba, majd sz moljuk ki a

Lie-z r¢jel�ket. Ellen�rizz�k eredm�ny�nket a Lie-z r¢jel transzform l s val.

* 10.71. Lie-algebra. Egy V vektorteret K felett egy (x, y) 7→ [x, y℄ k�tv ltoz¢s
m�velettel Lie-algebr nak nevez�nk, ha

(1) [αx+ βy, z℄ = α[x, z℄ + β[y, z℄ minden α, β ∈ K �s x, y, z ∈ V -re;

(2) [x, y℄ = −[y, x℄ minden x, y ∈ V -re;

(3)

[

[x, y℄, z
]

+

[

[z, x℄, y
]

+

[

[y, z℄, x
]

= 0 minden x, y, z ∈ V -re (Jaobi-azonoss g).

* 10.72. T�tel. Egy M sima sokas g sima vektormez�i a vektormez�k Lie-

z r¢jel�vel Lie-algebr t alkotnak R felett.

Bizony¡t s. Kisz moljuk.

* 10.73. Ir nymez�, teljes integr l. LegyenM egy m-dimenzi¢s sima sokas g

�s 0 ≤ k ≤ m. Egy S : x 7→ Sx hozz rendel�st, ahol Sx a TxM egy k-dimenzi¢s
altere, k-ir nymez�nek nevez�nk. (A k-dimenzi¢s disztrib£i¢ elnevez�s is szok -

sos; mi ez ut¢bbit nem haszn ljuk, mert a disztrib£i¢ sz¢ m sik �rtelme sokkal

elterjedtebb.) Egy k-ir nymez�re azt mondjuk, hogy sima ir nymez�, ha b rmely

x ∈M -hez l�teznek olyan X
1

, X
2

, . . . , Xk sima vektormez�k, hogy valamely U k�r-

nyezet�re x-nek X
1

(y), X
2

(y), . . . , Xk(y) b zisa TyM -nek, ha y ∈ U .
Egy S sima k-ir nymez�re legyen E(S) az �sszes olyan sima vektormez�k hal-

maza, amelyekre X(x) ∈ S(x), ha x ∈ M ; ez az S-hez tartoz¢ di�ereni lrendszer.

K�nnyen igazolhat¢, hogy E(S)-b�l nem vezet ki a sima f�ggv�nyekkel val¢ szor-

z s �s az �sszead s, s�t, m�g a lok lisan v�ges vektormez�-rendszerek �sszead sa

sem. Egy sima k-ir nymez�t involut¡vnak nevez�nk, ha E(S)-re X,Y ∈ E(S) eset�n
[X,Y ℄ ∈ E(S).

Ha egy k-dimenzi¢sK sima sokas g egy f : K →M immerzi¢j ra (Txf)(TxK) =

Sf(x) minden x ∈ K-ra, akkor azt mondjuk, hogy a (K, f) p r az S egy teljes integ-

r lja; az f(K) halmazt a teljes integr l k�p�nek nevezz�k. Ha azM sokas g minden

pontja rajta van valamely teljes integr l k�p�n, akkor azt mondjuk, hogy S teljesen

integr lhat¢.

* 10.74. Frobenius t�tele. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel, egy S sima ir nymez�

pontosan akkor teljesen integr lhat¢, ha involut¡v.

* 10.75. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy sima 1-ir nymez� mindig teljesen

integr lhat¢.

* 10.76. Feladat [9℄. Legyen az R3

sokas gon a szok sos koordin t kban

X = X1

∂

∂ϕ1
+X2

∂

∂ϕ2
+X3

∂

∂ϕ3

egy sima vektormez�, amely sehol sem t�nik el, �s S(x) = X(x)⊥ a szok sos bels�

szorzatban. Mutassuk meg, hogy S pontosan akkor involut¡v, ha X ⊥ rotX .
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• 286/14 :

<
* A Riemann-integr l intervallum additivit sa [7℄. Tegy�k

>
* Feladat: A Riemann-integr l intervallum additivit sa [7℄. Tegy�k

• 286/16 :

<
lyik oldal nak kett�oszt s val kaptuk. Egy f : I → R korl tos f�ggv�nyre

>
lyik oldal nak kett�oszt s val kaptuk. Mutassuk meg, hogy egy f : I → R korl tos

f�ggv�nyre

• 288/1 :

<
* Feladat: Darboux t�tele. A t�bbv ltoz¢s Riemann-integr l

>
* Feladat: Darboux t�tele [10℄. A t�bbv ltoz¢s Riemann-integr l

• 291/6 :

<
a m sik a v�gpontja. �vszer�en �sszef�gg� t�r mindig �sszef�gg� is. Egy tartom nyt

egyszeresen �sszef�gg� tartom nynak nevez�nk, ha benne minden

>
a m sik a v�gpontja. �vszer�en �sszef�gg� t�r mindig �sszef�gg� is. Egy halmazt

egyszeresen �sszef�gg� halmaznak nevez�nk, ha benne minden

• 291/14 :

<
egy D ⊂ X tartom ny sillagszer�, azaz van benne olyan c pont, £gynevezett sil-
lagpont, hogy minden z ∈ D-re, a c �s z pontokat �sszek�t� szakasz D-ben van,

akkor D egyszeresen �sszef�gg�. Spei lisan, minden konvex tartom ny

>
egy D ⊂ X halmaz sillagszer�, azaz van benne olyan c pont, £gynevezett sillag-
pont, hogy minden z ∈ D-re, a c �s z pontokat �sszek�t� szakasz D-ben van, akkor

D egyszeresen �sszef�gg�. Spei lisan, minden konvex halmaz

• 323/9 :

<

f
(

γ
(

ψ(t)
)

)

pa
1

(γ ◦ ψ)(t) · · · ∂m−1

(γ ◦ ψ)(t)
>

f
(

γ
(

ψ(t)
)

)

∂
1

(γ ◦ ψ)(t) · · · ∂m−1

(γ ◦ ψ)(t)
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• 329/−12 :
<
Eml�keztet�nk a szok sos jel�l�sre: K vagy R, vagy C.

>
Az U

1

(0) ⊂ C ny¡lt k�rlapra a D jel�l�st is fogjuk haszn lni.

• 340/−16 :
<
nesen vannak, ¡gy t�rtline ris lek�pez�s �k�rtart¢".

>
nesen vannak, ¡gy t�rtline ris lek�pez�s �k�rtart¢".

13.34.5 Feladat [7℄. Bizony¡tsuk be, hogy k�rre vagy egyenesre szimmetrikus

pontp r k�pe t�rtline ris lek�pez�sn�l szimmetrikus a k�r vagy egyenes k�p�re.

tett komplex s¡kot Riemann-f�le sz mg�mbnek nevezz�k. A Riemann-f�le

tett komplex s¡kot Riemann-f�le sz mg�mbnek nevezz�k. Az f f�ggv�nyt vizsg lat t
a ∞ pontban a z 7→ f(1/z) f�ggv�ny orig¢ban val¢ vizsg lat ra vezethetj�k vissza.

A Riemann-f�le

• 340/−11 :
<

tett komplex s¡kot Riemann-f�le sz mg�mbnek nevezz�k. A Riemann-f�le

>
tett komplex s¡kot

Riemann-f�le sz mg�mbnek nevezz�k. Az f f�ggv�nyt vizsg lat t a ∞ pontban

a z 7→ f(1/z) f�ggv�ny orig¢ban val¢ vizsg lat ra vezethetj�k vissza. A Riemann-

f�le

• 340/−8 :
<

is fontos szerepet j tszanak. Mivel ezen k�rd�sek eleg ns t rgyal sa a komplex dif-

fereni lhat¢ sokas gok seg¡ts�g�vel oldhat¢ meg, itt nem foglalkozunk vel�k.

>
is fontos szerepet j tszanak. Ezen k�rd�sek eleg ns t rgyal sa a komplex di�ereni-

 lhat¢ sokas gok seg¡ts�g�vel oldhat¢ meg. P�ld ul a komplex sz mg�mb�n a z 7→ z
�s z 7→ 1/z t�rk�pekb�l  ll¢ atlaszt vezetj�k be. Itt nem foglalkozunk r�szletesen

ezekkel a k�rd�sekkel.

• 344/2 :

<
programoz sban egy kuls-¡m lek�pez�s, alkalmaz sa keres�sek gyors¡t s ra.

>
programoz sban egy kuls-¡m lek�pez�s, hash-transzform i¢ alkalmaz sa keres�sek

gyors¡t s ra.
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• 344/−9 :
<

* 13.48. De�n¡i¢. N�ha a gener torf�ggv�nyt haszn ljuk fel egy sz msorozat

de�ni l s ra. p�ld ul a bn, n = 0, 1, . . . Bernoulli-sz mok sorozat t azzal de�ni l-

tuk, hogy exponeni lis gener torf�ggv�nye a z 7→ z/(ez − 1) f�ggv�ny.

>
* 13.48. Feladat [9℄. N�ha a gener torf�ggv�nyt haszn ljuk fel egy sz msorozat

de�ni l s ra. Mutassuk meg, hogy p�ld ul a bn, n = 0, 1, . . . Bernoulli-sz mok

sorozat t azzal is de�ni lhatn nk, hogy exponeni lis gener torf�ggv�nye a z 7→
z/(ez − 1) f�ggv�ny.

• 344/−4 :
<

* 13.50. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy z 7→ z/2 + z/(ez − 1) p ratlan

>
* 13.50. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy z 7→ z/2 + z/(ez − 1) p ros

• 344/−2 :
<

* 13.51. Feladat [8℄. Mutassuk meg, hogy a bk Bernoulli-sz mokra, ha n > 1,

akkor

∑n
k=0

bk = bn.
>

* 13.51. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy a ζ f�ggv�ny sora egyenletesen

konvergens minden ℜ(z) ≥ α, α > 1 f�ls¡kon.

• 347/12 :

<
ind(c, γ) eg�sz. Ha n = ind(c, γ), akkor γ egy C \ {c}-ben a t 7→ e2πint,

>
ind(c, γ) eg�sz. Ha n = ind(c, γ), akkor γ egy C \ {c}-ben a t 7→ c+ e2πint,

• 347/15 :

<
konvex halmazban, akkor ez a konstans nulla C \B-n.

>
egyszeresen �sszef�gg� halmazban, akkor ez a konstans nulla C \B-n.

• 347/−2 :
<

ha γ(I) benne van valamely B konvex halmazban, �s c ∈ C \B, akkor γ �ssze-

>
ha γ(I) benne van valamely B egyszeresen �sszef�gg� halmazban, �s c ∈ C \ B,
akkor γ �ssze-
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• 349/7 :

<
amib�l k�vetkezik az  ll¡t s.

>
amib�l k�vetkezik az  ll¡t s.

14.12.5 Morera t�tele. Legyen D ⊂ C ny¡lt halmaz, f folytonos komplex

f�ggv�ny D-n. Ha minden γ h romsz�g-p ly ra, amelynek �rt�kk�szlete az  ltala

hat rolt h romsz�g-lappal egy�tt D-ben van,

∫

γ f(z) dz = 0, akkor f holomorf D-n.

Bizony¡t s. Az f -nek lok lisan van primit¡v f�ggv�nye, amely analitikus, ¡gy

f is analitikus.

14.12.7 Weierstrass p�ld ja. Legyen 0 < b < 1 �s a p ratlan eg�sz £gy,

hogy ab > 1 + 3π/2 teljes�lj�n. A

∑∞
k=0

bkza
k

hatv nysor egyenletesen abszol£t

konvergens a z rt egys�gk�rlapon, analitikus a belsej�ben, de nins olyan b�vebb

tartom ny, amire analitikusan kiterjeszthet�.

Bizony¡t s. Tekints�k a t 7→ eiπt f�ggv�ny �s a hatv nysor �sszet�tel�vel

keletkez� f�ggv�nyt. El�g megmutatni, hogy ennek az f(t) =
∑∞
k=0

bk osakπt val¢s

r�sze sehol sem di�ereni lhat¢. Legyen fn(t) =
∑n−1

k=0

bk osakπt. R�gz¡ts�nk egy

t-t. B rmeny n-re �s h > 0-ra a di�ereniah nyadosnak megfelel� �sszeget bontsuk

k�t r�szre: a 0-t¢l n − 1-ig terjed� r�sz legyen sn, a t�bbi rn. A k�t koszinusz

k�l�nbs�g�t a k�z�p�rt�k-t�tellel bes�lve, azt kapjuk, hogy |sn| < πanbn/(ab − 1).

Legyen ant = αn+βn, ahol αn eg�sz �s −1/2 ≤ βn < 1/2. Legyen hn = (1−βn)/an.
Ha k ≥ n, akkor akπ(t+hn) = ak−nπ(1+αn), ¡gy mivel a p ratlan, osa

kπ(t+hn) =
(−1)1+αn

. M sr�szt

− osakπt = osak−nπ(αn + βn) = − osak−nπαn · osak−nπβn)
= (−1)1+αn

osak−nπβn.

A h = hn helyettes¡t�ssel rn-re azt kapjuk, hogy

|rn| =
∣

∣

∣

∣

∞
∑

k=n

bk
(−1)1+αn

+ (−1)1+αn
osak−nπβn

hn

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(−1)1+αn

hn

∣

∣

∣

∣

∞
∑

k=n

bk(1 + osak−nπβn) ≥
bn

hn
≥ 2anbn

3

,

mivel osπβn ≥ 0. A k�t besl�st kombin lva,

∣

∣

∣

∣

f(t+ hn)− f(t)

hn

∣

∣

∣

∣

≥ |rn| − |sn| >
2anbn

3

− πanbn

ab− 1

= anbn
(

2

3

− π

ab− 1

)

.

Mivel a z r¢jelben  ll¢ kifejez�s pozit¡v konstans, a jobb oldali di�ereniah nyado-

soknak vagy a limesz szuperiorja, vagy a limesz inferiorja nem v�ges.
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• 351/13 :

<
* 14.20. Shwarz-lemma. Legyen f a ny¡lt komplex egys�gk�r �nmag ba val¢

analitikus lek�pez�se, amelyre f(0) = 0. Ekkor |f(z)| ≤ |z|, �s ha valamely z 6= 0

pontban egyenl�s�g teljes�l, akkor f(z) = cz.

Bizony¡t s. f fel¡rhat¢ f(z) = zg(z) alakban, �s g is analitikus. Ha 0 <
r < 1, akkor |z| = r eset�n |g(z)| ≤ 1/r. A maximumelv miatt |z| ≤ r eset�n is

∣

∣g(z)
∣

∣ ≤ 1/r. Ebb�l r ↑ 1 hat r tmenettel |g| ≤ 1 az eg�sz k�r�n, amib�l kapjuk az

egyenl�tlens�get. Ha valahol egyenl�s�g teljes�l, akkor ott |g|-nek lok lis maximuma
van, ¡gy konstans.

>
* 14.20. Shwarz-lemma. Legyen f : D → D holomorf lek�pez�s, amelyre

f(0) = 0. Ekkor |f(z)| ≤ |z|,
∣

∣f ′
(0)

∣

∣ ≤ 1, �s ha valamely z 6= 0 pontban egyenl�s�g

teljes�l vagy

∣

∣f ′
(0)

∣

∣

= 1, akkor f(z) = cz.

Bizony¡t s. Az f fel¡rhat¢ f(z) = zg(z) alakban, �s g is analitikus. Ha

0 < r < 1, akkor |z| = r eset�n |g(z)| ≤ 1/r. A maximumelv miatt |z| ≤ r eset�n is

∣

∣g(z)
∣

∣ ≤ 1/r. Ebb�l r ↑ 1 hat r tmenettel |g| ≤ 1 az eg�sz k�rlapon, amib�l kapjuk

az egyenl�tlens�get. Ha valahol egyenl�s�g teljes�l vagy

∣

∣f ′
(0)

∣

∣

=

∣

∣g(0)
∣

∣

= 1, akkor

ott |g|-nek lok lis maximuma van, ¡gy konstans.

• 352/16 :

<
t� le konform m¢don egy korl tos tartom nyra. A k�vetkez� t�tel mutatja, hogy

az egyszeresen �sszef�gg� tartom nyok sak k�t ekvivaleniaoszt lyt alkotnak. Nem

egyszeresen �sszef�gg� tartom nyok k�r�ben a helyzet bonyolultabb.

Riemann t�tele. Ha D,E ⊂ C a C-t�l k�l�nb�z� egyszeresen �sszef�gg�

tartom nyok, akkor konform ekvivalensek.

A bizony¡t s megtal lhat¢ Sz�kefalvi-Nagy [135℄ jegyzet�ben.

>
t� le konform m¢don egy korl tos tartom nyra. Riemann t�tele mutatja, hogy a nem

�res �s C-t�l k�l�nb�z� egyszeresen �sszef�gg� tartom nyok mind komform ekviva-

lensek. Nem egyszeresen �sszef�gg� tartom nyok k�r�ben a helyzet bonyolultabb.

• 354/−7 :
<
14.12.5 Morera t�tele. Legyen D ⊂ C ny¡lt halmaz, f folytonos komplex

f�ggv�ny D-n. Ha minden γ h romsz�g-p ly ra, amelynek �rt�kk�szlete az  ltala

hat rolt h romsz�g-lappal egy�tt D-ben van,

∫

γ f(z) dz = 0, akkor f holomorf D-n.

Bizony¡t s. Az f -nek lok lisan van primit¡v f�ggv�nye, amely analitikus, ¡gy

f is analitikus.

>
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* 14.37.1. Vitali t�tele. Tegy�k fel, hogy a D ⊂ C tartom nyon ugyanazzal

a K korl ttal korl tos komplex �rt�k� holomorf f�ggv�nyek egy fn sorozata egy

C halmaz pontjaiban konverg l, �s C-nek van torl¢d si pontja D-ben. Ekkor fn
lok lisan egyenletesen konvergens D-n.

Bizony¡t s. Legyen c a C egy torl¢d si pontja, �s tegy�k fel, hogy r > 0-

ra Br(c) ⊂ D. El�sz�r megmutatjuk, hogy fn egyenletesen konvergens Br/2(c)-n.
Feltehetj�k, hogy c = 0. Legyen

(1) fn(z) = a
(n)
0

+ a
(n)
1

z + · · · , ha |z| ≤ r.

Mivel

∣

∣fn(z)− fn(0)
∣

∣ ≤ 2K, a Shwarz-lemma miatt

∣

∣fn(z)− fn(0)
∣

∣ ≤ 2K|z|
r

, ha |z| ≤ r.

Legyen 0 6= w ∈ C. Ekkor
∣

∣fn(0)− fm(0)
∣

∣ ≤
∣

∣fn(0)− fn(w)
∣

∣

+

∣

∣fn(w) − fm(w)
∣

∣

+

∣

∣fm(w) − fm(0)
∣

∣

≤ 4K|w|/r +
∣

∣fn(w) − fm(w)
∣

∣.

El�sz�r £gy v lasztva w-t, hogy az els� tag kisebb legyen, mint ε/2, majd olyan N -

et v lasztva, hogy n,m ≥ N eset�n a m sodik tag kisebb legyen, mint ε/2, kapjuk,

hogy fn(0) = a
(n)
0

konvergens.

Tekints�k most a

gn(z) = a
(n)
1

+ a
(n)
2

z + · · · , ha |z| ≤ r

f�ggv�nyeket. Mivel gn(z) =
(

fn(z) − fn(0)
)

/z, ha z 6= 0, ezek is konvergensek C

pontjaiban, mert, mint megmutattuk, fn(0) konvergens. Tov bb 
∣

∣gn(z)
∣

∣ ≤ 2K/r:
ez teljes�l, ha |z| = r, �s ¡gy |z| ≤ r eset�n is. Megism�telve az el�z� gondolat-

menetet, kapjuk, hogy a
(n)
1

konvergens. Teljes induki¢val kapjuk, hogy minden

j-re a
(n)
j konvergens, a

(n)
j → aj . Az egy�tthat¢kra jobb korl tot is kaphatunk: a

Cauhy-egyenl�tlens�gekb�l |a(n)j | ≤ K/rj . Ha

f(z) = a
0

+ a
1

z + · · · ,

akkor

∣

∣fn(z)− f(z)
∣

∣ ≤
k
∑

j=0

|a(n)j − aj |
rj

2

j
+

∞
∑

j=k+1

2K

2

j
, ha |z| ≤ r/2.

R�gz¡tve egy el�g nagy k-t, a m sodik �sszeg kisebb, mint ε/2, �s az els� is, ha n
el�g nagy.

Innen m r k�vetkezik az  ll¡t s: a konvergeniapontok halmaz nak belseje nem

�res ny¡lt halmaz, de minden torl¢d si pontj t tartalmazza, ¡gy z rt is, teh t az

eg�sz D, �s pontjaiban a konvergenia lok lisan egyenletes. �
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* 14.37.2. Vitali{Montel kiv laszt si t�tel. Ha a D ⊂ C ny¡lt halmazon

holomorf komplex �rt�k� f�ggv�nyek egy fn sorozata lok lisan ugyanazzal a korl ttal
korl tos, akkor kiv laszhat¢ bel�le egy lok lisan egyenletesen konvergens r�szsorozat.

Bizony¡t s. Vegy�nk egy S megsz ml lhat¢ s�r� halmazt D-ben, �s  tl¢s

elj r ssal v lasszunk egy r�szsorozatot, amely S minden pontj ban konvergens. Lo-

k lisan alkalmazva az el�z� t�telt, kapjuk az  ll¡t st. �

* 14.37.3. Hurwitz t�tele. Ha a D ⊂ C tartom nyon holomorf komplex �rt�k�

f�ggv�nyek egy fn sorozata lok lisan egyenletesen konverg l egy nem konstans f
f�ggv�nyhez �s c ∈ D az f z�rushelye, akkor c b rmely k�rnyezet�ben el�g nagy n-re
fn-nek is van z�rushelye.

Bizony¡t s. A z�rushelyek izol lts ga miatt van olyan r > 0, hogy Br(c)-ben
nins m s z�rushelye f -nek. Mivel ha n nagy, akkor fn − f abszol£t �rt�ke kisi

a c k�z�ppont£ r sugar£ k�rp ly n, az  ll¡t s k�vetkezik a (k�s�bb bizony¡tand¢)

Rouh�-t�telb�l. �

* 14.37.4. K�vetkezm�ny. Ha az fn-ek konform lek�pez�sek �s f nem konstans,

akkor konform.

Bizony¡t s. Ha f(z) = f(w) lenne z 6= w-re, akkor el�g nagy n-re fn sem

lenne konform. �gy f k�ls�n�sen egy�rtelm�, amib�l a ny¡lt lek�pez�sek t�tele

szerint k�vetkezik, hogy f ′
sehol sem nulla. �

* 14.37.5. T�tel: holomorf f�ggv�ny logaritmusa. Ha az f holomorf komp-

lex �rt�k� f�ggv�ny sehol sem nulla a D egyszeresen �sszef�gg� tartom nyon, akkor

van olyan g holomorf f�ggv�ny D-n, hogy f(z) = exp

(

g(z)
)

minden z ∈ D-re.

Bizony¡t s. Mivel f ′/f holomorf, minden D-beli z rt g�rbe ment�n nulla az

integr lja, ¡gy van primit¡v f�ggv�nye. Legyen g
0

egy primit¡v f�ggv�ny. Ekkor

(

f(z) exp
(

−g
0

(z)
)

)′

= f ′
(z) exp

(

−g
0

(z)
)

− f(z)g′
0

(z) exp
(

−g
0

(z)
)

≡ 0.

Innen f(z) exp
(

−g
0

(z)
)

egy nem nulla konstans, ami fel¡rhat¢ exp(c) alakban, �s
g = g

0

+ c-re teljes�l az  ll¡t s.

14.37.8. Riemann t�tele. Ha D,E ⊂ C a C-t�l k�l�nb�z� nem �res egysze-

resen �sszef�gg� tartom nyok, akkor konform ekvivalensek.

Bizony¡t s. A t�tel k�vetkezik az al bbi, valamivel pre¡zebb v ltozatb¢l.

* 14.37.9. Konform lek�pez�sek alapt�tele. Legyen ∅ 6= D ( C egyszeresen

�sszef�gg� tartom ny, c ∈ D. Ekkor egyetlen olyan f : D → D konform r k�pez�s

l�tezik, amelyre f(c) = 0, f ′
(c) > 0.

Bizony¡t s. Az egy�rtelm�s�g bizony¡t s val kezdj�k. Ha g egy m sik, D-
t D-be k�pez� holomorf lek�pez�s amelyre g(c) = 0 �s g′(c) > 0, akkor g ◦ f−1

az egys�gk�r �nmag ba val¢ holomorf lek�pez�se, ami a null t null ba viszi, ¡gy a
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Shwarz-lemma szerint

∣

∣g′(c)/f ′
(c)
∣

∣ ≤ 1, azaz g′(c) ≤ f ′
(c). Ha g is eleget tesz a t�tel

 ll¡t s nak, akkor f ′
(c) ≤ g′(c) is teljes�l, ¡gy a Shwarz-lemma szerint (g◦f−1

)(z) ≡
z, azaz f = g.

Ezek szerint az f f�ggv�nyt az t�nteti ki a D-t D-be k�pez�, g(c) = 0, g′(c) > 0

tulajdons g£ g konform lek�pez�sek F halmaz ban, hogy a c-beli deriv ltja a lehet�
legnagyobb. Ez a l�tez�s bizony¡t s nak alapja. Legyen s = supg∈F g

′
(c).

El�sz�r megmutatjuk, hogy F nem �res. Legyen a ∈ C \ D, �s tekints�k a

z 7→ √
z − a f�ggv�nyt. Pontosabban, tekints�nk egy olyan, az el�z� t�tel szerint

l�tez� g holomorf f�ggv�nyt, amelyre z− a = exp

(

g(z)
)

, ha z ∈ D �s legyen f
1

(z) =

exp

(

1

2

g(z)
)

. Ha f
1

(z
1

) = ±f
1

(z
2

), akkor z
1

− a = f
1

(z
1

)

2

= f
1

(z
2

)

2

= z
2

− a. Innen
egyr�szt f

1

k�ls�n�sen egy�rtelm�, teh t konform, m sr�szt ha valamilyen w �rt�ket

felvesz, akkor −w-t nem. Mivel ny¡lt lek�pez�s, �rt�kk�szlete tartalmaz valamely

−w 6= 0 k�r�li valamely r > 0 sugar£ z rt k�rlapot. Az f
2

(z) = r/
(

f
1

(z) − w
)

lek�pez�s szint�n konform, �s m r D-be k�pez. V�g�l

f
3

(z) =

∣

∣f ′
2

(c)
∣

∣

2f ′
2

(c)

(

f
2

(z)− f
2

(c)
)

∈ F .

M sodik l�p�sk�nt megmutatjuk, hogy van olyan f ∈ F , amelyre f ′
(c) = s.

V lasszunk olyan fn ∈ F sorozatot, amelyre f ′
n(c) → s. A Vitali{Montel kiv laszt si

t�tel szerint ennek van olyan r�szsorozata, amely lok lisan egyenletes konverg l egy

f f�ggv�nyhez. Az egyszer�bb jel�l�sek kedv��rt feltehetj�k, hogy ez mindj rt fn.
Weierstrass t�tele szerint f holomorf �s f ′

n → f ′
lok lisan egyenletesen, ¡gy f ′

(c) = s.
Nyilv n |f | ≤ 1. Ha valahol egyenl�s�g  llna, akkor f konstans lenne, de f ′

(c) >
0. Mivel f konform lek�pez�sek lok lisan egyenletesen konvergens sorozat nak a

hat r�rt�ke, �s nem konstans, maga is konform.

Azt kell m�g megmutatnunk, hogy f �rt�kk�szlete D. Tegy�k fel indirekt, hogy

van olyan d ∈ D, amely nins az �rt�kk�szletben. A t
1

(z) = (z − d)/(1 − zd)
t�rtline ris lek�pez�s a d-t 0-ba k�pezi, �s

∣

∣t
1

(z)
∣

∣

2

=

|z|2 + |d|2 − 2ℜ(zd)
1 + |z|2|d|2 − 2ℜ(zd)

.

Mivel |d|2 < 1, nyilv n 0 ≤
(

1 − |d|2)(1 − |z|2), ha |z| ≤ 1, �s egyenl�s�g pontosan

akkor teljes�l, ha |z| = 1. Innen a sz ml l¢ pontosan akkor egyenl� a nevez�vel,

ha |z| = 1, egy�bk�nt kisebb, teh t t
1

a D-t D-be, D hat r t pedig a D hat r ba

k�pezi. Mivel t−1

1

(w) = (w + d)/(1 + wd) is ugyanilyen tulajdons g£, a D �s a

hat ra is �nmag ra k�pez�dik k�ls�n�sen egy�rtelm�en. Tekints�k most a t
1

◦
f lek�pez�s n�gyzetgy�k�t. Pontosabban, legyen g olyan lek�pez�s, amelyre (t

1

◦
f)(z) = exp

(

g(z)
)

, ha z ∈ D, �s legyen f
1

(z) = exp

(

1

2

g(z)
)

, ha z ∈ D. Ugyan£gy

mint az els� l�p�sben ad¢dik, hogy f
1

k�ls�n�sen egy�rtelm�. Alkalmazzunk m�g

egy t
1

-hez hasonl¢ t
2

t�rtline ris lek�pez�st, amivel visszavissz�k f
1

(c)-t az orig¢ba,
de a t�rtet szorozzuk meg egy egys�gnyi abszol£t �rt�k� komplex sz mmal is. Ezzel

el�rhetj�k, hogy f
2

= t
2

◦f
1

-re f ′
2

(c) > 0 legyen. Ha |w| < 1-re h(w) = t−1

1

(

t−1

2

(w)2
)

,
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akkor f = h ◦ f
2

. A h holomorf f�ggv�ny,

∣

∣h(w)
∣

∣ < 1, ha |w| < 1 �s h(0) = 0. A

Shwarz-lemm b¢l

∣

∣h′(0)
∣

∣ ≤ 1. Egyenl�s�g sak akkor lehetne, ha h egy egys�gnyi

abszol£t �rt�k� komplex sz mmal val¢ szorz s lenne. Ez azonban lehetetlen, mert

h nem k�ls�n�sen egy�rtelm�. �gy

∣

∣h′(0)
∣

∣ < 1. Innen s = f ′
(c) = h′(0)f ′

2

(c) <
f ′
2

(c) ≤ s, ami ellentmond s.

• 359/2 :

<
r′ < |z − a| < R′ < R teljes�lj�n, �s legyen

>
r′ < |z − a| < R′ < R teljes�lj�n, �s legyen el�sz�r

• 360/12 :

<
konvergens. Legyen γ : I → D egy z rt p lya, amelyre r′ <

∣

∣γ(t)− a
∣

∣ < R′

>
konvergens. Legyen most γ : I → D egy tetsz�leges z rt p lya, amelyre r′ <
∣

∣γ(t)− a
∣

∣ < R′

• 361/16 :

<
c−1

az f reziduuma a-ban, jel�l�se Res(a, f).
>

c−1

az f reziduuma a-ban, jel�l�se Res(a, f).

15.2.5. Casorati{Weierstrass-t�tel. Ha a a komplex �rt�k� f f�ggv�ny

l�nyeges szingularit sa, akkor az a b rmely k�rnyezet�ben vett �rt�kk�szlete f -nek
s�r� C-ben.

A t�tel mutatja, hogy l�nyeges szingularit s k�rnyezet�ben a f�ggv�ny sokkal

s£ny bban viselkedik, mintha rendje v�ges a-ban. Egy�bk�nt enn�l t�bb is igaz:

Piard t�tele szerint a f�ggv�ny az a minden k�rnyezet�ben legfeljebb egy �rt�k

kiv�tel�vel minden C-beli �rt�ket felvesz.

Bizony¡t s. Tegy�k fel indirekt, hogy valamely w ∈ C-re �s δ, ε > 0-ra Uε(w)
nins az Uδ(a) \ {a}-n vett �rt�kk�szletben. Ekkor a z 7→ 1/

(

f(z) − w
)

f�ggv�ny

korl tos, ¡gy megsz�ntethet� szingularit sa van. Innen a reiproka, a z 7→ f(z)− w
f�ggv�ny v�ges rend� lenne.

• 367/−12 :
<

i¢j n l haszn lt jel�l�sekkel Rm-ben λm
(

B
1

(0)

)

= ααα(m).

>
i¢j n l haszn lt jel�l�sekkel Rm-ben λm

(

B
1

(0)

)

= ααα(m) → 0, ha m→ ∞.
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15.25.5. Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy

∫ ∞

0

xz−1

ex − 1

dx = ζ(z)���(z),

ha ℜ(z) > 1.

• 378/−4 :
<

ahol f(x+) �s f(x−) a jobb �s bal oldali hat r�rt�kek x-ben. Minden [c, d℄ ⊂
>

ahol f(x+) �s f(x−) a jobb �s bal oldali hat r�rt�kek x-ben. Ha f folytonos is,

akkor minden [c, d℄ ⊂

• 386/8 :

<

Fourier-sor t:

(1) | sinx|;
(2) sgn sinx;

(3) x− ⌊x⌋;
(4) f(x) az x t vols ga a legk�zelebbi eg�szt�l.

>

Fourier-sor t:

(1) | sinx|;
(2) sin

4 x;

(3) sgn(sinx);

(4) sgn(osx);

(5) (1− a2)/(1− 2a osx+ a2), |a| < 1;

(6) (1− a osx)/(1− 2a osx+ a2), |a| < 1;

(7) x− ⌊x⌋;
(8) f(x) az x t vols ga a legk�zelebbi eg�szt�l;

(9) ⌊2x⌋ − 2⌊x⌋;
(10) ⌊4x⌋ − 3⌊2x⌋+ 2⌊x⌋;
(11) x 7→

∫ x

0

⌊2x⌋ − 2⌊x⌋ dx;
(12) x 7→

∫ x

0

⌊4x⌋ − 3⌊2x⌋+ 2⌊x⌋ dx;
(13) ln

∣

∣

sin(x/2)
∣

∣

.
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16.28.5. Feladat [8℄. Hat rozzuk meg az al bbi f�ggv�nyek (klasszikus)

Fourier-sor t ℄− π, π[-n:

(1) sgn(x);

(2) |x|;
(3) x;

(4) xex
2

;

(5) sgn(x)(π − |x|);
(6) x2;

(7) sgn(x) osx;

(8)

(

1 + sgn(x)
)

sinx;

(9) osax;

(10) sinax.

16.28.7. Feladat [8℄. Az al bbi f�ggv�nyek (klasszikus) Fourier-sora ℄−π, π[-n
mely pontokban konvergens �s mi az �sszege:

(1)

√

x− ⌊x⌋;
(2) sin(1/x);

(3) x sin(1/x);

(4) sin(x)/x.

16.28.9. Feladat [8℄. Sz m¡tsuk ki az al bbi sorok �sszeg�t:

(1)

∑∞
n=1

1/n2;

(2)

∑∞
n=1

1/(2n+ 1)

2

;

(3)

∑∞
n=1

1/n4;

(4)

∑∞
n=1

1/(2n+ 1)

4

;

(5)

∑

lnko(n,6)=1

1/n4.

• 386/−12 :
<

talma, att¢l f�gg�en, hogy a h£rt hol pend¡tj�k meg?

>
talma, att¢l f�gg�en, hogy a h£rt hol pend¡tj�k meg?

16.31.2. Feladat [11℄. Hat rozzuk meg az al bbi Fourier-sorok �sszeg�t:

(1)

∞
∑

n=1

sin(2n+ 1)x

2n+ 1

;

(2)

∞
∑

n=1

sinnx

n
;
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(3)

∞
∑

n=1

sinnx

n2 − 1

;

(4)

∞
∑

n=1

osnx

n
;

(5)

∞
∑

n=1

os(2n+ 1)x

2n+ 1

.

16.31.4. Feladat [10℄. Bizony¡tsuk be, hogy

∑∞
n=1

sin(nx)/n r�szlet�sszegei

egyenletesen korl tosak.

16.31.6. Feladat [8℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha a bn-ek egy f ∈ L1

[0, 2π℄
f�ggv�ny Fourier-egy�tthat¢i, akkor

∞
∑

n=1

bn
n

=

1

2π

∫

2π

0

f(x)(π − x) dx.

16.31.7. Feladat [11℄. Bizony¡tsuk be, hogy az al bbi trigonometrikus sorok

minden�tt konvergensek, de nem Fourier-sorai egyetlen f ∈ L1

[−π, π℄ f�ggv�nynek
sem:

∞
∑

n=1

sinnx

lnn
,

∞
∑

n=1

sinnx

lnn ln lnn
.

16.31.9. Feladat: Gibbs-f�le jelens�g [12℄. Bizony¡tsuk be, hogy az x−⌊x⌋
f�ggv�ny Fourier-sor nak r�szlet�sszegei a szakad s k�zel�ben mintegy 9% �t£ll�-

v�st" tartalmaznak, azaz ennyivel a f�ggv�ny al  illetve f�l� mennek. Igaz-e ez m s

szakad sos f�ggv�nyekre? Van-e �t£ll�v�s" a Fej�r-k�zepekn�l?

• 412/−15 :
<

�gy sak egy helyen van sz�ks�g f ′
kisz m¡t s ra, de a konvergenia lelassul. A k�t

ut¢bbi m¢dszer Banah-terekre val¢  ltal nos¡t s t a di�ereni lsz m¡t sn l t r-

gyaljuk.

* 17.27. Egy p�lda: a konvergenia rendje. Tekints�k a 2 sinx − x = 0

egyenletet, �s hat rozzuk meg egyetlen pozit¡v gy�k�t. Az ismertetett elj r sokkal

a t bl zatokban l that¢ eredm�nyeket kapjuk.
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L tjuk, hogy a h£rm¢dszern�l a helyes jegyek sz ma minden l�p�sben ugyan-

annyival n�, amit £gy szok s kifejezni, hogy a m¢dszer els�rendben konvergens. A

Newton-f�le �rint�m¢dszern�l a helyes jegyek sz ma minden l�p�sben kb. megdup-

l z¢dik, a Newton-m¢dszer m sodrendben konvergens. A szel�m¢dszern�l minden

l�p�sben a helyes jegyek sz ma kb. 1,6-szeres�re n�, a szel� m¢dszer konvergenia

rendje ≈ 1,6.

Megjegyezz�k, hogy a m¢dos¡tott Newton-m¢dszer is els�rendben konvergens,

�s t�bbsz�r�s gy�k�k eset�ben, teh t ha nem sak f(α) = 0, hanem f ′
(α) = 0 is

teljes�l, akkor a Newton-m¢dszer is sak els�rendben konvergens.

>

�gy sak egy helyen van sz�ks�g f ′
kisz m¡t s ra, de a konvergenia lelassul.

A Newton-m¢dszer �s a m¢dos¡tott Newton-m¢dszer is spei lis esete az

xn+1

= xn − αn
f(xn)

Qn

iter i¢val dolgoz¢ kv zi Newton-m¢dszernek, amelyn�l αn minden l�p�sben v l-

toztathat¢ param�ter, Qn pedig f ′
(xn) egy k�zel¡t�se. Megtehetj�k p�ld ul, hogy

f ′
(xn)-et egy

Qn =
f(xn + hn)− f(xn)

hn

di�ereni val k�zel¡tj�k, ekkor egy ltal n nem kell deriv ltat sz molni. Ha hn =

xn − xn−1

, akkor a szel�m¢dszert kapjuk vissza. Ha hn enn�l l�nyegesen kisebb

abszol£t �rt�k�, akkor az elj r s felgyorsul, azonban a kerek¡t�si hib k megn�hetnek.

Term�szetesen �xpontm¢dszerek is haszn lhat¢k, �s a m¢dszerek kombin lha-

t¢k is.

Le ll si krit�riumk�nt (egy adott iter i¢sz m t£ll�p�s�n k¡v�l) annak vizsg -

lata k¡n lkozik, hogy

∣

∣f(xn)
∣

∣ < ε valamely el�re megadott ε > 0-ra. Ha a gy�k

k�zel�ben |f ′| ≪ 1, akkor ez t£l hamar t�rt�n� le ll st eredm�nyezhet, m¡g |f ′| ≫ 1

eset�n az iter i¢ t£l sok  tarthat. Ez�rt ink bb az |xn+1

− xn| < ε krit�riumot

alkalmazzuk. Ez sak nagyon lassan konverg l¢ �xpontm¢dszer eset�n (azaz ha a

kontraki¢ra a Lipshitz-konstans nagyon k�zel van egyhez) h tr nyos; ezt �szreve-

hetj�k Aitken �

2

-m¢dszer�vel.

A m¢dszerek Banah-terekre val¢  ltal nos¡t s t a di�ereni lsz m¡t sn l t r-

gyaljuk.

* 17.27. Egy p�lda. Tekints�k a 2 sinx − x = 0 egyenletet, �s hat rozzuk

meg egyetlen pozit¡v gy�k�t. Az ismertetett elj r sokkal a t bl zatokban l that¢

eredm�nyeket kapjuk.

* 17.27.5. A konvergenia rendje. Mint az el�z� p�ld b¢l l tjuk, a h£rm¢d-

szern�l a helyes jegyek sz ma minden l�p�sben ugyanannyival n�, amit £gy szok s

kifejezni, hogy a m¢dszer els�rendben konvergens. A Newton-f�le �rint�m¢dszern�l a
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helyes jegyek sz ma minden l�p�sben kb. megdupl z¢dik, a Newton-m¢dszerm sod-

rendben konvergens; ezt j¢val  ltal nosabb esetben, a di�ereni lsz m¡t sn l bizo-

ny¡tjuk. A szel�m¢dszern�l minden l�p�sben a helyes jegyek sz ma kb. 1,6-szeres�re
n�, megmutathat¢ hogy a szel� m¢dszer konvergenia rendje (

√
5 + 1)/2 ≈ 1,6.

Megjegyezz�k, hogy a m¢dos¡tott Newton-m¢dszer is els�rendben konvergens,

�s t�bbsz�r�s gy�k�k eset�ben, teh t ha nem sak f(α) = 0, hanem f ′
(α) = 0

is teljes�l, akkor a Newton-m¢dszer is sak els�rendben konvergens: Val¢ban, az

 ltal nosabb kv zi Newton m¢dszerre (de f ′
(x)-et haszn lva), ha f(x) = 0, azaz x

a gy�k, �s f (m)

(x) az els� el nem t�n� deriv lt, f pedig lok lisan Cm-ben van, akkor

a Taylor-formul b¢l

f(xn) =
f (m)

(ξ)

m!

(xn − x)m �s f ′
(xn) ≈

f (m)

(ξ′)

(m− 1)!

(xn − x)m−1,

¡gy

xn+1

= xn − αn
f(xn)

f ′
(xn)

≈ xn − αn
xn − x

m
,

ahonnan xn+1

− x ≈ (1− αn/m)(xn − x), azaz αn = α 6= m eset�n a konvergenia

line ris, a hiba xn − x ≈ cqn a q = 1 − α/m �rt�kkel. Megmutathat¢, hogy α =

m eset�n a konvergenia m sodrend� lesz. Ha nem ismerj�k m �rt�k�t, akkor az

Aitken-m¢dszern�l le¡rtak szerint q | �s ¡gy m is | minden m sodik l�p�sben £jra

bes�lhet�; ¡gy kapjuk az adapt¡v Newton-m¢dszert.

• 414/4 :

<
gy�keib�l, interpol i¢val.

>
gy�keib�l, interpol i¢val.

* 17.31.1. Feladat [11℄. Oldjuk meg az al bbi egyenleteket a tanult m¢dsze-

rekkel �s meg ll si krit�riumokkal:

(1) os

2

(2x)− x2 = 0;

(2)

∏

10

k=1

(x+ k) = 0;

(3) x6 − 2x5 + 5x4 − 6x3 + 2x2 + 8x− 8 = 0;

(4) e−x − η = 0, η = 10

−9

;

(5) (x2 − 1)

m−1

lnx = 0, m = 3, 5, 7.

* 17.31.2. Feladat [9℄. Hat rozzuk meg 1 m¢l CO

2

t�rfogat t 300 K

◦
-on 10

atm (1013250 Pa) nyom son a van der Waals- llapotegyenletb�l:

(

p+ a(n/V )2
)

(V/n− b) = nRT,

ahol n a m¢lok sz ma. A van der Waals- lland¢k CO

2

-ra a/(Pam6

K

◦/m¢l2) =

188,33 �s b/(m3

K

◦/m¢l) = 9,77 · 10−4

. Vess�k �ssze az eredm�nyt a t�k�letes g zra

kapott eredm�nnyel.
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* 17.31.3. Feladat [9℄. Egy alag£tdi¢da karakterisztik ja

I = α(eU/β − 1)− µU(U − γ),

ahol α/A = 10

−12

, β/V = 25 · 10−3

, µ/(A/V 2

) = 10

−3

�s γ/V = 0,4. Sorbak�tj�k
egy 3333 
-os ellen ll ssal egy 0,4 V-os fesz�lts�gforr sra. Hat rozzuk meg a kia-

lakul¢ munkapontokat. Mi a helyzet, ha a fesz�lts�g 0,6 V, az ellen ll s pedig 12

k
?

• 428/9 :

<

�rtelmezett f�ggv�ny, �s x ∈ Rn, akkor legyen az f f�ggv�ny τxf eltoltja �s

�f meg-

ford¡t sa a

(τxf)(y) = f(y − x) illetve

�f(y) = f(−y)

>

�rtelmezett f�ggv�ny, x ∈ Rn, 0 6= s ∈ R, akkor legyen az f f�ggv�ny τxf eltoltja,

σs(f) ny£jtottja illetve

�f megford¡t sa a

(τxf)(y) = f(y − x), σs(f)(y) = f(y/s), illetve

�f(y) = f(−y)

• 428/−5 :
<

^f(t/2π) =

∫

f(x)e−i〈t,x〉 dx

>

^f
( t

2π

)

=

∫

f(x)e−i〈t,x〉 dx

• 428/−2 :
<

jel�l�s�nkn�l frekvenia. A de�n¡i¢b¢l azonnal k�vetkezik, hogy a Fourier-

>

jel�l�s�nkn�l frekvenia. A Fourier-transzform lt egyszer� kapsolatban van a t 7→
∫

f(x)e−〈t,x〉 dx Laplae-transzform lttal is, hiszen

^f
( t

2πi

)

=

∫

f(x)e−〈t,x〉 dx

A de�n¡i¢b¢l azonnal k�vetkezik, hogy a Fourier-
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• 429/1 :

<

(1) | ^f | ≤ ‖f‖
1

;

(2) (τxf )̂ = e−x
^f ;

(3) (exf )̂ = τx ^f ;

(4) ha ε > 0 �s g(x) = f(εx), akkor ĝ(t) = ^f(t/ε)/εn.

>

(1) | ^f | ≤ ‖f‖
1

;

(2)

^f =

�

^f (konjug l s);

(3) (τxf )̂ = e−x
^f (eltol s);

(4) (exf )̂ = τx ^f (modul l s);

(5) (σs(f))̂ = |s|nσ
1/s(

^f) (ny£jt s).

• 429/−16 :
<
Egy metrikus t�ren �rtelmezett, skal r �rt�k� h f�ggv�nyre azt mondjuk,

>
Egy metrikus t�ren �rtelmezett, norm lt t�rbeli �rt�k� h f�ggv�nyre azt mond-

juk,

• 432/−15 :
<

transzform ltj t.

>
transzform ltj t.

18.11.1. Feladat [7℄. Sz m¡tsuk ki az f(x) = osx, ha |x| ≤ π/2, f(x) = 0

egy�bk�nt f�ggv�ny Fourier-transzform ltj t.

• 433/6 :

<
fel. Megadunk egy ilyen, kompakt tart¢j£ �s s¡ma f�ggv�nyt. A L'Hospital-szab ly

alkalmaz s val kapjuk, hogy a

>
fel. Megadunk egy ilyen, kompakt tart¢j£ �s s¡ma f�ggv�nyt. A 12.6 lemma bizo-

ny¡t s ban a L'Hospital-szab ly alkalmaz s val megmutattuk, hogy a

• 437/−4 :
<

lek�ppen terjeszthet� ki egy L2

-t �nmag ra k�pez� izometri v .

>
lek�ppen terjeszthet� ki egy L2

-t �nmag ra k�pez� izometri v .
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18.22.1. Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy ha f ∈ L1

(Rn;C) ∩ L2

(Rn;C),

akkor

^f �s az f f�ggv�ny L2

-beli Fourier-transzform ltja megegyeznek.

• 437/−1 :
<

∫ ∞

−∞

(sin(ax)/x)4 dx = 2a3π/3.

>

∫ ∞

−∞

(sin(ax)/x)4 dx = 2a3π/3.

18.25. Feladat[8℄. Hat rozzuk meg x 7→ 1/(1 + x2) Fourier-transzform ltj t

�s

∫

+∞

−∞ 1/(1 + t2)2 dt �rt�k�t.

18.26. Ablak Fourier-transzform lt. Legyen a 0 6= ̺ ∈ L2

(R) ablak f�gg-

v�ny r�gz¡tett. Ha spt(̺) ⊂ [−T, 0℄, akkor azt mondjuk, hogy az ablak-f�ggv�ny

kauz lis. Egy f ∈ L2

(R) f�ggv�ny erre vonatkoz¢ ablak Fourier-transzform ltja

(angol r�vid¡t�ssel: WFT-je) az (ν, t) 7→ ~f(ν, t) = (ft)̂ f�ggv�ny, ahol ft(x) =

̺(x − t)f(x). A ̺ν,t(x) = g(x − t)e2πiνx jel�l�ssel

~f(ν, t) = 〈f, gν,t〉. Az ablak

Fourier transzform ltat G bor D�nes Nobel-d¡jas magyar �zikus vezette be, ez�rt

G bor-transzform ltnak is szok s nevezni. � az x 7→ e−x
2/2

Gauss-f�ggv�nyt hasz-

n lta ablaknak. N�ha sak az ezzel az ablakkal vett transzform ltat nevezik G bor-

transzform ltnak.

18.27. P�lda. Az x 7→ sin(2πx2) �zirp" jel a

g(x) =

{

os

2

(πx), ha − 1/2 ≤ x ≤ 1/2,

0 egy�bk�nt

Hanning-ablakkal. M s f�ggv�nyek, amelyeket [−1/2, 1/2℄-re megszor¡tva ablaknak
haszn lnak: 1 (n�gyzet-ablak); x 7→ 0,54 + 0,46 os(2πx) (Hamming-ablak); x 7→
e−18x2

(Gauss-ablak); x 7→ 0,42 + 0,5 os(2πx) + 0,08 os(4πx) (Blakman-ablak).

18.28. Megjegyz�s. A fenti �id�ablakoz snak" megfelel egy �frekveniaabla-

koz s": a Planherel-t�tel szerint

~f(ν, t) = 〈f, ̺ν,t〉 =
〈

^f, (̺ν,t)̂
〉

, ahol ̺ν,t = (τt̺)eν
miatt (̺ν,t )̂ = τν

(

(τt̺)̂
)

= τν( ^̺e−t), ¡gy

~f(ν, t) = e−2πitν〈 ^f, ^̺−t,ν〉.

Nyilv n �lszer�, ha az ablakf�ggv�ny abszol£t�rt�k�nek n�gyzet�t s�r�s�gf�gg-

v�nynek tekintve, a sz¢r sn�gyzete �s a Fourier-transzform ltj nak a sz¢r sn�gyzete

is min�l kisebb. A kett� azonban egyszerre nem s�kkenthet� tetsz�legesen.
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18.29. T�tel: bizonytalans gi rel i¢. Tegy�k fel, hogy ̺ ∈ L2

(R), ‖̺‖
2

=

1, tov bb 

∫

R

t2
∣

∣̺(t)
∣

∣

2

dt �s

∫

R

ν2
∣

∣

^̺(ν)
∣

∣

2

dν

v�gesek. Ekkor

t
0

:=

∫

R

t
∣

∣̺(t)
∣

∣

2

dt �s ν
0

:=

∫

R

ν
∣

∣

^̺(ν)
∣

∣

2

dν

valamint

T 2

:=

∫

R

(t− t
0

)

2

∣

∣̺(t)
∣

∣

2

dt �s N2

:=

∫

R

(ν − ν
0

)

2

∣

∣

^̺(ν)
∣

∣

2

dν

l�teznek �s v�gesek �s 4πNT ≥ 1.

Bizony¡t s. Mivel

√
2|t| ≤ 1+ t2 �s

√
2|ν| ≤ 1+ ν2, l�tezik t

0

�s ν
0

. Megfelel�

eltol st �s modul i¢t alkalmazva, az  ltal noss g megszor¡t sa n�lk�l feltehetj�k,

hogy t
0

= 0 �s ν
0

= 0. Tegy�k fel, hogy vr minden kompakt intervallumon abszol£t

folytonos �s ̺′ n�gyzetesen integr lhat¢. El�sz�r megmutatjuk, hogy x
∣

∣̺(x)
∣

∣

2 → 0,

ha x → ±∞. A t 7→ t̺(t)̺(t) = t
∣

∣̺(t)
∣

∣

2

f�ggv�ny minden kompakt intervallumon

abszol£t folytonos �s

d

dt
t
∣

∣̺(t)
∣

∣

2

=

∣

∣̺(t)
∣

∣

2

+ t̺′(t)̺(t) + t̺(t)̺′(t) =
∣

∣̺(t)
∣

∣

2

+ 2ℜ
(

t̺′(t)̺(t)
)

.

Mindk�t oldalt integr lva

2ℜ
∫ x

0

t̺′(t)̺(t) dt+

∫ x

0

∣

∣̺(t)
∣

∣

2

dt = x
∣

∣̺(x)
∣

∣

2

.

Ha x → +∞, a bal oldalon l�v� integr lok konverg lnak, minkett� k�t n�gyzete-

sen integr lhat¢ f�ggv�ny bels� szorzat hoz [0,+∞[-en. Innen a limx→+∞ x
∣

∣̺(x)
∣

∣

2

hat r�rt�k l�tezik. Hasonl¢an ad¢dik, hogy limx→−∞ x
∣

∣̺(x)
∣

∣

2

is l�tezik. Mivel

t 7→ t
∣

∣̺(t)
∣

∣

2

integr lhat¢, a hat r�rt�kek sak v�gesek lehetnek.

M sodszor megmutatjuk, hogy ̺′ Fourier-transzform ltja az f : ν 7→ 2πiν ^̺(ν)
f�ggv�ny. Pari lis integr l ssal

∫ n

−n

̺′(t)e−2πiνt dt = ̺(n)e−2πinν − ̺(−n)e2πinν + 2πiν

∫ n

−n

̺(t)e−2πiνt dt.

A bal oldalon  ll¢ integr l ̺′ξ
[−n,n℄, a jobb oldalon  ll¢ pedig ̺ξ

[−n,n℄ Fourier-

transzform ltja. R�szsorozatra  tt�rve el�rhetj�k, hogy a bal oldali integr lok majd-

nem minden�tt tartsanak ̺′ Fourier-transzform ltj hoz. M�gegyszer r�szsorozatra
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 tt�rve, el�rhetj�k, hogy a jobb oldalon  ll¢ integr lok majdnem minden�tt tartsa-

nak ̺ Fourier-transzform ltj hoz.
T�rj�nk r  az egyenl�tlens�g bizony¡t s ra:

4π2T 2N2

= 4π2
∫

+∞

−∞

t2
∣

∣̺(t)
∣

∣

2

dt

∫

+∞

−∞

ν2
∣

∣

^̺(ν)
∣

∣

2

dν

=

∫ ∞

−∞

t2
∣

∣̺(t)
∣

∣

2

dt

∫ ∞

−∞

∣

∣

2πiν ^̺(ν)
∣

∣

2

dν

=

∫ ∞

−∞

t2
∣

∣̺(t)
∣

∣

2

dt

∫ ∞

−∞

∣

∣̺′(t)
∣

∣

2

dt

≥
(

∫ ∞

−∞

|t|
∣

∣̺(t)
∣

∣

∣

∣̺′(t)
∣

∣ dt
)

2

≥
(

ℜ
∫ ∞

−∞

t̺(t)̺′(t) dt
)

2

≥
(

1

2

∫ ∞

−∞

t
d

dt

∣

∣̺(t)
∣

∣

2

dt
)

2

.

Innen pari lis integr l ssal | felhaszn lva, hogy x
∣

∣̺(x)
∣

∣

2 → 0, ha x → ±∞
| kapjuk, hogy 4π2T 2N2 ≥ 1/4.

A bizony¡t s teljes lesz, ha megmutatjuk, hogy a t�tel felt�teleib�l k�vetkezik,

hogy ̺ minden kompakt intervallumon abszol£t folytonos �s ̺′ n�gyzetesen integr l-
hat¢. Disztrib£i¢kkal fogunk dolgozni; a de�n¡i¢kat �s alaptulajdons gokat l sd

azok r�szletes t rgyal s n l. Ha ϕ ∈ S, akkor

Tf (ϕ) =

∫ ∞

−∞

2πiν ^̺(ν)ϕ(ν) dν = −
∫ ∞

−∞

̺ϕ̂′
= T ′

̺(ϕ̂),

ahol T ′
̺ a T̺ disztrib£i¢ deriv ltja. Innen T

^f (ϕ) = T ′
̺( �ϕ) minden ϕ ∈ S-re. Ez

azt jelenti, hogy T ′
̺ regul ris disztrib£i¢, az

^f n�gyzetesen integr lhat¢ f�ggv�ny

megford¡t sa reprezent lja. Megmutatjuk, hogy ̺ minden kompakt intervallumon

abszol£t folytonos �s

^f megford¡t s nak a deriv ltja majdnem minden�tt. Legyen

g(x) =
∫ x

0

^f(−t) dt. A g abszol£t folytonos minden kompakt intervallumon �s

T ′
g(ϕ) = Tg′(ϕ) = T

^f ( �ϕ) = T ′
̺(ϕ),

¡gy T ′
̺−g(ϕ) = 0 minden ϕ ∈ D-re. A DuBois-Reymond-lemma bizony¡t s ban

megmutatjuk, hogy T̺−g konstanssal reprezent lhat¢, ¡gy ̺ = g + c majdnem min-

den�tt, teh t ̺ is abszol£t folytonos minden kompakt intervallumon �s ̺′ = g′ az ^f
megford¡t sa n�gyzetesen integr lhat¢.

18.30. P�lda. Ha ̺(t) = 4

√
2ae−πt

2a
, akkor ^̺(ν) = 4

√

2/ae−πν
2/a

, t
0

= ν
0

= 0

�s T = 1/
√
4πa, N =

√
a/

√
4π.

18.31. Feladat [11℄. Bizony¡tsuk be a p�ld ban szerepl�  ll¡t sokat.
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18.32. Feladat [13℄. Hat rozzuk meg a p�ldak�nt felsorolt ablakok Fourier-

transzform ltj t, ha kell, numerikusan.

18.33. T�tel: rekonstruki¢s formula. Ha ̺ egy ablak f�ggv�ny, akkor a

hozz  tartoz¢ ablak Fourier-transzform ltra b rmely f ∈ L2

(R)-re

f(x) =
1

‖̺‖2
2

∫ ∞

−∞

^

~f(., t)(−x)̺(x − t) dt

majdnem minden x-re, ahol az L2

-beli Fourier-transzform lt a kipontozott frekvenia

v ltoz¢ban �rtend�.

Bizony¡t s. Mivel

~f a h rom v ltoz¢j ban m�rhet�

(x, ν, t) 7→ ̺(x− t)f(x)e−2πiνx

f�ggv�ny x szerinti integr lja, m�rhet�. Mivel az (x, t) 7→ ̺(x − t)f(x) f�ggv�ny

minden t-re n�gyzetesen integr lhat¢,

^

~f(., t) az fτt̺ megford¡t sa majdnem minde-

n�tt, azaz

^

~f(., t)(−x) = f(x)̺(x − t) majdnem minden x-re. Szorozva ̺(x − t)-vel
�s integr lva t szerint, kapjuk a bizony¡tand¢  ll¡t st.

18.34. T�tel. Legyen g ∈ L2

(R) egy ablak f�ggv�ny. Ekkor b rmely h ∈
L2

(R2

)-re, ha

fh =
1

‖g‖2
2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

gω,th(ω, t) dt dω,

akkor b rmely f ∈ L2

(R)-re, amelyre f 6= fh, teljes�l, hogy ‖h− ~f‖
2

> ‖h− ~fh‖2.
A tov bbiakban olyan formul kat keres�nk, amelyek a G bor-transzform lt

diszkr�t helyeken vett �rt�keib�l  ll¡tj k vissza a f�ggv�nyt. Az ilyen formul k �se

a mintav�teli t�tel:

18.35. Mintav�teli t�tel. Legyen f ∈ L2

(R) folytonos f�ggv�ny, amely �s v-

hat rolt N -nel", azaz amelyre

^f(ν) = 0, ha ν /∈ [−N,N ℄. Ekkor tn = n/(2N)

jel�l�ssel

f(t) =
∑

n∈Z

sin

(

2πN(t− tn)
)

2πN(t− tn)
^f(tn);

itt t = tn eset�n a t�rt �rt�k�nek a hat r�rt�ke (= 1) veend�.

Bizony¡t s. Mivel

^f s vhat rolt,

^f ∈ L1 ∩ L2

, �s az inverzi¢s t�tel szerint

f(t) = lim

n→∞

∫ n

−n

^f(ν)e2πitν dν

∫ N

−N

^f(ν)e2πitν dν.

Mivel

^f ∈ L2

[−N,N ℄, Fourier-sorba fejthet�,

^f(ν) ∼
∑

n∈Z

cne
πinν/N ,
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ahol

cn =

∫ N

−N

^f(ν)e−πinν dν.

A fentiek szerint az integr l f
(

−n/(2N)

)

, ¡gy cn = f
(

−n/(2N)

)

/(2N). A Fourier-

sort behelyettes¡tve az inverzi¢s formul ba

f(t) =

∫ N

−N

^f(ν)e2πitν dν = 〈 ^f, e−t〉 =
〈

∑

cnen/(2N)

, e−t

〉

.

Mivel a bels� szorzat folytonos,

f(t) =
1

2N

∑

n∈Z

^f
(

− n

2N

)

∫ N

−N

eπinν/Ne2πitν dν

=

1

N

∑

n∈Z

^f
(

− n

2N

)

∫ N

0

osπν(2t+ n/N) dν

=

1

N

∑

n∈Z

^f
(

− n

2N

)

[

sinπν(2t+ n/N)

π(2t+ n/N)

]N

0

=

∑

n∈Z

^f
(

− n

2N

)

sinπ(2Nt+ n)

π(2Nt+ n)
.

18.36. Diszkr�t rekonstruki¢s formula. Legyen g ∈ L2

(R) egy kompakt

tart¢j£ ablak f�ggv�ny, amely elt�nik egy 1/ν hossz£s g£ intervallumon k¡v�l. Le-

gyen

Hτ (x) = τ
∑

n∈Z

∣

∣g(x− nτ)
∣

∣

2

.

(Ha g majdnem minden�tt folytonos, akkor τ ↓ 0 eset�n Hτ (x) → ‖g‖2
2

minden

x ∈ R-re.) Tegy�k fel, hogy

0 < inf

x∈R

Hτ (x) �s sup

x∈R

Hτ (x) <∞.

(Ez sak ντ ≤ 1 eset�n lehets�ges.) Ekkor

f(t) = ντ
∑

n∈Z

∑

m∈Z

gmν,mτ (t)

Hτ (t)
~f(mν, nτ).

A tov bbiakban sk laf�ggetlen m¢dszert keres�nk.
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18.37. De�n¡i¢. Legyen p ∈ R r�gz¡tett, �s egy ψ : R → C f�ggv�nyre legyen

ψs(x) = |s|−1/pψ(x/s) �s ψs,t(x) = |s|−1/pψ
(

(x − t)/s
)

; ez a ψ anyawavelethez

tartoz¢ waveletsal d (itt 1/∞ = 0). Ha 1 ≤ q <∞, akkor

‖ψs,t‖qq =
∫

R

|s|−q/p
∣

∣

∣
ψ
(

(x− t)/s
)

∣

∣

∣

q

dx = |s|−q/p
∫

R

∣

∣ψ(y)
∣

∣

q|s| dy = |s|1−q/p‖ψ‖qq,

¡gy p = q eset�n a norma nem v ltozik; q = ∞-re ‖ψs,t‖∞ = |s|−1/p‖ψ‖∞.

18.38. P�lda. Anyawaveletnek alkalmas p�ld ul ψ(x) = xe−x
2

vagy a deri-

v ltja, a ψ(x) = (1− 2x2)e−x
2

�mexik¢i kalap".

18.39. Feladat [8℄. Sz moljuk ki az el�z� p�ld ban szerepl� anyawaveletek

Fourier-transzform ltj t.

18.40. De�n¡i¢. Legyen p ∈ R �s ψ ∈ L2

(R;C) r�gz¡tett. Egy f ∈ L2

(R;C)

f�ggv�ny folytonos wavelet transzform ltja az

~f(s, t) = 〈f, ψs,t〉 =
〈

^f, (ψs,t )̂
〉

f�ggv�ny. Egyszer� sz mol ssal (ψs,t )̂ (ω) = |s|1−1/pe−2πiωt
^ψ(sω), ¡gy ~f(s, t) az

ω 7→ |s|1−1/p
^f(ω) ^ψ(sω) f�ggv�ny Fourier-transzform ltja a −t helyen.

18.41. Szimmetrikus rekonstruki¢s formula. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�sei-

vel, tegy�k fel, hogy

0 < C =

∫ ∞

−∞

∣

∣ ^ψ(ξ)
∣

∣

2

|ξ| dξ <∞.

Ekkor tetsz�leges f ∈ L2

(R;C) vissza ll¡that¢ ~f -b¢l:

f =

1

C

∫ ∞

−∞

|s|2/p−3

∫ ∞

−∞

~f(s, t)ψs,t dt ds.

18.42. Megjegyz�s. Ha ψ ∈ L1

(R;C), akkor ^ψ folytonos, ¡gy a felt�telb�l

^ψ(0) = 0, azaz

∫

R
ψ(x) dx = 0.

18.43. Asszimmetrikus rekonstruki¢s formula. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�-

seivel, tegy�k fel, hogy

0 < C
+

=

∫ ∞

0

∣

∣ ^ψ(ξ)
∣

∣

2

|ξ| dξ <∞

�s

0 < C− =

∫

0

−∞

∣

∣ ^ψ(ξ)
∣

∣

2

|ξ| dξ <∞.
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Legyen

η(u) =
η
+

(u)

C
+

+

η−(u)

C−
,

ahol

η
+

(u) =

∫ ∞

0

^ψ(ω)e2πiωu dω �s η−(u) =

∫

0

−∞

^ψ(ω)e2πiωu dω.

Ekkor

f =

∫ ∞

0

|s|2/p−3

∫ ∞

−∞

~f(s, t)ηs,t dt ds.

18.44. Megjegyz�s. Ha C− = 0 vagy C
+

= 0, akkor

~f(s, t), s > 0 nem

tartalmaz inform i¢t

^f egyik fel�r�l. Ez nem fordulhat el�, ha ψ val¢s, mert ekkor

^ψ(−ω) = ^ψ(ω).

18.45. Megjegyz�s. Diszkr�t vissza ll¡t s is lehets�ges, ekkor s = ±σm, t =
nσmτ , m,n ∈ Z. A folytonos �s a diszkr�t esetnek, valamint az ablak Fourier-transz-

form ltnak van k�z�s  ltal nos¡t sa, a k�l�nb�z� �frame"-ek.

18.46. Hardy-t�r a fels� �s als¢ (illetve bal �s jobb) f�ls¡kon. Jel�lje

C+

a ny¡lt komplex fels� f�ls¡kot, C−
pedig a ny¡lt komplex als¢ f�ls¡kot, azaz legyen

C+

=

{

z ∈ C : ℑ(z) > 0

}

�s C−
=

{

z ∈ C : ℑ(z) < 0

}

. Ha 1 ≤ p < ∞, legyen Hp
+

azon f : C+ → C komplex f�ggv�nyek halmaza, amelyek analitikusak, �s amelyekre

∫

R

∣

∣f(x+ iy)
∣

∣

p
dx

korl tos, mint y > 0 f�ggv�nye. Egy f ∈ Hp
+

f�ggv�nyre legyen

‖f‖ = sup

y>0

(

∫

R

∣

∣f(x+ iy)
∣

∣

p
dx

)

1/p

.

Legyen H∞
+

azon f : C+ → C komplex f�ggv�nyek halmaza, amelyek analitikusak �s

korl tosak. Egy f ∈ H∞
+

f�ggv�nyre legyen ‖f‖ = supx∈R,y>0

∣

∣f(x+iy)
∣

∣

. Legyen f ∈
Hp

− pontosan akkor, ha az z 7→ f(z) f�ggv�ny Hp
+

eleme; ezek a f�ggv�nyek az als¢

f�ls¡kon analitikusak. (Ha a Fourier-transzform lt helyett Laplae-transzform ltat

akarunk haszn lni, akkor a fels� f�ls¡knak a bal, az als¢ f�ls¡knak a jobb f�ls¡k felel

meg.)

18.47. De�n¡i¢. Ha x ∈ R, jelentse lim
z

∨

−→x
f(z) = c azt, hogy minden C >

0-ra az f f�ggv�ny

{

ξ + iη : ξ, η ∈ R, |ξ − x| < Cη
}

halmazra vett megszor¡t s nak

c a hat r�rt�ke az x pontban; lim

z
∨

−→x
a nemtangeni lis hat r�rt�k.

18.48. T�tel. Ha 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Hp
+

, akkor f(x) := lim

z
∨

−→x
f(z) majdnem

minden�tt l�tezik, f ∈ Lp(R;C), tov bb  x 7→ ln

∣

∣f(x)
∣

∣/(1 + x2) integr lhat¢.
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18.49. K�vetkezm�ny: Poisson-formula. Ha 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Hp
+

, akkor

x ∈ R, y > 0 eset�n

f(x+ iy) =
1

π

∫

R

y

(x− t)2 + y2
f(t) dt.

Megford¡tva, ha h ∈ Lp(R;C) �s

f(x+ iy) =
1

π

∫

R

y

(x− t)2 + y2
h(t) dt

analitikus a fels� f�ls¡kon, akkor f ∈ Hp
+

�s h(x) = lim

z
∨

−→x
f(z) majdnem minde-

n�tt. Tov bb  az x 7→ f(x + iy) f�ggv�ny Lp-norm ja tart az x 7→ f(x) f�ggv�ny
Lp-norm j hoz, ha y ↓ 0.

18.50. K�vetkezm�ny. Ha 1 ≤ p <∞, f ∈ Hp
+

, akkor

lim

y↓0

∫

R

∣

∣f(x+ iy)− f(x)
∣

∣

p
dx = 0.

18.51. T�tel: Cauhy-formula. Ha 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Hp
+

, akkor x ∈ R, y > 0

eset�n

f(x+ iy) =
1

2πi

∫

R

f(t)

t− (x+ iy)
dt �s

∫

R

f(t)

t− (x− iy)
dt = 0

Megford¡tva, ha h ∈ Lp(R;C) �s x ∈ R, y > 0 eset�n

∫

R

h(t)

t− (x− iy)
dt = 0,

akkor az

f(x+ iy) =
1

2πi

∫

R

h(t)

t− (x+ iy)
dt

�sszef�gg�ssel de�ni lt f�ggv�nyre f ∈ Hp
+

�s h(x) = lim

z
∨

−→x
f(z) majdnem min-

den�tt.

18.52. Megjegyz�s. A fentiek alapj n £gy tekinthet�, hogy Hp
+

⊂ Lp(R;C),

ha 1 ≤ p ≤ ∞. Megmutathat¢, hogy z rt alt�r, ¡gy maga is Banah-t�r.

18.53. Paley{Wiener-t�tel. Egy f ∈ L2

(R;C) f�ggv�ny pontosan akkor van

H2

+

-ben, ha a Fourier-transzform ltja majdnem minden�tt nulla a [0,+∞[ interval-

lumon k¡v�l.
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18.54. Megjegyz�s. Ebb�l m r k�nnyen k�vetkezik, hogy egy f ∈ L2

(R;C)

f�ggv�ny pontosan akkor vanH2

−-ben, ha a Fourier-transzform ltja majdnem minde-

n�tt nulla a ℄−∞, 0℄ intervallumon k¡v�l. Mivel a Fourier-transzform i¢ L2

-n bels�

szorzat tart¢, minden f ∈ L2

(R;C) f�ggv�ny egy�rtelm�en ¡rhat¢ fel egy f
+

∈ H2

+

�s egy f− ∈ H2

− f�ggv�ny ortogon lis �sszegek�nt. A megfelel� P
+

: L2 → H2

+

�s

P− : L2 → H2

− ortogon lis projeki¢kat Riesz-projeki¢nak h¡vjuk.

18.55. De�n¡i¢. Legyen ϕ ∈ L∞
(R;C) r�gz¡tett. Az el�z� pont jel�l�seivel

az ehhez a f�ggv�nyhez tartoz¢ Tϕ : H2

+

→ H2

+

T�plitz-oper tort a Tϕf = P
+

(ϕf)

�sszef�gg�s, a Hϕ : H2

+

→ H2

− Hankel-oper tort pedig a Hϕf = P−(ϕf) �sszef�gg�s
de�ni lja.

18.56. Nehari t�tele. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel, ha ϕ ∈ L∞
(R;C), akkor

‖Hϕ‖ = d(ϕ,H∞
+

), ahol a d t vols g L∞
(R;C)-ben �rtend�.

• 442/13 :

<
19.6. T�tel. 19.4 jel�l�seivel, tegy�k fel, hogy L ∈ Cm(Q) �s az x ∈M
>
19.6. T�tel. 19.4 jel�l�seivel, tegy�k fel, hogy L ∈ Cm+1

(Q) �s az x ∈M

• 447/−11 :
<

jel�l�sekkel, az n = 1, m = 1 eset vizsg lat ra szor¡tkozunk.

>
jel�l�sekkel, az m = 1, L ∈ C2(Q) eset vizsg lat ra szor¡tkozunk.

• 447/−3 :
<

hogy a

d
dt

(

L(x, x′)− x′Lx′
(x, x′)

)

f�ggv�ny nulla, ¡gy az els�rend�

L(x, x′)− x′Lx′
(x, x′) = c

egyenletre jutunk.

>
hogy a

d
dt

(

L(x, x′)− Lx′
(x, x′)x′

)

f�ggv�ny nulla, ¡gy az els�rend�

L(x, x′)− Lx′
(x, x′)x′ = c

egyenletre jutunk.

• 448/6 :

<
19.15. Brahisztohon-probl�ma. Egy t�megpont egy sima p ly n

>
19.15. Brahisztohon-probl�ma [10℄. Egy t�megpont egy sima p ly n
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• 448/−8 :
<

di�ereni lhat¢, akkor az u(m)

(x) szimmetrikus m-line ris forma koordin t i

>
di�ereni lhat¢, akkor az u(m)

(x) szimmetrikus m-line ris lek�pez�s koordin t i

• 448/−66 :
<

¢s, r�gz¡tett perem� vari i¢s probl�m t.. Legyenek n,m, k pozit¡v term�-

>
¢s, r�gz¡tett perem� vari i¢s probl�m t. Legyenek n,m, k pozit¡v term�-

• 450/9 :

<
∫

G

(

∑

|α|≤m

(−1)α∂α(L∂αu)

)

v = 0,

>
∫

G

(

∑

|α|≤m

(−1)|α|∂α(L∂αu)

)

v = 0,

• 452/−3 :
<

fn(x) =
artannx

artann
, n = 1, 2, . . .

>

fn(x) =
artgnx

artgn
, n = 1, 2, . . .

19.23.5 Feladat [8℄. Tekints�nk egy

∑∞
n=1

cnz
n
hatv nysort 1 konvergenia-

sug rral �s az egyszer�s�g kedv��rt val¢s egy�tthat¢kkal. Mutassuk meg, hogy az

�sszeg u val¢s r�sze gradiense hossz nak n�gyzetintegr lja a k�rlapon

∑∞
n=1

nc2n.
Megfelel� egy�tthat¢sorozatot v lasztva �rj�k el, hogy legyen a hatv nysor egyenle-

tesen konvergens (¡gy u a Laplae-egyenletre vonatkoz¢ Dirihlet-probl�ma megol-

d sa), de az integr l �rt�ke v�gtelen.

• 454/11 :

<
 llapot �s vez�rl�si f�ggv�nyek, valamint a t

2

v�gpont meghat roz sa.

>
 llapot �s vez�rl�si f�ggv�nyek, valamint a t

1

v�gpont meghat roz sa.

• 454/−9 :
<

Ha a vez�rl�si f�ggv�ny f�gg x′-t�l, akkor az x′(t) = ~w(t) �sszef�gg�s
>

Ha az f vagy az L f�ggv�ny f�gg x′-t�l, akkor az x′(t) = ~w(t) �sszef�gg�s
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• 455/−9 :
<

Pontrjagin-f�ggv�ny, akkor l�tezik λ ≥ 0, α ∈ Rn∗, nem mindkett� nulla �s p :

[t
0

, t
1

℄ → Rm∗
folytonos f�ggv�ny £gy, hogy

>
Pontrjagin-f�ggv�ny, akkor l�tezik λ ≥ 0, α ∈ Rn∗, nem mindkett� nulla �s p :

[t
0

, t
1

℄ → Rn∗ folytonos f�ggv�ny £gy, hogy

• 455/−3 :
<

transzverzalit si felt�telek. L�tezik tov bb  olyan p
0

: [t
0

, t
1

℄ → R folytonos

>
transzverzalit si felt�telek. L�tezik tov bb  olyan p

0

: [t
0

, t
1

℄ → R folytonos

• 456/3 :

<
transzverzalit si felt�tel. A λ mindig v laszthat¢ 1-nek vagy 0-nak. Ha g ≡ 0, akkor

λ = 1.

>
transzverzalit si felt�tel. A λ mindig v laszthat¢ 1-nek vagy 0-nak. Ha gi ≡ 0, akkor

αi = 0 v laszthat¢.

• 456/−14 :
<

k�nyv�nek III. k�tete 48. §- ra utalunk.
>

k�nyv�nek III. k�tete 48. §- ra utalunk.
* 19.33.1. Feladat [10℄. Oldjuk meg a k�vetkez� ir ny¡t si feladatot: az egye-

nesen kell egy t�megpontot eljuttatni −1-b�l 1-be minim lis id� alatt, 1-n�l kisebb

abszol£t �rt�k� gyorsul ssal.

* 19.33.2. Feladat [11℄. Oldjuk meg a k�vetkez� ir ny¡t si feladatot: az egye-

nesen x
0

helyen tart¢zkod¢ v
0

sebess�g� t�megpontot kell minim lis id� alatt az

orig¢ban meg ll¡tani. Mutassuk meg, hogy a vez�rl�s fel¡rhat¢ a pillanatnyi hely �s

sebess�g f�ggv�nyek�nt. Ǳbr zoljuk a mozg st a f zist�rben.

* 19.33.3. Feladat [12℄. �rjuk fel a Pontrjagin-elvb�l ad¢d¢ egyenleteket a (f�g-

g�leges) �sima" Holdrasz ll s minim lis �zemanyagfelhaszn l ssal ir ny¡t si felada-

t ra az al bbi felt�telekkel, a Hold forg s t �gyelmen k¡v�l hagyva (a gyorsul s 0 �s

a k�z�tt lehet):

(1) sem az �rhaj¢ t�meg�nek, sem a gravit i¢s mez�nek a v ltoz s t nem vessz�k

�gyelembe;

(2) sak az �rhaj¢ t�meg�nek v ltoz s t vessz�k �gyelembe;

(3) mindkett�t �gyelembe vessz�k.
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* 19.33.4. Feladat [11℄. �rjuk fel a Pontrjagin-elvb�l ad¢d¢ egyenleteket a ra-

k�taind¡t s feladat ra homog�n gravit i¢s t�rben. A rak�t nak minim lis �zema-

nyagfelhaszn l ssal kell egy adott pontot el�rnie, a gyorsul s 0 �s a k�z�tt lehet.

* 19.33.5. Feladat: visszat�r�s a Holdr¢l [13℄. A feladat egy �rhaj¢ lef�-

kez�se a F�ld l�gk�r�ben �s F�ld k�r�li p ly ra  ll¡t s minim lis felmeleged�ssel.

Legyen x
1

a sebess�g, x
2

a hajl si sz�g a �pillanatnyi v¡zszinteshez", x
3

a magass g

a felsz¡n felett R f�ldsug r egys�gekben v�ve, w a �f�kez�s", ̺ = ̺
0

e−βRx3 a leveg�

s�r�s�ge. A kezdeti adatok x
1

(t
0

) = 10,8 km/s, x
2

(t
0

) = 0,0045π, x
3

(t
0

) = 120

km/R, a �ladatok x
0

(t
1

) = 8,1 km/s, x
2

(t
1

) = 0, x
3

(t
1

) = 75 km/R. Az x′i =
fi(x1, x2, x3, w) vez�rl�si felt�telekben

f
1

= −F̺x
2

1

2

c
1

(w) − g sinx
2

(1 + x
3

)

2

,

f
2

=

F̺x
1

2

c
2

(w) +
x
1

osx
2

R(1 + x
3

)

− g osx
2

x
1

(1 + x
3

)

2

,

f
3

=

x
1

sinx
2

R
;

itt F az �rhaj¢ keresztmetszet/t�mege, g a gravit i¢s gyorsul s, c
1

(w) = 1,174−
0,9 osw, c

2

(w) = 0,6 sinw, a (nem SI egys�gekben megadott!) aerodinamikus ellen-

 ll s illetve emel� er�. A felmeleged�st k¡v njuk minimaliz lni, a k�zel¡t� gyakorlati

formula:

∫ t
1

t
0

x3
1

√
̺→ min .

Az �rhaj¢sokr¢l feltessz�k, hogy b rmit kib¡rnak, a F�ld nyugv¢ g�mb, �s a F�ld

k�z�ppontj n  tmen� s¡kban rep�l�nk. �rjuk fel a Pontrjagin-elvb�l ad¢d¢ egyenle-

teket, hat rozzuk meg a vez�rl�st, �s vissza¡rva az egyenletekbe, hat rozzuk meg a

di�ereni legyenleteket �s a peremfelt�teleket. (Az adott numerikus esetben a ma-

gass g lemegy kb. 50 km-ig, majd n�, a sebess�g kezdetben kisit n�, majd s�kken,

t
1

= 224,9 s.)

• 457/9 :

<

p′ = −Hx = λLx, p(t
1

) = −α, ~p′ = −H
~x = 0, ~p(t

1

) = −~α,

>

p′ = −Hx = λLx, p(t
1

) = −α, ~p′ = −H
~x = λL

~x, ~p(t
1

) = −~α,

• 457/−4..− 1 :

<
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Lx
(

t, x(t), x′(t)
)

�s Lx′

(

t, x(t), x′(t)
)

x′(t)− L
(

t, x(t), x′(t)
)

bal �s jobboldali hat r�rt�ke megegyezik, ezek a Weierstrass{Erdmann-f�le t�r�si

felt�telek. Figyelj�k meg a Pontrjagin-f�ggv�ny szoros kapsolat t a mehanik ban

haszn latos Hamilton-f�ggv�nnyel.

>

Lx′

(

t, x(t), x′(t)
)

illetve Lx′

(

t, x(t), x′(t)
)

x′(t)− L
(

t, x(t), x′(t)
)

bal �s jobb oldali hat r�rt�ke megegyezik, ezek a Weierstrass{Erdmann-f�le t�r�si

felt�telek. Figyelj�k meg a Pontrjagin-f�ggv�ny szoros kapsolat t a mehanik ban

haszn latos Hamilton-f�ggv�nnyel.

* 19.34.1. Feladat [11℄. Alkalmazzuk a Pontrjagin-f�le maximumelvet a szaka-

szonk�nt folytonosan di�ereni lhat¢ x : [a, b℄ → Rn f�ggv�nyekre vonatkoz¢

∫ b

a

L
(

t, x(t), x′(t)
)

dt→ min, x(a) = x
0

, x(b) = x
1

∫ b

a

f
(

t, x(t), x′(t)
)

dt = c

mell�kfelt�teles probl�m ra, �s vezess�k le a megfelel� Euler{Lagrange-egyenleteket.

* 19.34.2. Feladat [11℄. Hat rozzuk meg k�t v�g�n felf�ggesztett homog�n

s£lyos l n alakj t (l ng�rbe).

• 458/−1 :
<

k�zel¡t�s jav¡that¢. P�ld ul a Newton-m¢dszer alkalmaz s val kaphatunk jobb k�-

zel¡t�seket ad¢ α
0

, α
1

, α
2

, . . . param�tersorozatot.

>

k�zel¡t�s jav¡that¢, �s kaphatunk jobb k�zel¡t�seket ad¢ α
0

, α
1

, α
2

, . . . param�terso-
rozatot.

* 19.36. Diszkr�t ir ny¡t si feladat. Tipikus esetk�nt tekints�nk egy gy r-

t si folyamatot, amelyben egy x
1

kezdeti  llapotb¢l kiindulva, ha egy w
1

vez�rl�st

v lasztottunk, az x
2

= ϕ
1

(x
1

, w
1

)  llapotba jutunk, ahol x
1

∈ RN , w
1

∈ W
1

⊂ RM ,

�s k�zben k
1

(x
1

, w
1

) k�lts�g l�p fel, majd ha egy w
2

vez�rl�st v lasztunk, az x
3

=

ϕ
2

(x
2

, w
2

)  llapotba jutunk, ahol x
2

∈ RN , w
2

∈ W
2

⊂ RM , �s k�zben k
2

(x
2

, w
2

)

k�lts�g l�p fel stb. (P�ld ul lehet xj �sszesen N k�miai anyag eloszl sa a j-edik l�p�s
el�tt egy vegyipari gy rt si folyamatban.) A ϕj �s kj f�ggv�nyek adottak, �s  lljon
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a gy rt s �sszesen n l�p�sb�l; az utols¢ k�lts�gbe annak a k�lts�g�t is bele�rtj�k,

hogy a v�gterm�k elmarad valamely �ide lis" v�gterm�kt�l. Legyen

Kr(xr, wr, wr+1

, . . . , wn) :=

n
∑

j=r

kj(xj , wj)

az utols¢ n− r + 1 l�p�s k�lts�ge, �s

(r, xr) 7→ Sr(xr) := inf

wr,... ,wn

Kr(xr , wr, wr+1

, . . . , wn), Sn+1

(xn+1

) ≡ 0

az £gynevezett Bellman-f�ggv�ny .

* 19.37. T�tel. Az el�z� pont jel�l�seivel,

(1) a Bellman-f�ggv�nyre

Sr(xr) = inf

wr∈Wr

kr(xr, wr) + Sr+1

(

ϕr(xr , wr)
)

, ha r = 1, . . . , n;

(2) az xr �s wj ∈ Wj , j = r, . . . , n v ltoz¢kra a xj+1

= ϕj(xj , wj), j = r, . . . , n
�rt�kekkel pontosan akkor teljes�l, hogy

Sr(xr) = Kr(xr, wr , wr+1

, . . . , wn),

ha

Sj(xj) = kj(xj , wj) + Sj+1

(xj+1

), j = r, . . . , n.

Bizony¡t s. (1)-hez nyilv n

Kr(xr , wr, wr+1

, . . . , wn) = kr(xr, wr) +Kr+1

(

ϕ(xr , wr), wr+1

, . . . , wn
)

teljes�l a k�lts�gekre. Mivel nyilv n

inf

wr ,... ,wn

Kr(xr, wr, wr+1

, . . . , wn) = inf

wr

inf

wr+1,... ,wn

Kr(xr , wr, wr+1

, . . . , wn),

kapjuk (1)-et.

(2)-h�z tetsz�leges wj ∈ Wj , j = r, . . . , n-re a megfelel� xj+1

= ϕj(xj , wj),
j = r, . . . , n �rt�kekkel

Sr(xr) ≤ kr(xr, wr) + Sr+1

(xr+1

) ≤ . . . ≤ Kr(xr , wr, wr+1

, . . . , wn).

Ha az adott �rt�kekre egyenl�s�g  ll, akkor minden�tt egyenl�s�gnek kell  llnia, ¡gy

kapjuk (2)-t.
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* 19.38. K�vetkezm�ny: Bellman-f�le optimum elv. A k�vetkez� k�t  ll¡t s

ekvivalens:

(1) az x
1

�s wj ∈ Wj , j = 1, . . . , n v ltoz¢kra az xj+1

= ϕj(xj , wj), j = 1, . . . , n
�rt�kekkel

S
1

(x
1

) = K
1

(x
1

, w
1

, w
2

, . . . , wn);

(2) az x
1

�s wj ∈ Wj , j = 1, . . . , n v ltoz¢kra az xj+1

= ϕj(xj , wj), j = 1, . . . , n
�rt�kekkel

Sm(xm) = Km(xm, wm, wm+1

, . . . , wn)

teljes�l, ha m = 1, 2, . . . , n.

* 19.39. Bellman m¢dszere. Meghat rozva az optim lis vez�rl�seket az

Sj(xj) = kj(xj , wj) + Sj+1

(xj+1

)

egyenletekb�l j = n, n− 1, . . . , 1-re xj f�ggv�ny�ben, kapjuk az optim lis vez�rl�st.

A k�vetkez� �lunk a Lagrange-elv  ltal nos¡t sa Banah-terekre, egyenl�tlen-

s�g t¡pus£ felt�teleket is megengedve. Az eszk�z a Dubovikij{Miljutyin-elm�let lesz.

A Lagrange-elv  ltal nos alakja lehet�v� teszi a Pontrjagin-f�le maximumelv bizo-

ny¡t s t is. R�szben P les [102℄ jegyzet�t, r�szben Zeidler [147℄ k�nyv�t k�vetj�k.

* 19.40. Konvex f�ggv�nyek. Egy X val¢s norm lt t�r egy r�szhalmaz t

[−∞,+∞℄-be k�pez� F f�ggv�nyt konvexnek nevez�nk, ha 0 < α < 1 eset�n

F
(

αx + (1− α)y
)

≤ αF (x) + (1− α)F (y),

valah nyszor a jobb oldal �rtelmezve van. Minden ilyen f�ggv�nyt kiterjeszthet�nk

az eg�sz X-en konvex f�ggv�nny�, ha az eredeti �rtelmez�si tartom ny n k¡v�l +∞-

nek de�ni ljuk. Nyilv n ha F nem vette fel a +∞ �rt�ket, akkor visszakaphatjuk

a kiterjeszt�sb�l. Ǳltal nosabban, azon pontok halmaza, ahol F (x) < +∞, egy

konvex halmaz. Ha ezen a halmazon valahol F (x) = −∞, akkor az eg�sz halmazon.

* 19.41. Ǳll¡t s. Egy X norm lt teret [−∞,+∞℄-be k�pez� F f�ggv�nyre az

al bbiak ekvivalensek:

(1) F folytonos x-ben;

(2) F fel�lr�l korl tos az x egy k�rnyezet�ben.

Tov bb  ha egy U ny¡lt halmazon F v�ges �s valamely pontj ban folytonos, akkor

az eg�sz U -n folytonos.

Bizony¡t s. Nyilv n (1)-b�l k�vetkezik (2). A megford¡t shoz feltehetj�k,

hogy x = 0, F (x) = 0. Tegy�k fel, hogy Ur(0)-n F -nek fels� korl tja M . Ha

0 < ε < 1, akkor

y = (1− ε) · 0 + ε
y

ε
, 0 =

1

1 + ε
y +

ε

1 + ε

−y
ε
,
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¡gy ha y ∈ Uεr(0), akkor

F (y) ≤ (1− ε)F (0) + εF (y/ε) ≤ εM,

�s ha −y ∈ Uεr(0), akkor

F (y) ≥ (1 + ε)F (0)− εF (−y/ε) ≥ −εM.

A m sodik  ll¡t s bizony¡t s hoz feltehetj�k, hogy 0 ∈ U �s F a 0-ban foly-

tonos. Az F fel�lr�l korl tos valamilyen M -mel valamely Ur(0)-n. Legyen x ∈ U
�s v lasszunk olyan ̺ > 1-et, amelyre ̺x ∈ U . A h(y) = (1 − 1/̺)y + (1/̺)(̺x)
�sszef�gg�ssel de�ni lt h homeomor�zmusaX-nek �nmag ra, h(0) = x, ¡gy h a nulla
Ur(0) k�rnyezet�t x egy h

(

Ur(0)
)

k�rnyezet�re k�pezi. Mivel

F
(

h(y)
)

≤ (1− 1/̺)F (y) +
1

̺
F (̺x) ≤ (1− 1/̺)M +

1

̺
F (̺x),

�s mivel (2)-b�l k�vetkezik (1), F folytonos x-ben. �

* 19.42. K�vetkezm�ny. V�ges dimenzi¢s norm lt t�r ny¡lt konvex r�szhalma-

z n val¢s �rt�k� konvex f�ggv�ny folytonos.

Bizony¡t s. Legyen F az eredeti U �rtelmez�si tartom nyon k¡v�l +∞, �s

legyen x ∈ U . Feltehetj�k, hogy x = 0. V lasszunk egy S ⊂ U szimplexet, amely

belsej�ben tartalmazza a 0-t, p�ld ul a szok sos b zisvektorok �s �sszeg�k ellentettje

konvex burk nak ε-szoros t egy alkalmas ε > 0-ra. Mivel F korl tos S-en, folytonos
a belsej�ben, ¡gy 0-ban is. �

* 19.43. De�n¡i¢. Egy X val¢s norm lt t�r (vagy ak r line ris t�r) egy K
r�szhalmaz t k£pnak nevezz�k, ha u ∈ K, α > 0 eset�n αu ∈ K.

A K ⊂ X k£p du lis k£pja a

K+

=

{

f ∈ X∗
: f(u) ≥ 0, ha u ∈ K

}

halmaz. Nyilv nval¢, hogy K+

konvex, z rt �s nem �res k£p X∗
-ban.

Legyen U ⊂ X ny¡lt. A h
0

∈ X vektort az F : U → R f�ggv�ny u
0

∈ U -beli
s�kken�si ir ny nak nevezz�k, ha van olyan ε > 0 �s V k�rnyezete h

0

-nak, hogy

0 < t < ε, h ∈ V eset�n

F
(

u
0

+ th)
)

− F (u
0

)

t
< 0.

Ha N ⊂ X , a h
0

∈ X vektort az u
0

∈ X-ben N -re n�zve megengedett ir nynak

nevezz�k, ha van olyan ε > 0 �s V k�rnyezete h
0

-nak, hogy 0 < t < ε, h ∈ V eset�n

u
0

+ th ∈ N .

Ha N ⊂ X , a h ∈ X vektort az u
0

∈ X-ben N -re n�zve f�l�rint� ir nynak

nevezz�k, ha van olyan ε > 0 �s t 7→ u(t) g�rbe, hogy u(t) = u
0

+ th+ω(t) ∈ N , ha

0 < t < ε, ahol limt↓0 ω(t)/t = 0.

Vil gos, hogy a megengedett ir nyok egyben f�l�rint� ir nyok is, a f�l�rint�

ir nyok, a megengedett ir nyok �s a s�kken�si ir nyok is k£pot alkotnak, �s a k�t

ut¢bbi ny¡lt.
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A Dubovikij{Miljutyin-elm�let alapgondolata egyszer�: ha F -nek u
0

-ban mi-

nimuma van N -nen, akkor nem lehet olyan s�kken�si ir ny, amely megengedett

ir ny. Pontosabban, az al bbi lemma teljes�l.

* 19.44. Dubovikij{Miljutyin-lemma. Legyen X val¢s norm lt t�r, U ⊂
X ny¡lt �s F

0

: U → R tetsz�leges f�ggv�ny, N
1

, . . . , Nn, Nn+1

⊂ X tetsz�leges

halmazok. Az

F
0

(u) → min, u ∈
n+1

⋂

j=1

Nj

felt�teles minimumfeladat u
0

megold s ra

n+1

⋂

i=0

Ki = ∅,

ahol K
0

az F
0

f�ggv�ny u
0

-beli s�kken�si ir nyainak k£pja, Kj az Nj halmaz u
0

-

beli megengedett ir nyainak k£pja, Kn+1

pedig az Nn+1

halmaz u
0

-beli f�l�rint�

ir nyainak k£pja.

Bizony¡t s. Tegy�k fel, hogy a metszet nem �res, h
0

egy eleme. Ekkor l�tezik

egy V k�rnyezete h
0

-nak, ε > 0, �s ω : [0, ε[ → X , hogy

F
0

(u
0

+ th) < F (u
0

), u
0

+ th ∈
n
⋂

j=1

Nj , u
0

+ th
0

+ ω(t) ∈ Nn+1

,

ha 0 < t < ε, h ∈ V , tov bb  limt↓0 ω(t)/t = 0. Cs�kkentve ε-t, feltehetj�k, hogy
h(t) = h

0

+ ω(t)/t ∈ V , ha 0 < t < ε. Ekkor u
0

+ th(t) ∈ Nj , ha j = 1, . . . , n, n+ 1

�s F
0

(

u
0

+ th(t)
)

< F
0

(u
0

), ha 0 < t < ε, ami ellentmond s. �

* 19.45. Dubovikij{Miljutyin elv laszt si lemma. LegyenX val¢s norm lt

t�r, K
0

, . . . ,Kn,Kn+1

⊂ X , n ≥ 0 nem �res konvex k£pok, �s tegy�k fel, hogy

K
0

, . . . ,Kn ny¡ltak. Ekkor

n+1

⋂

i=0

Ki = ∅

pontosan akkor teljes�l, ha l�teznek nem mind nulla fi ∈ K+

i funkion lok, hogy

f
0

+ · · ·+ fn + fn+1

= 0.

Bizony¡t s. Az el�gs�gess�g bizony¡t s hoz vegy�k �szre, hogy f
0

= 0, . . . ,
fn = 0 nem lehets�ges, mert akkor minden fj nulla lenne. Legyen fj 6= 0, fj(v) 6= 0.

Ha u a metszet egy eleme lenne, akkor fj(u + λv) ≥ 0 lenne, ha |λ| el�g kisi,

ahonnan fj(u) > 0 k�vetkezne. Mivel fi ∈ K+

i , minden fi nemnegat¡v a metszeten,

nem lehet az �sszeg�k nulla u-ban.
A sz�ks�gess�g bizony¡t s hoz legyen A = K

0

× · ×Kn �s

B =

{

(u, u, . . . , u) ∈ Xn+1

: u ∈ Kn+1

}

.
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Az A �s B diszjunk nem �res konvex k£pok Xn+1

-ben, A ny¡lt. A Hahn{Banah-

t�tel elv laszt si alakja szerint van olyan f 6= 0 �s c ∈ R, hogy f(b) ≤ c ≤ f(a), ha
a ∈ A, b ∈ B. Mivel A �s B k£pok, λ > 0 eset�n λf(b) ≤ c ≤ λf(a) is teljes�l,
ahonnan λ ↓ 0 hat r tmenettel c = 0. Legyen f

0

(u) = f(u, 0, . . . , 0), . . . , fn(u) =
(0, . . . , 0, u) �s fn+1

(u) = −f(u, u, . . . , u). Nyilv n fn+1

(u) ≥ 0, ha u ∈ Kn+1

.

Mivel f nem nulla, �s f(u
0

, u
1

, . . . , un) = f
0

(u
0

) + f
1

(u
1

) + · · · + fn(un), a jobb

oldalon szerepl� funkion lok valamelyike nem nulla. Ha ui ∈ Ki r�gz¡tett, akkor

(λu
0

, . . . , λuj−1

, uj , λuj+1

, . . . , λun) ∈ A,

¡gy

λf
0

(u
0

) + · · ·+ λfj−1

(uj−1

) + fj(uj) + λfj+1

(uj+1

) + · · ·+ λfn(un) ≥ 0,

ahonnan λ ↓ 0 hat r tmenettel fj(uj) ≥ 0, ha uj ∈ Kj . �

* 19.46. Dubovikij{Miljutyin-t�tel. A Dubovikij{Miljutyin-lemma jel�l�-

seivel, az ottani felt�teles minimumfeladatot k¡v njuk vizsg lni. Tegy�k fel, hogy

n ≥ 0, N◦
j 6= ∅, ha j = 1, . . . , n, �s K

0

, . . . ,Kn+1

konvex nem �res halmazok. Ekkor

(1) Sz�ks�ges felt�tel: ha u
0

-ban felt�teles minimum van, akkor l�teznek fi ∈ K+

i ,

i = 0, . . . , n+ 1 nem mind nulla funkion lok, hogy f
0

+ · · ·+ fn+1

= 0.

(2) Nemelfajul s: ha

⋂

i6=k

Ki 6= ∅,

akkor fk 6= 0.

(3) El�gs�ges felt�tel: az (1)-ben szerepl� sz�ks�ges felt�tel el�gs�ges is, ha m�g

teljes�l az is, hogy F
0

: X → R konvex �s folytonos, tov bb  teljes�l a Slater-

felt�tel: van olyan h, amelyre h ∈ N◦
j , j = 1, . . . , n �s h ∈ Nn+1

.

A sz�ks�ges felt�tel nyilv n lok lis felt�teles minimum eset�n is fenn ll.

Bizony¡t s. A sz�ks�ges felt�tel k�vetkezik a Dubovikij{Miljutyin-lemm b¢l

�s Dubovikij{Miljutyin elv laszt si lemm b¢l.

Ha fk = 0 �s ∩i6=kKi 6= ∅ lenne, akkor f
0

+ · · · + fn+1

= 0 ellentmondana a

Dubovikij{Miljutyin elv laszt si lemm nak.

Az el�gs�gess�g bizony¡t s hoz tegy�k fel indirekt, hogy van olyan u
1

, amire

F
0

(u
1

) < F
0

(u
0

) �s u
1

∈ Nj , j = 1, . . . , n + 1. Legyen u = tu
1

+ (1 − t)h, ha
0 < t < 1. A Slater-felt�tel szerint u ∈ N◦

j �s u ∈ Nn+1

. A Ki de�n¡i¢ja szerint

u− u
0

∈ Ki, ha i ≥ 1. Ha megmutatjuk, hogy u− u
0

∈ K
0

, akkor az a Dubovikij{

Miljutyin elv laszt si lemma miatt ellentmond (1)-nek. Az F
0

folytonoss ga miatt

tal lhatunk olyan kis t > 0-t, hogy F
0

(u) < F
0

(u
0

). Ha 0 < ε < 1, akkor

F
0

(

u
0

+ ε(u− u
0

)

)

≤ εF
0

(u) + (1− ε)F
0

(u
0

),

ahonnan

lim

ε↓0

F
0

(

u
0

+ ε(u− u
0

)

)

− F
0

(u
0

)

ε
≤ F

0

(u)− F
0

(u
0

) < 0,

azaz u− u
0

∈ K
0

; a hat r�rt�k l�tez�se F
0

konvexs�g�b�l k�vetkezik. �
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* 19.47. De�n¡i¢. Legyen X val¢s vektort�r, U ⊂ X ny¡lt, u
0

∈ U �s F : U →
R. Az F s�kken�si ir nyait az

�

�δF (u
0

;h
0

) = lim sup

t↓0,h→h
0

F (u
0

+ th)− F (u
0

)

t

mennyis�g seg¡ts�g�vel k¡v njuk vizsg lni. A lim sup £gy �rtend�, hogy mindazon

α b�v¡tett val¢s sz mok halmaz nak a pontos als¢ korl tja, amelyekhez van olyan

ε > 0 �s V k�rnyezete h
0

-nak, hogy 0 < t < ε �s h ∈ V eset�n

F (u
0

+ th)− F (u
0

)

t
≤ α.

K�nny� l tni, hogy a h 7→ �

�δF (u
0

;h) lek�pez�s pozit¡v homog�n �s fel�lr�l f�lig

folytonos. A k�nnyebben kezelhet�

δF (u
0

;h
0

) = lim sup

t↓0

F (u
0

+ th
0

)− F (u
0

)

t

mennyis�get is haszn lni fogjuk, ami megegyezik az ir ny menti deriv lttal, ha az

l�tezik. Nyilv n

δF (u
0

;h
0

) ≤ �

�δF (u
0

;h
0

),

ha h
0

∈ X . A k�t mennyis�g gyakran megegyezik.

Ha h 7→ �

�δF (u
0

;h) konvex �s van olyan h
1

∈ X , hogy

�

�δF (u
0

;h
1

) < 0, akkor a

r�vids�g kedv��rt azt fogjuk mondani, hogy F regul ris az u
0

-ban.

* 19.48. T�tel. LegyenX val¢s norm lt t�r, U ⊂ X konvex ny¡lt halmaz, u
0

∈ U
�s F : U → R. Ha az

(1) F folytonos konvex f�ggv�ny;

(2) F Lipshitz-f�ggv�ny;

(3) F di�ereni lhat¢ u
0

-ban

felt�telekb�l valamelyik teljes�l, akkor

�

�δF (u
0

;h
0

) = δF (u
0

;h
0

)

minden h
0

∈ X-re.

Bizony¡t s. Csak a ≤-t kell bizony¡tanunk. Az (1) esetben legyen

α > lim sup

t↓0

F (u
0

+ th
0

)− F (u
0

)

t

tetsz�leges. Ekkor van olyan ε > 0, hogy

F (u
0

+ εh
0

)− F (u
0

)

ε
< α.
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Ha 0 < t < ε, akkor

F (u
0

+ th) ≤ F
(

(1− t/ε)u
0

+ (t/ε)(u
0

+ εh)
)

≤ (1− t/ε)F (u
0

) + (t/ε)F (u
0

+ εh),

ez�rt

�

�δF (u
0

, h
0

) ≤ lim sup

t↓0,h→h
0

(1− t/ε)F (u
0

) + (t/ε)F (u
0

+ εh)

t

= lim sup

t↓0,h→h
0

F (u
0

+ εh)− F (u
0

)

ε
= lim sup

h→h
0

F (u
0

+ εh)− F (u
0

)

ε
< α;

az utols¢ l�p�sben a folytonoss got haszn ltuk.

A (2) esetben, ha L egy Lipshitz-konstans, akkor

F (u
0

+ th) ≤ F (u
0

+ th
0

) + tL‖h− h
0

‖,

ha t el�g kisi. �gy

�

�δF (u
0

, h
0

) ≤ lim sup

t↓0,h→h
0

(

F (u
0

+ th
0

)− F (u
0

)

t
+ L‖h− h

0

‖
)

≤ lim sup

t↓0

F (u
0

+ th
0

)− F (u
0

)

t
+ lim sup

h→h
0

L‖h− h
0

‖

= lim sup

t↓0

F (u
0

+ th
0

)− F (u
0

)

t
.

V�g�l a (3) esetben, ha ω(h) = F (u
0

+ h)− F (u
0

)− F ′
(u

0

)h, akkor

�

�δF (u
0

, h
0

) ≤ lim sup

t↓0,h→h
0

F ′
(u

0

)th+
∥

∥ω(th)
∥

∥

t

≤ lim sup

h→h
0

F ′
(u

0

)h+ lim sup

t↓0,h→h
0

∥

∥ω(th)
∥

∥

‖th‖ ‖h‖

= F ′
(u

0

)h
0

. �

* 19.49. K�vetkezm�ny. Ha F konvex �s folytonos u
0

-ban, akkor h 7→ �

�δF (u
0

;h)
konvex �s

�

�δF (u
0

;h) = lim

t↓0

F (u
0

+ th)− F (u
0

)

t

v�ges.

Bizony¡t s. Mivel F minden�tt folytonos, ¡gy

�

�δF (u
0

;h) = δF (u
0

;h), �s mivel

t 7→ F (u
0

+ th)− F (u
0

)

t
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monoton n�veked� f�ggv�nye t-nek, l�tezik �s v�ges a jobb oldali hat r�rt�k, �s

nyilv n megegyezik δF (u
0

;h)-val. Ha h
1

, h
2

∈ X tetsz�leges, akkor

F
(

u
0

+ t
(

αh
1

+ (1− α)h
2

)

)

≤ αF
(

u
0

+ th
1

)

+ (1− α)F
(

u
0

+ th
2

)

.

Innen

δF
(

u
0

;αh
1

+ (1− α)h
2

)

≤ αδF (u
0

;h
1

) + (1− α)δF (u
0

;h
2

). �

* 19.50. T�tel. Legyen X val¢s norm lt t�r, U ⊂ X ny¡lt, u
0

∈ U �s F : U → R.

Ha h
0

az F s�kken�si ir nya u
0

-ban, akkor

�

�δF (u
0

;h
0

) ≤ 0. Ha

�

�δF (u
0

;h
0

) < 0

akkor h
0

az F s�kken�si ir nya u
0

-ban. Ha F regul ris u
0

-ban, akkor az ut¢bbi

felt�tel sz�ks�ges �s el�gs�ges ahhoz, hogy h
0

s�kken�si ir ny legyen, �s a s�kken�si

ir nyok halmaza nem �res konvex k£p.

Bizony¡t s. Az els� k�t  ll¡t s nyilv nval¢ a de�n¡i¢b¢l. Az utols¢  ll¡t s

bizony¡t s hoz legyen h
0

s�kken�si ir ny. Mivel h
0

bels� pontja a s�kken�si ir nyok

k£pj nak, van olyan 0 < t < 1, hogy h′ = h
0

− th
1

/(1− t) is s�kken�si ir ny, ¡gy
�

�δF (u
0

;h′) ≤ 0. A konvexit st alkalmazva

�

�δF (u
0

;h
0

) =

�

�δF
(

u
0

, th
1

+ (1− t)h′
)

≤ t��δF (u
0

;h
1

) + (1− t)��δF (u
0

;h′) < 0.

Ezek szerint a s�kken�si ir nyok k£pja a

{

h : ��δF (u
0

;h) < 0

}

n¡v¢halmaz, ami mint

konvex f�ggv�ny n¡v¢halmaza, konvex. �

* 19.51. T�tel. Legyen X val¢s norm lt t�r, U ⊂ X ny¡lt, u
0

∈ U , F : U → R

�s

N =

{

u ∈ U : F (u) ≤ F (u
0

)

}

.

Ha h
0

az N megengedett ir nya u
0

-ban, akkor

�

�δF (u
0

;h
0

) ≤ 0. Ha

�

�δF (u
0

;h
0

) <
0 akkor h

0

az N megengedett ir nya u
0

-ban. Ha F regul ris u
0

-ban, akkor az

ut¢bbi felt�tel sz�ks�ges �s el�gs�ges ahhoz, hogy h
0

megengedett ir ny legyen, �s a

megengedett ir nyok halmaza nem �res konvex k£p.

Bizony¡t s. Hasonl¢an bizony¡that¢, mint az el�z� t�tel. �

* 19.52. Lemma: korl tos jobbinverz l�tez�se. Legyenek X �s Y Banah-

terek �s A egy X-et Y -ra k�pez� korl tos line ris oper tor. Ekkor l�tezik olyan

J : Y → X (nem felt�tlen�l line ris �s nem is felt�tlen�l folytonos) lek�pez�s �s K
val¢s konstans, hogy A

(

J(y)
)

= y �s

∥

∥J(y)
∥

∥ ≤ K‖y‖ minden y ∈ Y -ra.

Bizony¡t s. Mivel A folytonos, ker(A) z rt, ¡gy | mint k�nnyen l that¢ | az

~X = X/ ker(A) faktort�r Banah-t�r az ‖~x‖ = infx∈~x ‖x‖ norm val �s az

~A~x = Ax,

ha x ∈ ~x �sszef�gg�ssel �rtelmezett oper tor line ris �s folytonos lek�pez�se

~X-nek

Y -ra, amely korl tos ‖A‖-val. Alkalmazva Banah-nak a korl tos inverzre vonatkoz¢
t�tel�t,

~A inverze, a

~J : Y → ~X oper tor korl tos. Minden y ∈ Y eset�n v lasszunk

egy J(x)-szel jel�lt elemet a ~Jy oszt lyb¢l £gy, hogy
∥

∥J(x)
∥

∥ ≤ 2‖ ~Jy‖ teljes�lj�n. �
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* 19.53. K�vetkezm�ny: z rt k�pt�r t�tel. Legyenek X , Y �s Z Banah-

terek �s A : X → Y , B : X → Z korl tos line ris oper torok. Tegy�k fel, hogy

rng(A) �s B
(

ker(A)
)

z rt alterek. Ekkor a Cx = (Ax,Bx) �sszef�gg�ssel de�ni lt
lek�pez�s Y × Z-beli k�ptere is z rt.

Bizony¡t s. Az A : X → rng(A) lek�pez�snek l�tezik egy J jobbinverze,

amelyre

∥

∥J(y)
∥

∥ ≤ K‖y‖ teljes�l. Ha (y, z) a rng(C) lez rtj ban van, akkor van

olyan xn sorozat, hogy (Axn, Bxn) → (y, z). Mivel y ∈ rng(A), �rtelmezhetj�k az

x′n = J(Axn − y) sorozatot, amelyre A(xn − x′n) = y �s ‖x′n‖ ≤ K‖Axn − y‖ → 0.

Innen Bx′n → 0 �s ¡gy B(xn − x′n) → z. Teh t z benne van a {Bx : x ∈ X,Ax = y}
halmaz lez rtj ban, ami a B

(

ker(A)
)

z rt alt�r eltoltja, teh t z rt. Ez�rt van olyan

x ∈ X , amelyre Ax = y �s Bx = z. �

* 19.54. Luszternyik t�tele. Legyenek X �s Y Banah-terek, U ⊂ X ny¡lt

halmaz �s F : U → Y folytonosan di�ereni lhat¢ f�ggv�ny. Legyen u
0

∈ U �s

tegy�k fel, hogy F ′
(u

0

) �rt�kk�szlete Y . Ekkor l�tezik u
0

-nak egy U
0

k�rnyezete,

egy K konstans �s egy ϕ : U
0

→ X lek�pez�s, hogy u ∈ U
0

eset�n

F
(

u+ ϕ(u)
)

= F (u
0

) �s

∥

∥ϕ(u)
∥

∥ ≤ K
∥

∥F (u)− F (u
0

)

∥

∥.

A t�telt �s az els� k�vetkezm�ny�t elolvasva az az �rz�s�nk t madhat, hogy az

impliit f�ggv�ny t�tel seg¡ts�g�vel enn�l t�bbet is be tudunk bizony¡tani. A gondot

az okozza, hogy a ker

(

F ′
(u

0

)

)

z rt alt�r nem felt�tlen�l �has¡tja" az X teret, azaz

nem biztos, hogy van hozz  olyan z rt alt�r, hogy X a kett� direkt �sszege.

Bizony¡t s. A m¢dos¡tott Newton-m¢dszer alkalmaz s val t�rt�nik. Az  l-

tal noss g megszor¡t sa n�lk�l feltehetj�k, hogy u
0

= 0 �s F (u
0

) = 0. A lemma

szerint az A = F ′
(0) oper torhoz tartoz¢ jobbinverz legyen J , �s K > 0 a megfelel�

konstans. A folytonos di�ereni lhat¢s g �s a k�z�p�rt�k-egyenl�tlens�g seg¡ts�g�vel

v lasszunk olyan ε > 0-t, hogy U tartalmazza az ε-n l kisebb norm j£ elemeket �s

teljes�lj�n

(1)

∥

∥F (u′)− F (u′′)− F ′
(0)(u′ − u′′)

∥

∥ ≤ 1

2K
‖u′ − u′′‖,

ha ‖u′‖ < ε �s ‖u′′‖ < ε. V lasszunk olyan δ > 0-t, hogy ‖u‖ < δ eset�n fenn lljon

‖u‖+K
∥

∥F (u)
∥

∥ < ε/2. Ha ‖x‖ < δ, akkor legyen x
0

= x �s

(2) xn+1

= xn − J
(

F (xn)
)

, ha n ≥ 0.

Induki¢val megmutatjuk, hogy ‖xn‖ < ε, ha n ≥ 0. Ez n = 0-ra nyilv nval¢, �s

‖x
1

− x
0

‖ ≤
∥

∥

∥
J
(

F (x
0

)

)

∥

∥

∥
≤ K

∥

∥F (x
0

)

∥

∥,
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ahonnan ‖x
1

‖ ≤ ‖x
0

‖ + ‖x
1

− x
0

‖ < ε/2. Induki¢val, tegy�k fel, hogy ‖xi‖ < ε
teljes�l, ha i = 0, 1, . . . , k. A (2) de�n¡i¢t  trendezve �s mindk�t oldalra alkalmazva

F ′
(0)-t,

(3) F ′
(0)(xi+1

− xi) + F (xi) = 0,

ha i = 0, 1, . . . , k. Ebb�l, felhaszn lva (1)-et

(4)

‖xi+1

− xi‖ =
∥

∥

∥
J
(

F (xi)
)

∥

∥

∥
≤ K

∥

∥F (xi)
∥

∥

= K
∥

∥F (xi)− F (xi−1

)− F ′
(0)(xi − xi−1

)

∥

∥

≤ 1

2

‖xi − xi−1

‖.

Innen azonnal ad¢dik, hogy

(5) ‖xi+1

− xi‖ ≤ ‖x
1

− x
0

‖
2

i
<

ε

2

i+1

,

ha i = 0, 1, . . . , k. A h romsz�g-egyenl�tlens�g felhaszn l s val

‖xk+1

‖ ≤ ‖xk+1

− xk + xk − . . .− x
1

+ x
1

‖

<
ε

2

(

1

2

k
+

1

2

k−1

+ · · ·+ 1

2

+ 1

)

< ε,

amivel az induki¢t befejezt�k.

A (4) �s (5) egyenl�tlens�gek ism�telt felhaszn l s val azt kapjuk, hogy

‖xn+m − xn‖ ≤
(

1

2

m−1

+ · · ·+ 1

)

‖xn+1

− xn‖

< 2‖xn+1

− xn‖ ≤ ‖x
1

− x
0

‖
2

n−1

.

A sorozat teh t Cauhy-sorozat, legyen a hat r�rt�ke ψ(x). Megmutatjuk, hogy a

ϕ(x) = ψ(x) − x f�ggv�nnyel teljes�l a t�tel  ll¡t sa K helyett 2K-val. Alkalmazva

az (5) egyenl�tlens�get

‖xn − x‖ <
(

1

2

n−1

+ · · ·+ 1

2

+ 1

)

‖x
1

− x‖ < 2‖x
1

− x‖

ad¢dik, amib�l n→ ∞ eset�n azt kapjuk, hogy

∥

∥ϕ(x)
∥

∥

=

∥

∥ψ(x) − x
∥

∥ ≤ 2‖x
1

− x‖ =
∥

∥

∥
J
(

F (x)
)

∥

∥

∥
≤ 2K

∥

∥F (x)
∥

∥,

ahonnan

∥

∥ψ(x)
∥

∥ ≤ ‖x‖+ 2‖x
1

− x‖ ≤ 2

(

‖x‖+K
∥

∥F (x)
∥

∥

)

< ε.

Az (1) egyenl�tlens�g szerint F folytonos az ε-n l kisebb norm j£ pontokban, ez�rt

ψ(x)-ben is. Alkalmazva (3)-at, a bizony¡tand¢

F
(

x+ ϕ(x)
)

= F
(

ψ(x)
)

= lim

n→∞
F (xn) = − lim

n→∞
F ′
(0)(xn+1

− xn) = 0

�sszef�gg�st kapjuk. �
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* 19.55. K�vetkezm�ny. Ha F ′
(u

0

)h = 0, akkor

∥

∥ϕ(u
0

+ h)
∥

∥/‖h‖ → 0, amint

h→ 0.

Bizony¡t s.

∥

∥ϕ(u
0

+ h)
∥

∥ ≤ K
∥

∥F
(

u
0

+ h)− F (u
0

)

∥

∥

=

∥

∥F (u
0

+ h)− F (u
0

)− F ′
(u

0

)h
∥

∥

≤ ‖h‖ sup

‖u−u
0

‖≤ε

∥

∥F ′
(u)− F ′

(u
0

)

∥

∥,

ha ‖h‖ ≤ ε. �

* 19.56. K�vetkezm�ny. Ha

N =

{

u ∈ U : F (u) = 0

}

,

akkor N f�l�rint� ir nyainak halmaza kerF ′
(u

0

).

Bizony¡t s. Azt, hogy kerF ′
(u

0

) elemei f�l�rint� ir nyok, adja az el�z� k�-

vetkezm�ny. Ha h
0

f�l�rint� ir ny, akkor van olyan ε > 0 �s ω : ℄0, ε[ → X , hogy

F
(

u
0

+ th
0

+ ω(t)
)

= 0, ha 0 < t < ε �s limt↓0 ω(t)/t = 0. Mivel F di�ereni lhat¢

u
0

-ban, ̺(h) = F (u
0

+ h)− F (u
0

)− F ′
(u

0

)h jel�l�ssel limh→0

̺(h)/‖h‖ = 0. Mivel

F (u
0

) = 0,

0 =

F
(

u
0

+ th
0

+ ω(t)
)

t
=

F ′
(u

0

)

(

th
0

+ ω(t)
)

+ ̺
(

th
0

+ ω(t)
)

t

= F ′
(u

0

)

(

h
0

+ ω(t)/t
)

+

̺
(

th
0

+ ω(t)
)

∥

∥th
0

+ ω(t)
∥

∥

∥

∥h
0

+ ω(t)/t
∥

∥.

Innen t ↓ 0 hat r tmenettel kapjuk, hogy F ′
(u

0

)h
0

= 0. �

* 19.57. T�tel. Legyen X val¢s norm lt t�r, g : X → R fel�lr�l f�lig folytonos

pozit¡v homog�n �s konvex f�ggv�ny, amire g(h
0

) < 0 valamely h
0

∈ X-re. Ekkor a

K =

{

h ∈ X : g(h) < 0

}

k£p adjung lt k£pja

{

f ∈ X∗
: van olyan λ ≥ 0, hogy f ≥ −λg

}

.

(Itt 0 · ±∞ = 0.)

Bizony¡t s. Az nyilv nval¢, hogy ennek a halmaznak az elemei K+

-ban van-

nak. Legyen f ∈ K+

. AK nem �res konvex ny¡lt halmaz. Ha f sehol sem pozit¡vK-

n, akkor f = 0, �s λ = 0 v laszthat¢. Egy�bk�nt az A =

{

(h, t) ∈ X ×R : g(h) < t
}

�s B =

{

(h, 0) ∈ X × R : f(h) = 0

}

nem �res konvex halmazok, A ny¡lt, B z rt.

Ha (h, t) a metszetben lenne, akkor g(h) < 0 �s f(h) = 0 teljes�lne. Ez lehetetlen,

mivel f valahol pozit¡v, �s innen az �sszek�t� egyenesen h fel� mozogva, t£ljutva

h-n negat¡vv  v lna, ami ellentmond annak, hogy f ∈ K+

. Alkalmazva a Hahn{

Banah-t�tel elv laszt si alakj t, olyan nem nulla F ∈ (X ×R)∗ line ris funkion lt



87

�s c konstanst kapunk, amelyre F |B ≤ c ≤ F |A. Mivel B alt�r, feltehetj�k, hogy

c = 0. �gy F (h, 0) ≤ 0, ha f(h) = 0 �s F (h, t) = F (h, 0) + tF (0, 1) ≥ 0, ha g(h) < t.
Az els� egyenl�tlens�gb�l a h 7→ F (h, 0) lek�pez�s elt�nik az f nullter�n, ¡gy annak

konstansszorosa, mondjuk F (h, 0) = kf(h). A m sodik egyenl�tlens�gb�l t → +∞
hat r tmenettel F (0, 1) ≥ 0, majd t ↓ g(h) hat r tmenettel kf(h)+ g(h)F (0, 1) ≥ 0

minden h-ra. Ha F (0, 1) = 0 lenne, akkor innen F = 0 ad¢dna, ami ellentmond s.

Mivel g(h
0

) < 0, kf(h
0

) > 0. Mivel f nemnegat¡v K-n, ez sak £gy teljes�lhet, ha

k > 0. A λ = F (0, 1)/k v laszt ssal k�szen vagyunk. �

* 19.58. T�tel. Legyenek X �s Y Banah-terek A az X-et Y -ra k�pez� korl tos

line ris oper tor. Ekkor ker(T )+ = {y∗ ◦ T : y∗ ∈ Y ∗}.
Bizony¡t s. Az egyik ir ny nyilv nval¢. Legyen f ∈ ker(A)+. Ez azt jelenti,

hogy f nulla ker(A)-n, mivel az alt�r. Legyen Cx = (Ax, fx), ha x ∈ X . A z rt

k�pt�r t�tel felt�telei teljes�lnek, ¡gy C k�ptere z rt, azonban a (0, 1) p r nins

benne. V lasszuk el C k�pter�t a (0, 1)-t�l egy H nem nulla line ris funkion llal.

A H nulla rng(C)-n. Feltehetj�k, hogy H(0, 1) = −1. Az y∗(y) = H(y, 0) jel�l�ssel
H(Cx) = y∗

(

A(x)
)

+H(0, 1)fx, azaz f = y∗ ◦A. �

* 19.59. Lagrange-szorz¢k. Az

(1)

F
0

(u) → min, u ∈ N

Fj(u) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , n,

Fn+1

(u) = 0

felt�teles minimumprobl�m t akarjuk tanulm nyozni. Az u
0

-at a felt�teles mini-

mumprobl�ma egy lok lis megold s nak fogjuk nevezni, ha van olyan U
0

k�rnyezete,

hogy F
0

(u) ≥ F
0

(u
0

) minden u ∈ U
0

-ra, ami teljes¡ti az (1)-ben szerepl� mell�kfel-

t�teleket. Sz�ks�ges �s el�gs�ges felt�telt is a λj �s y
∗
Lagrange-szorz¢k seg¡ts�g�vel

adhatunk:

(2)

n
∑

i=0

λi
�

�δFi(u0;u− u
0

) + y∗F ′
n+1

(u
0

)(u− u
0

) ≥ 0, ha u ∈ N ;

(3)

λ
0

, λ
1

, . . . , λn ≥ 0, y∗ ∈ Y ∗

λjFj(u0) = 0, j = 1, 2, . . . , n;

(4)

Fj(u0) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , n,

Fn+1

(u
0

) = 0, u
0

∈ N.

A (2) vari i¢s egyenl�tlens�g az Euler{Lagrange-egyenleteknek felel meg, (3) �s (4)

tov bbi felt�telek. Nyilv n λj = 0 kell legyen, ha Fj(u0) < 0 (j = 1, . . . , n), azaz
ekkor λj nem akt¡v. Figyelj�k meg, hogy ha egy pozit¡v konstanssal megszorozzuk

a Lagrange-szorz¢kat, (2), (3) �s (4) ekvivalens felt�telbe mennek  t, ¡gy ak r azt is

feltehetj�k, hogy vagy λ
0

= 0 (elfajul¢ eset), vagy λ
0

= 1 (nemelfajul¢ eset).
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* 19.60. Ǳltal nos¡tott Kuhn{Tuker-t�tel. Az el�z� pont jel�l�seivel, te-

kints�k az al bbi felt�teleket:

(5) X �s Y val¢s Banah-terek;

(6) U ⊂ X ny¡lt k�rnyezete u
0

-nak, Fi : U → R, a h 7→ �

�δF (u
0

;h) funkion lok
konvexek (i = 0, 1, . . . , n) �s Fj folytonos u0-ban (j = 1, . . . , n);

(7) N konvex r�szhalmaza X-nek, amelynek a belseje nem �res;

(8) Fn+1

: U → Y folytonosan di�ereni lhat¢ U -n;

(9) regularit s: rng

(

F ′
n+1

(u
0

)

)

z rt.

Sz�ks�gess�g: ha (5){(9) teljes�lnek, �s u
0

lok lis megold sa (1)-nek, akkor

l�teznek λ
0

, λ
1

, . . . , λn ≥ 0 val¢s sz mok �s y∗ ∈ Y ∗
, nem mind nulla, hogy (2), (3)

�s (4) teljes�lnek.

El�gs�gess�g: ha (5){(8) teljes�lnek, akkor (2), (3) �s (4)-b�l k�vetkezik, hogy

u
0

megold sa (1)-nek, felt�ve, hogy az al bbi k�t kieg�sz¡t� felt�tel teljes�l:

(10) λ
0

= 1;

(11) F
0

, F
1

, . . . , Fn �s u 7→ y∗Fn+1

(u) konvexek.

Haszn lni fogjuk az L Lagrange-f�ggv�nyt, amelyet az

L(u, λ, y∗) = λ
0

F
0

(u) +
n
∑

i=1

λiFi(u) + y∗Fn+1

(u)

�sszef�gg�ssel de�ni lunk, ahol λ = (λ
1

, λ
2

, . . . , λn).

Bizony¡t s. Az el�gs�gess�get bizony¡t sa teljesen elemi. Legyen

ϕ(t) = L(u
0

+ t(u− u
0

), λ, y∗),

ahol t ∈ [0, 1℄ �s u ∈ N r�gz¡tett. A ϕ f�ggv�ny konvex, valamint (2) szerint

ϕ′
(0+) ≥ 0, ez�rt a [0, 1℄-en ϕ-nek minimuma van 0-ban. Innen k�vetkezik, hogy

L(u
0

, λ, y∗) ≤ L(u, λ, y∗), ha u ∈ N.

Mivel λ
0

= 1, a (3) �s (4) felt�telekb�l

F
0

(u
0

) = L(u
0

, λ, y∗).

Minden u-ra, amely teljes¡ti az (1)-ben szerepl� mell�kfelt�teleket,

L(u, λ, y∗) ≤ F
0

(u),

mivel λj ≥ 0. Innen F
0

(u
0

) ≤ F
0

(u).

A sz�ks�gess�g a Dubovikij{Miljutyin-t�telb�l fog k�vetkezni. A bizony¡t st

t�bb l�p�sre osztjuk.
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I. El�sz�r a trivi lis spei lis eseteket tekintj�k. Ha h 7→ �

�δF
0

(u
0

, h) nemnegat¡v
X-en, akkor λ

0

= 1, λj = 0, j = 1, 2, . . . , n, y∗ = 0 v laszt ssal (2), (3) �s (4)

teljes�l. Ha h 7→ �

�δFj(u0, h) nemnegat¡v, Fj(u0) = 0 valamely 1 ≤ j ≤ n-re, akkor
λj = 1, λk = 0, ha k 6= j, y∗ = 0 v laszt ssal �lhet�nk. Ha rng

(

F ′
n+1

(u
0

)

)

6= Y ,
akkor a Hahn{Banah-t�tel elv laszt si alakja szerint az �rt�kk�szlet elv laszthat¢

valamely rajta k¡v�l fekv� pontt¢l egy y∗ ∈ Y ∗
-gal, amelyre teh t y∗F ′

n+1

(u
0

)h = 0

minden h ∈ X-re, ¡gy λi = 0, i = 0, 1, . . . , n v laszt ssal �lhet�nk.

II. A tov bbiakban feltessz�k, hogy a trivi lis spei lis esetek egyike sem telje-

s�l. Ekkor az Fi, i = 0, 1, . . . , n f�ggv�nyek regul risak u
0

-ban.

El�sz�r az F
0

-hoz u
0

-ban tartoz¢ regul ris s�kken�si ir nyok K
0

k£pj val fog-

lalkozunk. Tudjuk, hogy ez

K
0

=

{

h ∈ X :

�

�δF
0

(u
0

;h) < 0

}

�s

K+

0

=

{

f ∈ X∗
: van olyan λ

0

≥ 0, hogy f ≥ −λ
0

�

�δF
0

(u
0

; .)
}

.

Legyen

Nj =
{

u ∈ X : Fj(u) ≤ 0

}

, j = 1, 2, . . . , n,

�s tekints�k az Nj-hez u0-ban tartoz¢ megengedett ir nyok Kj k£pj t. Figyelembe

v�ve, hogy Fj folytonos u0-ban, kapjuk, hogy ha Fj(u0) < 0, akkor Kj = X , �s ¡gy

K+

j = {0}. Ha Fj(u0) = 0, akkor

Kj =
{

h ∈ X :

�

�δFj(u0;h) < 0

}

�s ¡gy

K+

j =

{

f ∈ X∗
: van olyan λj ≥ 0, hogy f ≥ −λj��δFj(u0; .)

}

.

A de�n¡i¢b¢l �s a du lis k£p de�n¡i¢j b¢l k�zvetlen�l k�vetkezik, hogy az

N -hez az u
0

-ban tartoz¢ megengedett ir nyok K k£pj ra

K =

{

h ∈ X : h = α(u − u
0

), u ∈ N◦, α > 0

}

�s

K+

=

{

f ∈ X∗
: f(u− u

0

) ≥ 0, ha u ∈ N
}

.

Az Nn+1

= f−1

n+1

(u
0

) halmazhoz u
0

-ban tartoz¢ f�l�rint� ir nyok Kn+1

k£pj ra

megmutattuk, hogy az A = F ′
n+1

(u
0

) jel�l�ssel a rng(A) = Y esetbenKn+1

= ker(A)

�s K+

n+1

= {y∗ ◦A : y∗ ∈ Y ∗}.
Alkalmazzuk a Dubovikij{Miljutyin-t�telt. Az kapjuk, hogy l�teznek nem mind

nulla f ∈ K+

, fi ∈ K+

i , i = 0, . . . , n, n+ 1 line ris funkion lok, hogy az �sszeg�k

nulla, azaz

f = −f
0

− f
1

− · · · − fn+1

∈ K+.
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Ez azt jelenti, hogy

−f
0

(u − u
0

)− f
1

(u− u
0

)− · · · − fn+1

(u− u
0

) ≥ 0, ha u ∈ N,

¡gy vannak olyan λ
0

, . . . , λn nemnegat¡v val¢s sz mok �s y∗ ∈ Y ∗
, nem mind nulla,

hogy

−fi ≤ λi
�

�δF (u
0

, .) i = 0, 1, . . . , n;

−fn+1

= y∗ ◦ F ′
n+1

(u
0

);

0 =λjFj(u0) j = 1, . . . , n. �

* 19.61. K�vetkezm�ny:  ltal nos¡t s. Ha m�g

Fi : U 7→ R, Fi(u0) = 0 i = n+ 2, . . . , n+m

alak£ felt�telek is vannak, ahol minden Fi, i = n + 2, . . . , n +m folytonosan di�e-

reni lhat¢ U -n, azokat beolvaszthatjuk Fn+1

-be, mivel

u 7→
(

F ′
n+1

(u
0

), . . . , F ′
n+m(u0)

)

�rt�kk�szlete z rt a z rt k�pt�r t�tel szerint. Ekkor l�teznek λi ≥ 0, i = 0, 1, . . . , n,
i = n+ 2, . . . , n+m �s y∗ ∈ Y ∗

, nem mind nulla, hogy (2) helyett

n
∑

i=0

λi
�

�δFi(u0;u− u
0

) +

n+m
∑

i=n+2

λiF
′
i (u0)(u − u

0

) + y∗F ′
n+1

(u
0

)(u− u
0

) ≥ 0,

teljes�l, ha u ∈ N ; (3) �s (4) v ltozatlan. �

* 19.62. K�vetkezm�ny: spei lis esetek. Ha nins egyenl�s�g t¡pus£ felt�tel,

akkor Y = {0} v laszt ssal �lhet�nk, �s a bizony¡t s szerint Kn+1

= X , ¡gy K+

n+1

=

{0}, azaz feltehetj�k, hogy y∗ = 0, �s (2) arra reduk l¢dik, hogy

n
∑

i=0

λi
�

�δFi(u0;u− u
0

) ≥ 0, ha u ∈ N.

Ha nins u ∈ N t¡pus£ felt�tel, akkor N = X v laszt ssal �lhet�nk. Ha az Fi : U →
R, i = 0, 1, . . . , n f�ggv�nyek konvexek, akkor a

h 7→ �

�δFi(u0;h) = δFi(u0;h) = lim

t↓0

Fi(u0 + th)− Fi(u0)

t

lek�pez�sek is konvexek, ¡gy (6) helyett sak azt kell megk�vetelni, hogy Fj , j =

1, . . . , n folytonos u
0

-ban. Ha m�g ezen k¡v�l X v�ges dimenzi¢s (az eredeti Kuhn{

Tuker-t�telben ez a k�t felt�tel szerepelt), akkor ezt sem, mert ekkor a konvex

f�ggv�nyek folytonosak. �
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* 19.63. K�vetkezm�ny:  ltal nos Lagrange-elv. Tekints�k (6) helyett a

(6') U ny¡lt k�rnyezete u
0

-nak, F
0

, F
1

, . . . , Fn : U → R di�ereni lhat¢ak u
0

-ban

felt�telt.

Sz�ks�gess�g: ha (5), (6'), (7){(9) teljes�lnek, �s u
0

lok lis megold sa (1)-nek,

akkor l�teznek λ
0

, λ
1

, . . . , λn ≥ 0 val¢s sz mok �s y∗ ∈ Y ∗
, nem mind nulla, hogy

(2

′
)

n
∑

i=0

λiF
′
i (u0)(u− u

0

) + y∗F ′
n+1

(u
0

)(u − u
0

) ≥ 0, ha u ∈ N,

tov bb  (3) �s (4) teljes�lnek.

El�gs�gess�g: ha (5), (6'), (7) �s (8) teljes�lnek, akkor (2'), (3) �s (4)-b�l k�-

vetkezik, hogy u
0

megold sa (1)-nek, felt�ve, hogy az al bbi k�t kieg�sz¡t� felt�tel

teljes�l:

(10) λ
0

= 1;

(11) F
0

, F
1

, . . . , Fn �s u 7→ y∗Fn+1

(u) konvexek. �

A (2'), (3) �s (4) felt�telek az L Lagrange-f�ggv�ny seg¡ts�g�vel is kifejezhet�k.

K�nny� kisz molni, hogy a λ ∈ [0,+∞[

n
, y∗ ∈ Y ∗

, u
0

∈ U esetben (2'), (3) �s (4) a

Lu(u0, λ, y
∗
)(u − u

0

) ≥ 0, ha u ∈ N,

Lλ(u0, λ, y
∗
)(µ− λ) ≤ 0, ha µ ∈ [0,+∞[

n,

Ly∗(u0, λ, y
∗
) = 0

felt�telekkel ekvivalensek. Val¢ban, (2') nyilv n ekvivalens az els� felt�tellel, az

Fn+1

(u
0

) = 0 felt�tel pedig az utols¢val. A k�z�ps� felt�telben Lλ(u0, λ, y
∗
) =

(

F
1

(u
0

), . . . , Fn(u0)
)

, ¡gy µ egyik koordin t j val tartva +∞-hez, a t�bbit r�g-

z¡tve Fj(u0) ≤ 0 ad¢dik. Ha Fj(u0) = 0, akkor nyilv n λjFj(u0) = 0, ha viszont

Fj(u0) < 0, akkor a λj > 0 esetben µj = 0, µi = λi, ha i 6= j v laszt ssal ellent-
mond st kapn nk. Megford¡tva, Fj(u0) ≤ 0-b¢l

∑n
j=1

µjFj(u0) ≤ 0, amib�l levonva

∑n
j=1

λjFj(u0) = 0- t, kapjuk a k�z�ps� egyenl�tlens�get.

Bizony¡t s. Alkalmazzuk a 19.48. t�telt.

* 19.64. Bels� pont m¢dszerek. Az

(1)

f
0

(u) → min, u ∈ U

fj(u) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , k,

fj(u) = 0, j = k + 1, . . . ,m

felt�teles minimumprobl�m t k¡v njuk numerikusan megoldani. Az egyenl�s�g t¡-

pus£ felt�teleket kik�sz�b�lhetj�k, ha f
0

helyett az f
0

+

∑m
i=k+1

(λifi)
2

f�ggv�nyt

minimaliz ljuk, ahol λi 6= 0 s£lyok. K�rd�s, hogyan �lszer� v lasztani a s£lyokat.
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Az egyenl�tlens�g t¡pus£ felt�teleket £gy vehetj�k �gyelembe, hogy a �lf�ggv�nyhez

hozz adunk egy

−1

t

k
∑

j=1

ln

(

−fj(u)
)

tagot. Ez mint soromp¢ szerepel, az U−
=

{

u : fj(u) < 0, j = 1, . . . , k
}

ny¡lt

halmaz belsej�ben tart minket, mert a hat rhoz k�zeledve +∞-hez tart. Innen

a bels� pont m¢dszerek elnevez�s. Min�l nagyobb t, ann l gyeng�bb a soromp¢,

ann l k�zelebb mehet�nk a hat rhoz. A legegyszer�bb soromp¢ m¢dszern�l U− ∩
dmn(f

0

) egy pontj b¢l indulunk. Egy adott pozit¡v t-re minimaliz lva (p�ld ul a

f�kezett Newton-m¢dszerrel), ha u
0

(t)-ben van a minimum, akkor megn�velt t-re,
p�ld ul t helyett µt-re a u

0

(t)-t haszn lhatjuk kezd�pontnak, £jra minimaliz lunk,

stb. A tapasztalatok szerint a m¢dszer 3 �s 100 k�z�tti µ-t v lasztva j¢l m�k�dik,

sebess�ge alig f�gg µ-t�l. Leggyakrabban µ �rt�k�t 10 �s 20 k�z�tt v lasztjuk. Fontos
�szrev�tel, hogy ha ninsenek egyenl�s�g t¡pus£ felt�telek �s u

0

(t) a minimumhely,

akkor u = u
0

(t)-re

f ′
0

(u) +

k
∑

j=1

f ′
j(u)

−tfj(u)
= 0,

¡gy | legal bbis a regul ris esetben | a

λj(t) =
1

−tfj
(

u
0

(t)
)

mennyis�gek az u
0

(t)-hez tartoz¢ Lagrange-szorz¢k, �s −∑k
j=1

λj(t)fj(u) az u =

u
0

(t) helyen k/t. Ez adhatja az �tletet a sokkal agressz¡vebb �s gyorsabb prim l-

du l bels� pont m¢dszerhez.

Tekints�k a

0 =f ′
0

(u) +
m
∑

j=1

vjf
′
j(u),

0 =− 1

t
− vjfj(u), j = 1, . . . , k;

0 =fj(u), j = k + 1, . . . ,m

egyenletrendszert, amely a t > 0 param�tert�l f�gg. Ennek az (u, v) megold s t
keress�k vj > 0, ha j = 1, . . . , k felt�telek mellett f�kezett Newton-m¢dszerrel. Azt

v rjuk, hogy t n�veked�s�vel (u, v) tart (u
0

, λ)-hoz. Kisz m¡tjuk η = −∑k
j=1

vjfj(u)

�rt�k�t, �s t-t a k/η sz m µ-sz�r�s�nek v lasztjuk (µ rendszerint 10 k�r�li). Csak

egyetlen iter i¢s l�p�st tesz�nk, majd £jrasz moljuk t-t. Az egyenes szakasz menti
keres�sn�l kisz m¡tjuk azt a legnagyobb α-t, amely nem nagyobb mint 1, �s amelyre

vj + α�vj ≥ 0, j = 1, . . . , k, majd az α kezd��rt�k�nek ennek mondjuk 0,99-
szeres�t vessz�k, �s ha kell, tov bb s�kkentj�k α-t a f�kezett Newton-m¢dszern�l

le¡rtak szerint. Az eg�sz program akkor  ll meg, ha η < ε �s

∑m
j=k+1

fj(u)
2

meg
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az els� egyenlet jobb oldala norman�gyzet�nek �sszege kisebb mint δ2. Egy olyan

u ∈ U−
pontb¢l indulunk, amely mindegyik f�ggv�ny �rtelmez�si tartom ny ban

benne van, vj kezd��rt�ke −1/
(

tfj(u)
)

, ha j = 1, . . . , k, a t�bbi vj tetsz�leges,

p�ld ul nulla. Nins garania a konvergeni ra, kiv�ve, ha az fi, i = 0, 1, . . . , k
f�ggv�nyek szigor£an konvexek, az fj , j = k + 1, . . . ,m f�ggv�nyek pedig line ris

plusz konstans alak£ak.

Ha nem tudunk pontot U−
-ban, amire minden fi �rtelmezve van, de ismerj�k az

�rtelmez�si tartom nyok egy k�z�s pontj t, akkor az f
0

→ min, fj ≤ s, j = 1, . . . , k,
fj = 0, j = k+1, . . . ,m, s = 0 probl�m t pr¢b ljuk megoldani. Ha sak k�l�n-k�l�n

tudunk egy-egy wi ∈ dmn(fi) pontot, akkor az f0(u + w
0

) → min, fj(u + wj) ≤ s,
j = 1, . . . , k, fj(u + wj) = 0, j = k + 1, . . . ,m, s = 0, wi = 0, i = 0, 1, . . . ,m
probl�m t pr¢b ljuk megoldani.

* 19.65. A Pontrjagin-f�le maximumelv bizony¡t sa. Most m r rendelke-

z�s�nkre  llnak azok az eszk�z�k, amelyekkel be tudjuk bizony¡tani a Pontrjagin-f�le

maximumelvet. Jel�lje (P) a 19.32 pontban megfogalmazott ir ny¡t si probl�m t.

Az ottani jel�l�seket fogjuk haszn lni. Az alaptr�kk egy id�transzform i¢ beveze-

t�se, aminek seg¡ts�g�vel egyr�szt a tetsz�legesW halmazb¢l egy N konvex halmazt

kapunk, m sr�szt a v ltoz¢ [t
0

, t
1

℄ intervallumb¢l a r�gz¡tett [0, 1℄ id�intervallumot.

I. Jel�lje C a C
(

[0, 1℄;R
)

f�ggv�nyteret, C
+

pedig a C azon r�szhalmaz t, amely

olyan nemnegat¡v, nem azonosan nulla v f�ggv�nyekb�l  ll, amelyeknek a nullhal-

maza v�ges sok z rt intervallum egyes¡t�se. Vegy�k �szre, hogy C
+

a C konvex

r�szhalmaza, amelynek belseje nem �res, p�ld ul az azonosan 1 f�ggv�ny a belsej�-

ben van. Minden v ∈ C
+

f�ggv�nyhez hozz rendel�nk egy id�transzform i¢t a

t(τ) = t
0

+

∫ τ

0

v(τ) dτ, ha τ ∈ [0, 1℄

�sszef�gg�ssel. Azokon az intervallumokon, ahol v(τ) nem nulla, a transzform i¢

k�ls�n�sen egy�rtelm�, t′(τ) = v(τ), de ha egy intervallumon v(τ) nulla, akkor ott
t konstans. Az inverz transzform i¢t a

τ(t∗) = min

{

τ ∈ [0, 1℄ : t(τ) = t∗
}

�sszef�gg�ssel de�ni ljuk. Tiszt n form lisan az eredeti (P) probl�ma a

(P ′
)

∫

1

0

L
(

y(τ), w(τ), t(τ)
)

v(τ) dτ → min

probl�m val ekvivalens, ahol (y, t, v) ∈ Cn × C × C
+

�s

0 =y(τ) − a−
∫ τ

0

f
(

y(τ), w(τ), t(τ)
)

v(τ) dτ,

0 =t(τ) − t
0

−
∫ τ

0

v(τ) dτ,

0 =g
(

t(1), y(1)
)

.
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Ezt az probl�m t oper torokkal fel¡rva,

(P ′′
) F

0

(u) → min, u ∈ N, F
1

(u) = 0,

ahol u = (y, t, v) ∈ X = Cn × C × C, N = Cn × C × C
+

, Y = Cn × C × Rm �s F
1

az X-et Y -ba k�pezi. Igazolnunk kell a form lis elj r s jogoss g t.

II. Megmutatjuk, hogy ha x, w �s t
1

az eredeti (P) probl�ma egy megold sa �s

adott w∗ ∈W -re �s v ∈ C
+

-ra a

t(τ) = t
0

+

∫ τ

0

v(τ) dτ, y(τ) = x
(

t(τ)
)

de�n¡i¢kkal u = (y, t, v), tov bb  de�n¡i¢ szerint

w(τ) =

{

w
(

t(τ)
)

, ha v(τ) > 0,

w∗, ha v(τ) = 0,

akkor u megold sa (P')-nek, felt�ve, hogy v(1) = t
1

.

Val¢ban, w-nak sak v�ges sok szakad si helye van, tov bb  t ∈ C, y ∈ Cn.
Jel�lje w folytonoss gi helyeinek halmaz t S. A (P)-b�l k�nnyen k�vetkezik, hogy

u teljes¡ti a (P')-beli mell�kfelt�teleket. Tov bb , £j v ltoz¢t bevezetve,

(1) F ′
0

(u) =

∫ t
1

t
0

L
(

x(t), w(t), t
)

dt.

Ha most egy u = (y, t, v)-re teljes�l (P'), akkor a

t(τ) = t
0

+

∫ τ

0

v(τ) dτ

transzform i¢val az y, w f�ggv�nyekb�l a

t 7→ ~x(t), t 7→ ~w(t), t ∈ [t
0

, ~t
1

℄

f�ggv�nyeket kapjuk, amelyek teljes¡tik a (P)-ben szerepl� mell�kfelt�teleket, tov b-

b 

F
0

(u) =

∫

~t
1

t
0

L
(

~x(t), ~w(t), t) dt.

Mivel x,w megold sa (P)-nek, F
0

(u) ≥ F
0

(u).

Az al bbiakban legyenek u,w r�gz¡tettek. Csak az utols¢ l�p�sben fogjuk fel-

haszn lni, hogy u,w∗
tetsz�legesek.
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III. Harmadik l�p�sk�nt a k�vetkez� sz�ks�ges felt�telt adjuk (P") teljes�l�s�re:

L�tezik olyan λ ≥ 0 �s y∗ ∈ Y ∗
, nem mindkett� nulla, hogy minden u ∈ N -re a

(2) λF ′
0

(u)(u − u) + y∗F ′
1

(u)(u − u) ≥ 0

vari i¢s egyenl�tlens�g teljes�l.

Ez az  ltal nos Lagrange-elvb�l k�vetkezik: sak azt kell megmutatnunk, hogy

rng

(

F ′
1

(u)
)

z rt, mert a t�bbi felt�tel nyilv n teljes�l. Az

F ′
1

(u)(u− u) = b

egyenlet nyilv n megfelel a (P') felt�telben szerepl� inhomog�n egyenleteknek, ha

azok bal oldal t lineariz ljuk, azaz

(3)

b
1

=y − y −
∫ τ

0

fx(P )v(y − y) dτ

−
∫ τ

0

(

ft(P )v(t− t) + f(P )(v − v)
)

dτ,

b
2

=t− t−
∫ τ

0

(v − v) dτ,

tov bb 

(4) b
3

= gt(Q)
(

t(1)− t(1)
)

+ gx(Q)
(

y(1)− y(1)
)

;

itt u = (y, t, v), P =

(

y(τ), w(τ), t(τ)
)

, teh t a v ltoz¢t nem ¡rjuk ki, �s Q =

(

t(1), y(1)
)

. Fontos meg�gyel�s, hogy a (3) egyenletrendszer r�gz¡tett v-re Volterra

integr legyenlet rendszer. Val¢ban, z = (y − y, t− t) �s alkalmas r�gz¡tett k
1

∈ Cn,
k
2

∈ C �s K : [0, 1℄ → L(Rn+1

;Rn+1

) folytonos f�ggv�nyekkel az egyenletrendszer

c =
(

b
1

+ k
1

, b
2

+ k
2

) jel�l�ssel

z(τ) = c(τ) +

∫ τ

0

K(σ)z(σ) dσ

alakba ¡rhat¢. A jobb oldalon  ll¢ oper tort T -vel jel�lve, teljes induki¢val

∣

∣T ℓ(z
2

)(τ) − T ℓ(z
1

)(τ)
∣

∣ ≤ ‖K‖ℓτ ℓ
ℓ!

‖z
2

− z
1

‖, ha τ ∈ [0, 1℄.

Innen T valamely hatv nya kontraki¢, ¡gy pontosan egy (y, t) ∈ Cn×C megold sa

van (3)-nak b rmely (b
1

, b
2

) ∈ Cn × C-re, �s ez folytonosan f�gg (b
1

, b
2

)-t�l.

Jel�lje h(u) a (4) egyenlet jobb oldal t. Megmutatjuk, hogy rng

(

F ′
1

(u)
)

ponto-

san azokb¢l a b-kb�l  ll, amelyekre

(5) b
1

∈ Cn, b
2

∈ C, b
3

= h
(

u(b
1

, b
2

)

)

+ γ,
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ahol γ az Rn egy r�gz¡tett Z line ris alter�n fut kereszt�l, (b
1

, b
2

) 7→ u(b
1

, b
2

) pedig

egy bizonyos folytonos f�ggv�ny Cn × C-n. Mivel Z z rt, u 7→ h(u) pedig szint�n

folytonos, ebb�l m r k�vetkezik, hogy rng

(

F ′
1

(u)
)

z rt.

Az (5) �sszef�gg�s bizony¡t s hoz, (3)-nak a b
1

= 0, b
2

= 0 homog�n esethez

tartoz¢ �sszes uh megold s nak halmaz t jel�lj�k Uh-val. Az Uh−u halmaz line ris

alt�r, ¡gy h(Uh − u) is line ris alt�r, ezt jel�lj�k Z-vel. Tov bb  r�gz¡tett (b
1

, b
2

)-re

(3)-nak pontosan egy megold sa van a v = v esetben is, ezt jel�lj�k u(b
1

, b
2

)-vel. A

(3) minden u megold sa u = u(b
1

, b
2

) + uh alak£, amivel (5) teljes�l�s�t bel ttuk.

IV. Negyedik l�p�sk�nt az y∗ Lagrange-multiplik tort vizsg ljuk meg. Mivel

y∗ ∈ Y ∗
�s Y = Cn × C × Rn,

y∗ = (y∗
1

, y∗
2

, α) ∈ Cn∗ × C∗ × Rn
∗.

El�sz�r megmutatjuk, hogy λ �s α nem lehet egyszerre nulla. A bizony¡t s indirekt.

A b
1

= 0 �s b
2

= 0 v laszt ssal, r�gz¡tve v = v
1

≡ 1-et, megkonstru ljuk (3) egy

u
1

= (y, t, v
1

) megold s t. A (2) �sszef�gg�sb�l azt kapjuk, hogy

y∗F ′
1

(u)(u
1

− u) = 0.

Mivel v
1

a C
+

belsej�ben van, u
1

az N belsej�ben van. Ez�rt (2)-b�l λ = 0 miatt

y∗F ′
1

(u)(u− u) = 0

minden u ∈ X-re. Most felhaszn lva (5)-�t azt kapjuk, hogy y∗
1

= 0 �s y∗
2

= 0, ¡gy

y∗ = 0, ez azonban ellentmond a III. l�p�sben bizony¡tottaknak.

Tegy�k fel, hogy g valamelyik koordin t ja, mondjuk az utols¢, nulla. Hagyjuk
el ezt a koordin t t. Megism�telve az eddigieket, azt kapjuk, hogy a most eggyel

kisebb dimenzi¢s α-val is fenn ll, hogy λ = 0 �s α = 0 egyszerre nem teljes�lhet. Ez

azt jelenti, hogy ak r azt is feltehetj�k, hogy αn = 0. A (2) kulsegyenl�tlens�g sem

v ltozik, az αn szorz¢ja £gyis nulla. Ism�telve ezt a l�p�st, a g minden azonosan

nulla koordin t j hoz tartoz¢ αi-r�l feltehetj�k, hogy nulla. Figyelj�k meg, hogy ha
minden koordin ta nulla, akkor azt kapjuk, hogy λ > 0.

V. A maximumelv bizony¡t s hoz u �s u speializ l s val jutunk el. Ebben a

l�p�sben u-t speializ ljuk (2)-ben. Minden v ∈ C
+

-hoz v lasszuk a b
1

= 0, b
2

= 0-

hoz tartoz¢ egyetlen u megold s t (3)-nak. Ekkor (2)-b�l azt kapjuk, hogy

λ

∫

1

0

(

Lx(P )v(y − y) + Lt(P )v(t− t) + L(P )(v − v)
)

dτ

+ αgt(Q)
(

t(1)− t(1)
)

+ αgx(Q)(y(1)− y(1)
)

≥ 0

�s (3) teljes�l b
1

= 0, b
2

= 0-val. A (3) �sszef�gg�st di�ereni lhatjuk τ szerint az

integrandus folytonoss gi pontjaiban, azaz ha τ ∈ S. Azt kapjuk, hogy

(6) y′ − y′ = fx(P )v(y − y) + ft(P )v(t− t) + f(P )(v − v), ha τ ∈ S,

�s

t′ − t
′
= v − v, ha τ ∈ [0, 1℄, y(0) = y(0), t(0) = t(0) ≡ t

0

.

Elhagytuk a τ -t¢l val¢ f�gg�s y′(τ), t′(τ), stb. expliit ki¡r s t.
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VI. A maximumelv minden v ltozat ban fontos szerepet j tszik egy tr�kk, amit

az �adjung lt  llapotok bevezet�s�nek" szok s nevezni. Bevezetj�k a ϕ �s ψ f�gg-

v�nyeket, kik�sz�b�lve t-t �s y-t. C�lunk a

(7)

∫

1

0

(

λL(P )− ψf(P ) + ϕ
)

(v − v) dτ ≥ 0, ha v ∈ C
+

egyenl�tlens�g bizony¡t sa, ahol a ϕ �s ψ f�ggv�nyeket a τ ∈ S eset�n fenn ll¢

(8)

ψ′
(τ) =

(

λLx(P )− ψ(τ)fx(P )
)

v(τ),

ϕ′
(τ) = −

(

λLt(P )− ψ(τ)ft(P )
)

v(τ)

di�ereni legyenletekkel �s a

ψ(1) = −αgx(Q), ϕ(1) = αgt(Q)

kezdeti felt�telekkel vezetj�k be. A ϕ �s ψ l�tez�se k�nnyen ad¢dik, ha (8)-at in-

tegr ljuk 1-t�l τ -ig, a kapott Volterra-integr legyenletet megoldjuk [0, 1℄-en, majd a

kapott ϕ, ψ folytonos megold sokat di�ereni ljuk S pontjaiban.

Ezeket a f�ggv�nyeket £gy vezett�k be, hogy a szorzat di�ereni l si szab ly t

lehet alkalmazni az V. l�p�sben szerepl� integranduszra. Nevezetesen, ha τ ∈ S,
akkor

λ
(

Lx(P )v(y − y) + Lt(P )v(t− t) + L(P )(v − v)
)

=

(

ψ · (y − y)
)′ −

(

ϕ · (t− t)
)′ −

(

ψf(P )− ϕ
)

(v − v).

Figyelembe v�ve az V. l�p�sben szerepl� egyenl�tlens�get integr l ssal azt kapjuk,

hogy

(

λL(P )− ψf(P ) + ϕ
)

(v − v) dτ +
[

ψ · (y − y)− ϕ · (t− t)
]τ=1

τ=0

+ αgt(Q)
(

t(1)− t(1)
)

+ αgx(Q)
(

y(1)− y(1)
)

≥ 0.

Ebb�l k�vetkezik (7).

VII. Most a (7) integr legyenl�tlens�get pontonk�nti egyenl�tlens�gg� v ltoz-

tatjuk. Vezess�k be a � f�ggv�nyt a

�(τ) = λL(P )− ψ(τ)f(P ) + ϕ(τ)

de�n¡i¢val. Minden τ ∈ S pontban azt kapjuk, hogy

(9)

�(τ) = 0, ha v(τ) > 0,

�(τ) > 0, ha v(τ) = 0;

val¢ban, ennek ellenkez�je k�nnyen ellentmond sra vezet, ha megfelel� v-t v lasz-
tunk, mivel � folytonos a τ pontban.
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VIII. A (8) �sszef�gg�st integr lva 1-t�l τ -ig azt kapjuk, hogy

ψ(τ) = ψ(1) +

∫ τ

1

(

λLx(P )− ψfx(P )
)

v dτ,

ϕ(τ) = ϕ(1)−
∫ τ

1

(

λLt(P )− ψft(P )
)

v dτ.

Ǳtt�rve a τ v ltoz¢r¢l a t = t(τ) v ltoz¢ra, amit a

t(τ) = t
0

+

∫ τ

0

v(τ) dτ

�sszef�gg�ssel de�ni lunk, kapjuk a p �s p
0

f�ggv�nyeket, teh t

p(t) = p(t
1

) +

∫ t

t
1

(

λLx(P )− pfx(P )
)

dt,

p(t
1

) = ψ(1) = −αgx
(

t
1

, x(t
1

)

)

�s

p
0

(t) = p
0

(t
1

)−
∫ τ

1

(

λLt(P )− pft(P )
)

dt,

p
0

(t
1

) = ϕ(1) = αgt
(

t
1

, x(t
1

)

)

minden t ∈ [t
0

, t
1

℄-re, ahol P =

(

x(t), w(t), t)
)

. Ezekb�l az egyenletekb�l k�vetkezik,

hogy p �s p
0

folytonosak [t
0

, t
1

℄-en. Di�ereni l ssal kapjuk a p-re �s p
0

-ra a t�telben

szerepl� di�ereni legyenletek fenn ll s t.

IX. Most haszn ljuk ki, hogy w f�gg v ∈ C
+

�s w∗ ∈W v laszt s t¢l. �rtelmez-

z�k (9)-et v megfelel� v laszt s val. Legyen v(τ) ≡ t
1

− t
0

. Az id�transzform i¢val

�(τ) = 0-b¢l a t 7→ w(t) optim lis ir ny¡t s minden pontj ban

λL(P )− p(t)f(P ) + p
0

(t) = 0.

Ez megegyezik a maximumelvben szerepl�

(10) p
0

(t) = H
(

t, x(t), w(t), p(t), λ
)

�sszef�gg�ssel. Mag t a maximumelvet £gy kapjuk, hogy olyan v-t v lasztunk,

amelyre t egy pozit¡v hossz£s g£ intervallumon egy adott t∗-ot vesz fel �rt�kk�nt.
Vegy�k �szre, hogy ez minden t∗ ∈ [t

0

, t
1

℄-re megtehet�. A (9)-ben szerepl� �(τ) ≥ 0

egyenl�tlens�gb�l | �gyelembe v�ve w de�n¡i¢j t is | azt kapjuk, hogy

(11) λL
(

x(t∗), w∗, t∗
)

− p(t∗)f
(

x(t∗), w∗, t∗
)

+ p
0

(t∗) ≥ 0

minden w∗ ∈W , t∗ ∈ [t
0

, t
1

℄-re. Azonban, (10) miatt (11) �ppen a

H
(

t∗, x(t∗), w(t∗), p(t∗), λ
)

≥ H
(

t∗, x(t∗), w∗, p(t∗), λ
)

egyenl�tlens�g, ami a maximumelv. �
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• 467/−16 :
<

(8) x = at2 + bt + c;

(9) (t− a)2 + (x− b)2 = c2;

(10) x = a os t, y = a sin t;

(11) t2 + x2 + y2 = a2, t+ x+ y = b.

>

(8) x = at2 + a2;

(9) x = at2 + bt+ c;

(10) (t− a)2 + (x− b)2 = c2;

(11) x = a os t, y = a sin t;

(12) t2 + x2 + y2 = a2, t+ x+ y = b.

• 469/−4 :
<

homog�n egyenlet y = x/t helyettes¡t�ssel szepar bilisra vezethet� vissza.
>

homog�n egyenlet y = x/t helyettes¡t�ssel szepar bilisra vezethet� vissza. (N�ha

�rdemes az  ltal nosabb y = xξtτ helyettes¡t�ssel pr¢b lkozni, h tha szepar bilis

egyenletet kapunk.)

• 470/−13 :
<

(10) (a2 + y2) dx + 2x
√
ax− x2 dy = 0, y(a) = 0.

>

(10) (a2 + y2) dx + 2x
√
ax− x2 dy = 0, y(a) = 0;

(11) 2x ln y + x2y′/y = 0;

(13) y′ = sin y;

(14) y′ = 10

y
;

(15) y′ = 10

x+y
;

(16) xy′ + y = sinx;

(17) xy2(xy′ + y) = a2.

• 470/−10 :
<

(3) (t2 + x2)x′ = tx;

(4) (x+ y) dx− (x− y) dy = 0;

(5) (3x2 + 6xy + 3y2) dx+ (2x2 + 3xy) dy = 0.
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>

(3) x′ = (x2 + t2)/(2tx);

(4) (t2 + x2)x′ = tx;

(5) (x+ y) dx− (x− y) dy = 0;

(6) (x+ y) dx+ (x− y) dy = 0;

(7) (x+ y) dx+ (x+ y) dy = 0;

(8) (3x2 + 6xy + 3y2) dx+ (2x2 + 3xy) dy = 0;

(9) x2 + xy + y2 = x2y′;

(10) (3x2 − y2)y′ = 2xy;

(11) 2xyy′ = 3x2 − y2;

(12) y2 dx+ (x2 − xy) dy = 0;

(13) y3 dx+ 2(x2 − xy2) dy = 0;

(14) (x2 − y4)y′ = xy;

(15) 2y′ + y2 + 1/x2 = 0;

(16) x2(y′ + y2) = a(xy − 1);

(17) (y + y
√

x2y4 − 1) dx+ 2x dy = 0.

• 470/−1 :
<

(5) (t+ x)2x′ = a2.

>

(5) (t+ x)2x′ = a2;

(6) x′ = (at+ bx+ c)2.

• 471/2 :

<

(1) (x+ y + 1) dx+ (2x+ 2y + 1) dy = 0;

(2) (x+ y − 2) dx+ (x− y + 4) dy = 0;

(3) (2x− y + 1) dx+ (2y − x− 1) dy = 0.

>

(1) y′ = 2(y + 2)

2/(x+ y − 1)

2

;

(2) (x+ y + 1) dx+ (2x+ 2y + 1) dy = 0;

(3) (x+ y − 2) dx+ (x− y + 4) dy = 0;

(4) (2x− y + 1) dx+ (2y − x− 1) dy = 0.
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• 471/12 :

<
is bebizony¡tjuk k�s�bb.) Line risra visszavezethet� az

>
is bebizony¡tjuk k�s�bb.) N�ha az egyenlet t-ben, mint x f�ggv�ny�ben line ris.

Line risra visszavezethet� az

• 471/−7 :
<

(6) y′ + x2y = x2, y(0) = 1.

>

(6) y′ + x2y = x2, y(0) = 1;

(8) (y2 − 6x)y′ + 2y = 0;

(9) y′ − 1 = ex+2y
;

(10) xy′ + 1 = ey.

• 471/−1 :
<

(5) yn−1

(ay′ + y) = x.

>

(5) yn−1

(ay′ + y) = x;

(6) y′ − 3y/(2x) = 3x
√
y/2;

(7) 3y2y′ − ay3 = x+ 1.

• 472/5 :

<

(4) y′ = exy2 − y + e−x.

>

(4) y′ = exy2 − y + e−x;

(5) x2y′ + (xy − 2)

2

= 0;

(6) y′ +Ay2 = Bxm;

(7) xy′ + 3y + y2 = x2.

• 472/−12 :
<

(1) t dt+ x dx+ (t2 + x2)t2 dt = 0;

(2) tgx dt− tg t dx = 0;

(3) x(1 + tx) dt− t dx = 0;

(4) (x2 + y2 + 2x) dx − 2y dy = 0;
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(5) (x2y + y + 1) dx+ (x+ x3) dy = 0;

(6) xy3 dx+ (1 + 2x2y2) dy = 0;

(7) (y + xy2) dx + (x− x2y) dy = 0;

(8) (3y2/x− y/x2 + 2y) dx+ (8y2/x+ 1/x+ 3y) dy = 0;

(9) (xy + y2) dx + (xy − x2) dy = 0;

(10) (y3 − 2x2y) dx+ (2xy2 − x3) dy = 0.

>

(1) (2x+ y + 1) dx+ (x+ 3y + 2 dy = 0;

(2) y dx+ (2x2y − x) dy = 0;

(3) (x3 − 3xy2) dx+ (y2 − 3x2y) = 0;

(4) t dt+ x dx+ (t2 + x2)t2 dt = 0;

(5) tgx dt− tg t dx = 0;

(6) x(1 + tx) dt− t dx = 0;

(7) (x2 + y2 + 2x) dx − 2y dy = 0;

(8) (x2 + y2 + 2x) dx + 2y dy = 0;

(9) (x2y + y + 1) dx+ (x+ x3) dy = 0;

(10) xy3 dx+ (1 + 2x2y2) dy = 0;

(11) (y + xy2) dx + (x− x2y) dy = 0;

(12) (3y2/x− y/x2 + 2y) dx+ (8y2/x+ 1/x+ 3y) dy = 0;

(13) (xy + y2) dx + (xy − x2) dy = 0;

(14) (y3 − 2x2y) dx+ (2xy2 − x3) dy = 0;

(15) (xy + y2) dx + (x− x2y) dy = 0;

(16) x(1− y) dx+ (y + x2) dy = 0;

(17) (y + x2y3) dx+ (x3y2 − 2x2y + x) dy = 0;

(18) osx+ ex sin y + e−xy′ os y = 0;

(19) 3x2 + 6xy2 + (6x2y + 4y3)y′ = 0.

• 474/6 :

<

(5) (tx′ − x)2 − x′
2 − 1 = 0.

>

(5) (tx′ − x)2 − x′
2 − 1 = 0;

(6) xy′ =
√

1 + y′2;

(7) y′
3 − 3y′ + 1 = 0;

(8) x(1 + y′
2

= 1;

(9) y = y′ ln y′;

(10) y = xy′ + y′
2

.
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• 474/−1 :
<

(11) x′′′ = 2xx′, x(0) = −2, x′(0) = 0, x′′(0) = 4.5.

>

(11) x′′′ = 2xx′, x(0) = −2, x′(0) = 0, x′′(0) = 4,5;

(12) yy′′2 = 1;

(13) y′′ = aey;

(14) x = y′′ + ey
′′

;

(15) x = y′′ey
′′

;

(16) y′2 + y′′2 = 1.

• 475/8 :

<

(7) 2xx′′ − x′
2

= (x′ − tx′′)2/3.

>

(7) y′′ − 2y/x2 = 0;

(8) xy′′ = y′ + x sin(y′/x).

• 475/−2 :
<

(4) x′ = t2 − x2, x(0) = 1;

(5) x′ = x2 − t, x(0) = 1.

>

(4) 2xx′′ − x′
2

= (x′ − tx′′)2/3;

(5) x(x− 1)y′′ − xy′ + y = 0;

(6) x2y′′ lnx− xy′ + y = 0;

(7) x′ = t2 − x2, x(0) = 1;

(8) x′ = x2 − t, x(0) = 1.

• 485/−4 :
<
22.7. Gr�nwall-lemma. Legyenek u �s v a [0, c℄ intervallumon adott

>
22.6.5. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy a Peano-t�tel felt�telei mellett

minden megold s folytathat¢ teljes megold ss .

22.7. Gr�nwall-lemma. Legyenek u �s v a [0, c℄ intervallumon adott
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• 486/−1 :
<

amib�l ω(t) ≤ u(t) + y(t) miatt ad¢dik az  ll¡t s.

>
amib�l ω(t) ≤ u(t) + y(t) miatt ad¢dik az  ll¡t s.

22.7.5. Feladat [8℄. Oldjuk meg az al bbi de�ereni legyenl�tlens�geket:

(1) y′ ≤ 0;

(2) xy′ ≤ y;

(3) yy′ ≤ −x;
(4) 0 ≤ (x2 − x0y′ + y = x2;

(5) os(x− y) ≤ y′
(

1 + os(x− y)
)

.

• 495/−4 :
<

* 23.7. Megjegyz�s. Az eddig t rgyalt fogalmak �s  ltal nos t�telek

>
* 23.7. Megjegyz�s: di�ereni legyenletek Banah-t�rbeli �rt�k� f�gg-

v�nyekre. Az eddig t rgyalt fogalmak �s  ltal nos t�telek

• 497/8 :

<
Jel�lje [x

1

, x
2

, . . . , xn℄ az x1, x2, . . . , xn sorvektorokb¢l  ll¢ n�gyzetes m trix deter-

min ns t. Ha ϕ
1

, . . . , ϕn jel�lik �(t) m trix nak sorvektorait (si!), akkor

ψ(t) =
[

ϕ
1

(t), . . . ϕn(t)
]

�s

A(t) =
(

ai,j(t)
)n

i,j=1

jel�l�ssel

ψ′
(t) =

[

ϕ
1

(t), . . . , ϕn(t)
]′

=

n
∑

i=1

[

ϕ
1

(t), . . . , ϕi−1

(t), ϕ′
i(t), ϕi+1

(t), . . . , ϕn(t)
]

=

n
∑

i=1

[

ϕ
1

(t), . . . , ϕi−1

(t),

n
∑

j=1

ai,j(t)ϕj(t), ϕi+1

(t), . . . , ϕn(t)
]

=

n
∑

i=1

n
∑

j=1

ai,j(t)
[

ϕ
1

(t), . . . , ϕi−1

(t), ϕj(t), ϕi+1

(t), . . . , ϕn(t)
]

=

n
∑

i=1

ai,i(t)
[

ϕ
1

(t), . . . , ϕi−1

(t), ϕi(t), ϕi+1

(t), . . . , ϕn(t)
]
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>
Jel�lje |x

1

, x
2

, . . . , xn| az x1, x2, . . . , xn sorvektorokb¢l  ll¢ n�gyzetes m trix deter-

min ns t. Ha ϕ
1

, . . . , ϕn jel�lik �(t) m trix nak sorvektorait (si!), akkor

ψ(t) =
∣

∣ϕ
1

(t), . . . ϕn(t)
∣

∣

�s

A(t) =
(

ai,j(t)
)n

i,j=1

jel�l�ssel

ψ′
(t) =

∣

∣ϕ
1

(t), . . . , ϕn(t)
∣

∣

′

=

n
∑

i=1

∣

∣ϕ
1

(t), . . . , ϕi−1

(t), ϕ′
i(t), ϕi+1

(t), . . . , ϕn(t)
∣

∣

=

n
∑

i=1

∣

∣

∣
ϕ
1

(t), . . . , ϕi−1

(t),

n
∑

j=1

ai,j(t)ϕj(t), ϕi+1

(t), . . . , ϕn(t)
∣

∣

∣

=

n
∑

i=1

n
∑

j=1

ai,j(t)
∣

∣ϕ
1

(t), . . . , ϕi−1

(t), ϕj(t), ϕi+1

(t), . . . , ϕn(t)
∣

∣

=

n
∑

i=1

ai,i(t)
∣

∣ϕ
1

(t), . . . , ϕi−1

(t), ϕi(t), ϕi+1

(t), . . . , ϕn(t)
∣

∣

• 499/−2 :
<

(2)

x′
1

= 5x
1

+ 2x
2

, x
1

(0) = −3,
x′
2

= −8x
1

− 3x
2

, x
2

(0) = 2.

>

(2)

x′
1

= 5x
1

+ 2x
2

, x
1

(0) = −3,
x′
2

= −8x
1

− 3x
2

, x
2

(0) = 2;

(3)

x′
1

= 4x
1

+ x
2

, x
1

(0) = −4,
x′
2

= −9x
1

− 4x
2

, x
2

(0) = 1.

• 502/−1 :
<

(6) (ex + 1)y′′ − 2y′ − exy = 0.

>

(6) (ex + 1)y′′ − 2y′ − exy = 0;

(7) x2 lnxy′′ − xy′ + y = 0;

(8) xy′′ − (x+ 1)y′ − 2(x− 1)y = 0;

(9) (x2 + 1)y′′ − 2y = 0.
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• 503/8 :

<

(3) y′′ + 6y′ + 9y = 0.

>

(3) y′′ + 6y′ + 9y = 0;

(4) y′′ + ω2y = 0;

(5) y′′ + 2y′ + y = 0;

(6) y′′ + y′ − 2y = 0;

(7) y′′ − 6y′ = 0;

(8) y′′ + 4y = 0;

(9) y′′ + 4y′ + 3y = 0;

(10) y(3) − 3y′ − 2y = 0;

(11) y(4) − y = 0;

(12) y(4) + y = 0;

(13) y′′ + y = x2;

(14) y′′ − y = ex;

(15) y′′ − 2y′ − 3y = e4x;

(16) y′′ − y = 2ex − x2;

(17) y′′ − 3y′ + 2y = sinx;

(18) y′′ − 5y′ + 4y = 4x2e2x;

(19) y′′ + 3y′ − 4y = e−4x
+ xe−x;

(20) y′′ − 4y′ + 8y = e2x + sinx;

(21) y′′ − 3y′ + 2y = x osx;

(22) y′′ + y = ĝx;

(23) y′′ + y = 1/ osx;

(24) y′′ + y′ + y = x;

(25) y(3) − 3y′ − 2y = −8x3.

• 503/10 :

<

(1) y′′ − 2y/x2 = 0;

(2) y′′ − 3y′/x+ 5y/x2 = 0;

(3) y′′ + 7y′/x+ 9y/x2 = 0.

>

(1) x2y′′ + 3xy′ + y = 0;

(2) x2y′′ + xy′ − y = 0;
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(3) x2y′′ − 4xy′ + 6y = 0;

(4) y′′ − 2y/x2 = 0;

(5) y′′ − 3y′/x+ 5y/x2 = 0;

(6) y′′ + 7y′/x+ 9y/x2 = 0;

(7) xy′′ + y′ − y/x = 0;

(8) 2x2y′′ − xy′ + y = x2;

(9) 4x2y′′ + y =
√
x;

(10) x2y′′ + xy′ − y = x2.

23.26.3. Feladat [10℄. Oldjuk meg az al bbi kezdeti�rt�k- �s perem�rt�k-

probl�m kat:

(1) y′′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0;

(2) y′′ + y′ − 3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1;

(3) y′′ − 2y′ = 2ex, y(1) = 1, y′(1) = 0;

(4) y′′ + y = 1, y(0) = 0, y(π/2) = 0;

(5) y′′ + y = 1, y(0) = 0, y(π) = 0;

(6) y′′ + y = 2x− π, y(0) = 0, y(π) = 0;

(7) y′′ − y′ − 6y = 0, y(0) = 1, y(1) = 0.

23.26.7. Feladat [11℄. Hat rozzuk meg a harm¢nikus rezg�mozg s, a sil-

lap¡tott harm¢nikus rezg�mozg s, a k�nyszerrezg�s �s a sillap¡tott k�nyszerrezg�s

kit�r�s-id� f�ggv�ny�t.

• 530/10 :

<

megold s t adja. Ez a k�l�nbs�g tr�kk.

>

megold s t adja. Ez a k�l�nbs�g tr�kk. Ford¡tva is alkalmazhat¢: ha inhomog�n

egyenletet homog�n peremfelt�tel mellett akarunk megoldani, �s ismert az inhomo-

g�n egyenlet egy megold sa, akkor a k�l�nbs�g tr�kkel az inhomog�n egyenletet

homog�n egyenletre vezethetj�k vissza inhomog�n peremfelt�tellel.

• 531/−9 :
<

natkoz¢ egyenletekre szor¡tkoztunk, az�rt, hogy a fell�p� di�ereni loper torok szim-

metrikusak legyenek. Anizotr¢p esetre a t rgyal s tehnikailag

>

natkoz¢ egyenletekre szor¡tkoztunk. Anizotr¢p esetre a t rgyal s tehnikailag
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• 541/16 :

<
m s C-vel), akkor a disztrib£i¢t m-edrend�nek nevezz�k. Ha nins ilyen m,

>
m s C-vel), akkor a disztrib£i¢t legfeljebb m-edrend�nek nevezz�k. Ha nins ilyen

m,

• 552/−3 :
<

probl�ma megold s ra felhaszn lhat¢ egy olyan G×G-n �rtelmezett (x, y) 7→
>

probl�ma megold s ra felhaszn lhat¢ egy olyan G×G-n �rtelmezett (x, y) 7→

• 554/5 :

<

E(x) =
eik|x|

2ki
�s E(x) =

−e−ik|x|
2ki

>

E(x) =
−eik|x|
2ki

�s E(x) =
e−ik|x|

2ki

• 554/5 :

<

E(x) =
e−k|x|

2k
illetve E(x) =

e−ik|x|

2ki

>

E(x) =
e−k|x|

2k
illetve E(x) =

e−ik|x|

2ki

• 557/2 :

<
D′
(Rn+1

) f�ggv�nyre

>
D(Rn+1

) f�ggv�nyre

• 561/−13 :
<

(2) ∂kδ × δ;

(3) τx
0

δ × τt
0

δ, t
0

≥ 0;

(4) δ × δ′;
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(5) ∂2kδ × τt
0

δ;

(6) ∂kδ × δ′;

(7) δ ×�;

(8) τx
0

δ × τt
0

�, t
0

≥ 0;

(9) τx
0

δ × δ′ + ∂kτx
0

δ × δ;

>

(2) δ′ × δ;

(3) τx
0

δ × τt
0

δ, t
0

≥ 0;

(4) δ × δ′;

(5) δ′′ × τt
0

δ;

(6) δ′ × δ′;

(7) δ ×�;

(8) τx
0

δ × τt
0

�, t
0

≥ 0;

(9) τx
0

δ × δ′ + (τx
0

δ)′ × δ;

• 567/−12 :
<

�szre, hogy az n = 1 eset is hasonl¢an kezelhet�. A lok lisn Lipshitz hat r£

>

�szre, hogy az n = 1 eset is hasonl¢an kezelhet�. A lok lisan Lipshitz hat r£

• 572/−15 :
<

(TEu)(v) = 〈u, v〉

>

(TEu)(v) = 〈u, v〉E

• 574/−14 :
<

〈TFu, v〉 = 〈u, TF v〉 = 〈u, T v〉 minden u ∈ dmn(T )-re.

>

〈TFu, v〉 = 〈u, TFv〉 = 〈u, T v〉 minden v ∈ dmn(T )-re.
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• 574/−1 :
<
Bizony¡t s. Alkalmazzuk a t�telt f helyett a λu+ f f�ggv�nyre.

>
Bizony¡t s. Alkalmazzuk a t�tel bizony¡t s t f helyett a λu+ f f�ggv�nyre.

• 578/10 :

<

(1)

∫

G

|u|2 ≤ c

∫

G

|∇u|2, ha u ∈ H1

0

(G).

>

(1)

∫

G

u2 ≤ c

∫

G

|∇u|2, ha u ∈ H1

0

(G;R).

• 578/13 :

<

(2) ε

∫

∂G

u2 ≤ c

∫

G

(

u2 + ε2|∇u|2
)

, ha u ∈ H1

(G).

>

(2) ε

∫

∂G

u2 ≤ c

∫

G

(

u2 + ε2|∇u|2
)

, ha u ∈ H1

(G;R).

• 578/16 :

<

(3)

∫

G

(

u2 + |∇u|2
)

≤ c

(
∫

G

|∇u|2 +
∫

∂G

u2
)

, ha u ∈ H1

(G).

>

(3)

∫

G

(

u2 + |∇u|2
)

≤ c

(
∫

G

|∇u|2 +
∫

∂G

u2
)

, ha u ∈ H1

(G;R).

• 578/10 :

<
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(1)

∫

G

|u|2 ≤ c

∫

G

|∇u|2, ha u ∈ H1

0

(G).

>

(1)

∫

G

u2 ≤ c

∫

G

|∇u|2, ha u ∈ H1

0

(G;R).

• 579/4 :

<
M sr�szt hasonl¢ sz mol ssal, ha p

1

≥ p− εcoc, q1 ≥ q − c
0

c/ε, akkor
>

M sr�szt hasonl¢ sz mol ssal, ha p
1

≥ p+ εcoc, q1 ≥ q + c
0

c/ε, akkor

• 579/15 :

<
eredeti norm j val ekvivalens. Az els� perem�rt�k-feladatra ez nyilv nval¢, a m so-

dik �s harmadik perem�rt�k-probl�ma eset�n pedig k�vetkezik az el�z�

>
eredeti norm j val ekvivalens. Az els� �s m sodik perem�rt�k-feladatra ez nyilv n-

val¢, a harmadik perem�rt�k-probl�ma eset�n pedig k�vetkezik az el�z�

• 580/2 :

<

−u′′(x) = λu(x), −1 < x < 1, u(−1) = u(1)

>

−u′′(x) = λu(x), −1 < x < 1, u(−1) = u(1) = 0

• 584/3 :

<
(m+1)(m+ 2)/2 egybev g¢ kis h romsz�gre osztva, v lasszuk som¢pontnak a kis

h romsz�gek s£sait. Ha minden som¢ponthoz a f�ggv�ny�rt�k

>
(m + 1)

2

egybev g¢ kis h romsz�gre osztva, v lasszuk som¢pontnak a kis h rom-

sz�gek (m+ 1)(m+ 2)/2 s£s t. Ha minden som¢ponthoz a f�ggv�ny�rt�k

• 592/16 :

<
saj t�rt�k-probl�ma saj t�rt�keit �s saj tf�ggv�nyeit a G =

{

x : |x| < 1, x ∈ R2

}

egys�gk�r�n. Pol rkoordin t kra  tt�rve az (r, ϕ) 7→ ~u(r, ϕ) f�ggv�nyre
>

saj t�rt�k-probl�ma saj t�rt�keit �s saj tf�ggv�nyeit a G =

{

x ∈ R2

: |x| < 1

}

egys�gk�r�n. Pol rkoordin t kra  tt�rve az (r, ϕ) 7→ ~u(r, ϕ) f�ggv�nyre



112

• 592/19 :

<

G : −1

r

∂

∂r

(

r
∂~u

∂r

)

− 1

r2
∂2~u

∂ϕ2
= λ~u, ∂G : k~u+ h

∂~u

∂ϕ
= 0;

>

G : −1

r

∂

∂r

(

r
∂~u

∂r

)

− 1

r2
∂2~u

∂ϕ2
= λ~u, ∂G :

~k~u+ ~h
∂~u

∂ϕ
= 0;

• 592/−6 :
<

r(rR′
)

′
+ (λr2 − κ)R = 0, kR(1) + hR′

(1) = 0.

>

r(rR′
)

′
+ (λr2 − κ)R = 0, kR(1) + hR′

(1) = 0, ha k, h konstans.

• 593/1 :

<

Mivel λ > 0, µ =

√
λ jel�l�ssel, bevezethetj�k a µr = x

>

Ha λ > 0, akkor µ =

√
λ jel�l�ssel bevezethetj�k a µr = x

• 594/9 :

<

〈u, v〉 =
∫

1

0

r2
∫ π/2

−π/2

sinϑ

∫

2π

0

~u(r, ϑ, ϕ)~v(r, ϑ, ϕ) dϕdϑ dr.

>

〈u, v〉 =
∫

1

0

r2
∫ π

0

sinϑ

∫

2π

0

~u(r, ϑ, ϕ)~v(r, ϑ, ϕ) dϕdϑ dr.

• 595/3 :

<

egyenlet megold sai κ = l(l+ 1), l ∈ N, l ≥ |m| eset�n a

Pml (z) = (1− z2)|m|/2P
(|m|)
l (z)
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asszoi lt Legendre-f�ggv�nyek. A mell�kletben tal lhat¢ �sszef�gg�sek szerint ezek

szoros kapsolatban vannak az ultraszf�rikus polinomokkal:

(2)

(|m|)Pl−|m|(z) =
2

|m|l!

(l + |m|)! (1− z2)−|m|/2Pml (z).

Ezt az �sszef�gg�st az ultraszf�rikus polinomok di�ereni legyenlet�be helyettes¡tve,

kapjuk, hogy Pml kiel�g¡ti (1)-et κ = l(l+1) eset�n. Mivel az ultrasz�rikus polinomok

teljes ortonorm lt rendszert alkotnak a ̺(z) = (1 − z2)|m|
s£lyf�ggv�nyre n�zve, a

Pml , l ≥ |m| f�ggv�nyek, mint a (|m|)Pl−|m|
√
̺ f�ggv�nyek konstansszorosai, teljes

ortogon lis rendszert alkotnak L2

℄− 1, 1[-ben.
>

egyenlet megold sai κ = l(l+ 1), l ∈ N, 0 ≤ m ≤ l eset�n a

Pml (z) = (1− z2)m/2P
(m)

l (z)

asszoi lt Legendre-f�ggv�nyek. Az ortogon lis polinomokra vonatkoz¢ �sszef�gg�-

sek szerint ezek szoros kapsolatban vannak az ultraszf�rikus polinomokkal:

(2)

(m)Pl−m(z) =
2

ml!

(l +m)!

(1− z2)−m/2Pml (z).

Ezt az �sszef�gg�st az ultraszf�rikus polinomok di�ereni legyenlet�be helyettes¡tve,

kapjuk, hogy Pml kiel�g¡ti (1)-et κ = l(l+1) eset�n. Mivel az ultrasz�rikus polinomok

teljes ortonorm lt rendszert alkotnak a ̺(z) = (1 − z2)m s£lyf�ggv�nyre n�zve, a

Pml , 0 ≤ m ≤ l f�ggv�nyek, mint a (m)Pl−m
√
̺ f�ggv�nyek konstansszorosai, teljes

ortogon lis rendszert alkotnak L2

℄− 1, 1[-ben.

• 595/−13 :
<

vehetj�k. Felhaszn lva a Legendre-polinomokra a mell�kletben tal lhat¢

Pl(z) = 2

k

[l/2℄
∑

k=0

(−1)k
(

2l − 2k

l

)(

l

k

)

zl−2k

>
vehetj�k. Megmutathat¢, hogy Y ml norman�gyzete

4π

2ℓ+ 1

(l + |m|)!
(l − |m|)! .

Mivel Y 0

l val¢s, a val¢s r�sz�nek norman�gyzete ugyanennyi, m¡g egy�bk�nt a val¢s �s

a k�pzetes r�sz norman�gyzete is ennek a fele. Felhaszn lva a Legendre-polinomokra

vonatkoz¢

Pl(z) = 2

k

[l/2℄
∑

k=0

(−1)k
(

2l− 2k

l

)(

l

k

)

zl−2k
=

[l/2℄
∑

k=0

ckz
l−2k
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• 596/13 :

<

Hψ = − ~2

2mr
�ψ − Q2

e

|x|ψ, dmn(H) = D(R3

)

Hamilton-oper tora (l sd a 7.110 pontot) l�nyeg�ben �nadjung lt �s alulr¢l korl tos.

Tov bb 

σc(H) = [0,∞[, σp(H) =

{

−mrQ
2

e

2~2n2
: n = 1, 2, . . .

}

, σr(H) = ∅.

A −mrQ
4

e/(2~
2n2) saj t�rt�khez tartoz¢ saj talt�r n2 dimenzi¢s, �s a (g�mbi koor-

din t kban fel¡rt)

(2l+1)Ln−l−1

(

2mrQ
2

e

~2n
r
)

· rl · e−
2mrQ2

e

~2n
r · Y ml (ϑ, ϕ), 0 ≤ l ≤ n− 1, |m| ≤ l

saj tf�ggv�nyek fesz¡tik ki, ahol az L f�ggv�nyek  ltal nos¡tott Laguerre-polinomok,

az Y f�ggv�nyek pedig g�mbf�ggv�nyek. Az H oper tor �rtelmez�si tartom nya a

H2

Szoboljev-t�r.

>

(Hψ)(x) = − ~2

2mr
�ψ − Q2

e

4πε
0

|x|ψ, dmn(H) = D(R3

)

Hamilton-oper tora (l sd a 7.110 pontot) l�nyeg�ben �nadjung lt �s alulr¢l korl tos.

Tov bb 

σc(H) = [0,∞[, σp(H) =

{

− meQ
4

e

8h2ε2
0

n2
: n = 1, 2, . . .

}

, σr(H) = ∅;

a −meQ
4

e/(8h
2ε2

0

n2) saj t�rt�khez tartoz¢ saj talt�r n2 dimenzi¢s, �s a (g�mbi ko-

ordin t kban fel¡rt)

(2l+1)Ln−l−1

(

2r

nr
0

)

· rl · e−r/(nr0) · Y ml (ϑ, ϕ), 0 ≤ l ≤ n− 1, |m| ≤ l

saj tf�ggv�nyek fesz¡tik ki, ahol r
0

= 4πε
0

~2/(meQ
2

e) a Bohr-f�le atomsug r, az L
f�ggv�nyek  ltal nos¡tott Laguerre-polinomok, az Y f�ggv�nyek pedig g�mbf�ggv�-

nyek. Az H oper tor �rtelmez�si tartom nya a H2

Szoboljev-t�r.

Ha a reduk lt sug rral sz molunk, me hely�re mr ker�l, �s ha a mag t�lt�se Z,
akkor Q2

e hely�re ZQ
2

e.

• 597/1 :

<
q
3

= r osϑ, 0 ≤ r <∞, −π/2 ≤ ϑ ≤ π/2, −π ≤ ϕ ≤ π. A ψ f�ggv�ny r, ϑ, ϕ
>

q
3

= r osϑ, 0 ≤ r <∞, 0 ≤ ϑ ≤ π, −π ≤ ϕ ≤ π. A ψ f�ggv�ny r, ϑ, ϕ
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• 597/−15 :
<

R′′
+

2

r
R′

+

2mr

~2

(

E +

Q2

e

r
− l(l+ 1)

r2

)

R = 0.

Az r2
0

= −~2/(2mrE) jel�l�st bevezetve, az r v ltoz¢ helyett  tt�r�nk a dimenzi¢

n�lk�li ̺ = 2r/r
0

f�ggetlen v ltoz¢ra. Az R(̺) = R(r), n = mrQ
2

er0/~
2

jel�l�sekkel

azt kapjuk, hogy

(2) R
′′
+

2

̺
R

′
+

(

−1

4

+

n

̺
− l(l + 1)

̺2

)

R = 0.

Kis ̺ eset�n hatv nysor alakban keress�k a megold st: R(̺) = c
0

̺s + c
1

̺s+1

+ · · · .
Csak a f�tagokat tartva meg, �s elhanyagolva a magasabb fok£ tagokat, az s(s+1) =

l(l + 1) �sszef�gg�s ad¢dik, ebb�l pedig s = l vagy s = −(l + 1), de sak az els�

esethez tartozik sima megold s, ¡gy azt sejtj�k, hogy kis ̺-ra R(̺) ∼ ̺l.
Nagy ̺ eset�n a (2) egyenletben elhanyagolva az 1/̺-t �s 1/̺2-et tartalmaz¢

tagokat, az R
′′ ∼ R/4 �sszef�gg�st kapjuk, ahonnan azt sejt�k, hogy R(̺) ∼ e±̺/2,

de sak e−̺/2 n�gyzetesen integr lhat¢. Ezek a heurisztikus meggondol sok azt

sugallj k, hogy R(̺) = ̺le−̺/2w(̺) alakban �rdemes keresni a megold st. Vissza-

helyettes¡tve (2)-be, azt kapjuk, hogy

̺w′′
+ (2l + 2− ̺)w′

+ (n− l − 1)w = 0.

Ebb�l l tjuk, hogy ha n − l − 1 ≥ 0, azaz ha n ≥ l − 1, akkor

(2l+1)Ln−l−1

(̺)
megold s, nyilv n erre

R(̺) = (2l+1)Ln−l−1

(̺)̺le−̺/2,

azaz

r2
0

=

~4

mrQ4

e

n2 = − ~2

2mrE

miatt E = −mrQ
4

e/(2~
2n2) �s kapjuk az  ll¡t st.

>

R′′
+

2

r
R′

+

2me

~2

(

E +

Q2

e

4πε
0

r
− l(l+ 1)

r2

)

R = 0.

Az ~r2
0

= −~2/(2meE) jel�l�st bevezetve, az r v ltoz¢ helyett  tt�r�nk a dimenzi¢

n�lk�li ̺ = 2r/~r
0

f�ggetlen v ltoz¢ra. Az

~R(̺) = R(r), n = meQ
2

e~r0/(4πε0~
2

)

jel�l�sekkel azt kapjuk, hogy

(2)

~R′′
+

2

̺
~R′
+

(

−1

4

+

n

̺
− l(l + 1)

̺2

)

~R = 0.
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Kis ̺ eset�n hatv nysor alakban keress�k a megold st:

~R(̺) = c
0

̺s + c
1

̺s+1

+ · · · .
Csak a f�tagokat tartva meg, �s elhanyagolva a magasabb fok£ tagokat, az s(s+1) =

l(l + 1) �sszef�gg�s ad¢dik, ebb�l pedig s = l vagy s = −(l + 1), de sak az els�

esethez tartozik sima megold s, ¡gy azt sejtj�k, hogy kis ̺-ra ~R(̺) ∼ ̺l.
Nagy ̺ eset�n a (2) egyenletben elhanyagolva az 1/̺-t �s 1/̺2-et tartalmaz¢

tagokat, az

~R′′ ∼ ~R/4 �sszef�gg�st kapjuk, ahonnan azt sejt�k, hogy

~R(̺) ∼ e±̺/2,
de sak e−̺/2 n�gyzetesen integr lhat¢. Ezek a heurisztikus meggondol sok azt

sugallj k, hogy

~R(̺) = ̺le−̺/2w(̺) alakban �rdemes keresni a megold st. Vissza-

helyettes¡tve (2)-be, azt kapjuk, hogy

̺w′′
+ (2l + 2− ̺)w′

+ (n− l − 1)w = 0.

Ebb�l l tjuk, hogy ha n− l− 1 ≥ 0, azaz ha n > l, akkor (2l+1)Ln−l−1

(̺) megold s,
nyilv n erre

~R(̺) = (2l+1)Ln−l−1

(̺)̺le−̺/2,

azaz

~r2
0

=

16π2ε2
0

~4

m2

eQ
4

e

n2 = − ~2

2meE

miatt E = −meQ
4

e/(8ε
2

0

h2n2) �s kapjuk az  ll¡t st.

• 599/−11 :
<

Ax-el.
>

Ax-szel.

• 599/−3 :
<

Ax-el.

Az els� esetben egyparam�teres oper tor f�lsoportr¢l, a m sodik esetben egy-

param�teres oper tor soportr¢l besz�l�nk, A a gener tor.

>
Ax-szel.

Az els� esetben egyparam�teres line ris oper tor f�lsoportr¢l, a m sodik eset-

ben egyparam�teres line ris oper tor soportr¢l besz�l�nk, A a gener tor.

• 603/5 :

<
val¢sak, akkor a Tx =

∑∞
j=1

〈x, xj〉xj �sszef�gg�s H egy �nadjung lt ope-

>
val¢sak, akkor a Tx =

∑∞
j=1

λj〈x, xj〉xj �sszef�gg�s H egy �nadjung lt ope-
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• 603/−12 :
<

v�ges, �s u ∈ C(HT ) ∩ C2(HT ) teljes¡ti a di�£zi¢s egyenletet HT -n. Ha f ≤ 0 a HT

hengeren, akkor vagy u ≤ 0 a HT -on, vagy az u felveszi HT -beli

>
v�ges, �s u ∈ C(HT ′

)∩C2(HT ′
) teljes¡ti a di�£zi¢s egyenletetHT ′

-n valamely T ′ > T -
re. Ha q ≥ 0, f ≤ 0 a HT hengeren, akkor u ≤ 0 a HT -on, vagy az u felveszi HT -beli

• 604/9 :

<
K�vetkezm�ny. 29.5 felt�telei mellett, els� peremfelt�tel eset�n

>
K�vetkezm�ny. 29.5 felt�telei mellett, q ≥ 0 �s els� peremfelt�tel eset�n

• 604/−13 :
<

~g = g − εt/̺
0

peremfelt�tellel. Mivel

~f ≤ 0 �s ~g ≤ δ, a maximumelvet alkal-
>

~g = g − εt/̺
0

peremfelt�tellel. Mivel

~f ≤ 0 �s ~g ≤ δ
0

, a maximumelvet alkal-

• 605/−4 :
<

v′(s) = −AS(t− s)u(s) + S(t− s)u′(s)

= −AS(t− s) + S(t− s)
(

Au(s) + b(s)
)

= S(t− s)b(s).

>

v′(s) = −AS(t− s)u(s) + S(t− s)u′(s)

= −AS(t− s)u(s) + S(t− s)
(

Au(s) + b(s)
)

= S(t− s)b(s).

• 618/−1 :
<

megold ssal.

>
megold ssal.

30. Nemline ris pari lis di�ereni legyenletek

* 30.1. De�n¡i¢: Legyen H val¢s Hilbert-t�r. Az A ∈ H → H oper tor

(1) nemexpanx¡v , ha ‖Ax−Ay‖ ≤ ‖x− y‖ minden x, y ∈ dmn(A)-ra;

(2) monoton, ha 〈Ax−Ay, x− y〉 ≥ 0 minden x, y ∈ dmn(A)-ra;
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(3) maxim lis monoton, ha monoton �s 〈b − Ay, x − y〉 ≥ 0 minden y ∈ dmn(A)
eset�n Ax = b, azaz nins val¢di monoton kiterjeszt�se;

(4) b�v�l�, ha I+ µA injekt¡v, �s az inverze nemexpanz¡v minden µ > 0-ra;

(5) maxim lis b�v�l�, ha b�v�l� �s (I+ µA)−1

az eg�sz H-n van �rtelmezve.

Vegy�k �szre, hogy ha A nemexpanz¡v, akkor I − A monoton, hiszen x, y ∈
dmn(A) eset�n

〈

(x− Ax)− (y −Ay), x− y
〉

= 〈x− y, x− y〉 − 〈Ax −Ay, x− y〉
≥ ‖x− y‖2 − ‖Ax−Ay‖‖x− y‖ ≥ 0.

* 30.2. Ǳll¡t s: Legyen H val¢s Hilbert-t�r. Az A ∈ H → H oper tor pontosan

akkor monoton, ha b�v�l�.

Bizony¡t s. Nyilv n

∥

∥

(x+ µAx) − (y + µAy)
∥

∥

= ‖x− y‖2 + 2µ〈Ax−Ay, x− y〉+ µ2‖Ax−Ay‖2.

Innen

∥

∥

(x+ µAx) − (y + µAy)
∥

∥≥ ‖x− y‖2

minden µ > 0-ra pontosan akkor teljes�l, ha 〈Ax−Ay, x− y〉 ≥ 0.

* 30.3. Ǳll¡t s: Legyen H val¢s Hilbert-t�r. Az A ∈ H → H oper torra ekviva-

lensek:

(1) A monoton �s rng(I+A) = H ;

(2) A maxim lis b�v�l�;

(3) A maxim lis monoton.

Az, hogy (3)-b¢l k�vetkezik (1), Minty t�tele, �s k�s�bb bizony¡tjuk.

Bizony¡t s. Tegy�k fel, hogy (1) teljes�l. A Banah-f�le �xpontt�telt fogjuk

haszn lni. Az Rλ = (I + µA)−1

oper tor nemexpanz¡v, ¡gy el�g megmutatni, hogy

rng(I + µA) = H minden µ > 0-ra. Az x + µAx = z, x ∈ H egyenlet ekvivalens az

x = Lzx, x ∈ H egyenlettel, ahol Lzx = Rλ
(

(1 − λ/µ)x + (λ/µ)z
)

. Ha µ > λ/2,
akkor |1 − λ/µ| < 1 �s ‖Lzx − Lzy‖ ≤ |1 − λ/µ|‖x − y‖ minden x, y ∈ H-ra, ¡gy

pontosan egy �xpont van. Kezdve λ = 1-gyel �s induki¢val folytatva µ > λ/2n-re
kapjuk az  ll¡t st.

Most tegy�k fel, hogy A maxim lis b�v�l�. Ekkor A monoton. Tegy�k fel, hogy

〈b −Ay, x− y〉 ≥ 0 minden y ∈ dmn(A)-ra. Legyen y = yt = (I+A)−1

(u+ b+ tz),
ha t > 0 �s z ∈ H . Az 〈x − yt, x − yt〉 ≥ 0 egyenl�tlens�get hozz adva a fentihez

〈b − x − Ayt − yt, x − yt〉 ≥ 0, ahonnan 〈zx − yt〉 ≤ 0. Ha t ↓ 0, akkor innen

〈

z, x− (I+A)−1

(b+ x)
〉

≤ 0 minden z ∈ H-ra, azaz x = (I+A)−1

(b+ x).

* 30.4. Konvergeniatr�kk maxim lis monotonit ssal: Legyen H val¢s

Hilbert-t�r, A ∈ H → H maxim lis monoton oper tor. Ekkor ha Axn ⇀ b �s

xn → x vagy Axn → b �s xn ⇀ x, akkor Ax = b.
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Bizony¡t s. Mivel 〈Axn − Ay, xn − y〉 ≥ 0, kapjuk, hogy 〈b − Ay, x − y〉 ≥ 0

minden y ∈ dmn(A) eset�n.

* 30.5. Komura t�tele: Legyen H val¢s Hilbert-t�r, �s tegy�k fel, hogy A ∈
H → H monoton �s rng(I+A) = H . Ekkor minden u

0

∈ dmn(A)-ra l�tezik pontosan
egy u : [0,+∞[ → H folytonos f�ggv�ny, amelyre u(0) = u

0

�s u′(t) + Au(t) = 0,

ha 0 < t < +∞, a deriv ltat gyenge �rtelemben �rtve. Tov bb  erre az egy�rtelm�

megold sra

(1) u(t) ∈ dmn(A), ha t > 0;

(2) u Lipshitz-f�ggv�ny [0,+∞[-en;

(3) majdnem minden t > 0-ra a deriv lt a szok sos �rtelemben is l�tezik, �s teljes�l

a di�ereni legyenlet, valamint

∥

∥u′(t)
∥

∥ ≤ ‖Au
0

‖;
(4) a t 7→ u′(t) f�ggv�ny  ltal nos¡tott deriv ltja a t 7→ u(t) f�ggv�nynek, �s u′ :

[0,+∞[ → H gyeng�n folytonos;

(5) minden t ≥ 0-ra l�tezik az u′
+

(t) jobb oldali deriv lt �s u`
+

(t) +Au(t) = 0.

A bizony¡t shoz megjegyezz�k, hogy az  tviteli elv metrikus teret topologikus

t�rbe k�pez� f�ggv�ny hat r�rt�k�re is �rv�nyes marad.

Bizony¡t s. Vegy�k �szre, hogy az A-ra kir¢tt felt�telek azzal ekvivalensek,

hogy maxim lis monoton, illetve maxim lis b�v�l�.

Az uniit s bizony¡t sa nem neh�z: Legyen u : [0,+∞[ → H egy megold s,

amelyre u folytonos �s u′ l�tezik a gyenge �rtelemben. Ekkor

d

dt

∥

∥u(t)
∥

∥

2

= lim

h→0

〈

u(t+ h), u(t+ h)
〉

−
〈

u(t), u(t)
〉

h

= lim

h→0

〈

u(t+ h)− u(t)

h
, u(t) + u(t+ h)

〉

= 2

〈

u′(t), u(t)
〉

.

Legyen v egy m sik megold s. Ekkor

d

dt

∥

∥u(t)− v(t)
∥

∥

2

= 2

〈

u′(t)− v′(t), u(t)− v(t)
〉

= 2

〈

Au(t)−Av(t), u(t) − v(t)
〉

≤ 0,

¡gy u(t) = v(t) minden t ≥ 0-ra.

A l�tez�s bizony¡t s nak a kulsa az Rµ = (I+ µA)−1

, µ > 0 nemline ris rezol-

vens haszn lata, amely a felt�telek szerint egyH → dmn(A) bijekt¡v �s nemexpanz¡v
lek�pez�s minden µ > 0-ra. Ennek seg¡ts�g�vel k�pezz�k a nemline ris

Aµ =
1

µ
(I−Rµ), µ > 0

Yosida-k�zel¡t�st. A bizony¡t s sz mos l�p�sb�l  ll.
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I. Megmutatjuk, hogy minden µ > 0-ra �s u, v ∈ H-ra Aµu = ARµu, ‖Aµu −
Aµv‖ ≤ 2‖u − v‖/µ, �s 〈Aµu − Aµv〉 ≥ 0, azaz Aµ monoton �s Lipshitz-f�ggv�ny,

tov bb  minden µ > 0-ra �s u ∈ dmn(A)-ra RµAu = Aµu �s ‖Aµu‖ ≤ ‖Au‖.
Val¢ban, AµR

−1

µ [(R−1

µ −I)/µ = A �s hasonl¢anR−1

µ Aµ = A. Mivel Rµ nemexpanz¡v,

‖Aµu−Aµv‖ =
1

µ

∥

∥

(u − v)− (Rµu−Rµv)
∥

∥ ≤ 2

µ
‖u− v‖,

‖Aµu‖ =
1

µ
‖u−Rµu‖ =

1

µ

∥

∥Rµ(I− µA)u −Rµu
∥

∥ ≤ ‖Au‖.

Mivel Rµ nemexpanz¡v, I−Rµ monoton, �s ¡gy Aµ is monoton.

II. R�gz¡tett T > 0-ra az A oper torb¢l elk�sz¡tj�k az X = L2

[

0, T ℄;H
)

t�r

~A

oper tor t az (

~Au)(t) = Au(t) de�n¡i¢val; az ~A oper tor azon u f�ggv�nyekre van

�rtelmezve, amelyekre u(t) ∈ dmn(A) majdnem minden t-re �s t 7→ Au(t) az X-ben

van. Megmutatjuk, hogy az

~A oper tor maxim lis b�v�l�. Az A monotonit s b¢l

〈 ~Au− ~Av, u− v〉X =

∫ T

0

〈

Au(t)−Av(t), u(t)− v(t)
〉

dt ≥ 0.

Megmutatjuk, hogy rng(I + ~A) = X . Legyen w ∈ X �s u(t) = (I + A)−1w(t),
v = (I +A)−1

(0). Mivel (I+ A)−1

nemexpanz¡v, ‖u(t)− v‖2 ≤ ‖w(t)‖2. Integr lva
t szerint u− v ∈ X , azaz u ∈ X .


