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I. ElőismeretekA disszert 
i¢ f�ggv�nyegyenletek regularit si tulajdons gaival foglal-kozik. Egys�ges keretbe foglalva tartalmazza az iter 
i¢t nem tartalmaz¢t�bbv ltoz¢s f�ggv�nyegyenletek regularit s val kap
solatban kor bban el-�rt, kandid tusi disszert 
i¢mban is szerepl� eredm�nyeimet (amelyek alap-j n a Tudom nyos Min�s¡t� Bizotts g az akad�miai doktori �rtekez�s be-ny£jt s ig el�¡rt v rakoz si id� al¢l felmentett), valamint az az¢ta ebben at�m ban el�rt £j eredm�nyeimet. Sz mos alkalmaz st is t rgyal. A kandi-d tusi disszerta
i¢mban nem szerepl� eredm�nyek az 1., 7., 8., 9., 10., 11.,12., 13., 14., 17., 18., 19., 20., 21., 22. �s 23. paragrafusokban tal lha-t¢k, ezen paragrafusok nagy r�sze teljesen £j. A kandid tusi disszert 
i¢mjelent�s r�sz�t k�pez�, a Haar-m�rt�k invari ns kiterjeszt�seivel foglalkoz¢eredm�nyeket | b r kap
sol¢dnak a t�mak�rh�z | itt 
sak �sszefoglalom.A disszert 
i¢ anyaga l�nyeg�ben megegyezik a t�mak�rb�l tervezett k�ny-vem anyag val, de nem tartalmazza m sok eredm�nyeinek t rgyal s t. Abevezet�s is l�nyeg�ben a tervezett k�nyv bevezet�se, ami tal n t£l r�szletesegy disszert 
i¢hoz. M�gis 
�lszer�nek t�nt ebben a form ban hagyni, mivel¡gy az anyag esetleg olyanok sz m ra is hasznos lehet, akik a t�mak�rrel 
sakmost ismerkednek, �s ebben a t�mak�rben k¡v nnak dolgozni.



1.§ Bevezet�s 1.§ Bevezet�s1.1. Ǒltal nos megjegyz�sek �s egyszer� p�ld k. Mint legegy-szer�bb p�ld t, tekints�k a legjobban ismert f�ggv�nyegyenletet, a Cau
hy-egyenletet:(1) f(x+ y) = f(x) + f(y).Itt az ismeretlen az f f�ggv�ny. Sz�lesebb �rtelemben a di�eren
i legyenle-tek, integr legyenletek, vari 
i¢s probl�m k, stb. is f�ggv�nyegyenletek, demi ezt a kifejez�st sz�kebb �rtelemben fogjuk haszn lni, 
sak olyan egyenle-tekre, amelyekben olyan in�nitezim lis oper 
i¢k, mint di�eren
i l s �s in-tegr l s, nem szerepelnek. A form lis de�n¡
i¢t illet�en l sd A
z�el k�nyv�t:[3℄, 0.1. A fenti (1) f�ggv�nyegyenlet pontos megad s hoz hozz tartozik an-nak a f�ggv�nyhalmaznak a megad sa, amelynek elemei k�z�tt a megold stkeress�k. Meg kell adnunk tov bb  az x �s y v ltoz¢k azon (x, y) p rjainakhalmaz t, amelyekre az egyenletnek teljes�lni kell: ez a f�ggv�nyegyenlet�rtelmez�si tartom nya. P�ld ul, kereshetj�k mindazokat az f : R → Rm�rhet� f�ggv�nyeket, amelyekre (1) fenn ll minden (x, y) ∈ [0,∞[ × R-re.Olyan felt�teleket, mint m�rhet�s�g, Baire-tulajdons g, folytonoss g minde-n�tt vagy egy pontban, korl toss g, di�eren
i lhat¢s g, analitikuss g, stb.,regularit si felt�teleknek szok s nevezni. Egy�bk�nt, ha egy adott halmaztegy m sik adott halmazba lek�pez� �sszes f�ggv�nyek halmaz ban keress�ka megold st, akkor azt mondjuk, hogy a f�ggv�nyegyenlet  ltal nos megol-d s t hat rozzuk meg.Rendszerint a f�ggv�nyegyenlet �rtelmez�si tartom nya a v ltoz¢k �sszesolyan p rjainak (vagy t�bbeseinek) halmaza, amelyekre az egyenlet mindk�toldala de�ni lva van. P�ld ul, ha azt mondjuk, hogy f : R → R a Cau
hy-egyenlet megold sa, akkor ebbe impli
it m¢don bele�rtj�k, hogy (1) minden(x, y) ∈ R × R-re teljes�l. Ha az egyenlet �rtelmez�si tartom nya nem alegb�vebb halmaz, amelyre mindk�t oldal de�ni lva van, akkor sz�k¡tett �r-telmez�si tartom ny£ egyenletr�l besz�l�nk; a felt�teles egyenlet elnevez�sis szok sos, k�l�n�sen, ha az egyenlet �rtelmez�si tartom nya a megold s-f�ggv�nyt�l vagy f�ggv�nyekt�l is f�gg.A Cau
hy-egyenlet egy k�tv ltoz¢s egyenlet: a v ltoz¢kat (1)-ben x-szel �s y-nal jel�lt�k. Olyan f�ggv�nyegyenleteket, mint f(x) = f(−x),
f(x) = −f(−x), f(2x) = f(x)2, vagy p�ld ul a di�eren
iaegyenletek egyv l-toz¢s egyenleteknek nevez�nk. Ez az �egy v ltoz¢" lehet vektor v ltoz¢ is; akifejez�st £gy �rtj�k, hogy nin
s t�bb v ltoz¢ az egyenletben, mint az isme-retlen f�ggv�ny v ltoz¢inak sz ma, illetve az ismeretlen f�ggv�nyek v ltoz¢isz m nak minimuma. Egy�bk�nt t�bbv ltoz¢s f�ggv�nyegyenletr�l besz�-l�nk. Ez a megk�l�nb�ztet�s nagyon hasznos a gyakorlatban. Nagy k�l�nb-s�g van az egyv ltoz¢s �s a t�bbv ltoz¢s egyenletek megold s ra haszn ltm¢dszerek k�z�tt. Egyv ltoz¢s egyenletekkel kap
solatban Ku
zma [110℄illetve Ku
zma, Cho
zewski, Ger [112℄ k�nyv�re utalunk.Az egy- �s t�bbv ltoz¢s egyenletek k�z�tti megk�l�nb�ztet�s, �s mindaz,amit v ltoz¢kr¢l, �rtelmez�si tartom nyr¢l, regul ris �s  ltal nos megold -



6 1.§ Bevezet�ssokr¢l mondtunk, �rtelemszer�en alkalmazhat¢ f�ggv�nyegyenlet-rendszerekreis. Tov bbi egyszer� p�ld k f�ggv�nyegyenletekre Cau
hy exponen
i lisegyenlete:(2) f(x+ y) = f(x)f(y),Cau
hy hatv ny-egyenlete:(3) f(xy) = f(x)f(y),�s Cau
hy logaritmikus egyenlete:(4) f(xy) = f(x) + f(y).J¢l ismert jelens�g, hogy egyetlen f�ggv�nyegyenlet sz mos ismeretlenf�ggv�nyt determin lhat. Ez a helyzet p�ld ul a Cau
hy-egyenlettel anal¢g,t�bb ismeretlen f�ggv�nyt tartalmaz¢ Pexider-egyenletn�l:(5) f1(x+ y) = f2(x) + f3(y).A fenti egyszer� (1){(5) f�ggv�nyegyenleteket mint egyszer� p�ld katfogjuk haszn lni. R�szletes vizsg latuk megtal lhat¢ A
z�el [3℄ illetve A
z�el�s Dhombres [16℄ k�nyv�ben.1.2. Egyszer� p�ld k: sima megold sok. Az f(x+y) = f(x)+f(y)Cau
hy-egyenlet egy f : R → R megold s r¢l tegy�k fel, hogy analitikus.
y = x helyettes¡t�ssel az f(2x) = 2f(x) egyv ltoz¢s egyenletet kapjuk. Azanalitikuss g olyan er�s felt�tel, hogy m�g ennek az egyv ltoz¢s egyenletneksin
s t£l sok analitikus megold sa. Az f(x) = c0 + c1x+ . . . megold sra aztkapjuk, hogy

c0 + 2c1x+ 4c2x2 + . . . = 2c0 + 2c1x+ 2c2x2 + . . .az orig¢ egy k�rnyezet�ben, �s ¡gy a megold s 
sak f(x) = cx lehet egytetsz�leges c = c1 konstanssal. Helyettes¡t�s mutatja, hogy ez t�nyleg meg-old sa a Cau
hy-egyenletnek.Cau
hy f(x + y) = f(x)f(y) exponen
i lis egyenlet�nek esete sokkal�rdekesebb. �gy mint fent, kapjuk az egyv ltoz¢s f(2x) = f(x)2 egyenletet,�s ha f : R → R analitikus, f(x) = c0 + c1x+ . . . , akkor azt hogy
c0 + 2c1x+ 4c2x2 + . . . = c20 + 2c0c1x+ (2c0c2 + c21)x2 + . . . .Innen c0 = c20. K�t lehet�s�g van. Az els�, hogy c0 = 0, amib�l k�vetkezik,hogy cn = 0 minden n-re, �s ¡gy hogy f ≡ 0. A m sodik, hogy c0 = 1.Ebben az esetben c1 tetsz�leges lehet, �s a2ncn = n

∑

i=0 cicn−i.



1.§ Bevezet�segyenletekb�l c = c1 jel�l�ssel induk
i¢val azt kapjuk, hogy cn = cn/n!.�gy az analitikus megold sok f(x) = ∑∞
n=0 cnxn/n! = exp(cx) alak£ak.Ugyanezzel a m¢dszerrel megkaphatjuk a komplex analitikus f : C → Cmegold sokat is. Vegy�k �szre, hogy ez az eleg ns m¢dszer az exponen
i lisf�ggv�ny (�s a vele kap
solatos sin, 
os, sinh �s 
osh f�ggv�nyek) bevezet�-s�nek olyan m¢dja, amely 
sak a hatv nyoz s legalapvet�bb tulajdons g ra�p�l. Pontosan ez motiv lta Cau
hy-t az 1.1.(1){1.1.(4) egyenletek vizsg -lat ban: a hatv nyf�ggv�nyek bevezet�s�n�l a pontatlan okoskod sokat �s�
ir
ulus vi
iosus"-t akarta elker�lni. L sd a t�rt�neti megjegyz�seket A
z�el�s Dhombres [16℄ k�nyv�ben, 365{371. o.Tegy�k fel most, hogy a k�tszer di�eren
i lhat¢ f : R → R megold so-kat keress�k. Az f(x+ y) = f(x) + f(y) Cau
hy-egyenlet eset�n di�eren
i- ljuk mindk�t oldalt y szerint. Ez �meg�li" az els� tagot a jobb oldalon, �sazt kapjuk, hogy f ′(x + y) = f ′(y), ha x, y ∈ R. Megint di�eren
i lva, demost x szerint, �meg�lj�k" a m sik tagot is a jobb oldalon, �s azt kapjuk,hogy f ′′(x+ y) = 0. Innen y = 0 helyettes¡t�ssel az f ′′(x) = 0 di�eren
i le-gyenletet kapjuk. Ennek az egyenletnek minden megold sa f(x) = c0 + cxalak£, ahol c0, c ∈ R konstansok. Visszahelyettes¡tve az eredeti f�ggv�nye-gyenletbe, l tjuk, hogy c0 = 0, �s azt kapjuk, hogy a k�tszer di�eren
i lhat¢megold sok pontosan az f(x) = cx alak£ f�ggv�nyek.Ez az egyszer� p�lda j¢l mutatja az �el�g sima" megold sok meghat -roz s ra haszn lt  ltal nos m¢dszer l�nyeg�t. Az  ltal nos taktika egyes ta-gokat �meg�lni" egy-egy alkalmas di�eren
i loper torral, �s v�g�l megfelel�helyettes¡t�ssel egy di�eren
i legyenletet kapni. Rendszerint alkalmas he-lyettes¡t�sek vagy az egyenlet bizonyos szimmetri inak felhaszn l sa ala
so-nyabb fok£ di�eren
i legyenletet eredm�nyez. P�ld ul az f ′(x+ y) = f ′(y)egyenletb�l y = 0 helyettes¡t�ssel azonnal azt kapjuk, hogy f ′(x) = c a

c = f ′(0) konstanssal, ami egy els�rend� di�eren
i legyenlet. Cau
hy expo-nen
i lis egyenlete: f(x + y) = f(x)f(y) eset�ben hasonl¢an kapjuk, hogy
f ′(x + y) = f(x)f ′(y), �s y = 0 helyettes¡t�ssel, hogy f ′(x) = cf(x), ahol
c = f ′(0).Vegy�k �szre, hogy mindk�t esetben az egyszer di�eren
i lhat¢ megol-d sok ugyanazok, mint az analitikus megold sok.1.3. Egyszer� p�ld k: regularit si tulajdons gok. Hogyan kap-hatjuk meg a fenti p�ld k, a Cau
hy-egyenlet, illetve Cau
hy exponen
i lisegyenlete eset�n j¢val gyeng�bb regularit si felt�telek mellett a megold so-kat? Egy  ltal nos m¢dja ennek az, hogy megmutatjuk, a gyenge regulari-t si felt�telb�l, p�ld ul a folytonoss gb¢l vagy a m�rhet�s�gb�l j¢val er�sebbregularit si felt�telek k�vetkeznek, p�ld ul a megold sok di�eren
i lhat¢akvagy analitikusak. P�ld ul �gyelj�k meg, hogy mindk�t fenti esetben a meg-old sokra kapott di�eren
i legyenletb�l k�vetkezik, hogy a megold sok ana-litikusak (l sd Dieudonn�e [39℄, 10.5.3).Ha f : R → R folytonos megold s, akkor a Cau
hy-egyenlet eset�nmindk�t oldalt integr lva a pozit¡v hossz£s g£ [a, b℄ intervallum felett azt



8 1.§ Bevezet�skapjuk, hogy
f(x)(b− a) = ∫ b

a

f(x+ y) dy − ∫ b

a

f(y) dy.Bevezetve az £j u = x+ y v ltoz¢t azt kapjuk, hogy
f(x) = 1

b− a

∫ x+b

x+a

f(u) du− 1
b− a

∫ b

a

f(y) dy.A jobb oldal di�eren
i lhat¢, ¡gy kapjuk, hogy f is di�eren
i lhat¢. Ha fk�tszeri di�eren
i lhat¢s g ra akarunk k�vetkeztetni, hasonl¢ okoskod st al-kalmazhatunk az eredeti egyenletb�l x szerinti di�eren
i l ssal kapott f ′(x+
y) = f ′(x) egyenletre, stb.Cau
hy exponen
i lis egyenlete eset�n f ≡ 0 is folytonos f : R → Rmegold s. Ha f(y0) 6= 0, akkor v laszthatunk olyan [a, b℄ k�rnyezet�t y0-nak, amelyre f(y)/f(y0) ≥ 1/2 minden y ∈ [a, b℄-re. Integr lva azt kapjuk,hogy

f(x) ∫ b

a

f(y) dy = ∫ b

a

f(x+ y) dy,�s ¡gy
f(x) = ∫ b+x

a+x
f(u) du

∫ b

a
f(y) dy .Ebb�l k�vetkezik, hogy f di�eren
i lhat¢. Itt is hasonl¢ meggondol sok al-kalmazhat¢k az eredeti egyenletb�l x szerinti di�eren
i l ssal kapott f ′(x+

y) = f ′(x)f(y) egyenletre, �s azt kapjuk, hogy a megold s k�tszer di�eren-
i lhat¢, stb.Most vizsg ljuk a Cau
hy-egyenlet egy f : R → R m�rhet� megol-d s t. Legyen [a, b℄ egy intervallum pozit¡v η hosszal. Legyen x0 ∈ Rtetsz�leges. Luzin t�tele szerint l�tezik [x0 + a, x0 + b℄-nek legal bb 3η/4Lebesgue-m�rt�k� C1 kompakt r�szhalmaza, amelyre f |C1 folytonos. Ha
|x − x0| < η/8, akkor a C1 − x halmaz r�sze a C = [a − η/8, b + η/8℄ hal-maznak. Mivel C \ (C1 − x) �s C \ (C1 − x0) Lebesgue-m�rt�ke legfeljebb
η/2, nem fedhetik le C-t. �gy a (C1 − x0) ∩ (C1 − x) metszet nem �res.Legyen ε > 0 tetsz�leges. Mivel f |C1 egyenletesen folytonos, van olyan
δ > 0, amelyre u, u′ ∈ C1, |u − u′| < δ eset�n |f(u) − f(u′)| < ε. �gy ha
|x − x0| < min{η/8, δ}, akkor b rmely y ∈ (C1 − x0) ∩ (C1 − x)-szel aztkapjuk, hogy

|f(x) − f(x0)| ≤ |f(x+ y) − f(x0 + y)| + |f(y) − f(y)| < ε,azaz f folytonos x0-ban. Mivel x0 tetsz�leges volt, f minden�tt folytonos.Ugyanez a m¢dszer Cau
hy exponen
i lis egyenlet�re is alkalmazhat¢, habevezetj�k a t = x + y £j v ltoz¢t x helyett, azaz ha az ekvivalens f(t) =
f(t− y)f(y) egyenletre t�r�nk  t.



1.§ Bevezet�sVegy�k �szre, hogy az f(xy) = f(x) + f(y) egyenletnek, Cau
hy loga-ritmikus egyenlet�nek nin
s m s f : R → R megold sa, mint f ≡ 0; ez y = 0helyettes¡t�ssel k�vetkezik.Az f(xy) = f(x)f(y) egyenlet, Cau
hy hatv ny-egyenlete eset�n vannakolyan f : R → R megold sok, amelyek m�rhet�ek, de nem folytonosak,folytonosak, de nem di�eren
i lhat¢ak, stb. Val¢ban, az x 7→ |x|c �s x 7→
|x|c sgn x f�ggv�nyek megold sok b rmely c ∈ R eset�n, ha 0c-t £gy �rj�k,hogy 0 minden c ∈ R-re.1.4. Hilbert �t�dik probl�m ja. Hilbert az 1900-as Nemzetk�zi Ma-tematikai Kongresszuson ismertetett nevezetes �t�dik probl�m ja ([56℄, 304. o.),mint ismeretes azt k�rdezi, hogy1\a folytonos transzform 
i¢
soport Lie-f�le fogalma a f�ggv�nyekdi�eren
i lhat¢s g nak felt�telez�se n�lk�l vizsg lataink sz m ramennyire hozz f�rhet�",k�zelebbr�l2,\vajon valamilyen megfelel� £j v ltoz¢k �s param�terek bevezet�-s�vel a 
soport nem transzform lhat¢-e  t £gy, hogy a de�ni l¢f�ggv�nyek di�eren
i lhat¢ak legyenek, . . . ".Hilbert, kifejtve hogy a 
soport-tulajdons g egy f�ggv�nyegyenlet-rendszerbenfejez�dik ki, ¡gy folytatja3:\Ezek a k�rd�sek  ltal ban a f�ggv�nyegyenletek sz�les �s �rde-kes ter�let�re vezetnek benn�nket, amelyeket eddig f�leg a fell�p�f�ggv�nyek di�eren
i lhat¢s g nak felt�telez�se mellett vizsg ltak.K�l�n�sen az Abel (Oeuvres, 1. k�ot., 1., 61., 389. o.)  ltal oly sok�leselm�j�s�ggel kezelt f�ggv�nyegyenletek, a di�eren
iaegyenletek,�s m s, az irodalomban el�fordul¢ egyenletek �nmagukban nemmutatj k, mi k�nyszer¡ti ki a fell�p� f�ggv�nyek di�eren
i lhat¢s -g nak k�vetelm�ny�t, �s bizonyos egziszten
ia-bizony¡t sok a vari- 
i¢sz m¡t sban k�zvetlen�l ahhoz a feladathoz vezettek, hogy egy

1“. . . inwieweit der Liesche Begriff der kontinuierlichen Transformationsgruppe auch

ohne Annahme der Differenzierbarkeit der Funktionen unserer Untersuchung zugänglich

ist.”
2“es ensteht mithin die Frage, ob nicht etwa durch Einführung geeigneter neuer

Verändertlicher und Parameter die Gruppe stets in eine solche übergeführt werden kann,
für welche die definierenden Funktionen differenzierbar sind, . . . ”.

3“Überhaupt werden wir auf das weite und nicht uninteressante Feld der Funktional-
gleichungen geführt, die bisher meist nur unter der Voraussetzung der Differenzierbarkeit

der auftretenden Funktionen untersucht worden sind. Insbesondere die von Abel (Werke,

Bd. 1, S. 1, 61, 389) mit so vielem Scharfsinn behandelten Funktionalgleichungen, die Dif-
ferenzengleichungen und andere in der Literatur vorkommende Gleichungen weisen an sich

nichts auf, was zur Forderung der Differenzierbarkeit der auftretenden Funktionen zwingt,

und bei gewissen Existenzbeweisen in der Variationsrechnung fiel mir direkt die Aufgabe
zu, aus dem Bestehen einer Differenzengleichung die Differenzierbarkeit der betrachteten

Funktionen beweisen zu müssen. In allen diesen Fällen erhebt sich daher die Frage, in-

wieweit etwa die Aussagen, die wir im Falle der Annahme differenzierbarer Funktionen

machen können, unter geeigneten Modifikationen ohne diese Voraussetzung gültig sind.”



10 1.§ Bevezet�sdi�eren
i legyenlet fel ll¡t s hoz a vizsg lt f�ggv�nyek di�eren
i- lhat¢s g t kellett bizony¡tani. Mindezekben az esetekben ez�rtfelmer�l a k�rd�s, mennyiben maradnak hasonl¢  ll¡t sok, amelye-ket a szerepl� f�ggv�nyek di�eren
i lhat¢s g nak felt�telez�s�velbizony¡thatunk, �rv�nyesek ezen felt�telez�s n�lk�l megfelel� m¢-dos¡t sok mellett."(Hilbert kiemel�sei.) Ezut n Hilbert id�zi Minkowskinak egy, az
f(x+ y) ≤ f(x) + f(y) x, y ∈ Rnf�ggv�nyegyenl�tlens�g megold sainak bizonyos felt�telek melletti par
i lisdi�eren
i lhat¢s g ra vonatkoz¢ eredm�ny�t, majd megjegyzi, hogy bizo-nyos f�ggv�nyegyenleteknek, p�ld ul az

f(x+ α) − f(x) = g(x),
f(x+ β) − f(x) = 0,f�ggv�nyegyenlet-rendszernek, ahol α, β adott val¢s sz mok, g pedig adottval¢s f�ggv�ny, lehet olyan f megold sa, amely folytonos, de nem di�eren-
i lhat¢, m�g akkor is, ha g analitikus f�ggv�ny.Mai nyelven szok s Hilbert �t�dik probl�m j t £gy fogalmazni, hogyigaz-e, hogy egy lok lisan euklid�szi 
soport Lie-
soport? L thatjuk azon-ban, hogy �t�dik probl�m j nak m sodik fel�ben Hilbert sokkal  ltal no-sabban fogalmazva olyan probl�m kra h¡vja fel a �gyelmet, amelyeket maregularit si probl�m knak szok s nevezni: f�ggv�nyegyenletekre, di�eren-
i legyenletekre, �s m s egyenletekre megmutatni, hogy a di�eren
i lhat¢-s gi felt�telek sokkal enyh�bb felt�telekkel helyettes¡thet�k (esetleg megfe-lel� m¢dos¡t sok ut n). Ez a gondolat Hilbert tizenkilen
edik �s husza-dik probl�m j ban is visszat�r, vari 
i¢sz m¡t ssal �s par
i lis di�eren
i -legyenletekkel kap
solatban. L sd Zeidler [165℄ k�nyv�t, II/A, 86{93. o. AHilbert-probl�m kkal kap
solatban l sd az Alexandrov  ltal szerkesztett [19℄k�nyvet.1.5. Ǒltal nos s�ma f�ggv�nyegyenletek megold s ra. A fentiegyszer� p�ld k, valamint Hilbert �t�dik probl�m j nak m sodik fele azal bbi  ltal nos s�m t sugallj k f�ggv�nyegyenletek regul ris megold sainakmeghat roz s ra:(1) Regularit si t�telek felhaszn l s val mutassuk meg, hogy a f�ggv�ny-egyenlet minden megold sa, amely valamely �gyenge" regularit si fel-t�telnek eleget tesz | p�ld ul m�rhet�, Baire-tulajdons g£, stb. |,�er�s" regularit si felt�teleket is kiel�g¡t, p�ld ul lok lisan integr lhat¢,folytonos, n�h nyszor di�eren
i lhat¢ vagy analitikus.(2) Hat rozzuk meg az �er�sen" regul ris megold sokat, az egyenletet m st¡pus£ egyenletre | di�eren
i legyenletre, integr legyenletre, a hat-v nysor nak egy�tthat¢ira vonatkoz¢ egyenletrendszerre, stb. | ve-zetve vissza, vagy a f�ggv�nyegyenletek elm�let�nek spe
i lis m¢dszereithaszn lva.



1.§ Bevezet�sDolgozatok sz zai illusztr lj k ezt a bev lt m¢dszert. A (2) l�p�sbena f�ggv�nyegyenlet spe
i lis tulajdons gait,  ltal nos tapasztalatokat �s al-kalmi �tleteket haszn lunk: spe
i lis helyettes¡t�seket, az egyenlet szimmet-ri it, integr ltranszform 
i¢kat, egyes tagok �meg�l�s�t" alkalmas di�eren-
i loper torokkal, stb. Sz mos f�ggv�nyegyenletekkel foglalkoz¢ k�nyvben�s 
ikkben tal lunk p�ld kat. Az al bbi k�nyvek t�bbv ltoz¢s f�ggv�nye-gyenletekkel kap
solatos bevezet� jelleg� anyagot tartalmaznak: A
z�el [2℄,[5℄; Hille [57℄; Ku
zma [111℄; Saaty [138℄, se
tion 3. T�bbv ltoz¢s f�ggv�nye-gyenletekkel kap
solatos monogr � k A
z�el [1℄, �s a b�vebb [3℄ angol kiad s,valamint A
z�el-Dhombres [16℄. F�leg spe
i lis t�m kat t rgyalnak: A
z�el [8℄(t rsadalomtudom nyok); A
z�el-Dar�o
zy [15℄ (inform 
i¢m�rt�kek); A
z�el-Go l�ab [18℄ (geometria); Dhombres [35℄ (felt�teles Cau
hy-egyenletek); Ei
h-horn [40℄ (k�zgazdas gtan); Sz�ekelyhidi [158℄ (konvol£
i¢ t¡pus£ egyenletek).L sd m�g a [7℄, [10℄, [104℄  ttekint� dolgozatokat, a [12℄ k�tet  ttekint�dolgozatait, az Aequationes Mathemati
ae k�teteit, �s f�ggv�nyegyenletek-kel kap
solatos dolgozatok ott rendszeresen megjelen� folytat¢lagos bibliog-r � j t.Ennek a disszert 
i¢nak a f� t�m ja az els� l�p�ssel foglalkozik:  lta-l nos regularit si t�teleket fogunk bizony¡tani f�ggv�nyegyenletek egy sz�lesoszt ly ra, a t�bbv ltoz¢s, iter 
i¢t nem tartalmaz¢ egyenletekre. Ered-m�nyeink v laszt adnak Hilbert �t�dik probl�m ja m sodik fel�nek nagyr�sz�re ezen oszt ly eset�n. M�g ebben a sz�kebb t�mak�rben is lehetetlenminden dolgozatra hivatkozni, amely valamely spe
i lis egyenlet regulari-t s nak k�rd�s�vel foglalkozik. Csak a fent id�zett k�nyvekre, �sszefoglal¢dolgozatokra, az Aequationes Mathemati
ae k�teteire �s az ott megjelentbibliogr � ra utalhatunk. A t�bbv ltoz¢s f�ggv�nyegyenletek  ltal nos t¡-pusaira vonatkoz¢ regularit si eredm�nyek egy r�sz�re a jelen disszert 
i¢megfelel� paragrafus nak bevezet�s�ben utalunk.Miel�tt a regularit si probl�m k t rgyal s ba kezden�nk, r�viden  tte-kintj�k a �sima" megold sok meghat roz s ra szolg l¢ m¢dszereket.1.6. Ǒltal nos m¢dszerek f�ggv�nyegyenletek �sima" megol-d sainak meghat roz s ra. Bevezet� p�ldak�nt k�t m¢dszert mutattunkbe: analitikus megold sok meghat roz s t az egy�tthat¢kra kapott egyen-letrendszer megold s val, �s a f�ggv�nyegyenlet visszavezet�s�t di�eren
i l-egyenletre. Ez a m sodik m¢dszer k�l�n�sen sz�les k�rben haszn latos, �srendszerint a �sima" megold sok meghat roz s nak legk�nyelmesebb m¢d-j t biztos¡tja. Tov bbi p�ld kat A
z�el [3℄ k�nyv�ben tal lhatunk, l sd k�l�-n�sen a 4.2.1, 4.2.4 pontokat. A di�eren
i legyenlet levezet�se rendszerinta tagok di�eren
i loper torokkal t�rt�n� �meg�l�s�t", spe
i lis helyettes¡t�-seket, valamint az egyenlet spe
i lis szimetri it haszn lja. A
n
∑

i=0 hi(x, y)fi (gi(x, y)) = h(x, y), (x, y) ∈ D ⊂ R2,line ris f�ggv�nyegyenlet-t¡pusra, ahol f0, f1, . . . , fn az ismeretlen f�ggv�-nyek, P�ales [134℄ dolgozata egy  ltal nos algoritmikus m¢dszert ismertet.



12 1.§ Bevezet�sP les alapgondolata az, hogy a helyettes¡t�seket az utols¢ l�p�snek hagyja,�s megmutatja, hogy megfelel�en v lasztott di�eren
i loper torok seg¡ts�g�-vel egy t¡pus, mondjuk az f0(g0(x, y)), f ′0(g0(x, y)), stb., t¡pus£ak kiv�tel�velaz �sszes t�bbi tag �meg�lhet�". Ekkor m r b rmely t = g0(x, y0) helyettes¡-t�s di�eren
i legyenletet eredm�nyez. N�h ny m s f�ggv�nyegyenlet-t¡pusrais l�tezik algoritmikus megold si m¢dszer. P�ld ul Vin
ze m¢dszer�t kell ittmegeml¡ten�nk (l sd A
z�el [3℄, 4.2.5.). De m�g igen messze vagyunk at-t¢l, hogy algoritmikus m¢dszerrel legy�nk k�pesek megoldani az £jonnanfelmer�l� f�ggv�nyegyenletek nagy r�sz�t.Megeml¡tj�k, hogy bizonyos f�ggv�nyegyenletek integr legyenletre re-duk lhat¢k. Ezt a m¢dszert nem mutatjuk be itt; l sd A
z�el [3℄ k�nyv�t,4.1.2.Fontos m¢dszer integr ltranszform 
i¢k felhaszn l s val egyszer�bb f�gg-v�nyegyenletre reduk lni az egyenletet. A
z�el [3℄ k�nyve, 4.1.1, ezt a m¢d-szert is bemutatja. Sz�ekelyhidi [156℄ k�nyve sz mos f�ggv�nyegyenlettel fog-lalkozik, f�leg Abel-
soportokon. A vizsg latokban a Fourier-transzform 
i¢�s �nom¡t sai, valamint a spektr lszint�zis j tszanak f� szerepet. L sd m�ga k�z�s  ttekint� 
ikk�nkben [104℄ hivatkozott dolgozatokat.N�ha egy f�ggv�nyegyenletre a megold s k�zvetlen�l megkaphat¢ azegyenletb�l egy s�r� halmazon. Ilyenkor a folytonos megold sok megkapha-t¢k, ha a pontokat e s�r� halmaz pontjaival k�zel¡tj�k. P�ld ul, a Cau
hy-egyenletn�l x = y = 0 helyettes¡t�ssel f(0) = 0, �s induk
i¢val f(nx) =
nf(x), ha n ∈ N. Az y = −x helyettes¡t�s mutatja, hogy f(−x) = −f(x),¡gy a fenti �sszef�gg�s minden n ∈ Z-re teljes�l. Most x/n-et helyettes¡tve
x helyett kapjuk, hogy f(x/n) = f(x)/n, ha 0 6= n ∈ Z. �gy f(rx) = rf(x),ha r ∈ Q. Ez mutatja, hogy f(1) meghat rozza f �rt�keit a ra
ion lis pon-tokban, �s a val¢s sz mokat ra
ion lis sz mokkal k�zel¡tve azt kapjuk, hogya folytonos megold sok f(x) = cx alak£ak, ahol c = f(1). Tov bbi p�ld katA
z�el [3℄ k�nyv�ben tal lhatunk, se
tion 2.Egy m sik m¢dszer, hogy a f�ggv�nyegyenletet egy olyan f�ggv�ny-egyenletre vezetj�k vissza, amelynek megold sa m r ismert. Ezen a (l�nye-g�ben algebrai) m¢don rendszerint az egyenlet  ltal nos megold s t is si-ker�l meghat rozni. A regul ris megold sokat rendszerint a m sik egyenletregul ris megold saib¢l kapjuk, ¡gy ezek is meghat rozhat¢k. Sz mos p�l-d t tal lhatunk erre az A
z�el [3℄ illetve A
z�el-Dhombres [15℄ k�nyvekben.Puszt n az  ltal nos megold s ismerete nem mindig teszi lehet�v�, hogy aregul ris megold sokat k�nnyen megkapjuk. P�ld ul, a Cau
hy-egyenlet  l-tal nos megold sa a k�vetkez�: r�gz¡ts�nk egy tetsz�leges B b zis t R-nek
Q felett, egy Hamel-b zist. Minden x val¢s sz m egy�rtelm�en fel¡rhat¢,mint a bi b ziselemek ri ra
ion lis egy�tthat¢kkal vett ∑i ribi v�ges line -ris kombin 
i¢ja. B rmely f : B → R f�ggv�ny egy�rtelm�en terjeszthet�ki az f(x) = ∑

i rif(bi) �sszef�gg�ssel a Cau
hy-egyenlet egy megold s v .Vegy�k �szre, hogy m�g ebben a nagyon egyszer� esetben sem vil gos k�z-vetlen�l | regularit si t�telek n�lk�l | hogy mely megold sok m�rhet�ek.Egy tov bbi m¢dszer, amely 
sak nagyon gyenge regularit si feltev�-seket haszn l, az £gynevezett �disztrib£
i¢ m¢dszer", amelyet Feny}o [43℄



1.§ Bevezet�skezdem�nyezett. Az alap�tlet, hogy a folytonos (vagy lok lisan integr lha-t¢) megold sok S
hwartz-f�le disztrib£
i¢knak tekinthet�k, �s az egyenletdisztrib£
i¢k k�z�tt fenn ll¢ egyenletnek tekinthet�. Hasonl¢ tr�kk�kkel,mint a sima megold sok eset�n, de  ltal ban t�bb te
hnikai probl�m val,disztrib£
i¢kra vonatkoz¢ di�eren
i legyenleteket kaphatunk. V�g�l a diszt-rib£
i¢ megold sokr¢l kider�l, hogy (sima) f�ggv�nyekhez tartoz¢ regul risdisztrib£
i¢k. L sd Baker [23℄, [24℄, [25℄ dolgozatait ezzel a m¢dszerrel kap-
solatban.V�g�l n�h ny megjegyz�s. Ǒltal nos 
�lokra a legegyszer�bb m¢dszer| ha lehet,  ltal nos | regularit si t�telek seg¡ts�g�vel bebizony¡tani, hogya keresett regul ris megold sok n�h nyszor di�eren
i lhat¢ak, majd di�e-ren
i legyenletet keresni a megold sokra. Rendszerint a t�bbi m¢dszern�lsem tudjuk elker�lni a regularit si t�teleket. Azok a m¢dszerek, amelyekgyeng�bb regularit si felt�teleket haszn lnak, rendszerint bonyolultabbak,�s nem alkalmazhat¢k a leg ltal nosabb esetekben. P�ld ul, a disztrib£
i¢m¢dszern�l, probl�m t okoz hogy a S
hwartz-f�le disztrib£
i¢k k�z�tt nin
sszorz s de�ni lva. S
hwartz lehetetlens�gi t�tele szerint ez nem is tehet�meg kiel�g¡t� m¢don. M�g kev�sb� lehets�ges disztrib£
i¢kat tetsz�legest�bb v ltoz¢s C∞ f�ggv�nyekbe helyettes¡teni. Ez a disztrib£
i¢ m¢dszerhaszn lat t olyan egyenletekre korl tozza, amelyek nin
senek t£l messze aline rist¢l.1.7. T�bbv ltoz¢s, iter 
i¢t nem tartalmaz¢ egyenletek. A je-len disszert 
i¢ f� t�m ja  ltal nos regularit si t�telek bizony¡t sa. Sz mosf�ggv�nyegyenlet-t¡pusra ilyen regularit si t�telek a tapasztalatok szerintnem teljes�lnek. A Hilbert  ltal is eml¡tett (l sd 1.4), egyv ltoz¢s f�gg-v�nyegyenletek mellett sz mos, az ismeretlen f�ggv�nyeket egym sba he-lyettes¡tve tartalmaz¢, �iter lt" egyenletnek is van folytonos, de nem dif-feren
i lhat¢ megold sa. Ilyen p�ld ul az el�sz�r A
z�l �s Benz [13℄  ltalvizsg lt
f (x+ f(y)) = f(x) + f (x+ y − f(x)) x, y ∈ R, f : R → Regyenlet, amelynek �sszes folytonos megold s t Dar¢
zy [31℄ hat rozta meg,�s amelynek megold sai az x 7→ 12(x ± |x|) f�ggv�nyek is. A Hilbert �t�dikprobl�m j nak els� fel�ben fell�p�, a 
soportaxi¢m kat le¡r¢ f�ggv�nyegyenlet-rendszer is spe
i lis kezel�st ( tkoordin t z st) ig�nyel. B r p�ld ul A
z�el[4℄ dolgozat ban igen  ltal nos felt�telek mellett bebizony¡tja, hogy az

f(x+ y) = h(x, f(x), f(y), f(g1(x, f(x), f(y)), f(g2(x, f(x), f(y)), . . . ,
f(g3(x, f(x), f(y), f(g4(x, f(x), f(y))), f(g5(x, f(x), f(y))), . . . , )), . . . )f�ggv�nyegyenlet val¢s v ltoz¢s, val¢s �rt�k� f megold sai monotonak, £gygondolom, iter 
i¢t tartalmaz¢ egyenletek eset�n m�g nem besz�lhet�nk  l-tal nos elm�letr�l. Azonban azokra a t�bbv ltoz¢s f�ggv�nyegyenletekre,amelyekn�l az ismeretlen f�ggv�nyek nin
senek �nmagukba vagy egym sbahelyettes¡tve,  ltal nos regularit si t�teleket bizony¡thatunk be. E disszer-t 
i¢ f� t�m j t ilyen t�telek alkotj k.



14 1.§ Bevezet�sC�lunk a �leg ltal nosabb" iter 
i¢t nem tartalmaz¢ t�bbv ltoz¢s(1)
H (X, Y, f (G(X, Y )) , f0 (G0(X, Y )) , f1 (G1(X, Y )) , . . . , fn (Gn(X, Y ))) = 0egyenlet vizsg lata, ahol (X, Y ) egy E halmaz eleme. Itt f , f0, f1, . . . , fn azismeretlen f�ggv�nyek, a t�bbi f�ggv�ny ismert. A v ltoz¢k �s a f�ggv�ny-�rt�kek is vektorok. A fenti egyenlet az x = G(X, Y ) £j v ltoz¢ bevezet�s�-vel, �s f(x)-et kifejezve az egyenletb�l,  ltal ban egy valamivel egyszer�bbalakra hozhat¢, amely vizsg lataink 
�ljainak jobban megfelel. Sz mos eset-ben | m�g egy £j y = G0(X, Y ) v ltoz¢t bevezetve | el�rhetj�k, hogyegy m sik ismeretlen f�ggv�nyben pedig 
sak az y v ltoz¢ szerepeljen, ¡gyegyenlet�nket az(2) f(x) = h (x, y, f0(y), f1 (g1(x, y)) , . . . , fn (gn(x, y))) , (x, y) ∈ Dalakra hozhatjuk. Mivel 
�ljainknak legjobban az egyenletnek ez az �expli-
it" alakja felel meg,  ltal ban ezt az alakot fogjuk haszn lni, �s nem bonyo-l¡tjuk feleslegesen a t�teleket a fenti |  ltal ban 
sak lok lisan elv�gezhet�|  talak¡t sok felt�teleinek vizsg lat val.Az ut¢bbi egyenletben f0 szerepeltet�se | �s ¡gy az y = G0(X, Y ) £jv ltoz¢ bevezet�se is | feleslegesnek t�nik. Azonban f0 kiv�teles szerepetj tszik a jobb oldalon szerepl� ismeretlen f�ggv�nyek k�z�tt. Mint azt San-der [144℄ egy probl�m ja mutatja (l sd 21.2), gyakran f0-ra gyeng�bb, vagyegy ltal n semmilyen felt�telt sem kell kir¢ni. Az adott f�ggv�nyekre els�-sorban simas gi felt�teleket fogunk el�¡rni. Egyszer� p�ld k mutatj k, hogyezek a felt�telek nem hagyhat¢k el. Term�szetesen fel kell tenn�nk, hogy azegyenlet jobb oldala t�nyleg f�gg y-t¢l, �s ¡gy az egyenlet nem egy egyv lto-z¢s egyenlet. Ez biztosan teljes�l, ha feltessz�k, hogy a ∂gi

∂y
m trixok rangjamaxim lis. Rendszerint feltessz�k, hogy D ny¡lt halmaz.C�lunk annak vizsg lata, hogy a Lebesgue-m�rhet�, illetve a Baire-tulajdons g£ megold sok analitikusak-e? Olyan t¡pus£  ll¡t sokat sz nd�-kozunk bebizony¡tani, hogy ha az adott f�ggv�nyek �el�g sz�pek", �s az

f1, f2, . . . , fn ismeretlen f�ggv�nyek rendelkeznek egy regularit si tulajdon-s ggal, akkor az f f�ggv�ny is rendelkezik egy regularit si tulajdons ggal,amely �eggyel jobb".Az al bbi l�p�sek alkalmaz sa t�nik 
�lszer�nek:(I) a m�rhet�s�gb�l k�vetkezik a folytonoss g;(II) a Baire-tulajdons g£ megold sok folytonosak;(III) a folytonos megold sok majdnem minden�tt di�eren
i lhat¢ak;(IV) a majdnem minden�tt di�eren
i lhat¢ megold sok folytonosan di�e-ren
i lhat¢ak;(V) minden p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ megold s p+1-szer is foly-tonosan di�eren
i lhat¢;(VI) a v�gtelen sokszor di�eren
i lhat¢ megold sok analitikusak.



1.§ Bevezet�sHa f = f0 = f1 = · · · = fn, akkor a fenti l�p�sek alapj n, l�p�senk�ntkaphatjuk, hogy a m�rhet�, illetve Baire-tulajdons g£ megold sok analiti-kusak. Ha ez nem  ll fenn, akkor a t�bbi ismeretlen f�ggv�ny kifejez�se azegyenletb�l seg¡thet abban, hogy hasonl¢ eredm�nyt kapjunk.Hogy jobban meg�rthess�k, mi�rt az (I){(VI) l�p�seket haszn ljuk, mika f� neh�zs�gek, �s milyen t¡pus£ felt�teleket kell kir¢nunk az adott f�ggv�-nyekre, el�sz�r bemutatunk n�h ny alapvet� gondolatot.1.8. A klasszikus m¢dszer. Az al bbi, a f�ggv�nyegyenletekkel fog-lalkoz¢k k�r�ben j¢l ismert  ltal nos m¢dszer Ka
-t¢l ered �s (valamivel spe-
i lisabb esetre megfogalmazva) szerepel A
z�el [3℄ k�nyv�ben, 4.2.2, 4.2.3.Az(1) h(x, y)f(x) = h0(x, y) + n
∑

i=1 hi (x, y, fi (gi(x, y))) , (x, y) ∈ Df�ggv�nyegyenletre alkalmazhat¢, ahol az f, f1, . . . , fn ismeretlen f�ggv�-nyek rendre az X,X1, . . . , Xn ⊂ R ny¡lt halmazokon vannak de�ni lva,�s �rt�keik valamely Z,Z1, . . . , Zn ⊂ R ny¡lt halmazokba esnek. Tegy�kfel, hogy Y ⊂ R �s D ⊂ X × Y is ny¡ltak, f1, . . . , fn, h, h0 : D → R �s
hi : D × Zi → R folytonosak, �s a ∂h

∂x
, ∂h0
∂x

, ∂hi

∂x
, ∂hi

∂y
, i = 1, 2, . . . , n par-
i lis deriv ltak is folytonosak. Tegy�k fel tov bb , hogy a gi f�ggv�nyekk�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢ak. Legyen x0 ∈ X , �s tegy�k fel, hogyvan olyan y0 ∈ Y , amelyre (x0, y0) ∈ D, h(x0, y0) 6= 0 �s ∂gi

∂y
(x0, y0) 6= 0,ha i = 1, 2, . . . , n. Ekkor f folytonosan di�eren
i lhat¢ az x0 egy k�rnyeze-t�ben. Ennek bizony¡t s ra vegy�k �szre, hogy valamely X0 korl tos ny¡ltintervallumra �s [a, b℄ ⊂ Y intervallumraX0×[a, b℄ ⊂ D, (x0, y0) ∈ X0×℄a, b[�s ∫ b

a
h(x, y) dy 6= 0, ha x ∈ X0. Az (1) egyenlet mindk�t oldal t integr lva

y szerint az [a, b℄-n, azt kapjuk, hogy
f(x) ∫ b

a

h(x, y) dy = ∫ b

a

h0(x, y) dy + n
∑

i=1 ∫ b

a

hi (x, y, fi (gi(x, y))) dy.A gi,x(y) = gi(x, y) jel�l�sekkel vezess�k be a jobb oldalon  ll¢ integr lokbank�l�n-k�l�n az u = gi,x(y), i = 1, 2, . . . , n £j v ltoz¢t. Ehhez sz�ks�g eset�nhelyettes¡ts�k X0-at az x0 egy kisebb k�rnyezet�vel, [a, b℄-t pedig az y0 egykisebb k�rnyezet�vel. Ekkor azt kapjuk, hogy
f(x) ∫ b

a

h(x, y) dy = ∫ b

a

h0(x, y) dy+ n
∑

i=1 ∫ gi(x,b)
gi(x,a) hi

(

x, g−1
i,x (u), fi(u))) ∂

∂u
g−1

i,x (u) du.



16 1.§ Bevezet�sEbb�l az egyenletb�l k�vetkezik, hogy f folytonosan di�eren
i lhat¢. Val¢-ban, egy ~I(x) = ∫ ~g(x,b)~g(x,a) ~h(x, y) dyt¡pus£ param�teres integr l folytonosan di�eren
i lhat¢, ha ~X, ~Y ⊂ R korl -tos ny¡lt halmazok, ~g : ~X×[a, b℄ → ~Y �s ~h : ~X× ~Y → R folytonos f�ggv�nyek,�s a ∂~h
∂x

, ∂~g
∂x

par
i lis deriv ltak is folytonosak. Hogy ezt bel ssuk, legyen
y1 ∈ ~Y r�gz¡tett, �s legyen~H(x, y) = ∫ y

y1 ~h(x, u) du.~H folytonosan di�eren
i lhat¢, �s ¡gy ~I(x) = ~H(x, ~g(x, b))− ~H(x, ~g(x, a)) isfolytonosan di�eren
i lhat¢.Vegy�k �szre, hogy 
sak ~h �s ∂~h
∂x

folytonoss g ra van sz�ks�g�nk. �gy
h(x, y) lehet p�ld ul h∗(x, y, f0(y)) alak£ folytonosan di�eren
i lhat¢ h∗-gal, de 
sak folytonos (esetleg ismeretlen) f0-al, amely ak r vektor �rt�k� islehet. Spe
i lisan, h(x, y) = ∑−1

j=m hj(x, y)fj(y) is lehets�ges m < 0-val �s(esetleg ismeretlen) folytonos fj, m ≤ j < 0 f�ggv�nyekkel �s folytonosandi�eren
i lhat¢ hj f�gv�nyekkel. Tov bb  vegy�k �szre, hogy
H(~x, ~y)f0(G0(~x, ~y))f(G(~x, ~y)) = H0(~x, ~y) + n

∑

i=1Hi (~x, ~y, fi (Gi(~x, ~y)))t¡pus£ egyenletek az (1) t¡pusra vezethet�k vissza £j x = G(~x, ~y), y =
G0(~x, ~y) v ltoz¢kat bevezetve.Ez a m¢dszer minden tov bbi n�lk�l  ltal nos¡that¢ komplex vagy ak rvektor �rt�k� ismeretlen f�ggv�nyekre is, de vektor-vektor f�ggv�nyekre az ltal nos¡t s nem ilyen nyilv nval¢. Integr lhatunk egy nem �res belsej� Sszimplex felett, �s ~I(x) = ∫~g(x,S) ~h(x, y) dyalak£ param�teres integr lokhoz jutunk. Term�szetesen ilyen integr lok pa-ram�ter szerinti di�eren
i l sa klasszikus, ha ~g �s ~h sima f�ggv�nyek, de mi
sak azt tudjuk, hogy ~g folytonosan di�eren
i lhat¢ �s ~h az x szerinti par
i -lis deriv ltj val egy�tt folytonos. Ezeket a probl�m kat �s a fenti klasszikusm¢dszernek vektor-vektor f�ggv�nyekre t�rt�n�  ltal nos¡t s t a 11. §-bant rgyaljuk.1.9. Magasabb rend� deriv ltak. A fenti klasszikus m¢dszer maga-sabb rend� di�eren
i lhat¢s g bizony¡t s ra is haszn lhat¢, ha felhaszn l-juk, hogy az ~I(x) = ∫ ~g(x,b)~g(x,a) ~h(x, y) dy



1.§ Bevezet�sparam�teres integr l sima ~g eset�n p + 1-szer di�eren
i lhat¢, ha a ~h f�gg-v�ny p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ �s a p-edik deriv ltja folytonosanpar
i lisan di�eren
i lhat¢ x szerint. M�g jobb tr�kk, ami a j¢val  ltal no-sabb 1.7.(1) nemline ris egyenletre is m�k�dik, az egyenlet mindk�t oldal t
p-szer di�eren
i lni. A kapott egyenlet az el�z� pont (1) t¡pus ba tartozik,�s ¡gy a klasszikus m¢dszer fent eml¡tett  ltal nos¡t s val t rgyalhat¢. Ezta tr�kk�t alkalmazzuk a 15. §-ban.1.10. A megold sok folytonoss ga. A klasszikus m¢dszer (�s  lta-l nos¡t sa is) felhaszn lhat¢ arra is, hogy lok lisan integr lhat¢ megold sokfolytonoss g t bizony¡tsuk. �gy, ha a m�rhet�s�gb�l lok lis korl toss gottudunk bizony¡tani, akkor a folytonoss gra k�vetkeztethet�nk. Ez volt ahagyom nyos m¢dja a folytonoss g bizony¡t s nak. P�ld ul, az f(x+ y) =
f(x) + f(y) Cau
hy-egyenletn�l, ha egy f : R → R megold s m�rhet� egypozit¡v Lebesgue-m�rt�k� K halmazon, akkor automatikusan korl tos egykisebb, de m�g mindig pozit¡v m�rt�k� C halmazon, mivel a Kn = {x ∈ K :
|f(x)| ≤ n} halmazok m�rt�ke a K m�rt�k�hez tart, amint n → ∞. Stein-haus egy j¢l ismert t�tele szerint, a C − C halmaz tartalmazza az orig¢ egyk�rnyezet�t. Az f f�ggv�ny korl tos ezen a k�rnyezeten, mivel ha x ∈ C−C,akkor x el� ll¡that¢ x = z − y, z, y ∈ C alakban, amib�l

|f(x)| ≤ |f(x+ y)| + |f(y)|,azaz f korl tos az orig¢ egy ε > 0 sugar£ k�rnyezet�ben. Ha [−ε, ε℄ felettintegr lunk, azt kapjuk, hogy(1) 2εf(x) = ∫ ε

−ε

f(x+ y) dy− ∫ ε

−ε

f(y) dy = ∫ ε+x

−ε+x

f(u) du− ∫ ε

−ε

f(y) dy.Ebb�l az egyenletb�l k�vetkezik, hogy f folytonos az orig¢ k�zel�ben, �s£jra felhaszn lva (1)-et, kapjuk, hogy di�eren
i lhat¢ is az orig¢ egy k�r-nyezet�ben. De a Cau
hy-egyenlet eset�n, r�gz¡tve y-t, l tjuk, hogy f az
y k�r�l egyszer�en konstans plusz egy eltoltja f -nek az orig¢ k�r�l. �gyha egy megold s folytonos, di�eren
i lhat¢, analitikus, stb. az orig¢ k�r�l,akkor ugyanez teljes�l minden�tt.Ez a m¢dszer m�k�dik akkor is, ha Cau
hy exponen
i lis egyenlet�nekm�rhet� f : R → R megold sait kell meghat rozni.Ma ez a m¢dszer kev�sb� fontos, mint kor bban volt, �s 
sak akkor�rdemes haszn lni, ha a sz¢ban forg¢ m�rt�k nem Radon-m�rt�k. Enneka m¢dszernek n�h ny, a Haar-m�rt�k invari ns, illetve a Lebesgue-m�rt�kkovari ns kiterjeszt�seivel kap
solatos alkalmaz s t az 5. �s 6. §-ban fogjukt rgyalni.Van egy sokkal k�nyelmesebb m¢dszer, amely Radon-m�rt�kek eset�nm�k�dik, spe
i lisan teh t a Lebesgue-m�rt�k eset�n is. Ez a m¢dszer Luzint�tel�t haszn lja: £gy t�nik, az �tlet M
Kiernan-n�l [130℄ �s Baker-n�l [21℄fordul el� el�sz�r. Egy p�ld t m r mutattunk az 1.3 pontban. A m¢dszeraz  ltal nos

f(x) = h (x, y, f0(y), f1 (g1(x, y)) , . . . , fn (gn(x, y)))



18 1.§ Bevezet�sesetben, azaz az 1.7.(2) egyenletre is m�k�dik: V lasszunk valamely C pozi-t¡v m�rt�k� kompakt halmazt, �s v lasszunk gi(x0, C)-nek olyan �nagy" Kikompakt r�szhalmaz t, amelyen fi folytonos. Ha meg tudjuk mutatni, hogyaz(1) {y : gi(x0, y), gi(x, y) ∈ Ki, ha 1 ≤ i ≤ n }halmaz soha sem �res, amennyiben x el�g k�zel van x0-hoz, akkor a halmazb rmely y elem�t helyettes¡tve az egyenletbe, azt kapjuk, hogy f(x) k�zelvan f(x0)-hoz. Ezt a m¢dszert fogjuk felhaszn lni, hogy a m�rhet�s�gb�lk�zvetlen�l a folytonoss gra k�vetkeztess�nk: l sd a 8. §-t.Fontos meg�gyel�s, hogy el�g, ha a f�ggv�nyegyenlet majdnem minde-n�tt teljes�l: l sd 9. §-t. Ez az�rt fontos, mert ha egy megold s majdnemminden�tt di�eren
i lhat¢, akkor a deriv ltja (amely automatikusan Borel-f�ggv�ny, l sd 14.1-et) ugyan
sak egy f�ggv�nyegyenletet teljes¡t, �s a fentimeg�gyel�st alkalmazva azt kapjuk, hogy a deriv lt folytonos. Ezt a gondo-latot, hogy �a majdnem minden�tt di�eren
i lhat¢ megold sok folytonosandi�eren
i lhat¢ak", a 14. §-ban dolgozzuk ki. Vegy�k �szre, hogy ennekalapj n abb¢l, hogy a megold s lok lisan korl tos v ltoz s£ (val¢s v ltoz¢sesetben), illetve hogy lok lisan Lips
hitz-felt�telnek tesz eleget (vektor v l-toz¢s esetben), arra k�vetkeztethet�nk, hogy folytonosan di�eren
i lhat¢.Egy �rdekes, de a f� probl�m nkkal nem kap
solatos k�rd�st vizsg lunka 7. §-ban. A 24. probl�ma a �The S
ottish Book"-ban [128℄, Mazur probl�-m ja, azt k�rdezi, hogy igaz-e, hogy egy addit¡v funk
ion l egy Bana
h t�ren,amely minden g�rbe ment�n Lebesgue-m�rhet�, folytonos. Ez egy �m�rhet�-s�gb�l k�vetkezik a folytonoss g" t¡pus£ k�rd�s. A 7. §-ban r�viden �rintj�kezt a probl�m t, megmutatva, hogy az, hogy egy f�ggv�ny minden g�rbement�n Lebesgue-m�rhet�, ekvivalens az univerz lis m�rhet�s�ggel.1.11. Steinhaus-t¡pus£ t�telek. Mint az el�z� pontban l ttuk, Ste-inhaus t�tele [150℄ hasznos eszk�z f�ggv�nyegyenletek m�rhet� megold sai-nak vizsg lat n l. A t�tel egy m sik v ltozata azt  ll¡tja, hogy ha A1, A2 ⊂
R Lebesgue-m�rhet� pozit¡v m�rt�k� halmazok, akkor A1 + A2 tartalmazbels� pontot. Ennek a t�telnek sz mos  ltal nos¡t sa ismeretes: egyr�szt
R m s topologikus m�rt�kt�rrel helyettes¡thet�, m sr�szt az �sszead s egyk�tv ltoz¢s f�ggv�nyre 
ser�lhet�. Az  ltal nos¡t sok nagy r�sze Weil gon-dolat n [164℄ alapul, mely szerint az

x 7→
∫

Y

f1(x− y)f2(y) dykonvol£
i¢ folytonos. Ebb�l, az fi hely�re az Ai halmaz karakterisztikusf�ggv�ny�t helyettes¡tve, k�nnyen megkaphatjuk Steinhaus t�tel�t. Vegy�k�szre, az el�z� pontban az 1.10.(1) halmaz µ-m�rt�ke
∫ n
∏

i=1 fi (gi(x, y))fi (gi(x0, y)) dµ(y),



1.§ Bevezet�sahol fi a Ki halmaz karakterisztikus f�ggv�nye. Ez azt mutatja, hogy amirea �m�rhet�s�gb�l k�vetkezik a folytonoss g" t¡pus£ t�telek bizony¡t s hozsz�ks�g�nk van, az egy  ltal nos Steinhaus-t¡pus£ t�tel, �s a k�t t�mak�rszorosan �sszef�gg.A 3. §-ban el�sz�r Weil t�tel�t  ltal nos¡tjuk, egy
x 7→

∫

Y

h (f1 (g1(x, y)) , . . . , fn (gn(x, y))) dµ(y)alak£ f�ggv�ny folytonoss g t bizony¡tva, majd Steinhaus t�tel�t  ltal nos¡t-juk kett�n�l t�bb v ltoz¢s folytonosan di�eren
i lhat¢ f�ggv�nyre az �ssze-ad s helyett. Sz mos kor bbi eredm�ny spe
i lis esetk�nt ad¢dik. Az  lta-l nos¡t st impli
it m¢don az 5., 8., 9. �s 18. §-okban, expli
it m¢don pediga 6. §-ban �s a 22. §-ban adott alkalmaz sban fogjuk felhaszn lni.1.12. Baire-kateg¢ria. Szoros anal¢gia van a m�rt�k �s a Baire-kate-g¢ria k�z�tt: Oxtoby [132℄ k�nyve eleg ns bevezet�s. Ennek alapj n v rha-t¢, hogy a m�rt�kelm�leti t�telek nagy r�sz�hez hasonl¢ t�tel igaz Baire-kateg¢ria eset�n is. Steinhaus t�tel�vel anal¢g t�tel Baire-kateg¢ria ese-t�n Pi

ard t�tele, mely szerint ha A ⊂ R m sodik kateg¢ri j£ �s Baire-tulajdons g£, akkor A − A tartalmazza az orig¢ egy k�rnyezet�t. Ennek at�telnek is hasonl¢  ltal nos¡t s t adjuk, mint Steinhaus t�tel�nek: l sd a4. §-t. A �Baire-tulajdons gb¢l k�vetkezik a folytonoss g" t¡pus£ t�telekhasonl¢ak a �m�rhet�s�gb�l k�vetkezik a folytonoss g" t¡pus£ t�telekhez;ezeket a 10. §-ban t rgyaljuk.1.13. Folytonos megold sok di�eren
i lhat¢s ga. Nem vit s, alegnehezebb l�p�s a folytonos megold sok di�eren
i lhat¢s g nak bizony¡-t sa. Mint az 1.10 pontban l ttuk, el�g majdnem minden�tti di�eren
i l-hat¢s got bizony¡tani; ez k�vetkezik, ha lok lis Lips
hitz-tulajdons g fenn- ll s t bizony¡tjuk. Az 1.8 klasszikus m¢dszer  ltal nos¡t sa vektor-vektorf�ggv�nyekre hasznos, de t volr¢l sem kiel�g¡t�. N�h ny, a folytonoss g�s a lok lis Lips
hitz-tulajdons g k�z�tt elhelyezked� tulajdons got is megfogunk vizsg lni: a H�older folytonoss got (12. §) �s a l�nyeg�ben korl tosv ltoz st (13. §).Nemr�gen bizonyos kompakts gi felt�telek mellett siker�lt olyan ered-m�nyeket el�rnem, amelyek a legt�bb gyakorlati 
�lra elegend�en er�sek:l sd a 11.5 pontot. Ezeknek az eredm�nyeknek az els� alkalmaz sa a �ko
ka-kett�z�s" 21.12 egyenlet�nek megold sa volt. Azonban azt gondolom, hogyezen eredm�nyek erej�nek legjobb illusztr 
i¢ja, hogy Mario Bonk habili-t 
i¢s dolgozat nak a Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny karakteriz 
i¢j ravonatkoz¢ £j eredm�nyei (a probl�ma Abel munk j ig ny£lik vissza) meg-kaphat¢k, s�t,  ltal nosabb eredm�nyek is kiad¢dnak: l sd a 23. §-t.1.14. Analitikuss g. Az utols¢ l�p�s lenne annak bizony¡t sa, hogya v�gtelen sokszor di�eren
i lhat¢ megold sok analitikusak. Ezzel a l�p�sselkap
solatban 
sak gyenge eredm�nyek vannak, l sd a 16. §-t. Vegy�k azon-ban �szre, hogy a f�ggv�nyegyenletb�l gyakran egy di�eren
i legyenletet



20 1.§ Bevezet�skaphatunk, ¡gy bizonyos esetekben a di�eren
i legyenletek regularit selm�-lete haszn lhat¢. L sd Dieudonn�e [39℄, 10.5.3-at k�z�ns�ges di�eren
i le-gyenletekkel kap
solatban, �s a Zeidler [165℄ k�nyv�ben id�zett irodalmat,II/A, 86{93. o. Ilyen m¢dszerrel bizony¡tja  ltal nos¡tott k�z�p�rt�k t¡pus£egyenletek megold sainak analitikuss g t Lavruk �s �Swiatak [121℄ dolgo-zata. P les [134℄ dolgozat ban  ltal nos m¢dszert ad, amellyel �sszeg alak£f�ggv�nyegyenleteket di�eren
i legyenletekre reduk lhatunk. M¢dszer�nekseg¡ts�g�vel megmutatja, hogy megfelel� felt�telek mellett a megold sok ana-litikusak a ny¡lt �rtelmez�si tartom ny egy olyan nagy r�szhalmaz n, amely-nek a komplementere diszkr�t.1.15. M s regularit si tulajdons gok. Mint l ttuk, az 1.7 pont(I){(VI) l�p�sei term�szetes �l�p
s�ket" k�peznek, amelyek seg¡ts�g�vel am�rhet�s�gb�l vagy a Baire-tulajdons gb¢l indulva felkapaszkodhatunk azanalitikuss gig. Term�szetesen sz mos m s regularit si tulajdons g is elk�p-zelhet�. Eml¡ts�nk meg r�viden n�h nyat.Az egyszer�bb esetekben gyakran haszn latos, de bonyolultabb egyenle-tekre nem t�nik olyan hasznosnak, ha feltessz�k, hogy a megold s valamilyenfelt�telnek tesz eleget egy pontban vagy egy pont valamely k�rnyezet�ben.Legn�pszer�bb azt feltenni, hogy van olyan pont, amelyben a megold s foly-tonos. Mint m r eml¡tett�k, az f(x+ y) = f(x) + f(y) Cau
hy-egyenletn�lr�gz¡tve y-t l tjuk, hogy a megold s y k�r�l konstans plusz a megold s orig¢k�r�li r�sz�nek eltoltja. �gy a Cau
hy-egyenletn�l, ha egy megold s foly-tonos egy pontban, akkor folytonos minden�tt. (Sok m s tulajdons gra ishasonl¢  ll¡t s teljes�l.) Mostan ban Matkowski [126℄  ltal nos¡totta ezeketa meggondol sokat a Cau
hy-t¡pus£
f(g(x, y)) = h(x, y, f(x), f(y))egyenletre, amelyben f az ismeretlen f�ggv�ny. Azonban m s egyenletekeset�n nem l tszik ilyen hasznosnak feltenni, hogy a megold s folytonos egypontban. P�ldak�nt felh¡vjuk az olvas¢ �gyelm�t arra, hogy azokat az egypontban folytonos f : ℄0, 1[ → R f�ggv�nyeket, amelyek az inform 
i¢ alap-egyenlet�t, az

f(x) + (1 − x)f ( y1 − x

) = f(y) + (1 − y)f ( x1 − y

)

, 0 < x, y, x+ y < 1egyenletet el�g¡tik ki, nem ilyen egyszer� meghat rozni: l sd Diderri
h [36℄,[37℄, [38℄ �s Maksa [125℄ 
ikkeit. (Az egyenlet r�szletes t rgyal s t l sdA
z�el �s Dar�o
zy [15℄ k�nyv�ben.) Hasonl¡tsuk ezt �ssze azzal, milyen egy-szer�en kapjuk a m�rhet� megold sokat  ltal nos eredm�nyeink felhaszn -l s val 21.5-ben.Gyakran haszn lt felt�tel az is, hogy a megold s korl tos, fel�lr�l vagyalulr¢l korl tos, vagy lok lisan korl tos. P�ld ul, ha f : R → R a Cau
hy-egyenlet egy megold sa, amely korl tos, mondjuk fel�lr�l egy x0 pont egyk�rnyezet�ben, akkor f(x) = xf(1) minden x ∈ R-re. Val¢ban, vegy�k �szre,hogy mivel f(rx + sy) = rf(x) + sf(y) minden x, y ∈ R �s r, s ∈ Q-ra, az



1.§ Bevezet�s
f gra�konja egy Q feletti line ris altere R2-nek. Ha f(x) 6= xf(1) valamely
x ∈ R-re, akkor (1, f(1)) �s (x, f(x)) line risan f�ggetlen elemei (R felett) agra�konnak, �s ¡gy f gra�konja s�r� R2-ben.A lok lis korl toss gn l egy�bk�nt j¢val kevesebb is el�g annak bizony¡-t s hoz, hogy a Cau
hy-egyenlet egy f : R → R megold s ra f(x) = xf(1)minden�tt. Ha 
sak azt tessz�k fel, hogy f korl tos (mondjuk fel�lr�l a Kkonstanssal) egy pozit¡v m�rt�k� m�rhet� C halmazon (mely felt�tel egy�b-k�nt ekvivalens azzal, hogy f -et egy m�rhet� f�ggv�ny major lja C-n), akkor

f(x+ y) ≤ f(x) + f(y) ≤ 2K,ha x, y ∈ C, azaz f korl tos fel�lr�l 2K-val a C + C halmazon. De aSteinhaus-t�tel szerint (1.10) ez a halmaz tartalmaz nem �res ny¡lt halmazt.Itt is elmondhatjuk, hogy ilyen korl toss gi vagy lok lis korl toss gi fel-t�telek egyszer�bb egyenletekn�l j¢l haszn lhat¢k, de bonyolultabb egyenle-tekn�l nem ilyen hasznosak. P�ldak�nt ism�t az inform 
i¢ (1) alapegyenle-t�t eml¡thetj�k. A lok lisan korl tos megold sokat (�s ezzel az egy pontbanfolytonos megold sokat is) Diderri
h hat rozta meg, [36℄, [37℄. L sd m�gDiderri
h [38℄ �s Maksa [125℄ 
ikk�t. Hossz£ ideig megoldatlan probl�mavolt, vajon ennek az egyenletnek minden nemnegat¡v megold sa folytonos-e?V�g�l Dar�o
zy �s Maksa [34℄ adtak ellenp�ld t. De m r Cau
hy exponen
i- lis egyenlet�nek val¢s v ltoz¢s komplex �rt�k� megold sai k�z�tt is vannakkorl tos, de nem folytonos f�ggv�nyek: minden, az f(x) = eif1(x) �sszef�g-g�ssel de�ni lt f : R → C f�ggv�ny, ahol f1 : R → R a Cau
hy-egyenletegy megold sa, megold sa Cau
hy exponen
i lis egyenlet�nek, �s abszol£t�rt�ke minden�tt 1.Egy m sik �szrev�tel, hogy nagyon �sz�p" f�ggv�nyegyenletek eset�n isa komplex megold sok nem di�eren
i lhat¢ak mint komplex v ltoz¢s f�ggv�-nyek, b r m�g analitikusak is, mint k�t v ltoz¢s val¢s f�ggv�nyek. Trivi lisp�lda a Cau
hy-egyenlet. A leg ltal nosabb folytonos f : C → C megol-d s f(z) = cz + d�z komplex c, d konstansokkal; nem di�eren
i lhat¢, mintkomplex f�ggv�ny, ha d 6= 0.A fenti p�ld k indokolj k, hogy  ltal nos meggondol sainkb¢l elhagy-juk az egy pontban folytonos, lok lisan vagy glob lisan korl tos megold sokvizsg lat t, �s nem pr¢b lunk meg komplex di�eren
i lhat¢s got bizony¡-tani.1.16. Egy  ltal nos probl�ma. Az eddig t rgyalt m¢dszerek azt su-gallj k, hogy az 1.7.(2) egyenlet, a �leg ltal nosabb expli
it egyenlet" lehetvizsg lataink k�zponti objektuma. Ha feltessz�k, hogy f = f0 = f1 = f2 =
· · · = fn, akkor az 1.7 �bootstrap" m¢dszer�nek (I){(VI) l�peseit haszn l-hatjuk. Itt nin
s sz�ks�g�nk az f0(y) = f(y) tagra: ha elhagyjuk, nemkorl tozzuk az  ltal noss got. Azt, hogy a jobb oldal t�nyleg f�ggj�n y-t¢l,azzal fogjuk biztos¡tani, hogy feltessz�k, hogy a ∂gi

∂y
m trixok rangja ma-xim lis. Ilyen m¢don az iter 
i¢t nem tartalmaz¢ t�bbv ltoz¢s egyenletekal bbi alapvet� regularit si probl�m j hoz jutunk:



22 1.§ Bevezet�s1.17. Probl�ma. Legyen X , Y �s Z ny¡lt r�szhalmazai Rr-nek, Rs-nek �s Rt-nek, �s legyen D ny¡lt r�szhalmaza X×Y -nak. Legyenek f : X →
Z, gi : D → X (i = 1, 2, . . . , n) �s h : D × Zn → Z f�ggv�nyek. Tegy�k fel,hogy(1)

f(x) = h(x, y, f(g1(x, y)), . . . , f(gn(x, y))), ha (x, y) ∈ D;(2) h analitikus;(3) gi analitikus, �s minden x ∈ X-re l�tezik egy y, amelyre (x, y) ∈ D �s
∂gi
∂y

(x, y) rangja r (i = 1, 2, . . . , n).Igaz-e hogy minden f , amely Lebesgue-m�rhet� vagy Baire-tulajdons g£,analitikus?1.18. Megjegyz�s: a probl�ma v ltozatai. A fenti probl�m ban az�analitikus" sz¢t a �C∞" sz¢val helyettes¡tve, egy m sik probl�m t kapunk.Tal n ez a probl�ma m�g fontosabb, mivel a f�ggv�nyegyenletek megold saitleggyakrabban di�eren
i legyenletre t�rt�n� visszavezet�ssel keress�k meg.Ǒltal nosabban, vizsg lhatjuk a �Cp-probl�m t", ahol 1 ≤ p ≤ ∞ vagy
p = ω, ahol Cω alatt az analitikus f�ggv�nyek oszt lya �rtend� (ω >∞). Mi-vel nem er�s megszor¡t s feltenni, hogy az adott f�ggv�nyek sim bbak, mintamit a megold st¢l v runk, �rdemes lehet a �Cp-Cq-probl�m t" vizsg lni:feltessz�k, hogy az adott f�ggv�nyek Cp-ben vannak, �s azt k�rdezz�k, hogyaz f megold s Cq-ban van-e? Itt 0 ≤ q ≤ ω, 1 ≤ p ≤ ω �s q ≤ p. P�ld ul,n�h ny t�telben annak bizony¡t s hoz, hogy f folytonosan di�eren
i lhat¢,azt fogjuk feltenni, hogy a gi f�ggv�nyek k�tszer folytonosan di�eren
i l-hat¢ak, illetve annak bizony¡t s hoz, hogy f folytonos, azt fogjuk feltenni,hogy a gi f�ggv�nyek folytonosan di�eren
i lhat¢ak.1.19. Megjegyz�sek. (1) A fenti  ltal nos 1.17 regularit si probl�ma
C∞-v ltozat t a szerz� fogalmazta meg (J�arai [72℄), eredetileg egy valamivelgyeng�bb form ban, az

f(x) = h(x, y, f(y), f(g1(x, y)), . . . , f(gn(x, y)))f�ggv�nyegyenletre. Ezt a probl�m t A
z�el J�anos a XXI. Nemzetk�zi F�gg-v�nyegyenletek Szimp¢ziumon a legfontosabb, f�ggv�nyegyenletekkel kap-
solatos megoldatlan probl�m k k�z�tt ismertette (l sd A
z�el [7℄, 256. o.).Az elm£lt tizen�t �v azt mutatta, hogy az f(y) tag  ltal impli
it m¢donbevezetett X = Y megszor¡t s nem seg¡t a probl�ma megold s ban. �gy afenti, er�sebb form t fogjuk vizsg lni.(2) Ahelyett, hogy minden x ∈ X-hez van olyan y ∈ Y , amelyre (x, y) ∈
D �s ∂gi

∂y
(x, y) rangja r minden 1 ≤ i ≤ n-re, ekvivalens lenne azt feltenni,hogy ∂gi

∂y
, 1 ≤ i ≤ n rangja r minden�tt a D-n, �s minden x ∈ X-hez vanolyan y ∈ Y , amelyre (x, y) ∈ D. Val¢ban, D-t helyettes¡thetj�k azzal any¡lt r�szhalmaz val, amelyen minden ∂gi

∂y
rangja r.



1.§ Bevezet�s1.20. A probl�ma �j¢l fogalmazott". Egyszer� p�ld kkal megmu-tatjuk, hogy a probl�m ban szerepl� felt�telekb�l egyik sem hagyhat¢ el £jfelt�telek bevezet�se n�lk�l. Ez azt mutatja, hogy nem jogtalan a fenti prob-l�m t a �t�bbv ltoz¢s iter 
i¢t nem tartalmaz¢ f�ggv�nyegyenletek regula-rit si alapprobl�m j nak" nevezni. Egy£ttal az ellenp�ld k k�r�lhat rolj kazt is, milyen t¡pus£ v ltoztat sok k�pzelhet�k el a felt�telekben.Az impli
it
f(x)f(y)f(x+ y) = 0egyenlet mutatja, hogy impli
it egyenletekre  ltal ban nem teljes�lnek regu-larit si t�telek; minden f : R → R f�ggv�ny megold s, amelyre f(x) = 0, ha

x 6∈ ℄1, 2[. Val¢ban, ha x, y ∈ ℄1, 2[, akkor x+ y ∈ ℄2, 4[, ¡gy a szorzat nulla.Ezek k�z�tt a f�ggv�nyek k�z�tt vannak f�ggv�nyek, amelyek m�rhet�ek, denem folytonosak, folytonosak, de nem di�eren
i lhat¢ak, stb. Egy m sik,a Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�nyeket karakteriz l¢ egyenlettel kap
solatosp�lda tal lhat¢ a 23.2 megjegyz�sben.Cau
hy hatv ny-egyenlete,
f(yz) = f(y)f(z)azt mutatja, hogy ha az egyenlet 
sak abban az �rtelemben impli
it, hogy£j v ltoz¢ bevezet�s�vel nem tudjuk f(x) = . . . alakra hozni, akkor semteljes�l regularit s  ltal ban. Val¢ban, itt minden f : R → R, f(x) = |x|c�s f(x) = |x|c sgnx f�ggv�ny megold s (c ∈ R �s 0c null nak �rtend�).Ezek k�z�tt a f�ggv�nyek k�z�tt is vannak, amelyek m�rhet�ek, de nemfolytonosak, stb.Az, hogy a f�ggv�nyegyenlet D �rtelmez�si tartom ny r¢l feltessz�k,hogy ny¡lt, te
hnikai jelleg� felt�telnek l tszik: e n�lk�l nehezebb lenne a

gi bels� f�ggv�nyek di�eren
i lhat¢s g r¢l besz�lni. Hogy ez a felt�tel nemhagyhat¢ el, m�g akkor sem, ha a gi f�ggv�nyek �nagyon sz�pek", azt Cau
hyexponen
i lis egyenlet�nek p�ld ja mutatja. �j v ltoz¢t bevezetve, az
f(x) = f(x− y)f(y)egyenletet kapjuk. B rmely olyan D �rtelmez�si tartom nyon, amely tartal-mazza a (0, 0) orig¢t, �s a D0 = {(x, y) : 0 < y < x} ny¡lt halmazt, de r�szea D0 lez rtj nak, az f(0) = 1, f(x) = 0, ha x > 0 �sszef�gg�ssel de�ni ltf�ggv�ny m�rhet�, de nem folytonos megold s.Ha a fenti probl�m ban a h k�ls� f�ggv�ny nin
s Cp-ben, akkor a meg-old s sem felt�tlen�l van Cp-ben, 0 ≤ p ≤ ω. Ezt az al bbi egyszer� p�ldamutatja: Legyen H : R → R egy k�l
s�n�sen egy�rtelm� Borel-f�ggv�ny,

f : R → R, �s tekints�k a Cau
hy-egyenletet H ◦ f -re, azaz legyen(1) H(f(x+ y)) = H(f(x)) +H(f(y)), x, y ∈ R.Ez az egyenlet ekvivalens az(2) f(x) = h(f(y), f(x+ y)), x, y ∈ R,



24 1.§ Bevezet�segyenlettel, ahol h-t a h(z1, z2) = H−1(H(z2)−H(z1)) �sszef�gg�s de�ni lja,ha z1, z2 ∈ R. �gy f akkor �s 
sak akkor m�rhet� [folytonos, stb.℄ megold sa(1)-nek, ha f m�rhet� [folytonos, stb.℄ megold sa (2)-nek. De ha f m�rhet�,akkor H ◦ f is m�rhet�, ¡gy valamely c konstanssal H(f(x)) = cx, azaz
f(x) = H−1(cx) minden x ∈ R-re. Ha H−1 m�rhet�, de nem folytonos[folytonos, de nem di�eren
i lhat¢, stb.℄, akkor (2)-nek van olyan m�rhet�[folytonos, stb.℄ megold sa, amely nem folytonos [nem di�eren
i lhat¢, stb.℄.Nagyon hasonl¢ p�lda mutatja, hogy ha a fenti probl�m ban a gi bels�f�ggv�nyek (vagy legal bb egyik�k) nin
s Cp-ben, 0 ≤ p ≤ ω, akkor az fmegold s sem felt�tlen�l van Cp-ben. Legyen G : R → R egy k�l
s�n�senegy�rtelm� Borel-f�ggv�ny, amely rendelkezik a k�vetkez� tulajdons ggal:ha A ⊂ R nulla Lebesgue-m�rt�k�, akkor G−1(A) is nulla m�rt�k�. Le-gyen f : R → R egy f�ggv�ny, �s tekints�k a Cau
hy-egyenletet az f ◦ Gf�ggv�nyre, azaz tegy�k fel, hogy(3) f(G(X + Y )) = f(G(X)) + f(G(Y )), X, Y ∈ R.Az x = G(X), y = G(Y ) helyettes¡t�ssel azt kapjuk, hogy ez az egyenletekvivalens az(4) f(x) = f(g(x, y))− f(y), x, y ∈ Regyenlettel, ahol g a g(x, y) = G(G−1(x) + G−1(y)) �sszef�gg�ssel van de-�ni lva, ha x, y ∈ R. �gy f akkor �s 
sak akkor m�rhet� [folytonos, stb.℄megold sa (3)-nak, ha m�rhet� [folytonos, stb.℄ megold sa (4)-nek. De ha fm�rhet�, akkor f ◦G is m�rhet�, ¡gy valamely c konstanssal f(G(X)) = cX ,azaz f(x) = cG−1(x) minden x ∈ R-re. Ha G−1 m�rhet�, de nem folytonos[folytonos, de nem di�eren
i lhat¢, stb.℄, akkor (4)-nek van m�rhet� [folyto-nos, stb.℄ megold sa, amely nem folytonos [nem di�eren
i lhat¢, stb.℄.Vegy�k �szre, hogy a G(X) = X3 spe
i lis esetben azt kapjuk, hogy
f(x) = cx1/3. Ebben az esetben a (4) egyenletben g(x, y) = (x1/3 + y1/3)3.A g f�ggv�ny folytonos R × R-en �s ak rh nyszor di�eren
i lhat¢ minden(x, y), x 6= 0 6= y pontban. M�g az y 7→ g(0, y) = y f�ggv�ny is di�eren
i l-hat¢, �s deriv ltja nem t�nik el. De x = 0-hoz nin
s olyan y ∈ R, amelyre gdi�eren
i lhat¢ (x, y)-ban. Ez azt mutatja, hogy a g bels� f�ggv�ny di�eren-
i lhat¢s ga nem hagyhat¢ el. Ez a p�lda azt is mutatja, hogy az a felt�telsem hagyhat¢ el, hogy minden x-hez van olyan y, amelyre (x, y) ∈ D.V�g�l, hogy ∂gi

∂y
rangj nak r-nek kell lenni, azt a Cau
hy hatv ny-egyenlet�b�l £j v ltoz¢k bevezet�s�vel nyert al bbi egyszer� p�lda mutatja:

f(x) = f(y)f(x/y), x ∈ R, 0 6= y ∈ R.Itt x = 0-hoz nin
s olyan y, amelyre ∂g

∂y
(0, y) 6= 0, ahol g(x, y) = x/y. Aval¢s �rt�k� megold sok k�z�tt ott vannak az f(x) = |x|c �s f(x) = |x|c sgn xf�ggv�nyek, ahol c ∈ R, �s 0c null nak �rtend�. Ezek n�melyike m�rhet�, de



1.§ Bevezet�snem folytonos, folytonos, de nem di�eren
i lhat¢, stb. Ugyanez az egyenletmagasabb dimenzi¢ban is ad ellenp�ld kat, ha x, y ∈ Rr, az y egyetlenkoordin t ja sem nulla, �s az x/y h nyadost koordin t nk�nt �rtj�k. Itt amegold sok k�z�tt vannak az f(x) = ∏r
i=1 fi(xi) f�ggv�nyek, ahol minden

fi f�ggv�ny fi(xi) = |xi|ci vagy fi(xi) = |xi|ci sgnxi alak£.M sik p�lda arra, hogy ∂gi

∂y
rangja r kell legyen, a Sin
ov-egyenlet:

f(x1, x2) = f(x1, y) + f(y, x2).Ennek az egyenletnek az  ltal nos f : R × R → R megold sa f(x1, x2) =
g(x2) − g(x1), ahol g : R → R tetsz�leges f�ggv�ny. Val¢ban, b rmely ilyenalak£ f megold s. Annak bizony¡t s ra, hogy minden f megold s el� ll¡gy, de�ni ljuk g-t a g(x) = −f(x, c) �sszef�gg�ssel, ahol c ∈ R tetsz�legeskonstans.1.21. Ǒtviteli elv: egy egyszer� p�lda. Sz mos k�l�nb�z� tr�kkvan, amelyek seg¡ts�g�vel eredm�nyeink olyan esetekben is haszn lhat¢ak,amelyekben l tsz¢lag, k�zvetlen�l, nem: l sd az alkalmaz sokkal foglalkoz¢r�szt. Egy ilyen nagyon fontos �tr�kk�t" felt�tlen�l meg kell eml¡ten�nk.L tsz¢lag, az 1.17.(1) egyenlet igen spe
i lis abban a tekintetben, hogy 
sakegy ismeretlen f�ggv�ny szerepel benne. Azonban ez a megszor¡t s nemolyan er�s, mint amilyennek l tszik. Ha adott egy  ltal nos, iter 
i¢t nemtartalmaz¢ t�bbv ltoz¢s f�ggv�nyegyenlet, �s minden ismeretlen f�ggv�nykifejezhet� az egyenletb�l, akkor (miut n k�l�nb�z� £j v ltoz¢kat vezett�nkbe minden egyenletben), tekinthet�nk egy olyan vektor �rt�k� f�ggv�nyt,amelynek a k�l�nb�z� ismeretlen f�ggv�nyek a koordin t i, �s eredm�nyein-ket alkalmazhatjuk erre az egyetlen, de vektor v ltoz¢s, vektor �rt�k� isme-retlen f�ggv�nyre. Ez vil gosan mutatja, milyen fontos, hogy vektor-vektorismeretlen f�ggv�nyeket t rgyaljunk. Miel�tt teljes  ltal nosss gban megfo-galmazn nk ezt az � tviteli elvet", az

f1(x+ y) = f2(x) + f3(y), f1, f2, f3 : R → RPexider-egyenlet egyszer� p�ld j n mutatjuk be el�sz�r.A fenti egyenletb�l az al bbi h rom egyenletet kapjuk:
f1(x1) = f2(x1 − y1) + f3(y1),
f2(x2) = f1(x2 + y2) − f3(y2),
f3(x3) = f1(x3 + y3) − f2(y3).Most az x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) jel�l�sekkel az f(x) = f(x1, x2, x3) =(f1(x1), f2(x2), f3(x3)) �sszef�gg�ssel de�ni lt f : R3 → R3 f�ggv�ny elegettesz az(1) f(x) = h(f(x3 + y3, x1 − y1, y2), f(x2 + y2, y3, y1))egyenletnek, ahol az u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) jel�l�sekkel a h : R6 →

R3 f�ggv�nyt a h(u, v) = (u2 + v3, v1 − u3, u1 − v2) �sszef�gg�s de�ni lja.



26 1.§ Bevezet�sVegy�k �szre, hogy az (1) egyenlet az 1.17 probl�ma minden felt�tel�t telje-s¡ti. Ebben a p�ld ban a Pexider-egyenlet meglehet�sen spe
i lis tulajdon-s gait is felhaszn ltuk. Azonban de�ni lhattuk volna a h : (R3)6 → R3f�ggv�nyt is, a h(u1, u2, u3, u4, u5, u6) = (u1,2 + u2,3, u3,1 − u4,3, u5,1 − u6,2)�sszef�gg�ssel, ahol ui = (ui,1, ui,2, ui,3) ∈ R3, ha i = 1, 2, 3, 4, 5, 6; ekkor az(2)
f(x) = h (f (g(y3), x1 − y1, g(y2)) , f (g(y2), g(y3), y1) , . . . , f (g(y1), y3, g(y2)))f�ggv�nyegyenletet kaptuk volna, ahol g egy tetsz�leges folytonosan di�e-ren
i lhat¢ f�ggv�ny, amely R-et R-be k�pzi, �s deriv ltja nem t�nik el min-den�tt. A (2) egyenlet is eleget tesz az 1.17 probl�ma felt�teleinek.Megjegyezz�k, hogy az a felt�tel, hogy minden ismeretlen f�ggv�ny le-gyen kifejezhet� az egyenletb�l, nem hagyhat¢ el. Az al bbi egyszer� p�ld kmutatj k ezt. Az

f(x) = f(x+ y) − f(y) + f0(x+ y)f0(y)f0(x+ 2y), f, f0 : R → Regyenlet eset�n az f, f0 f�ggv�nyp r, ahol f(x) = cx �s f0 tetsz�leges, az℄1, 2[ intervallumon k¡v�l elt�n� f�ggv�ny, egy megold s. Az
f(x) = f(x+ y) − f(y) + f0(exy3) − f0(exy2)f0(y), f, f0 : R → Regyenlet eset�n az f, f0 f�ggv�nyp r, ahol f(x) = cx �s f0(x) = |x|c0 vala-mely c0 ∈ R-rel (0c0 alatt null t �rtve), egy megold s.Most megfogalmazzuk az  ltal nos  tviteli elvet, amely azt mutatja,hogy az 1.7.(1)  ltal nos, iter 
i¢t nem tartalmaz¢ f�ggv�nyegyenlet regu-larit s nak probl�m ja, ha bel�le minden ismeretlen f�ggv�nyre k�vetkezikegy 1.7.(2) t¡pus£ expli
it egyenlet, az 1.17 probl�m ra reduk lhat¢.1.22. Ǒltal nos  tviteli elv. LegyenekXi ⊂ Rri , Yi ⊂ Rsi , Zi ⊂ Rti�s Di ⊂ Xi × Yi ny¡lt halmazok, �s legyenek az ni-k term�szetes sz mok,az fi : Xi → Zi-k pedig f�ggv�nyek (i = 1, 2, . . . , m). Tegy�k fel, hogy1 ≤ ki,j ≤ m egy term�szetes sz m �s gi,j : Di → Xki,j

egy f�ggv�ny, ha1 ≤ i ≤ m �s ha 1 ≤ j ≤ ni. Legyen tov bb  hi : Di×Zki,1×· · ·×Zki,ni
→ Ziegy f�ggv�ny, ha 1 ≤ i ≤ m. Tegy�k fel, hogy 1 ≤ i ≤ m-re fenn ll az

fi(xi) = hi

(

xi, yi, fki,1 (gi,1(xi, yi)) , . . . , fki,ni
(gi,ni

(xi, yi))), (xi, yi) ∈ Dif�ggv�nyegyenlet. (Az fi f�ggv�nyek az ismeretlenek, a t�bbi f�ggv�ny is-mert.) Ekkor az x = (x1, . . . , xm) jel�l�ssel az f(x) = (f1(x1), . . . , fm(xm))�sszef�gg�ssel de�ni lt f f�ggv�nyhez, amely az X = X1×X2×· · ·×Xm ⊂
Rr, r = r1 + · · · + rm ny¡lt halmazt k�pezi le a Z = Z1 × Z2 × · · · × Zmny¡lt halmazba, vannak olyan n �s s term�szetes sz mok �s olyan Y ⊂ Rs,
D ⊂ X×Y ny¡lt halmazok, tov bb  l�teznek olyan gj : D → X (1 ≤ j ≤ n),
h : D × Zn → Z f�ggv�nyek, hogy az

f(x) = h
(

x, y, f (g1(x, y)) , . . . , f (gn(x, y))), (x, y) ∈ D



1.§ Bevezet�sf�ggv�nyegyenlet teljes�l. A h �s gj f�ggv�nyek v laszthat¢k £gy, hogy azal bbi  ll¡t sok is teljes�ljenek: Ha a hi �s gi,j , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , nif�ggv�nyek Cp-ben vannak, akkor a h �s gj f�ggv�nyek is Cp-ben vannak,ahol 0 ≤ p ≤ ω. (Itt is Cω alatt az analitikus f�ggv�nyek oszt lya �rtend�.)Tov bb , ha a gi,j f�ggv�nyek C1-ben vannak, �s minden 1 ≤ i ≤ m-reminden xi ∈ Xi-hez van olyan yi hogy (xi, yi) ∈ Di �s rank ∂gi,j

∂yi
(xi, yi) =

rki,j
, ha 1 ≤ j ≤ ni, akkor minden x ∈ X-hez van olyan y ∈ Y , hogy(x, y) ∈ D �s rank ∂gj

∂y
(x, y) = r, ha 1 ≤ j ≤ n. Ha adottak nem �res belsej�

Ci ⊂ Xi kompakt halmazok, �s yi v laszthat¢ £gy, hogy gi,j(xi, yi) ∈ Cki,jteljes�lj�n, ha 1 ≤ i ≤ m �s 1 ≤ j ≤ ni, akkor y is v laszthat¢ £gy, hogy
gj(x, y) ∈ C teljes�lj�n 1 ≤ j ≤ n eset�n, ahol C = C1 × C2 × · · · × Cm.Bizony¡t s. El�sz�r is v lasszunk s′i, 1 ≤ i ≤ m term�szetes sz mo-kat, amelyekkel si + s′i ≥ rj , ha 1 ≤ j ≤ m. Legyen Y ′

i = Rs′

i . Minden1 ≤ i, k ≤ m p rra v lasszunk egy tetsz�leges analitikus g∗i,k szubmerzi¢-j t Yi × Y ′
i -nek Ck belsej�be. (Eml�keztet�nk r , hogy valamely euklid�szit�r egy ny¡lt r�szhalmaz nak egy di�eren
i lhat¢ lek�pez�s�t egy euklid�szit�rbe szubmerzi¢nak nevezz�k, ha deriv ltj nak rangja minden�tt megegye-zik a k�pt�r dimenzi¢j val.) Ha 1 ≤ i ≤ m �s 1 ≤ j ≤ ni, v lasszunk egy

pi,j permut 
i¢j t {1, 2, . . . , m}-nek, amelyre pi,j(ki,j) = i. De�ni ljuk a
gi,j,k f�ggv�nyt a gi,j,k(xi, yi, y

′
i) = gi,j(xi, yi) �sszef�gg�ssel, ha (xi, yi, y

′
i) ∈

Di × Y ′
i �s k = ki,j. Ha k 6= ki,j , legyen gi,j,k(xpi,j(k), ypi,j(k), y′pi,j(k)) =

g∗pi,j(k),k(ypi,j(k), y′pi,j(k)), ha (xpi,j(k), ypi,j(k), y′pi,j(k)) ∈ Dpi,j(k) × Y ′
pi,j(k).Ezzel a de�n¡
i¢val gi,j,k a Dpi,j(k) halmazt Xk-ba k�pezi. V�g�l de�ni l-juk gj′ -t, ahol j′ = n1 + n2 + . . . + ni−1 + j. A gj′(x, y) f�ggv�ny azon(x, y) p rok D halmaz n van de�ni lva, amelyekre (xk, yk, y

′
k) ∈ Dk × Y ′

k,ha k = 1, 2, . . . , m, ahol x = (x1, x2, . . . , xm), y = (~y1, ~y2, . . . , ~ym) �s ~yk =(yk, y
′
k), ha k = 1, 2, . . . , m; a gj′(x, y) �rt�ket £gy de�ni ljuk, hogy koordi-n t i gi,j,k(xpi,j(k), ypi,j(k), y′pi,j(k)), k = 1, 2, . . . , m legyenek. Vegy�k �szre,hogy ¡gy de�ni lva, ∂gj′

∂y
rangja az (x, y) pontban r− ri + rank ∂gi,j

∂yi
(xi, yi).V�g�l, ezekkel a jel�l�sekkel, de�ni ljuk a h f�ggv�nyt £gy, hogy koordin t iaz (x, y, z1, . . . , zn) pontban egyezzenek meg hi(xi, yi, z

′
i,1, . . . , z′i,ni

)-vel, ha1 ≤ i ≤ m, ahol z′i,j a ki,j-edik koordin t ja zn1+...+ni−1+j ∈ Z1× · · ·×Zm-nek, ha 1 ≤ j ≤ ni.1.23. A f� probl�m val kap
solatos eredm�nyek �sszefoglal sa.A teljes 1.17 probl�ma megoldatlan. A probl�m t az 1.7 pont (I){(VI) l�p�-seinek megfelel�en hat r�szre oszthatjuk. Az (I), (II), (IV) �s (V) l�p�snekmegfelel� r�szt teljesen megoldjuk. A (III) l�p�snek megfelel� r�szt 
saknemteljesen megoldjuk (pontosabban, egy  ltal ban teljes�l� kompakts gi felt�-tel mellett oldjuk meg). A (VI) l�p�ssel kap
solatban 
sak igen er�s tov bbifelt�telek mellett vannak eredm�nyeink. Az (I), (II), (III), (IV), (V) �s (VI)l�p�seknek megfelel� r�szt rendre a 8.{9., 10., 11., 14., 15. �s 16. paragra-fusokban t rgyaljuk. Tov bbi, az 1.17 probl�m hoz kap
sol¢d¢ regularit si



28 1.§ Bevezet�seredm�nyek tal lhat¢k az 5., 6., 7., 12.,�s 13. paragrafusokban. Az al bbiak-ban �sszefoglaljuk az ezen paragrafusok  ltal nosabb eredm�nyeinek az 1.17probl�m ra vonatkoz¢ k�vetkezm�nyeit.1.24. T�tel. Az 1.17 probl�ma jel�l�seivel, ha h folytonos, a gi f�ggv�-nyek pedig folytonosan di�eren
i lhat¢ak, akkor minden Lebesgue-m�rhet�,illetve Baire-tulajdons g£ f megold s folytonos.Bizony¡t s. A 8.3, illetve a 10.2 t�telek k�vetkezm�nye, ha azokat lo-k lisan alkalmazzuk.1.25. T�tel. Az 1.17 probl�ma jel�l�seivel, ha a h �s gi f�ggv�nyek
p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ak, akkor minden majdnem minden�tt dif-feren
i lhat¢ f megold s p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ (1 ≤ p ≤ ∞).Bizony¡t s. A 14.2 �s 15.2 t�telekb�l k�vetkezik.1.26. T�tel. Az 1.17 probl�ma jel�l�seivel, ha a h �s gi f�ggv�nyek
p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ak, akkor minden f megold s, amely lo-k lisan korl tos v ltoz s£, p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ (1 ≤ p ≤ ∞).Bizony¡t s. 1.24 t�telb�l k�vetkezik, hogy f folytonos. A 13.2 t�telb�lk�vetkezik, hogy f lok lisan Lips
hitz. Az 1.25 t�telb�l k�vetkezik, hogy az
f megold s p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢.1.27. T�tel. Az 1.17 probl�ma jel�l�seivel, ha a h �s gi f�ggv�nyekmax{2, p}-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ak, �s van olyan C kompakt r�sz-halmaza X-nek, hogy minden x ∈ X-hez van olyan y ∈ Y , amelyre 1.17.(3)felt�telei mellett m�g gi(x, y) ∈ C is teljes�l, akkor minden Lebesgue-m�rhet�,illetve Baire-tulajdons g£ f megold s p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢(1 ≤ p ≤ ∞).Vegy�k �szre, hogy a t�telben szerepl� kieg�sz¡t� kompakts gi felt�teltmeg�rzi az  tviteli elv.Bizony¡t s. Az 1.24, 1.25 �s 11.5 t�telekb�l k�vetkezik.1.28. T�tel. Az 1.17 probl�ma jel�l�seivel, ha n = 2, t = 1, g1(x, y) ≡
y, �s a h f�ggv�ny p-szer, a g2 f�ggv�ny max{2, p}-szer folytonosan di�e-ren
i lhat¢, akkor minden Lebesgue-m�rhet�, illetve Baire-tulajdons g£ fmegold s p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ (1 ≤ p ≤ ∞).Bizony¡t s. Az  ll¡t s az 1.24, 11.4 �s 1.25 t�telek k�vetkezm�nye.1.29. T�tel. Az 1.17 probl�ma jel�l�seivel, ha az 1.17.(1) f�ggv�ny-egyenlet az al bbi spe
i lis alak£:

f(x) = n
∑

i=1 hi

(

x, y, f (gi(x, y))),ahol a hi : D × Z → Rt f�ggv�nyek p-szer, a gi f�ggv�nyek max{2, p}-szer folytonosan differen
i lhat¢ak, akkor minden Lebesgue-m�rhet�, illetveBaire-tulajdons g£ f megold s p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ (1 ≤ p ≤
∞). Bizony¡t s. Ez a t�tel az 1.24, 11.3 �s 1.25 t�telek �sszefoglal sa.



1.§ Bevezet�s1.30. T�tel. Az 1.17 probl�ma jel�l�seivel, tegy�k fel, hogy t = 1,
D = ℄a, b[×℄a, b[, �s az egyenlet az al bbi spe
i lis alak£:(1) f(x) = n

∑

i=1 cif (gi(x, y)) , ha (x, y) ∈ D,ahol ci ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), �s
gi : ℄a, b[×℄a, b[→℄a, b[ (i = 1, 2, . . . , n).Tegy�k fel tov bb , hogy az al bbi felt�telek teljes�lnek:(2) gi(x, y) az x �s y k�z�tt van, ha x, y ∈℄a, b[;(3) gi analitikus �s valamely 0 < A < 1 konstanssal

∣

∣

∣

∣

∂pgi

∂kx∂p−ky
(x, y)∣∣∣

∣

≤ App!,ha x, y ∈℄a, b[ �s p = 1, 2, . . . ;(4) minden x ∈℄a, b[-re �s i = 1, 2, . . . , n-re az ℄a, b[-nek ℄a, b[-be val¢ y 7→
gi(x, y) lek�pez�se szigor£an monoton, �s az a gi f�ggv�ny, amelyre a
t 7→ gi(x, t) lek�pez�s az y 7→ gi(x, y) lek�pez�s inverze, k�tszer folyto-nosan di�eren
i lhat¢ az �rtelmez�si tartom ny n.Ekkor minden f megold s, amely Lebesgue-m�rhet� vagy Baire-tulajdons g£,analitikus.Bizony¡t s. Ez a t�tel az 1.29 �s az 16.2 t�teleket foglalja �ssze.1.31. Regularit si t�telek sokas gokon. Geometriai vagy �zikaiprobl�m kb¢l sz rmaz¢ f�ggv�nyegyenletekre az egyenlet term�szetes �rtel-mez�si tartom nya n�ha egy di�eren
i lhat¢ sokas g. A 5.{15. paragrafu-sokban szerepl� t�telek nagy r�sze  ltal nos nemline ris egyenletek vektor-vektor megold saira vonatkozik, �s lok lis jelleg�. V rhat¢, hogy az ered-m�nyek j¢ r�sze  tvihet� di�eren
i lhat¢ sokas gokra is. A lok lis jelleg�eredm�nyekn�l ez semmi gondot nem okoz, de a glob lis jelleg� eredm�nyek£j bizony¡t st ig�nyelnek. A sokas gokra vonatkoz¢ eredm�nyek t rgyal saa 17. paragrafusban t�rt�nik. �rdemes az alapprobl�m t is megfogalmaznidi�eren
i lhat¢ sokas gokra is:1.32. Probl�ma. Legyenek X , Y �s Z analitikus sokas gok, �s legyen

D az X × Y ny¡lt r�szhalmaza. Legyenek f : X → Z, gi : D → X (i =1, 2, . . . , n) �s h : D × Zn → Z f�ggv�nyek. Tegy�k fel, hogy(1)
f(x) = h(x, y, f(g1(x, y)), . . . , f(gn(x, y))),ha (x, y) ∈ D;(2) h analitikus;(3) gi analitikus �s minden x0 ∈ X-hez van olyan y0, amelyre (x0, y0) ∈ D�s y 7→ gi(x0, y) szubmerzi¢ az y0-ban, ha i = 1, 2, . . . , n.Igaz-e, hogy minden f megold s, amely Lebesgue-m�rhet� vagy Baire-tulaj-dons g£, analitikus?



30 1.§ Bevezet�sTerm�szetesen itt is megfogalmazhat¢ a Cp-probl�ma �s a Cp{Cq-probl�ma,amelyekbe itt azt is bele�rtj�k, hogy az X , Y �s Z sokas gok Cp-sokas gok.1.33. A sokas gokra vonatkoz¢ eredm�nyek �sszefoglal sa. Ittis a teljes v lasz a fenti probl�m ra nem ismert. Ugyan£gy, mint az 1.17probl�m t, ezt a probl�m t is az 1.7 pont (I){(VI) l�p�seinek megfelel�enhat r�szre oszthatjuk. Az (I), (II), (IV) �s (V) l�p�snek megfelel� r�sz teljesmegold sa k�nnyen k�vetkezik a 8., 10., 14. �s 15. paragrafusok eredm�-nyeib�l (�s el�g feltenni, hogy a szerepl� sokas gok C∞-ek). A (III) l�p�st
X kompakts ga eset�n megoldjuk. Ha X nem kompakt, tov bbi felt�telekmellett kapunk eredm�nyeket. Eredm�nyeink az al bbi t�telekben �sszegez-het�k:1.34. T�tel. Az 1.32 probl�ma jel�l�seivel, ha X , Y �s Z is C∞-sokas gok, h folytonos, a gi f�ggv�nyek pedig folytonosan di�eren
i lhat¢ak,akkor minden Lebesgue-m�rhet�, illetve Baire-tulajdons g£ f megold s foly-tonos.Bizony¡t s. A 17.1, illetve a 17.2 t�telek k�vetkezm�nye, ha azokatlok lisan alkalmazzuk.1.35. T�tel. Az 1.32 probl�ma jel�l�seivel, ha X , Y �s Z is C∞-sokas gok, a h �s a gi f�ggv�nyek p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ak, akkorminden majdnem minden�tt di�eren
i lhat¢ f megold s p-szer folytonosandi�eren
i lhat¢ (1 ≤ p ≤ ∞).Bizony¡t s. A 17.7 �s 17.8 t�telekb�l k�vetkezik.1.36. T�tel. Az 1.32 probl�ma jel�l�seivel, ha X , Y �s Z is C∞-sokas gok, a h �s gi f�ggv�nyek max{2, p}-szer folytonosan di�eren
i lha-t¢ak, �s van olyan C kompakt r�szhalmaza X-nek, hogy minden x0 ∈ X-hezvan olyan y0 ∈ Y , amelyre a fenti probl�ma (3) felt�tele mellett gi(x0, y0) ∈
C (i = 1, . . . , n) is teljes�l, akkor minden Lebesgue-m�rhet�, illetve Baire-tulajdons g£ f megold s p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ (1 ≤ p ≤ ∞).Bizony¡t s. Az 1.34, 1.35 �s 17.4 t�telek k�vetkezm�nye.1.37. T�tel. Az 1.32 probl�ma jel�l�seivel, ha X , Y �s Z is C∞-sokas gok,X kompakt, h �s gi pedig C∞-f�ggv�nyek, akkor minden Lebesgue-m�rhet�, illetve Baire-tulajdons g£ f megold s C∞-ben van.Bizony¡t s. Az el�z� t�tel k�vetkezm�nye.1.38. T�tel. Az 1.32 probl�ma jel�l�seivel, ha X , Y �s Z is C∞-sokas gok, n = 2, dim(Z) = 1, g1(x, y) ≡ y, a h f�ggv�ny p-szer, a g2 f�gg-v�ny max{2, p}-szer folytonosan di�eren
i lhat¢, akkor minden Lebesgue-m�rhet�, illetve Baire-tulajdons g£ f megold s p-szer folytonosan di�eren-
i lhat¢ (1 ≤ p ≤ ∞).Bizony¡t s. Az  ll¡t s az 1.34, 17.6 �s 1.35 t�telek k�vetkezm�nye.



1.§ Bevezet�s1.39. T�tel. Az 1.32 probl�ma jel�l�seivel, haX �s Y is C∞-sokas gok,
Z ny¡lt r�szhalmaza Rt-nek, �s a f�ggv�nyegyenlet az al bbi spe
i lis alak£:

f(x) = n
∑

i=1 hi

(

x, y, f (gi(x, y))), (x, y) ∈ D,ahol a hi : D × Z → Rt f�ggv�nyek p-szer folytonosan differen
i lhat¢ak,a gi f�ggv�nyek pedig max{2, p}-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ak, akkorminden Lebesgue-m�rhet�, illetve Baire-tulajdons g£ f megold s p-szer foly-tonosan di�eren
i lhat¢ (1 ≤ p ≤ ∞).Bizony¡t s. Ez a t�tel az 1.34, 17.5 �s 1.35 t�telek �sszefoglal sa.1.40. Regularit si t�telek kevesebb v ltoz¢val. Durv n sz¢lva, a5.{17. paragrafusok eredm�nyei azokban az esetekben bizony¡tanak regula-rit si t�teleket, amelyekben egy r v ltoz¢s f�ggv�ny egy legal bb 2r v ltoz¢sf�ggv�nyegyenletnek tesz eleget. Az 1.17 probl�ma jel�l�seivel, ez az�rt van,mert a felt�telb�l, hogy ∂gi

∂y
rangja megegyezik X dimenzi¢j val, k�vetkezik,hogy Y dimenzi¢ja nem lehet kisebb, mint X dimenzi¢ja. Az 1.20 pont utol-s¢ k�t p�ld ja azt mutatja, hogy a ∂gi

∂y
rangj ra vonatkoz¢ felt�telt nem lehetegyszer�en elhagyni. Mindazon ltal, hogy legal bbis bizonyos esetekben, av ltoz¢k sz ma eg�szen r + 1-ig reduk lhat¢ (az r eset m r �egyv ltoz¢s"egyenletet jelentene), azt �Swiatak [154℄ regularit si eredm�nyei mutatj k.�Swiatak  ltal nos �lok lis integr lhat¢s gb¢l k�vetkezik az ak rh ny-szori di�eren
i lhat¢s g" t¡pus£ t�teleket bizony¡tott. Eredm�nyeit disztri-b£
i¢k alkalmaz s val kapta. M¢dszer�nek l�nyege annak bizony¡t sa, hogya disztrib£
i¢ �rtelemben vett megold sok egy olyan di�eren
i legyenletnektesznek eleget, amelynek 
sak v�gtelen sokszor di�eren
i lhat¢ megold saivannak. Ezt a gondolatot haszn lta �Swiatak [154℄ dolgozat ban, amelybena(1) n

∑

i=1 hi(x, y)f(gi(x, y)) = h(x, f(gn+1(x)), . . . , f(gm(x))) + h0(x, y)f�ggv�nyegyenletre bizony¡tott be egy  ltal nos regularit si eredm�nyt, ahol
f az ismeretlen f�ggv�ny. Durv n sz¢lva, a disztrib£
i¢k k�z�tti egyenlet-k�nt tekintett (1) egyenletre egy, az y v ltoz¢ban hat¢ par
i lis di�eren
i -loper tort alkalmaz. Term�szetesen a jobb oldalon szerepl� nemline ris tagelt�nik. Ha l�tezik olyan y0, amelyre gi(x, y0) ≡ x minden 1 ≤ i ≤ n-re (na-gyon er�s feltev�s), akkor ezt a r�gz¡tett y0-at helyettes¡tve P (∂, x)f = Halak£ par
i lis di�eren
i legyenletet kapunk. Ha ez a par
i lis di�eren
i- legyenlet konstans er�ss�g� �s hypoelliptikus valamely x = x0-ra, akkora di�eren
i legyenletek regularit si elm�lete szerint (l sd ezzel kap
solat-ban H�ormander [59℄ k�nyv�ben a 7.4.1 t�telt) minden disztrib£
i¢ megold segy C∞ f�ggv�nynek felel meg. Annak r�szletes t rgyal s t illet�en, hogya fell�p� neh�zs�gek hogyan k�zdhet�k le, �s a kapott eredm�nyek hogyan



32 1.§ Bevezet�salkalmazhat¢k, �Swiatak eredeti [151℄, [152℄, [153℄, [154℄, [155℄ dolgozatairautalunk.A fenti, �Swiatak  ltal vizsg lt egyenlet �majdnem line ris", ¡gy form -lisan sokkal spe
i lisabb, mint az 1.17 probl�m ban szerepl� (1) egyenlet.Azonban �Swiatak t�telei akkor is alkalmazhat¢k, amikor ∂gi

∂y
rangja sokkalkisebb, mint az f ismeretlen f�ggv�ny �rtelmez�si tartom ny nak dimenzi-¢ja. Durv n sz¢lva, �Swiatak eredm�nyei m�g akkor is alkalmazhat¢k, ha azismeretlen f f�ggv�ny r v ltoz¢s, �s az egyenletben r + 1 v ltoz¢ van. Eza v ltoz¢k minim lis sz ma, amelyre az egyenlet nem �egyv ltoz¢s" egyen-let. �gy �Swiatak eredm�nyei azt mutatj k, hogy az 1.17 probl�m ban a rangfelt�tel t£l er�s, �s a probl�m ra vonatkoz¢ eredm�nyek (m s felt�teleket isv ltoztatva) kiterjeszthet�k m s esetekre is.Rem�lhet�, hogy m¢dszereink  ltal nos¡t s val  ltal nos nemline risf�ggv�nyegyenletekre is kaphatunk eredm�nyeket. Ilyen egyenletekre lehe-tetlennek t�nik �Swiataknak a S
hwartz-f�le disztrib£
i¢kra alapozott m¢d-szereit kiterjeszteni. Rem�lhet�, hogy azt az igen er�s feltev�st is ki tudjukk�sz�b�lni, hogy l�tezzen olyan y0, amelyre gi(x, y0) ≡ x minden 1 ≤ i ≤ n-re. A mesters�gesnek t�n� hypoelliptikuss gi felt�telnek is el kell t�nnie.A fenti gondolatokt¢l vez�relve, az 18. paragrafusban  ltal nos �m�rhe-t�s�gb�l k�vetkezik a folytonoss g" t¡pus£ eredm�nyeket fogunk bebizony¡-tani �kev�s" v ltoz¢val. A m�rhet�s�g �s a Baire-kateg¢ria k�z�tt fenn ll¢anal¢gia (l sd Oxtoby [132℄) azt sugallja, hogy pr¢b ljunk meg anal¢g ered-m�nyeket bizony¡tani Baire-tulajdons g£ megold sokra is. A fenn ll¢ k�-l�nbs�gek, mint p�ld ul az �ε-te
hnika", a m�rt�kben val¢ konvergen
ia, �saz ehhez kap
sol¢d¢ t�telek (p�ld ul Riesz kiv laszt si t�tel�nek, stb.) hi -nya azt mutatj k, hogy k�l�n t rgyal s sz�ks�ges. A �Baire-tulajdons gb¢lk�vetkezik a folytonoss g" t¡pus£ eredm�nyeket  ltal nos nemline ris egyen-letekre �kev�s" v ltoz¢val a 19. paragrafusban bizony¡tunk. V�g�l, a 20.paragrafusban �folytonoss gb¢l k�vetkezik a di�eren
i lhat¢s g" �s �p-szerfolytonosan di�eren
i lhat¢ megold sok p + 1-szer is folytonosan di�eren-
i lhat¢ak" t¡pus£ t�teleket bizony¡tunk �kev�s" v ltoz¢s f�ggv�nyegyenle-tekre. Az ut¢bbi esetben eredm�nyeink  ltal nos nemline ris egyenletekreis alkalmazhat¢k. Az el�bbi esetben a jelenlegi eredm�nyek 
sak line risegyenletekre alkalmazhat¢k, de sok m s er�s felt�tel nem l�p fel.



2.§ Jel�l�sek �s terminol¢gia2.§ Jel�l�sek �s terminol¢gia2.1. Halmazok �s f�ggv�nyek. Egy A halmaz sz moss g t 
ard(A)fogja jel�lni. Ha 
ard(A) ≤ ℵ0, akkor azt mondjuk, hogy A megsz ml l-hat¢. A c jel�l�st haszn ljuk a kontinuum sz moss gra, azaz 2ℵ0 -ra. N, Z,
Q, R, C �s T a nemnegat¡v eg�sz, eg�sz, ra
ion lis, val¢s, komplex illetveegys�gnyi abszol£t �rt�k� komplex sz mok jel�l�s�re fognak szolg lni. Ha
f egy f�ggv�ny, jel�lje dmn f az �rtelmez�si tartom ny t, rng f pedig az�rt�kk�szlet�t. Az Nf multipli
it sf�ggv�nyt £gy de�ni ljuk, hogy Nf (y)legyen f−1{y} elemeinek sz ma (esetleg ∞).Minden norm lt t�rr�l feltessz�k, hogy val¢s; a norm t | | fogja jel�lni.A ‖ ‖ jelet 
sak line ris oper torok oper tor-norm j ra alkalmazzuk. Ha
f : D → Y egy norm lt t�r egy ny¡lt r�szhalmaz t egy norm lt t�rbe k�pez�f�ggv�ny, akkor f ′ fogja jel�lni f deriv ltj t. Ha D ⊂ X1 ×X2 × . . .×Xn,haszn lni fogjuk a | nem teljesen korrekt m¢don jel�lt |

Dxi
= {(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) : (x1, ..., xn) ∈ D

}par
i lis halmazokat. Az fxi
: Dxi

→ Y par
i lis f�ggv�nyeket az
fxi

(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn),ha (x1, . . . , xn) ∈ D �sszef�gg�ssel de�ni ljuk. Dxi1 ,... ,xir
�s fxi1 ,... ,xir

ha-sonl¢an vannak de�ni lva. Ha Xi �s Y norm lt terek, akkor a
∂if, ∂xi

f vagy ∂f

∂xipar
i lis deriv ltat az fx1,... ,xi−1,xi+1,... ,xn
f�ggv�ny deriv ltjak�nt de�ni l-juk, ha l�tezik. Ha α ∈ Nn egy multiindex, legyen

|α| = n
∑

i=1 |αi|�s legyen
∂αf = ∂α11 ∂α22 · · ·∂αn

n f.Ha D ⊂ Rn �s Y = Rm, akkor f ′ azonos¡that¢ a
(

∂fj

∂xi

) n m

i=1 j=1m trixszal, ahol f = (fj)m
j=1 �s x = (xi)n

i=1. Ha y = f(x), 1 ≤ i1, . . . , ir ≤ n,1 ≤ j1, . . . , jr ≤ m, akkor jel�lje a
(

∂fjl

∂xik

) r r

k=1 l=1m trix determin ns t
∂(yj1, . . . , yjr

)
∂(xi1 , . . . , xir

) .A di�eren
i l- �s integr lsz m¡t s egy�b jel�l�seit a szok sos m¢don hasz-n ljuk; k�ts�g eset�n l sd Rudin [137℄ k�nyv�t.



34 2.§ Jel�l�sek �s terminol¢gia2.2. Topol¢gia. Topol¢gi val �s topologikus 
soportokkal kap
solat-ban  ltal ban Bourbaki [26℄ terminol¢gi j t �s jel�l�seit k�vetj�k. �Igy min-den regul ris, teljesen regul ris, norm lis, kompakt �s lok lisan kompaktt�rr�l feltessz�k, hogy Hausdor� . Tetsz�leges X halmaz r�szhalmazainakegy tetsz�leges E oszt ly ra jel�lje Eσ az E-beli halmazok megsz ml lhat¢uni¢jak�nt el� ll¢ halmazok oszt ly t (�res uni¢ az �res halmaz), Eδ pedigaz E-beli halmazok megsz ml lhat¢ metszetek�nt el� ll¢ halmazok oszt -ly t (�res metszet az eg�sz X). Egy topologikus t�r topol¢gi j t, azaz ny¡ltr�szhalmazainak oszt ly t  ltal ban G-vel jel�lj�k, z rt halmazainak oszt -ly t pedig  ltal ban F -el. �gy a Gδ, Fσ, Gδσ, Fσδ, stb. halmazoszt lyok�rtelmezve vannak. X-beli g�rbe alatt R valamely z rt intervallum t az Xtopologikus t�rbe k�pez� f�ggv�nyt �rt�nk. Topologikus t�r s£ly n ny¡ltb zisai sz moss gainak a minimum t �rtj�k. Egy topologikus t�r karak-ter�n azt a legkisebb n sz moss got �rtj�k, amelyre a t�r minden pontj nakvan legfeljebb n sz moss g£ ny¡lt k�rnyezetb zisa. Ha x, y egy metrikus t�rpontjai, �s α > 0, akkor azt mondjuk, hogy az x �s y pontok α-k�zel vannak,ha a dist(x, y) t vols guk kisebb, mint α. Hasonl¢an, ha x �s y egy uniformt�r pontjai, �s α egy rel 
i¢ az uniformit sb¢l, azaz egy uniform k�rny�k,azt mondjuk, hogy az x �s y pontok α-k�zel vannak, ha (x, y) ∈ α. Egymetrikus t�rben az r ≥ 0 sugar£ �s x k�z�ppont£ z rt g�mb�t Br(x) fogjajel�lni. Minden, topologikus 
soportokkal kap
solatban  ltalunk felhaszn lteredm�ny megtal lhat¢ Hewitt �s Ross [52℄, [53℄ monogr � j ban.2.3. Folytonoss gi modulusz, H�older- �s Lips
hitz-f�ggv�nyek.Egy metrikus t�r egy r�szhalmaz t egy m sik metrikus t�rbe k�pez� f f�gg-v�nyre de�ni ljuk az f f�ggv�ny ωf folytonoss gi modulusz t az
ωf (r) = sup{dist(f(x), f(y)) : x, y ∈ dmn f, dist(x, y) ≤ r}�sszef�gg�ssel, ha 0 ≤ r ≤ ∞. Ha f �rtelmez�si tartom nya nem �res,mindig teljes�l, hogy ωf (0) = 0. Vegy�k �szre, hogy ωf pontosan akkor(jobbr¢l) folytonos a 0-ban, ha f egyenletesen folytonos. El�fordulhat, hogy(ak r minden pozit¡v r-re) ωf (r) = ∞. Ha valamely 0 < α ≤ 1 kitev�re �s

Hα konstansra ωf (r) ≤ Hα · rα, ha 0 ≤ r <∞, akkor azt mondjuk, hogy fH�lder-folytonos α kitev�vel �s Hα H�lder-konstanssal. Ha α = 1, a H�lder-folytonos f�ggv�nyeket �s a H�lder-konstansokat Lips
hitz-f�ggv�nyeknek�s Lips
hitz-konstansoknak is nevezz�k. A H�lder-folytonoss g, H�lder-konstans, Lips
hitz-f�ggv�ny �s Lips
hitz-konstans lok lis v ltozat t is hasz-n lni fogjuk. A Lips
hitz- �s lok lisan Lips
hitz f�ggv�nyekkel kap
solatbanl sd Federer [42℄ k�nyv�t.2.4. M�rt�kelm�let. Federer [42℄ k�nyv�nek terminol¢gi j t k�vet-j�k. �gy m�rt�k alatt egy megsz ml lhat¢an szubaddit¡v, b�v¡tett val¢s�rt�k�, nemnegat¡v f�ggv�nyt �rt�nk, amely egy X halmaz �sszes r�szhal-maz n van de�ni lva; m s terminol¢gi ban ezt a fogalmat k�ls� m�rt�k-nek szok s nevezni. A m�rhet� halmazok σ-algebr ja a Charatheodory-felt�tellel de�ni lhat¢: egy A ⊂ X halmazt µ-m�rhet�nek nevez�nk, ha
µ(T ∩ A) + µ(T \ A) = µ(T ) minden T ⊂ X-re. A µ m�rt�ket v�gesnek



2.§ Jel�l�sek �s terminol¢gianevezz�k, ha µ(X) < ∞. Ha µ(X) = 1, akkor azt mondjuk, hogy µ val¢-sz¡n�s�gi m�rt�k. Ha egy A ⊂ X halmaz el� ll megsz ml lhat¢ sok v�ges
µ-m�rt�k� m�rhet� halmaz egyes¡t�sek�nt, akkor azt mondjuk, hogy A σ-v�ges. Ha X maga σ-v�ges, akkor azt mondjuk, hogy a µ m�rt�k σ-v�ges.Ha X egyelem� r�szhalmazai mind nulla m�rt�k�ek, akkor azt mondjuk,hogy a µ m�rt�k di�£z.Ha µ m�rt�k X-en �s Y ⊂ X , a µ megszor¡t s t Y r�szhalmazaira µYfogja jel�lni. Ez m�rt�k Y -on. A µ⌊Y m�rt�ket a (µ⌊Y )(A) = µ(A ∩ Y )�sszef�gg�s de�ni lja minden A ⊂ X-re. Ez m�rt�k X-en.Minden f : X → Y lek�pez�s induk l egy X feletti m�rt�kekhez Yfeletti m�rt�keket rendel� f♯ lek�pez�st, melynek de�n¡
i¢ja

f♯(µ)(B) = µ(f−1(B)), ha B ⊂ Y .Ha egy nemnegat¡v, b�v¡tett val¢s �rt�k� ν f�ggv�ny van de�ni lva az
X halmaz r�szhalmazainak egy tetsz�leges H rendszer�n, akkor az �sszes
T ⊂ X-re a
µ(T ) = inf{∑

i∈I

ν(Hi) : I megsz ml lhat¢, T ⊂ ∪i∈IHi �s Hi ∈ H, ha i ∈ I
}�sszef�gg�ssel �rtelmezett f�ggv�ny egy µ m�rt�ket de�ni l X-en. (Az �res�sszeg null nak �rtend�.) A µ halmazf�ggv�ny pontosan akkor kiterjeszt�se

ν-nek, ha ν megsz ml lhat¢an szubaddit¡v. Nem neh�z megmutatni, hogyegy A ⊂ X halmaz pontosan akkor lesz µ-m�rhet�, ha
µ(H ∩A) + µ(H \A) ≤ ν(H)minden H ∈ H-ra. Spe
i lisan, ha H egy σ-algebra �s ν megsz ml lha-t¢an addit¡v H-n, akkor µ kiterjeszt�se ν-nek, �s minden H ∈ H halmaz

µ-m�rhet�.Ha µ m�rt�k X-en, akkor azt mondjuk, hogy B az A halmaz µ-burka,ha A ⊂ B ⊂ X , B m�rhet�, �s
µ(A ∩ T ) = µ(B ∩ T ) minden µ-m�rhet� T halmazra.A µ m�rt�ket X-en regul risnak nevezz�k, ha minden A ⊂ X-hez van olyan

µ-m�rhet� B halmaz, amelyre A ⊂ B �s µ(A) = µ(B).Legyen µ m�rt�k X-en. A m�rt�k b zisa µ-m�rhet� halmazok egy olyan
B rendszere, hogy minden µ-m�rhet� A halmazhoz �s minden ε > 0-hoz vanolyan B ∈ B, hogy µ(A△ B) < ε. A µ s£lya a µ b zisai sz moss gainakminimuma. A µ karaktere a legkisebb olyan n sz moss g, amelyre mindenv�ges m�rt�k� µ-m�rhet� Y halmazra µY -nak van legfeljebb n sz moss g£b zisa.Megjegyezz�k, hogy ha µ v�ges m�rt�k, akkor µ s£lya �s a megfelel� L2-t�r Hilbert-t�r dimenzi¢ja megegyezik, ha legal bb az egyik v�gtelen. (L sdHewitt �s Ross [52℄, (16.12).)Ha µ �s ν m�rt�kek X-en, azt mondjuk, hogy µ b�v¡t�se ν-nek, haminden ν-m�rhet� A halmaz µ-m�rhet� is, �s µ(A) = ν(A).Ha µ m�rt�k az X 
soporton, azt mondjuk, hogy µ bal [jobb℄ invari ns,ha minden x ∈ X-re �s A ⊂ X-re µ(xA) = µ(A) [µ(Ax) = µ(A)℄.



36 2.§ Jel�l�sek �s terminol¢giaA Lebesgue-m�rt�ket Rn-en λn-nel, az m-dimenzi¢s Hausdor�-m�rt�ketegy metrikus t�ren pedig χm-el fogjuk jel�lni. EgyA ⊂ Rn halmaz Lebesgue-s�r�s�g�t az x ∈ Rn pontban a limr↓0 λn(Br(x) ∩A)/λn(Br(x)) hat r�rt�k-k�nt �rtelmezz�k, ha a hat r�rt�k l�tezik.Ha µ m�rt�k X-en, A ⊂ X �s Y egy topologikus t�r, akkor azt mondjuk,hogy az f f�ggv�ny m�rhet� A-n, ha f az A majdnem minden pontj bande�ni lva van, f �rt�kk�szlete Y -ban van, �s A ∩ f−1(W ) m�rhet� halmazminden W ny¡lt r�szhalmaz ra Y -nak. Spe
i lisan, A m�rhet� kell legyen.Az itt haszn lt m�rt�kelm�leti eredm�nyek �s bizony¡t suk megtal lhat¢Federer [42℄ k�nyv�ben.2.5. Topologikus m�rt�kek. Topologikus m�rt�kekkel kap
solatbanFederer [42℄ k�nyv�t�l n�mileg elt�r� terminol¢gi t fogunk haszn lni. A µm�rt�ket az X topologikus t�ren topologikus m�rt�knek fogjuk nevezni, ha
X minden ny¡lt r�szhalmaza µ-m�rhet�. Term�szetesen, ha µ topologikusm�rt�k X-en, akkor a Borel-halmazok, az X topol¢gi ja  ltal gener lt (azazazt tartalmaz¢ legsz�kebb) σ-algebra elemei mind µ-m�rhet�ek. A µ topo-logikus m�rt�k tart¢ja asptµ = X \ ∪{V : V ⊂ X ny¡lt, µ(V ) = 0}halmaz. Egy µ topologikus m�rt�ket X-en Borel-regul risnak nevez�nk, haminden A ⊂ X-hez van olyan B Borel-halmaz, amelyre A ⊂ B ⊂ X �s
µ(A) = µ(B). Radon-m�rt�k alatt olyan µ topologikus m�rt�ket �rt�nk,amely egy Hausdor�-t�ren van �rtelmezve, �s rendelkezik az al bbi tulaj-dons gokkal:(1) X b rmely K kompakt r�szhalmaz nak a µ-m�rt�ke v�ges;(2) X minden V ny¡lt r�szhalmaz ra

µ(V ) = sup{µ(K) : K ⊂ V, K kompakt};(3) b rmely A r�szhalmaz ra X-nek
µ(A) = inf{µ(V ) : A ⊂ V, V ny¡lt}.Vil gos, hogy egy Radon-m�rt�ket egy�rtelm�en meghat roznak a kom-pakt halmazokon felvett �rt�kei.Legyen µ Radon-m�rt�k X-en �s A ⊂ X . Az A halmaz akkor �s 
sakakkor µ-m�rhet�, ha
µ(V ∩A) + µ(V \A) ≤ µ(V )minden V ny¡lt halmazra. Val¢ban, ha ez a felt�tel teljes�l, akkor b rmely

T ⊂ X-re
µ(T ∩A) + µ(T \A) ≤ µ(V ∩ A) + µ(V \A) ≤ µ(V ),



2.§ Jel�l�sek �s terminol¢giaha T ⊂ V valamely V ny¡lt halmazra. In�mumot v�ve az �sszes T -t tartal-maz¢ V -re, azt kapjuk, hogy A m�rhet�. Hasonl¢an, A akkor �s 
sak akkor
µ-m�rhet�, ha

µ(K ∩ A) + µ(K \A) ≤ µ(K)minden K kompakt halmazra. Val¢ban, legyen V ny¡lt halmaz, amelyre
µ(V ) <∞, �s legyen Kn olyan kompakt r�szhalmaza V -nek, amelyre µ(V \
Kn) < 1/n. Ekkor µ((V ∩ A) \ (Kn ∩ A)) ≤ µ(V \ Kn) < 1/n, �s ¡gy
µ(Kn ∩ A) → µ(V ∩ A), amint n → ∞. Hasonl¢an µ(Kn \ A) → µ(V \ A).�gy azt kapjuk, hogy ha a fenti felt�tel teljes�l, akkor
µ(V ) = lim

n→∞
µ(Kn) = lim

n→∞
µ(Kn∩A)+ lim

n→∞
µ(Kn\A) = µ(V ∩A)+µ(V \A).V�g�l, A akkor �s 
sak akkor µ-m�rhet�, ha az A ∩ K halmaz µ-m�rhet�minden K kompakt halmazra. Val¢ban, ebb�l a felt�telb�l az k�vetkezik,hogy

µ(K ∩ A) + µ(K \A) ≤ µ(K)minden K kompakt halmazra.Nem neh�z megmutatni, hogy ha µ Radon-m�rt�k, akkor
µ(A) = sup{µ(K) : K ⊂ A, K kompakt},ha A egy v�ges m�rt�k� µ-m�rhet� halmaz. Ha µ Radon-m�rt�k X-en, akkor

µ(X \ sptµ) = 0.2.6. Luzin-m�rhet� f�ggv�nyek. Legyen µ Radon-m�rt�k azX Haus-dor�-t�ren, �s legyen Y topologikus t�r. Legyen f egy f�ggv�ny, amely Xegy E r�szhalmaz nak majdnem minden pontj t Y -ba k�pezi. Az f f�gg-v�ny Luzin µ-m�rhet� E-n, ha E b rmely v�ges m�rt�k� A r�szhalmaz hoz�s b rmely ε > 0-hoz van olyan C kompakt r�szhalmaza A-nak, amelyre
µ(A \ C) < ε �s f |C folytonos. Ezzel a fogalommal Luzin t�tele a k�vetke-z�k�ppen sz¢l (l sd m�g [42℄, 2.3.6):2.7. Luzin t�tele. Legyen µ Radon-m�rt�k az X Hausdor�-t�ren, Eegy µ-m�rhet� r�szhalmazaX-nek, �s Y topologikus t�r. Ha egy f lek�pez�se
X valamely r�szhalmaz nak Y -ba Luzin µ-m�rhet� E-n, akkor µ-m�rhet�is E-n. Megford¡tva, ha az f f�ggv�ny µ-m�rhet� E-n, �s az Y topol¢gi jamegsz ml lhat¢ b zis£, akkor f Luzin µ-m�rhet� is E-n.Bizony¡t s. Meg kell mutatnunk, hogy ha V ny¡lt r�szhalmaza Y -nak,akkor E∩f−1(V ) m�rhet�. El�g megmutatni, hogy K∩E∩f−1(V ) m�rhet�
X minden K kompakt r�szhalmaz ra. A K ∩ E halmaz fel¡rhat¢, mint egynulla m�rt�k� N halmaz, �s olyan kompakt Cn halmazok uni¢ja, amelyekre
f |Cn folytonos. Cn ∩ f−1(V ) relat¡v ny¡lt Cn-ben, ¡gy Borel-halmaz. Ebb�lk�vetkezik az  ll¡t s.A ford¡tott ir ny bizony¡t s ban Oxtoby [132℄, 8.2. bizony¡t s t k�vet-j�k. Legyen Vn megsz ml lhat¢ b zisa Y -nak, A v�ges m�rt�k� m�rhet�r�szhalmaza E-nek, �s ε > 0. Az A-t egy kompakt halmazzal approxim lva



38 2.§ Jel�l�sek �s terminol¢giabel�lr�l, l tjuk, hogy feltehet�, hogy A kompakt. V lasszunk minden n-reolyan Un ny¡lt �s Cn kompakt halmazt, amelyre Cn ⊂ A ∩ f−1(Vn) ⊂ Un�s µ(Un \ Cn) < ε/2n. Ha C = A \ ∪∞
n=1(Un \ Cn), akkor C kompakt,

µ(A \C) < ε �s f−1(Vn)∩C = Un ∩C relat¡v ny¡lt. Ebb�l k�vetkezik, hogy
f |C folytonos.2.8. Haar-m�rt�k. B rmely G lok lisan kompakt 
soporton l�tezikegy bal [jobb℄ invari ns λ Radon-m�rt�k, amelyre a nem �res ny¡lt halma-zok m�rt�ke nem nulla. B rmely ilyen λ m�rt�ket bal [jobb℄ Haar-m�rt�kneknevez�nk. B rmely k�t ilyen λ, λ′ m�rt�khez van olyan c pozit¡v konstans,amelyre λ′ = cλ. Tov bb  l�tezik egy egy�rtelm�en meghat rozott � folyto-nos homomor�zmusaG-nek a pozit¡v val¢s sz mok multiplikat¡v 
soportj ba(G £gynevezett modul ris f�ggv�nye), hogy ha λ egy bal Haar-m�rt�k, x ∈ G�s az L halmaz λ-m�rhet�, akkor Lx �s L−1 is λ-m�rhet�ek �s

λ(Lx) = �(x)λ(L);
λ(L−1) = ∫

L

�(x−1)dλ(x).Lok lisan kompakt 
soporton a bal Haar-m�rt�ket  ltal ban λ-val fog-juk jel�lni.2.9. Baire-kateg¢ria. A Baire-kateg¢ri val kap
solatos legfontosabbt�nyek megtal lhat¢k Bourbaki [26℄ k�nyv�ben; l sd a IX. fejezet 5. pont-j t �s a hozz  tartoz¢ feladatokat. Mi az Oxtoby [132℄ k�nyv�nek elt�r�(�s sokkal elterjedtebb) terminol¢gi j t fogjuk haszn lni. Az egy�rtelm�s�gkedv��rt r�viden �sszefoglaljuk azokat a t�nyeket, amiket haszn lni fogunk.Az X topologikus t�r egy A r�szhalmaz t els� kateg¢ri j£nak nevezz�k,ha A el� ll¡that¢ megsz ml lhat¢ sok sehol sem s�r� halmaz (azaz olyanhalmaz, amelynek a lez rtja nem tartalmaz bels� pontot) egyes¡t�sek�nt,egy�bk�nt A m sodik kateg¢ri j£. K�nny� l tni, hogy ha X topologikust�r, Y az X egy r�szhalmaza, A pedig az Y egy r�szhalmaza, �s A seholsem s�r� [els� kateg¢ri j£℄ mint az Y alt�r r�szhalmaza, akkor A sehol sems�r� [els� kateg¢ri j£℄ az X r�szhalmazak�nt is. Megford¡tva, ha Y ny¡ltr�szhalmaz, A pedig sehol sem s�r� [els� kateg¢ri j£℄ mint X r�szhalmaza,akkor A sehol sem s�r� [els� kateg¢ri j£℄ az Y r�szhalmazak�nt is.Egy X topologikus teret Baire-t�rnek nevez�nk, ha benne megsz ml l-hat¢ sok s�r� ny¡lt halmaz metszete is s�r�. Baire t�tele azt  ll¡tja, hogylok lisan kompakt t�r �s teljes metrikus t�r Baire-t�r. Eml�keztet�nk r ,hogy egy teljes metrikus t�r egy r�szhalmaz n pontosan akkor l�tezik olyanteljes metrika, amelyb�l az alt�r-topol¢gia sz rmazik, ha a r�szhalmaz Gδ-halmaz.Legyen E az X topologikus t�r r�szhalmaza. Azt mondjuk, hogy Em sodik kateg¢ri j£ az x ∈ X pontban, ha E ∩ V m sodik kateg¢ri j£minden V k�rnyezet�re x-nek. Jel�lje D(E) az �sszes olyan x ∈ X pontokhalmaz t, amelyekre E m sodik kateg¢ri j£ x-ben. D(E) = ∅ akkor �s 
sak



2.§ Jel�l�sek �s terminol¢giaakkor, ha E els� kateg¢ri j£. Tov bb  D(E) z rt �s az E \ D(E) halmazels� kateg¢ri j£.Azt mondjuk, hogy E ⊂ X Baire-tulajdons g£, ha van olyan V ny¡lthalmaz, amelyre az E △ V szimmetrikus di�eren
ia els� kateg¢ri j£. Az X�sszes Baire-tulajdons g£ r�szhalmazai σ-algebr t alkotnak. Term�szetesenez a σ-algebra tartalmazza a Borel-halmazokat, a legkisebb, minden ny¡lthalmazt tartalmaz¢ σ-algebra elemeit. Az el�z� bekezd�s jel�l�seivel egy
E ⊂ X halmaz akkor �s 
sak akkor Baire-tulajdons g£, ha E \ D(E) els�kateg¢ri j£. Az E halmaz akkor �s 
sak akkor Baire-tulajdons g£, ha Xminden x pontj nak van olyan U k�rnyezete, hogy U ∩E Baire-tulajdons g£
X-ben.Legyenek X �s Y topologikus terek, �s tegy�k fel, hogy legal bb az egyiktopol¢gi j nak van megsz ml lhat¢ b zisa. X × Y egy E × F r�szhalmazaakkor �s 
sak akkor Baire-tulajdons g£, ha az E, F halmazok valamelyikeels� kateg¢ri j£, vagy mindkett� Baire-tulajdons g£.Ezeket a t�nyeket az Oxtoby [132℄ k�nyv�nek 15. fejezet�ben szerep-l� bizony¡t ssal kombin lva, Kuratowsky �s Ulam egy t�tel�nek az al bbiform j t kapjuk:2.10. Kuratowsky-Ulam t�tel. Legyenek X �s Y topologikus te-rek, �s tegy�k fel, hogy Y megsz ml lhat¢ b zis£. Legyen E egy Baire-tulajdons g£ halmaz X × Y -ban. Ekkor x-ek egy X-beli els� kateg¢ri j£r�szhalmaz t kiv�ve Ex Baire-tulajdons g£, �s E pontosan akkor els� ka-teg¢ri j£, ha X-beli x-ek egy els� kateg¢ri j£ r�szhalmaz t kiv�ve Ex els�kateg¢ri j£ Y -ban.2.11. Baire-tulajdons g£ f�ggv�nyek. Azt mondjuk, hogy egy ff�ggv�ny Baire-tulajdons g£ E-n, ha f �rtelmez�si tartom nya egy els� ka-teg¢ri j£ halmazt¢l eltekintve tartalmazza E-t, �rt�kk�szlete pedig egy Ytopologikus t�rben van, �s Y b rmely W ny¡lt r�szhalmaz ra E ∩ f−1(W )Baire-tulajdons g£ halmaz X-ben. Ha f Baire-tulajdons g£ X-en, akkoregyszer�en azt mondjuk, hogy Baire-tulajdons g£.Ez a de�n¡
i¢ nagyon hasonl¡t a Borel-f�ggv�nyek de�n¡
i¢j hoz. Egy ff�ggv�nyt, amely egy X topologikus t�r valamely r�szhalmaz t egy Y topo-logikus t�rbe k�pezi le, Borel-f�ggv�nynek nevez�nk, ha minden Y b rmely
V ny¡lt r�szhalmaz ra az f−1(V ) halmaz Borel-halmaz X-ben.A Baire-tulajdons g£ f�ggv�nyek a m�rhet� f�ggv�nyekhez nagyon ha-sonl¢an viselkednek. Az al bbi  ll¡t sokat fogjuk felhaszn lni.Ha f az X valamely r�szhalmaz n de�ni lt Baire-tulajdons g£ f�gg-v�ny, akkor az Y �sszes olyan B r�szhalmazai, amelyekre f−1(B) Baire-tulajdons g£, σ-algebr t alkotnak. �gy ha f �rt�kei az Y topologikus t�rbenvannak, g pedig az Y topologikus t�r valamely r�szhalmaz n �rtelmezettBorel-f�ggv�ny, akkor g ◦ f Baire-tulajdons g£ az �rtelmez�si tartom ny n.Tegy�k fel, hogy Y = ∏

i Yi megsz ml lhat¢ b zis£ terek megsz ml l-hat¢ szorzata. Egy, az X topologikus teret az Y topologikus t�rbe k�pez�



40 2.§ Jel�l�sek �s terminol¢gia
f f�ggv�ny pontosan akkor Baire-tulajdons g£, ha minden pi ◦ f f�ggv�nyBaire-tulajdons g£, ahol pi az Y term�szetes projek
i¢ja Yi-re.Tegy�k fel, hogy X topologikus t�r, Y metrikus t�r, �s az f , fn (n =1, 2, . . . ) f�ggv�nyek egy (a f�ggv�nyt�l f�gg�) els� kateg¢ri j£ halmaz ki-v�tel�vel az eg�sz X-en vannak de�ni lva, az �rt�keik Y -ban vannak, �sBaire-tulajdons g£ak. Ekkor az

E = {x : fn(x) → f(x)}halmaz Baire-tulajdons g£. Val¢ban, az En,m = {x : dist(fn(x), f(x)) <1/m} halmazok Baire-tulajdons g£ak, az E halmaz pedig 
sak egy els� ka-teg¢ri j£ halmazban k�l�nb�zik a
∞
⋂

m=1 ∞
⋃

n=1 ∞
⋂

k=n

Ek,mhalmazt¢l.Tegy�k fel, hogy X topologikus t�r, Y metrikus t�r, az f , fn (n =1, 2, . . . ) f�ggv�nyekX-et Y -ba k�pezik, az fn f�ggv�nyek Baire-tulajdons g£ak,�s fn(x) → f(x) minden x ∈ X-re, kiv�ve egy els� kateg¢ri j£ halmaz pont-jait. Ekkor f is Baire-tulajdons g£. Val¢ban, ha V ny¡lt r�szhalmaza Y -nak,�s Vi az Y azon pontjait tartalmaz¢ ny¡lt halmaz, amelyek t vols ga Y \V -t�lnagyobb, mint 1/i, akkor f−1(V ) az
∞
⋃

i=1 ∞
⋃

j=1 ∞
⋂

k=j

f−1
k (Vi)halmazt¢l 
sak egy els� kateg¢ri j£ halmazban k�l�nb�zik.Azt mondjuk, hogy az X topologikus t�r valamely E r�szhalmaz t egym sik, Y topologikus t�rbe k�pez� f f�ggv�ny Luzin-Baire-tulajdons g£ E-n, ha van olyan F els� kateg¢ri j£ halmaz, hogy f |E\F folytonos. Az al bbit�tel Luzin t�tel�vel anal¢g:2.12. T�tel. Tegy�k fel, hogy X �s Y topologikus terek, �s az E r�sz-halmaza X-nek Baire-tulajdons g£. Ha az X egy r�szhalmaz t Y -ba k�pez�

f f�ggv�ny Luzin-Baire-tulajdons g£ E-n, akkor f Baire-tulajdons g£ E-n.Megford¡tva, ha f Baire-tulajdons g£ az E-n, �s Y topologi ja megsz ml l-hat¢ b zis£, akkor f Luzin-Baire-tulajdons g£ E-n.Bizony¡t s. Tegy�k fel, hogy F els� kateg¢ri j£, �s legyen V egy tet-sz�leges ny¡lt r�szhalmaza Y -nak. Mivel f |E \F folytonos, (E \F )∩f−1(V )el� ll U ∩ E \ F alakban valamely X-beli U ny¡lt halmazzal, ¡gy Baire-tulajdons g£. Mivel F ∩f−1(V ) els� kateg¢ri j£, Baire-tulajdons g£ is. �gy
E ∩ f−1(V ) is Baire-tulajdons g£.Megford¡tva, legyen Vn az Y topol¢gi j nak egy megsz ml lhat¢ b zisa.Mivel E ∩ f−1(Vn) Baire-tulajdons g£, fel¡rhat¢ (Un \ Fn) ∪ F ′

n alakban,ahol Fn �s F ′
n is els� kateg¢ri j£. Legyen F = ∪∞

n=1(Fn ∪ F ′
n). Ekkor(E \ F ) ∩ f−1(Vn) = (E \ F ) ∩ Un, ¡gy relat¡v ny¡lt E \ F -ben. Mivel Vnb zis, ez azt jelenti, hogy f |E \ F folytonos.



2.§ Jel�l�sek �s terminol¢giaA Kuratowsky-Ulam t�telb�l k�zvetlen�l k�vetkezik az al bbi, a Fubini-t�tellel anal¢g eredm�ny:2.13. T�tel. Ha X , Y �s Z topologikus terek, Y �s Z megsz ml lhat¢b zis£ak, f : X×Y → Z Baire-tulajdons g£, akkor x-ek egy els� kateg¢ri j£halmaz t kiv�ve, az fx f�ggv�ny Baire-tulajdons g£.2.14. Korl tos v ltoz s. A val¢s v ltoz¢s korl tos v ltoz s£ f�ggv�-nyek elemi fogalma mellett sz�ks�g�nk lesz a t�bbv ltoz¢s korl tos v ltoz s£f�ggv�nyek fogalm ra is. Giusti [48℄ k�nyve nyom n, ha X ⊂ Rn egy ny¡lthalmaz, azt mondjuk, hogy az f : X → R f�ggv�ny korl tos v ltoz s£, haintegr lhat¢ �s sup{∫
X

f div g : g ∈ K1(X ; Rn) �s |g| ≤ 1}v�ges; itt K1(X ; Rn) jel�li az �sszes X-et Rn-be k�pez�, kompakt tart¢j£folytonosan di�eren
i lhat¢ f�ggv�nyek oszt ly t. Ha f folytonosan di�e-ren
i lhat¢, akkor a fenti kifejez�s �rt�ke ∫
X
|f ′|; ugyanezzel a szimb¢lum-mal fogjuk jel�lni egy tetsz�leges korl tos v ltoz s£ f�ggv�nyre. Ekvivalensde�n¡
i¢ lenne, ha azt k�veteln�nk meg, hogy az f disztrib£
i¢ �rtelem-ben vett gradiense reprezent lhat¢ egy vektor �rt�k� v�ges Radon-m�rt�kszerinti integr l ssal; ∫

X
|f ′| ennek a m�rt�knek a teljes v ltoz sa. Szigo-r£an v�ve, ez a fogalom nem az egyv ltoz¢s korl tos v ltoz s£ f�ggv�nyekfogalm nak  ltal nos¡t sa, hanem a korl tos l�nyeges v ltoz ssal rendelke-z� f�ggv�nyek�. Ezt a kap
solatot, valamint a korl tos v ltoz s£ f�ggv�-nyek alapvet� tulajdons gait Giusti [48℄ k�nyve t rgyalja; a tov bbiakbankorl tos v ltoz s£ f�ggv�nyekkel kap
solatban 
sak ennek a k�nyvnek azeredm�nyeire t maszkodunk. Tov bbi eredm�nyek tal lhat¢k Federer [42℄k�nyv�ben, l sd 4.5.9 �s 4.5.10. Azt fogjuk mondani, hogy egy vektor �r-t�k� f�ggv�ny valamely euklid�szi t�rbeli �rt�kekkel korl tos v ltoz s£, haminden koordin ta-f�ggv�nye korl tos v ltoz s£. Azt mondjuk, hogy f lok -lisan korl tos v ltoz s£ X-en, ha X minden pontj nak van olyan k�rnyezete,hogy f megszor¡t sa erre a k�rnyezetre korl tos v ltoz s£.2.15. Di�eren
i lhat¢ sokas gok. A (C∞ vagy analitikus) di�eren-
i lhat¢ sokas gokkal kap
solatban Dieudonn� [39℄ k�nyv�nek terminol¢gi- j t k�vetj�k, ¡gy di�eren
i lhat¢ sokas g alatt mindig v�ges dimenzi¢s so-kas got fogunk �rteni, amir�l feltessz�k, hogy szepar bilis �s metriz lhat¢.Egy t�telben a Bana
h-sokas g fogalm t is haszn ljuk; Bana
h-sokas gokkalkap
solatban Zeidler [165℄ k�nyv�nek terminol¢gi j t k�vetj�k: l sd IV. k�-tet, 73. fejezet. A Lebesgue-m�rt�kek, Lebesgue-m�rhet�s�g, nullahalma-zok fogalm t illet�en Dieudonn� [39℄ k�nyv�t (l sd 16.22.2) k�vetj�k; egy µLebesgue-m�rt�ket egy X tiszta n-dimenzi¢s C∞ di�eren
i lhat¢ sokas gonaz jellemez, hogy ha ϕ egy t�rk�p, akkor egy A ⊂ dmn(ϕ) halmaz pontosanakkor µ-m�rhet�, ha ϕ(A) Lebesgue-m�rhet� Rn-ben, tov bb  a ϕ t�rk�phezl�tezik egy fϕ pozit¡v val¢s �rt�k� C∞ f�ggv�ny rng(ϕ)-n £gy, hogy

µ(A) = ∫
ϕ(A) fϕ(x) dλn(x), ha A ⊂ dmn(ϕ) m�rhet�.



42 2.§ Jel�l�sek �s terminol¢giaB r a Lips
hitz-f�ggv�ny fogalma nem vihet�  t sokas gokra, a lok -lisan Lips
hitz f�ggv�ny fogalma igen: egy f : X → Y di�eren
i lhat¢sokas gok k�z�tti lek�pez�st lok lisan Lips
hitz f�ggv�nynek nevez�nk, hab rmely x ∈ X-re van olyan ϕ t�rk�p az x �s ψ t�rk�p az f(x) egy-egy k�r-nyezet�n, hogy ψ◦f ◦ϕ−1 Lips
hitz-f�ggv�ny a ϕ(x) egy k�rnyezet�n. Ekkorb rmely m s, x egy k�rnyezet�n �rtelmezett ~ϕ �s f(x) egy k�rnyezet�n �r-telmezett ~ψ t�rk�pre is teljes�l, hogy ~ψ ◦ f ◦ ~ϕ−1 Lips
hitz-f�ggv�ny a ~ϕ(x)egy k�rnyezet�n. Nem neh�z bel tni, hogy ha X �s Y �sszef�gg�ek, akkortetsz�legesen v lasztva Riemann-strukt£r kat X-en illetve Y -on, f ponto-san akkor lok lisan Lips
hitz a fenti de�n¡
i¢ szerint, ha lok lisan Lips
hitza Riemann-strukt£r kb¢l sz rmaz¢ metrik kra n�zve.



3.§ Steinhaus t�etel�enek �altal�anos��t�asai
II. Steinhaus-t́ıpusú tételek3.§ Steinhaus t�etel�enek �altal�anos��t�asaiHugo Steinhaus [150℄ 1920-ban bebizony¡totta, hogy ha A a sz megye-nes pozit¡v Lebesgue-m�rt�k� m�rhet� r�szhalmaza, akkor az A−A halmaztartalmaz intervallumot. �Altal nosabban, ha az A �s B halmazok Rn pozit¡vLebesgue-m�rt�k� m�rhet� r�szhalmazai, akkor az A+B halmaz tartalmazbels� pontot: l sd p�ld ul Kemperman [107℄ dolgozat t.A bizony¡t s p�ld ul Weil gondolat ra [164℄ alapozhat¢, hogy a χA �s

χB karakterisztikus f�ggv�nyek konvol£
i¢ja (ha A �s B v�ges m�rt�k�ek)folytonos f�ggv�ny, ¡gy a
t 7→ λ(A ∩ (t−B)) = ∫ χB(t− y)χA(y) dλ(y)f�ggv�ny folytonos, �s amint az Fubini t�tel�b�l k�vetkezik, nem minden�ttnulla. Ez azt jelenti, hogy A+B tartalmaz egy nem �res ny¡lt halmazt. Eza bizony¡t s akkor is m�k�dik, ha λ egy Haar-m�rt�k egy lok lisan kompakt
soporton.A k�rd�s  ltal nosabban is vizsg lhat¢, ha az �sszead st egy k�tv lto-z¢s F f�ggv�nnyel helyettes¡tj�k, �s azt k�rdezz�k, hogy milyen felt�telekmellett bizony¡that¢, hogy F (A,B) tartalmaz bels� pontot. Az els� l�p�stebbe az ir nyba Erd�s �s Oxtoby [41℄ tette meg, bebizony¡tva, hogy ha

F : R×R → R folytonosan di�eren
i lhat¢ k�tv ltoz¢s f�ggv�ny nem elt�n�par
i lis deriv ltakkal, akkor F (A,B) tartalmaz bels� pontot. Tov bbi  lta-l nos¡t sok ad¢dnak, ha F v ltoz¢i topologikus m�rt�kterekben vannak, �s
F bizonyos feloldhat¢s gi felt�teleknek tesz eleget: l sd ez ir nyban Ku
zma[114℄ �s Sander [140℄ dolgozat t. Sander azt is �szrevette, hogy az A, B hal-mazok egyike lehet nem m�rhet� is. Ezek az eredm�nyek alkalmazhat¢kabban az esetben, amikor F folytonosan di�eren
i lhat¢ f�ggv�ny, v ltoz¢i
Rn-beli vektorok, �s par
i lis deriv ltjainak determin nsa nem nulla.Ezen paragrafus 
�lja a k�rd�st t�bbv ltoz¢s F f�ggv�nyre vizsg lni.Term�szetesen, ha F az R×R×R-et R-be k�pezi le, olyan probl�m t kapunk,amelyet Erd�s �s Oxtoby eredm�nye megold. Hogy �rtelmes £j probl�m tkapjunk, olyan f�ggv�nyt kell tekinten�nk, amelynek �rt�kk�szlete R2-benvan. A par
i lis deriv ltak el nem t�n�s�re vonatkoz¢ felt�telt az fogjahelyettes¡teni, hogy a deriv ltoper tor nulltere  ltal nos helyzet�. A 3.11



44 3.§ Steinhaus t�etel�enek �altal�anos��t�asait�tel, illetve a 3.13 megjegyz�s a Steinhaus-t�tel egy ilyen jelleg�  ltal nos¡-t s t adja. K�vetkezm�nyk�nt kapjuk az ismert F : Rn × Rn → Rn esetet.Bizony¡t sunk a konvol£
i¢ folytonoss g r¢l sz¢l¢ t�tel egy igen  lta-l nos v ltozat n m£lik, amelyet a 3.4 t�tel tartalmaz. K�vetkezm�nyk�ntkapunk egy
t 7→ ν

(

n
⋂

i=1 g−1
i,t (Ai))t¡pus£ lek�pez�s folytonoss g ra vonatkoz¢ eredm�nyt, ahol a gi,t lek�pez�-sek folytonosan f�ggnek a t param�tert�l �s nem k�peznek pozit¡v m�rt�k�halmazt nulla m�rt�k�be. Ennek a f�ggv�nynek a vizsg lata impli
it m¢donel�sz�r a J rai [64℄ dolgozatban, expli
iten Krausz [109℄ munk j ban fordulel�. K�vetkezm�nyk�nt kapjuk az ismert 3.7  ll¡t st.Mint a bevezet�sben is eml¡tett�k, az (1) lek�pez�s alulr¢l f�lig foly-tonos volta, �s Steinhaus t�tel�nek sz mos m s v ltozata is alkalmazhat¢f�ggv�nyegyenletek vizsg lat n l. Ennek a paragrafusnak az eredm�nyeitaz 5., 6., 8., 9. paragrafusokban, valamint az alkalmaz sok k�z�tt, a 22.paragrafusban haszn ljuk fel.A tov bbi irodalmi hivatkoz sokat l sd M. E. Ku
zma [114℄, M. E.Ku
zma �s M. Ku
zma [115℄, illetve Sander [140℄ dolgozat ban. Matkowski�s �Swi�atkowski [127℄ a Steinhaus-t�tel egy m s ir ny£, egyoldali s�r�s�gekrevonatkoz¢ v ltozat t adt k meg. Az itt szerepl� eredm�nyek a J rai [87℄dolgozatban jelentek meg.Egy fontos felt�tel vizsg lat val kezdj�k.3.1. Felt�tel. Ebben a paragrafusban, valamint a 8., 9. �s 18. parag-rafusokban is fontos szerepet fog j tszani egy m�rt�kelm�leti felt�tel, amelya sz munkra sz�ks�ges leg ltal nosabb form ban a k�vetkez�:Legyenek X �s Y halmazok a µ illetve ν m�rt�kekkel, T egy halmaz,

D ⊂ T × Y �s g : D → X egy f�ggv�ny. Felt�tel�nk a k�vetkez�:(1) minden ε > 0-hoz l�tezik olyan δ > 0, hogy ha B ⊂ Dt, ν(B) ≥ ε,
t ∈ T , akkor µ (gt(B)) ≥ δ.Ezen felt�tellel kap
solatban az al bbiakban �sszefoglalunk n�h ny egy-szer� tulajdons got. A felt�tel vizsg lata abban a legfontosabb esetben,amikor X �s Y euklid�szi terek ny¡lt r�szhalmazai, a 3.10 pontban t�rt�nik.Tov bbi vizsg latok tal lhat¢k a J rai [66℄ dolgozatban.3.2. Megjegyz�sek. Az el�z� pont jel�l�seivel,(1) ha D1 ⊂ D2 ⊂ T × Y , g2 : D2 → X , g1 = g2|D1 �s g2 eleget tesz a3.1.(1) felt�telnek, akkor g1 is;(2) ha D = D1 ∪D2, g1 = g|D1, g2 = g|D2, tov bb  g1 �s g2 eleget teszneka 3.1.(1) felt�telnek, akkor g is;(3) ha minden ε > 0-hoz van olyanD = D1∪D2 felbont s, hogy g|D2 elegettesz a 3.1.(1) felt�telnek, �s µ (gt(D1,t)) < ε minden t ∈ T -re, akkor gis eleget tesz a 3.1.(1) felt�telnek;



3.§ Steinhaus t�etel�enek �altal�anos��t�asai(4) a 3.1.(1) felt�tel az al bbival ekvivalens: minden ε > 0-hoz van olyan
δ > 0, hogy ha A ⊂ X , µ(A) < δ, akkor ν (g−1

t (A)) < ε minden
t ∈ T -re;(5) ha µ regul ris m�rt�k, akkor az el�z�, (4) felt�telt el�g abban az esetbenmegk�vetelni, ha A m�rhet�;(6) ha X �s Y Hausdor�-terek, µ �s ν pedig Radon-m�rt�kek, minden gtfolytonos aDt Borel-halmazon, �s 3.1.(1) teljes�l, akkor g−1

t (A) m�rhet�minden A ⊂ X m�rhet� σ-v�ges halmazra, ha t ∈ T ;(7) (6) felt�telei mellett, ha B ⊂ A �s A egy µ-burka B-nek, akkor g−1
t (A)is ν-burka g−1

t (B)-nek minden t ∈ T -re;Bizony¡t s. (1){(5) trivi lisak. (6)-hoz, A-t el� ll¡tva egy B Borel-halmaz �s egy C nulla m�rt�k� halmaz egyes¡t�sek�nt, g−1
t (A) = g−1

t (B) ∪
g−1

t (C), ahol g−1
t (B) Borel-halmaz, g−1

t (C) pedig nulla m�rt�k�. (7)-hez,ha valamely E ⊂ Y m�rhet� halmazra
ν
(

E ∩ g−1
t (A)) > ν

(

E ∩ g−1
t (B)) llna fenn, akkor g−1

t (A) m�rhet�s�ge �s ν Radon-m�rt�k volta miatt l�tezneolyan C ⊂ E ∩ g−1
t (A \ B) kompakt halmaz, amelyre ν(C) > 0 lenne, de

gt(C) ⊂ A \B miatt µ (gt(C)) = 0 teljes�lne.3.3. Seg�dt�tel. Legyen T topologikus t�r, X uniform t�r, C kom-pakt uniform t�r, D ⊂ T × C, t0 ∈ T , {t0} × C ⊂ D, g : D → X folytonosf�ggv�ny. Ekkor minden α rel 
i¢hoz X uniformit s b¢l van olyan β rel 
i¢
C uniformit s b¢l, �s olyan V k�rnyezete t0-nak, hogy ha t, t′ ∈ V , az y, y′pontok β-k�zel vannak C-ben �s (t, y), (t′, y′) ∈ D, akkor a g(t, y) �s g(t′, y′)pontok α-k�zel vannak X-ben.Bizony¡t s. Legyen δ olyan szimmetrikus uniform k�rny�kX-en, amely-re δ ◦ δ ⊂ α. Minden y ∈ C-hez van olyan Vy k�rnyezete t0-nak, �s olyan
γy szimmetrikus uniform k�rny�k, hogy ha t ∈ Vy �s y′ az y-hoz γy-k�zelvan, akkor g(t, y′) �s g(t0, y) is δ-k�zel vannak X-ben. Minden γy-hoz v -lasztva egy βy szimmetrikus uniform k�rny�ket, amelyre βy ◦ βy ⊂ γy, a
βy(y) halmazok ny¡lt magjai egy lefed�s�t alkotj k C-nek. Kiv lasztva egyv�ges lefed�st, �s β = ⋂n

i=1 βyi
-t, V = ⋂n

i=1 Vyi
-t v�ve, ha az y �s y′ pontok

β-k�zel vannak C-ben, akkor van olyan yi, hogy y �s yi, valamint y′ �s yi is
γyi

-k�zel vannak, ��gy g(t, y) �s g(t0, yi) valamint g(t′, y′) �s g(t0, yi) is δ-k�zelvannak, azaz g(t, y) �s g(t′, y′) α-k�zel vannak X-ben.3.4. T�tel. Legyen T topologikus t�r, Y Hausdor�-t�r, Xi, i =1, 2, . . . , n teljesen regul ris t�r, Z �s Zi, i = 1, 2, . . . , n szepar bilis Bana
h-terek. Legyenek ν �s µi v�ges Radon-m�rt�kek Y -on, illetve Xi-n. Tekints�kaz fi : Xi → Zi, gi : T × Y → Xi, h : Z1 × . . . × Zn → Z f�ggv�nyeket.Tegy�k fel, hogy az al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) h korl tos halmazokat korl tos halmazokba k�pez, �s folytonos;(2) fi ∈ L∞(µi) (i = 1, 2, . . . , n);



46 3.§ Steinhaus t�etel�enek �altal�anos��t�asai(3) gi folytonos, �s minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy µi (gi,t(B)) ≥ δ,ha B ⊂ Y , ν(B) ≥ ε, t ∈ T �s 1 ≤ i ≤ n.Ekkor az
f(t) = ∫

Y

h (f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y))) dν(y)f�ggv�ny folytonos T -n.Bizony¡t s. El�sz�r megmutatjuk, hogy az integr l l�tezik. Minden
fi-t helyettes¡thet�nk egy korl tos Borel-f�ggv�nnyel, amely minden�tt de-�ni lva van Xi-n, �s amely majdnem egyenl� fi-vel. Ez a 
sere nem v ltoz-tatja meg az integr land¢ f�ggv�ny m�rhet�s�g�t �s az integr lt, mivel (3)szerint, azon y-ok halmaza, amelyekre fi (gi(t, y)) �rt�ke megv ltozik, nullam�rt�k�. �Igy feltehetj�k, hogy az fi f�ggv�nyek korl tos Borel-f�ggv�nyek.(1) szerint, a(4) y 7→ h (f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y)))lek�pez�s Borel-f�ggv�ny, ha t ∈ T r�gz¡tett, �rt�kk�szlete pedig Z egy kor-l tos r�szhalmaza. �Igy az integr l l�tezik minden t ∈ T -re.Legyen most ε > 0 �s t0 ∈ T . V lasszunk egy olyan M > 0 val¢ssz mot, amelyre (4) �rt�kk�szlete benne van a 0 k�z�ppont£, M sugar£z rt g�mbben. (3) szerint l�tezik olyan δ > 0, hogy ha B ⊂ Y , ν(B) ≥
ε/(16Mn), t ∈ T �s 1 ≤ i ≤ n, akkor µi (gi,t(B)) ≥ δ. V lasszunk egy
C ⊂ Y kompakt halmazt, amelyre ν(Y \C) < ε/(8M). A Luzin-t�tel szerint,l�tezik olyan Ci kompakt r�szhalmaza Xi-nek, amelyre µi(Xi \ Ci) < δ �s
fi|Ci folytonos. V lasszunk a C, X1, . . . , Xn tereken olyan uniformit sokat,amelyek �sszef�rhet�ek a topol¢gi val. (1) szerint l�tezik egy α > 0 £gy,hogy

|h(z1, . . . , zn) − h(z′1, . . . , z′n)| < ε2ν(Y ) ,ha zi, z
′
i ∈ fi(Ci) �s |zi − z′i| < α. Az fi|Ci egyenletes folytonoss ga miattl�teznek olyan βi szimmetrikus rel 
i¢k az Xi uniformit s b¢l, amelyekre

|fi(xi) − fi(x′i)| < α,ha xi, x
′
i ∈ Xi, tov bb  az xi �s x′i pontok βi-k�zel vannak, azaz (xi, x

′
i) ∈ βi.A 3.3 seg�dt�tel szerint, l�tezik olyan V ny¡lt k�rnyezete t0-nak T -ben, �solyan γ szimmetrikus rel 
i¢ C uniformit s b¢l, hogy a gi(t0, y) �s gi(t, y′)pontok βi-k�zel vannak Xi-ben, ha t ∈ V , az y �s y′ pontok pedig γ-k�zelvannak C-ben. Legyen t egy eleme V -nek, �s legyen

K = n
⋂

i=1 g−1
i,t0(Ci) ∩ n

⋂

i=1 g−1
i,t (Ci) ∩ C.Ekkor

Y \K = Y \ C ∪
(

n
⋃

i=1 g−1
i,t0(Xi \ Ci)) ∪

(

n
⋃

i=1 g−1
i,t (Xi \ Ci)) ,



3.§ Steinhaus t�etel�enek �altal�anos��t�asai�s innen (felhaszn lva (3)-at, �s hogy µi(Xi \ Ci) < δ,)(5) ν(Y \K) < ε8M + n
ε16Mn

+ n
ε16Mn

= ε4M .Felhaszn lva ezt, azt kapjuk, hogy
H(t, y) = h (f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y)))jel�l�ssel

|f(t) − f(t0)| ≤ ∫
Y

|H(t, y) −H(t0, y)| dν(y)= ∫
Y \K

|H(t, y) −H(t0, y)| dν(y) + ∫
K

|H(t, y) −H(t0, y)| dν(y).(5) szerint a jobb oldali els� tag nem nagyobb, mint ε/2. A K, α, β1, . . . , βn,
γ �s V v laszt sa miatt, a jobb oldali m sodik tag sem nagyobb, mint ε/2,ezt kellett bizony¡tani.3.5. K�vetkezm�ny. Legyenek T , Y , Xi, ν, µi �s gi ugyanazok,mint az el�z� t�telben. Tegy�k fel, hogy az el�z� t�tel (3) felt�tele teljes�l,�s Ai ⊂ Xi, i = 1, 2, . . . , n, tov bb  Ai m�rhet�, ha 2 ≤ i ≤ n. Ekkor az

f(t) = ν

( n
⋂

i=1 g−1
i,t (Ai)), ha t ∈ Tf�ggv�ny folytonos T -n.Bizony¡t s. Az el�z� t�tel (3) felt�tele miatt, 3.2.(7) szerint a g−1

i,t (B1)halmaz egy ν-burka g−1
i,t (A1)-nek, ha B1 egy µ1-burka A1-nek. �Igy

f(t) = ∫
Y

χB1 (g1(t, y))χA2 (g2(t, y)) · · ·χAn
(gn(t, y)) dν(y),ahol χAi

az Ai karakterisztikus f�ggv�nye, �s χB1 a B1 karakterisztikusf�ggv�nye.3.6. T�tel. Legyen T topologikus t�r, X �s Y Hausdor�-terek µ illetve
ν Radon-m�rt�kekkel, D ny¡lt r�szhalmaza T × Y -nak, g : D → X , t0 ∈ T ,�s K ⊂ X kompakt. Tegy�k fel, hogy(1) a g �s a (t, x) 7→ g−1

t (x) lek�pez�sek folytonosak �s gt homeomor�zmusa
Dt-nek X-re, ha t ∈ T ;(2) minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy µ(gt(B)) > δ, ha B ⊂ Y ,
ν(B) ≥ ε �s t ∈ T .



48 3.§ Steinhaus t�etel�enek �altal�anos��t�asaiEkkor
ν
(

g−1
t (K) △ g−1

t0 (K))→ 0, ha t→ t0.Bizony¡t s. Legyen ε > 0, ε/2-h�z v lasszunk egy δ > 0-t, legyen
C = g−1

t0 (K), W egy C-t tartalmaz¢ ny¡lt r�szhalmaza Dt0 -nak, amelyre
ν(W \ C) < ε/2, U pedig egy K-t tartalmaz¢ ny¡lt r�szhalmaza X-nek,amelyre µ(U \K) < δ. V lasszunk olyan V ny¡lt k�rnyezet�t t0-nak, hogy
t ∈ V , y ∈ C eset�n gt(y) �rtelmezve legyen, �s gt(y) ∈ U teljes�lj�n, tov bb 
t ∈ V , x ∈ K eset�n g−1

t (x) ∈ W teljes�lj�n. Ekkor g−1
t (K)\g−1

t0 (K) ⊂ V \Cmiatt ν (g−1
t (K) \ g−1

t0 (K)) < ε/2, m sr�szt ν (g−1
t0 (K) \ g−1

t (K)) < ε/2,mivel a gt lek�pez�s a g−1
t0 (K)\g−1

t (K) halmazt U \K-ba k�pezi le, amelyre
µ(U \K) < δ. �sszegezve, ν (g−1

t (K) △ g−1
t0 (K)) < ε, ha t ∈ V , ezt kellettbizony¡tani.3.7. K�vetkezm�ny. Legyen G egy lok lisan kompakt 
soport, �slegyen λ egy bal Haar-m�rt�k G-n. Legyen Ai, i = 1, 2, . . . , n v�ges m�rt�k�r�szhalmaza G-nek. Tegy�k fel, hogy Ai m�rhet�, ha 2 ≤ i ≤ n. Ekkor a

Gn-nek R-be val¢ (t1, . . . , tn) 7→ λ(t1A1 ∩ . . . ∩ tnAn)lek�pez�se folytonos.Bizony¡t s. Mivel A1 helyettes¡t�se a λ-burk val nem v ltoztatja megezt a f�ggv�nyt, feltehetj�k, hogy A1 is m�rhet�. Legyen ε > 0 �s T = Gn.V lasszunk Ki kompakt halmazokat £gy, hogy Ki ⊂ Ai �s λ(Ai \Ki) < εteljes�lj�n. Legyen Y = X1 = X2 = . . . = Xn = G, �s
gi(t, y) = t−1

i y, ha (t1, . . . , tn) ∈ T �s y ∈ Y.Mivel b rmilyen v�ges m�rt�k� m�rhet� B, C halmazokra
|λ(B) − λ(C)| ≤ λ(B △ C)�s

(

n
⋂

i=1Bi

)

△
(

n
⋂

i=1Ci

)

⊂
n
⋃

i=1(Bi △ Ci),alkalmazva az el�z� t�telt, azt kapjuk, hogy
|λ(t1K1 ∩ t2K2 ∩ . . . ∩ tnKn) − λ(t01K1 ∩ t02K2 ∩ . . . ∩ t0nKn)|

≤
n
∑

i=1 λ(tiKi △ t0iKi) → 0, ha ti → t0i ,azaz a
t 7→ λ(t1K1 ∩ t2K2 ∩ . . . ∩ tnKn)f�ggv�ny folytonos T -n. De0 ≤ λ(t1A1 ∩ t2A2 ∩ . . . ∩ tnAn) − λ(t1K1 ∩ t2K2 ∩ . . . ∩ tnKn)

≤
n
∑

i=1 λ(tiAi \ tiKi) ≤ nε,¡gy (t1, . . . , tn) 7→ λ(t1A1 ∩ . . . ∩ tnAn)folytonos f�ggv�nyek egyenletes hat r�rt�ke, azaz maga is folytonos.



3.§ Steinhaus t�etel�enek �altal�anos��t�asaiA k�vetkez� seg�dt�telben, amelyre f� eredm�ny�nk bizony¡t s hoz leszsz�ks�g�nk, elegend� felt�telt adunk a 3.4 t�tel (3) felt�tel�nek teljes�l�s�re.3.8. Seg�dt�tel. Legyen Y ny¡lt r�szhalmaza Rk-nak, T topologikust�r, y0 ∈ Y �s t0 ∈ T . Legyen g : T × Y → Rr folytonos f�ggv�ny �s tegy�kfel, hogy ∂g

∂y
folytonos �s rank(∂g

∂y
(t0, y0)) = r.Ekkor l�teznek Y ∗ illetve T ∗ ny¡lt k�rnyezetei y0-nak illetve t0-nak, �s olyan0 < C <∞ konstans, hogy Y ∗ ⊂ Y , T ∗ ⊂ T �s(1) λk(B) ≤ λr (gt(B))C(diamB)k−r,ha B ⊂ Y ∗ �s t ∈ T ∗. (Itt diamB a B halmaz  tm�r�je.)Bizony¡t s. Legyen q = k − r, �s osszuk az y = (y1, . . . , yk) koor-din t it k�t, y′ = (y′1, . . . , y′q) �s y′′ = (y′′1 , . . . , y′′r ) 
soportba £gy, hogya det( ∂g

∂y′′
(t0, y0)) = det( ∂g

∂y′′
(t0, y′0, y′′0 )) 6= 0felt�tel teljes�lj�n. Vezess�k be az

L(t, y′) = ∂g

∂y′′
(t, y′, y′′0 )jel�l�st. Az inverz f�ggv�ny t�tel bizony¡t s t felhaszn lva (l sd Rudin [137℄,9.24 t�tel), azt kapjuk, hogy ha Y ′′ ny¡lt g�mb Rr-ben y′′0 k�z�pponttal,

t ∈ T , (y′, y′′) ∈ Y �s(2) ∥

∥

∥

∥

∂g

∂y′′
(t, y′, y′′) − L(t, y′)∥∥∥

∥

<
12 ‖L(t, y′)−1‖minden y′′ ∈ Y ′′-re, akkor gt,y′ homeomorf lek�pez�se Y ′′-nek Rr egy U(t, y′)ny¡lt r�szhalmaz ra. Legyen most0 < β <

12 ‖L(t0, y′0)−1‖�s(3) 0 < γ <

∣

∣

∣

∣

det ∂g

∂y′′
(t0, y′0, y′′0 )∣∣∣

∣

.A (2)-ben �s (3)-ban szerepl� kifejez�sek folytonoss g t felhaszn lva, v -laszthatunk olyan Y ′′ ny¡lt g�mb�t y′′0 k�z�pponttal �s olyan Y ′ �s T ∗ ny¡lt



50 3.§ Steinhaus t�etel�enek �altal�anos��t�asaihalmazokat, amelyekre t0 ∈ T ∗, y′0 ∈ Y ′, Y ∗ = Y ′ × Y ′′ ⊂ Y , tov bb 
t ∈ T ∗, y′ ∈ Y ′ �s y′′ ∈ Y ′′ eset�n

∥

∥

∥

∥

∂g

∂y′′
(t, y′, y′′) − L(t, y′)∥∥∥

∥

< β;
β <

12 ‖L(t, y′)−1‖ ;
γ <

∣

∣

∣

∣

det ∂g

∂y′′
(t, y′, y′′)∣∣∣

∣

.Jel�lje α(q) a q dimenzi¢s egys�gg�mb λq-m�rt�k�t (α(0) = 1). Azt akarjukmegmutatni, hogy
λk(B) ≤ λr (gt(B)) α(q)

γ
(diamB)k−r,ha B ⊂ Y ∗ �s t ∈ T ∗. Legyen R = diamB. Ekkor l�tezik olyan R sugar£ Vz rt g�mb Rq-ban, amelyre B ⊂ (V ∩ Y ′) × Y ′′. Tegy�k fel indirekt, hogyvan olyan t ∈ T ∗, amelyre

λk(B) > λr (gt(B))CRq,ahol C = α(q)/γ. Ekkor v laszthatunk olyan U ny¡lt halmazt, amelyre
gt(B) ⊂ U �s

λk(B) > λr(U)CRq.Legyen
B∗ = g−1

t (U) ∩ ((V ∩ Y ′) × Y ′′) .Ekkor B ⊂ B∗, B∗ Borel-halmaz, �s gt(B∗) ⊂ U , azaz
λr (gt(B∗))CRq < λk(B) ≤ λk(B∗).Meg fogjuk mutatni, hogy ez lehetetlen. Legyen

B∗
y′ = {y′′ : (y′, y′′) ∈ B∗} , ha y′ ∈ V ∩ Y ′.Az integr ltranszform 
i¢s t�telt felhaszn lva, azt kapjuk, hogy

λr (gt(B∗)) ≥ λr
(

gt,y′(B∗
y′)) = ∫

B∗

y

∣

∣

∣

∣

det ∂g

∂y′′
(t, y′, y′′)∣∣∣

∣

dλr(y′′) ≥ γλr(B∗
y′),ha y′ ∈ V ∩ Y ′. A Fubini-t�tel szerint

λk(B∗) = ∫
V ∩Y ′

λr(B∗
y′) dλq(y′)

≤ λr (gt(B∗))
γ

λq(V ) = λr (gt(B∗))CRq,ami ellentmond s. Ezzel a bizony¡t s teljes.



3.§ Steinhaus t�etel�enek �altal�anos��t�asai3.9. Seg�dt�tel. Az el�z� seg�dt�tel felt�telei mellett, ha Rr egy Dr�szhalmaza 1 s�r�s�g� a g(t0, y0) pontban, akkor g−1
t0 (D)∩Y ∗ is 1 s�r�s�g�az y0 pontban.Bizony¡t s. ∂g

∂y
(t0, y) folytonoss ga miatt a gt0 f�ggv�ny Lips
hitz-fel-t�telnek tesz eleget az y0 egy k�rnyezet�ben. �Igy l�teznek 0 < M < ∞ �s

γ > 0 konstansok £gy, hogy |g(t0, y) − g(t0, y0)| ≤ M |y − y0|, ha y ∈ Y ∗ �s
|y − y0| < γ. Jel�lje α(k) illetve α(r) a k illetve r dimenzi¢s egys�gg�mbLebesgue-m�rt�k�t. Legyen ε > 0, �s0 < δ <

εα(k)
CM r2k−rα(r) ,ahol C az el�z� seg�dt�telben szerepl� konstans. V lasszunk egy β > 0-t £gy,hogy ha V egy z rt g�mb g(t0, y0) k�z�pponttal �s β-n l kisebb sug rral,akkor λr(V ∩D) ≥ (1 − δ)λr(V ) teljes�lj�n. Megmutatjuk, hogy ha W egyz rt g�mb Y ∗-ban, amelynek k�z�ppontja y0, sugara pedig kisebb γ-n l �s

β/M -n�l, akkor
λk
(

W ∩ g−1
t0 (D)) ≥ (1 − ε)λk(W ).Tegy�k fel indirekt, hogy valamely R sugar£ W g�mbre ellenkez� ir ny£egyenl�tlens�g teljes�l. Ekkor l�tezik olyan B ⊂ W \ g−1

t0 (D) kompakt hal-maz, amelyre λk(B) > ελk(W ). Az el�z� seg�dt�tel szerint
εRkα(k) < λk(B) ≤ C2k−rRk−rλr (gt0(B)) .De gt0(B) kompakt r�szhalmaza V \ D-nek, ahol V a g(t0, y0) k�z�ppont£

MR < β sugar£ z rt g�mb Rr-ben. �Igy
εRkα(k) < C2k−rδλr(V ) = C2k−rRk−rM rRrα(r)δ,ami ellentmond δ v laszt s nak.3.10. Seg�dt�tel. Legyen Y ny¡lt r�szhalmaza Rk-nak, T topologikust�r, D ny¡lt r�szhalmaza T × Y -nak �s (t0, y0) ∈ D. Tegy�k fel, hogy a

g : D → Rr f�ggv�ny folytonos �s folytonosan di�eren
i lhat¢ y szerint. Haa ∂g
∂y

(t0, y0) m trix rangja r, akkor l�teznek olyan T ∗ illetve Y ∗ k�rnyezetei
t0-nak illetve y0-nak, amelyekre(1) minden ε > 0-hoz l�tezik olyan δ > 0, hogy λr (gt(B)) ≥ δ, ha t ∈ T ∗,

B ⊂ Y ∗ �s λk(B) ≥ ε;(2) ha A egy λr-m�rhet� r�szhalmaza Rr-nek, akkor g−1
t (A) ∩ Y ∗ egy λk-m�rhet� r�szhalmaza Y -nak minden t ∈ T ∗-ra.Bizony¡t s. Alkalmazzuk a 3.8 seg�dt�telt. A kapott Y ∗ halmazt ki-sebbel helyettes¡tve, feltehetj�k, hogy Y ∗ korl tos. Most a 3.8 seg�dt�tel ll¡t s b¢l �s 3.2.(4)-b�l k�vetkezik (1), a 3.2.(7)  ll¡t sb¢l pedig (2).



52 3.§ Steinhaus t�etel�enek �altal�anos��t�asai3.11. T�tel. Legyen X egy r-dimenzi¢s euklid�szi t�r, �s legyenek
X1, . . . , Xn ortogon lis alterei X-nek r1, . . . , rn dimenzi¢kkal. Tegy�k fel,hogy ri ≥ 1, ha 1 ≤ i ≤ n, �s ∑n

i=1 ri = r. Legyen U ny¡lt r�szhalmaza
X-nek, �s F : U → Rm folytonosan di�eren
i lhat¢ f�ggv�ny. Minden
x ∈ U -ra jel�lje Nx az F ′(x) nullter�t. Legyen Ai egy r�szhalmaza Xi-nek (i = 1, 2, . . . , n), m�rhet�, ha 2 ≤ i ≤ n, �s tegy�k fel, hogy a ∈ U �sdimNa = r−m. Jel�lj�k pi-vel az X ortogon lis projek
i¢j t Xi-re. Tegy�kfel, hogy pi(Na) = Xi �s Ai s�r�s�ge 1 a pi(a) pontban, ha 1 ≤ i ≤ n. Ekkor
F (A1 × . . .× An) k�rnyezete F (a)-nak.Bizony¡t s. Legyen k = r−m. Mivel F ′(x) rangja, rankF ′(x) alulr¢lf�lig folytonos, �s rankF ′(x) = m, feltehetj�k, hogy rankF ′(x) = m minden
x ∈ U -ra. Hasonl¢an, sz�ks�g eset�n kisebb U -t v lasztva, feltehetj�k, hogy
pi(Nx) = Xi, ha x ∈ U �s 1 ≤ i ≤ n. Ennek bizony¡t s hoz tegy�k felindirekt, hogy van olyan i �s van olyan xj ∈ U sorozat, tov bb  l�teznekolyan e(j)1 , . . . , e

(j)
k−ri+1 ortonorm lt vektorok Nxj

-ben, hogy xj → a �s
pi(e(j)s ) = 0, ha j = 1, 2, . . . �s 1 ≤ s ≤ k − ri + 1.Az egys�gg�mb kompakts g t felhaszn lva �s r�szsorozatra  tt�rve, felte-hetj�k, hogy e

(j)
s → es, ha j → ∞. Ez azonban azt mutatja, hogy az es-ekortonorm lt vektorok Na-ban �s pi(es) = 0, ha 1 ≤ s ≤ k − ri + 1, amiellentmond s.Sz�ks�g eset�n kisebb U -t v lasztva, �s felhaszn lva a rangsz m t�telt(l sd Dieudonn� [39℄, 10.3.1), azt kapjuk, hogy l�teznek u, p �s v lek�pe-z�sek, valamint egy V ny¡lt k�rnyezete b = F (a)-nak Rm-ben az al bbitulajdons gokkal: u az U -t az Ir ny¡lt ko
k ra k�pezi le, ahol I =℄ − 1, 1[,az u invert lhat¢, u �s u−1 folytonosan di�eren
i lhat¢ak; v az Im-et V -rek�pezi le, v invert lhat¢, v �s v−1 folytonosan di�eren
i lhat¢ak; p a

p : (x1, . . . , xr) 7→ (x1, . . . , xm)projek
i¢ja Ir-nek Im-re; v�g�l F = v◦p◦u. Az Ir-et fel¡rhatjuk Ir = T×Yalakban, ahol T = Im �s Y = Ik. Legyen u(a) = (t0, y0) ∈ T × Y . Felfogunk haszn lni n�h ny di�eren
i lgeometriai t�nyt (l sd Dieudonn� [39℄,f�leg 16.8.8).
U ∩ F−1 (v(t)) egy z rt r�szsokas ga U -nak minden t ∈ T -re. Ennek ar�szsokas gnak az �rint�tere egy x ∈ U ∩ F−1 (v(t)) pontban megegyezik az

X t�r Nx alter�vel. Nyilv n u−1 di�eomor�zmusa a T × Y t�r {t} × Y z rtr�szsokas g nak U ∩ F−1 (v(t))-re. Legyen gi = pi ◦ u−1, ha 1 ≤ i ≤ n. Az
U halmaz v laszt sa miatt pi szubmerzi¢ja U ∩F−1 (v(t))-nek Xi-be. Innenk�vetkezik, hogy a gi,t : Y → Xi lek�pez�s is szubmerzi¢, azaz deriv ltj nakrangja ri, ha y ∈ Y �s t ∈ T .Most, a 3.8 seg�dt�tel szerint, l�teznek olyan T ∗ �s Y ∗ ny¡lt halmazok,valamint 0 < K <∞ konstans £gy, hogy t0 ∈ T ∗ ⊂ T , y0 ∈ Y ∗ ⊂ Y , �s

λk(B) ≤ Kλri (gi,t(B)) ,



3.§ Steinhaus t�etel�enek �altal�anos��t�asaiha B ⊂ Y ∗ �s t ∈ T ∗. Legyen X∗
i = Xi, A∗

i = Ai, �s g∗i a gi megszor¡t sa
T ∗×Y ∗-ra. Alkalmazva a 3.5 k�vetkezm�nyt a 
sillaggal jelzett halmazokra�s f�ggv�nyekre, azt kapjuk, hogy az

f(t) = λk

( n
⋂

i=1 g∗−1
i,t (A)), ha t ∈ T ∗f�ggv�ny folytonos T ∗-on. A 3.9 seg�dt�tel szerint g∗−1

i,t0 (Ai) s�r�s�ge 1 az
y0 pontban. Mivel g∗−1

i,t0 (Ai) ∩ Y ∗ m�rhet� a 3.10 seg�dt�tel szerint, ha2 ≤ i ≤ n, azt kapjuk, hogy
n
⋂

i=1 g∗−1
i,t0 (Ai)s�r�s�ge 1 az y0 pontban. Innen f(t0) > 0 �s azt kapjuk, hogy van olyan Vk�rnyezete t0-nak, amelyre f(t) > 0, ha t ∈ V . Nyilv n v(V ) egy k�rnyezete

b-nek Rm-ben. Ha z ∈ v(V ), akkor t := v−1(z) ∈ V , �s ¡gy a
n
⋂

i=1 g∗−1
i,t (Ai)halmaz nem �res. Ha y ennek a halmaznak egy eleme, akkor u−1(t, y) ∈

F−1(z) �s xi = pi

(

u−1(t, y)) ∈ Ai, ha 1 ≤ i ≤ n. Ez azt jelenti, hogy
F (x1, . . . , xn) = z, ezt kellett bizony¡tani.3.12. K�vetkezm�ny. Legyen U ny¡lt r�szhalmaza Rr × Rrnek, �s
F : (x, y) 7→ F (x, y) folytonosan di�eren
i lhat¢ lek�pez�se U -nak Rr-be.Legyen A,B ⊂ Rr �s tegy�k fel, hogy a B halmaz λr-m�rhet�. Ha (a, b) ∈ U ,det ∂F

∂x
(a, b) 6= 0, det ∂F

∂y
(a, b) 6= 0,

A s�r�s�ge az a pontban 1, B s�r�s�ge a b pontban 1, akkor F (A,B) tar-talmazza F (a, b) egy k�rnyezet�t.Bizony¡t s. A 3.11 t�tel szerint el�g megmutatni, hogy p1(Na,b) = Rr�s p2(Na,b) = Rr, ahol Na,b az F ′(a, b) nulltere. Legyen (x, y) ∈ Na,b. Ha
p1(x, y) = 0, akkor x = 0. Ebb�l0 = F ′(a, b)(x, y) = ∂F

∂y
(a, b)(y).De det ∂F

∂y
(a, b) 6= 0, innen y = 0. Ez azt mutatja, hogy p1 : Na,b → Rrk�l
s�n�sen egy�rtelm� lek�pez�s, azaz p1(Na,b) = Rr. Hasonl¢an kapjuk,hogy p2(Na,b) = Rr.3.13. Megjegyz�s. Az el�z� t�tel az al bbi glob lis form ban isfogalmazhat¢: ha Nx  ltal nos helyzet�, azaz dimNx = r −m �s pi(Nx) =

Xi minden x ∈ U -ra (i = 1, 2, . . . , n), tov bb  teljes�l, hogy A1 × . . . ×
An ⊂ U , λri(Ai) > 0 (i = 1, 2, . . . , n), Ai m�rhet�, ha 2 ≤ i ≤ n, akkor
F (A1 × . . .× An) tartalmaz egy nem �res ny¡lt halmazt.Bizony¡t s. V lasszunk olyan a ∈ U pontot, amelyre az Ai s�r�s�gea pi(a) pontban 1, ha 1 ≤ i ≤ n, �s alkalmazzuk az el�z� t�telt.
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ard t�tel�nek  ltal nos¡t sai4.§ Pi

ard t�tel�nek  ltal nos¡t saiSteinhaus t�tel�vel anal¢g Pi

ard t�tele [135℄, mely szerint k�t m -sodik kateg¢ri j£ Baire-tulajdons g£ halmaz �sszege tartalmaz bels� pon-tot. Er�s  ltal nos¡t sok ismeretesek: itt is az �sszead s helyettes¡thet� egyk�tv ltoz¢s f�ggv�nnyel, ami gyenge feloldhat¢s gi felt�teleknek tesz eleget.Ezek az eredm�nyek hasznos eszk�z�k, ha �Baire-tulajdons gb¢l k�vetkezika folytonoss g" t¡pus£ regularit si t�teleket k¡v nunk bizony¡tani f�ggv�ny-egyenletekre. L sd ezzel kap
solatban a Sander [141℄, [143℄, [145℄, Kominek[108℄, J�arai [72℄ �s Grosse-Erdmann [49℄ dolgozatokat, valamint az ott id�zettirodalmat.Ennek a paragrafusnak a 
�lja Pi

ard t�tel�nek az el�z� paragrafuseredm�nyeihez hasonl¢  ltal nos¡t s t adni. Ezek az eredm�nyek a J�arai[91℄ dolgozatban ker�ltek publik l sra.Az els� t�tel Pi

ard t�tele  ltalunk adand¢  ltal nos¡t s nak absztraktverzi¢ja.4.1. T�tel. Legyenek T , Y �s Xi topologikus terek, gi : T × Y → Xifolytonos f�ggv�nyek, �s tegy�k fel, hogy gi,t(B) m sodik kateg¢ri j£, ha
B ⊂ Y egy m sodik kateg¢ri j£ halmaz Y -ban. Tegy�k fel, hogy Ai ⊂ Xi(i = 1, 2, . . . , n) �s Ai Baire-tulajdons g£ halmaz, ha 1 ≤ i ≤ n. Ekkor azon
t ∈ T pontok V halmaza, amelyekre

n
⋂

i=1 g−1
i,t (Ai)m sodik kateg¢ri j£, ny¡lt r�szhalmaza T -nek.Bizony¡t s. Az Ai halmazok fel¡rhat¢k Ai = Ei △Mi alakban, ahol

Ei ny¡lt, Mi pedig els� kateg¢ri j£. Tegy�k fel, hogy t0 ∈ V , �s legyen
K = ⋂n

i=1 g−1
i,t0(Ai), K ′ = K ∩

(
⋂n

i=1 g−1
i,t0(Ei)). Mivel g−1

i,t0(Mi) els� kateg¢-ri j£ Y -ban, azt kapjuk, hogy ha i = 1, 2, . . . , n, akkor
K \K ′ ⊂

n
⋃

i=1 g−1
i,t0(Mi)is els� kateg¢ri j£, ¡gy K ′ m sodik kateg¢ri j£ r�szhalmaza Y -nak. Legyen

y0 egy olyan pontja K ′-nek, amelyre W ∩K ′ m sodik kateg¢ri j£ Y -ban y0minden W ny¡lt k�rnyezet�re. Nyilv n gi(t0, y0) ∈ Ei, ha i = 1, 2, . . . , n.Mivel az Ei halmazok ny¡ltak, a gi f�ggv�nyek pedig folytonosak, a g−1
i (Ei)halmazok ny¡ltak �s tartalmazz k a (t0, y0) pontot, ¡gy l�teznek olyan V ′ �s

W ′ ny¡lt halmazok, hogy t0 ∈ V ′, y0 ∈ W ′, �s V ′ ×W ′ ⊂ ⋂n
i=1 g−1

i (Ei).Megmutatjuk, hogy
W ′ ∩

(

n
⋂

i=1 g−1
i,t (Ai))



4.§ Pi

ard t�tel�nek  ltal nos¡t saim sodik kateg¢ri j£ minden t ∈ V ′-re. Ha ez nem teljes�lne, akkor a
W ′ \ g−1

i,t (Ai), i = 1, 2, . . . , nhalmazok egy els� kateg¢ri j£ halmazt¢l eltekintve lefedn�k W ′-t. Ha meg-mutatjuk, hogy ezek a halmazok mind els� kateg¢ri j£ak, akkor ellentmon-d sra jutunk. Ez viszont a W ′ ⊂ g−1
i,t (Ei) szerint fenn ll¢

W ′ \ g−1
i,t (Ai) ⊂ g−1

i,t (Mi \Ei)tartalmaz sb¢l k�vetkezik.4.2. Megjegyz�s. Ha feltessz�k, hogy Y teljes szepar bilis metrikust�r �s X1 metriz lhat¢, akkor elhagyhatjuk azt a felt�telt, hogy A1 Baire-tulajdons g£.Ennek bel t s hoz jel�lje C1 az �sszes olyan x1 ∈ X1 pontok halmaz t,amelyekre az x1 b rmely U1 k�rnyezet�re U1 ∩ A1 m sodik kateg¢ri j£. Is-meretes, hogy C1 z rt halmaz �s A1 \ C1 els� kateg¢ri j£. Jel�lje B1 a C1bels� pontjainak halmaz t. Ekkor B1 ny¡lt �s A1 \ B1 is els� kateg¢ri j£.�gy, mint az el�z� bizony¡t sban, kapjuk, hogyW ′\g−11,t (B1) �s W ′\g−1
i,t (Ai),2 ≤ i ≤ n els� kateg¢ri j£ak. El�g megmutatni, hogy W ′∩g−11,t (A1) m sodikkateg¢ri j£, mivel ebb�l m r k�vetkezik, hogy

W ′ ∩
(

∩n
i=1g−1

i,t (Ai))nem lehet els� kateg¢ri j£.Tegy�k fel indirekt, hogy W ′ \g−11,t (A1) els� kateg¢ri j£. Ekkor, felhasz-n lva, hogy W ′ ∩ g−11,t (B1) m sodik kateg¢ri j£ ny¡lt halmaz, azt kapjuk,hogy (W ′ ∩ g−11,t (B1)) \ g−11,t (A1) = (W ′ ∩ g−11,t (B1)) \ (W ′ ∩ g−11,t (A1))m sodik kateg¢ri j£ Baire-halmaz. Legyen G egy m sodik kateg¢ri j£ Gδ-r�szhalmaza a fenti halmaznak. Ekkor g1,t(G) m sodik kateg¢ri j£, mint
X1 r�szhalmaza. Bourbaki [26℄, IX, §6, Exer
ise 10 szerint g1,t(G) Baire-tulajdons g£ X1-ben. Vil gos, hogy g1,t(G) ⊂ B1\A1. Egy g1,t(G) = U△Fel� ll¡t st v�ve, ahol U ny¡lt, F pedig els� kateg¢ri j£, l tjuk, hogy U ∩B1nem �res ny¡lt halmaz, amelynek az A1-el vett metszete els� kateg¢ri j£. Ezellentmond B1 de�n¡
i¢j nak.La
zkovi
h [118℄ jegyzet�ben, II.9.9, be van bizony¡tva, hogy egy lengyel-t�r folytonos k�pe egy Hausdor�-t�rben Baire-tulajdons g£. Ez azt mutatja,hogy el�g feltenni, hogy X1 Hausdor�.Az al bbi lemma lehet�v� teszi, hogy di�eren
i lsz m¡t s seg¡ts�g�velellen�rizz�k, hogy az el�z� t�telben a gi f�ggv�nyekre kir¢tt felt�telek telje-s�lnek.
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ard t�tel�nek  ltal nos¡t sai4.3. Seg�dt�tel. Legyen Y ny¡lt r�szhalmaza Rk-nak, T topologikust�r, D ny¡lt r�szhalmaza T × Y -nak �s (t0, y0) ∈ D. Tegy�k fel, hogy a
g : D → Rr f�ggv�ny folytonos �s folytonosan par
i lisan deriv lhat¢ yszerint. Ha a ∂g

∂y
(t0, y0) m trix rangja r, akkor l�teznek olyan T ∗ illetve Y ∗ny¡lt k�rnyezetei t0-nak illetve y0-nak, hogy(1) ha B m sodik kateg¢ri j£ r�szhalmaza Y ∗-nak, akkor gt(B) is m sodikkateg¢ri j£ r�szhalmaza Rr-nek minden t ∈ T ∗-ra;(2) ha A Baire-tulajdons g£ halmaz Rr-ben, akkor g−1

t (A) ∩ Y ∗ is Baire-tulajdons g£ halmaz Y -ban minden t ∈ T ∗-ra.Bizony¡t s. A 3.8 seg�dt�tel bizony¡t s ban megmutattuk, hogy l�-teznek olyan T ∗ �s Y ′ ny¡lt halmazok, valamint egy y′′0 k�z�ppont£ Y ′′ ny¡ltg�mb, hogy t0 ∈ T ∗, y′0 ∈ Y ′, T ∗ × Y ′ × Y ′′ ⊂ D �s gt,y′ homeomorf m¢donk�pezi le Y ′′-t Rr egy U(t, y′) ny¡lt r�szhalmaz ra, ha t ∈ T ∗ �s y′ ∈ Y ′.Tegy�k fel indirekt, hogy l�tezik olyan m sodik kateg¢ri j£ B r�szhalmaza
Y ∗ = Y ′ × Y ′′-nek, �s t ∈ T ∗, amelyre gt(B) els� kateg¢ri j£ r�szhalmaza
Rr-nek. V lasszunk egy U els� kateg¢ri j£ Borel-halmazt Rr-ben, amelyre
gt(B) ⊂ U ⊂ gt(Y ∗), �s legyen B∗ = g−1

t (U)∩Y ∗. Ez a B∗ halmaz m sodikkateg¢ri j£ Baire-tulajdons g£ halmaz Y ∗{ban, gt(B∗) pedig els� kateg¢-ri j£ Rr-ben. A Kuratowsky{Ulam t�tel szerint az �sszes olyan y′ ∈ Y ′pontok halmaza, amelyekre B∗
y′ m sodik kateg¢ri j£, m sodik kateg¢ri j£halmaz. M sr�szt, ugyanezen t�tel szerint, az �sszes olyan y′ ∈ Y ′ pontokhalmaza, amelyekre B∗

y′ nem Baire-tulajdons g£, els� kateg¢ri j£ halmaz.Ebb�l k�vetkezik, hogy van olyan y′ ∈ Y ′, amelyre B∗
y′ m sodik kateg¢ri -j£ Baire-tulajdons g£ halmaz Y ′′-ben. Mivel gt,y′ homeomor�zmusa Y ′′-nek

U(t, y′)-re, gt,y′(B∗
y′) is m sodik kateg¢ri j£ Rr-ben. Ez ellentmond s, mivel

gt,y′(B∗
y′) ⊂ gt(B∗). Ezzel (1)-et bebizony¡tottuk.(2) bizony¡t s hoz tegy�k fel, hogy A egy Baire-tulajdons g£ halmaz

Rr-ben, �s v lasszunk egy B Borel-halmazt, amelyre A ⊂ B �s B \ A els�kateg¢ri j£. Ekkor
g−1

t (A) ∩ Y ∗ = (g−1
t (B) ∩ Y ∗

)

\
(

g−1
t (B \A) ∩ Y ∗

)

.Felhaszn lva, hogy g−1
t (B) Borel-halmaz, g−1

t (B \ A) ∩ Y ∗ pedig els� kate-g¢ri j£ (1) szerint, kapjuk, hogy g−1
t (A) ∩ Y ∗ Baire-tulajdons g£.Ezzel k�szen  llunk arra, hogy bebizony¡tsuk Rr egy ny¡lt r�szhalmaz t

Rm-be k�pez� f�ggv�nyekre Pi

ard t�tele  ltal nos¡t s nak lok lis verzi¢-j t. Durv n sz¢lva, a t�telben szerepl� felt�telek azt jelentik, hogy a deriv ltnulltere el�g nagy �s  ltal nos helyzetben van.4.4. T�tel. Legyen X egy r-dimenzi¢s euklid�szi t�r, �s legyenek
X1, . . . , Xn ortogon lis alterei X-nek r1, . . . , rn dimenzi¢kkal. Tegy�k fel,hogy ri ≥ 1, ha 1 ≤ i ≤ n �s ∑n

i=1 ri = r. Legyen U ny¡lt r�szhalmaza X-nek, �s F : U → Rm folytonosan di�eren
i lhat¢ f�ggv�ny. Minden x ∈ U -ra jel�lje Nx az F ′(x) nullter�t. Legyen Ai Baire-tulajdons g£ r�szhalmaza



4.§ Pi

ard t�tel�nek  ltal nos¡t sai
Xi-nek (i = 1, 2, . . . , n), tov bb  tegy�k fel, hogy a ∈ U �s dimNa =
r − m. Jel�lj�k pi-vel az X ortogon lis projek
i¢j t Xi-re. Tegy�k fel,hogy pi(Na) = Xi �s pi(a)-nak van olyan Ui k�rnyezete, hogy Ui \ Ai els�kateg¢ri j£, ha 1 ≤ i ≤ n. Ekkor F (A1 × . . .×An) k�rnyezete F (a)-nak.Bizony¡t s. A t0, y0 pontokat, T �s Y halmazokat �s gi lek�pez�seketde�ni ljuk £gy, mint 3.11 bizony¡t s ban. A 4.3 seg�dt�tel szerint l�teznekolyan T ∗ �s Y ∗ halmazok, hogy t0 ∈ T ∗ ⊂ T , y0 ∈ Y ∗ ⊂ Y , �s gi,t(B)m sodik kateg¢ri j£, ha B ⊂ Y ∗ m sodik kateg¢ri j£, �s t ∈ T ∗. Legyen
X∗

i = Xi, A∗
i = Ai, g∗i a gi megszor¡t sa T ∗ × Y ∗-ra. Alkalmazva az el�z�t�telt a 
sillaggal jelzett halmazokra, azt kapjuk, hogy azon t pontok Vhalmaza, amelyekre

n
⋂

i=1 g−1
i,t (Ai)m sodik kateg¢ri j£, ny¡lt T ∗-ban. Mivel g∗i,t0 az Y ∗-ot pi(a) egy ny¡lt k�r-nyezet�re k�pezi le folytonosan, �s g∗(t0, y0) = pi(a), van olyan W ny¡lt k�r-nyezete y0-nak Y ∗-ban, hogy W \ g∗−1

i,t0 (Ai) els� kateg¢ri j£, ha 1 ≤ i ≤ n.Ez azt jelenti, hogy t0 ∈ V . Nyilv n v(V ) egy k�rnyezete b-nek Rm-ben. Ha
z ∈ v(V ), akkor v−1(z) ∈ V , �s ¡gy a

n
⋂

i=1 g∗−1
i,t (Ai)halmaz nem �res. Ha y ennek a halmaznak egy eleme, akkor teljes�l, hogy

u−1(t, y) ∈ F−1(z) �s xi = pi

(

u−1(t, y)) ∈ Ai, ha 1 ≤ i ≤ n. Ez azt jelenti,hogy F (x1, . . . , xn) = z, ezt kellett bizony¡tani.4.5. K�vetkezm�ny. Legyen W ny¡lt r�szhalmaza Rr × Rr-nek �s
F : (x, y) 7→ F (x, y) folytonosan di�eren
i lhat¢ lek�pez�se W -nek Rr-be.Legyen A,B ⊂ Rr �s tegy�k fel, hogy a B halmaz Baire-tulajdons g£. Ha(a, b) ∈W , det ∂F

∂x
(a, b) 6= 0, det ∂F

∂y
(a, b) 6= 0,van olyan U k�rnyezete a-nak, hogy U \ A els� kateg¢ri j£, �s van olyan Vk�rnyezete b-nek, hogy V \ B els� kateg¢ri j£, akkor F (A,B) tartalmazza

F (a, b) egy k�rnyezet�t.Bizony¡t s. Az el�z� paragrafus 3.12  ll¡t s hoz hasonl¢an k�vetke-zik. Az el�z� t�tel az al bbi glob lis form ban is megfogalmazhat¢:4.6. T�tel. Legyen X egy r-dimenzi¢s euklid�szi t�r, �s legyenek
X1, . . . , Xn ortogon lis alterei X-nek r1, . . . , rn dimenzi¢kkal. Jel�lje pi az
X mer�leges vet¡t�s�t Xi-re. Tegy�k fel, hogy ri ≥ 1, ha 1 ≤ i ≤ n �s
∑n

i=1 ri = r. Tegy�k fel, hogy U ny¡lt r�szhalmaza X-nek �s F : U →
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ard t�tel�nek  ltal nos¡t sai
Rm folytonosan di�eren
i lhat¢ f�ggv�ny. Ha x ∈ U , jel�lje Nx az F ′(x)nullter�t. Ha Nx  ltal nos helyzet�, azaz dimNx = r −m �s pi(Nx) = Ximinden x ∈ U -ra (i = 1, 2, . . . , n), A1 × . . .× An ⊂ U , tov bb  Ai m sodikkateg¢ri j£ Baire-tulajdons g£ halmaz, ha 1 ≤ i ≤ n, akkor F (A1×. . .×An)tartalmaz egy nem �res ny¡lt halmazt.Bizony¡t s. A Baire-tulajdons g£ Ai halmaz fel¡rhat¢ Ui△Fi alakban,ahol Ui nem �res ny¡lt halmaz �s Fi els� kateg¢ri j£. B rmely a ∈ U1×U2×
. . .× Un-re alkalmazhatjuk az el�z� t�telt.4.7. Megjegyz�s. Az el�z� megjegyz�st felhaszn lva, elhagyhatjukazt a felt�telt, hogy A1 Baire-tulajdons g£.



5.§ M�rhet�s�g �s korl toss g
III. Megoldások korlátossága és folytonossága5.§ M�rhet�s�g �s korl toss gA bevezet�sben t rgyalt klasszikus m¢dszer lok lisan integr lhat¢, teh tp�ld ul korl tos, m�rhet� megold sokra teszi lehet�v� a megold s folytonos-s g nak bizony¡t s t. �Igy sz�ks�g volt olyan t¡pus£  ll¡t sokra, amelyekm�rhet� megold sok korl toss g t biztos¡tj k. Ilyen t¡pus£ t�telek tal lha-t¢k spe
i lis egyenletekre p�ld ul Vajzovi�
 [163℄, Dar¢
zy [30℄, illetve Sander[141℄ dolgozat ban.Az al bbiakban egy  ltal nos t�telt bizony¡tunk egy f�ggv�nyegyenl�t-lens�gre. A t�tel el�sz�r a J rai [66℄ dolgozatban ker�lt publik l sra. Minta bevezet�sben is eml¡tett�k, a 8. § k�nyelmesebben haszn lhat¢ eredm�nyeimiatt az itt t rgyalt t�telek haszn lata ma gyakorlatilag 
sak arra az esetrekorl toz¢dik, amikor a szerepl� m�rt�kek nem Radon-m�rt�kek.5.1. T�tel. Legyenek T , Y �s Xi (i = 1, 2, . . . , n) halmazok, ν �s

µi v�ges m�rt�kek Y -on illetve Xi-n (i = 1, 2, . . . , n). Legyen D ⊂ T × Y�s f : T → R, fi : Xi → R, f0 : Y → R, gi : D → Xi (i = 1, 2, . . . , n),
h : D × Rn+1 → R f�ggv�nyek. Tegy�k fel, hogy(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) ≤ h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y))) ;(2) minden k > 0-hoz van olyan K > 0, hogy ha zi ≤ k (i = 0, 1, . . . , n) �s(t, y) ∈ D, akkor h(t, y, z0, z1, . . . , zn) ≤ K;(3) az fi, i = 1, 2, . . . , n f�ggv�nyek m�rhet�ek;(4) minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy µi (gi,t(B)) ≥ δ, ha 1 ≤ i ≤ n,
t ∈ T , B ⊂ Dt �s ν(B) ≥ ε;(5) van olyan ε > 0, hogy ν(Dt) ≥ ε minden t ∈ T -re.Ekkor f fel�lr�l korl tos T -n.Bizony¡t s. Mivel az

{y : y ∈ Y, f0(y) ≤ k} , k = 1, 2, . . .halmazok n�vekv� halmazsorozatot alkotnak, amelynek egyes¡t�se Y , az (5)-ben szerepl� ε > 0-hoz van olyan k0, hogy
C0 = {y : y ∈ Y, f0(y) ≤ k0}



60 5.§ M�rhet�s�g �s korl toss gjel�l�ssel ν(C0) ≥ ν(Y ) − ε/2. Ebb�l
ν(C0 ∩Dt) ≥ ε2 minden t ∈ T -re.(4) szerint van olyan δ > 0, hogy µi (gi,t(B)) ≥ δ, ha 1 ≤ i ≤ n, t ∈ T ,

B ⊂ Dt �s ν(B) ≥ ε/(2n). Mivel 1 ≤ i ≤ n eset�n az
{x : x ∈ Xi, fi(x) ≤ k} , k = 1, 2, . . .halmazsorozat m�rhet� �s egyes¡t�se Xi, van olyan ki, hogy

Ci = {x : x ∈ Xi, fi(x) ≤ ki}jel�l�ssel µi(Xi \ Ci) < δ. Megmutatjuk, hogy a(6) Dt ∩ C0 ∩ n
⋂

i=1 g−1
i,t (Ci)halmaz nem �res egyetlen t ∈ T -re sem. Val¢ban, ha a fenti halmaz �reslenne, akkor a Dt ∩ C0 halmazt lefedn�k a g−1

i,t (Xi \ Ci) halmazok. Mivel
ν(C0 ∩Dt) ≥ ε/2, valamely 1 ≤ i ≤ n-re ν (g−1

i,t (Xi \ Ci)) ≥ ε/(2n). Ebb�l
µi(Xi \ Ci) ≥ δ k�vetkezne, ami ellentmond Ci v laszt s nak.Legyen most k a k0, k1, . . . , kn sz mok legnagyobbika, �s y a (6) halmazegy eleme. Ekkor gi(t, y) ∈ Ci �s ¡gy (1) �s (2) felhaszn l s val

f(t) ≤ h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y))) ≤ K.5.2. Megjegyz�s. Az el�z� t�telt nem 
sak val¢s �rt�k� f�ggv�nyekeset�n haszn lhatjuk. P�ld ul ha az f, fi f�ggv�nyek �rt�kei f�lmetrikust�rekben vannak, tekinthetj�k a f�ggv�ny�rt�kek elt�r�s�t a t�r egy r�gz¡tettpontj t¢l, �s ezekre a val¢s �rt�k� f�ggv�nyekre alkalmazhatjuk a t�telt. A ν�s µi m�rt�kek v�gess�ge sem jelent�s megszor¡t s: alkalmas, kisebb T , Y , D�s Xi halmazokat v lasztva, ennek teljes�l�se legt�bbsz�r el�rhet�. Ezeketaz �szrev�teleket haszn ljuk a k�vetkez�  ll¡t s bizony¡t s hoz.5.3. �All¡t s. Legyen G egy lok lisan kompakt 
soport, H egy metri-kus 
soport a d bal invari ns t vols ggal, f : G → H pedig egy homomor-�zmus. Ha f m�rhet� a bal Haar-m�rt�k valamely µ-invari ns b�v¡t�s�re,akkor f minden kompakt halmazon korl tos.Bizony¡t s. Legyen T egy kompakt r�szhalmaza G-nek, Y egy kom-pakt, pozit¡v m�rt�k� r�szhalmaza G-nek, D = T × Y �s X = TY . Ekkor
f(t) = f(ty)f(y)−1, ha t, y ∈ D.Bevezetve az f(x) = d (e, f(x)) jel�l�st, f egy µ-m�rhet� f�ggv�ny �s
f(t) ≤ f(ty) + f(y), ha t, y ∈ D.Alkalmazva az el�z� t�telt, kapjuk, hogy f korl tos T -n.



6.§ Korl tos m�rhet� megold sok folytonoss ga6.§ Korl tos m�rhet� megold sok folytonoss gaMint a bevezet�sben is kifejtett�k, a �korl tos m�rhet� megold sok foly-tonosak" t¡pus£ eredm�nyek a 8. § £jabb, �m�rhet� megold sok folytono-sak" t¡pus£ eredm�nyei miatt m ra vesztettek jelent�s�g�kb�l. �gy 
sak k�t| publik latlan | eredm�nyt fogunk t rgyalni, a 6.6 t�telt, �s a 6.8  ll¡-t st. Ezeknek az az �rdekess�ge, hogy a Lebesgue-m�rt�k kovari ns, illetve aHaar-m�rt�k invari ns b�v¡t�seire is alkalmazhat¢k. Megjegyezz�k, hogy aSteinhaus-t¡pus£ t�telek k�z�tt t rgyalt 3.4 t�tel is kap
solatban  ll ezzel ak�rd�sk�rrel, �s haszn lhat¢ korl tos m�rhet� megold sok folytonoss g nakbizony¡t s ra.El�sz�r  ttekint�nk n�h ny, a Haar-m�rt�k invari ns, illetve a Lebesgue-m�rt�k kovari ns b�v¡t�s�re vonatkoz¢ eredm�nyt. A r�szletes t rgyal s aJ�arai [68℄ dolgozatban tal lhat¢.Kakutani �s Oxtoby 1950-ben bebizony¡totta [105℄, hogy a T komplexegys�gk�r�n a Haar-m�rt�k b�v¡thet� egy olyan invari ns m�rt�kk�, amelyrea megfelel� L2-t�r Hilbert-t�r dimenzi¢ja 2c, ahol c = 
ard(T), a kontinuumsz moss g. Ugyanez az  ll¡t s igaz minden kompakt metrikus 
soporton(l sd Hewitt �s Ross [52℄, 16. §).M sr�szt, felhaszn lva Kakutani �s Kodaira eredm�ny�t [106℄, 1959-benHulani
ki [60℄ megmutatta, hogy 2c nem folytonos karakter tehet� egyszerrem�rhet�v� az egys�gk�r�n a Haar-m�rt�k egy megfelel� b�v¡t�s�vel. Eztaz eredm�nyt Itzkowitz [61℄ �sszef�gg� kompakt v�gtelen Abel-
soportra,Hewitt �s Ross [54℄ pedig tetsz�leges lok lisan kompakt Abel-
soportra ter-jesztette ki, megmutatva, hogy b rmely G v�gtelen lok lisan kompakt Abel-
soport eset�n 2
ard(G) karakter tehet� egyszerre m�rhet�v� a Haar-m�rt�kegy alkalmas invari ns b�v¡t�s�vel.Az [68℄ dolgozatban a szerz� Kakutani �s Oxtoby eredm�ny�t  ltal no-s¡totta tetsz�leges lok lisan kompakt 
soportra. A bizony¡t s egy absztraktb�v¡t�si t�telen m£lik, mely szerint egy adott v�ges m�rt�k £gy b�v¡thet�egy sokkal b�vebb m�rt�kk�, hogy a b�v¡tett m�rt�k transzform 
i¢k egyadott oszt ly ra ugyanolyan transzform 
i¢s tulajdons goknak tesz eleget,mint az eredeti m�rt�k. Az eredm�nyek ismertet�s�hez k�t fogalomra leszsz�ks�g�nk.6.1. De�n¡
i¢. A µ m�rt�ket J-kovari nsnak nevezz�k, ha adott τlek�pez�sek egy T halmaza, minden τ ∈ T egy µ-m�rhet� halmazt k�pezle X-be, �s minden τ ∈ T -hez hozz  van rendelve egy J(τ) b�v¡tett val¢s�rt�k� µ-m�rhet� f�ggv�ny, amely teljes¡ti az al bbi felt�telt:(1) az N(τ |A, y) multipli
it s f�ggv�ny µ-m�rhet� �s
∫

A

J(τ)(x)dµ(x) = ∫
X

N(τ |A, y)dµ(y)minden µ-m�rhet� A halmaz �s τ ∈ T = dmnJ eset�n.Ha minden τ ∈ T -re τ k�l
s�n�sen egy�rtelm� �s a J(τ) f�ggv�ny µ-majdnemminden�tt megegyezik dmn τ karakterisztikus f�ggv�ny�vel, akkor a µ m�r-t�ket T -invari nsnak nevezz�k.



62 6.§ Korl tos m�rhet� megold sok folytonoss gaMegjegyezz�k, hogy ha a T minden τ eleme k�l
s�n�sen egy�rtelm�lek�pez�s, akkor az (1) felt�tel ekvivalens az al bbi felt�tellel:(2) a τ(A) halmaz µ-m�rhet� �s µ (τ(A)) = ∫
A
J(τ) dµ(x) minden µ-m�rhet�

A �s τ ∈ T -re.Ebb�l, ha T minden τ eleme k�l
s�n�sen egy�rtelm�, akkor µ pontosan akkor
T -invari ns, ha(3) a τ(A) halmaz µ-m�rhet� �s µ (τ(A)) = µ(A), valah nyszor az A halmaz

µ-m�rhet�, τ ∈ T �s A ⊂ dmn τ .6.2. P�ld k. (1) Legyen X = Rn �s legyen µ a Lebesgue-m�rt�k Rn-en,
T pedig az Rn �sszes eltol sainak 
soportja. Ekkor a µ m�rt�k T -invari ns.Ebben az esetben minden τ ∈ T -re �s minden x ∈ Rn-re

J(τ)(x) = 1.(2) Legyen X = Rn �s legyen µ a Lebesgue-m�rt�k Rn-en, T pedig az
Rn �sszes �nmag ba val¢ line ris lek�pez�seinek halmaza. Ha

J(τ)(x) = | det τ |minden x ∈ Rn-re �s τ ∈ T -re, akkor a µ m�rt�k J-kovari ns.(3) Legyen X = Rn �s legyen µ a Lebesgue-m�rt�k Rn-en, T pedigaz �sszes olyan folytonosan di�eren
i lhat¢ τ f�ggv�nyek halmaza, amelyek
Rn egy ny¡lt r�szhalmaz t k�pezik le Rn-be. Legyen J(τ)(x) a τ f�ggv�ny
x pontban vett Ja
obi-determin ns nak abszol£t �rt�ke, ha x ∈ dmn τ , �slegyen 0, ha x /∈ dmn τ . Ekkor a µ m�rt�k J-kovari ns.6.3. Megjegyz�s. Ha µ egy J-kovari ns m�rt�k, akkor minden nemne-gat¡v µ-integr lhat¢ f f�ggv�nyre teljes�l az al bbi integr ltranszform 
i¢sformula:(1) minden τ ∈ dmnJ-re az y 7→∑

x∈τ−1{y} f(x) f�ggv�ny µ-m�rhet� �s
∫

X

f(x)J(τ)(x) dµ(x) = ∫

X

(

∑

x∈τ−1{y}

f(x)) dµ(y).Ez az  ll¡t s nyilv nval¢ abban az esetben, amikor f az X egy µ-m�rhet�r�szhalmaz nak a karakterisztikus f�ggv�nye. Innen, karakterisztikus f�gg-v�nyek line ris kombin 
i¢ival t�rt�n� approxim 
i¢t haszn lva, kapjuk nem-negat¡v integr lhat¢ f�ggv�nyekre.Absztrakt b�v¡t�si t�tel�nk a k�vetkez�:6.4. T�tel. Legyen µ egy J-kovari ns v�ges m�rt�kX-en, µ(X) > 0, �stegy�k fel, hogy T = dmnJ minden eleme k�l
s�n�sen egy�rtelm�. Tegy�kfel, hogy valamely n v�gtelen sz moss gra �s 2X valamely F r�szhalmaz rateljes�lnek az al bbi felt�telek:(1) 
ard(X) = 2n;



6.§ Korl tos m�rhet� megold sok folytonoss ga(2) 
ard(T ) ≤ 2n;(3) 
ard(F) ≤ 2n �s minden µ-m�rhet� A halmazhoz, amelyre µ(A) > 0,l�tezik olyan F ∈ F halmaz, amelyre 
ard(F ) = 2n �s F ⊂ A.Ekkor l�tezik 22n s£ly£ J-kovari ns ν b�v¡t�se µ-nek.A bizony¡t s Kakutani �s Oxtoby m¢dszer�n alapul. A l�nyeges k�-l�nbs�g abban van, hogy teljesen kik�sz�b�lj�k az eredeti verzi¢ topol¢giaiterm�szet�t. Ez lehet�v� teszi, hogy tiszt n halmazelm�leti �s m�rt�kelm�-leti eszk�z�ket haszn ljunk. A bizony¡t s felhaszn lja a kiv laszt si axi¢m t,de nem haszn lja a kontinuum hipot�zist.A Haar-m�rt�kre vonatkoz¢ b�v¡t�si t�tel a k�vetkez�:6.5. T�tel. Legyen G lok lisan kompakt nem diszkr�t 
soport, �s je-l�lj�n λ egy bal Haar-m�rt�ket G-n. Legyen � a G modul ris f�ggv�nye, �s na G topologikus t�r karaktere. Ekkor λ-nak (melynek karaktere n) van olyan
κ b�v¡t�se, amelynek karaktere 22n , �s ha z ∈ G �s a K halmaz κ-m�rhet�,akkor(1) zK is κ-m�rhet� �s κ(zK) = κ(K);(2) Kz is κ-m�rhet� �s κ(Kz) = �(z)κ(K);(3) K−1 is κ-m�rhet� �s κ(K−1) = ∫

K
1/�(z) dκ(z).A bizony¡t s a fenti absztrakt b�v¡t�si t�telen m£lik.Az absztrakt b�v¡t�si t�tel m sik alkalmaz sak�nt megmutattam, hogyaz n-dimenzi¢s euklid�szi t�ren a Lebesgue-m�rt�k egy olyan m�rt�kk� b�-v¡thet�, amelyre a megfelel� L2-t�r Hilbert-t�r dimenzi¢ja 2c �s di�eren-
i lhat¢ koordin ta-transzform 
i¢kn l ugyan£gy transzform l¢dik, mint aLebesgue-m�rt�k, azaz J-kovari ns a 6.2.(3) p�ld ban szerepl� J-vel. Eztulajdonk�ppen egy, a Lebesgue-m�rt�k kovari ns b�v¡t�seire vonatkoz¢  l-tal nosabb t�tel spe
i lis esete. Hasonl¢  ll¡t s igaz sokas gokon: l sd ahabilit 
i¢s �rtekez�semet: [85℄, 5. §.6.6. T�tel. Legyenek n, k, m1, . . . , mn �s s pozit¡v eg�szek. Legyen

Xi az Rk-nak, T �s Y az Rs-nek, Zi az Rmi-nek, D pedig T × Y -nak ny¡ltr�szhalmaza, �s legyen Z egy euklid�szi t�r. Tekints�k az f : T → Z,
gi : D → Xi, fi : Xi → Zi, hi : D × Zi → Z (i = 1, 2, . . . , n) �s h0 : D → Zf�ggv�nyeket. Legyen J a 6.2.(3) p�ld ban adott lek�pez�s, �s µ a Lebesgue-m�rt�k J-kovari ns b�v¡t�se Rk-n. Tegy�k fel, hogy (t0, y0) ∈ D, �s(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h0(t, y) + n
∑

i=1 hi(t, y, fi(gi(t, y)));(2) hi folytonos (i = 0, 1, . . . , n);(3) az fi f�ggv�ny µ-m�rhet� �s korl tos Xi-n;



64 6.§ Korl tos m�rhet� megold sok folytonoss ga(4) gi k�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢ �s
∂gi

∂y
(t0, y0) 6= 0 (i = 1, 2, . . . , n).Ekkor f folytonos a t0 egy k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. Koordin t kra  tt�rve feltehetj�k, hogy Z = R. V lasz-szunk egy K kompakt halmazt, amely k�rnyezete y0-nak, �s egy V kompaktlez rt£ ny¡lt halmazt, amely k�rnyezete t0-nak £gy, hogy V ×K ⊂ D telje-s�lj�n. Ha t ∈ V , integr lva K felett,

f(t)µ(K) = ∫
K

h0(t, y) dµ(y) + n
∑

i=1 ∫K

hi(t, y, fi(gi(t, y))) dµ(y).Mivel µ(K) 6= 0, azt kell megmutatni, hogy a jobb oldalon  ll¢ integr lokfolytonos f�ggv�nyei t-nek. Ez az els� integr l eset�ben nyilv nval¢, mert h0egyenletesen folytonos V ×K-n. Elhagyva az indexeket, azt kell megmutat-nunk, hogy
F (t) = ∫

K

h (t, y, f (g(t, y))) dµ(y)folytonos V -n, ha V �s K el�g ki
sik. Az y = g−1
t (x) helyettes¡t�ssel, fel-haszn lva a µ m�rt�k J-kovari ns volt t, azt kapjuk, hogy

F (t) = ∫
gt(K) h (t, g−1

t (x), f(x)) (Jg−1
t ))(x) dµ(x),ha t ∈ V . Mivel g folytonos a V ×K kompakt halmazon, azt egy C kompakthalmazra k�pezi le. Mivel g−1

t (x) �s (Jg−1
t )(x) folytonosak a V × C halma-zon, ott korl tosak �s egyenletesen folytonosak is. Mivel f �rt�kk�szlete egykompakt L halmazban marad, h pedig egyenletesen folytonos a V ×K × Lhalmazon, azt kapjuk, hogy minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy

H(t, x) = h
(

t, g−1
t (x), f(x)) (Jg−1

t (x))jel�l�ssel
|H(t, x) −H(t′, x)| < ε,ha t, t′ ∈ V , |t − t′| < δ �s x ∈ gt(K) ∩ gt′(K), tov bb  van olyan M > 0,hogy

|H(t, x)| ≤M, ha t ∈ V �s x ∈ gt(K).Ebb�l
|F (t) − F (t′)| ≤ ∫

gt(K)∩gt′ (K) |H(t, x) −H(t′, x)| dµ(x)+ ∫
gt(K)\gt′ (K) |H(t, x)| dµ(x) + ∫

gt′ (K)\gt(K) |H(t′, x)| dµ(x)
≤ εµ(C) +Mλk (gt(K) △ gt′(K)) .Az M szorz¢ja 3.6 szerint tart null hoz, ha t → t′, amib�l k�vetkezik az ll¡t s.



6.§ Korl tos m�rhet� megold sok folytonoss ga6.7. Megjegyz�s. Az el�z� t�telben a h1, . . . , hn f�ggv�nyek �sszegenem helyettes¡thet� egy n-v ltoz¢s h f�ggv�nnyel. S�t, az �sszead s m�g akomplex szorz ssal sem helyettes¡thet�. Val¢ban, Hewitt �s Ross [54℄ b�v¡-t�si t�tele szerint, egy G nem diszkr�t lok lisan kompakt Abel-
soport (p�l-d ul R) igen sok nem folytonos f : G→ T homomor�zmusa, azaz karakteretehet� egyidej�leg m�rhet�v� a Haar-m�rt�k alkalmas invari ns kiterjeszt�-s�vel. Rn-beli �rt�k� homomor�zmusokra ez nem igaz, mint az al bbi  ll¡t smutatja.6.8. �All¡t s. Legyen G lok lisan kompakt 
soport, �s f : G → Rnegy homomor�zmus, amely m�rhet� a bal Haar-m�rt�k egy µ bal invari nsb�v¡t�s�re n�zve. Ekkor f folytonos.Bizony¡t s. Az el�z� paragrafus eredm�nyei szerint f lok lisan korl -tos. Az el�z� t�tel bizony¡t s hoz hasonl¢an elj rva, az f(t) = f(ty) − f(y)egyenlet mindk�t oldal t integr lva egy pozit¡v m�rt�k� kompakt K halmazfelett,
f(t)µ(K) = ∫

K

f(ty) dµ(y)− ∫
K

f(y) dµ(y)= ∫

t−1K

f(y) dµ(y)− ∫
K

f(y) dµ(y).A
t 7→

∫

t−1K

f(y) dµ(y)lek�pez�s folytonos, mivel
∣

∣

∣

∣

∣

∫

t−1K

f(y) dµ(y)− ∫
t−10 K

f(y) dµ(y)∣∣∣
∣

∣

≤
∫

t−1K△t−10 K

|f(y)| dµ(y)
≤Mλ(t−1K △ t−10 K) = M

(2λ(K) − 2λ(t−1K ∩ t−10 K)) ,ahol λ egy Haar-m�rt�k. A jobb oldalon z r¢jelben  ll¢ kifejez�s folytonosanf�gg t-t�l, �s nulla, ha t = t0, ¡gy f folytonos.



66 7.§ Mazur egy probl�em�aj�ar�ol7.§ Mazur egy probl�em�aj�ar�ol1935 k�r�l S. Mazur a k�vetkez� probl�m t vetette fel (Problem 24 a�The S
ottish Book"-ban [128℄): Legyen adva egy X (val¢s) Bana
h-t�renegy f addit¡v funk
ion l az al bbi tulajdons ggal:(P ) minden X-beli g g�rb�re, f ◦ g Lebesgue-m�rhet�.Igaz-e, hogy f folytonos? 1984-ben Labuda �s Mauldin [117℄ megmutatt k,hogy a v lasz igen,  ltal nosabban, ha f egy addit¡v oper tor, amely X-etegy Hausdor� topologikus vektort�rbe k�pezi �s rendelkezik a (P) tulajdon-s ggal, akkor f folytonos. Az eredm�nyt Lipe
ki [122℄ kiterjesztette arraaz esetre, amikor X �s Y kommutat¡v Hausdor� topologikus 
soportok, Xmetriz lhat¢, �sszef�gg�, lok lisan ¡vszer�en �sszef�gg� �s teljes. K�s�bbsokkal  ltal nosabb f�ggv�nyegyenleteket vizsg ltak. Roman Ger-nek [47℄hasonl¢ eredm�nyei vannak (P) tulajdons g£ Jensen konvex f�ggv�nyekrevonatkoz¢an, Sz�ekelyhidi L szl¢nak [156℄ pedig exponen
i lis polinomokkalkap
solatban.Ennek a pontnak a 
�lja, hogy megmutassuk, a (P) tulajdons g topo-logikus terek egy sz�les oszt ly ra egy sokkal szok sosabb m�rhet�s�gi felt�-tellel, az univerz lis m�rhet�s�ggel ekvivalens (J rai [77℄). Ez az eredm�nylehet�v� teszi, hogy �m�rhet�s�gb�l k�vetkezik a folytonoss g" t¡pus£ t�te-lek felhaszn l s val �a (P) tulajdons gb¢l k�vetkezik a folytonoss g" t¡pus£eredm�nyeket kapjunk. Vil gos, hogy ezen a ter�leten m�g sok minden tisz-t zatlan, de az al bbi eredm�nyek mutatj k a k�t k�rd�s szoros �sszef�gg�-s�t, �s ¡gy tov bbi vizsg latok kiindul¢pontjak�nt szolg lhatnak. Spe
i lisan,egy r�gebbi t�telt felhaszn lva S
hwartz [148℄ k�nyv�b�l, k�vetkezm�nyk�ntkapjuk Labuda �s Mauldin eredm�ny�t (l sd 7.5).7.1. De�n¡
i¢. Jel�lje egy µ m�rt�kre Mµ a µ-m�rhet� halmazok osz-t ly t. Egy X topologikus t�rre legyen
UX = ⋂

{Mµ : µ Borel-regul ris m�rt�k X-en},az X univerz lisan m�rhet� r�szhalmazainak oszt lya. Hasonl¢an, ha XHausdor�-t�r, legyen
RX = ⋂{Mµ : µ Radon-m�rt�k X-en}az X univerz lisan Radon-m�rhet� r�szhalmazainak oszt lya. Ezekben ade�n¡
i¢kban a �Borel-regul ris m�rt�k" illetve �Radon-m�rt�k" kifejez�s�di�£z Borel-regul ris val¢sz¡n�s�gi m�rt�k" illetve \di�£z Radon val¢sz¡n�-s�gi m�rt�k" kifejez�ssel helyettes¡thet�. Ha X teljes szepar bilis metrikust�r, akkor RX = UX . Ǒltal nosabb eredm�nyek tal lhat¢k S
hwartz [148℄k�nyv�ben, 117{130. o.; l sd m�g Federer [42℄, 2.2.16.Legyen

PX = {A : A ⊂ X, g−1(A) Lebesgue-m�rhet� minden X-beli g g�rb�re}.



7.§ Mazur egy probl�em�aj�ar�olTrivi lis, hogy PX egy σ-algebra, �s ha f : X → Y egy f�ggv�ny, amely
X-et egy Y topologikus t�rbe k�pezi le, akkor az hogy f−1(V ) ∈ PX az
Y minden V ny¡lt r�szhalmaz ra akkor �s 
sak akkor  ll f�nn, ha minden
X-beli g : [a, b℄ → X g�rb�re az f ◦g f�ggv�ny λ[a,b℄-m�rhet�. �gy 
sak a PX�s m s σ-algebr k k�z�tti �sszef�gg�st kell vizsg lnunk. Nyilv n BX ⊂ PX ,ahol BX jel�li az X Borel-halmazainak oszt ly t. Ǒltal nosabban, teljes�laz al bbi t�tel.7.2. T�tel. Az el�z� de�n¡
i¢ jel�l�seivel, ha X Hausdor�-t�r, akkor
RX ⊂ PX .Bizony¡t s. Tegy�k fel, hogy A egy r�szhalmaza X-nek, amelyre A /∈
PX . Ekkor l�tezik egy g : [a, b℄ → X g�rbe, amelyre g−1(A) nem Lebesgue-m�rhet�. Legyen µ = g#(λ[a,b℄). A 2.2.17, 2.1.5(4) eredm�nyeket felhasz-n lva Federer [42℄-b�l, kapjuk, hogy µ Radon-m�rt�k, de A nem lehet µ-m�rhet�.A megford¡t s nem igaz minden Hausdor�-t�rben. Nyilv n, ha X tel-jesen sz�tes�, akkor PX az X �sszes r�szhalmaz b¢l  ll. �gy valamilyen�sszef�gg�s�gi tulajdons gra sz�ks�g van. Hogy a megford¡t st a legfon-tosabb esetekre bebizony¡tsuk, egy lemm ra lesz sz�ks�g�nk. Ez a lemmat�bb�-kev�sb� ekvivalens Mar
zewski egy t�tel�vel, amelyet lengyel�l publi-k lt (l sd [117℄ �s [122℄).7.3. Lemma. Legyen µ egy di�£z Radon val¢sz¡n�s�gi m�rt�k az Xteljes metrikus t�ren. Ekkor minden ε > 0-hoz van olyan C kompakt r�szhal-maza [0, 1℄-nek �s olyan g : C → g(C) ⊂ X homeomor�zmus, hogy g m�rt�k-tart¢ C �s g(C) k�z�tt, azaz g#(λC) = µ⌊g(C), tov bb  1 > µ(g(C)) > 1−ε.Bizony¡t s. Jel�lje G(x, r) a ny¡lt, B(x, r) a z rt g�mb�t x k�z�p-ponttal �s r sug rral. Legyen tn egy szigor£an monoton 
s�kken� soro-zat, amely 1-hez tart. V lasszunk egy K ⊂ X kompakt halmazt, amelyre1 > µ(K) > 1 − ε/2. Feltehetj�k, hogy spt(µ⌊K) = K. Egy r�gz¡tett
x ∈ K-ra az r 7→ µ(K ∩ B(x, r)) f�ggv�ny pozit¡v minden pozit¡v r-re,monoton n�veked�, �s 0-hoz tart, ha r tart 0-hoz. �gy v laszthatunk egy0 < rx < 1/2 sz mot, amelyre a f�ggv�ny folytonos az rx pontban, �s kisebbaz �rt�ke mint 12µ(K). Kiv lasztva egy v�ges lefed�st a G(x, rx), x ∈ K ny¡ltlefed�sb�l, olyan xi pontokat �s ri = rxi

sugarakat kapunk, amelyekre
µ(K ∩B(xi, ri)) < 12µ(K) (i = 1, 2, . . . , n).Tov bb , v laszthatunk olyan r′i > ri, i = 1, 2, . . . , n sugarakat, amelyekre
µ(K ∩G(xi, r

′
i)) < µ(K ∩B(xi, ri)) + ε22n.Legyen K1 = K ∩B(x1, r1), �s induk
i¢val legyen

Ki = (K \ (∪j<iG(xj , r
′
j))) ∩B(xi, ri) ha i = 2, 3, . . . , n.



68 7.§ Mazur egy probl�em�aj�ar�olHa a Ki halmazok valamelyike nulla m�rt�k�, hagyjuk el, 
s�kkentve n-et.V�g�l, legyen
K(1) = n

⋃

i=1Ki.Nyilv n a Ki halmazok 1-n�l kisebb  tm�r�j� diszjunkt kompakt halmazok,minden i-re a 0 < µ(Ki) < 1/2 egyenl�tlens�g teljes�l, K(1) ⊂ K �s µ(K \
K(1)) < ε/22. V lasszunk diszjunkt z rt Ci, i = 1, 2, . . . , n intervallumokat[0, 1℄-ben £gy, hogy µ(Ki) < λ(Ci) < t1µ(Ki) teljes�lj�n, ha i = 1, 2, . . . , n.A m sodik l�p�sben ism�telj�k meg ezt az elj r st minden Ki-re Khelyett. �gy olyan

Ki,1, Ki,2, . . . , Ki,ni
, ni > 1diszjunkt kompakt r�szhalmazait kapjuk Ki-nek, amelyek  tm�r�je kisebb,mint 1/2, m�rt�k�k pozit¡v, de legfeljebb 1/4 �s a

K(2) = n
⋃

i1=1 ni1
⋃

i2=1Ki1,i2jel�l�ssel K(2) ⊂ K(1) �s µ(K(1) \K(2)) < ε/23. A Ci megfelel�
Ci,1, Ci,2, . . . , Ci,niz rt r�szintervallumait megv laszthatjuk £gy, hogy

µ(Ki1,i2) < λ(Ci1,i2) < t2µ(Ki1,i2)teljes�lj�n. Legyen
C(2) = n

⋃

i1=1 ni1
⋃

i2=1Ci1,i2 .Induk
i¢val folytatva ezt az elj r st, a
Ki1,i2,... ,ik

�s Ci1,i2,... ,ikhalmazrendszereket �s a K(k) �s C(k) halmazokat kapjuk. Legyen
K∞ = ∞

⋂

k=1K(k), C = ∞
⋂

k=1C(k)Minden x ∈ C pontnak egy�rtelm�en megfelel egy
i1, i2, . . . , ik, . . . , 1 ≤ ik ≤ ni1,i2,... ,ik−1sorozat, �s hasonl¢an, minden y ∈ K∞-nek is egy�rtelm�en megfelel egyilyen sorozat. Legyen g(x) = y, ha a megfelel� sorozatok megegyeznek.



7.§ Mazur egy probl�em�aj�ar�ol
g folytonoss g nak bizony¡t s hoz legyen η > 0. Ha 1/2k−1 < η �s δ aminim lis t vols g a Ci1,i2,... ,ik

halmazok k�z�tt, akkor |x − x′| < δ eset�n
g(x) �s g(x′) ugyanabban a Ki1,i2,... ,ik

halmazban vannak, ¡gy t vols gukkisebb, mint η.Ha η > 0 �s tk/2k < η, jel�lje δ a minim lis t vols got a Ki1,i2,... ,ikhalmazok k�z�tt. Ha a t vols g g(x) �s g(x′) k�z�tt kisebb, mint δ, akkor x�s x′ ugyanabban a Ci1,i2,... ,ik
halmazban vannak, ¡gy |x− x′| < η �s g−1 isfolytonos.Hogy megmutassuk, g#(λC) = µ⌊g(C), el�g megmutatni, hogy

λ(C ∩ Ci1,... ,ik
) = µ(K∞ ∩Ki1,... ,ik

),mivel C �s g(C) minden ny¡lt r�szhalmaza megkaphat¢, mint C illetve g(C)ezen ny¡lt r�szhalmazainak diszjunkt megsz ml lhat¢ uni¢ja, a m�rt�kekpedig Radon-m�rt�kek. De a fenti egyenl�s�g k�vetkezik abb¢l, hogy
λ(C ∩ Ci1,... ,ik

) = lim
l→∞

∑

ik+1,... ,il

λ(Ci1,... ,ik,ik+1,... ,il
),

µ(K∞ ∩Ki1,... ,ik
) = lim

l→∞

∑

ik+1,... ,il

µ(Ki1,... ,ik,ik+1,... ,il
),�s

µ(Ki1,... ,il
) < λ(Ci1,... ,il

) < tlµ(Ki1,... ,il
).7.4. T�tel. Az el�z� de�n¡
i¢ jel�l�seivel, ha X teljes, �sszef�gg� �slok lisan ¡vszer�en �sszef�gg� metrikus t�r, akkor PX ⊂ RX .Bizony¡t s. Tegy�k fel, hogy A olyan r�szhalmaza X-nek, amelyre

A /∈ RX . Megmutatjuk, hogy A /∈ PX . V lasszunk egy di�£z Radonval¢sz¡n�s�gi m�rt�ket, amelyre A /∈ Mµ. Jel�lje A′ az A komplemente-r�t. Ekkor µ(A) + µ(A′) > µ(X) = 1. V lasszunk olyan ε > 0-t, amelyre
µ(A) + µ(A′) > 1 + 2ε. Lemm nk szerint l�tezik egy g m�rt�ktart¢ home-omor�zmusa a [0, 1℄ egy 1 − ε-n l nagyobb Lebesgue m�rt�k� C kompaktr�szhalmaz nak K = g(C) ⊂ X-re. Egy ismert t�tel szerint (Kuratowski[116℄, §50, Theorem 5) g kiterjeszthet� egy h g�rb�v�, amely [0, 1℄-et X-rek�pezi le. Nyilv n h#(λ⌊C) = g#(λC) = µ⌊K. A K m�rhet�s�ge mi-att µ(A) = µ(A ∩ K) + µ(A \ K), ¡gy µ(A ∩ K) > µ(A) − ε. Hasonl¢an
µ(A′ ∩K) > µ(A′)− ε. Ez azt mutatja, hogy A nem µ⌊K-m�rhet�. Federer[42℄ k�nyv�nek 2.1.2 pontja szerint h−1(A) pontosan akkor λ-m�rhet�, haaz A halmaz h#(λ⌊B)-m�rhet� X minden B r�szhalmaz ra, ami itt nemteljes�l, ha B = C. �gy A /∈ PX .7.5. K�vetkezm�ny. Mazur probl�m j ra a v lasz pozit¡v, azaz haegy X (val¢s) Bana
h-t�r egy f addit¡v funk
ion lj ra f ◦ g minden g :[a, b℄ → X folytonos f�ggv�nyre Lebesgue-m�rhet�, akkor f folytonos.Bizony¡t s. Az el�z� de�n¡
i¢ jel�l�seivel, az el�z� t�telb�l k�vetkezik,hogy f univerz lisan Radon-m�rhet�. Mivel minden x ∈ X-re t 7→ f(tx)Lebesgue-m�rhet� �s eleget tesz a Cau
hy-egyenletnek, ¡gy teh t folytonos,kapjuk, hogy f homog�n. S
hwartz [148℄ k�nyv�nek egyik t�tele (157. o.)szerint, egy Bana
h-t�r egy line ris �s univerz lisan Radon-m�rhet� funk
i-on lja folytonos is. Ezt felhaszn lva kapjuk, hogy f folytonos.



70 8.§ M�erhet}os�eg �es folytonoss�ag7.6. Megjegyz�s. Az el�z� k�vetkezm�ny kiterjeszthet� olyan addit¡voper torokra, amelyek egy (val¢s) ultrabornologikus topologikus vektorteretk�peznek egy (val¢s) lok lisan konvex Hausdor� topologikus vektort�rbe, hafelhaszn ljuk S
hwartz [148℄ k�nyv�ben a 159. oldalon szerepl� bizony¡t sgondolatait. 8.§ M�erhet}os�eg �es folytonoss�agSz mos dolgozat foglalkozik azzal a k�rd�ssel, hogy f�ggv�nyegyenle-tek megold sainak m�rhet�s�g�b�l hogyan k�vetkeztethet�nk a megold -sok folytonoss g ra. A sz mos, egy{egy egyenlet m�rhet}o megold sainakmeghat roz s val foglalkoz¢ dolgozaton k¡v�l, t�bb� vagy kev�sb�  ltal nosegyenlett¡pussal foglalkoznak a k�vetkez� dolgozatok: Baker [21℄, Itzkowitz[62℄, Paganoni [133℄ �s Sander [142℄.Az ezen pontban  ltalunk t rgyalt, igen  ltal nos egyenlett¡pusra vo-natkoz¢ eredm�nyekb�l ezen eredm�nyek jelent�s r�sze megkaphat¢, �s al-kalmaz sukkal sz mos £j eredm�nyt siker�lt el�rni: l sd az utols¢ fejezetet.Ezek az eredm�nyek a J rai [66℄, [67℄, [72℄ dolgozatokban ker�ltek publi-k l sra. Tov bbi hivatkoz sokat illet�en l sd ezeket, valamint a fentebbeml¡tett dolgozatokat.8.1. T�tel. Legyen Z egy teljesen regul ris t�r, Z0 egy σ-kompaktteljesen regul ris t�r, �s legyenek Zi, i = 1, 2, . . . , n megsz ml lhat¢ b zis£teljesen regul ris terek. Legyenek Xi, i = 1, 2, . . . , n �s Y lok lisan kompaktterek, T tetsz�leges topologikus t�r. Legyen ν Radon-m�rt�k Y -on, �s µiRadon-m�rt�k Xi-n, i = 1, 2, . . . , n. Tegy�k fel, hogy ν(Y ) < ∞, µi(Xi) <
∞ (i = 1, 2, . . . , n), �s legyen D egy r�szhalmaza T × Y -nak. Tekints�k az
f : T → Z, f0 : Y → Z0, fi : Xi → Zi, h : D × Z0 × Z1 × . . . × Zn → Z,
gi : D → Xi (i = 1, 2, . . . , n) f�ggv�nyeket. Legyen t0 egy r�gz¡tett eleme
T -nek, �s tegy�k fel, hogy az al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y))) ;(2) h folytonos;(3) az fi f�ggv�ny µi-m�rhet� Xi-n (i = 1, 2, . . . , n);(4) gi folytonos D-n (i = 1, 2, . . . , n);(5) Dt m�rhet� �s l�tezik olyan η > 0, hogy ν(Dt ∩ Dt0) ≥ η minden
t ∈ T -re;(6) minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, amelyre µi (gi,t(B)) ≥ δ, ha B ⊂ Dt

ν(B) ≥ ε, t ∈ T , �s 1 ≤ i ≤ n.Ekkor f folytonos a t0 pontban.Bizony¡t s. (5) szerint, l�tezik olyan η > 0, amelyre ν(Dt ∩ Dt0) ≥
η minden t ∈ T -re. Legyen C egy olyan kompakt r�szhalmaza Dt0 -nak,amelyre ν(C) > ν(Dt0) − η/4. Legyen ε = η/(8n). Felhaszn lva (6)-ot, egyolyan δ > 0-t kapunk, amelyre 1 ≤ i ≤ n, t ∈ T , B ⊂ Dt �s ν(B) ≥ η/(8n)



8.§ M�erhet}os�eg �es folytonoss�ageset�n µi (gi,t(B)) ≥ δ. A Luzin-t�tel felhaszn l s val azt kapjuk, hogyl�tezik olyan Ci kompakt r�szhalmaza Xi-nek, amelyre µi(Xi \ Ci) < δ �s
fi|Ci folytonos. Innen a g−1

i,t (Xi \ Ci) ny¡lt halmaz m�rt�ke kisebb, mint
η/(8n), ha 1 ≤ i ≤ n �s t ∈ T . Tekints�k most a

C ∩
(

n
⋂

i=1 g−1
i,t (Ci)) ∩ ( n

⋂

i=1 g−1
i,t0(Ci))= (Dt ∩ C) \ (( n

⋃

i=1 g−1
i,t (Xi \ Ci)) ∪ ( n

⋃

i=1 g−1
i,t0(Xi \ Ci)))halmazt. Ez Y m�rhet� r�szhalmaza, �s a m�rt�ke nagyobb, mint η/2.Legyen B1, B2, B3, . . . kompakt halmazok egy n�vekv� sorozata a Z0t�rben, amelyre ∪∞

i=1Bi = Z0. Ekkorlim
i→∞

ν
(

f−10 (Bi)) = ν(Y ) <∞,�s egy alkalmas i-re a C0 = Bi kompakt halmazra
ν
(

f−10 (C0)) > ν(Y ) − η2 .�sszevetve ezt az eddig bizony¡tottakkal, l tjuk, hogy a(7) C ∩ f−10 (C0) ∩( n
⋂

i=1 g−1
i,t (Ci)) ∩

(

n
⋂

i=1 g−1
i,t0(Ci))halmaz nem �res, ha t ∈ T .Tekints�nk a Z, Z0, Zi, Xi �s Y tereken a topol¢gi val �sszef�rhet�uniformit sokat. Legyen α egy rel 
i¢ a Z uniformit s b¢l, �s tekints�k a

C × C0 × f1(C1) × . . .× fn(Cn)kompakt halmazt. (2) �s a 3.3 seg�dt�tel szerint t0-nak l�tezik olyan V ′k�rnyezete, �s l�teznek olyan β1, . . . , βn uniform k�rny�kek, hogy a
h (t, y, f0(y), z1, . . . , zn) �s h(t0, y, f0(y), z′1, . . . , z′n)pontok α-k�zel vannak, ha t ∈ V ′, (t, y) ∈ D, y ∈ C, f0(y) ∈ C0, tov bb 

zi, z
′
i ∈ fi(Ci), �s a zi, z′i pontok βi-k�zel vannak, ha i = 1, 2, . . . , n. Mostvegy�k �szre, hogy fi egyenletesen folytonos Ci-n, mivel Ci kompakt. Ez�rtl�tezik olyan γ uniform k�rny�k, hogy az fi(xi) �s fi(x′i) pontok βi-k�zelvannak, ha xi, x

′
i ∈ Ci �s az xi, x′i pontok γ-k�zel vannak. (4) �s a 3.3seg�dt�tel szerint t0-nak l�tezik olyan V ⊂ V ′ k�rnyezete, amelyre a gi(t, y)�s gi(t0, y) pontok γ-k�zel vannak, ha t ∈ V , (t, y) ∈ D �s y ∈ C.Legyen t ∈ V . V lasszunk egy tetsz�leges y elemet a (7) halmazb¢l.Ekkor azt kapjuk, hogy (t, y) ∈ D, (t0, y) ∈ D, f0(y) ∈ C0, gi(t, y) ∈ Ci �s

gi(t0, y) ∈ Ci, ha i = 1, 2, . . . , n. �Igy az fi (gi(t, y)) �s fi (gi(t0, y)) pontok
βi-k�zel vannak, amib�l

h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y)))�s
h (t0, y, f0(y), f1 (g1(t0, y)) , . . . , fn (gn(t0, y)))

α-k�zel vannak. Ez azt mutatja, hogy az f(t) �s f(t0) pontok α-k�zel vannak,ha t ∈ V , azaz f folytonos t0-ban.



72 8.§ M�erhet}os�eg �es folytonoss�ag8.2. T�tel. Legyen Z egy teljesen regul ris t�r, Z0 egy σ-kompaktteljesen regul ris t�r, Zi (i = 1, 2, . . . , n) megsz ml lhat¢ b zis£ teljesenregul ris t�r, Y �s Xi (i = 1, 2, . . . , n) lok lisan kompakt terek, T tetsz�le-ges topologikus t�r. Tegy�k fel, hogy D ⊂ T × Y . Legyenek f : T → Z,
f0 : Y → Z0, gi : D → Xi (i = 1, 2, . . . , n), fi : Xi → Zi (i = 1, 2, . . . , n) �s
h : D×Z0×Z1× . . .×Zn → Z f�ggv�nyek, ν Radon-m�rt�k Y -on, µi pedigRadon-m�rt�k Xi-n (i = 1, 2, . . . , n). Tegy�k fel, hogy t0 ∈ T �s az al bbifelt�telek teljes�lnek:(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y))) ;(2) h folytonos;(3) az fi f�ggv�ny µi-m�rhet� az Ai r�szhalmaz n Xi-nek (i = 1, 2, . . . , n);(4) gi folytonos D-n (i = 1, 2, . . . , n);(5) l�teznek olyan V �s K halmazok, hogy V ny¡lt, K kompakt, V ×K ⊂ D,
t0 ∈ V , ν(K) > 0 �s K ⊂ ∩n

i=1g−1
i,t0(Ai);(6) minden ε > 0-hoz l�tezik olyan δ > 0, hogy B ⊂ K �s ν(B) ≥ ε eset�n

µi (gi,t(B)) ≥ δ, ha 1 ≤ i ≤ n �s t ∈ V .Ekkor f folytonos a t0 egy k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. Ezt a t�telt az el�z� t�telre fogjuk visszavezetni, D-t egyalkalmas kisebb D∗-gal helyettes¡tve. V lasszunk ν(K)/(4n)-hez δ > 0-t,legyen X∗
i = gi,t0(K) �s Wi egy kompakt lez rt£ ny¡lt halmaz, amely tartal-mazza X∗
i -ot, �s amelyre µi(Wi \X∗

i ) < δ. A 3.3 seg�dt�tel szerint v laszt-hatunk olyan T ∗ ⊂ V ny¡lt k�rnyezet�t t0-nak, amelyre gi,t(K) ⊂ Wi, ha
i = 1, 2, . . . , n �s t ∈ T ∗. Legyen Y ∗ = K, η∗ = ν(K)/2 �s t∗0 egy tetsz�legeseleme T ∗-nak,

D∗ = {(t∗, y∗) : t∗ ∈ T ∗ �s y∗ ∈
n
⋂

i=1 g−1
i,t∗(X∗

i ) ∩ Y ∗
}

,

Z∗
i = Zi (i = 0, 1, . . . , n), Z∗ = Z, f∗ = f |T ∗, f∗0 = f0|Y ∗,

g∗i = gi|D, f∗
i = fi|X∗

i (i = 1, 2, . . . , n), h∗ = h|D∗×Z∗0×Z∗1×. . .×Z∗
n,�s legyenek ν∗ illetve µ∗

i a ν illetve µi megszor¡t sai Y ∗ illetve X∗
i r�szhal-mazaira (i = 1, 2, . . . , n).Ha megmutatjuk, hogy az el�z� t�tel felt�telei teljes�lnek a 
sillaggaljelzett halmazokra, pontokra, f�ggv�nyekre �s m�rt�kekre, akkor a bizony¡t steljes. Vil gos, hogy a 8.1.(1), 8.1.(2) �s 8.1.(4) felt�telek teljes�lnek, m¡g8.1.(3) X∗

i v laszt s b¢l k�vetkezik. 8.1.(6) szint�n T ∗ �s Y ∗ v laszt s b¢lk�vetkezik. �Igy 
sak azt kell megmutatnunk, hogy 8.1.(5) teljes�l. El�gmegmutatni, hogy
ν
(

g−1
i,t (X∗

i ) ∩ Y ∗
)

≥ 2η∗ − ε, ha 1 ≤ i ≤ n �s t ∈ T ∗,



8.§ M�erhet}os�eg �es folytonoss�agmivel ekkor
ν(Dt∗ ∩Dt∗0 ) = ν

(

(

n
⋂

i=1 g−1
i,t∗(X∗

i ) ∩ Y ∗
)

⋂

(

n
⋂

i=1 g−1
i,t∗0 (X∗

i ) ∩ Y ∗
)

)

≥ 2η∗ − 2nε = η∗.Tegy�k fel indirekt, hogy van olyan i (1 ≤ i ≤ n) �s t ∈ T ∗, hogy
ν
(

Y ∗ ∩ g−1
i,t (X∗

i )) < 2η∗ − ε,azaz
ν
(

Y ∗ \ g−1
i,t (X∗

i )) ≥ ε.Ekkor
µi

(

gi,t

(

Y ∗ \ g−1
i,t (X∗

i ))) ≥ δ.M sr�szt, a T ∗ v laszt sa miatt, ha y ∈ Y ∗ \ g−1
i,t (X∗

i ), akkor gi,t(y) ∈ Wi,de gi,t(y) /∈ X∗
i , azaz

gi,t

(

Y ∗ \ g−1
i,t (X∗

i )) ⊂ Wi \X∗
i .Ez ellentmond s, mivel µi(Wi \X∗

i ) < δ.8.3. T�tel. Legyen Z egy teljesen regul ris t�r, Z0 egy σ-kompaktteljesen regul ris t�r, Zi (i = 1, 2, . . . , n) megsz ml lhat¢ b zis£ teljesenregul ris t�r, �s T tetsz�leges topologikus t�r. Legyen Y ny¡lt r�szhalmaza
Rk-nak, Xi ny¡lt r�szhalmaza Rri-nek (i = 1, 2, . . . , n) �s D ny¡lt r�szhal-maza T × Y -nak. Tekints�k az f : T → Z, f0 : Y → Z0, gi : D → Xi,
fi : Xi → Zi (i = 1, 2, . . . , n) �s h : D ×Z0 ×Z1 × . . .× Zn → Z f�ggv�nye-ket. Tegy�k fel, hogy t0 ∈ T �s az al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y))) ;(2) h folytonos;(3) az fi f�ggv�ny λri-m�rhet� az Ai r�szhalmaz n Xi-nek (i = 1, 2, . . . , n);(4) gi folytonos D-n (i = 1, 2, . . . , n);(5) λk
(
⋂n

i=1 g−1
i,t0(Ai)) > 0;(6) a ∂gi

∂y
par
i lis deriv ltak folytonosak �s rangjuk ri minden (t, y) ∈ D-re(i = 1, 2, . . . , n).Ekkor f folytonos a t0 egy k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. Ezt a t�telt az el�z� t�telre fogjuk visszavezetni, D-t egyalkalmas kisebb D∗-gal helyettes¡tve. Legyen y0 a

n
⋂

i=1 g−1
i,t0(Ai)halmaz egy s�r�s�gi pontja. A 3.10 seg�dt�tel szerint l�teznek olyan V illetve

W k�rnyezetei t0-nak, illetve y0-nak, amelyekre



74 8.§ M�erhet}os�eg �es folytonoss�ag(7) minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy λri (gi,t(B)) ≥ δ, ha 1 ≤ i ≤ n,
t ∈ V , B ⊂ W �s λk(B) ≥ ε;(8) g−1

i,t (Ai) ∩ W egy λk-m�rhet� r�szhalmaza Rk-nak, ha 1 ≤ i ≤ n �s
t ∈ V ;(9) V �s W kompakt halmazok, V ×W ⊂ D �s

λk
(

n
⋂

i=1 g−1
i,t0(Ai) ∩W) > 0.Legyen D∗ = V ×W , h∗ = h|D∗ × Z0 × Z1 × . . . × Zn, g∗i = gi|D∗(i = 1, 2, . . . , n), �s alkalmazzuk az el�z� t�telt D helyett a D∗ halmazon.8.4. Megjegyz�s. A fenti t�telek egyes felt�telei m s felt�telek rov -s ra gyeng¡thet�k, ¡gy m s v ltozatokat is kaphatunk. Ilyen v ltozatokkalkap
solatban l sd a J rai [67℄ �s [72℄ dolgozatokat. K.-G. Grosse-Erdmann[49℄ dolgozat ban egy �rdekes �m�rhet�s�gb�l k�vetkezik a folytonoss g"t¡pus£ t�telt bizony¡tott be. B r eredm�nyei 
sak a Cau
hy-t¡pus£

f(G(x, y)) = h(y, f1(x))egyenletre alkalmazhat¢k (ahol f �s f1 az ismeretlen f�ggv�nyek), a felt�te-lek meglep�en gyeng�k, �s eredm�nyei sz mos a Cau
hy-t¡pus£ egyenletekrevonatkoz¢ kor bbi eredm�nyt  ltal nos¡tanak. Durv n sz¢lva, semmif�le fel-t�telt nem tesz fel azzal kap
solatban, hogy a h f�ggv�ny hogyan f�gg y-t¢l.Spe
i lisan, h f�gghet f0(y)-t¢l, ahol f0 tetsz�leges, �s az �rt�kk�szlet�resin
s semmilyen megszor¡t s. A G bels� f�ggv�nyre vonatkoz¢ felt�telei isvalamivel gyeng�bbek, mint a mi t�teleinkben szerepl� felt�telek. (Haszn l-junk t = G(x, y) helyettes¡t�st lok lisan, hogy a felt�teleket �sszevethess�k.)Sajnos, Grosse-Erdmann bizony¡t sa nem m�k�dik sok ismeretlen f�gg-v�nyt tartalmaz¢ egyenletekre. Ha azonban te
hnik j t �tv�zz�k a 18. pa-ragrafus er�s eredm�nyeivel, akkor a szok sos 3.1 felt�tel mellett t�bb isme-retlen f�ggv�ny eset�n is teljesen kik�sz�b�lhet�nk minden, a h f�ggv�ny
y-t¢l val¢ f�gg�s�vel kap
solatos felt�telt.8.5. T�tel. Legyenek T , Z �s Zi (i = 1, 2, . . . , n) topologikus terek,
Y �s Xi (i = 1, 2, . . . , n) Hausdor�-terek, �s tegy�k fel, hogy D ⊂ T × Y .Legyenek f : T → Z, gi : D → Xi (i = 1, 2, . . . , n), fi : Xi → Zi (i =1, 2, . . . , n) �s h : D × Z1 × . . . × Zn → Z f�ggv�nyek, ν Radon-m�rt�k
Y -on, µi pedig Radon-m�rt�k Xi-n (i = 1, 2, . . . , n). Tegy�k fel, hogy a
t0 ∈ T pontnak van megsz ml lhat¢ k�rnyezetb zisa, �s az al bbi felt�telekteljes�lnek:(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y)));(2) b rmely r�gz¡tett y ∈ Y -ra a h f�ggv�ny folytonos a t�bbi v ltoz¢ban;(3) fi Luzin µi-m�rhet� az Ai r�szhalmaz n Xi-nek (i = 1, 2, . . . , n);



9.§ M�rhet�, majdnem minden�tti megold sok folytonoss ga(4) gi folytonos D-n (i = 1, 2, . . . , n);(5) l�teznek olyan V ny¡lt illetve K kompakt halmazok, hogy V ×K ⊂ D,
t0 ∈ V , ν(K) > 0 �s K ⊂ ∩n

i=1g−1
i,t0(Ai);(6) minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy ha B ⊂ K �s ν(B) ≥ ε, akkor

µi (gi,t(B)) ≥ δ minden 1 ≤ i ≤ n-re �s t ∈ V -re.Ekkor f folytonos t0-ban.Bizony¡t s. Legyen tm egy V -beli sorozat, amely t0-hoz konverg l.Alkalmazva a 18.5 t�telt a ϕ(y, t) = g1(t, y), ha (t, y) ∈ V × K �sszef�g-g�ssel de�ni lt ϕ f�ggv�nyre �s a νK m�rt�kre, egy olyan tmk
r�szsorozatotkapunk, amelyre f1(g1(tmk

, y)) → f1(g1(t0, y)) majdnem minden y ∈ K-ra.Megism�telve ezt az elj r st az f2, g2 f�ggv�nyekkel �s a tmk
r�szsorozat-tal, ennek a r�szsorozatnak egy r�szsorozat t kapjuk, stb. V�g�l az eredeti

tm sorozat egy olyan tml
r�szsorozat hoz jutunk, amellyel majdnem minden

y ∈ K-ra fi(gi(tml
, y)) → fi(gi(t0, y)), ha 1 ≤ i ≤ n. R�gz¡tve egy ilyen

y ∈ K-t, a f�ggv�nyegyenlet �s a h-ra vonatkoz¢ felt�tel alapj n azt kap-juk, hogy m rmely T -beli tm → t0 sorozatnak van olyan tml
r�szsorozata,amelyre f(tml

) → f(t0). Tegy�k fel, hogy f nem folytonos t0-ban. Ekkorvan olyan W k�rnyezete f(t0)-nak, amelyre f−1(W ) nem k�rnyezete t0-nak.Legyen Um, m = 1, 2, . . . egy megsz ml lhat¢ k�rnyezetb zisa t0-nak, �s v -lasszunk egy tm ∈ Um \ f−1(W ) sorozatot. Erre a sorozatra f(tm) egyetlenr�szsorozata sem konverg l f(t0)-hoz.9.§ M�rhet�, majdnem minden�tti megold sok folytonoss ga1960-ban Erd}os P l a k�vetkez� probl�m t vetette fel: tegy�k fel, hogyaz f : R → R f�ggv�ny eleget tesz az
f(x+ y) = f(x) + f(y)Cau
hy-egyenletnek (a s¡kbeli Lebesgue-m�rt�kre n�zve) majdnem minden(x, y) ∈ R2-re. Igaz-e, hogy l�tezik olyan g : R → R addit¡v f�ggv�ny,amellyel f(x) = g(x) (a sz megyenesen a Lebesgue-m�rt�kre n�zve) majd-nem minden x-re? A k�rd�sre N. G. de Bruijn �s W. B. Jurkat adtak,egym st¢l f�ggetlen�l, pozit¡v v laszt. Tov bbi hivatkoz sokat illet�en l sdKu
zma [111℄ k�nyv�t, 443{447. o.Itt egy kap
sol¢d¢, szint�n term�szetes k�rd�ssel foglalkozunk. Tegy�kfel, hogy a bevezet�sben is tekintett, leg ltal nosabb, iter 
i¢t nem tartal-maz¢ t�bbv ltoz¢s(1) H(x, y, f(G(x, y)), f1(G1(x, y)), . . . , fn(Gn(x, y))) = 0egyenlet teljes�l m�rhet� f, f1, f2, . . . , fn ismeretlen f�ggv�nyekre �s Rr×Rkvalamely E ny¡lt r�szhalmaz nak egy E′ r�szhalmaz b¢l vett minden (x, y)p rra, ahol az E \E′ halmaz Rr × Rk-beli Lebesgue-m�rt�ke nulla. Mindenf�ggv�nyr�l feltessz�k, hogy valamely euklid�szi t�r valamely ny¡lt r�szhal-maz t k�pezi le valamely euklid�szi t�rbe. Az adott H �s G,G1, . . . , Gn



76 9.§ M�rhet�, majdnem minden�tti megold sok folytonoss gaf�ggv�nyekr�l feltessz�k, hogy sim k. Lehet-e tal lni olyan f�ggv�nyeket,amelyekre ~f = f �s ~fi = fi majdnem minden�tt, ha i = 1, . . . , n £gy, hogyaz f, f1, . . . , fn f�ggv�nyeket rendre az ~f, ~f1, . . . , ~fn f�ggv�nyekkel helyette-s¡tve, az (1) f�ggv�nyegyenlet minden�tt teljes�l E-n?A 8. paragrafus eszk�zei el�g er�snek t�nnek e probl�ma kezel�s�hez.Meg fogjuk mutatni, hogy alkalmas felt�telek mellett a v lasz igen, �s az ~f ,~fi, i = 1, . . . , n f�ggv�nyek folytonosnak is v laszthat¢k. Azonban te
hnikai-lag egyszer�bb lesz a 18. paragrafus eszk�zeit haszn lni, mint a 8. paragrafuseszk�zeivel dolgozni.El�sz�r az expli
it �s impli
it alak k�z�tti kap
solattal foglalkozunkmajdnem minden�tt fenn ll¢ egyenletek eset�n. Ezut n k�t t�telt bizony¡-tunk, az els�t egy  ltal nos esetre, a m sodikat vektor-vektor f�ggv�nyekre,az els� seg¡ts�g�vel.9.1. Az expli
it �s impli
it alak k�z�tti kap
solat majdnemminden�tt teljes�l� egyenletek eset�n. Bizonyos felt�telek mellett, az(1) H(x, y, f(G(x, y)), f1(G1(x, y)), . . . , fn(Gn(x, y))) = 0egyenletet itt is egy egyszer�bb expli
it egyenletre reduk lhatjuk. Neveze-tesen, tegy�k fel, hogy az f(G(x, y)) tag kifejezhet� az (1) egyenletb�l, �s xhelyett egy £j t = G(x, y) v ltoz¢t tudunk bevezetni. Ekkor a(2) f(t) = h(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y))), (t, y) ∈ D′f�ggv�nyegyenletet kapjuk. Itt D′ az E′ halmaz k�pe az (x, y) 7→ (G(x, y), y)lek�pez�sn�l. Feltessz�k, hogy ez a lek�pez�s di�eomor�zmus, amely az Eny¡lt halmazt egy D ny¡lt halmazra k�pezi le, ¡gy ez a lek�pez�s �s az inverzeis nulla Lebesgue-m�rt�k� halmazt nulla Lebesgue-m�rt�k� halmazba visz-nek. Ha k�pesek vagyunk bebizony¡tani, hogy az f f�ggv�ny T �rtelmez�sitartom ny nak van olyan T ′ r�szhalmaza, hogy T \T ′ nulla m�rt�k� �s f |T ′(egy�rtelm�en) kiterjeszthet� egy, az eg�sz T -n �rtelmezett ~f folytonos f�gg-v�nny�, akkor a (2) f�ggv�nyegyenlet f helyett ~f -al is majdnem minden�ttteljes�l D-n, nevezetesen teljes�l a D′0 = D′ ∩ (T ′ × Rk) halmazon. Ez aztjelenti, hogy ha f -et ~f -al helyettes¡tj�k, akkor (1) m�g mindig fenn ll E0valamely E′0 r�szhalmaz n, amelyre E \E′0 nulla m�rt�k�. Megism�telve ezt
f1-el, olyan, az f1-el majdnem minden�tt egyenl�, folytonos ~f1 f�ggv�nyt�s egy olyan E′1 r�szhalmaz t kaphatjuk E′0-nek, hogy (1) teljes�l E′1-en, ha
f -et �s f1-et helyettes¡tj�k ~f -al illetve ~f1-al. V�g�l az E egy olyan E′′ = E′

nr�szhalmaz hoz jutunk, amelyre E \ E′′ nulla m�rt�k� �s (1) fenn ll E′′-n,ha az f, f1, . . . , fn f�ggv�nyeket rendre a vel�k majdnem minden�tt egyen-l� ~f, ~f1, . . . , ~fn folytonos f�ggv�nyekkel helyettes¡tj�k. Mivel (1) bal oldalafolytonos E-n, �s nulla az E′′ ⊂ E s�r� halmazon, azt kapjuk, hogy (1) min-den�tt teljes�l E-n, ha az f, f1, . . . , fn f�ggv�nyeket rendre az ~f, ~f1, . . . , ~fnf�ggv�nyekkel helyettes¡tj�k.



9.§ M�rhet�, majdnem minden�tti megold sok folytonoss ga�sszefoglalva, az (1) egyenletre vonatkoz¢ probl�ma a k�vetkez� prob-l�m ra reduk lhat¢: Tegy�k fel, hogy a (2) egyenlet fenn ll a D ny¡lt hal-maz egy olyan D′ r�szhalmaz n, amelyre D \ D′ nulla m�rt�k�. Adjunkmegfelel� felt�teleket, amelyek mellett l�tezik az f f�ggv�ny T �rtelmez�sitartom ny nak egy alkalmas T ′ r�szhalmaza, hogy T \T ′ nulla m�rt�k� �s az
f |T ′ f�ggv�ny (egy�rtelm�en) kiterjeszthet� egy, a T halmazon �rtelmezett~f folytonos f�ggv�nny�. Megmutatjuk, hogy a T ′ halmaz v laszthat¢ minda-zon t ∈ T pontok halmaz nak, amelyekre a {y : (t, y) ∈ D\D′} halmaz nullam�rt�k�. Fubini t�tele szerint T \ T ′ nulla m�rt�k�. Ǒltal nosabban, az ~ff�ggv�nyt meghat rozza a T ′ b rmely olyan r�szhalmaza, amely m�g s�r�
T -ben. Ezt sokkal  ltal nosabb felt�telek mellett mutatjuk meg a k�vetkez�t�telben. A bizony¡t s haszn lja a 18.5 t�telt.Eml�keztet�nk r , hogy topol¢gi b¢l Bourbaki [26℄ terminol¢gi j t hasz-n ljuk, �s a f�ggv�nynek egy adott pontban vett hat r�rt�k�t Bourbaki azadott pont kiz r sa n�lk�l de�ni lja.9.2. T�tel. Legyenek T �s Zi (i = 1, 2, . . . , n) topologikus terek, Z,
Y �s Xi (i = 1, 2, . . . , n) Hausdor�-terek. Tegy�k fel, hogy D ⊂ T × Y ,
T ′ ⊂ T , X ′

i ⊂ Xi. Legyenek f : T ′ → Z, gi : D → Xi (i = 1, 2, . . . , n),
fi : X ′

i → Zi (i = 1, 2, . . . , n) �s h : D × Z1 × . . .× Zn → Z f�ggv�nyek, νRadon-m�rt�k Y -on, µi pedig Radon-m�rt�k Xi-n, amelyre µi(Xi \X ′
i) = 0(i = 1, 2, . . . , n). Tegy�k fel, hogy a t0 ∈ T pontnak van megsz ml lhat¢k�rnyezetb zisa, �s az al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) minden r�gz¡tett y ∈ Y -ra a h f�ggv�ny folytonos a t�bbi v ltoz¢j ban;(2) fi Luzin µi-m�rhet� az Ai m�rhet� r�szhalmaz nXi-nek (i = 1, 2, . . . , n);(3) gi folytonos D-n (i = 1, 2, . . . , n);(4) l�teznek olyan V ny¡lt illetve K kompakt halmazok, hogy V ×K ⊂ D,

t0 ∈ V , ν(K) > 0 �s K ⊂ ∩n
i=1g−1

i,t0(Ai);(5) minden ε > 0-hoz l�tezik δ > 0 £gy, hogy B ⊂ K �s ν(B) ≥ ε eset�n
µi (gi,t(B)) ≥ δ, ha
sak 1 ≤ i ≤ n �s t ∈ V ;(6) van olyan V ′ r�szhalmaza T ′ ∩ V -nek, amelynek a lez rtj ban bennevan t0, �s amelyre t ∈ V ′ eset�n majdnem minden y ∈ K-ra teljes�l,hogy

f(t) = h(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y))).Ekkor l�tezik limt∈V ′,t→t0 f(t).Bizony¡t s. Legyen tm egy V ′-beli t0-hoz konverg l¢ sorozat. A ϕ(y, t) =
g1(t, y), ha (t, y) ∈ V ×K �sszef�gg�ssel de�ni lt ϕ f�ggv�nyre �s a νK m�r-t�kre alkalmazva a 18.5 t�telt, egy olyan tmk

r�szsorozatot kapunk, amelyre
f1(g1(tmk

, y)) → f1(g1(t0, y)) majdnem minden y ∈ K-ra. Megism�telve eztaz f2, g2 f�ggv�nyekkel �s a tmk
r�szsorozattal, a r�szsorozat egy r�szsoro-zat t kapjuk, stb. V�g�l az eredeti tm sorozat egy olyan tml

r�szsorozat tkapjuk, amelyre majdnem minden y ∈ K-ra fi(gi(tml
, y)) → fi(gi(t0, y)),ha 1 ≤ i ≤ n. R�gz¡tve b rmely ilyen y ∈ K-t, a h-ra tett feltev�s �s a f�gg-v�nyegyenlet alapj n azt kapjuk, hogy b rmely V ′-beli tm → t0 sorozatnak



78 9.§ M�rhet�, majdnem minden�tti megold sok folytonoss gavan olyan tml
r�szsorozata, amelyre f(tml

) konvergens. Term�szetesen en-nek a r�szsorozatnak a z0 ∈ Z hat r�rt�ke nem f�gg y-t¢l. �gy egy olyan
K ′ ⊂ K halmaz minden y pontj ra, amelyre ν(K \ K ′) = 0, azt kapjuk,hogy(7) z0 = h(t0, y, f1(g1(t0, y)), . . . , fn(gn(t0, y))).Tegy�k fel, hogy nem igaz, hogy limt∈V ′,t→t0 f(t) = z0. Ekkor van olyan
W k�rnyezete z0-nak, hogy az f a t0 egyetlen U k�rnyezet�re sem k�peziaz U ∩ V ′ halmazt W -be. Legyen Um, m = 1, 2, . . . egy megsz ml l-hat¢ k�rnyezetb zisa t0-nak, �s v lasszunk olyan t′m ∈ Um ∩ V ′ soroza-tot, amelyre f(tm) 6∈ W . Megism�telve a fenti gondolatmenetet t′m-el,egy olyan t′mj

r�szsorozatot kapunk, amelyre majdnem minden y ∈ K-ra fi(gi(t′mj
, y)) → fi(gi(t0, y)). Most ha v lasztunk egy olyan y ∈ K ′-t,amelyre konvergen
ia teljes�l, akkor a f�ggv�nyegyenletet �s (7)-et felhasz-n lva ellentmond st kapunk.9.3. T�tel. Legyen Z regul ris t�r, Zi (i = 1, 2, . . . , n) topologikust�r �s T egy els� megsz ml lhat¢ topologikus t�r. Legyen Y ny¡lt r�sz-halmaza Rk-nak, Xi ny¡lt r�szhalmaza Rri -nek (i = 1, 2, . . . , n) �s D ny¡ltr�szhalmaza T × Y -nak. Legyen T ′ a T egy s�r� r�szhalmaza, f : T ′ → Z,

gi : D → Xi �s h : D × Z1 × . . . × Zn → Z f�ggv�nyek. Tegy�k fel, hogyaz fi f�ggv�nyek az Xi-n λri-majdnem minden�tt de�ni lt, Zi-beli �rt�k�f�ggv�nyek (i = 1, 2, . . . , n), �s az al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) minden t ∈ T ′-re λk-majdnem minden y ∈ Dt-re
f(t) = h(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y)));(2) b rmely r�gz¡tett y ∈ Y -ra a h f�ggv�ny folytonos a t�bbi v ltoz¢j ban;(3) az fi f�ggv�ny λri-m�rhet� az �rtelmez�si tartom ny n (i = 1, 2, . . . , n);(4) gi �s a ∂gi

∂y
par
i lis deriv ltja folytonos D-n (i = 1, 2, . . . , n);(5) minden t ∈ T -hez van olyan y, hogy (t, y) ∈ D �s a ∂gi

∂y
par
i lis deriv ltrangja ri a (t, y) ∈ D pontban (i = 1, 2, . . . , n).Ekkor f -nek egy �s 
sak egy folytonos kiterjeszt�se l�tezik T -re.Bizony¡t s. A t�telt az el�z� t�telre fogjuk visszavezetni. Megmutat-juk, hogy a limt∈T ′,t→t0 f(t) hat r�rt�k minden t0 ∈ T -re l�tezik. Ha eztbel tjuk, akkor a kiterjeszt�st ezzel a hat r�rt�kkel �rtelmezve, a bizony¡t steljes.Egy adott t0-hoz v lasszunk olyan y0-t, amelyre (t0, y0) ∈ D �s ∂gi

∂yrangja ri a (t0, y0) pontban (i = 1, 2, . . . , n). A hat r�rt�k l�tez�s�nek bizo-ny¡t s hoz D-t egy alkalmas kisebb D∗ halmazzal fogjuk helyettes¡teni. A3.10 lemma szerint l�teznek a t0 illetve y0 pontoknak V illetve W k�rnyezeteiaz al bbi tulajdons gokkal:



10.§ Baire-tulajdons�ag �es a folytonoss�ag(6) minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy ha 1 ≤ i ≤ n, t ∈ V , B ⊂ W�s λk(B) ≥ ε, akkor λri (gi,t(B)) ≥ δ;(7) a g−1
i,t (dmn fi) ∩W r�szhalmaza Rk-nak λk-m�rhet�, ha 1 ≤ i ≤ n �s

t ∈ V ;(8) W kompakt, V ×W ⊂ D �s
λk
(

n
⋂

i=1 g−1
i,t0(dmn fi) ∩W) > 0.Legyen D∗ = V × W , h∗ = h|D∗ × Z1 × . . . × Zn, g∗i = gi|D∗ (i =1, 2, . . . , n), �s alkalmazzuk az el�z� t�telt a D∗ halmazzal D helyett.10.§ Baire-tulajdons�ag �es a folytonoss�agA 8. paragrafus eredm�nyeihez hasonl¢  ll¡t sok bizony¡that¢k f�gg-v�nyegyenletek Baire-tulajdons g£ megold saival kap
solatban. Ilyen ir -ny£  ltal nos eredm�nyek tal lhat¢k m�g Haupt [51℄, Sander [141℄ illetveGrosse-Erdmann [49℄ dolgozat ban is. Itt is a leg ltal nosabb eset vizsg la-t val kezdj�k, �s annak spe
ializ l s val nyer�nk egy kev�sb�  ltal nos, dejobban kezelhet� eredm�nyt. Ezek az eredm�nyek a J rai [67℄ dolgozatbanker�ltek publik l sra. V�g�l Grosse-Erdmann eredm�ny�nek  ltal nos¡t -s t adjuk (publik latlan). Tov bbi hivatkoz sokat illet�en l sd az id�zettdolgozatokat.10.1. T�tel. Legyenek T , Y �s Xi (i = 1, 2, . . . , n) topologikus te-rek, Z0 egy σ-kompakt t�r, Z teljesen regul ris t�r �s Zi megsz ml lhat¢b zis£ topologikus t�r (i = 1, 2, . . . , n). Legyen D ⊂ T × Y , Ai ⊂ Xi(i = 1, 2, . . . , n), t0 ∈ T �s tekints�k az f : T → Z, f0 : Y → Z0,

gi : D → Xi, fi : Xi → Zi (i = 1, 2, . . . , n), h : D× Z0 × Z1 × . . .×Zn → Zf�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy az al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) minden (t, y) ∈ D-re
f(t) = h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y))) ;(2) h folytonos;(3) fi Baire-tulajdons g£ az Ai r�szhalmaz n Xi-nek (i = 1, 2, . . . , n);(4) gi folytonos (i = 1, 2, . . . , n);(5) l�teznek olyan V �s K halmazok, hogy V ×K ⊂ D, V ny¡lt, t0 ∈ V , Km sodik kateg¢ri j£ Baire-tulajdons g£ halmaz �s

K ⊂
n
⋂

i=1 g−1
i,t0(Ai);(6) ha B egy m sodik kateg¢ri j£ r�szhalmaza Y -nak �s B ⊂ K, akkor

gi,t(B) m sodik kateg¢ri j£ r�szhalmaza Xi-nek, ha 1 ≤ i ≤ n �s t ∈ V .



80 10.§ Baire-tulajdons�ag �es a folytonoss�agEkkor f folytonos a t0 egy k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. Mivel Ai Baire-tulajdons g£ halmaz, l�teznek olyan Ei,
M ′

i �s M ′′
i halmazok, hogy Ei ny¡lt Xi-ben, M ′′

i ⊂ Ei, tov bb  az M ′
i , M ′′

ir�szhalmazai Xi-nek els� kateg¢ri j£ak, M ′
i ∩Ei = ∅ �s Ai = (Ei\M ′′

i )∪M ′
i .El�sz�r megmutatjuk, hogy l�teznek olyan V ′ �s K ′ halmazok, hogy V ′ ny¡lt

T -ben, K ′ m sodik kateg¢ri j£ Baire-tulajdons g£ halmaz Y -ban, t0 ∈ V ′ ⊂
V , V ′ ×K ′ ⊂ D, �s K ′ ⊂ K, tov bb 

K ′ ⊂
n
⋂

i=1 g−1
i,t (Ei) minden t ∈ V ′-re.Legyen K ′′ = K ∩ (∩n

i=1g−1
i,t0(Ei)). Mivel (6) szerint K ∩ g−1

i,t0(M ′
i) els�kateg¢ri j£ Y -ban, ha 1 ≤ i ≤ n, (5)-b}ol azt kapjuk, hogy

K \K ′′ ⊂
n
⋃

i=1 (K ∩ g−1
i,t0(M ′

i))els� kateg¢ri j£ Y -ban. Innen K ′′ m sodik kateg¢ri j£ Baire-tulajdons g£halmaz Y -ban, �s
K ′′ ⊂

n
⋂

i=1 g−1
i,t0(Ei).Legyen y0 egy olyan pontja K ′′-nek, hogy b rmely, y0-t tartalmaz¢ W ny¡lthalmazra W ∩K ′′ m sodik kateg¢ri j£ Y -ban. Mivel a gi f�ggv�nyek foly-tonosak D-n, a g−1

i (Ei) halmazok ny¡ltak �s tartalmazz k a (t0, y0) pon-tot, ¡gy l�teznek olyan V ′ �s W ′ ny¡lt halmazok, amelyekre t0 ∈ V ′ ⊂ V ,
y0 ∈W ′ ⊂ Y �s (V ′ ×W ′) ∩D ⊂

n
⋂

i=1 g−1
i (Ei).Vil gos, hogy a K ′ = K ′′∩W ′ halmaz eleget tesz a megk¡v nt felt�teleknek.A bizony¡t s teljes lesz, ha megmutatjuk, hogy f folytonos V ′-n. Legyen

t ∈ V ′ �s legyen U egy k�rnyezete f(t)-nek Z-ben. Mivel az fi f�ggv�nyekBaire-tulajdons g£ak az Ai halmazon, �s Zi megsz ml lhat¢ b zis£, l�tezikegy M ′′′
i ⊂ Ai els� kateg¢ri j£ r�szhalmazaXi-nek £gy, hogy fi megszor¡t sa

Ai \ M ′′′
i -re folytonos. Legyen Mi = M ′′

i ∪ M ′′′
i . Ekkor fi megszor¡t sa

Ei \ Mi-re folytonos (i = 1, 2, . . . , n). Mivel (6) szerint a K ′ ∩ g−1
i,t (Mi)halmazok els� kateg¢ri j£ak Y -ban, a

K ′′′ = K ′ ∩
(

n
⋂

i=1 g−1
i,t (Ei \Mi))halmaz m sodik kateg¢ri j£ Baire-tulajdons g£ halmaz Y -ban. Legyen B1,

B2, . . . kompakt halmazok egy n�vekv� sorozata Z0-ban, amelynek egyes¡-t�se Z0. Mivel
∞
⋃

j=1 (K ′′′ ∩ f−10 (Bj)) = K ′′′,



10.§ Baire-tulajdons�ag �es a folytonoss�agl�tezik olyan C0 = Bj kompakt r�szhalmaza Z0-nak, amelyre f−10 (C0)∩K ′′′m sodik kateg¢ri j£ Y -ban. Legyen y egy olyan pontja ennek a halmaznak,hogy y minden W ny¡lt k�rnyezet�re W ∩f−10 (C0)∩K ′′′ m sodik kateg¢ri j£
Y -ban. Az xi = gi(t, y) �s zi = fi(xi), i = 1, 2, . . . , n jel�l�sekkel azt kapjuk,hogy xi ∈ Ei \Mi, f0(y) ∈ C0 �s

f(t) = h(t, y, f0(y), z1, . . . , zn).V lasszunk egy olyan uniformit st Z-n, amely kompatibilis Z topol¢gi j -val. Tal lhatunk olyan α re
ex¡v szimmetrikus rel 
i¢t Z uniformit s b¢l,amelyre z ∈ U , ha a z �s f(t) pontok α-k�zel vannak Z-ben. A 3.3 se-g�dt�tel szerint, l�tezik olyan V ′′ k�rnyezete t-nek, W ′′ k�rnyezete y-nak,�s Ui k�rnyezete zi-nek, hogy ha t′ ∈ V ′′, y′ ∈ W ′′ �s z′i, z′′i ∈ Ui, ak-kor h(t, y′, z0, z′1, . . . , z′n) �s h(t′, y′, z0, z′′1 , . . . , z′′n) α-k�zel vannak minden
z0 ∈ C0-ra. Felhaszn lva, hogy fi megszor¡t sa Ei \Mi-re folytonos xi-ben,v laszthatunk olyan Vi ny¡lt k�rnyezet�t xi-nek Ei-ben, amelyre fi(x′i) ∈ Ui(i = 1, 2, . . . , n), ha
sak x′i ∈ Vi \Mi. Mivel gi folytonos a (t, y) pontban,l�teznek olyan V ′′′ �s W ′′′ ny¡lt halmazok, amelyekre t ∈ V ′′′ ⊂ V ′′ ∩ V ′,
y ∈W ′′′ ⊂W ′′∩W ′, �s gi(V ′′′×W ′′′) ⊂ V (i = 1, 2, . . . , n). Ez azt mutatja,hogy

W ′′′ ∩ f−10 (C0) ∩K ′′′ ⊂
n
⋂

i=1 g−1
i,t′(Vi),ha t′ ∈ V ′′′. A (6) felt�tel szerint, a K ′′′ ∩ g−1

i,t′(Mi) halmazok els� kateg¢ri- j£ak Y -ban, ha t′ ∈ V ′′′, ¡gy a
W ′′′ ∩ f−10 (C0) ∩K ′′′ ∩

(

n
⋂

i=1 g−1
i,t (Vi \Mi)) ∩

(

n
⋂

i=1 g−1
i,t′(Vi \Mi))halmaz nem �res, ha t′ ∈ V ′′′. Legyen y′ egy tetsz�leges eleme ennek ahalmaznak. Ekkor (t, y′) ∈ D, (t′, y′) ∈ D, f0(y′) = z0 ∈ C0, tov bb 

gi(t, y′) ∈ Vi \Mi, gi(t′, y′) ∈ Vi \Mi, ha i = 1, 2, . . . , n. Ebb�l k�vetkezik,hogy fi (gi(t, y′)) = z′i ∈ Ui, fi (gi(t′, y′)) = z′′i ∈ Ui, ha i = 1, 2, . . . , n, �s
V ′′′, W ′′′, C0 �s Ui (i = 1, 2, . . . , n) v laszt sa miatt azt kapjuk, hogy

f(t) = h (t, y′, f0(y′), f1 (g1(t, y′)) , . . . , fn (gn(t, y′)))�s
f(t′) = h (t′, y′, f0(y′), f1 (g1(t′, y′)) , . . . , fn (gn(t′, y′)))

α-k�zel vannak Z-ben, azaz f(t′) ∈ U . Ez azt mutatja, hogy f folytonos
V ′-n.10.2. T�tel. Legyen T topologikus t�r, Y ny¡lt r�szhalmaza Rk-nak,
Xi ny¡lt r�szhalmaza Rri -nek (i = 1, 2, . . . , n), Z teljesen regul ris t�r, Z0egy σ-kompakt t�r, �s Zi (i = 1, 2, . . . , n) megsz ml lhat¢ b zis£ topologikust�r. Legyen D egy ny¡lt r�szhalmaza T × Y -nak. Tekints�k az f : T → Z,
f0 : Y → Z0, gi : D → Xi, fi : Xi → Zi (i = 1, 2, . . . , n) �s h : D×Z0×Z1×
. . .× Zn → Z f�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy t0 ∈ T �s az al bbi felt�telekteljes�lnek:



82 10.§ Baire-tulajdons�ag �es a folytonoss�ag(1) minden (t, y) ∈ D-re
f(t) = h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y))) ;(2) h folytonos;(3) fi Baire-tulajdons g£ az Ai r�szhalmaz n Xi-nek (i = 1, 2, . . . , n);(4) gi folytonos (i = 1, 2, . . . , n);(5) ⋂n

i=1 g−1
i,t0(Ai) m sodik kateg¢ri j£ r�szhalmaza Y -nak;(6) a ∂gi

∂y
par
i lis deriv ltak folytonosak �s rangjuk ri minden (t, y) ∈ D-re(i = 1, 2, . . . , n).Ekkor f folytonos a t0 egy k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. A t�telt a 4.3 seg�dt�tel seg¡ts�g�vel az el�z� t�telre ve-zetj�k vissza. El�g megmutatni, hogy az el�z� t�tel (5) �s (6) felt�teleiteljes�lnek, ha K-t �s V -t megfelel�en v lasztjuk. Mivel jelen t�tel�nk (5)felt�tele szerint

n
⋂

i=1 g−1
i,t0(Ai)m sodik kateg¢ri j£ halmaz Y -ban, l�tezik olyan y0, amelyre (t0, y0) ∈ D �s

y0 minden ny¡lt W k�rnyezet�re a
W ∩

(

n
⋂

i=1 g−1
i,t0(Ai))halmaz m sodik kateg¢ri j£. A 4.3 seg�dt�tel felhaszn l s val, v lasztha-tunk olyan V �s W ny¡lt halmazokat, hogy az al bbi felt�telek teljes�lnek:(7) gi,t(B) m sodik kateg¢ri j£ r�szhalmaza Rri -nek, ha i = 1, 2, . . . , n,

t ∈ V , B ⊂ W �s B m sodik kateg¢ri j£;(8) W ∩
(
⋂n

i=1 g−1
i,t0(Ai)) m sodik kateg¢ri j£ Baire-tulajdons g£ halmaz

Y -ban;(9) V ×W ⊂ D, t0 ∈ V �s y0 ∈W .Legyen
K = W ∩

(

n
⋂

i=1 g−1
i,t0(Ai)).Ekkor az el�z� t�tel felt�telei teljes�lnek, �s ¡gy a bizony¡t s teljes.10.3. Megjegyz�s. A fenti t�telek egyes felt�telei m s felt�telek rov -s ra gyeng¡thet�k, ¡gy m s v ltozatokat is kaphatunk. Ilyen v ltozatokkalkap
solatban l sd a J rai [67℄ �s [72℄ dolgozatokat.K.-G. Grosse-Erdmann [49℄ dolgozat ban egy �Baire-tulajdons gb¢l k�-vetkezik a folytonoss g" t¡pus£ t�telt bizony¡tott az

f(G(x, y)) = h(y, f1(x))



10.§ Baire-tulajdons�ag �es a folytonoss�agegyenletre (f �s f1 az ismeretlen f�ggv�nyek). A t = G(x, y) helyettes¡t�sut n l that¢, hogy t�tel�nek felt�telei nem nagyon k�l�nb�znek a mi (kor b-ban el�rt) eredm�nyeinkben szerepl� felt�telekt�l, kiv�ve, hogy n la semmi-lyen megk�t�s sem szerepel a h f�ggv�ny y-t¢l val¢ f�gg�s�vel kap
solatban.Az al bbi t�tel az � eredm�ny�nek ([49℄, Theorem 5.B1)  ltal nos¡t sa sokismeretlen f�ggv�ny eset�re. A bizony¡t s felhaszn lja a 19. paragrafus egy ltal nos eredm�ny�t.10.4. T�tel. Legyenek T , Z, Y , Zi �s Xi (i = 1, 2, . . . , n) topologikusterek, D ⊂ T × Y . Tekints�k az f : T → Z, gi : D → Xi, fi : Xi → Zi(i = 1, 2, . . . , n), h : D×Z1× . . .×Zn → Z f�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy a
t0 ∈ T pontnak van megsz ml lhat¢ k�rnyezetb zisa, �s az al bbi felt�telekteljes�lnek:(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y)));(2) minden r�gz¡tett y ∈ Y -ra a h f�ggv�ny folytonos a t�bbi v ltoz¢j ban;(3) fi Luzin-Baire tulajdons g£ az Ai r�szhalmaz nXi-nek (i = 1, 2, . . . , n);(4) gi folytonos D-n (i = 1, 2, . . . , n);(5) l�teznek V �s K halmazok £gy, hogy V ×K ⊂ D, V ny¡lt, t0 ∈ V , KBaire-tulajdons g£, m sodik kateg¢ri j£ �s
K ⊂

n
⋂

i=1 g−1
i,t0(Ai);(6) ha B ⊂ K m sodik kateg¢ri j£ r�szhalmaza Y -nak, akkor gi,t(B) m -sodik kateg¢ri j£ r�szhalmaza Xi-nek, ha 1 ≤ i ≤ n �s t ∈ V .Ekkor f folytonos t0-ban.Bizony¡t s. Legyen tm egy V -beli sorozat, amely t0-hoz konverg l. A19.4 t�telt alkalmazva a ϕ(y, t) = g1(t, y), ha (t, y) ∈ V ×K �sszef�gg�sselde�ni lt ϕ f�ggv�nyre, azt kapjuk, hogy f1(g1(tm, y)) → f1(g1(t0, y)) min-den y ∈ K-ra, kiv�ve egy els� kateg¢ri j£ halmaz pontjait. Megism�telve eztaz f2, g2 f�ggv�nyekkel, stb., azt kapjuk, hogy egy els� kateg¢ri j£ halmazpontjait kiv�ve minden y ∈ K-ra fi(gi(tm, y) → fi(gi(t0, y), ha 1 ≤ i ≤ n.R�gz¡tve b rmely ilyen y ∈ K-t, a f�ggv�nyegyenlet �s a h-ra tett felte-v�s szerint, ha tm → t0 a T -ben, akkor f(tm) → f(t0). Mivel t0-nak vanmegsz ml lhat¢ k�rnyezetb zisa, ebb�l k�vetkezik, hogy f folytonos t0-ban.
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IV. Differenciálhatóság és analitikusság11.§ Folytonoss�ag �es Lips
hitz-tulajdons�agEnnek a paragrafusnak az eredm�nyei | �s a k�vetkez� paragrafusoksz mos eredm�nye is | az al bbi t¡pus£ param�teres integr lok param�terszerinti di�eren
i lhat¢s g n m£lik:

F (t) = ∫
gt(S) h(t, x) dλk(x).Term�szetesen ilyen param�teres integr lok di�eren
i lhat¢s ga el�g sima h�s g f�ggv�nyek eset�n klasszikus, �s p�ld ul a hidrodinamika egyenleteineklevezet�s�n�l szerepel: l sd p�ld ul Zeidler [165℄, IV., 441{445. o. Sz munkraaz lesz a fontos, hogy nem sz�ks�ges feltenni h simas g t. Egy ilyen t�teltJ rai [72℄-ben h �s ∂h

∂t
folytonoss g t �s g k�tszer di�eren
i lhat¢s g t fel-t�ve bizony¡tottam. La
zkovi
h Mikl¢s, kandid tusi dolgozatom opponenser mutatott, hogy g egyszeri folytonos di�eren
i lhat¢s ga is elegend�, �sv zolt egy | nem teljes | bizony¡t st. Itt sim¡t s seg¡ts�g�vel erre az �le-sebb v ltozatra adunk bizony¡t st; ez a [79℄ dolgozatban ker�lt publik l sra.B r az  ramok �s di�eren
i lform k homot¢pia formul j nak (l sd Federer[42℄, 363. o.) haszn lata n�mileg egyszer�s¡ten� a bizony¡t st, a l�nyege nemv ltozna. Ez�rt a [72℄ dolgozatban is haszn lt elemi m¢dszern�l maradunk.Az ebben a paragrafusban nyert eredm�nyeink nagy r�sze nem a t�bbiparagrafusban vizsg lt leg ltal nosabb egyenlett¡pusra vonatkozik. El�sz�r�sszeg alak£ f�ggv�nyegyenletek eset�re bizony¡tunk egy �folytonoss gb¢lk�vetkezik a folytonos di�eren
i lhat¢s g" t¡pus£ t�telt. Ez az eredm�nyigen hasznos lesz a tov bbiakban. Megjegyezz�k, hogy n�mileg  ltal no-sabb egyenletek is vizsg lhat¢k ezzel a m¢dszerrel: l sd az utols¢ fejezetbent rgyalt alkalmaz sokat. Ezut n egy, 
sak h rom ismeretlen f�ggv�nyt tar-talmaz¢ �Cau
hy-t¡pus£" spe
i lis egyenlettel fogalkozunk. Ezek az ered-m�nyek a J rai [72℄ dolgozatban ker�ltek publik l sra. (A 11.4 t�tel megfo-galmaz sa ott el¡r st tartalmaz.) V�g�l egy, az 1.17 probl�m ban szerepl� ltal nos egyenlett¡pusra vonatkoz¢, de egy plusz kompakts gi felt�telt tar-talmaz¢ t�telt bizony¡tunk. Ennek els� v ltozata val¢s v ltoz¢s, val¢s �rt�k�megold sokra vonatkozott (ekkor a be
sl�sek egyszer�bbek), �s a J�arai [84℄dolgozatban ker�lt publik l sra. Az  ltal nosabb v ltozat a J rai [82℄ dol-gozatban szerepel. B r ez nem oldja meg az 1.17 probl�ma �folytonoss gb¢l



11.§ Folytonoss�ag �es Lips
hitz-tulajdons�agk�vetkezik a majdnem minden�tti di�eren
i lhat¢s g" l�p�s�t teljes  ltal -noss gban, nagyon sok konkr�t probl�ma megold s ra elegend�: l sd a 21.12pontban a �ko
kakett�z�s egyenlet�t" �s a Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�nykarakteriz 
i¢j t a 23. paragrafusban.11.1. T�tel. Legyen S egy nem �res belsej� szimplex Rk-ban, �s le-gyenek U , V �sW ny¡lt r�szhalmazai Rk-nak, Rs-nek, illetve Rk-nak. Legyen
g : (t, y) 7→ x egy f�ggv�ny, amely V ×W -t U -ba k�pezi le, h : (t, x) 7→ zpedig egy V × U -t R-be k�pez� f�ggv�ny. Tegy�k fel, hogy S ⊂W �s(1) g folytonosan di�eren
i lhat¢, (Jgt)(y) 6= 0, ha t ∈ V �s y ∈ W �s gtinvert lhat¢ minden t ∈ V -re;(2) h �s ∂h

∂t
folytonosak.Ekkor a

F (t) = ∫

gt(S) h(t, x) dλk(x) ha t ∈ V�sszef�gg�ssel de�ni lt f�ggv�ny folytonosan di�eren
i lhat¢ V -n, �s par
i- lis deriv ltjai korl tosak
H ′G′λk(S) + (k + 1)HGkχk−1(∂S)korl ttal, ahol H a h, H ′ a ∂h

∂ti
par
i lis deriv ltak korl tja a gt(S), t ∈ Vhalmazokon, G′ a Jgt Ja
obi-determin ns abszol£t �rt�k�nek, G pedig a ggradiense norm j nak a korl tja V × S-en.Bizony¡t s. Az  ltal noss g megszor¡t sa n�lk�l feltehetj�k, hogy V�sszef�gg� �s W konvex, ¡gy a Jgt Ja
obi-determin ns nem v lt el�jelet, ha

y befutja W -t �s t befutja V -t. Legyen i egy index 1 �s s k�z�tt. Az els�l�p�sben meg fogjuk mutatni, hogy ∂F
∂ti

l�tezik �s megadunk r  egy formu-l t, felt�ve, hogy g �s h el�g sim k. A m sodik l�p�sben ennek a formul naka felhaszn l s val megmutatjuk, hogy ∂F
∂ti

folytonos. A harmadik l�p�sbenaz  ltal nos esetet kezdj�k vizsg lni g �s h sim¡t s nak seg¡ts�g�vel. A ne-gyedik l�p�sben megmutatjuk, hogy a formula, amit a sima esetben kaptunk,�rv�nyes az  ltal nos esetben is. Az �t�dik l�p�s teljess� teszi a bizony¡t st.I. El�sz�r tegy�k fel, hogy h folytonosan di�eren
i lhat¢ �s g k�tszerfolytonosan di�eren
i lhat¢. Helyettes¡t�ssel azt kapjuk, hogy
F (t) = ∫

S

h(t, gt(y))Jgt(y) dλk(y),�s ¡gy g koordin t it fels� indexekkel jel�lve,
∂F

∂ti
(t) = ∫

S

∂h

∂ti
(t, gt(y))Jgt(y) dλk(y)+ ∫

S

k
∑

j=1( ∂h

∂xj
(t, g(t, y))∂gj

∂ti
(t, y))Jgt(y) dλk(y)+ ∫

S

h(t, g(t, y))(∂ti
Jgt)(y) dλk(y).



86 11.§ Folytonoss�ag �es Lips
hitz-tulajdons�agVisszat�rve gt(S) feletti integr lokra, vizsg ljuk a m sodik �s harmadik in-tegr lt. Ha H(t, x) jel�li azt a vektor �rt�k� f�ggv�nyt, amelynek j-edikkoordin t ja h(t, x)∂gj

∂ti
(t, g−1

t (x)), akkordivHt(x) = k
∑

j=1 ∂h

∂xj
(t, x)∂gj

∂ti
(t, g−1

t (x))+ k
∑

j=1 h(t, x) ∂

∂xj

(

∂gj

∂ti

(

t, g−1
t (x))) ,¡gy, ha χn jel�li az n-dimenzi¢s Hausdor�-m�rt�ket, a m sodik �s harmadikintegr lb¢l a Gauss{Green t�tel felhaszn l s val, n-el jel�lve a k�ls� norm -list, azt kapjuk, hogy

∫

gt(∂S) h(t, x)〈 ∂g
∂ti

(t, g−1
t (x),n(t, x)〉 dχk−1(x)+ ∫

gt(S) h(t, x)G(t, x) dλk(x),ahol
G(t, x) = (∂ti

Jgt)(g−1
t (x))(Jg−1

t )(x) − k
∑

j=1 ∂

∂xj

(

∂gj

∂ti
(t, g−1

t (x))) .Megmutatjuk, hogy G nulla. Jel�lje gt a gt inverz�t, [e1, . . . , ek℄ pedig az
e1, . . . , ek vektorrendszer determin ns t. Jel�lj�k fels� indexekkel a koordi-n t kat. Ekkor(∂ti

Jgt)Jgt = (∂ti

[

∂g

∂y1 , . . . , ∂g∂yk

])

Jgt= k
∑

j=1 [ ∂g∂y1 , . . . , ∂g

∂yj−1 , ∂2g
∂ti∂yj

,
∂g

∂yj+1 , . . . , ∂g∂yk

]

Jgt.Ha
∂2g
∂ti∂yj

= k
∑

n=1 cnj ∂g

∂yn
,akkor azt kapjuk, hogy (∂ti

Jgt)Jgt = k
∑

j=1 cjj .M sr�szt,
k
∑

j=1 ∂

∂xj

(

∂gj

∂ti
(t, gt(x))) = k

∑

j=1 k
∑

n=1 ∂2gj
t

∂t∂yn
(gt(x))∂gn

t

∂xj
(x)= k

∑

j=1 k
∑

n=1( k
∑

m=1 cmn ∂gj
t

∂ym

)

∂gn
t

∂xj
= k
∑

n=1 cnn,azaz G(t, x) nulla.



11.§ Folytonoss�ag �es Lips
hitz-tulajdons�agII. M sodik l�p�sk�nt vegy�k �szre, hogy az els� l�p�s felt�telei mellett
∂F
∂ti

folytonos V -n. Val¢ban, ∂F
∂ti

fel¡rhat¢, mint a(4) ∫

S

∂h

∂ti
(t, gt(y))Jgt(y) dλk(y)�s

∫

gt(∂S) h(t, x)〈 ∂g
∂ti

(

t, g−1
t (x)) ,n(t, x)〉 dχk−1(x)integr lok �sszege. Jel�lje E0, E1, . . . , Ek az S oldallapjait. Az utols¢ integ-r l fel¡rhat¢

k
∑

j=0 ∫gt(Ej) h(t, x)〈 ∂g
∂ti

(t, g−1
t (x)),n(t, x)〉 dχk−1(x)alakban. Vizsg ljuk ennek az �sszegnek egy tagj t. Az egyszer�s�g kedv��rthagyjuk el E index�t. V lasszunk egy

e1, . . . , ekortonorm lt b zist £gy, hogy ek ortogon lis legyen E-re. Elhagyva az el�je-let, amely nem f�gg t-t�l, azt kapjuk, hogy
∫

gt(E) h(t, x)[ ∂g∂e1 (t, g−1
t (x)), . . . , ∂g

∂ek−1 (t, g−1
t (x)), ∂g

∂ti
(t, g−1

t (x)]
Jt(x) dχk−1(x),ahol Jt(x) a ∂g

∂e1 (t, g−1
t (x)), . . . , ∂g

∂ek−1 (t, g−1
t (x)) ir ny menti deriv ltakb¢lk�pzett Gram-determin ns n�gyzetgy�ke. Helyettes¡t�ssel a fenti integr lb¢la(5) ∫

E

h(t, g(t, y))[ ∂g
∂e1 (t, y), . . . , ∂g

∂ek−1 (t, y), ∂g
∂ti

(t, y)℄ dχk−1(y)integr lt kapjuk. A (4) �s (5) integr lok folytonosan f�ggnek a t param�-tert�l: ez k�nnyen k�vetkezik abb¢l a t�nyb�l, hogy a szerepl� f�ggv�nyekfolytonosak, �s ¡gy kompakt halmazokon egyenletesen folytonosak.III. Sim¡t st fogunk haszn lni annak bizony¡t s ra, hogy ∂F
∂ti

ezen el�- ll¡t sa �rv�nyes akkor is, ha 
sak azt tessz�k fel, hogy g folytonosan di�e-ren
i lhat¢, ∂h
∂t

l�tezik �s folytonos. Legyen t′ egy tetsz�leges, de r�gz¡tettpontja V -nek. V lasszunk egy V ∗ ny¡lt g�mb�t t′ k�z�pponttal, amelynekkompakt lez rtja V -ben van, �s egy W ∗ konvex ny¡lt halmazt, amely tartal-mazza S-et �s kompakt lez rtja W -ben van. A V ∗ ×W ∗ kompakt halmazk�pe a g lek�pez�sn�l szint�n kompakt. V lasszunk olyan U∗ ny¡lt halmazt,amely tartalmazza ezt a kompakt k�pet, �s amelynek a kompakt lez rtjabenne van U -ban. Az F f�ggv�nyt a V ∗ halmazon fogjuk vizsg lni. Az
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F �rt�kei ezen a halmazon 
sak a g f�ggv�ny V ∗ ×W ∗-en �s a h f�ggv�ny
V ∗×U∗-n felvett �rt�keit�l f�ggnek, ¡gy ha ezeket a f�ggv�nyeket megszoroz-zuk egy-egy v�gtelen sokszor di�eren
i lhat¢ f�ggv�nnyel, amely 1-et veszfel V ∗ ×W ∗-n illetve V ∗ × U∗-n, F nem v ltozik, ¡gy feltehetj�k, hogy g �s
h kompakt tart¢j£ak. Terjessz�k ki g-t �s h-t az �rtelmez�si tartom nyukkomplementer�re is £gy, hogy ott null nak de�ni ljuk, �s az egyszer�s�gkedv��rt jel�lj�k a kiterjesztett f�ggv�nyeket ugyan
sak g-vel illetve h-val.Legyen ω egy v�gtelen sokszor di�eren
i lhat¢ f�ggv�ny, amelynek a tart¢ja
Rs × Rk egys�gg�mbj�ben van, �s amelyre ∫

Rs×Rk ω dλ
s × λk = 1. Legyen

ωε(u) = ω(u/ε)/εs+k, ha ε > 0 �s de�ni ljuk konvol£
i¢val a gε = g ∗ ωε�s hε = h ∗ ωε f�ggv�nyeket Rs × Rk-n. J¢l ismert, hogy gε �s hε v�gtelensokszor di�eren
i lhat¢ak, ∂gε

∂t
= ∂g
∂t

∗ ωε, ∂gε

∂y
= ∂g
∂y

∗ ωε, ∂hε

∂t
= ∂h
∂t

∗ ωε,tov bb  gε → g, hε → h, ∂gε

∂t
→ ∂g

∂t
, ∂gε

∂y
→ ∂g

∂y
�s ∂hε

∂t
→ ∂h

∂t
, ha ε↓0, �s akonvergen
ia egyenletes a kompakt halmazokon. I. �s II. eredm�nyeit fogjukhaszn lni a sim¡tott f�ggv�nyekre. Ehhez meg kell mutatnunk, hogy gε

t a
W ∗ halmazt U∗-ba k�pezi le, invert lhat¢ W ∗-on, �s a Ja
obi-determin nsanem nulla, ha ε el�g ki
si. Ha K egy kompakt k�rnyezete V ∗ × W ∗-nak
V ×W -ben, akkor gε

t → gt �s Jgε
t → Jgt egyenletesen a K-n, ¡gy 
sak gε

tinvert lhat¢s ga nem trivi lis. Vegy�k �szre, hogy g′t m trix nak az inverzekifejezhet� g′t m trix nak determin ns val �s aldetermin nsaival, ¡gy l�tezikolyan ε0 > 0, hogy ha (t, y) ∈ K �s 0 < ε < ε0, akkor gε
t
′(y) inverze de�-ni lva van �s gε

t
′(y)−1 → g′t(y)−1 egyenletesen, ha ε↓0. Az inverz f�ggv�nyt�tel bizony¡t s t felhaszn lva azt kapjuk, hogy ha Y egy ny¡lt g�mb Rk-ban

y′ ∈W ∗ k�z�pponttal, (t, y) ∈ K �s
‖gε

t
′(y) − gε

t
′(y′)‖ < 12‖gε

t
′(y′)−1‖minden y ∈ Y -ra, akkor gε

t k�l
s�n�sen egy�rtelm� f�ggv�ny Y -on. Meg-mutatjuk, hogy az Y g�mb sugara nagyobbnak v laszthat¢, mint egy k�z�s
r > 0 sz m, amely nem f�gg t-t�l �s y′-t�l. Val¢ban, v lasztva egy pozit¡vkonstanst, amely kisebb, mint a 12‖g′t(y′)−1‖sz mok in�muma, �s felhaszn lva, hogy ∂g

∂y
egyenletesen folytonos K-n, az

r sz m £gy v laszthat¢, hogy ha |y − y′| < r, akkor
‖g′t(y) − g′t(y′)‖ < cteljes�lj�n. Most sz�ks�g eset�n 
s�kkentve ε0-at azt kapjuk, hogy

‖gε
t
′(y) − gε

t
′(y′)‖ < c <

12‖gε
t
′(y′)−1‖
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hitz-tulajdons�aga K-n, ha 0 < ε < ε0.�gy megmutattuk, hogy a gε
t lek�pez�s r-n�l kisebb t vols g£ pontokatnem k�pezhet ugyanoda. r-n�l nem kisebb t vols g£ pontokra sem lehets�-ges ez; ennek bizony¡t s hoz vegy�k �szre, hogy a |gt(y) − gt(y′)| folytonosf�ggv�ny in�muma pozit¡v a

{(t, y, y′) : (t, y) ∈ K, (t, y′) ∈ K, |y − y′| ≥ r}kompakt halmazon, ¡gy v lasztva egy d pozit¡v sz mot, amely kisebb, mintez az in�mum, sz�ks�g eset�n 
s�kkentve ε0-at, azt kapjuk, hogy |gε
t (y) −

gε
t (y′)| ≥ d ezen a halmazon, ha 0 < ε < ε0.IV. Megmutatjuk, hogy az  ltal nos esetben F par
i lisan di�eren
i- lhat¢ �s a par
i lis deriv ltjai ugyan£gy  ll¡that¢k el� (4) �s (5) t¡pus£integr lok line ris kombin 
i¢jak�nt, mint sima g �s h eset�n. Legyen

F ε(t) = ∫
gε

t (S) hε(t, x) dλk(x) = ∫
S

hε(t, gε(t, y))Jgε
t (y) dλk(y),ha t ∈ V ∗ �s ε el�g ki
si. El� ll¡tva F -et hasonl¢an, mint a jobb oldali integ-r l, �s felhaszn lva, hogy a f�ggv�nyek egyenletesen folytonosak a kompakthalmazokon �s a konvergen
ia egyenletes a kompakt halmazokon, ha ε↓0,kapjuk, hogy F ε(t) → F (t), ha t ∈ V ∗. Jel�lje f1, . . . , fs az Rs szok sosb zis t. Nyilv n l�tezik olyan δ > 0, amelyre t′ + τfi ∈ V ∗, ha |τ | ≤ δ.Legyen

ϕε(τ) = ∂F ε

∂ti
(t′ + τfi), |τ | ≤ δ.Az eddig bizony¡tottak szerint a ϕε(τ) f�ggv�ny el� ll¡that¢ (4) �s (5) t¡pus£integr lok line ris kombin 
i¢jak�nt, ha t-t t′ + τfi-vel, h-t hε-nal �s g-t gε-nal helyettes¡tj�k. K�pezz�k ugyanezeket az integr lokat g-re �s h-ra, �s jel�lje ϕ(τ) ugyanazt a line ris kombin 
i¢jukat. Ugyan£gy, mint az

F ε f�ggv�nyek eset�ben, azt kapjuk, hogy ϕε → ϕ egyenletesen a [−δ, δ℄intervallumon, ha ε↓0. �gy a
τ 7→

∫ τ

−δ

ϕε(̺) d̺f�ggv�nyek egyenletesen konverg lnak a
τ 7→

∫ τ

−δ

ϕ(̺) d̺f�ggv�nyhez. M sr�szt
∫ τ

−δ

ϕε(̺) d̺ = F ε(t′ + τfi) − F ε(t′ − δfi) → F (t′ + τfi) − F (t′ − δfi),ha ε↓0. Innen azt kapjuk, hogy
∫ τ

−δ

ϕ(̺) d̺ = F (t′ + τfi) − F (t′ − δfi), |τ | ≤ δ.
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hitz-tulajdons�agA II. l�p�s szerint a ϕε f�ggv�nyek folytonosak, ¡gy ϕ is folytonos a [−δ, δ℄ in-tervallumon. Ebb�l k�vetkezik, hogy ∂F
∂ti

l�tezik �s megegyezik ϕ(0)-al, azaza ∂F
∂ti

par
i lis deriv lt (4) �s (5) t¡pus£ integr lok line ris kombin 
i¢ja.V. Utols¢ l�p�sk�nt vegy�k �szre, hogy a II. l�p�sben 
sak a (4) �s (5)integr lokban szerepl� f�ggv�nyek folytonoss g t haszn ltuk fel. �gy a II.l�p�sben haszn lt okoskod st megism�telve azt kapjuk, hogy ∂F
∂ti

folytonos.Mivel F par
i lis deriv ltjai folytonosak, F folytonosan di�eren
i lhat¢. V�-g�l, a (4) �s (5) el� ll¡t sokb¢l kapjuk a t�telben szerepl� be
sl�st.11.2. Lemma. Legyenek T , Y �s U ny¡lt r�szhalmazai Rs, Rk illetve
Rr-nek, D ny¡lt r�szhalmaza T × Y -nak, h : D × U → R egy folytonosf�ggv�ny, amelyre ∂h

∂t
�s ∂h

∂y
is folytonosak, g : D → U k�tszer folytonosandi�eren
i lhat¢ f�ggv�ny, (t0, y0) ∈ D, �s tegy�k fel, hogy ∂g

∂y
(t0, y0) rangja

r. Legyen S egy szimplex Rk egys�gg�mbj�ben, amelynek a belseje nem �res.Ekkor l�tezik olyan V0 konvex k�rnyezete t0-nak, R0 > 0 val¢s sz m �s Ckonstans, hogy minden R-re, amire 0 < R < R0 fenn ll, hogy RS+ y0 ⊂ Dt�s a
t 7→

∫

RS+y0 h(t, y, g(t, y)) dyf�ggv�ny folytonosan di�eren
i lhat¢ V0-on, gradiense pedig korl tos CRk−1korl ttal.Bizony¡t s. A bizony¡t s a fenti, param�teres integr lok di�eren
i l -s r¢l sz¢l¢ t�telen m£lik.Legyen gt(y) = x = (x1, x2, . . . , xr). Az  ltal noss g megszor¡t san�lk�l feltehetj�k, hogy a
∂(x1, x2, . . . , xr)
∂(y1, y2, . . . , yr)Ja
obi-determin ns pozit¡v a (t0, y0) pontban. V lasszunk V0 �s W0 ny¡ltg�mb�ket t0 illetve y0 k�z�pponttal £gy, hogy V0 ×W0 ⊂ D teljes�lj�n, �sez a Ja
obi-determin ns pozit¡v legyen, ha t ∈ V0, y ∈ W0. Legyen R0 a W0sugara. De�ni ljuk x∗ = (x∗1, . . . , x∗r, x∗r+1, . . . , x∗k)-ot a k�vetkez�k�ppen:

x∗i = xi, ha 1 ≤ i ≤ r �s x∗i = yi, ha r < i ≤ k. Az y 7→ x∗ lek�pez�st g∗t -galfogjuk jel�lni. Legyen p(x∗) = x. Vil gos, hogy a
∂(x∗1, . . . , x∗k)
∂(y1, . . . , yk)Ja
obi-determin ns �rt�ke megegyezik a fenti Ja
obi-determin ns �rt�k�vel,¡gy nem nulla, ha t ∈ V0 �s y ∈W0. Legyen L(t) = g∗t

′(y0). Tegy�k fel, hogy
‖g∗t ′(y) − L(t)‖ < 12‖L(t0)−1‖ ,
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hitz-tulajdons�agha y ∈ W0. Ekkor az inverz f�ggv�ny t�tel bizony¡t sa szerint (l sd Rudin[137℄, 9.24 t�tel), g∗t homeomor�zmusaW -nek az Rk egy ny¡lt r�szhalmaz ra.Legyen 0 < c <
12‖L(t)−1‖ .

R0-at �s V -t sz�ks�g eset�n kisebbel helyettes¡tve, el�rhetj�k, hogy
‖g∗t ′ − L(t)‖ < c <

12‖L(t)−1‖teljes�lj�n, ha t ∈ V �s y ∈W .Most legyen U0 egy ny¡lt halmaz, amelynek kompakt lez rtja benne van
g∗t0(W )-ben. Kisebb V -t v�ve feltehetj�k, hogy U0 ⊂ g∗t (W ) minden t ∈ V -re. Most 
s�kkentve V -t �s R0-at, feltehetj�k, hogy g∗t (W ) ⊂ U minden
t ∈ V -re. Az x∗ = g∗t (y) helyettes¡t�ssel azt kapjuk, hogy az

F (t) = ∫
g∗

t (RS+y0) h (t, g∗−1
t (x∗), p(x∗))J (g∗−1

t (x∗)) dλk(x∗)param�teres integr l minden t ∈ V -re teljes¡ti az el�z� t�tel felt�teleit. Al-kalmazva ezt a t�telt, kapjuk, hogy F folytonosan di�eren
i lhat¢ V felett,�s gradiense korl tos CRk−1-el valamely C konstansra.11.3. T�tel. Legyenek n, k, r1, . . . , rn, m1, . . . , mn �s s pozit¡v eg�-szek. Legyen Xi egy ny¡lt r�szhalmaza Rri -nek (i = 1, 2, . . . , n), legyen Tny¡lt r�szhalmaza Rs-nek, Y ny¡lt r�szhalmaza Rk-nak, Zi ny¡lt r�szhalmaza
Rmi-nek (i = 1, 2, . . . , n), legyen D ny¡lt r�szhalmaza T × Y -nak, �s legyen
Z egy euklid�szi t�r. Tekints�k az f : T → Z, gi : D → Xi, fi : Xi → Zi,
hi : D × Zi → Z, (i = 1, 2, . . . , n) �s h0 : D → Z f�ggv�nyeket. Legyen(t0, y0) ∈ D �s tegy�k fel, hogy(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h0(t, y) + n
∑

i=1 hi(t, y, fi(gi(t, y)));(2) h0 �s ∂h0
∂t

folytonosak, valamint hi, ∂hi

∂t
�s ∂hi

∂y
folytonosak (1 ≤ i ≤ n);(3) fi folytonos Xi-n;(4) gi k�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢ �s ∂gi

∂y
(t0, y0) rangja ri, 1 ≤ i ≤

n.Ekkor f folytonosan di�eren
i lhat¢ a t0 egy k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. Koordin t kra t�rve  t, feltehetj�k, hogy Z = R. V lasz-szunk egy el�g kis S szimplexet �s egy el�g kis V ny¡lt halmazt, amelyekre
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S k�rnyezete y0-nak, V k�rnyezete t0-nak, �s V × S ⊂ D. Integr ljuk az (1)egyenletet S felett y szerint. Azt kapjuk, hogy(5) f(t) ∫

S

dy = ∫
S

h0(t, y) dy + n
∑

i=1 ∫S

hi (t, y, fi (gi(t, y))) dy.Mivel ∫
S
dy egy nem nulla konstans, azt kell megmutatnunk, hogy (5) jobboldala folytonosan di�eren
i lhat¢ V felett t szerint, ha S �s V el�g ki
sik.Ez k�vetkezik az el�z� lemm b¢l.11.4. T�tel. Legyenek T , Y , X1, Z0 �s Z1 ny¡lt r�szhalmazai az s, k,

r1, m0 illetve 1 dimenzi¢s euklid�szi tereknek. Legyen D ny¡lt r�szhalmaza
T × Y -nak. Tekints�k a g1 : D → X1, f : T → Rm, f0 : Y → Z0,
f1 : X1 → Z1 �s h : D × Z0 × Z1 → Rm f�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy
t0 ∈ T �s a k�vetkez� felt�telek teljes�lnek:(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y))) ;(2) h lok lisan Lips
hitz;(3) g1 k�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢;(4) f0 �s f1 folytonosak;(5) l�tezik olyan y0, amelyre (t0, y0) ∈ D �s ∂g1
∂y

(t0, y0) rangja r1.Ekkor f Lips
hitz-felt�telnek tesz eleget a t0 egy k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. Meg kell mutatnunk, hogy l�tezik olyan V k�rnyezete t0-nak, �s olyan M val¢s sz m, amelyre
|f(t) − f(t′)| ≤M |t− t′| ha t, t′ ∈ V.Legyen z0 = f0(y0), z1 = f1 (g1(t0, y0)). V lasszunk V ⊂ T , W ⊂ Y ,

U0 ⊂ Z0 �s U1 ⊂ R g�mb�ket rendre t0, y0, z0 �s z1 k�z�ppontokkal £gy,hogy f0(y) ∈ U0, f1 (g1(t, y)) ∈ U1 �s
|f(t) − f(t′)| = |h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y))) − h (t′, y, f0(y), f1 (g1(t′, y)))|

≤M1|t− t′| +M2|f1 (g1(t, y)) − f1 (g1(t′, y)) |,ha t, t′ ∈ V �s y ∈W .Most, ha megmutatjuk, hogy (esetleg kisebb V -re) l�tezik olyan M3sz m, hogy minden t, t′ ∈ V -hez l�tezik egy y ∈ W , amelyre
|f1 (g1(t, y)) − f1 (g1(t′, y))| ≤M3|t− t′|,akkor a bizony¡t s teljes.
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hitz-tulajdons�agLegyen S egy szimplex, amely k�rnyezete y0-nak, �s legyen
F (t) = ∫

S

f1 (g1(t, y)) dy.Az el�z� lemm b¢l k�vetkezik, hogy F folytonosan di�eren
i lhat¢ korl tosderiv lttal, ha S �s V el�g ki
sik, azaz l�tezik olyan M4 sz m, amelyre
|F (t) − F (t′)| ≤M4|t− t′|, ha t, t′ ∈ V.M sr�szt, mivel f1 val¢s �rt�k� folytonos f�ggv�ny �s

F (t) − F (t′) = ∫
S

(f1 (g1(t, y)) − f1 (g1(t′, y))) dy,l�tezik olyan y ∈ S, amelyre, λk-val jel�lve a Lebesgue-m�rt�ket Rk-n,
F (t) − F (t′) = λk(S) · (f1 (g1(t, y)) − f1 (g1(t′y))) .Ezzel az y-nal �s M3 = M4/λk(S) jel�l�ssel

|f1 (g1(t, y)) − f1 (g1(t′, y))| ≤M3|t− t′|.Ezzel a bizony¡t s teljes.Az adott gi f�ggv�nyekre vonatkoz¢ er�sebb felt�telek mellett egy isme-retlen f�ggv�nyt tartalmaz¢ egyenletre meg tudjuk mutatni, hogy a folytonosmegold sok lok lisan Lips
hitz f�ggv�nyek. A val¢s v ltoz¢s val¢s �rt�k� is-meretlen f�ggv�ny eset�t a J�arai [84℄ dolgozat t rgyalja. Az  ltal nos, vektorv ltoz¢s, vektor �rt�k� ismeretlen f�ggv�nyre vonatkoz¢ v ltozat bizony¡t saa param�teres integr lok param�ter szerinti di�eren
i lhat¢s g n, �s a de-riv lt expli
it be
sl�s�n m£lik, amelyet az el�z� lemma alakj ban fogunkfelhaszn lni. Ez az  ltal nosabb v ltozat | ki
sit elt�r� alakban | a J�arai[82℄ dolgozatban ker�lt publik l sra.11.5. T�tel. Legyen Z egy ny¡lt r�szhalmaza egy euklid�szi t�rnek.Legyenek T �s Y ny¡lt r�szhalmazai Rs-nek illetve Rk-nak. Legyen D ny¡ltr�szhalmaza T × Y -nak, C kompakt r�szhalmaza T -nek. Tekints�k az f :
T → Z, gi : D → T (i = 1, . . . , n), h : D × Zn → Z f�ggv�nyeket. Tegy�kfel, hogy(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f(g1(t, y)), . . . , f(gn(t, y)));(2) h k�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢;(3) gi k�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢ D-n �s minden t ∈ T -hez vanolyan y, amelyre (t, y) ∈ D, gi(t, y) ∈ C �s ∂gi
∂y

(t, y) rangja s, ha i =1, . . . , n;
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hitz-tulajdons�ag(4) az f f�ggv�ny folytonos.Ekkor f lok lisan Lips
hitz f�ggv�ny T -n.Bizony¡t s. A bizony¡t s alapgondolata az f folytonoss gi modulu-sz nak haszn lata. Mivel ez nem felt�tlen�l szubaddit¡v, egy m¢dos¡t s tfogjuk haszn lni. Erre egy f�ggv�nyegyenl�tlens�get vezet�nk le, �s abb¢lnyerj�k a t�tel bizony¡t s t. Ha ε > 0, jel�lje Cε = {x : dist(x, C) ≤ ε}a (z rt) ε k�rnyezet�t C-nek. Ha ε ≤ 0, legyen Cε = C. R�gz¡ts�nk egy
ε > 0-t, amelyre Cε ⊂ T . Ekkor |f | korl tos egy B korl ttal Cε-on. Legyen
S egy szimplex Rk egys�gg�mbj�ben, amelynek a belseje nem �res. Minden0 ≤ r ≤ ε-ra legyen

ω(r) = sup{|f(x) − f(y)| : x ∈ Cε, |x− y| ≤ r, y ∈ Cε−|x−y|}.Nyilv n ω n�vekv�, ω(0) = 0, ω folytonos a null ban, mivel f egyenletesenfolytonos a Cε kompakt halmazon, �s ω(r1 + r2) ≤ ω(r1) + ω(r2), ha 0 ≤
r1, r2, r1 + r2 ≤ ε; az utols¢  ll¡t s bizony¡t s hoz tegy�k fel, hogy ez azegyenl�tlens�g nem teljes�l. Ekkor l�teznek x �s y £gy, hogy |x−y| ≤ r1+r2,
x ∈ Cε �s y ∈ Cε−|x−y|, de |f(x) − f(y)| > ω(r1) + ω(r2). Tegy�k fel, hogy
r2 ≤ r1. Az y benne van valamely C-beli pont ε−|x−y|-k�rnyezet�ben, ¡gy
x benne van ugyanezen pont ε-k�rnyezet�ben. V lasztva egy z-t az x-et �s
y-t �sszek�t� szakaszon £gy, hogy |x− z| ≤ r1 �s |z − y| ≤ r2teljes�ls�n, aztkapjuk, hogy z ∈ Cε−|x−z|, ahonnan |f(x)−f(z)| ≤ ω(r1) �s |f(z)−f(y)| ≤
ω(r2), ami ellentmond s.Egy tetsz�leges t0 ∈ Cε-hoz v lasszunk egy (t0-t¢l f�gg�) y0-t (3) sze-rint. Alkalmazva az el�z� lemm t az f koordin ta-f�ggv�nyeire, azt kapjuk,hogy l�teznek δt0 > 0, Rt0 > 0 �s ct0 £gy, hogy a t0 k�z�ppont£ 2δt0 su-gar£ Vt0 ny¡lt g�mbre �s az y0 k�z�ppont£ �s Rt0 sugar£ z rt Wt0 g�mbre
Vt0 ×Wt0 lez rtja benne van D-ben, �s a

t 7→
∫

RS+y0 f(gi(t, y)) dylek�pez�sek folytonosan di�eren
i lhat¢ak Vt0 -on, gradiens�k pedig korl tos
ct0Rk−1 korl ttal, ha 0 < R < Rt0 . V lasszunk egy ηt0 pozit¡v konstanst £gy,hogy {t0}×{y0}×f(C)n z rt (n+2)ηt0 -k�rnyezete benne legyen D×Zn-ben.V lasszunk egy 0 < εt0 ≤ ε/3-at £gy, hogy ω(εt0) ≤ ηt0 teljes�lj�n. Sz�k-s�g eset�n 
s�kkentve δt0 -t �s Rt0-t feltehetj�k, hogy 2δt0 ≤ ηt0 , Rt0 ≤ ηt0 ,
gi(Vt0 ×Wt0) benne van a gi(t0, y0) k�z�ppont£ εt0 sugar£ z rt g�mbben, �sminden gi Lips
hitz-f�ggv�ny Vt0 ×Wt0 -on Lt0 Lips
hitz-konstanssal. Felte-hetj�k, hogy Lt0 eg�sz sz m.A t0 ∈ Cε k�z�ppont£ �s δt0 sugar£ ny¡lt g�mb�k a Cε kompakt halmazegy ny¡lt lefed�s�t adj k. Innen l�tezik egy T0 ⊂ Cε v�ges halmaz £gy, hogya t0 ∈ T0 pontoknak megfelel� ny¡lt g�mb�k egy ny¡lt lefed�s�t adj k Cε-nak. Legyen L = sup{Lt0 : t0 ∈ T0} �s legyen 0 < δ ≤ inf{δt0 : t0 ∈ T0},0 < R0 ≤ inf{Rt0 : t0 ∈ T0} £gy, hogy L(δ + R0) ≤ ε. Jel�lje K a Vt0 ×
Wt0 halmazok t0 ∈ T0-ra vett egyes¡t�s�nek lez rtj t. Nyilv n K kompakt
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hitz-tulajdons�agr�szhalmaza D-nek. Hasonl¢an, jel�lje K ′ az {t0}× {y0}× f(C)n halmazokz rt (n + 2)ηt0-k�rnyezeteinek egyes¡t�s�t t0 ∈ T0-ra. Ekkor K ′ kompaktr�szhalmaza D×Zn-nek, �s ¡gy a ∂h
∂zi

f�ggv�nyek Lips
hitz-folytonosak rajta
L′

i Lips
hitz-konstanssal, a ∣∣
∣

∂h
∂t

∣

∣

∣
�s ∣∣
∣

∂h
∂zi

∣

∣

∣
f�ggv�nyek pedig korl tosak B′0illetve B′

i korl ttal (i = 1, 2, . . . , n). Legyen t egy tetsz�leges eleme Cε-nak,�s legyen t′ egy eleme Cε−|t−t′|-nak, amelyre |t− t′| < δ. Ekkor l�tezik olyan
t0 ∈ T0, amelyre |t− t0| < δt0 . A tov bbiakban r�gz¡ts�k ezt a t0-t, a hozz tartoz¢ y0-t, V = Vt0 -t �s W = Wt0 -t. Nyilv n t, t′ ∈ V . Legyen R egytetsz�leges val¢s sz m, amelyre 0 < R < R0. Integr ljuk a f�ggv�nyegyenletmindk�t oldal t az RS + y0 szimplex felett y szerint. Azt kapjuk, hogy

cRkf(t) = ∫
RS+y0 h(t, y, f(g1(t, y)), . . . , f(gn(t, y))) dy,ahol c > 0 az S szimplex m�rt�ke. Innen

|f(t) − f(t′)| = 1
cRk

∣

∣

∣

∣

∫

RS+y0 h(t, y, f(g1(t, y)), . . . , f(gn(t, y)))
− h(t′, y, f(g1(t′, y)), . . . , f(gn(t′, y))) dy∣∣∣

∣

.Hogy a bal oldalra egy j¢ fels� be
sl�st kapjunk, a
h(t, y, f(g1(t, y)), . . . , f(gn(t, y)))
− h(t′, y, f(g1(t′, y)), . . . , f(gn(t′, y)))k�l�nbs�g egy j¢ fels� be
sl�s�re van sz�ks�g�nk. Alkalmazhatjuk a Taylor-t�telt a h f�ggv�nyre a

z = (t, y, z1, . . . , zn) �s z′ = (t′, y, z′1, . . . , z′n)pontokkal, ahol t′, t ∈ V , y ∈ W , zi = f(gi(t, y)) �s z′i = f(gi(t′, y)), ha
i = 1, . . . , n. A z �s z′ pontok, ¡gy az �ket �sszek�t� szakasz is, benne van a(t0, y0, f(g1(t0, y0), . . . , f(gn(t0, y0))k�z�ppont£ �s (n + 2)ηt0 sugar£ z rt g�mbben, amely r�sze K ′-nek. Aztkapjuk, hogy

h(z) − h(z′) = ∫ 10 ∂h

∂t
(τz + (1 − τ)z′)(t− t′) dτ+ n

∑

i=1 ∫ 10 ∂h

∂zi
(τz + (1 − τ)z′)(zi − z′i) dτ.



96 11.§ Folytonoss�ag �es Lips
hitz-tulajdons�agFelhaszn lva ezt, �s elhagyva a v ltoz¢k ki¡r s t, azt kapjuk, hogy
cRk|f(t′) − f(t)| = ∣∣∣

∣

∫

RS+y0 (∫ 10 ∂h

∂t
(τz + (1 − τ)z′)(t− t′) dτ+ n

∑

i=1 ∫ 10 ∂h

∂zi
(τz + (1 − τ)z′)(zi − z′i) dτ)dy∣∣∣

∣

.A h romsz�g-egyenl�tlens�g felhaszn l s val n + 1 tagot kapunk a jobb ol-dalon. Az els� tagra a trivi lis cRkB′0|t′ − t| fels� korl tot kapjuk, ahol B′0az ∣∣
∣

∂h
∂t

∣

∣

∣
fels� korl tja. Legyen z0i = f(gi(t, y0)) (i = 1, 2, . . . , n), �s legyen

z0 = (t, y0, z01 , . . . , z0n). Ha h′i jel�li a ∂h
∂zi

par
i lis deriv lt �rt�k�t a z0pontban, akkor a t�bbi tagot £gy ¡rhatjuk, mint
∫

RS+y0 ∫ 10 ( ∂h∂zi
(τz + (1 − τ)z′) − h′i)) (zi − z′i) dτ dy+ h′i

∫

RS+y0(zi − z′i) dynorm j t. El�sz�r ezen �sszeg els� tagj nak norm j ra adunk egy fels�be
sl�st. |zi − z′i| egy fels� be
sl�se ω(L|t− t′|), mivel L Lips
hitz-konstans
gi sz m ra V ×W -n. Innen

∣

∣

∣

∣

∫

RS+y0 ∫ 10 ( ∂h∂zi
(τz + (1 − τ)z′) − h′i)) (zi − z′i) dτ dy∣∣∣

∣

≤ ω(L|t− t′|) ∫
RS+y0 ∫ 10 ∣∣∣∣ ∂h∂zi

(τz + (1 − τ)z′) − h′i

∣

∣

∣

∣

dτ dy.Sz�ks�g�nk van a ∣∣
∣

∂h
∂zi

(τz + (1 − τ)z′) − ∂h
∂zi

(z0)∣∣
∣

k�l�nbs�g be
sl�s�re. Eza k�l�nbs�g nem nagyobb, mint L′
i-sz�r a τz + (1 − τ)z′ − z0 k�l�nbs�gnorm ja, azaz L′

i-sz�r a maxim lis t vols g a z′ �s z0 = (t, y0, z01 , . . . , z0n)vektorok k�z�tt, ahol L′
i a Lips
hitz-konstans ∂h

∂zi
sz m ra. A maxim list vols g z′ �s z0 k�z�tt |t− t′|+R+ nω(L(|t− t′|+R))-vel be
s�lhet�. �gya

cRkω(|t− t′|L)L′
i

(

|t− t′| +R + nω
(

L(|t− t′| + R)))fels� korl tot kapjuk az els� tagra.Hogy a m sodik tagra is kapjunk egy fels� korl tot,
∫

RS+y0(zi − z′i) dy = ∫
RS+y0 (f(gi(t, y)) − f(gi(t′, y))) dyabszol£t �rt�k�nek be
sl�s�re van sz�ks�g�nk, mivel |h′i| trivi lisan korl tosa B′

i fels� korl tj val ∣∣
∣

∂h
∂zi

∣

∣

∣
-nek. Erre az integr lra a |t − t′|c0Rk−1 fels�korl tot kapjuk a c0 = sup{ct0 : t0 ∈ T0} jel�l�ssel.



11.§ Folytonoss�ag �es Lips
hitz-tulajdons�ag�sszegezve a fenti be
sl�seket, az
|f(t) − f(t′)| ≤ B′0|t− t′| + n

∑

i=1 B′
i|t− t′|c0/(cR)+ ω(L|t− t′|) n

∑

i=1 L′
i

(

|t− t′| + R+ nω
(

L(|t− t′| +R)))be
sl�shez jutunk. Ha |t− t′| ≤ R, ez a be
sl�s
|f(t) − f(t′)| ≤ c1|t− t′| + c2ω(|t− t′|)R+ c3ω(|t− t′|)ω(R) + c4|t− t′|/Ralakban ¡rhat¢, ahol c1, c2, c3 �s c4 nem f�gg t-t�l, t′-t�l �s R-t�l. Szup-r�mumot v�ve el�sz�r a jobb, majd a bal oldalon t ∈ Cε, t′ ∈ Cε−|t−t′|,
|t− t′| ≤ r-re, azt kapjuk, hogy

ω(r) ≤ c1r + c2ω(r)R+ c3ω(r)ω(R) + c4r/R,ha 0 ≤ r ≤ δ. Ha £gy v lasztjuk R-et, hogy teljes¡tse a c2R + c3ω(R) ≤1/2 felt�telt | ami mindig megtehet�, sz�ks�g eset�n 
s�kkentve δ-t | aztkapjuk, hogy
ω(r) ≤ 2(c1 + c4/R)r,valah nyszor 0 ≤ r ≤ δ. Ez azt mutatja, hogy f lok lisan Lips
hitz f�ggv�ny

C-n. Egy tetsz�leges t ∈ T -re az  ltal noss g megszor¡t sa n�lk�l feltehet-j�k, hogy t bels� pontja C-nek, mivel helyettes¡thetj�k C-t C �s a t egykompakt k�rnyezet�nek az uni¢j val. �gy a bizony¡t s teljes.11.6. P�lda. Rendszerint a fenti t�telt n�mi kieg�sz¡t� �rvel�ssel �r-demes haszn lni: egy egyszer� p�ld val illusztr ljuk ezt. Komplik ltabbesetek hasonl¢an kezelhet�k. (L sd az alkalmaz sokn l a 21.12 pontban a�ko
kakett�z�s egyenlet�t", �s a 23. paragrafusban a Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny karakteriz 
i¢j t.) Tegy�k fel, hogy f eleget tesz az
f(t) = h(t, y, f(A1t+B1y), f(A2t+B2y), . . . , f(Ant+ Bny)), t, y ∈ Rmf�ggv�nyegyenletnek, ahol f : Rm → Rk az ismeretlen f�ggv�ny, h adott
C∞ f�ggv�ny, Ai, Bi m trixok m sorral �s m oszloppal, Bi nem szingu-l ris �s ‖Ai‖ < 1. Ekkor minden folytonos megold s lok lisan Lips
hitz(innen minden m�rhet� vagy Baire-tulajdons g£ megold s C∞). Ennek bi-zony¡t s ra r�gz¡ts�nk egy N > 0 term�szetes sz mot, legyen T egy orig¢k�z�ppont£ N sugar£ ny¡lt g�mb, v lasszunk egy 0 < r < 1 sz mot £gy,hogy ‖Ai‖ + r‖Bi‖ < 1 (i = 1, 2, . . . , n) teljes�lj�n, �s legyen D = T × Y ,ahol Y egy orig¢ k�z�ppont£ rN sugar£ ny¡lt g�mb. T�tel�nket felhasz-n lva, azt kapjuk, hogy f lok lisan Lips
hitz T -n, innen minden�tt, mivel
N tetsz�leges.



98 12.§ H�older-folytonos megold�asok12.§ H�older-folytonos megold�asokItt egyetlen t�telt bizony¡tunk, amely lehet, hogy hasznos l n
szemnekbizonyul a �folytonoss gb¢l k�vetkezik a lok lis Lips
hitz-tulajdons g" l�p�steljes  ltal noss gban val¢ bizony¡t s ban. Mindenesetre mutatja, hogy az1.17 probl�ma felt�telei mellett, ha egy megold s lok lis H�lder-felt�telnektesz eleget valamely 0 < α < 1-re, akkor lok lis H�lder-felt�telnek teszeleget minden 0 < α < 1-re. Ennek a t�telnek els�, 
sak val¢s v ltoz¢s f�gg-v�nyekre vonatkoz¢ bizony¡t sa (J rai [81℄) eszk�zk�nt a Campanato-terekelm�let�nek alaplemm j t haszn lta fel, amely a par
i lis di�eren
i legyen-letek regularit s-elm�let�b�l ismert h¡res klasszikus Morrey-lemma  ltal no-s¡t sa. (Tov bbi hivatkoz sokat illet�en l sd Zeidler k�nyv�t, [165℄, II/A,90{93. o.) K�s�bb siker�lt egyszer�bb bizony¡t st tal lni, �s a t�telt maga-sabb dimenzi¢ra  ltal nos¡tani. (J rai [80℄.) Ez az egyszer�bb bizony¡t sk�pezte azt n a 11.5 t�tel bizony¡t s nak alapj t.12.1. T�tel. Legyen 0 < α < 1, �s legyenek Z, Zi euklid�szi terekny¡lt r�szhalmazai (i = 1, 2, . . . , n). Legyenek T , Y �s Xi az Rs, Rk �s Rriny¡lt r�szhalmazai. Legyen D ny¡lt r�szhalmaza T × Y -nek. Tekints�k az
f : T → Z, fi : Xi → Zi (i = 1, . . . , n), gi : D → Xi (i = 1, . . . , n),
h : D × Z1 × Z2 × · · · × Zn → Z f�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y)));(2) h k�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢;(3) gi k�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢ D-n, �s minden t ∈ T -hez l�tezikegy y, amelyre (t, y) ∈ D �s ∂gi
∂y

(t, y) rangja ri, ha i = 1, . . . , n;(4) az fi, i = 1, . . . , n f�ggv�nyek lok lisan H�older folytonosak α kitev�vel.Ekkor f is lok lisan H�older folytonos 2α/(α+ 1) kitev�vel.Bizony¡t s. Azt kell megmutatnunk, hogy minden t0 ∈ T pontra az ff�ggv�ny H�older folytonos a t0 egy k�rnyezet�n 2α/(1+α) kitev�vel. Az fi-ta koordin t ival helyettes¡tve, az  ltal noss g megszor¡t sa n�lk�l feltehet-j�k, hogy Zi ⊂ R, ha i = 1, . . . , n. V lasszunk (3) szerint egy y0-at t0-hoz.A 11.2 lemma szerint l�tezik t0-nak egy konvex ny¡lt V0 k�rnyezete, egy nem�res belsej� szimplex az egys�gg�mbben, valamint R0 > 0 �s C konstansok£gy, hogy az y0 k�z�ppont£ �s R0 sugar£ W0 z rt g�mbre V0 ×W0 ⊂ D, �sa
t 7→

∫

RS+y0 fi(gi(t, y)) dylek�pez�sek folytonosan di�eren
i lhat¢ak V0-on, gradiens�k pedig korl -tos CRk−1 korl ttal. Sz�ks�g eset�n 
s�kkentve V0-at �s R0-at feltehetj�k,hogy R0 ≤ 1 �s gi Lips
hitz-f�ggv�ny L Lips
hitz-konstanssal V0 ×W0-n.Hasonl¢an, feltehetj�k, hogy fi H�older folytonos α kitev�vel �s H H�older



12.§ H�older-folytonos megold�asokkonstanssal, |fi| korl tos B korl ttal gi(V0×W0)-n, tov bb  egy konvex z rtr�szhalmazon, amely tartalmazza a
V0 ×W0 × f1(g1(V0 ×W0)) × · · · × fn(gn(V0 ×W0))halmazt, a ∂h
∂zi

f�ggv�nyek Lips
hitz-folytonosak L′
i Lips
hitz-konstanssal, �sa ∣∣

∣

∂h
∂t

∣

∣

∣
�s ∣∣
∣

∂h
∂zi

∣

∣

∣
f�ggv�nyek korl tosakB′0 illetveB′

i korl ttal (i = 1, 2, . . . , n).R�gz¡ts�k R0-at, V0-at, W0-at �s y0-at. Meg fogjuk mutatni, hogy f lok -lisan H�older folytonos V0-on 2α/(1 + α) kitev�vel. Jel�lj�k t, t′ tetsz�legeselemeit V0-nak, �s legyen 0 < R < R0. Integr ljuk a f�ggv�nyegyenlet mind-k�t oldal t az RS + y0 szimplex felett. Ekkor
cRkf(t) = ∫

RS+y0 h(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y))) dy,ahol c > 0 az S szimplex m�rt�ke. Ebb�l
|f(t) − f(t′)| = 1

cRk

∣

∣

∣

∣

∫

RS+y0 h(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y)))
− h(t′, y, f1(g1(t′, y)), . . . , fn(gn(t′, y))) dy∣∣∣

∣

.Hogy a bal oldalra egy j¢ fels� be
sl�st kapjunk, a
h(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y))) − h(t′, y, f1(g1(t′, y)), . . . , fn(gn(t′, y)))k�l�nbs�g egy fels� be
sl�s�re van sz�ks�g�nk. Alkalmazhatjuk a Taylor-t�telt a h f�ggv�nyre a

z = (t, y, z1, . . . , zn) �s z′ = (t′, y, z′1, . . . , z′n)pontokkal, ahol t′, t ∈ V , y ∈ W , zi = fi(gi(t, y)) �s z′i = fi(gi(t′, y)), ha
i = 1, . . . , n. Azt kapjuk, hogy

h(z) − h(z′) = ∫ 10 ∂h

∂t
(τz + (1 − τ)z′)(t− t′) dτ+ n

∑

i=1 ∫ 10 ∂h

∂zi
(τz + (1 − τ)z′)(zi − z′i) dτ.Ezt felhaszn lva, elhagyva a v ltoz¢k ki¡r s t, azt kapjuk, hogy

cRk|f(t′) − f(t)| = ∣∣∣
∣

∫

RS+y0 (∫ 10 ∂h

∂t
(τz + (1 − τ)z′)(t− t′) dτ+ n

∑

i=1 ∫ 10 ∂h

∂zi
(τz + (1 − τ)z′)(zi − z′i) dτ)dy∣∣∣

∣

.



100 12.§ H�older-folytonos megold�asokA h romsz�g-egyenl�tlens�g felhaszn l s val n + 1 tagot kapunk a jobb ol-dalon. Az els� tagra a trivi lis cRkB′0|t′ − t| fels� korl tot kapjuk, ahol B′0a ∣∣
∣

∂h
∂t

∣

∣

∣
fels� korl tja. Legyen z0i = fi(gi(t, y0)) (i = 1, 2, . . . , n), �s legyen

z0 = (t, y0, z01 , . . . , z0n). Ha h′i jel�li a ∂h
∂zi

par
i lis deriv lt �rt�k�t a z0pontban, akkor a t�bbi tagot  t¡rhatjuk az
∫

RS+y0 ∫ 10 ( ∂h∂zi
(τz + (1 − τ)z′) − h′i

) (zi−z′i) dτ dy+h′i

∫

RS+y0(zi−z′i) dyform ba. El�sz�r ezen �sszeg els� tagj nak abszol£t �rt�k�re adunk fels�be
sl�st. |zi−z′i| egy fels� be
sl�se H(L|t−t′|)α, ahol H egy H�older konstans
fi sz m ra, �s L Lips
hitz-konstans gi sz m ra. Innen

∣

∣

∣

∣

∫

RS+y0 ∫ 10 ∂h

∂zi
(τz + (1 − τ)z′) − h′i)(zi − z′i) dτ dy∣∣∣

∣

≤ H(L|t− t′|)α

∫

RS+y0 ∫ 10 ∣∣∣∣ ∂h∂zi
(τz + (1 − τ)z′) − h′i

∣

∣

∣

∣

dτ dy.Sz�ks�g�nk van m�g a ∣∣
∣

∂h
∂zi

(τz + (1 − τ)z′) − ∂h
∂zi

(z0)∣∣
∣

k�l�nbs�g fels� be
s-l�s�re. Ez nem nagyobb, mint L′
i szorozva τz + (1 − τ)z′ − z0 norm j val,azaz L′

i-szer a maxim lis t vols g a z′ �s z0 = (t, y0, z01 , . . . , z0n) vektorokk�z�tt, ahol L′
i a Lips
hitz-konstans ∂h

∂zi
sz m ra. A maxim lis t vols g z′�s z0 k�z�tt |t− t′| + R+ nH(L(|t− t′| + R))α-val be
s�lhet�. �gy a

cRkH(|t− t′|L)αL′
i(|t− t′| + R + nH(L(|t− t′| + R))α)fels� korl tot kapjuk az els� tagra.Ahhoz, hogy a m sodik tagra fels� korl tot kapjunk,

∫

RS+y0(zi − z′i) dy = ∫
RS+y0 fi(gi(t, y)) − fi(gi(t′, y)) dyabszol£t �rt�k�nek egy fels� korl tj ra van sz�ks�g�nk, mivel |h′i| trivi lisankorl tos a B′

i fels� korl tj val ∣∣
∣

∂h
∂zi

∣

∣

∣
-nek. A lemm b¢l a |t − t′|CRk−1 fels�korl tot kapjuk erre az integr lra.�sszegezve mindezeket a be
sl�seket, azt kapjuk, hogy

|f(t) − f(t′)| ≤ B′0|t− t′| + n
∑

i=1 B′
i|t− t′|C/R+H(L|t− t′|)α

n
∑

i=1 L′
i(|t− t′| + R+ nH(L(|t− t′| + R))α).Ha |t− t′| ≤ R, ez

|f(t) − f(t′)| ≤ C0|t− t′| + C1|t− t′|αRα + C2|t− t′|/R



13.§ Korl�atos v�altoz�as�u megold�asokalakba ¡rhat¢, ahol C0, C1 �s C2 nem f�gg t-t�l, t′-t�l �s R-t�l. Ha egy olyan
R-et v lasztunk, amely teljes¡ti az R = |t− t′|(1−α)/(1+α) felt�telt, akkor aztkapjuk, hogy

|f(t) − f(t′)| ≤ (C0 + C1 + C2)|t− t′|2α/(1+α),ha |t− t′| < R
(1+α)/(1−α)0 �s t, t′ ∈ V0. Ez mutatja, hogy f lok lisan H�olderfolytonos V0-on 2α/(1 + α) H�lder-kitev�vel, amib�l k�vetkezik a t�tel.12.2. K�vetkezm�ny. Az 1.17 probl�ma felt�telei mellett, ha a h �s

gi f�ggv�nyek k�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢ak, akkor minden f megol-d s, amely lok lisan H�lder-folytonos valamely 0 < α < 1 kitev�vel, lok lisanH�lder-folytonos minden 0 < α < 1 kitev�vel.Bizony¡t s. Ha f H�lder-folytonos valamely α0 = α, 0 < α0 < 1 kite-v�vel, akkor az el�z� t�tel szerint H�lder-folytonos minden αn = 2αn−1/(1+
αn−1), n = 1, 2, . . . kitev�vel is. Mivel αn ↑ 1, kapjuk az  ll¡t st.13.§ Korl�atos v�altoz�as�u megold�asokMint a jel�l�sekn�l le¡rtuk, t�bbv ltoz¢s korl tos v ltoz s£ f�ggv�nyek-kel kap
solatban Giusti [48℄ k�nyv�nek terminol¢gi j t k�vetj�k, ¡gy, szigo-r£an v�ve, ez a fogalom nem az egyv ltoz¢s korl tos v ltoz s£ f�ggv�nyekfogalm nak  ltal nos¡t sa, hanem a korl tos l�nyeges v ltoz ssal rendelkez�f�ggv�nyek�.Egyetlen t�telt fogunk bizony¡tani, mely szerint lok lisan korl tos v l-toz s£ megold sok lok lis Lips
hitz-felt�telnek tesznek eleget. A k�vetkez�lemma t�tel�nk bizony¡t s nak a kul
sa.13.1. Lemma. Legyenek V , W �s U ny¡lt r�szhalmazai Rs, Rk illetve
Rr-nek, f : U → R korl tos v ltoz s£ f�ggv�ny, g : V ×W → U folytonosandi�eren
i lhat¢ f�ggv�ny, t0 ∈ V , y0 ∈ W , �s tegy�k fel, hogy ∂g

∂y
(t0, y0)rangja r. Ekkor l�tezik olyan V0 ⊂ V k�rnyezete t0-nak, B ⊂ W g�mb y0k�z�pponttal, �s egy C konstans, hogy

∫

B

|f(g(t′, y)) − f(g(t, y))| dy ≤ C|t′ − t|,ha t′, t ∈ V0.Bizony¡t s. Az y 7→ g(t, y) par
i lis f�ggv�nyek jel�l�s�re haszn lnifogjuk a gt jel�l�st. Sz�ks�g eset�n kisebb U , V �s W halmazokat v�veaz  ltal noss g megszor¡t sa n�lk�l feltehetj�k, hogy U , V �s W korl toskonvex ny¡lt halmazok, W = W ′ ×W ′′ ahol W ′ ⊂ Rr �s W ′′ ⊂ Rk−r, gLips
hitz-f�ggv�ny V ×W -n M Lips
hitz-konstanssal, tov bb , hogy
∂gt0
∂y′

(y′, y′′)



102 13.§ Korl�atos v�altoz�as�u megold�asokdetermin nsa nem nulla az y0 pontban, ahol y′ ∈W ′, y′′ ∈W ′′. Jel�lje p az(y′, y′′) 7→ y′ projek
i¢t, ami Rk-t Rr-re k�pezi. Jel�lje g∗t a W = W ′ ×W ′′-nek U ×W ′′-be val¢ (y′, y′′) 7→ (gt(y′, y′′), y′′) lek�pez�s�t. Az L0 = g∗t0 ′(y0)line ris oper tor determin nsa megegyezik
∂gt0
∂y′

(y0)determin ns val, ¡gy nem nulla. Legyen0 < c <
12‖L−10 ‖ .V lasszunk L0-nak egy X konvex ny¡lt k�rnyezet�t £gy, hogy minden X-beli

L oper tor invert lhat¢ legyen �s teljes�lj�n r , hogy
c <

12‖L−1‖ .Sz�ks�g eset�n t0 egy kis konvex V0 ⊂ V k�rnyezet�t �s egy kisebb W -t v�vefeltehetj�k, hogy g∗t ′(y0) ∈ X �s
‖g∗t ′(y) − g∗t

′(y0)‖ < c,ha t ∈ V �s y ∈ W . A k�t utols¢ egyenl�tlens�gb�l
‖g∗t ′(y) − g∗t

′(y0)‖ < 12‖g∗t ′(y0)−1‖ ,ha y ∈ W �s t ∈ V0. Az inverz f�ggv�ny t�tel bizony¡t sa szerint (l sdRudin [1964℄, 9.24 t�tel) ebb�l k�vetkezik, hogy g∗t homeomor�zmusa W -nek U ×W ′′ egy ny¡lt r�szhalmaz ra. Enn�l valamivel er�sebb  ll¡t sra leszsz�ks�g�nk. Legyen t, t′ ∈ V �s 0 ≤ τ ≤ 1. Legyen Gt,t′,τ (y) = τg∗t (y)+(1−
τ)g∗t′(y). Ugyanazon  ll¡t sra lesz sz�ks�g�nk, de erre a f�ggv�nyre. Mivel
G′

t,t′,τ (y) = τg∗t
′(y)+(1−τ)g∗t ′(y) �s X konvex, ez a line ris oper tor X-benvan. M sr�szt,

G′
t,t′,τ (y) −G′

t,t′,τ (y0) = τ(g∗t ′(y) − g∗t
′(y0)) + (1 − τ)(g∗t ′(y) − g∗t

′(y0)),�s ¡gy
‖G′

t,t′,τ (y) −G′
t,t′,τ (y0)‖ < c <

12‖G′
t,t′,τ (y0)−1‖ .Ez azt mutatja, hogy alkalmazhatjuk az inverz f�ggv�ny t�tel bizony¡t -s t Gt,t′,τ -ra, �s kapjuk, hogy Gt,t′,τ homeomor�zmusa W -nek U ×W ′′-be.Megjegyezz�k tov bb , hogy a

‖S−1 − T−1‖ ≤ ‖T − S‖‖T−1‖21 − ‖T − S‖‖T−1‖



13.§ Korl�atos v�altoz�as�u megold�asokbe
sl�sb�l, amely teljes�l, ha ‖T−S‖ < 1/‖T−1‖, azt kapjuk, hogy ‖g∗t ′(y)−1‖ ≤1/c �s ‖G′
t,t′,τ (y)−1‖ ≤ 1/c, valah nyszor t, t′ ∈ V0, 0 ≤ τ ≤ 1 �s y ∈ W ;innen g∗t

−1 �s G−1
t,t′,τ Lips
hitz-f�ggv�nyek g∗t (W )-n illetve Gt,t′,τ (W )-n 1/cLips
hitz-konstanssal.Most m r k�szen  llunk arra, hogy bebizony¡tsuk a lemm t | el�sz�regy folytonosan di�eren
i lhat¢ f f�ggv�nyre. Legyen B egy tetsz�legesz rt g�mb W -ben y0 k�z�pponttal. A Taylor-t�telt �s az x∗ = Gt,t′,τ (y)helyettes¡t�st haszn lva, a k�vetkez� be
sl�shez jutunk:

∫

B

|f(g(t, y))− f(g(t′, y))| dy= ∫
B

∣

∣

∣

∣

∫ 10 f ′(τg(t, y) + (1 − τ)g(t′, y)) (g(t, y) − g(t′, y)) dτ ∣∣∣
∣

dy

≤
∫ 10 ∫B

|f ′(τg(t, y) + (1 − τ)g(t′, y))|M |t− t′| dy dτ= M |t− t′|
∫ 10 ∫Gt,t′,τ (B) |f ′(p(x∗))|J(G−1

t,t′,τ )(x∗) dx∗ dτ
≤ M |t− t′|

ck

∫ 10 ∫Gt,t′,τ (B) |f ′(p(x∗))| dx∗ dτ
≤ M |t− t′|

ck

∫ 10 ∫U×W ′′

|f ′(p(x∗))| dx∗ dτ= M |t− t′|
ck

∫

U

∫

W ′′

|f ′(x)| dy′′ dx = M |t− t′||W ′′|
ck

∫

U

|f ′(x)| dx,ahol |W ′′| a W ′′ Lebesgue-m�rt�ke, �s J a Ja
obi-determin ns abszol£t �r-t�ke.V�g�l, hogy a lemma  ll¡t s t kapjuk, az 1.17 t�telt fogjuk haszn lniGiusti [48℄ k�nyv�b�l. E szerint a t�tel szerint l�tezik U -n C∞-f�ggv�nyeknekegy olyan sorozata, hogy lim
j→∞

∫

U

|fj − f | = 0�s lim
j→∞

∫

U

|f ′
j | = ∫

U

|f ′|.



104 13.§ Korl�atos v�altoz�as�u megold�asokEzt a t�telt felhaszn lva, azt kapjuk, hogy
∫

B

|f(g(t, y))− f(g(t′, y))| dy ≤ ∫
B

|f(g(t, y))− fj(g(t, y))| dy+ ∫
B

|fj(g(t, y))− fj(g(t′, y))| dy + ∫
B

|fj(g(t′, y)) − f(g(t′, y))| dy
≤ M |t− t′||W ′′|

ck

∫

U

|f ′
j(x)| dx+ ∫

g∗

t (B) |f(p(x∗)) − fj(p(x∗))|J(g∗t −1)(x∗) dx∗+ ∫
g∗

t′
(B) |f(p(x∗)) − fj(p(x∗))|J(g∗t′−1)(x∗) dx∗

→ M |t− t′||W ′′|
ck

∫

U

|f ′| + 0 + 0,ha j → ∞, valah nyszor t, t′ ∈ V . Ezzel a lemma bizony¡t sa teljes.13.2. T�tel. Legyenek T , Y , X1, . . . , Xn ny¡lt r�szhalmazai Rs, Rkilletve Rr1 , . . . ,Rrn -nek, �s Z, Z0, Z1, . . . , Zn euklid�szi terek ny¡lt r�szhal-mazai. Legyen D ny¡lt r�szhalmaza T × Y -nak. Tekints�k az f : T → Z,
f0 : Y → Z0, fi : Xi → Zi (i = 1, . . . , n), gi : D → Xi (i = 1, . . . , n),
h : D × Z0 × Z1 × · · · × Zn → Z f�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f0(y), f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y)));(2) h folytonosan di�eren
i lhat¢;(3) gi folytonosan di�eren
i lhat¢ D-n �s minden t ∈ T -hez l�tezik olyan y,hogy (t, y) ∈ D �s ∂gi
∂y

(t, y) rangja ri, ha i = 1, . . . , n;(4) f0 folytonos �s az fi, i = 1, . . . , n f�ggv�nyek folytonosak �s lok lisankorl tos v ltoz s£ak.Ekkor f lok lisan Lips
hitz f�ggv�ny.Bizony¡t s. Az fi (i = 1, 2, . . . , n) f�ggv�nyt a koordin t ival helyet-tes¡tve, feltehetj�k, hogy minden fi val¢s �rt�k�. Legyen t0 ∈ T �s v lasszukmeg y0-at (3) szerint. V lasszunk olyan Ui ny¡lt k�rnyezet�t gi(t0, y0)-nak,amelyen fi korl tos v ltoz s£, �s olyan V , W ny¡lt k�rnyezeteit t0 illetve
y0-nak, hogy gi a V × W -t Ui-be k�pezze. Ha V �s W el�g ki
sik, al-kalmazhatjuk a Taylor-formul t a h f�ggv�nyre z = (t, y, z0, z1, . . . , zn) �s
z′ = (t′, y, z0, z′1, . . . , zn) pontokkal, ahol t′, t ∈ V , y ∈ W , z0 = f0(y),
zi = fi(gi(t, y)) �s z′i = fi(gi(t′, y)), ha i = 1, . . . , n. Azt kapjuk, hogy

f(t′) − f(t) = h(z′) − h(z) = ∫ 10 ∂h

∂t
(τz′ + (1 − τ)z)(t′ − t) dτ+ n

∑

i=1 ∫ 10 ∂h

∂zi
(τz′ + (1 − τ)z)(z′i − zi) dτ.



14.§ Di�eren
i�alhat�os�agHa V �s W el�g ki
sik, a h par
i lis deriv ltjai korl tosak egy K konstanssal.Az el�z� lemm t felhaszn lva v laszthatunk V0 ⊂ V �s B ⊂W -t £gy, hogy alemma  ll¡t sa teljes�l i = 1, 2, . . . , n-re. Mindk�t oldalt integr lva B felett,azt kapjuk, hogy
|f(t′) − f(t)| · |B| ≤ K|t′ − t| +K

n
∑

i=1 ∫B

|fi(gi(t′, y)) − fi(gi(t, y))| dy,ahol |B| a B Lebesgue-m�rt�ke. A lemm t felhaszn lva, ebb�l k�vetkezik,hogy f Lips
hitz-felt�telnek tesz eleget V0-on.14.§ Di�eren
i�alhat�os�agAz egyik el�z� paragrafusban bebizony¡tottuk, hogy �sszeg alak£ f�gg-v�nyegyenletekre a megold sok folytonoss g b¢l k�vetkezik azok folytonosdi�eren
i lhat¢s ga. K�t m sik esetben a folytonoss gb¢l 
sak a lok lisLips
hitz-tulajdons g k�vetkezik. Mint j¢l ismert, Radema
her t�tele szerint(l sd Federer [42℄, 3.1.6) egy f : Rm → Rn Lips
hitz-f�ggv�ny λm-majdnemminden�tt di�eren
i lhat¢. Hasonl¢  ll¡t s igaz minden, valamely euklid�szit�r egy ny¡lt r�szhalmaz t egy m sik euklid�szi t�rbe k�pez� lok lisan Lip-s
hitz f�ggv�nyre. (L sd,  ltal nosabban, Sztyepanov t�tel�t Federer [42℄k�nyv�ben, 3.1.9.)Ebben a paragrafusban a f�ggv�nyegyenletek 1.7 pontban megadott  l-tal nos t¡pus ra meg fogjuk mutatni, hogy a majdnem minden�tti di�eren-
i lhat¢s gb¢l k�vetkezik a folytonos di�eren
i lhat¢s g. A bizony¡t sbanfel fogjuk haszn lni a m�rhet� megold sok folytonoss g val kap
solatos e-redm�nyeket. Az el�bb eml¡tett t�telekkel egy�tt ¡gy a megold sok lok lisLips
hitz-tulajdons g b¢l azok folytonos di�eren
i lhat¢s g ra k�vetkeztet-het�nk. Lebesgue t�tele �rtelm�ben, val¢s v ltoz¢s val¢s �rt�k�, monotonvagy korl tos v ltoz s£ megold sokra, illetve val¢s v ltoz¢s vektor �rt�k�korl tos v ltoz s£ megold sokra is alkalmazhat¢ ez az  ll¡t s, �s kapjuk afolytonos di�eren
i lhat¢s got. (Ezt el�sz�r m s m¢dszerrel bizony¡tottama [82℄ dolgozatban.) Sz�ks�g�nk van azonban arra, hogy egy majdnem min-den�tt di�eren
i lhat¢ f�ggv�ny deriv ltja Lebesgue-m�rhet�. Enn�l j¢valt�bbet fogunk bebizony¡tani. Megmutatjuk, hogy egy euklid�szi t�r egy ny¡ltr�szhalmaz n �rtelmezett, szepar bilis Bana
h-t�rbeli �rt�k� f�ggv�ny deri-v ltja Borel-halmazon van �rtelmezve �s Borel-f�ggv�ny. Ez az eredm�ny aJ�arai [70℄ dolgozatban ker�lt publik l sra, �s  ltal nos¡tja a Federer k�nyv�-ben tal lhat¢, folytonos f�ggv�nyekre vonatkoz¢ hasonl¢ t�telt ([42℄, 3.1.1.).�gy v�lem, az eredm�ny �nmag ban is �rdekes.14.1. T�tel. Legyen U azX v�ges dimenzi¢s norm lt t�r ny¡lt r�szhal-maza, Y szeper bilis Bana
h-t�r, �s f : U → Y egy tetsz�leges f�ggv�ny. Ek-kor (f ′)−1(F ) az Fσδ halmazoszt lyban van az X-et Y -ba k�pez� folytonosline ris oper torok L(X, Y ) norm lt ter�nek b rmely F z rt r�szhalmaz ra.Bizony¡t s. Az  ltal noss g megszor¡t sa n�lk�l feltehetj�k, hogy U =
X . J¢l ismert (l sd p�ld ul Hewitt �s Stromberg [55℄ k�nyv�t, 78. o.), hogy



106 14.§ Di�eren
i�alhat�os�agaz f �sszes folytonoss gi pontjainak C halmaza egy Gδ-halmaz X-ben. Vil -gos, hogy L(X, Y ) szepar bilis Bana
h-t�r. V lasszunk egy L1, L2, . . . s�r�halmazt F -ben.Ha i, j �s k pozit¡v eg�szek, legyen
Ci,j,k = {x : x ∈ C, |f(x+ h) − f(x) − Lk(h)| ≤ |h|/i, ha |h| < 1/j}.Megmutatjuk, hogy minden Ci,j,k relat¡v z rt r�szhalmaza C-nek. Legyen

x ∈ C \ Ci,j,k. Ekkor van olyan h ∈ X , amelyre |h| < 1/j, de
|f(x+ h) − f(x) − Lk(h)| > |h|

i
.De�ni ljuk h′-t a h′ = h + x − x′ �sszef�gg�ssel, ha x′ ∈ X . Vegy�k �szre,hogy x′ + h′ = x + h, ¡gy f(x′ + h′) = f(x + h). Mivel f folytonos x-ben,van olyan δ > 0, hogy |h′| < 1/j �s

|f(x′ + h′) − f(x′) − Lk(h′)| > |h′|
i
,ha |x− x′| < δ.Meg fogjuk mutatni, hogy(1) (f ′)−1(F ) = ∞

⋂

i=1 ∞
⋃

j=1 ∞
⋃

k=1Ci,j,k.Tegy�k fel, hogy f ′(x) = L ∈ F . Ekkor x ∈ C, �s minden i-hez van olyan
Lk(i) �s j(i), amelyre

‖L− Lk(i)‖ < 12i �s |f(x+ h) − f(x) − L(h)| ≤ |h|2i ,ha |h| < j(i). Ebb�l
|f(x+ h) − f(x) − Lk(i)(h)| ≤ |f(x+ h) − f(x) − L(h)| + |L(h) − Lk(i)(h)|

≤ |h|2i + |h|2i = |h|
i
,ha |h| < 1/j(i), azaz x ∈ Ci,j(i),k(i).Megford¡tva, tegy�k fel, hogy x ∈ C �s minden i-hez van olyan j(i) �s

k(i), amelyre
|f(x+ h) − f(x) − Lk(i)(h)| ≤ |h|

i
,ha |h| < 1/j(i). Legyen i1 �s i2 k�t pozit¡v eg�sz, �s be
s�lj�k meg az

‖Lk(i1) − Lk(i2)‖ t vols got. Ha |h| < 1/j(i1) �s |h| < 1/j(i2), akkor aztkapjuk, hogy
|Lk(i1)(h) − Lk(i2)(h)| ≤ |Lk(i1)(h) − f(x+ h) + f(x)|+ |f(x+ h) − f(x) − Lk(i2)(h)| ≤ |h|

i1 + |h|
i2 ,



14.§ Di�eren
i�alhat�os�ag¡gy
‖Lk(i1) − Lk(i2)‖ ≤ 1

i1 + 1
i2 .Ez azt mutatja, hogy Lk(i), i = 1, 2, . . . Cau
hy-sorozat L(X, Y )-ban. Jel�lje

L ennek a sorozatnak a hat r�rt�k�t. Nyilv n L ∈ F . Egy tetsz�leges i-hezvan olyan i∗ ≥ i, amelyre ‖Lk(i∗) − L‖ < 1/i. Innen
|f(x+ h) − f(x) − L(h)| ≤ |f(x+ h) − f(x) − Lk(i∗)(h)| + |Lk(i∗)(h) − L(h)|

≤ |h|
i∗

+ |h|
i

≤ 2|h|
i
,ha |h| < 1/j(i∗), �s ez azt mutatja, hogy L az f f�ggv�ny x-beli di�eren
i lja.Most (1)-b�l, �s abb¢l, hogy C egy Gδ-halmaz, k�vetkezik, hogy l�teznekolyan Fs,t z rt r�szhalmazai X-nek, hogy

C = 0
⋂

s=−∞

∞
⋃

t=1Fs,t�s (f ′)−1(F ) = ( 0
⋂

s=−∞

∞
⋃

t=1Fs,t

)

⋂

(

∞
⋂

s=1 ∞
⋃

t=1Fs,t

) = ∞
⋂

s=−∞

∞
⋃

t=1Fs,t,azaz (f ′)−1(F ) ∈ Fσδ.14.2. T�tel. Legyen Z norm lt t�r, Z0 egy euklid�szi t�r ny¡lt r�szhal-maza, a Zi-k szepar bilis Bana
h-terek ny¡lt r�szhalmazai (i = 1, 2, . . . , n),legyen Y ny¡lt r�szhalmaza Rk-nak, T ny¡lt r�szhalmaza Rs-nek, �s Xi ny¡ltr�szhalmaza Rri-nek. Legyen D ny¡lt r�szhalmaza T × Y -nak. Tekints�kaz f : T → Z, fi : Xi → Zi, gi : D → Xi (i = 1, 2, . . . , n), f0 : Y → Z0,
h : D × Z0 × Z1 × . . .× Zn → Z f�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy t0 ∈ T �saz al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y))) ;(2) h �s a ∂h
∂t

valamint ∂h
∂zi

(i = 1, 2, . . . , n) par
i lis deriv ltjai folytonosak;(3) az fi f�ggv�ny λri -majdnemminden�tt di�eren
i lhat¢ (i = 1, 2, . . . , n);(4) gi folytonosan di�eren
i lhat¢, �s van olyan y0, amelyre (t0, y0) ∈ D �sa ∂gi

∂y
(t0, y0) m trix rangja ri (i = 1, 2, . . . , n).Ekkor f folytonosan di�eren
i lhat¢ a t0 egy k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. V lasszunk T ′ �s Y ′ kompakt lez rt£ ny¡lt halmazokat,amelyekre (t0, y0) ∈ T ′ × Y ′ ⊂ T ′ × Y ′ ⊂ D, �s minden ε > 0-hoz l�tezik

δ > 0, hogy λri (gi,t(B)) ≥ δ, ha t ∈ T ′, B ⊂ Y ′, �s λk(B) ≥ ε. Ilyen ny¡lthalmazok l�teznek a 3.10 seg�dt�tel szerint.



108 14.§ Di�eren
i�alhat�os�agMost legyen D′ az �sszes olyan (t′, y′) p rok halmaza, amelyre t′ ∈ T ′,
y′ ∈ Y ′, �s fi di�eren
i lhat¢ a gi(t′, y′) pontban, ha 1 ≤ i ≤ n. Legyen
X ′

i = gi(T ′×Y ′) (i = 1, 2, . . . , n). Tegy�k fel, hogy (t′, y′) ∈ D′, �s r�gz¡ts�k
y′-t. A

t 7→ h (t, y′, f0(y′), f1 (g1(t, y′)) , . . . , fn (gn(t, y′)))f�ggv�nyt fogjuk vizsg lni. Ez a f�ggv�ny de�ni lva van a t′ egy k�rnyeze-t�ben, �s di�eren
i lhat¢ t′-ben. Ebb�l f di�eren
i lhat¢ t′-ben, �s
f ′(t′) = ∂h

∂t
(t′, y′, f0(y′), f1 (g1(t′, y′)) , . . . , fn (gn(t′, y′)))+ n

∑

i=1 ∂h∂zi
(t′, y′, f0(y′), f1 (g1(t′, y′)) , . . . , fn (gn(t′, y′))) f ′

i (gi(t′, y′)) ∂gi

∂t
(t′, y′).Ez azt jelenti, hogy f ′, f0, f1, f ′1, . . . , fn, f

′
n eleget tesznek egy(5) f ′(t′) = H (t′, y′, f0(y′), . . . , fn (gn(t′, y′)) , f ′

n (gn(t′, y′)))t¡pus£ egyenletnek minden (t′, y′) ∈ D′-re. A 8.1 t�telt fogjuk alkalmaznierre az egyenletre, annak bizony¡t s ra, hogy f ′ folytonos T ′-n. Legyen t′0egy tetsz�leges eleme T ′-nek. Meg akarjuk mutatni, hogy az (5) egyenletteljes¡ti a 8.1 t�tel felt�teleit.Vil gos, hogy a f�ggv�nyek �rtelmez�si tartom ny ra �s �rt�kk�szlet�revonatkoz¢ felt�telek teljes�lnek, azzal az elt�r�ssel, hogy az f ′
i , (1 ≤ i ≤

n) f�ggv�nyek 
sak majdnem minden�tt vannak de�ni lva. Ezen nagyonk�nny� seg¡teni: v lasszunk egy tetsz�leges kiterjeszt�s�t f ′
i-nek X ′

i-re. Ek-kor 8.1.(1) �s 8.1.(4) teljes�lnek, �s az el�z� t�tel szerint teljes�l 8.1.(3)is. (Az, hogy az fi f�ggv�nyek m�rhet�ek, k�nnyen k�vetkezik abb¢l, hogymajdnem minden�tt di�eren
i lhat¢ak.) A 8.1.(2) felt�tel teljes�l�se h �s
gi par
i lis deriv ltjainak folytonoss g n m£lik. 8.1.(6) vil gos T ′ �s Y ′v laszt sa miatt. 8.1.(5) bizony¡t s hoz vegy�k �szre, hogy 8.1.(6) szerintaz

{y′ : y′ ∈ Y ′, f ′
i nem l�tezik a gi(t′, y′) pontban}halmaz nulla m�rt�k� minden t′ ∈ T ′-re, mivel a gi,t′ szerinti k�pe nullam�rt�k�Xi-ben. Ez azt mutatja, hogy Y ′\D′

t′ nulla m�rt�k� minden t′ ∈ T ′-re, ¡gy D′
t′ ∩D′

t′0 m�rt�ke megegyezik Y ′ m�rt�k�vel.Most alkalmazva a 8.1 t�telt kapjuk, hogy f ′ folytonos T ′-n.



15.§ T�obbsz�ori di�eren
i�alhat�os�ag15.§ T�obbsz�ori di�eren
i�alhat�os�agEbben a paragrafusban azt a k�rd�st tanulm nyozzuk, hogy a megold -sok p-szeri di�eren
i lhat¢s g b¢l k�vetkezik-e a p+ 1-szer val¢ di�eren
i l-hat¢s g. K�t t�telt bizony¡tunk be. A k�t t�tel az fi �s h f�ggv�nyekrevonatkoz¢ felt�telekben k�l�nb�zik.15.1. T�tel. Legyen Z norm lt t�r, Y �s Z0 egy-egy euklid�szi t�r ny¡ltr�szhalmaza, Zi szepar bilis Bana
h-t�r ny¡lt r�szhalmaza (i = 1, 2, . . . , n),
T �sXi, i = 1, 2, . . . , n az Rs, illetve az Rri ny¡lt r�szhalmazai, D a T×Y egyny¡lt r�szhalmaza. Tekints�k az f : T → Z, gi : D → Xi (i = 1, 2, . . . , n),
fi : Xi → Zi (i = 1, 2, . . . , n), f0 : Y → Z0, h : D × Z0 × Z1 × · · · × Zn →
Z f�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy p > 0, t0 ∈ T �s az al bbi felt�telekteljes�lnek:(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y))) ;(2) minden ∂α0
t ∂α1

z1 . . . ∂αn
zn
h par
i lis deriv lt folytonos, ahol 0 ≤ |α| ≤ p;(3) az fi f�ggv�nyek λri -majdnem minden�tt p-szer di�eren
i lhat¢ak (i =1, 2, . . . , n);(4) a gi f�ggv�nyek p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ak, �s l�tezik olyan

y0, amelyre (t0, y0) ∈ D �s ∂gi

∂y
(t0, y0) rangja ri (i = 1, 2, . . . , n).Ekkor az f f�ggv�ny p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ a t0 egy k�rnyezet�-ben.Bizony¡t s. Ez a t�tel p = 1-re az el�z� paragrafus utols¢ t�tel�t adjavissza. Bizony¡t s ra hasonl¢an fogunk elj rni, mint az el�z� paragrafus-ban. V lasszunk T ′ �s Y ′ kompakt lez rt£ ny¡lt halmazokat, amelyekre(t0, y0) ∈ T ′ × Y ′ ⊂ T ′ × Y ′ ⊂ D, �s minden ε > 0-hoz l�tezik δ > 0, hogy

λri (gi,t(B)) ≥ δ, ha t ∈ T ′, B ⊂ Y ′, �s λk(B) ≥ ε. Ilyen ny¡lt halmazokl�teznek a 3.10 seg�dt�tel szerint.Most legyen D′ az �sszes olyan (t′, y′) p rok halmaza, amelyre t′ ∈ T ′,
y′ ∈ Y ′, �s f (j)i l�tezik a gi(t′, y′) pontban, ha 1 ≤ j ≤ p �s 1 ≤ i ≤ n.Legyen X ′

i = gi(T ′ × Y ′) (i = 1, 2, . . . , n). Ugyan£gy, mint az el�z� t�telbizony¡t s ban, kapjuk, hogy f ′, f0, f1, f ′1, . . . , fn, f
′
n eleget tesznek egy

f ′(t′) = h1 (t′, y′, f0(y′), . . . , fn (gn(t′, y′)) , f ′
n (gn(t′, y′)))t¡pus£ egyenletnek minden (t′, y′) ∈ D′-re. Itt h1 eleget tesz a t�telben h-rakir¢tt felt�teleknek, de p helyett p− 1-re. Tegy�k fel, hogy (t′, y′) ∈ D′, �sr�gz¡ts�k y′-t. A

t 7→ h1 (t′, y′, f0(y′), . . . , fn (gn(t′, y′)) , f ′
n (gn(t′, y′)))f�ggv�ny de�ni lva van a t′ egy k�rnyezet�ben, �s di�eren
i lhat¢ t′-ben.Ebb�l f ′ di�eren
i lhat¢ t′-ben, �s di�eren
i lva, kapjuk, hogy

f ′′, f0, f1, f ′1, f ′′1 , . . . , fn, f
′
n, f

′′
n
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i�alhat�os�ageleget tesznek egy
f ′′(t′) = h2 (t′, y′, f0(y′), . . . , fn (gn(t′, y′)) , f ′

n (gn(t′, y′)) , f ′′
n (gn(t′, y′)))t¡pus£ egyenletnek minden (t′, y′) ∈ D′-re. Induk
i¢val folytatva, azt kap-juk, hogy f (p), f0, f1, . . . , f (p)1 , . . . , fn, . . . , f

(p)
n eleget tesznek egy(5) f (p)(t′) = hp

(

t′, y′, f0(y′), . . . , fn (gn(t′, y′)) , . . . , f (p)n (gn(t′, y′)))t¡pus£ egyenletnek minden (t′, y′) ∈ D′-re, �s hp folytonos.Most ugyan£gy, mint az el�z� t�tel bizony¡t s ban, a 8.1 t�telt alkal-mazhatjuk erre az egyenletre, �s kapjuk, hogy f (p) folytonos T ′-n.15.2. T�tel. Legyen Z egy euklid�szi t�r, Y �s Zi euklid�szi terekny¡lt r�szhalmazai (1 ≤ i ≤ n), tov bb  legyenek T �s Xi (i = 1, 2, . . . , n)ny¡lt r�szhalmazai Rs-nek, illetve Rri -nek, �s D egy ny¡lt r�szhalmaza T×Y -nak. Tekints�k az f : T → Z, gi : D → Xi (i = 1, 2, . . . , n), fi : Xi :→ Zi(i = 1, 2, . . . , n), h : D×Z1 × · · · ×Zn → Z f�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy
p > 0, t0 ∈ T , �s az al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y)));(2) az �sszes ∂α0
t ∂α1

z1 . . . ∂αn
zn
h par
i lis deriv ltak folytonosan di�eren
i l-hat¢ak 0 ≤ |α| ≤ p eset�n;(3) az fi, i = 1, 2, . . . , n f�ggv�nyek p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ak;(4) a gi f�ggv�nyek p+1-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ak, �s l�tezik olyan

y0, amelyre (t0, y0) ∈ D �s ∂gi

∂y
(t0, y0) rangja ri, ha i = 1, 2, . . . , n.Ekkor az f f�ggv�ny p+ 1-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ a t0 egy k�rnye-zet�ben.Bizony¡t s. Legyen 1 ≤ q ≤ s �s di�eren
i ljuk az (1) egyenletetpar
i lisan tq szerint. Elhagyva a v ltoz¢k ki¡r s t, azt kapjuk, hogy

∂f

∂tq
= ∂h

∂tq
+ n
∑

i=1∑j

∂h

∂zi,j

ri
∑

k=1 ∂fi,j

∂xi,k

∂gi,k

∂tq
.Itt zi = (zi,j), xi = (xi,k), fi = (fi,j) �s gi = (gi,k). Ez az egyenlet aztmutatja, hogy ha α ∈ Ns �s |α| = 1, akkor ∂αf eleget tesz egy

∂αf(t) = hα,0(t, y) + nα
∑

β=1hα,β(t, y)fα,β (gα,β(t, y))alak£ f�ggv�nyegyenletnek minden (t, y) ∈ D-re. Itt, ha az α vektor q-adikkoordin t ja egy, a t�bbi nulla, akkor
hα,0(t, y) = ∂h

∂tq
(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y))),



15.§ T�obbsz�ori di�eren
i�alhat�os�ag
gα,β = gi valamely 1 ≤ i ≤ n-re,
fα,β = ∂fi,j

∂xi,k
valamely i, j, k-ra,�s

hα,β(t, y) = ∂h

∂zi,j
(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y)))∂gi,k

∂tq
(t, y)valamely i, j, k-ra.Vil gos, hogy a hα,β f�ggv�ny �sszes t szerinti, legfeljebb p − 1-edikpar
i lis deriv ltja folytonosan di�eren
i lhat¢, tov bb  fα,β valamely Xi-tk�pezi le R-be �s p − 1-szer folytonosan di�eren
i lhat¢, ha 0 ≤ β ≤ nα.Megism�telve ezt az elj r st, |α| szerinti induk
i¢val azt kapjuk, hogy ha

α ∈ Ns, 1 ≤ |α| ≤ p, akkor ∂αf eleget tesz az(5) ∂αf(t) = hα,0(t, y) + nα
∑

β=1hα,β(t, y)fα,β (gα,β(t, y))f�ggv�nyegyenletnek minden (t, y) ∈ D-re. Itt hα,β : D → Z �s minden t sze-rinti legfeljebb p− |α|-adik par
i lis deriv ltja folytonosan di�eren
i lhat¢,tov bb  fα,β : Xi → R valamely 1 ≤ i ≤ n-re, �s az fα,β f�ggv�nyek p− |α|-szor folytonosan di�eren
i lhat¢ak, v�g�l gα,β = gi arra az i-re, amelyredmn fα,β = Xi.Legyen most α ∈ Ns, |α| = p, �s haszn ljuk fel a 11.3 t�telt. Azt kapjuk,hogy az f f�ggv�ny p+1-edik par
i lis deriv ltjai l�teznek �s folytonosak a t0egy k�rnyezet�ben, ¡gy az f f�ggv�ny p+ 1-szer folytonosan di�eren
i lhat¢a t0 egy k�rnyezet�ben.



112 16.§ Analitikuss g16.§ Analitikuss gEbben a paragrafusban egyetlen t�telt fogunk bizony¡tani, amely kez-deti l�p�snek tekinthet� ebbe az ir nyba, �s a J rai [83℄ dolgozatban ker�ltpublik l sra. A t�mak�rrel kap
solatban meg kell eml¡ten�nk P�ales [134℄dolgozat t, amely egy  ltal nos m¢dszert tartalmaz, melynek seg¡ts�g�velk�tv ltoz¢s f�ggv�nyegyenletek egy  ltal nos t¡pus ra a C∞-megold sokradi�eren
i legyenlet kaphat¢; P les az ¡gy kapott di�eren
i legyenletet hasz-n lja fel annak bizony¡t s ra, hogy a C∞-megold sok egy �nagy" halmazonanalitikusak.Sz�ks�g�nk lesz egy seg�dt�telre, amely m s jel�l�sekkel megtal lhat¢Federer [42℄ k�nyv�ben, 239. o.16.1. Seg�dt�tel. Ha az f �s g val¢s f�ggv�nyek p-szer di�eren
i l-hat¢ak a t, illetve x = g(t) pontban, akkor(1) dp

dtp
(f ◦ g)(t) = ∑

α∈S(p) eα
d�αf

dy�α
(g(t)) p

∏

j=1( djg

dxj
(t))αj

,ahol az �sszegz�s az �sszes olyan p-tag£ nemnegat¡v eg�sz sz mokb¢l  ll¢ αsorozatok S(p) halmaz ra t�rt�nik, amelyekre
p
∑

j=1 jαj = p,az eα-k pedig 
sak az α-t¢l f�gg� pozit¡v eg�sz sz mok. Ha A �s B nemne-gat¡v val¢s sz mok, akkor(2) ∑

α∈S(p) eαB
�α(�α)! p

∏

j=1(Ajj!)αj = App!B(B + 1)p−1.Bizony¡t s. (1) k�nnyen igazolhat¢ p szerinti teljes induk
i¢val. (2)bizony¡t s hoz tekints�k a
g(t) = At1 − At

,valamint az
f(x) = Bx1 −Bxf�ggv�nyeket. Ekkor (f ◦ g)(t) = ABt1 − A(B + 1)t ,�s a deriv ltak k�nnyen sz molhat¢k. Alkalmazva (1)-et ezekre a f�ggv�-nyekre a t = 0 pontban, �ppen az  ll¡t st kapjuk.



16.§ Analitikuss g16.2. T�tel. Tegy�k fel, hogy az f : ℄a, b[ → R ismeretlen f�ggv�nyeleget tesz az(1) f(t) = n
∑

i=1 cif (gi(t, y)) minden t, y ∈ ℄a, b[-ref�ggv�nyegyenletnek, ahol a ci-k val¢s konstansok, a
gi : ℄a, b[ × ℄a, b[ → ℄a, b[ (i = 1, 2, . . . , n)f�ggv�nyek adottak, �s teljes�lnek az al bbi felt�telek:(2) gi(t, y) a t �s y k�z� esik minden t, y ∈℄a, b[-re;(3) gi analitikus �s

∣

∣

∣

∣

∂pgi

∂kt∂p−ky
(t, y)∣∣∣

∣

≤ App!teljes�l minden t, y ∈ ℄a, b[-re �s p = 1, 2, . . . -re valamely 0 < A < 1konstanssal;(4) minden t ∈ ℄a, b[-re �s i = 1, 2, . . . , n-re az ℄a, b[-nek ℄a, b[-be val¢ y 7→
gi(t, y) lek�pez�se szigor£an monoton, �s az a gi(t, x) f�ggv�ny, amelyreaz x 7→ gi(t, x) lek�pez�s az y 7→ gi(t, y) inverze, k�tszer folytonosandi�eren
i lhat¢ az �rtelmez�si tartom ny n.Ekkor (1) b rmely v�gtelen sokszor di�eren
i lhat¢ f megold sa analitikus℄a, b[-n.Bizony¡t s. Meg fogjuk mutatni, hogy ha [c, d℄ az ℄a, b[ egy kompaktr�szintervalluma, akkor l�tezik olyan 0 < B <∞ val¢s konstans, hogy(5) ∣

∣

∣

∣

dpf

dxp
(t)∣∣∣
∣

≤ Bpp! (p = 1, 2, . . . )minden t ∈ [c, d℄-re. Ebb�l k�vetkezik, hogy f analitikus ℄c, d[-n, �s ¡gyanalitikus ℄a, b[-n is.Hogy az (5) be
sl�st megkapjuk, p szerinti teljes induk
i¢t fogunk hasz-n lni. A df

dt
els� deriv ltra ilyen B l�tez�se nyilv nval¢, mivel folytonos.Di�eren
i ljuk az (1) egyenlet mindk�t oldal t p-szer. Ekkor a bal oldalon

dpf

dtp
(t)  ll, a jobb oldalon pedig n darab f (g(t, y)) t¡pus£ tag t szerinti p-edikpar
i lis deriv ltj nak line ris kombin 
i¢ja. Egy ilyen par
i lis deriv lt,elhagyva az i indexet, az el�z� seg�dt�tel szerint a k�vetkez�k�ppen n�z ki:(6) ∂p

∂tp
f (g(t, y)) = ∑

α∈S(p) eα
∂�αf

∂x�α
(g(t, y)) p

∏

j=1(∂jg

∂tj
(t, y))αj

,ahol S(p) az �sszes olyan nemnegat¡v eg�sz sz mokb¢l  ll¢ p-tag£ α soroza-tok halmaza, amelyekre
p
∑

j=1 jαj = p,



114 16.§ Analitikuss gaz eα-k pedig pozit¡v eg�sz sz mok.Integr ljuk a p-szeri di�eren
i l ssal kapott egyenlet mindk�t oldal t yszerint c-t�l d-ig. Ekkor a bal oldalon a(d− c)dpf

dtp
(t)kifejez�st kapjuk, a jobb oldalon pedig (6) szerint(7) ∫ d

c

∂�αf

∂x�α
(g(t, y)) p

∏

j=1(∂jg

∂tj
(t, y))αi

dyt¡pus£ tagok line ris kombin 
i¢j t. Minden ilyen tagban bevezethet�nkegy x = g(t, y) helyettes¡t�ssel egy £j v ltoz¢t, �s azt kapjuk, hogy(8) ∫ g(t,d)
g(t,c) ∂�αf

∂x�α
(x) p
∏

j=1(∂jg

∂tj
(t, g(t, x)))αj ∂g

∂x
(t, x) dx.Az integr l, mint a fels� hat r f�ggv�nye di�eren
i lhat¢s g ra, valamint aparam�teres integr lok di�eren
i l s ra vonatkoz¢ t�tel szerint a (8) kifeje-z�s di�eren
i lhat¢ t szerint, �s deriv ltja

(9) ∫ g(t,d)
g(t,c) ∂�αf

∂x�α
(x) ∂

∂t





p
∏

j=1(∂jg

∂tj
(t, g(t, x)))αj ∂g

∂x
(t, x) dx+ d�αf

dx�α
(g(t, d)) p

∏

j=1(∂jg

∂tj
(t, g (t, g(t, d))))αj ∂g

∂x
(t, g(t, d)) ∂g

∂t
(t, d)

− d�αf

dx�α
(g(t, c)) p

∏

j=1(∂jg

∂tj
(t, g (g(t, c))))αj ∂g

∂x
(t, g(t, c)) ∂g

∂t
(t, c).Ennek a kifejez�snek az abszol£t �rt�k�re egy fels� be
sl�st a k�vetkez�k�p-pen kaphatunk:Mivel gi k�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢ �rtelmez�si tartom ny n,van olyan 1 < E <∞ konstans, hogy a

Hi = {(t, gi(t, y)) : t, y ∈ [c, d℄}kompakt halmazon
∣

∣

∣

∣

∂gi

∂t
(t, x)∣∣∣

∣

≤ E, ha (t, x) ∈ Hi,

∣

∣

∣

∣

∂gi

∂x
(t, x)∣∣∣

∣

≤ E, ha (t, x) ∈ Hi,

∣

∣

∣

∣

∂2gi

∂x∂t
(t, x)∣∣∣

∣

≤ 2E2, ha (t, x) ∈ Hi.



16.§ Analitikuss g�Igy a (9)-ben szerepl� m sodik �s harmadik tag abszol£t �rt�k�re a k�vetkez�fels� be
sl�st kaphatjuk:(10) B�α(�α)! p
∏

j=1 (Ajj!)αj
EA.Az integr los tag be
sl�se valamivel nehezebb. Ha a z r¢jelben  ll¢, di�e-ren
i land¢ szorzat utols¢ t�nyez�j�t deriv ljuk t szerint, akkor a kapott tagbe
sl�se(11) p

∏

j=1 (Ajj!)αj 2E2,ha viszont a j-edik t�nyez�t deriv ljuk, akkor a kapott tag be
sl�se(12) αj

(

Ajj!)αj−1
Aj+1(j + 1)!(E + 1)E∏

s 6=j

(Ass!)αs= AE(E + 1)(j + 1)αj

p
∏

s=1 (Ass!)αs .�Igy az integr l teljes fels� be
sl�se a k�vetkez�:(13) (d− c)B�α (�α)! p
∏

s=1 (Ass!)αs

(2E2 +AE(E + 1) p
∑

j=1(j + 1)αj

)

≤ (d− c)4E2pB�α (�α)! p
∏

s=1 (Ass!)αs .�sszegezve α ∈ S(p)-re, az egy f (gi(t, y)) tagb¢l keletkezett tagok fels�be
sl�sek�nt az el�z� seg�dt�tel felhaszn l s val a k�vetkez�t kapjuk:(14) (4E2p(d− c) + 2E) ∑

α∈S(p)B�α (�α)! p
∏

s=1 (Ass!)αs= (4E2p(d− c) + 2E)App!B(B + 1)p−1
≤ (4E2(d− c) + 2E)Ap(B + 1)p(p+ 1)!.V�g�l, �sszegezve i-re, azt kapjuk, hogy(15) ∣

∣

∣

∣

dp+1f
dtp+1 (t)∣∣∣

∣

≤ (A(B + 1))p (p+ 1)!(4E2 + 2E
d− c

) n
∑

i=1 |ci|
≤ Bp+1(p+ 1)!minden t ∈ [c, d℄-re, ha

B ≥
(4E2 + 2E

d− c

) n
∑

i=1 |ci| �s B ≥ A1 − A
.Ezzel bel ttuk, hogy f analitikus ℄c, d[-n.
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V. Regularitási tételek sokaságokon17.§ Regularit�as sokas�agokonMint a bevezet�sben eml¡tett�k, regularit si t�teleink nagy r�sze  tvi-het� di�eren
i lhat¢ sokas gokra. A legt�bb t�tel lok lis jelleg�, ezekn�l az tvitel semmi neh�zs�get nem okoz. A 11.5 t�tel azonban glob lis jelleg�,¡gy b r a bizony¡t s mutatja az  ltal nos¡t s lehet�s�g�t, sz mos te
hnikair�szletben k�l�nb�z� £j bizony¡t st kell adnunk sokas gok eset�ben. Azal bbiakban 
sak a legfontosabb t�telek sokas gokra vonatkoz¢ v ltozat tt rgyaljuk, a lok lis jelleg� t�telek eset�n az euklid�szi t�rre vonatkoz¢ meg-felel� t�telre vezetve vissza az  ltal nosabb esetet, �s az egyetlen glob lisjelleg� eredm�ny eset�n £j bizony¡t st adva.17.1. T�tel: m�rhet�s�gb�l k�vetkezik a folytonoss g. Legyen

Z teljesen regul ris t�r, Z0 egy σ-kompakt teljesen regul ris t�r, Zi (i =1, 2, . . . , n) megsz ml lhat¢ b zis£ teljesen regul ris t�r, �s T tetsz�leges to-pologikus t�r. Legyenek Y �s Xi di�eren
i lhat¢ sokas gok (i = 1, 2, . . . , n)�s D egy ny¡lt r�szhalmaza T×Y -nak. Tekints�k az f : T → Z, f0 : Y → Z0,
gi : D → Xi, fi : Xi → Zi (i = 1, 2, . . . , n) �s h : D×Z0×Z1× . . .×Zn → Zf�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy t0 ∈ T �s az al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y))) ;(2) h folytonos;(3) az fi f�ggv�ny Lebesgue-m�rhet� az Ai r�szhalmaz n Xi-nek (1 ≤ i ≤
n);(4) minden gi,t par
i lis lek�pez�s C1-szubmerzi¢ (i = 1, 2, . . . , n);(5) ⋂n

i=1 g−1
i,t0(Ai) nem nulla m�rt�k�;(6) a (t, y) ∈ D �s v az Y sokas g y-beli �rint�ter�ben van felt�telekkel a T�s az Y �rint�nyal bja szorzat ban megadott ny¡lt halmazon �rtelme-zett, Xi �rint�nyal bj ba k�pez� (t, y, v) 7→

(

gi,t(y), g′i,t(y)) lek�pez�sfolytonos.Ekkor f folytonos a t0 egy k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. Ezt a t�telt a 8.3 t�telre fogjuk visszavezetni, koordin -t kra  tt�rve. Mivel megsz ml lhat¢ sok t�rk�p �rtelmez�si tartom nya le-fedi Y -t, van olyan ϕ t�rk�p, hogy W �rtelmez�si tartom ny nak a metszete



17.§ Regularit�as sokas�agokona
n
⋂

i=1 g−1
i,t0(Ai)halmazzal nem nullahalmaz. Tekints�k ennek a halmaznak ϕ  ltali k�p�t, �slegyen y∗0 ennek egy s�r�s�gi pontja. A gi(t0, y0) pontok el�g kis k�rnyezeteinl�tezik egy-egy ξi t�rk�p. A t0 el�g kis V k�rnyezet�t v lasztva �s sz�ks�geset�n 
s�kkentve W -t el�rhetj�k, hogy V ×W ⊂ D �s gi(V ×W ) ⊂ dmn ξiteljes�lj�n (i = 1, 2, . . . , n). Legyen W ∗ = rng(ϕ), D∗ = V ×W ∗, X∗

i =rng(ξi), A∗
i = ξi(Ai), g∗i (t, y∗) = ξi(gi(t, ϕ−1(y∗))), ha (t, y∗) ∈ D∗, f∗0 =

f0 ◦ ϕ, f∗
i = fi ◦ ξi �s h∗(t, y∗, z0, z1, . . . , zn) = h(t, ϕ−1(y∗, z0, z1, . . . , zn),ha (t, y∗) ∈ D∗ �s zi ∈ Zi (i = 0, 1, . . . , n). A ∗-gal jelzett halmazokra �sf�ggv�nyekre alkalmazhat¢ a 8.3 t�tel, �s ¡gy a bizony¡t s teljes.17.2. T�tel: Baire-tulajdons gb¢l k�vetkezik a folytonoss g.Legyen T topologikus t�r, Y �s Xi di�eren
i lhat¢ sokas gok, Z teljesenregul ris t�r, Z0 egy σ-kompakt t�r, Zi (i = 1, 2, . . . , n) megsz ml lhat¢b zis£ topologikus t�r, �s legyen D ny¡lt r�szhalmaza T × Y -nak. Tekints�kaz f : T → Z, f0 : Y → Z0, gi : D → Xi, fi : Xi → Zi (i = 1, 2, . . . , n) �s

h : D × Z0 × Z1 × . . .× Zn → Z f�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy t0 ∈ T �saz al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) minden (t, y) ∈ D-re
f(t) = h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y))) ;(2) h folytonos;(3) fi Baire-tulajdons g£ az Ai r�szhalmaz n Xi-nek (i = 1, 2, . . . , n);(4) minden gi,t par
i lis lek�pez�s C1-szubmerzi¢ (i = 1, 2, . . . , n);(5) ⋂n

i=1 g−1
i,t0(Ai) m sodik kateg¢ri j£ r�szhalmaza Y -nak;(6) a (t, y) ∈ D �s v az Y sokas g y-beli �rint�ter�ben van felt�telekkel a T�s az Y �rint�nyal bja szorzat ban megadott ny¡lt halmazon �rtelme-zett, Xi �rint�nyal bj ba k�pez� (t, y, v) 7→

(

gi,t(y), g′i,t(y)) lek�pez�sfolytonos.Ekkor f folytonos a t0 egy k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. A t�telt a 10.2 t�telre vezetj�k vissza. Mivel (5) szerint
n
⋂

i=1 g−1
i,t0(Ai)m sodik kateg¢ri j£ halmaz Y -ban, l�tezik olyan y0, amelyre (t0, y0) ∈ D �s

y0 minden ny¡lt W k�rnyezet�re a
W ∩

(

n
⋂

i=1 g−1
i,t0(Ai))



118 17.§ Regularit�as sokas�agokonhalmaz m sodik kateg¢ri j£. A gi(t0, y0) pontok el�g kis k�rnyezetein l�te-zik egy-egy ξi t�rk�p. V lasszunk olyan kis V k�rnyezet�t t0-nak �s olyankis W -t, hogy W -n szint�n l�tezzen egy ϕ t�rk�p, V ×W ⊂ D legyen �s
gi(V × W ) ⊂ dmn ξi teljes�lj�n (i = 1, 2, . . . , n). Legyen W ∗ = rng(ϕ),
D∗ = V ×W ∗, X∗

i = rng(ξi), A∗
i = ξi(Ai), g∗i (t, y∗) = ξi(gi(t, ϕ−1(y∗))),ha (t, y∗) ∈ D∗, f∗0 = f0 ◦ ϕ, f∗
i = fi ◦ ξi �s h∗(t, y∗, z0, z1, . . . , zn) =

h(t, ϕ−1(y∗, z0, z1, . . . , zn), ha (t, y∗) ∈ D∗ �s zi ∈ Zi (i = 0, 1, . . . , n). A
∗-gal jelzett halmazokra �s f�ggv�nyekre alkalmazhat¢ a 10.2 t�tel, �s ¡gy abizony¡t s teljes.Az k�vetkez� t�tel ennek a paragrafusnak a legfontosabb eredm�nye.Bizony¡t s hoz sz�ks�g�nk lesz az al bbi lemm ra.17.3. Lemma. Legyen Z ny¡lt r�szhalmaza egy euklid�szi t�rnek,
Z1, Z2, . . . , Zn euklid�szi terek konvex ny¡lt r�szhalmazai. Legyenek T �s
Y ny¡lt r�szhalmazai Rs-nek illetve Rk-nak, Xi ny¡lt r�szhalmaza Rri-nek(i = 1, 2, . . . , n). Legyen D ny¡lt r�szhalmaza T × Y -nak, (t0, y0) ∈ D.Tekints�k az f : T → Z, fi : Xi → Zi, gi : D → Xi (i = 1, . . . , n),
h : D × Z1 × Z2 × · · · × Zn → Z f�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y)));(2) h folytonosan di�eren
i lhat¢, a ∂h
∂zi

f�ggv�nyek Lips
hitz-folytonosak
L′

i Lips
hitz-konstanssal, a ∣∣∣∂h∂t ∣∣∣ �s ∣∣∣ ∂h∂zi

∣

∣

∣
f�ggv�nyek korl tosak B′0 il-letve B′

i korl ttal (i = 1, 2, . . . , n);(3) gi k�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢ Lips
hitz-f�ggv�ny Li Lips
hitz-konstanssal, �s ∂gi
∂y

(t0, y0) rangja ri, ha i = 1, . . . , n;(4) az fi f�ggv�nyek folytonosak, folytonoss gi moduluszuk ωi.Ekkor l�teznek olyan R0 > 0 �s c0 > 0 konstansok �s V ny¡lt g�mbk�rnyezete
t0-nak, hogy ha t, t′ ∈ V , 0 < R < R0, akkor

|f(t) − f(t′)| ≤ B′0|t− t′| + n
∑

i=1 B′
i|t− t′|c0/R+ n

∑

i=1 ωi(Li|t− t′|)L′
i

(

|t− t′| + R+ n
∑

j=1 ωj

(

Lj(|t− t′| +R))).Bizony¡t s. R�gz¡ts�nk egy S szimplexet Rk egys�gg�mbj�ben, amelybelsej�ben tartalmazza az orig¢t. Alkalmazva a 11.2 lemm t az fi koordin ta-f�ggv�nyeire, azt kapjuk, hogy l�teznek δ > 0, R0 > 0 �s C £gy, hogy a t0k�z�ppont£ δ sugar£ V ny¡lt g�mbre �s az y0 k�z�ppont£ �s R0 sugar£ z rt
W g�mbre V ×W benne van D-ben, �s a

t 7→
∫

RS+y0 fi(gi(t, y)) dy



17.§ Regularit�as sokas�agokonlek�pez�sek folytonosan di�eren
i lhat¢ak V -n, gradiens�k pedig korl tos
CRk−1 korl ttal, ha 0 < R < R0. Legyen t, t′ ∈ V . Legyen R egy tetsz�legesval¢s sz m, amelyre 0 < R < R0. Integr ljuk a f�ggv�nyegyenlet mindk�toldal t az RS + y0 szimplex felett y szerint. Azt kapjuk, hogy

|S|Rkf(t) = ∫
RS+y0 h(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y))) dy,ahol |S| > 0 az S szimplex m�rt�ke. Innen

|S|Rk|f(t) − f(t′)| = ∣

∣

∣

∣

∫

RS+y0 h(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y)))
− h(t′, y, f1(g1(t′, y)), . . . , fn(gn(t′, y))) dy∣∣∣

∣

.Hogy a bal oldalra egy j¢ fels� be
sl�st kapjunk, a
h(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y)))
− h(t′, y, f1(g1(t′, y)), . . . , fn(gn(t′, y)))k�l�nbs�g egy j¢ fels� be
sl�s�re van sz�ks�g�nk. Alkalmazhatjuk a Taylor-t�telt a h f�ggv�nyre a

z = (t, y, z1, . . . , zn) �s z′ = (t′, y, z′1, . . . , z′n)pontokkal, ahol t′, t ∈ V , y ∈ W , zi = fi(gi(t, y)) �s z′i = fi(gi(t′, y)), ha
i = 1, . . . , n. A z �s z′ pontok, ¡gy az �ket �sszek�t� szakasz is, benne van
V ×W × Z1 × · · · × Zn-ben. �gy azt kapjuk, hogy

h(z) − h(z′) = ∫ 10 ∂h

∂t
(τz + (1 − τ)z′)(t− t′) dτ+ n

∑

i=1 ∫ 10 ∂h

∂zi
(τz + (1 − τ)z′)(zi − z′i) dτ.Felhaszn lva ezt, �s elhagyva a v ltoz¢k ki¡r s t, azt kapjuk, hogy

|S|Rk|f(t′) − f(t)| = ∣∣∣
∣

∫

RS+y0 (∫ 10 ∂h

∂t
(τz + (1 − τ)z′)(t− t′) dτ+ n

∑

i=1 ∫ 10 ∂h

∂zi
(τz + (1 − τ)z′)(zi − z′i) dτ)dy∣∣∣

∣

.A h romsz�g-egyenl�tlens�g felhaszn l s val n + 1 tagot kapunk a jobb ol-dalon. Az els� tagra a trivi lis |S|RkB′0|t′− t| fels� korl tot kapjuk, ahol B′0az ∣∣
∣

∂h
∂t

∣

∣

∣
fels� korl tja. Legyen z0i = fi(gi(t, y0)) (i = 1, 2, . . . , n), �s legyen
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z0 = (t, y0, z01 , . . . , z0n). Ha h′i jel�li a ∂h

∂zi
par
i lis deriv lt �rt�ket a z0pontban, akkor a t�bbi tagot £gy ¡rhatjuk, mint

∫

RS+y0 ∫ 10 ( ∂h∂zi
(τz + (1 − τ)z′) − h′i)) (zi − z′i) dτ dy+ h′i

∫

RS+y0(zi − z′i) dynorm j t. El�sz�r ezen �sszeg els� tagj nak norm j ra adunk egy fels�be
sl�st. |zi−z′i| egy fels� be
sl�se ωi(Li|t−t′|), mivel Li Lips
hitz-konstans
gi sz m ra V ×W -n. Innen

∣

∣

∣

∣

∫

RS+y0 ∫ 10 ( ∂h∂zi
(τz + (1 − τ)z′) − h′i)) (zi − z′i) dτ dy∣∣∣

∣

≤ ωi(Li|t− t′|) ∫
RS+y0 ∫ 10 ∣∣∣∣ ∂h∂zi

(τz + (1 − τ)z′) − h′i

∣

∣

∣

∣

dτ dy.Sz�ks�g�nk van a ∣∣
∣

∂h
∂zi

(τz + (1 − τ)z′) − ∂h
∂zi

(z0)∣∣
∣

k�l�nbs�g be
sl�s�re. Eza k�l�nbs�g nem nagyobb, mint L′
i-sz�r a τz + (1 − τ)z′ − z0 k�l�nbs�gnorm ja, azaz L′

i-sz�r a maxim lis t vols g a z′ �s z0 = (t, y0, z01 , . . . , z0n)vektorok k�z�tt, ahol L′
i a Lips
hitz-konstans ∂h

∂zi
sz m ra. A maxim list vols g z′ �s z0 k�z�tt |t−t′|+R+∑n

j=1 ωj

(

Lj(|t−t′|+R))-rel be
s�lhet�.�gy az
|S|Rkωi(Li|t− t′|)L′

i

(

|t− t′| + R+ n
∑

j=1 ωj

(

Lj(|t− t′| +R)))fels� korl tot kapjuk az els� tagra.Hogy a m sodik tagra is kapjunk egy fels� korl tot,
∫

RS+y0(zi − z′i) dy = ∫
RS+y0 (fi(gi(t, y)) − fi(gi(t′, y))) dyabszol£t �rt�k�nek be
sl�s�re van sz�ks�g�nk, mivel |h′i| trivi lisan korl tos a

B′
i fels� korl tj val ∣∣

∣

∂h
∂zi

∣

∣

∣
-nek. A lemm b¢l erre az integr lra a |t− t′|CRk−1fels� korl tot kapjuk.�sszegezve a fenti be
sl�seket, az

|f(t) − f(t′)| ≤ B′0|t− t′| + n
∑

i=1 B′
i|t− t′|C/(|S|R)+ n

∑

i=1 ωi(Li|t− t′|)L′
i

(

|t− t′| +R + n
∑

j=1 ωj

(

Lj(|t− t′| + R)))be
sl�shez jutunk, ami �ppen a lemma  ll¡t s t adja c0 = C/|S| jel�l�ssel.



17.§ Regularit�as sokas�agokon17.4. T�tel: folytonos megold sok lok lis Lips
hitz tulajdon-s ga. Legyenek Z, T �s Y di�eren
i lhat¢ sokas gok, D ny¡lt r�szhalmaza
T × Y -nak, C egy kompakt r�szhalmaza T -nek. Tekints�k az f : T → Z,
gi : D → T (i = 1, . . . , n), h : D × Zn → Z f�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f(g1(t, y)), . . . , f(gn(t, y)));(2) h k�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢;(3) gi k�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢ D-n �s minden t0 ∈ T -hez vanolyan y0, amelyre (t0, y0) ∈ D, gi(t0, y0) ∈ C �s y 7→ gi(t0, y) szubmerzi¢
y0-ban, ha i = 1, . . . , n;(4) f folytonos.Ekkor f lok lisan Lips
hitz f�ggv�ny T -n.Bizony¡t s. V lasszunk �s r�gz¡ts�nk egy-egy Riemann-strukt£r t Z-n, Y -on �s T -n (l sd [39℄, 20.7.13). Mindh rom sokas gon egy, a r�gz¡tettRiemann-strukt£r b¢l sz rmaz¢ t vols got fogunk haszn lni, �s ezt az egy-szer�s�g kedv��rt mindh rom esetben ̺-val jel�lj�k. Ezt a t vols got a k�-vetkez�k�ppen de�ni ljuk: az adott sokas g minden komponens�n l�tezikegy, a Riemann-strukt£r b¢l sz rmaz¢ ̺′ t vols g ([39℄, 20.16.3). Legyen

̺(x, y) = min{1, ̺′(x, y)}, ha x �s y a sokas g ugyanazon komponens�benvannak, egy�bk�nt legyen ̺(x, y) = 1. Ezzel a de�n¡
i¢val ̺ a sokas g to-pol¢gi j t induk l¢ t vols g, �s ha ̺(x, y) < 1, akkor x �s y ugyanabban akomponensben vannak, ̺′(x, y) is �rtelmezve van, �s megegyezik ̺(x, y)-nal.A bizony¡t s alapgondolata az f folytonoss gi modulusz nak haszn -lata. Mivel ez  ltal ban nem szubaddit¡v, egy m¢dos¡t s t fogjuk haszn lni.Erre megmutatjuk, hogy eleget tesz egy f�ggv�nyegyenl�tlens�gnek, �s ebb�lfog k�vetkezni, hogy f lok lisan Lips
hitz f�ggv�ny.Egy ε > 0-ra jel�lje Cε = {x : ̺(x, C) ≤ ε} a C (z rt) ε-k�rnyezet�t. Le-gyen Cε = C, ha ε ≤ 0. Mivel T lok lisan kompakt, l�tezik ny¡lt k�rnyezete
C-nek, amelynek a lez rtja kompakt. Ezen k�rnyezet komplementer�nek at vols ga C-t�l pozit¡v. Ha ε kisebb mint ez a t vols g, akkor Cε kompakt.V lasszunk C minden t pontj hoz egy Vt ny¡lt k�rnyezetet ugyanabban akomponensben, �s egy 0 < εt < 1/2 sz mot £gy, hogy minden Vt-beli k�-z�ppont£, εt sugar£ ny¡lt g�mb szigor£an geodetikusan konvex legyen (l sd[39℄, 20.17.5). V lasszunk ki a Vt, t ∈ C ny¡lt lefed�s�b�l C-nek egy v�geslefed�s�t, �s legyen ε > 0 kisebb a megfelel� εt �rt�kekn�l £gy, hogy Cε iskompakt legyen. Legyen

ω(r) = sup{̺(f(x), f(y)) : x ∈ Cε, ̺(x, y) ≤ r, y ∈ Cε−̺(x,y)}.Nyilv n ω monoton n�vekv�, ω(0) = 0 �s ω folytonos a null ban, mivel fegyenletesen folytonos a Cε kompakt halmazon. Megmutatjuk, hogy
ω(r1 + r2) ≤ ω(r1) + ω(r2), ha 0 ≤ r1, r2, r1 + r2 ≤ ε.



122 17.§ Regularit�as sokas�agokonFeltehetj�k, hogy r2 ≤ r1. Tegy�k fel indirekt, hogy ω(r1 + r2) > ω(r1) +
ω(r2). Ekkor l�teznek x �s y £gy, hogy ̺(x, y) ≤ r1 + r2, x ∈ Cε �s y ∈
Cε−̺(x,y), de ̺(f(x), f(y))> ω(r1) + ω(r2). Valamely c ∈ C-re

̺(y, c) = ̺(y, C) ≤ ε− ̺(x, y),¡gy ̺(x, c) ≤ ε. Valamely εt > ε-ra a c k�z�ppont£, εt sugar£ ny¡lt g�mbszigor£an geodetikusan konvex, ¡gy pontosan egy olyan geodetikus ¡v l�tezik,amely x-et y-nal k�ti �ssze, �s amelynek hossza ̺(x, y). B rmely z pontraezen az ¡ven ̺(x, y) = ̺(x, z) + ̺(z, y). A z pontot £gy v lasztva, hogy
̺(y, z) ≤ ̺(x, z), ̺(x, z) ≤ r1 �s ̺(z, y) ≤ r2 fenn lljon, kapjuk, hogy

̺(z, c) ≤ ̺(y, c) + ̺(z, y) ≤ ε− ̺(x, y) + ̺(y, z) = ε− ̺(x, z),¡gy z ∈ Cε−̺(x,z) ⊂ Cε−̺(y,z), ahonnan ̺(f(x), f(z)) ≤ ω(r1) �s ̺(f(z), f(y)) ≤
ω(r2), ami ellentmond s.R�gz¡ts�nk egy η > 1 eg�sz sz mot (p�ld ul η = 2 megfelel�). Egytetsz�leges t0 ∈ Cε-hez v lasszunk egy (t0-t¢l f�gg�) y0-t (3) szerint. Legyen
z0 = f(t0), x0i = gi(t0, y0) �s z0i = f(x0i ), ha i = 1, 2, . . . , n. A Z sokas g
z0-t tartalmaz¢ komponens�re alkalmazva [39℄ 20.17.1, 20.17.5-�t, azt kap-juk, hogy van olyan 0 < δt0 < 1/2, hogy 0 < r ≤ δt0 eset�n a z0 k�z�ppont£
r sugar£ ny¡lt g�mb szigor£an geodetikusan konvex. Sz�ks�g eset�n 
s�k-kentve δt0 -at el�rhetj�k, hogy a ψ norm l koordin t z s �rtelmezve van a
δt0 sugar£ z0 k�z�ppont£ ny¡lt g�mb�n, tov bb , hogy ha z �s z′ ezen g�mbpontjai, akkor 1

η
|ψ(z) − ψ(z′)| ≤ ̺(z, z′) ≤ η|ψ(z) − ψ(z′)|,azaz a norm l koordin t z s �s inverze is Lips
hitz-f�ggv�ny a z0 pont δt0sugar£ k�rnyezete �s annak koordin ta-t�rbeli k�pe (amely szint�n δt0 sugar£ny¡lt g�mb z∗0 = ψ(z0) k�z�pponttal) k�z�tt. (L sd [39℄, 20.16.4, 20.16.5.)Legyen Z∗ a z∗0 k�z�ppont£, δt0 sugar£ ny¡lt g�mb.Hasonl¢an elj rva, v laszthatunk a T , Y �s Z sokas gok t0, y0 �s z0ipontjaihoz szigor£an geodetikusan konvex ny¡lt g�mb�ket, amelyeken a τ , ϕilletve ψi norm l koordin t z sok �rtelmezve vannak, Lips
hitz-f�ggv�nyek

η Lips
hitz-konstanssal, �s inverzeik is Lips
hitz-f�ggv�nyek η Lips
hitz-konstanssal. Jel�lje a T ∗, Y ∗ illetve Z∗
i ezen g�mb�k k�p�t a megfelel�koordin ta-t�rben. Sz�ks�g eset�n 
s�kkentve a sugarakat el�rhetj�k, hogy

τ−1(T ∗) × ϕ−1(Y ∗) ⊂ D teljes�lj�n, �s a(t∗, y∗, z∗1 , . . . , z∗n) 7→ ψ(h(τ−1(t∗), ϕ−1(y∗), ψ−11 (z∗1), . . . , ψ−1
n (z∗n)))lek�pez�s T ∗ × Y ∗ × Z∗1 × · · · × Z∗

n-ot Z∗-ba k�pezze le. Ezt a lek�pez�st
h∗-gal fogjuk jel�lni. Tov bb 
s�kkentve a sugarakat, el�rhetj�k, hogy h∗par
i lis deriv ltjai korl tos Lips
hitz-f�ggv�nyek legyenek. Hasonl¢an foly-tatva, a T sokas g x0i pontjaihoz v lasztunk szigor£an geodetikusan konvex



17.§ Regularit�as sokas�agokonny¡lt Xi g�mb�ket legfeljebb ε/3 sug rral, amelyeken a ξi norm l koordi-n t z sok �rtelmezve vannak, Lips
hitz-f�ggv�nyek η Lips
hitz-konstanssal,�s inverzeik is Lips
hitz-f�ggv�nyek η Lips
hitz-konstanssal. Jel�lje X∗
i ezeng�mb�k k�p�t a megfelel� koordin ta-t�rben. Sz�ks�g eset�n 
s�kkentve asugarakat el�rhetj�k, hogy a

x∗i 7→ ψi(f(ξ−1
i (x∗i )))lek�pez�s X∗

i -ot Z∗
i -ba k�pezze le. Ezt a lek�pez�st f∗

i -gal fogjuk jel�lni.Sz�ks�g eset�n 
s�kkentve a t∗0 = τ(t0) �s y∗0 = ψ(y0) pontok k�r�li T ∗illetve Y ∗ g�mb�k sugarait el�rhetj�k, hogy a(t∗, y∗) 7→ ξi(gi(τ−1(t∗), ϕ−1(y∗)))lek�pez�s T ∗ × Y ∗-ot X∗
i -ba k�pez� Lips
hitz-lek�pez�s legyen. Ezt a le-k�pez�st g∗i -gal fogjuk jel�lni. Jel�lje f∗ a t∗ 7→ ψ−1(f(τ(t∗))) lek�pez�s�t

T ∗-nak Z∗-ba.Jel�lje ω∗
i a (szok sos �rtelemben vett) folytonoss gi modulusz t f∗

i -nak.Megmutatjuk, hogy ω∗
i (r) ≤ ηω(ηr) minden r ≥ 0-ra. Ha xi, x

′
i ∈ Xi, akkor

̺(xi, x
0
i ) < ε/3 �s ̺(x′i, x0i ) < ε/3, ¡gy felhaszn lva, hogy x0i ∈ C, azt kapjuk,hogy xi ∈ Cε �s ̺(xi, x

′
i) < 2ε/3, ¡gy x′i ∈ Cε−̺(xi,x′

i
). Tegy�k fel, hogy

|ξi(xi) − ξi(x′i)| ≤ r. Ekkor ̺(xi, x
′
i) ≤ ηr, amib�l ̺(f(xi), f(x′i)) ≤ ω(ηr).Innen

|f∗
i (ξi(xi)) − f∗

i (ξi(x′i))| = |ψi(f(xi)) − ψi(f(x′i))| ≤ ηω(ηr).Szupr�mumot v�ve a bal oldalon, kapjuk az ω∗
i (r) ≤ ηω(ηr) egyenl�tlens�get.Alkalmazzuk az el�z� lemm t a ∗-gal jel�lt halmazokkal �s f�ggv�nyek-kel. Azt kapjuk, hogy l�tezik olyan t0 k�z�ppont£, 0 < εt0 < 1/2 sugar£,szigor£an geodetikusan konvex ny¡lt g�mb, amelyen a τ norm l koordin -t z s �rtelmezve van, Rt0 > 0 �s ct0 konstansok, hogy ha t, t′ a ny¡lt g�mbelemei, 0 < R < Rt0 , akkor

|f∗(τ(t)) − f∗(τ(t′))| ≤ B′0|τ(t) − τ(t′)| + n
∑

i=1 B′
i|τ(t) − τ(t′)|c0/R+ n

∑

i=1 ω∗
i

(

Li|τ(t) − τ(t′)|)L′
i

(

|τ(t) − τ(t′)| + R + n
∑

j=1 ω∗
j

(

Lj(|τ(t) − τ(t′)| + R)))
≤ B′0η̺(t, t′) + n

∑

i=1 B′
iη̺(t, t′)ct0/R+ n

∑

i=1 ω∗
i

(

Liη̺(t, t′))L′
i

(

η̺(t, t′) +R + n
∑

j=1 ω∗
j

(

Lj(η̺(t, t′) +R))).Term�szetesen itt a B′0, B′
i, Li �s L′

i konstansok t0-t¢l f�ggnek, ami a jel�-l�sben nem jut kifejez�sre. Felhaszn lva az ω∗
i �s ω k�z�tt fenn ll¢ egyen-



124 17.§ Regularit�as sokas�agokonl�tlens�get, a fenti �sszef�gg�sb�l azt kapjuk, hogy
|f∗(τ(t)) − f∗(τ(t′))| ≤ B′0η̺(t, t′) + n

∑

i=1 B′
iη̺(t, t′)ct0/R+ n

∑

i=1 ηω(Liη
2̺(t, t′))L′

i

(

η̺(t, t′) +R + n
∑

j=1 ηω(ηLj(η̺(t, t′) + R))).A t0 k�z�ppont£, εt0 sugar£ Vt0 ny¡lt g�mb�k egy lefed�s�t adj k a Cε kom-pakt halmaznak. �gy l�tezik egy T0 ⊂ Cε v�ges halmaz £gy, hogy a t0 ∈ T0pontoknak megfelel� ny¡lt g�mb�k egy ny¡lt lefed�s�t adj k Cε-nak. Jel�lj�n
L egy pozit¡v eg�sz sz mot, amely az �sszes t0 ∈ T0-hoz tartoz¢ �sszes Li(i = 1, 2, . . . , n) konstansn l nagyobb, vagy egyenl�. Hasonl¢an, jel�lj�n B′,
L′ �s c0 egy-egy konstanst, amely az �sszes t0 ∈ T0-hoz tartoz¢ �sszes B′

i(i = 0, 1, . . . , n), L′
i (i = 1, 2, . . . , n) illetve ct0 konstansn l nagyobb, vagyegyenl�. Azt kapjuk, hogy ha t �s t′ ugyanabban a Vt0 g�mbben vannak, �s0 < R < Rt0 , akkor

̺(f(t), f(t′)) = ̺(ϕ−1(f∗(τ(t))), ϕ−1(f∗(τ(t′)))) ≤ η|f∗(τ(t)) − f∗(τ(t′))|
≤ B′η2̺(t, t′) + nB′η2̺(t, t′)c0/R+ nη2ω(Lη2̺(t, t′))L′ (η̺(t, t′) + R+ nηω(ηL(η̺(t, t′) + R))) .Jel�lje δ > 0 a Cε kompakt halmaz Vt0 , t0 ∈ T0 v�ges lefed�s�hez tartoz¢Lebesgue-sz mot, azaz v lasszuk £gy δ-t, hogy ha t, t′ ∈ Cε, ̺(t, t′) < δ,akkor van olyan t0 ∈ T0, hogy t, t′ ∈ Vt0 . Legyen 0 < R0 ≤ inf{Rt0 : t0 ∈

T0}. Tov bb 
s�kkentve R0-at �s δ-t, el�rhetj�k, hogy ηL(ηδ + R0) ≤ εteljes�lj�n. Legyen t egy tetsz�leges eleme Cε-nak, �s legyen t′ egy eleme
Cε−̺(t,t′)-nek amelyre ̺(t, t′) < δ. Ekkor l�tezik olyan t0 ∈ T0, amelyre
t, t′ ∈ Vt0 . Felhaszn lva a fenti be
sl�st, azt, hogy L �s η eg�szek, valamint
ω szubadditivit s t, azt kapjuk, hogy tetsz�leges R val¢s sz mra, amelyre0 < R < R0,
̺(f(t), f(t′)) ≤ B′η2̺(t, t′) + nB′η2̺(t, t′)c0/R+ nLη4ω(̺(t, t′))L′

(

η̺(t, t′) + R + nLη2(ηω(̺(t, t′)) + ω(R))) .Ha ̺(t, t′) ≤ R, ez a be
sl�s
̺(f(t), f(t′)) ≤ c1̺(t, t′) + c2ω(̺(t, t′))R+ c3ω(̺(t, t′))ω(R) + c4̺(t, t′)/Ralakban ¡rhat¢, ahol c1, c2, c3 �s c4 nem f�gg t-t�l, t′-t�l �s R-t�l. Szup-r�mumot v�ve el�sz�r a jobb, majd a bal oldalon t ∈ Cε, t′ ∈ Cε−̺(t,t′),
̺(t, t′) ≤ r-re, azt kapjuk, hogy

ω(r) ≤ c1r + c2ω(r)R+ c3ω(r)ω(R) + c4r/R,ha 0 ≤ r ≤ δ ≤ R < R0. Ha £gy v lasztjuk R-et, hogy teljes¡tse a
c2R + c3ω(R) ≤ 1/2 felt�telt | ami sz�ks�g eset�n 
s�kkentve δ-t mindigmegtehet� | azt kapjuk, hogy

ω(r) ≤ 2(c1 + c4/R)r,



17.§ Regularit�as sokas�agokonvalah nyszor 0 ≤ r ≤ δ. Ez azt mutatja, hogy f lok lisan Lips
hitz f�ggv�ny
C-n. Egy tetsz�leges t ∈ T -re az  ltal noss g megszor¡t sa n�lk�l feltehet-j�k, hogy t bels� pontja C-nek, mivel helyettes¡thetj�k C-t C �s a t egykompakt k�rnyezet�nek az uni¢j val. �gy a bizony¡t s teljes.Megjegyezz�k, hogy ugyan£gy, mint a 11.5 t�telt, ezt a t�telt is gyakrann�mi kieg�sz¡t� �rvel�ssel �rdemes haszn lni (l sd a 11.5 t�tel ut n adottp�ld t).�sszeg alak£ egyenletekre t�bbet mondhatunk.17.5. T�tel. Legyen Z egy euklid�szi t�r �s T , Y , Xi �s Zi (i =1, 2, . . . , n) di�eren
i lhat¢ sokas gok. Legyen D ny¡lt r�szhalmaza T × Y -nak. Tekints�k az f : T → Z, gi : D → Xi, fi : Xi → Zi, hi : D × Zi → Z,(i = 1, 2, . . . , n) �s h0 : D → Z f�ggv�nyeket. Legyen (t0, y0) ∈ D �s tegy�kfel, hogy(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h0(t, y) + n
∑

i=1 hi(t, y, fi(gi(t, y)));(2) hi folytonosan di�eren
i lhat¢ (0 ≤ i ≤ n);(3) fi folytonos Xi-n (1 ≤ i ≤ n);(4) gi k�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢ �s y 7→ gi(t0, y) szubmerzi¢ y0-ban, ha 1 ≤ i ≤ n.Ekkor f folytonosan di�eren
i lhat¢ a t0 egy k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. A t�telt a 11.3 t�telre fogjuk visszavezetni. Legyen x0i =
gi(t0, y0) �s z0i = fi(x0i ), i = 1, 2, . . . , n. A t0 pont valamely k�rnyezet�n�rtelmezett τ �s az y0 pont valamely k�rnyezet�n �rtelmezett ϕ t�rk�peketmegv laszthatjuk £gy, hogy dmn(τ) × dmn(ϕ) ⊂ D teljes�lj�n. V lasszunka z0i pont egy k�rnyezet�n �rtelmezett ψi t�rk�pet. Az x0i egy alkalmas k�r-nyezet�n v lasztva egy ξi t�rk�pet, fi(dmn(ξi)) ⊂ dmn(ψi) teljes�l. V�g�l,sz�ks�g eset�n 
s�kkentve τ �s ϕ �rtelmez�si tartom ny t el�rhetj�k, hogy
gi(dmn(τ) × dmn(ϕ)) ⊂ dmn(ξi) teljes�lj�n, ha i = 1, 2, . . . , n. Jel�lje T ∗,
Y ∗, X∗

i �s Z∗
i a τ , ϕ, ξi illetve ψi t�rk�pek �rt�kk�szlet�t, legyen D∗ =

T ∗ × Y ∗, �s legyen g∗i (t∗, y∗) = ξi(gi(τ−1(t∗), ϕ−1(y∗))), f∗
i = ψi ◦ fi ◦ ξ−1

i

i = 1, 2, . . . , n, f∗ = f ◦ τ−1, h∗0(t∗, y∗) = h0(τ−1(t∗), ϕ−1(y∗)) �s
h∗i (t∗, y∗, z∗i ) = hi(τ−1(t∗), ϕ−1(y∗), ψ−1

i (z∗i ))).Most alkalmazhatjuk a 11.3 t�telt a ∗-gal jelzett halmazokra �s f�ggv�nyekre.Ha ismeretlen f�ggv�ny 
sak h romszor szerepel az egyenletben, �s leg-al bb az egyik ismeretlen f�ggv�ny val¢s �rt�k�, akkor is t�bb mondhat¢.



126 17.§ Regularit�as sokas�agokon17.6. T�tel. Legyenek Z, T , Y , X1, Z0 �s Z1 di�eren
i lhat¢ sokas -gok, Z1 egydimenzi¢s. Legyen D ny¡lt r�szhalmaza T × Y -nak. Tekints�k a
g1 : D → X1, f : T → Z, f0 : Y → Z0, f1 : X1 → Z1 �s h : D×Z0×Z1 → Zf�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy t0 ∈ T �s a k�vetkez� felt�telek teljes�lnek:(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y))) ;(2) h lok lisan Lips
hitz;(3) g1 k�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢;(4) f0 �s f1 folytonosak;(5) l�tezik olyan y0, amelyre (t0, y0) ∈ D �s y 7→ g1(t0, y) szubmerzi¢ y0-ban.Ekkor f Lips
hitz-felt�telnek tesz eleget a t0 egy k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. Az el�z� t�tel bizony¡t s ban haszn lt m¢dszerrel a t�tela 11.4 t�telre vezethet� vissza.17.7. T�tel: majdnem minden�tt di�eren
i lhat¢ megold sokfolytonosan di�eren
i lhat¢ak. Legyen Z egy Bana
h-sokas g, Zi (i =1, 2, . . . , n) szepar bilis Bana
h-sokas gok, Y , T �s Xi di�eren
i lhat¢ soka-s gok. Legyen D egy ny¡lt r�szhalmaza T ×Y -nak. Tekints�k az f : T → Z,
gi : D → Xi, fi : Xi → Zi, (i = 1, 2, . . . , n), h : D × Z1 × . . . × Zn → Zf�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy t0 ∈ T �s az al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) minden (t, y) ∈ D-re

f(t) = h(t, y, f1(g1(t, y)), . . . , fn(gn(t, y)));(2) minden r�gz¡tett y ∈ Y -ra a ∂h

∂t
�s ∂h

∂zi
(i = 1, 2, . . . , n) par
i lis deri-v ltak folytonosak a t�bbi v ltoz¢ban;(3) fi majdnem minden�tt di�eren
i lhat¢ (i = 1, 2, . . . , n);(4) gi folytonosan di�eren
i lhat¢, �s van olyan y0, amelyre (t0, y0) ∈ D �saz y 7→ gi(t0, y) lek�pez�s szubmerzi¢ y0-ban (i = 1, 2, . . . , n).Ekkor f folytonosan di�eren
i lhat¢ a t0 egy k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. A 17.5 t�tel bizony¡t s ban haszn lt m¢don a t�telt a 14.2t�telre vezethetj�k vissza.17.8. T�tel: Cp megold sok Cp+1-ben vannak. Legyenek Z, Y ,

T , Xi (i = 1, 2, . . . , n) �s Zi (0 ≤ i ≤ n) di�eren
i lhat¢ sokas gok. Legyen
D ny¡lt r�szhalmaza T × Y -nak. Tekints�k az f : T → Z, gi : D → Xi(i = 1, 2, . . . , n), fi : Xi :→ Zi (i = 1, 2, . . . , n), f0 : Y → Z0, h : D × Z0 ×
Z1 × · · · × Zn → Z f�ggv�nyeket. Tegy�k fel, hogy p > 0, t0 ∈ T , �s azal bbi felt�telek teljes�lnek:



17.§ Regularit�as sokas�agokon(1) minden (t, y) ∈ D-re
f(t) = h (t, y, f0(y), f1 (g1(t, y)) , . . . , fn (gn(t, y))) ;(2) a h f�ggv�ny p+ 1-szer folytonosan di�eren
i lhat¢;(3) f0 folytonosan di�eren
i lhat¢, az fi, i = 1, 2, . . . , n f�ggv�nyek pedig

p-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ak;(4) a gi f�ggv�nyek p+1-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ak, �s l�tezik olyan
y0, amelyre (t0, y0) ∈ D �s y 7→ gi(t0, y) szubmerzi¢ y0-ban, ha i =1, 2, . . . , n.Ekkor az f f�ggv�ny p+ 1-szer folytonosan di�eren
i lhat¢ a t0 egy k�rnye-zet�ben.Bizony¡t s. A 17.5 t�tel bizony¡t s ban l tott m¢don, a t�telt a 15.2t�telre vezethetj�k vissza.



128 18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�tt
VI. Regularitási tételek kevesebb változóval18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�ttEls� l�p�sk�nt itt is �m�rhet�s�gb�l k�vetkezik a folytonoss g" t¡pus£eredm�nyeket fogunk bizony¡tani. Tudom som szerint ilyen eredm�nyek az1.17 probl�ma (3) felt�tel�ben szerepl� er�s rang felt�tel, vagy annak vala-mely absztrakt v ltozata n�lk�l 
sak nagyon spe
i lis egyenletekre ismere-tesek, p�ld ul a M
Kiernan [129℄ dolgozat ban t rgyalt

f(x) = m
∑

i=1 µif(x+ yei), x ∈ Rn, y ∈ Regyenletre, ahol µi ∈ R, ei ∈ Rn r�gz¡tettek. Ott a bizony¡t s a megold sokalgebrai tulajdons gain m£lik.Ebben a paragrafusban az 1.17 probl�m ban szerepl�  ltal nos nem li-ne ris expli
it egyenletre fogunk �m�rhet�s�gb�l k�vetkezik a folytonoss g"t¡pus£ t�teleket bizony¡tani az 1.17.(3) felt�telben a bels� f�ggv�nyekre ki-r¢tt er�s rang felt�tel n�lk�l. Az 1.7 pontban le¡rt �bootstrap" m¢dszernekmegfelel�en, | durv n sz¢lva | a m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�tt elhe-lyezked� tulajdons gok egy sorozat t fogjuk bevezetni. Ezek k�pezik azokata l�p
s�ket, amelyeken felkapaszkodhatunk a m�rhet�s�gt�l a folytonoss gig.El�sz�r megvizsg ljuk az £j fogalmak legalapvet�bb tulajdons gait. Ezut nbizony¡tjuk regularit si t�tel�nket. Egy p�ld t mutatunk a t�tel alkalmaz -s ra nem trivi lis esetekben. A t�tel egy �nom¡t s t is bebizony¡tjuk. V�g�laz £j fogalmak tov bbi tulajdons gait vizsg ljuk.18.1. De�n¡
i¢. Legyen X egy halmaz, Y metrikus t�r, �s f : X →
Y egy f�ggv�ny. Legyen U Hausdor�-t�r, µ Radon-m�rt�k U -n, �s P egytopologikus t�r, a �param�ter t�r", egy adott p0 ∈ P ponttal. Legyen ϕ egyf�ggv�ny, amely U × P -t X-be k�pezi. A ϕ f�ggv�nyt egy, a p param�tert�lf�gg� ϕp : u 7→ ϕ(u, p) fel�letseregnek k�pzelj�k el.Luzin t�tele (2.7) �s a 3. §  ltal nos¡tott Steinhaus-t�tele azt sugallj k,hogy az al bbi felt�tel a m�rhet�s�ggel kap
solatos:(L) Minden ε > 0-hoz, σ > 0-hoz �s C ⊂ U kompakt halmazhoz van olyan

P0 k�rnyezete p0-nak, amelyre ha p ∈ P0, akkor
µ {u ∈ C : dist (f(ϕ(u, p)), f(ϕ(u, p0))) ≥ σ} ≤ ε.



18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�ttA fenti felt�tel sorozatokkal az al bbi m¢don fogalmazhat¢:(S) Minden σ > 0-ra, minden C ⊂ U kompakt halmazra, �s minden pm →
p0 sorozatra

µ {u ∈ C : dist (f(ϕ(u, pm)), f(ϕ(u, p0))) ≥ σ} → 0.Ebben a form ban a felt�tel er�sen eml�keztet a m�rt�kben val¢ konvergen-
i ra. Riesz t�tele az al bbi felt�telt sugallja:(R) Minden pm → p0 sorozatnak van olyan pmi
r�szsorozata, hogy majdnemminden u ∈ U -ra

f(ϕ(u, pmi
)) → f(ϕ(u, p0)).Ez a felt�tel az al bbi, Trautner  ltal m�rhet� halmazok karakterisztikusf�ggv�nyeire vizsg lt felt�telre eml�keztet (l sd a megjegyz�st is, k�s�bb):(T) Minden pm → p0 sorozatra majdnem minden u ∈ U -ra van olyan pmir�szsorozat, hogy

f(ϕ(u, pmi
)) → f(ϕ(u, p0)).A fenti felt�telek k�z�tti kap
solatok vizsg lat hoz sz�ks�g�nk lesz valami-lyen m�rhet�s�g-szer� felt�telre:(M) Az u 7→ f(ϕ(u, p0)) lek�pez�s µ-m�rhet�.Vil gos, hogy az (L) �s (S) felt�telek akkor is �rtelmesek, ha f �rt�keiegy Y uniform t�rben vannak; σ-t egyszer�en helyettes¡thetj�k egy, az Yuniformit s b¢l vett re
ex¡v szimmetrikus rel 
i¢val, �s azon u pontok hal-maz t kell tekinten�nk, amelyekre f k�t �rt�ke nin
s σ-k�zel. Az (R) felt�telel�nye az, hogy m�g akkor is �rtelmes, ha Y 
sak topologikus t�r. Ugyanezigaz (T)-re �s (M)-re is. �gy t�nik, hogy (T) semmiben sem hasznosabb,mint (R), s�t regularit si t�teleink bizony¡t s hoz kifejezetten nem alkalmas.Az (L) [(S), (R), (T), (M)℄ felt�teleket gyakran lok lisan fogjuk ellen�-rizni. Ha minden u0 ∈ U -hoz van olyan U0 k�rnyezete u0-nak �s P0 k�rnye-zete p0-nak, hogy ϕ|U0 × P0-ra teljes�l (L) [(S)℄, akkor ϕ-re is fenn ll (L)[(S)℄. Ennek bel t s hoz v lasszunk C-nek egy v�ges lefed�s�t, amely v�gesm�rt�k� ny¡lt halmazokb¢l  ll, �s alkalmazzuk az (L) [(S)℄ felt�telt ezeknek any¡lt halmazoknak kompakt halmazokkal val¢ el�g j¢ bels� k�zel¡t�seire: V -lasszunk minden x ∈ C-re egy Ux k�rnyezet�t x-nek �s egy Px k�rnyezet�t p0-nak £gy, hogy ϕ|Ux × Px tegyen eleget (L)-nek. Az Ux-et kisebb k�rnyezettelhelyettes¡tve, ha sz�ks�ges, feltehetj�k hogy ny¡lt �s µ-m�rt�ke v�ges. Le-gyen Ux1 , . . . , Uxr

egy v�ges lefed�se C-nek. Legyen ε, σ > 0, �s v lasszunk



130 18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�ttolyan Ci ⊂ Uxi
kompakt halmazokat, amelyekre µ(Uxi

\Ci) < ε/(2r). Olyan
P0 k�rnyezet�t v lasztva p0-nak, amelyre P0 ⊂ ∩r

i=1Pxi
�s amelyre az

Ri(p) = {u ∈ Ci : dist(f(ϕ(u, p)), f(ϕ(u, p0))) ≥ σ

}halmazok µ-m�rt�ke kisebb, mint ε/(2r) minden p ∈ P0-ra, azt kapjuk, hogy
µ

{

u ∈ C : dist(f(ϕ(u, p)), f(ϕ(u, p0))) ≥ σ

}

≤ ε,mivel ez a halmaz r�sze az ∪r
i=1Ri(p)∪∪r

i=1(Uxi
\Ci) halmaznak. Hasonl¢an,ha pm → p0 �s (S) teljes�l ϕ|Ux × Px-re, akkor adott ε, σ > 0-ra �s i =1, 2, . . . , r-re l�tezik olyan Mi, hogy ha m ≥Mi, akkor pm ∈ Pxi

�s Ri(pm)
µ-m�rt�ke kisebb, mint ε/(2r). Innen ha m ≥M = max1≤i≤r Mi, akkor

µ

{

u ∈ C : dist(f(ϕ(u, pm)), f(ϕ(u, p0))) ≥ σ

}

≤ ε.Hasonl¢an, ha minden u0 ∈ U -ra van olyan U0 k�rnyezete u0-nak �s P0k�rnyezete p0-nak, hogy ϕ|U0×P0-ra teljes�l (R) [(T), (M)℄, akkor , felt�ve,hogy U Lindel�of-t�r, kapjuk, hogy ϕ-re is fenn ll (R) [(T), (M)℄. Az (R)felt�teln�l ez a diagon lis elj r ssal kaphat¢: megsz ml lhat¢ sok U0 lefedi
U -t. Rendezz�k sorozatba ezeket a ny¡lt halmazokat, �s tekints�nk a pmsorozatnak r�sz-r�sz-. . . sorozatait. A diagon lis elj r s egy olyan r�szsoro-zatot eredm�nyez, amelyre a konvergen
ia majdnem minden�tt fenn ll. (T)�s (M) eset�n az  ll¡t s nyilv nval¢.Legyen X ny¡lt r�szhalmaza Rn-nek �s 0 ≤ k ≤ n. Az �sszes olyan ff�ggv�nyek oszt ly t, amelyekre az (L) [(S), (R), (T), (M)℄ felt�tel teljes�l,ha
sak U ny¡lt r�szhalmaza Rk-nak, µ = λk, P valamely euklid�szi t�r egyny¡lt r�szhalmaza, p0 ∈ P �s ϕ : U × P → X egy C1-f�ggv�ny, amelyreminden p ∈ P -re ϕp immerzi¢ja U -nak X-be, jel�lje Lk(X, Y ), vagy r�vi-den 
sak Lk [Sk, Rk, Tk, Mk℄. (Eml�keztet�nk r , hogy egy C1-lek�pez�se
U -nak X-be immerzi¢, ha U minden pontj ban a deriv ltja injekt¡v line rislek�pez�s. Ha k = 0, akkor legyen R0 = {0} �s λ0({0}) = 1, azaz λ0 asz ml l¢ m�rt�k R0-on. Egy ϕ : {0} × P → X f�ggv�nyt pontosan akortekint�nk C1-f�ggv�nynek, ha p 7→ ϕ(0, p) egy C1-f�ggv�ny. B rmely f�gg-v�nyt, amely R0 egy r�szhalmaz t, azaz {0}-t vagy az �res halmazt X-bek�pezi, immerzi¢nak tekint�nk.) Az els� k�t felt�tel eset�n azt tessz�k fel,hogy f �rt�kei egy Y uniform t�rben vannak, a m sik h rom felt�tel eset�npedig, hogy egy Y topologikus t�rben. Vil gos, hogy f ∈ Mk akkor �s 
sakakkor teljes�l, ha Rk b rmely U ny¡lt r�szhalmaz nak b rmely X-be t�rt�n�
ψ immerzi¢j ra µ = λk-val fenn ll, hogy(M′) az f ◦ ψ f�ggv�ny µ-m�rhet�.



18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�tt18.2. Megjegyz�sek. (1) C�ljainknak az Rk(X, Y ) f�ggv�nyoszt lyfog a legjobban megfelelni, mivel el akarjuk ker�lni annak felt�telez�s�t,hogy Y uniform t�r. Ami m�g fontosabb, Rk(X, Y )-t haszn lva regularit sit�teleinkben elker�lhetj�k az ismert f�ggv�nyek egyenletes folytonoss g nakfelt�telez�s�t, el�g folytonoss got feltenni. Az Mk �s Lk oszt lyok is szere-pet fognak j tszani. F� eredm�ny�nk azt mutatja, hogy durv n sz¢lva, egy
Rk+1-beli f megold s Rk-ban is benne van. Meg fogjuk mutatni, hogy R0 afolytonos f�ggv�nyek oszt lya, �s hogy b rmely, egy X ⊂ Rn ny¡lt halmaztegy Y megsz ml lhat¢ b zis£ t�rbe k�pez� f : X → Y Lebesgue-m�rhet�f�ggv�ny Rn-ben van. �gy, l�p�senk�nt, a megold sok m�rhet�s�g�b�l k�-vetkezik azok folytonoss ga.(2) Trautner [159℄ megmutatta, hogy [a, b℄ ⊂ R egy pozit¡v m�rt�k�Lebesgue-m�rhet� M r�szhalmaz hoz �s egy pm ∈ [a, b℄ sorozathoz l�tezikolyan u ∈ R �s pms

r�szsorozat, hogy pms
+ u ∈ M . Ez k�vetkezik abb¢l,hogy egy Lebesgue-m�rhet� f�ggv�ny T1-ben van. Val¢ban, helyettes¡ts�k

pm-et egy r�szsorozat val, amely egy p0 ∈ [a, b℄ ponthoz konverg l. Legyen
f = ξM az M halmaz karakterisztikus f�ggv�nye, �s legyen ϕ : R × R → Ra ϕ(u, p) = u − p �sszef�gg�ssel de�ni lva. ξM ∈ T1-b�l k�vetkezik, hogymajdnem minden u ∈M + p0-ra van olyan pms

r�szsorozat, hogy
ξM (u− pms

) → ξM (u− p0) = 1.Ez azt jelenti, hogy u+ pms
∈M , ha s el�g nagy.Trautner t�tel�t | egyebek mellett | arra haszn lta fel, hogy £j bi-zony¡t st adjon Steinhaus eredm�ny�re, mely szerint R egy m�rhet� addit¡vlek�pez�se �nmag ba folytonos.Trautner m¢dszer�t lok lisan kompakt 
soportokra, illetve m�g  lta-l nosabb esetekre  ltal nos¡totta Grosse-Erdmann [49℄. Eredm�nyeire a 8.paragrafusban is hivatkoztunk.(3) Az Lk [Sk, Rk, Tk, Mk℄ oszt ly nem v ltozik, ha 
sak azt tessz�kfel, hogy az (L) [(S), (R), (T), (M)℄ felt�tel teljes�l, valah nyszor U ny¡ltr�szhalmaza Rk-nak, µ = λk, P ny¡lt r�szhalmaza valamely euklid�szi t�r-nek, p0 ∈ P �s ϕ : U × P → X egy C1-f�ggv�ny, amelyre ϕp be gyaz sa(azaz olyan immerzi¢ja, amely homeomor�zmus az �rtelmez�si tartom ny�s �rt�kk�szlet k�z�tt) U -nak X-be, ha p ∈ P . Ez azonnal k�vetkezik ade�n¡
i¢ban eml¡tett lokalit si elvb�l.Hasonl¢an, ha 
sak azt tessz�k fel, hogy ϕp0 immerzi¢, a kapott Lk [Sk,

Rk, Tk, Mk℄ oszt ly ugyanaz marad.(4) Ha az (L) [(S)℄ felt�telben azt hogy �minden C ⊂ U kompakt hal-mazra" azzal helyettes¡tj�k, hogy �minden σ-v�ges m�rhet� C ⊂ U -ra",akkor ekvivalens felt�telt kapunk. Ez k�nnyen k�vetkezik, ha kompakt hal-mazokkal bel�lr�l t�rt�n� approxim 
i¢t haszn lunk.Az Lk, Sk, Rk, Tk �s Mk oszt lyok k�z�tti legegyszer�bb kap
solatokvizsg lat val kezd�nk.



132 18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�tt18.3. T�tel. A fenti de�n¡
i¢ jel�l�seivel, az (L) felt�tel fenn ll s b¢lk�vetkezik, hogy (S) is teljes�l. Ha a p0 pontnak van megsz ml lhat¢ k�r-nyezetb zisa, akkor (L) k�vetkezik (S)-b�l. Ha Y uniformit s nak van meg-sz ml lhat¢ b zisa, µ pedig σ-v�ges, akkor (S)-b�l k�vetkezik (R). (R)-b�lmindig k�vetkezik (T). Ha Y uniform t�r, melynek topol¢gi ja megsz ml l-hat¢ b zis£, tov bb  (R) teljes�l �s (M) teljes�l minden p0 ∈ P -re, akkor(S) is. �gy, ha Y szepar bilis metrikus t�r, akkor Lk = Sk ⊂ Rk ⊂ Tk �s
Lk ∩Mk = Sk ∩Mk = Rk ∩Mk.Bizony¡t s. K�nny� l tni, hogy (L)-b�l k�vetkezik (S), �s ha a p0pontnak van megsz ml lhat¢ k�rnyezetb zisa, akkor megford¡tva, (L) k�-vetkezik (S)-b�l. Az (R)-b�l nyilv n k�vetkezik (T).Annak bizony¡t sa, hogy ha Y metrikus t�r, µ pedig σ-v�ges, akkor(S)-b�l k�vetkezik (R), a klasszikus Riesz-f�le kiv laszt si t�tel bizony¡t s tut nozza: Legyen C egy tetsz�leges kompakt r�szhalmaza U -nak, v lasszunkegy σi ↓ 0 sorozatot. V laszthatunk olyan pmi

r�szsorozatot, hogy a
{u ∈ C : dist (f(ϕ(u, pmi

)), f(ϕ(u, p0))) ≥ σi}halmaz (k�ls�) µ-m�rt�ke kisebb, mint 2−i. Jel�lje Ai ennek a halmaznakegy µ-burk t. Ha u nin
s a ∩∞
j=1 ∪∞

i=j Ai nulla m�rt�k� halmazban, akkordist (f(ϕ(u, pmi
)), f(ϕ(u, p0))) < σiminden i ≥ j-re valamely j-t�l. V lasszunk U -nak egy kompakt halma-zokkal val¢ C1, C2, . . . majdnem lefed�s�t. V lasszuk ki induk
i¢val a pmsorozat r�sz-r�sz-. . . -sorozatait. A diagon lis elj r s egy olyan r�szsoroza-tot eredm�nyez, amelyre a konvergen
ia majdnem minden�tt teljes�l. Eza bizony¡t s olyan uniform terekre is m�k�dik, melyek uniformit s nak vanmegsz ml lhat¢ b zisa.Tegy�k fel most, hogy Y szepar bilis metrikus t�r. Ha f -re teljes�l (M)minden p0 ∈ P -re, akkor az u 7→ ϕ(u, p) f�ggv�ny µ-m�rhet� minden p ∈ P -re. Felhaszn lva, hogy Y szepar bilis, az kapjuk, hogy b rmely p, p′ ∈ Pp rra az u 7→ (f(ϕ(u, p)), f(ϕ(u, p′))) lek�pez�se U -nak Y × Y -ba szint�nm�rhet�. Ebb�l k�vetkezik, hogy minden p, p′ ∈ P p rra az

u 7→ dist (f(ϕ(u, p)), f(ϕ(u, p′)))lek�pez�s is m�rhet�. Tegy�k fel, hogy (S) nem teljes�l ϕ-re �s p0 ∈ P -re.Ez azt jelenti, hogy van olyan pm → p0 sorozat, σ > 0, ε > 0, �s egy C ⊂ Ukompakt halmaz, hogy a
{u ∈ C : dist (f(ϕ(u, pm)), f(ϕ(u, p0))) ≥ σ}m�rhet� halmazok m�rt�ke nagyobb, mint ε v�gtelen sok m-re. V lasszunkegy olyan pmi

r�szsorozatot, amelyre az
Ai = {u ∈ C : dist (f(ϕ(u, pmi

)), f(ϕ(u, p0))) ≥ σ}



18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�ttm�rhet� halmazok m�rt�ke ≥ ε. Ekkor egy tetsz�leges pmij
r�szsorozatrab rmely u-ra a ∩∞

k=1 ∪∞
j=k Aij

m�rhet� �s legal bb ε m�rt�k� m�rhet� hal-mazb¢l
f(ϕ(u, pmij

)) 6→ f(ϕ(u, p0)).Ez ellentmond annak, hogy f -re fenn ll (R). �gy
µ {u ∈ C : dist (f(ϕ(u, pm)), f(ϕ(u, p0))) ≥ σ} → 0.Ugyanez a bizony¡t s m�k�dik akkor is, ha Y olyan uniform t�r, amelynektopol¢gi ja m sodik megsz ml lhat¢.18.4. T�tel. 18.1 jel�l�seit haszn lva, legyen Y topologikus t�r �s

X ny¡lt r�szhalmaza Rn-nek. Ekkor M0(X, Y ) = Y X �s R0(X, Y ) =
T0(X, Y ) = C(X, Y ), az X-et Y -be k�pez� folytonos f�ggv�nyek oszt lya.Ha Y uniform t�r, akkor L0(X, Y ) = S0(X, Y ) = C(X, Y ) is fenn ll.Bizony¡t s. Trivi lis, hogy M0 minden X-et Y -ba k�pez� f�ggv�nyttartalmaz.Megmutatjuk, hogy minden f : X → Y folytonos f�ggv�ny benne van
R0-ban, �s ¡gy T0-ban is. Csak k�t lehet�s�g van, U = ∅ vagy U = {0}. Azels� esetben nin
s mit bizony¡tani; a m sodik esetben pmk

= pk v laszthat¢.A megford¡t st indirekt m¢don bizony¡tjuk: Ha f ∈ T0, de nem foly-tonos, akkor l�tezik olyan x0 ∈ X , olyan xn → x0 sorozat �s W k�rnyezete
f(x0)-nak, hogy f(xn) /∈W . Legyen U = {0}, P = X , p0 = x0, ϕ(0, p) = p,ha p ∈ P . A pm = xm sorozatnak olyan r�szsorozat t v lasztva, amelyre

f(ϕ(0, pmk
)) = f(xmk

) → f(x0) = f(ϕ(0, p0)),ellentmond sra jutunk.Hasonl¢an, ha Y uniform t�r �s f folytonos, 
sak k�t eset van, C = ∅vagy C = {0}. Az els� esetben nin
s mit bizony¡tani. A m sodik esetben
f ◦ ϕ folytonoss g b¢l k�vetkezik, hogy el�g nagy m-re az f(ϕ(0, pm)) �s
f(ϕ(0, p0)) �rt�kek el�g k�zel vannak.Ha f ∈ L0 = S0 �s x0 ∈ X , akkor U = C = {0} v laszt ssal, ha P = X ,
p0 = x0 �s ϕ(0, p) = p, ha p ∈ P , akkor

f(ϕ(0, pm)) = f(xm) → f(x0) = f(ϕ(0, p0))b rmely pm = xm → x0 sorozatra, amib�l k�vetkezik f folytonoss ga.Meg fogjuk mutatni, hogy az Rn valamelyX ny¡lt r�szhalmaz n Lebesgue-m�rhet� f�ggv�nyek Rn-ben vannak. Hogy a 3., 5., 6., 8. �s 9. paragrafusokeredm�nyeivel val¢ kap
solatot vil goss  tegy�k, �s m s helyeken is felhasz-n lhat¢ eredm�nyeket kapjunk, a bizony¡t s l�nyeges r�sz�t az al bbi abszt-rakt form ban fogalmazzuk meg:



134 18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�tt18.5. T�tel. A 18.1 de�n¡
i¢ jel�l�seit fogjuk haszn lni. Legyen Ptopologikus t�r, U �s X Hausdor�-terek µ illetve ν Radon-m�rt�kekkel. Te-gy�k fel, hogy a µm�rt�k σ-v�ges, �s hogy ϕ : U×P → X folytonos f�ggv�nyaz al bbi tulajdons ggal:(1) Minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy ha p ∈ P , B ⊂ U , µ(B) ≥ ε,akkor ν(ϕp(B)) ≥ δ.Tegy�k fel tov bb , hogy p0 ∈ P �s az f f�ggv�ny Luzin ν-m�rhet� a ϕp0(U)-t tartalmaz¢ m�rhet�D halmazon valamely Y topologikus t�rbeli �rt�kekkel.Ekkor az (M), (R) �s (T) felt�telek teljes�lnek U , P , p0, ϕ, f �s µ-re. Ham�g Y uniform t�r is, akkor (L) �s (S) is teljes�lnek.Bizony¡t s. El�sz�r megmutatjuk, hogy (M) teljes�l. Ǒll¡tsuk el� U -tmegsz ml lhat¢ sok kompakt halmaz �s egy nullm�rt�k� halmaz egyes¡t�se-k�nt. Legyen Di, i = 1, 2, . . . ezen kompakt halmazok ϕp0  ltali k�pe. Le-gyenD′ = ∪∞
i=1Di. Ekkor ν(Di) <∞ �s µ(ϕ−1

p0 (D\D′)) = 0. V lasszunkDi-ben kompakt halmazoknak egy olyan Ki,j , j = 1, 2, . . . sorozat t, amelyre
ν(Di \Ki,j) → 0, ha j → ∞ �s f |Ki,j folytonos. Legyen V ny¡lt r�szhalmaza
Y -nak. Mivel (f |Ki,j)−1(V ) relat¡v ny¡lt Ki,j-ben, Borel-halmaz X-ben. A
K = ∪∞

i=1 ∪∞
j=1 Ki,j jel�l�ssel B = (f |K)−1(V ) is Borel-halmaz X-ben. Az

E = D′ \K halmaz ν-m�rt�ke nulla, ¡gy az N = (f |E)−1(V ) halmaz szint�nnulla m�rt�k�. Most vegy�k �szre, hogy(f ◦ ϕp0)−1(V ) = ϕ−1
p0 (B) ∪ ϕ−1

p0 (N) ∪ ϕ−1
p0 ((D \D′) ∩ f−1(V )) .A bal oldalon ϕ−1

p0 (B) Borel-halmaz, az (1) felt�tel miatt pedig a ϕ−1
p0 (N) �s

ϕ−1
p0 (D \D′) halmazok nulla m�rt�k�ek. Ez azt jelenti, hogy (M) teljes�l.Most tegy�k fel, hogy Y uniform t�r. Megmutatjuk, hogy (L) telje-s�l. Legyen C kompakt r�szhalmaz U -nak, �s legyen K = ϕp0(C). Le-gyen ε > 0 �s v lasszunk egy olyan δ > 0-t, amely (1)-ben ε/2-nek felelmeg. V lasszunk egy V ny¡lt halmazt, amely tartalmazza K-t, �s amelyre

ν(V \ K) < δ/2. Mivel f Luzin ν-m�rhet�, van olyan K0 kompakt r�sz-halmaza K-nak, amelyre ν(K \K0) < δ/2 �s f |K0 folytonos. V lasszunk a
K0 kompakt Hausdor�-t�ren egy, a topol¢gi val kompatibilis uniformit st.Mivel f |K0 egyenletesen is folytonos, b rmely α re
ex¡v szimmetrikus re-l 
i¢hoz az Y uniformit s b¢l van olyan β re
ex¡v szimmetrikus rel 
i¢ a
K0 uniformit s b¢l, amelyre az f(x) �s f(x′) pontok α-k�zel vannak Y -ban,ha az x �s x′ pontok β-k�zel vannak K0-ban. V lasszunk olyan γ re
e-x¡v szimmetrikus rel 
i¢t K0 uniformit s b¢l, amelyre γ ◦ γ ⊂ β. Minden
u ∈ C-hez l�tezik olyan Uu ⊂ U ny¡lt k�rnyezete u-nak �s Pu ny¡lt k�r-nyezete p0-nak, hogy Uu × Pu-t ϕ a V -be k�pezi, �s ϕ(Uu × Pu) mindenpontja, amely K0-ban van, γ-k�zel van ϕ(u, p0)-hoz. V lasztva egy v�ges
Uu1 , Uu2 , . . . , Uun

r�szlefed�s�t C-nek, P0 = ∩n
i=1Pui

-vel azt kapjuk, hogyminden p ∈ P0-ra a ϕp lek�pez�s C-t V -be k�pezi, �s b rmely u ∈ C-re,ha ϕ(u, p) a K0-ban van, akkor β-k�zel van ϕ(u, p0)-hoz. Legyen p ∈ P0 �stekints�k a C ∩ ϕ−1
p (K0) ∩ ϕ−1

p0 (K0) halmazt. Ezt a halmazt ϕp �s ϕp0 is a
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K0 halmazba k�pezi, �s b rmely u elem�re a ϕ(u, p) �s ϕ(u, p0) pontok β-k�zel vannak K0-ban, ¡gy a f(ϕ(u, p)) �s f(ϕ(u, p0)) pontok α-k�zel vannak
Y -ban. Ha megmutatjuk, hogy ennek a halmaznak a komplementere ε-n lkisebb m�rt�k�, akkor k�szen vagyunk. Mivel ennek a halmaznak a C-revonatkoz¢ komplementer�t lefedi a C \ ϕ−1

p (K0) �s C \ ϕ−1
p0 (K0) halmazokegyes¡t�se, el�g ezen halmazok m�rt�k�t megbe
s�lni. Az els� halmazt ϕpa V \ K0 halmazba k�pezi, ¡gy m�rt�ke nem lehet nagyobb vagy egyenl�mint ε/2. A m sodik halmazt ϕp0 k�pezi V \K0-ba, ¡gy, hasonl¢an, m�rt�kekisebb, mint ε/2.A bizony¡t s tov bbi r�sz�hez vegy�k �szre, hogy ha K ′ kompakt r�sz-halmaza X-nek �s a C′ = ϕ−1

p0 (K ′) halmaz µ-m�rt�ke v�ges, akkor min-den ε > 0-hoz van olyan P0 k�rnyezete p0-nak, hogy minden p ∈ P0-ra
µ(C′ \ϕ−1

p (K ′)) < ε. Ennek bizony¡t s ra v lasszunk a C′ Borel-halmaznakolyan C′′ kompakt r�szhalmaz t, amelyre µ(C′ \C′′) < ε/2 �s legyen K ′′ =
ϕp0(C′′). V lasszunk egy K ′′-t tartalmaz¢ V ny¡lt halmazt, amelyre ν(V \
K ′′) < δ, ahol δ-t (1) szerint ε/2-h�z v lasztottuk. Minden u ∈ C′′-h�z vanolyan Uu �s Pu ny¡lt k�rnyezete u-nak illetve p0-nak, hogy ϕ(Uu ×Pu) ⊂ V .V lasszunk egy Uu1 , . . . , Uun

v�ges r�szlefed�st az Uu, u ∈ C′′ lefed�sb�l,�s legyen P0 = ∩n
i=1Pui

. Ekkor, ha p ∈ P0, a C′′ \ ϕ−1
p (K ′′) halmazt ϕpa V \ K ′′ halmazba k�pezi, ¡gy µ-m�rt�ke kisebb, mint ε/2. Most mivel

K ′′ ⊂ K ′ �s C′ \ ϕ−1
p (K ′) ⊂ (C′ \ C′′) ∪ (C′′ \ ϕ−1

p (K ′′)), azt kapjuk, hogy
µ(C′ \ ϕ−1

p (K ′)) < ε.Most 
sak azt tegy�k fel, hogy Y topologikus t�r. Megmutatjuk, hogy(R) teljes�l, amib�l k�vetkezik, hogy (T) is. Legyen ism�t C kompakt r�sz-halmaza U -nak �s legyen K = ϕp0(C), tov bb  legyen pm → p0 egy kon-vergens sorozat P -ben. Legyen εi = 2−i �s legyen δi > 0 a megfelel�,(1) szerint v lasztott δ sz mok sorozata. V lasszunk egy olyan K1 ⊂ Kkompakt halmazt, amelyre f |K1 folytonos �s ν(K \ K1) < δ1, �s legyen
C1 = ϕ−1

p0 (K1). Ekkor µ(C \ C1) < ε1. Induk
i¢val, felhaszn lva amit azel�z� bekezd�sben megmutattunk, tal lhatunk olyan m1 < m2 < . . . index-sorozatot, amelyre µ(C1 \ ϕ−1
pj

(K1)) < εi+1, ha j ≥ mi. Ebb�l k�vetkezik,hogy µ(C1\∩∞
r=1ϕ−1

pmr
(K1)) < ε1. Legyen mostK2 egy kompakt r�szhalmaza

K-nak, amelyre f |K2 folytonos �s ν(K \K2) < δ2. Legyen C2 = ϕ−1
p0 (K2),ekkor µ(C \C2) < ε2. Alkalmazzunk £jra teljes induk
i¢t, de most a r�szso-rozatra az eredeti sorozat helyett. Ekkor egy olyan r�szsorozatot kapunk,amelyre µ(C2 \ ∩∞

s=1ϕ−1
pmrs

(K2)) < ε2. Folytatva ezt az elj r st, �s a diago-n lis sorozatot v�ve, a pm sorozatnak egy olyan pmt
r�szsorozat t kapjuk,amelyre az

Ei = (C \ Ci) ∪ (∪∞
t=i(Ci \ ϕ−1

pmt
(Ki)))halmaz m�rt�ke kisebb, mint 2εi. Legyen most E = ∩∞

k=1 ∪∞
i=k Ei. Vil gos,hogy µ(E) = 0. Ha u ∈ C \E, akkor van olyan k, hogy u /∈ Ei, ha i ≥ k. Ezegyr�szt azt jelenti, hogy u /∈ C \Ci, ha i ≥ k, azaz u ∈ Ci, ha i ≥ k. Ebb�lk�vetkezik, hogy ϕp0(u) ∈ Ki, ha i ≥ k, spe
i lisan ϕp0(u) ∈ Kk. M sr�szt,ha i ≥ k, akkor minden t ≥ i-re u /∈ Ci \ϕ−1

pmt
(Ki). Ezt 
sak i = k-ra fogjuk



136 18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�ttfelhaszn lni, m r ebb�l k�vetkezik, hogy ϕpmt
(u) ∈ Kk, ha t ≥ k. Mivel

f |Kk folytonos, azt kapjuk, hogy f(ϕpmt
(u)) → f(ϕp0(u)). Az  ltal nosesetet £gy kapjuk, hogy U -t el� ll¡tjuk egy σ-kompakt halmaz �s egy nullam�rt�k� halmaz egyes¡t�sek�nt �s ism�t alkalmazzuk az  tl¢s elj r st.18.6. T�tel. A 18.1 de�n¡
i¢ jel�l�seit fogjuk haszn lni. Legyen Xny¡lt r�szhalmaza Rn-nek. Ha Y megsz ml lhat¢ b zis£ topologikus t�r,akkor minden λn-m�rhet� f : X → Y f�ggv�ny benne van Rn(X, Y )-ban,

Tn(X, Y )-ban �s Mn(X, Y )-ban. Tov bb , ha Y m�g uniform t�r is, akkor
f benne van Ln(X, Y )-ban �s Sn(X, Y )-ban.Bizony¡t s. Luzin t�tele szerint f Luzin λn-m�rhet�. Legyen U ⊂ Rnny¡lt, P ny¡lt r�szhalmaza valamely euklid�szi t�rnek, p0 ∈ P , ϕ : U×P → Xegy C1-f�ggv�ny, amelyre minden ϕp, p ∈ P be gyaz s. Az el�z� t�teltfogjuk alkalmazni lok lisan ϕ-re. Legyen u0 ∈ U �s v lasszunk olyan c > 0-t,amelyre | det(ϕ′

p0(u0))| > c. V lasztva olyan kompakt lez rt£ U0 k�rnyezet�t
u0-nak �s P0 kompakt lez rt£ k�rnyezet�t p0-nak, amelyre ϕp k�l
s�n�senegy�rtelm� U0-on, ha p ∈ P0, tov bb  | det(ϕ′

p(u))| > c, ha u ∈ U0 �s p ∈ P0,az integr ltranszform 
i¢s formula szerint azt kapjuk, hogy b rmely B ⊂ U0m�rhet� halmazra
λn(ϕp(B)) = ∫

B

∣

∣det(ϕ′
p(u))∣∣ dλn(u) ≥ cλn(B).A λn(ϕp(B)) ≥ cλn(B) egyenl�tlens�g nem m�rhet�B halmaz eset�n is fenn- ll, mivel egy�bk�nt lenne olyan A ⊃ ϕp(B) Borel-burok, amelyre λn(A) <

cλn(ϕ−1
p (A)) teljes�lne valamely p ∈ P0-ra. Ez ellentmond s, mivel ϕ−1

p (A)Borel-halmaz, teh t m�rhet�.�gy az el�z� t�tel alkalmazhat¢ ϕ|U0 × P0-ra. Mint a 18.1 de�n¡
i¢baneml¡tett�k, ez el�g annak bizony¡t s ra, hogy (L) [(S), (R), (T), (M)℄ fenn ll
f , U , P , p0, ϕ, λn-re.18.7. T�tel. A 18.1 de�n¡
i¢ jel�l�seit fogjuk haszn lni. Legyenek
Z, Zi (i = 1, 2, . . . , n) topologikus terek. Legyenek Xi (i = 1, 2, . . . , n) �s
X euklid�szi terek ny¡lt r�szhalmazai �s legyen Y ⊂ Rl ny¡lt. Legyen Dny¡lt r�szhalmaza X × Y -nak. Tekints�k az f : X → Z, fi : Xi → Zi,
h : D × Z1 × . . . × Zn → Z, gi : D → Xi (i = 1, 2, . . . , n) f�ggv�nyeket.Legyen U ⊂ Rk ny¡lt halmaz, P ny¡lt r�szhalmaza valamely euklid�szi t�rnek,
p0 ∈ P , ϕ : U×P → X egy C1-f�ggv�ny, amelyre ϕp immerzi¢ja U -nak X-beminden p ∈ P -re, �s tegy�k fel, hogy az al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) minden (x, y) ∈ D-re

f(x) = h(x, y, f1(g1(x, y)), . . . , fn(gn(x, y)));(2) b rmely r�gz¡tett y ∈ Y -ra h folytonos a t�bbi v ltoz¢ban;(3) az fi f�ggv�ny Rk+l-ben van Xi-n (i = 1, 2, . . . , n);



18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�tt(4) a gi f�ggv�ny C1-ben van D-n (i = 1, 2, . . . , n);(5) minden u0 ∈ U -hoz van olyan y0, hogy (ϕ(u0, p0), y0) ∈ D �s az(u, y) 7→ gi(ϕ(u, p0), y)lek�pez�s deriv ltj nak rangja az (u0, y0) pontban k + l, ha 1 ≤ i ≤ n.Ekkor az (R) felt�tel teljes�l f , U , P , p0, ϕ, λk-ra.Bizony¡t s. Tegy�k fel, hogy pm → p0. V lasszunk U0, P0, Y0 ny¡ltk�rnyezet�t u0, p0, y0-nak £gy, hogy (ϕ(u, p), y) a D-ben legyen, ha u ∈ U0,
p ∈ P0, y ∈ Y0, tov bb , az (u, y) 7→ gi(ϕ(u, p), y) lek�pez�s deriv ltj nakrangja k + l legyen u ∈ U0, p ∈ P0, y ∈ Y0 �s 1 ≤ i ≤ n eset�n. Ezlehets�ges, mivel D ny¡lt, a gi �s ϕ f�ggv�nyek C1-ben vannak, a rang alulr¢lf�lig folytonos, �s U × Y dimenzi¢ja k + l, ¡gy a rang enn�l nagyobb nemlehet.Mivel az f1 f�ggv�ny Rk+l-ben van, van olyan pmr

r�szsrozata pm-nek,hogy egy nulla λk+l-m�rt�k� E1 halmaz pontjait kiv�ve minden (u, y) ∈
U0 × Y0 p rra

f1(g1(ϕ(u, pmr
), y)) → f1(g1(ϕ(u, p0), y)).Most a pmr

r�szsorozatra felhaszn lva, hogy f2 a Rk+l oszt lyban van, olyan
pmrs

r�szsorozatot kapunk, amelyre egy nulla λk+l-m�rt�k� E2 halmazt ki-v�ve, minden (u, y) ∈ U0 × Y0 p rra
f2(g2(ϕ(u, pmrs

), y)) → f2(g2(ϕ(u, p0), y)),stb. V�g�l pm egy olyan pmt
r�szsorozat t kapjuk, hogy a nulla λk+l-m�rt�k�

E = ∪n
i=1Ei halmaz pontjait kiv�ve minden (u, y) ∈ U0 × Y0 p rra

fi(gi(ϕ(u, pmt
), y)) → fi(gi(ϕ(u, p0), y)),ha i = 1, 2, . . . , n. Fubini t�tele szerint majdnem minden y ∈ Y0-ra teljes�l,hogy majdnem minden u ∈ U0-ra (u, y) /∈ E. R�gz¡tve b rmely ilyen y-t, af�ggv�nyegyenletb�l, �s abb¢l, hogy r�gz¡tett y mellett h folytonos a t�bbiv ltoz¢ban, azt kapjuk, hogy

f(ϕ(u, pmt
)) → f(ϕ(u, p0)),amely az (R) felt�tel a ϕ|U0 × P0 f�ggv�nyre.�gy megmutattuk, hogy minden u0 ∈ U -hoz van olyan U0 ny¡lt k�rnye-zete u0-nak �s pmt

r�szsorozata pm-nek, hogy majdnem minden u ∈ U0-ra
f(ϕ(u, pmt

)) → f(ϕ(u, p0)).Mivel U Lindel�of-t�r, a 18.1 de�n¡
i¢ban tett megjegyz�s szerint (R) teljes�l.



138 18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�tt18.8. P�lda. A 18.1 de�n¡
i¢ jel�l�seit fogjuk haszn lni. Tekints�k ak�vetkez� f�ggv�nyegyenletet:
n
∑

i=0 hi(x, y)f(x+ gi(y)) = 0,ha x ∈ Rm, y ∈ R. Tegy�k fel, hogy az hi : Rm × R → R \ {0} f�ggv�nyekfolytonosak, �s a gi : R → Rm f�ggv�nyek C1-ben vannak. Bevezetve az
xj = x+ gj(y) £j v ltoz¢t x helyett, azt kapjuk, hogy(1) f(xj) = −

∑

i6=j

hi(xj − gj(y), y)
hj(xj − gj(y), y)f(xj − gj(y) + gi(y)).Hogy megmutassuk, az el�z� t�tel (5) felt�tele teljes�l, a













∂ϕ(1)p0
∂u1 (u) . . .

∂ϕ(1)p0
∂uk

(u) d g
(1)
i
d y

(y) − d g
(1)
j

d y
(y)... ... ...

∂ϕ(m)
p0

∂u1 (u) . . .
∂ϕ(m)

p0
∂uk

(u) d g
(m)
i
d y

(y) − d g
(m)
i
d y

(y)










m trix rangj t kell megvizsg lnunk, ahol ϕ(r)p0 �s g(r)i a ϕp0 �s a gi koordi-n t i. Ha ez k + 1, akkor alkalmazhatjuk az el�z� t�telt l = 1-el. A felt�telgeometriailag azt jelenti, hogy a g′i(y) − g′j(y) vektor nin
s benne a ϕ′
p0(u)line ris oper tor k�pter�ben (amelyr�l tudjuk, hogy k-dimenzi¢s). A k�pt�rak rmelyik k-dimenzi¢s altere lehet Rm-nek. Megt�rt�nhet, hogy b rmilyen

k-dimenzi¢s line ris alt�rhez l�tezik olyan y ∈ R, hogy a g′i(y)− g′j(y), i 6= jvektorok egyike sin
s benne ebben az alt�rben. Ekkor t�tel�nk k�zvetlen�lalkalmazhat¢, �s mutatja, hogy f ∈ Rk+1-b�l k�vetkezik f ∈ Rk. Ha eza helyzet k = m − 1, m − 2, . . . , 0-ra, akkor kapjuk, hogy minden m�rhet�megold s folytonos. De vannak esetek, amikor nem ez a helyzet. Ha p�ld ula gi f�ggv�nyek deriv ltja konstans, azaz ha gi(y) = yai + bi, akkor semmi-lyen r�gz¡tett j-re sem alkalmazhatjuk az (1) egyenletet, hogy f ∈ Rk+1-b�lmegkapjuk f ∈ Rk-t, mivel valamilyen ϕ f�ggv�nyre ϕ′
p0(u) k�ptere tartal-mazni fog n�h ny g′i(y) − g′j(y) = ai − aj vektort. De az (1) egyenletekk�z�l b rmelyiket haszn lhatjuk. Mivel Rk-ban lenni lok lis tulajdons g,el�g megmutatni, hogy Rm b rmely k-dimenzi¢s line ris alter�hez van olyan

j, hogy az ai − aj , i 6= j vektorok egyike sin
s az adott alt�rben. P�ld ul ezbiztosan teljes�l, ha n ≥ m �s az a0, . . . , an vektorok  ltal nos helyzetbenvannak. Ha ez a felt�tel nem teljes�l, m�g mindig lehets�ges, hogy t�tel�nkalkalmazhat¢. Egy hasonl¢ (de valamivel egyszer�bb) esetet meg fogunkvizsg lni az alkalmaz sok k�z�tt, a 21.11 pontban.18.9. Megjegyz�s. B r, mint a fenti p�lda mutatja, a 18.7 t�tel sz -mos esetben alkalmazhat¢, nem kiel�g¡t�, mivel az (5) felt�tel t£l er�s. Haa 18.7 t�telt alkalmazva akarjuk bizony¡tani, hogy f ∈ Rk, a ϕ f�ggv�ny



18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�tttetsz�leges lehet. �gy az (5) felt�tel impli
it m¢don azt jelenti, hogy ∂gi
∂xrangja nagy kell legyen, m�g akkor is, ha ∂gi

∂y
rangja nagy. Ez a gyakorlat-ban azt jelenti, hogy gi-nek az x minden koordin t j t¢l f�ggenie kell, aminem k�nyelmes. Enyh¡teni szeretn�nk ezt a felt�telt. A helyett, hogy(u, y) 7→ gi(ϕ(u, p0), y)rangja a maxim lisan lehets�ges k + l az (u0, y0) pontban, 
sak azt fogjukfeltenni, hogy rangja egy (i-t�l f�gg�) ki konstans az (u0, p0, y0) valamelyk�rnyezet�ben. Azonban ekkor Rk∩Mk-beli f�ggv�nyekkel kell dolgoznunk,�s durv n sz¢lva, t�teleink azt mondj k, hogy Rk+1∩Mk+1-beli megold sok

Rk ∩Mk-ban is benne vannak.El�sz�r 
sak az (M) m�rhet�s�gi felt�tellel fogunk foglalkozni. Az al bbilemm t fogjuk felhaszn lni, hogy bebizony¡tsuk, ha az (M) felt�tel teljes�laz fi f�ggv�nyekre, akkor f -re is.18.10. Lemma. 18.1 jel�l�seit fogjuk haszn lni. Legyen X ny¡ltr�szhalmaza Rn-nek, Y topologikus t�r, 0 ≤ k ≤ n �s f ∈ Mk(X, Y ). Ha ψaz Rm t�r U ny¡lt r�szhalmaz nak C1-lek�pez�se X-be, deriv ltj nak rangjaminden�tt k, akkor az f ◦ ψ f�ggv�ny λm-m�rhet�.Bizony¡t s. A lemma k�zvetlen�l k�vetkezik a rangsz m t�telb�l. Va-l¢ban, a rangsz m t�tel szerint minden u0 ∈ U -nak van olyan U0 k�rnyezete,hogy ψ|U0 fel¡rhat¢ α ◦ p ◦ β alakban. Itt, az I = ℄−1, 1[ jel�l�ssel, a βlek�pez�s di�eomor�zmusa U0-nak Im-re £gy, hogy β(u0) = 0, a p projek
i-¢ja Im-nek In-be p(x1, x2, . . . , xm) = (x1, x2, . . . , xk, 0, . . . , 0) alak£, �s αdi�eomor�zmusa In-nek egy X0 ny¡lt halmazra, amely 0-t x0 = ψ(u0)-baviszi. Az Ik × {0} ⊂ In halmazt Ik-val azonos¡tva azt kapjuk, hogy α|Ikimmerzi¢, ¡gy az (f ◦ (α|Ik))−1 (V ) halmaz λk-m�rhet� Y minden V ny¡ltr�szhalmaz ra. Mivel a p−1(A) halmaz λm-m�rhet� Ik b rmely λk-m�rhet�
A r�szhalmaz ra, �s a β−1(B) halmaz λm-m�rhet� Im b rmely λm-m�rhet�
B r�szhalmaz ra, azt kapjuk, hogy az f ◦ (ψ|U0) f�ggv�ny λm-m�rhet�. Fel-haszn lva, hogy U Lindel�of-t�r, kapjuk az  ltal nos esetet.18.11. T�tel. 18.1 jel�l�seit fogjuk haszn lni. Legyen Z topologikust�r, Zi (i = 1, 2, . . . , n) pedig szepar bilis metrikus t�r. Legyenek Xi (i =1, 2, . . . , n) �s X ny¡lt r�szhalmazai valamely euklid�szi tereknek �s legyen
Y ⊂ Rl ny¡lt. Legyen D ny¡lt r�szhalmaza X × Y -nak �s tekints�k az
f : X → Z, fi : Xi → Zi, h : D × Z1 × . . . × Zn → Z, gi : D → Xi(i = 1, 2, . . . , n) f�ggv�nyeket. Legyen U ⊂ Rk ny¡lt, ψ : U → X egy C1-immerzi¢ja U -nak X-be, �s tegy�k fel, hogy az al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) minden (x, y) ∈ D-re

f(x) = h(x, y, f1(g1(x, y)), . . . , fn(gn(x, y)));



140 18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�tt(2) b rmely r�gz¡tett y ∈ Y -ra h folytonos a t�bbi v ltoz¢ban;(3) az fi f�ggv�ny Mki
-ben van Xi-n (i = 1, 2, . . . , n);(4) a gi f�ggv�ny C1-ben van D-n (i = 1, 2, . . . , n);(5) minden u0 ∈ U -hoz van olyan y0, amelyre (ψ(u0), y0) ∈ D �s az(u, y) 7→ gi(ψ(u), y)lek�pez�s deriv ltj nak rangja ki az (u0, y0) egy k�rnyezet�ben, ha 1 ≤

i ≤ n.Ekkor u 7→ f(ψ(u)) Lebesgue-m�rhet�.Bizony¡t s. V lasszunk olyan U0 ny¡lt k�rnyezet�t u0-nak �s Y0 ny¡ltk�rnyezet�t y0-nak, amelyre (ψ(u), y) a D-ben van, ha u ∈ U0, y ∈ Y0,tov bb , az (u, y) 7→ gi(ψ(u), y) lek�pez�s deriv ltj nak rangja ki minden
u ∈ U0, y ∈ Y0, 1 ≤ i ≤ n-re. (5) szerint ez lehets�ges. Az el�z� lemm b¢lazt kapjuk, hogy az (u, y) 7→ fi(gi(ψ(u), y)) lek�pez�s λk+l-m�rhet�. Fubinit�tele szerint, kiv�ve az Y halmaz y pontjainak egy nulla λl-m�rt�k� Eir�szhalmaz t, az u 7→ fi(gi(ψ(u), y)) lek�pez�s λk-m�rhet� U0-on. Innen,kiv�ve az E = ∪n

i=1Ei halmaz pontjait, minden y ∈ Y0-ra az
u 7→ (ψ(u), f1(g1(ψ(u), y)), . . . , fn(gn(ψ(u), y)))lek�pez�se U0-nak Dy × Z1 × · · · × Zn-be m�rhet�. Mivel b rmely r�gz¡tett

y-ra a h f�ggv�ny folytonos a t�bbi v ltoz¢ban, azt kapjuk, hogy b rmelyr�gz¡tett y ∈ Y0 \ E-re az
u 7→ h(ψ(u), y, f1(g1(ψ(u), y)), . . . , fn(gn(ψ(u), y)))lek�pez�s m�rhet�. Ez azt jelenti, hogy u 7→ f(ψ(u)) m�rhet� U0-on.Mivel U Lindel�of-t�r, kapjuk az  ll¡t st.Az al bbi t�tel a kul
s az 18.7 t�tel 18.13  ltal nos¡t s hoz.18.12. T�tel. 18.1 jel�l�seit fogjuk haszn lni. Legyen U ⊂ Rm, X �s

P euklid�szi terek ny¡lt r�szhalmazai, p0 ∈ P , Y szepar bilis metrikus t�r,
ϕ : U × P → X egy C1-f�ggv�ny, amelyre rankϕ′

p(u) = k minden u ∈ U ,
p ∈ P -re. Ha f ∈ Mk(X, Y ) ∩ Lk(X, Y ), akkor az (L) felt�tel teljes�l f , U ,
P , p0, ϕ �s λm-el.Bizony¡t s. Legyen u0 ∈ U . Mivel ϕ′

p0(u0) rangja k, az u-t fel¡rhatjuk
u = (u1, u2) ∈ Rk × Rm−k alakban £gy, hogy

∂ϕ

∂u1 (u0, p0)determin nsa ne legyen 0. �gy van olyan U1 × U2 k�rnyezete u0-nak �s P0k�rnyezete p0-nak, hogy U1, az U1 lez rtja kompakt, U1 × U2 ⊂ U , �s az
u1 7→ ϕ(u1, u2, p)



18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�ttlek�pez�s immerzi¢ja U1-nek minden u2 ∈ U2, p ∈ P0-re. Feltehetj�k, hogy
λk(U1) �s λm−k(U2) v�gesek. Mivel f ∈ Lk, minden ε, σ > 0-hoz �s minden
u2 ∈ U2-h�z van olyan δ > 0, hogy ha |u′2 − u2| < δ, |p − p0| < δ, akkor
u′2 ∈ U2 �s
λk{u1 ∈ U1 : dist(f(ϕ(u1, u′2, p)), f(ϕ(u1, u2, p0))) ≥ σ/2} ≤ ε2λm−k(U2) .Alkalmazva ezt p = p0-ra is, �s kombin lva a k�t egyenl�tlens�get, azt kap-juk, hogy(1) λk{u1 ∈ U1 : dist(f(ϕ(u1, u′2, p)), f(ϕ(u1, u′2, p0))) ≥ σ} ≤ ε

λm−k(U2)minden u′2-re, amelyre |u′2 − u2| < δ �s minden p-re, amelyre |p − p0| < δ.R�gz¡tett ε, σ > 0-ra legyen δu2 az u2 ∈ U2-nek megfelel� δ.Legyen C tetsz�leges kompakt r�szhalmaza U1×U2-nek �s legyen C2 =
{u2 : (u1, u2) ∈ C} a projek
i¢ja C-nek. Az u2 ∈ C2 k�z�ppont£, δu2 -n�lkisebb sugar£ z rt g�mb�k Vitali-lefed�s�t alkotj k C2-nek, ¡gy kiv lasztha-tunk bel�l�k egy Bi, i = 1, 2 . . . diszjunkt sorozatot, amely λm−k-majdnemminden�tt lefedi C2-t.Mivel f ∈ Mk, az el�z� lemma szerint az u 7→ f(ϕ(u, p)) lek�pez�sek
λm-m�rhet�ek minden p ∈ P0-re. �gy az

u 7→ dist(f(ϕ(u, p)), f(ϕ(u, p0)))lek�pez�s is m�rhet�, azaz az(2) {u ∈ U1 ×Bi : dist(f(ϕ(u, p)), f(ϕ(u, p0))) ≥ σ}halmazok λm-m�rhet�ek. Felhaszn lva (1)-et �s a Fubini-t�telt, azt kapjuk,hogy a (2) halmaz λm-m�rt�ke legfeljebb λm−k(Bi)ε/λm−k(U2). Mivel a Bihalmazok diszjunkt majdnem lefed�s�t alkotj k C2-nek, azt kapjuk, hogy
λm{u ∈ C : dist(f(ϕ(u, p)), f(ϕ(u, p0))) ≥ σ} ≤ ε.�gy megmutattuk, hogy minden u0 ∈ U -nak van olyan U0 = U1 × U2 k�r-nyezete, hogy (L) teljes�l ezen a k�rnyezeten. Az (L) de�n¡
i¢j n l tettmegjegyz�s szerint k�vetkezik az  ll¡t s.18.13. T�tel. 18.1 jel�l�seit fogjuk haszn lni. Legyen Z topologikust�r, �s legyenek Zi (i = 1, 2, . . . , n) szepar bilis metrikus terek. Legyenek

Xi (i = 1, 2, . . . , n) �s X k�l�nb�z� euklid�szi terek ny¡lt r�szhalmazai �slegyen Y ⊂ Rl is ny¡lt halmaz. Legyen D ny¡lt r�szhalmaza X × Y -nak.Tekints�k az f : X → Z, fi : Xi → Zi, h : D × Z1 × . . . × Zn → Z,
gi : D → Xi (i = 1, 2, . . . , n) f�ggv�nyeket. Legyen U ⊂ Rk ny¡lt, P ny¡ltr�szhalmaza valamely euklid�szi t�rnek, p0 ∈ P , ϕ : U × P → X egy C1-f�ggv�ny, amelyre minden ϕp, p ∈ P immerzi¢ja U -nak X-be, �s tegy�k fel,hogy az al bbi felt�telek teljes�lnek:



142 18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�tt(1) minden (x, y) ∈ D-re
f(x) = h(x, y, f1(g1(x, y)), . . . , fn(gn(x, y)));(2) b rmely r�gz¡tett y ∈ Y -ra h folytonos a t�bbi v ltoz¢ban;(3) az fi f�ggv�ny Rki

∩Mki
-ben van (i = 1, 2, . . . , n);(4) a gi f�ggv�ny C1-ben van D-n (i = 1, 2, . . . , n);(5) minden u0 ∈ U -hoz van olyan y0, amelyre (ϕ(u0, p0), y0) ∈ D �s az(u, y) 7→ gi(ϕ(u, p), y)lek�pez�s deriv ltj nak rangja ki az (u0, p0, y0) pont egy k�rnyezet�nminden 1 ≤ i ≤ n-re.Ekkor az (R) �s (M) felt�telek teljes�lnek f , U , P , p0, ϕ, λk-val.Bizony¡t s. A 18.11 t�telb�l k�vetkezik, hogy az (M) felt�tel teljes�l

f , U , P , p0, ϕ, λk-val. R�gz¡ts�nk egy u0 ∈ U -t �s v lasszunk egy y0-at
u0-hoz (5) szerint. V lasszunk olyan U0, P0 illetve Y0 k�rnyezeteit u0-nak,
p0-nak, illetve y0-nak, amelyekre (ϕ(u, p), y) ∈ D, ha u ∈ U0, p ∈ P0 �s
y ∈ Y0, tov bb  az (u, y) 7→ gi(ϕ(u, p), y)lek�pez�s deriv ltj nak rangja ki az U0×P0×Y0 halmazon minden 1 ≤ i ≤ n-re. Annak bizony¡t sa, hogy az (R) felt�tel is teljes�l, pontosan £gy megy,mint a 18.7 t�telben, de az el�z� t�telt kell felhaszn lnunk a defn¡
i¢ helyett.18.14. Felt�telek. Ennek a paragrafusnak a h tral�v� r�sz�ben 18.1jel�l�seit fogjuk haszn lni, de 
sak azt az esetet vizsg ljuk, amikor X nem�res ny¡lt r�szhalmaza Rn-nek, f pedig az X-et egy Y szepar bilis metrikust�rbe k�pezi, mivel el k¡v njuk ker�lni azokat a neh�zs�geket, amelyek 
sak
Y topol¢gi j nak nem megfelel� volt b¢l erednek.18.15. Megjegyz�s. 18.14 felt�telei mellett, egy m sik, a 18.1 de�n¡-
i¢ban t rgyaltt¢l elt�r� lokalit si elv is fenn ll. Nevezetesen, f ∈ Lk(X, Y )akkor �s 
sak akkor, ha minden x0 ∈ X-nek van olyan X0 ⊂ X ny¡lt k�rnye-zete, hogy f |X0 ∈ Lk(X0, Y ). A �
sak akkor" r�sz nyilv nval¢. Az �akkor"r�szt 18.1 jel�l�seit felhaszn lva bizony¡tjuk. Vegy�k �szre, hogy minden
u0 ∈ U ponthoz l�teznek olyan U0 illetve P0 k�rnyezetei u0-nak illetve p0-nak, hogy x0 = ϕ(u0, p0)-ra a ϕ(U0, P0) halmaz r�sze X0-nak. Ez azt jelenti,hogy (L) teljes�l ϕ|U0×P0-ra. Most a de�n¡
i¢ban megfogalmazott lokalit sielvb�l kapjuk, hogy f ∈ Lk(X, Y ). Hasonl¢ lokalit si elv igaz (�s ugyan¡gybizony¡that¢) Sk-ra, Rk-ra, Tk-ra �s Mk-ra.



18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�tt18.16. Az Mk oszt ly. 18.14 felt�telei mellett, legyen
Ak = {A ⊂ X : ξA ∈ Mk(X, {0, 1})},ahol {0, 1}-et mint diszkr�t teret tekintj�k. K�nny� l tni, hogy Ak egy σ-algebra, �s egy f : X → Y f�ggv�ny pontosan akkor van Mk(X, Y )-ban,ha f−1(V ) az Ak halmazoszt lyban van Y b rmely V ny¡lt r�szhalmaz ra.�gy Mk(X, Y ) vizsg lata az Ak σ-algebra vizsg lat ra reduk lhat¢. K�nny�l tni, hogy An az X �sszes λn-m�rhet� r�szhalmazainak oszt lya, A0 pedigaz X �sszes r�szhalmazainak oszt lya. Megmutatjuk, hogy A ∈ Ak akkor�s 
sak akkor, ha minden U ⊂ Rk ny¡lt halmazra �s minden ψ : U → Ximmerzi¢ra az A ∩ rngψ halmaz χk-m�rhet�.B rmely u ∈ U -hoz van olyan C kompakt k�rnyezete u-nak, hogy ψmegszor¡t sa C-re k�l
s�n�sen egy�rtelm�. Az integr ltranszform 
i¢s for-mula szerint, ha ψ−1(A)∩C Lebesgue-m�rhet�, akkor ψ(C) ∩A Hausdor�-m�rhet�. Megford¡tva is, ha ψ(C)∩AHausdor�-m�rhet�, akkor felhaszn lva,hogy ψ(C) Hausdor�-m�rt�ke v�ges, l�teznek olyan B,N ⊂ ψ(C) Borel-halmazok, hogy B ⊂ A, (A ∩ ψ(C)) \B ⊂ N �s χk(N) = 0. A (ψ|C)−1(B)�s (ψ|C)−1(N) halmazok Borel-halmazok, �s az ut¢bbi 
sak nulla m�rt�k�lehet. Ez azt jelenti, hogy a (ψ|C)−1(A \B) halmaz λk-m�rt�ke is nulla, ¡gy(ψ|C)−1(A) is λk-m�rhet�.Most minden u ∈ U -hoz v lasztva a fentiek szerint egy C kompaktk�rnyezetet, ezek k�z�l megsz ml lhat¢ sok lefedi U -t. Ha az A ∩ rngψhalmaz χk-m�rhet�, akkor a (ψ|Ci)−1(A) halmazok mind λk-m�rhet�ek, �s¡gy ψ−1(A) is λk-m�rhet�. A m sik ir nyban, ha a ψ−1(A) halmaz λk-m�rhet�, akkor a ψ−1(A) ∩ Ci halmazok is m�rhet�ek, ¡gy A ∩ rngψ =(∪iψ(Ci)) ∩A is χk-m�rhet� halmaz.Amit eddig bebizony¡tottunk, abb¢l k�vetkezik, hogy minden χk-m�rhet�halmaz Ak-ban van, mivel rngψ mindig χk-m�rhet�. Egy megsz ml lha-t¢an (χk, k)-rekti�k lhat¢ halmaz akkor �s 
sak akkor van Ak-ban, ha χk-m�rhet�. Csak azt kell megmutatnunk, hogy ha A ∈ Ak megsz ml lha-t¢an (χk, k)-rekti�k lhat¢, azaz ha az A halmaz χk-majdnem r�szhalmaza

Rk-beli korl tos halmazok Lips
hitz-k�pei megsz ml lhat¢ uni¢j nak, ak-kor az A halmaz χk-m�rhet�. Federer [42℄ k�nyv�nek 3.2.29 t�tele szerint
A ⊂ N ∪ (∪∞

i=1Si), ahol χk(N) = 0 �s minden Si egy k-dimenzi¢s C1-r�szsokas ga X-nek. Az Si-t kisebb r�szekre osztva, ha kell, feltehetj�k,hogy Si az Rk valamely ny¡lt r�szhalmaz nak valamely ψi C1-immerzi¢  l-tali k�pe. Mivel a ψ−1
i (A) halmaz λk-m�rhet�, az A∩rngψi = A∩Si halmaz

χk-m�rhet� minden i-re. Innen
A = (A ∩N) ∪ (∪∞

i=1(A ∩ Si))is χk-m�rhet�.L�teznek nem χk-m�rhet� halmazok is Ak-ban. Egy v�ges χk-m�rt�k�tiszt n nem rekti�k lhat¢ kompakt halmaz b rmely nem χk-m�rhet� r�sz-halmaza (Federer [42℄, 2.2.4) egy ilyen p�lda. Egy ilyen A halmazra a ψ−1(A)halmaz nulla Lebesgue-m�rt�k� az Rk b rmely ny¡lt r�szhalmaz nak b r-mely ψ immerzi¢j ra X-be. Tiszt n nem rekti�k lhat¢ halmazra p�ld t



144 18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�ttFederer k�nyv�ben tal lhatunk, [42℄, 3.3.20. L sd m�g Morgan k�nyv�t,[131℄, 3.17.18.17. �sszef�gg�s Mk, Lk, Sk, Rk �s Tk k�z�tt. 18.14 felt�teleithaszn ljuk. A legegyszer�bb k�rd�sek egyike, hogy f ∈ Mk-b¢l k�vetkezik-e
f ∈ Lk, Sk, Rk vagy Tk. Tudjuk, hogy ez fenn ll, ha k = n. Ha k < n, akkor
X �s egy megfelel� k-dimenzi¢s s¡k metszet�nek a karakterisztikus f�ggv�nye
Mk-ban van, de nin
s benne az Lk, Sk, Rk �s Tk oszt lyok egyik�ben sem.A m sik ir nyban, tegy�k fel, hogy f ∈ Lk = Sk ⊂ Rk ⊂ Tk. K�rd�s,hogy f ∈ Mk teljes�l-e? Ez trivi lisan teljes�l, ha k = 0. M sr�szt, megmu-tatjuk, hogy az  ll¡t s nem bizony¡that¢ ZFC-ben, ha 0 < k ≤ n. Nevezete-sen, a kontinuum-hipot�zist felhaszn lva p�ld t adunk olyan f f�ggv�nyre,amelyre f ∈ Lk, de f /∈ Mk. G�odel �s Cohen nevezetes eredm�nyei sze-rint, a kontinuum-hipot�zis f�ggetlen ZFC axi¢m it¢l. �gy Mk ⊂ Lk nembizony¡that¢ ZFC-ben.Egy m sik k�rd�s, hogy igaz-e, hogy Sk = Rk. Ez ism�t 
sak trivi lisanteljes�l, ha k = 0. A kontinuum-hipot�zist felhaszn lva a 0 < k < n esetbenellenp�ld t adunk, ezzel megmutatva, hogy a k�t oszt ly egyenl�s�ge nemt�tel ZFC-ben. A k = n esetr�l semmit sem tudok.Hasonl¢an, azt is k�rdezhetj�k, hogy teljes�l-e Rk = Tk, vagy legal bb
Mk ∩Rk = Mk ∩ Tk. Ez is teljes�l k = 0-ra. Ha 0 < k < n, megmutatjuk,hogy Mk ∩ Rk $ Mk ∩ Tk, ¡gy Rk $ Tk. A k = n esetben tudjuk, hogy
Mn ⊂ Rn ⊂ Tn, ¡gy term�szetesen Mn ∩ Rn = Mn ∩ Tn. Nem tudom,teljes�l-e, hogy Rn = Tn?18.18. Hierar
hia a k�l�nb�z� dimenzi¢khoz tartoz¢ f�ggv�-nyoszt lyok k�z�tt. 18.14 felt�teleit haszn ljuk. R�gz¡ts�k a 0 ≤ k < l ≤
n dimenzi¢kat, �s vizsg ljuk az Mk, Lk, stb., �s az Ml, Ll, stb. oszt lyokk�z�tti kap
solatokat.Azt rem�lhetj�k, hogy 
s�kkentve a dimenzi¢t, az (L), (S), stb. felt�telekegyre er�sebb� v lnak. Az ilyen ir nyba kapott k�t pozit¡v eredm�ny egyike,hogy ez val¢ban fenn ll az (L), (S) �s (R) felt�telekre m�rhet�s�g mellett:

Mk ∩Ml ∩ Lk ⊂ Ll.Ennek az  ll¡t snak a bizony¡t sa nagyon hasonl¢ a 18.12 t�tel bizony¡t s -hoz, ¡gy nem ism�telj�k meg az �rvel�st.Kontinuum-hipot�zis mellett adott ellenp�ld val megmutatjuk, hogy
k > 0-ra ZFC 2 Mk ∩ Lk ⊂ Ml ∪ Tl.Hasonl¢an, kontinuum-hipot�zis mellett adott ellenp�ld val mutatjukmeg, hogy ZFC 2 Mk ∩ Lk ∩ Ll ⊂ Ml,kiv�ve a trivi lis k = 0 esetet.



18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�ttSokkal k�nnyebb l tni, hogy  ltal ban az ellenkez� ir ny£ tartalmaz soksem teljes�lnek. B r
Ml ⊂ M0trivi lisan fenn ll,  ltal ban

Ml 6⊂ Mk ha k > 0.Ezt mutatjaX �s egy alkalmas k-dimenzi¢s s¡k metszete egy nem χk-m�rhet�r�szhalmaz nak a karakterisztikus f�ggv�nye. Ugyanez a p�lda azt is mu-tatja, hogy
Ml ∩ Ll 6⊂ Mk ∪ Tk.Ha X �s egy alkalmas k-dimenzi¢s s¡k metszet�nek a karakterisztikus f�gg-v�ny�t tekintj�k, akkor l tjuk, hogy
Ml ∩ Ll ∩Mk 6⊂ Tk.Meg fogjuk mutatni, hogy
Ml ∩Rk ⊂ Mk.Nem tudom, hogy itt Rk helyettes¡thet�-e Tk-val, kiv�ve a trivi lis k = 0esetet.L ssuk a bizony¡t sokat.18.19. T�tel. 18.14 felt�telei mellett, ha 0 ≤ k < l ≤ n, akkor

Ml ∩Rk ⊂ Mk.Bizony¡t s. k = 0-ra az  ll¡t s trivi lis. Egy�bk�nt legyen ψ egy
U ⊂ Rk ny¡lt halmaz immerzi¢ja X-be. Legyen u0 ∈ U , �s legyen Vegy l − k-dimenzi¢s altere Rn-nek, amely ortogon lis rngψ′(u0)-ra. Legyen
π : Rl−k → V egy line ris izometria, �s ϕ-t de�ni ljuk a ϕ(u, p) = ψ(u)+π(p)�sszef�gg�ssel. Ekkor p0 = 0-ra ϕp0 = ψ. V lasszunk olyan U0 illetve P0ny¡lt k�rnyezeteit u0-nak illetve p0-nak, amelyekre ϕ(U0, P0) ⊂ X �s ϕ im-merzi¢ja U0×P0-nak X-be. Mivel f ∈ Ml, az (u, p) 7→ f(ϕ(u, p)) lek�pez�s
λl-m�rhet�. �gy λl−k-majdnem minden p ∈ P0-ra az u 7→ f(ϕ(u, p)) lek�pe-z�s λk-m�rhet�. V lasszunk egy olyan pm → p0 sorozatot, amelyre minden
u 7→ f(ϕ(u, pm)) m�rhet�. Mivel f ∈ Rk, van olyan pms

r�szsorozat, hogy
f(ϕ(u, pms

)) → f(ϕ(u, p0))
λk-majdnem minden u ∈ U0-ra. �gy u 7→ f(ψ(u)) m�rhet� U0-on, azazlok lisan. Ebb�l k�vetkezik, hogy f ∈ Mk.



146 18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�tt18.20. Ellenp�lda. 18.14 felt�telei mellett, egy ellenp�ld val meg-mutatjuk, hogy ha 0 < k < n, akkor Mk ∩Rk $ Mk ∩ Tk.Bizony¡t s. Az egyszer�s�g kedv��rt X egy nem �res k-dimenzi¢s V =
W ∩X alak£ alter�vel fogunk dolgozni, ahol

W = {(x1, x2, . . . , xk, x
0
k+1, . . . , x0n)}valamely r�gz¡tett x0k+1, . . . , x0n-ra. Az  ltal noss g megszor¡t sa n�lk�l fel-tehetj�k, hogy x0k+1 = · · · = x0n = 0. Az f f�ggv�ny 
sak x1, . . . , xk-t¢lfog f�ggni, valamint a W alt�rt�l val¢ r = √

x2k+1 + · · · + x2n t vols gt¢l.Legyen f(x) = 0, ha r = 0. Legyen g(y) �rt�ke 0 vagy 1 az Rk egy pontj -ban att¢l f�gg�en, hogy az y ∈ Rk koordin t i eg�sz r�szeinek �sszege p rosvagy p ratlan. Ennek a g �sakkt bla" f�ggv�nynek egy h sim¡t s t fogjukfelhaszn lni f de�n¡
i¢j ban. A h folytonos f�ggv�nyt £gy kapjuk, hogy
g  tlag t k�pezz�k egy adott y pont k�r�l egy alkalmas t�gl n, nevezete-sen azon z ∈ Rk pontok halmaz n, amelyekre b rmely zi − yi koordin ta-k�l�nbs�g −1/4 �s 1/4 k�z�tt van. B rmely m nem negat¡v eg�sz sz mra,ha xn = α2−m + (1 − α)2−m−1 valamely 0 < α ≤ 1-el, legyen

f(y, xk+1, . . . , xn) = αh(2my) + (1 − α)h(2m+1y).Ha xn > 1, akkor legyen
f(y, xk+1, . . . , xn) = h(y).Mivel f folytonos az xn ≤ 0 �s xn > 0 r�szein X-nek, nyilv n Borel-f�ggv�ny,¡gy Mm-ben van b rmely 0 ≤ m ≤ n-re.El�sz�r megmutatjuk, hogy f /∈ Rk. Legyen π az
y 7→ (y1, . . . , yk, 0, . . . , 0)be gyaz sa Rk-nak Rn-be. V lasszunk egy K ∈ N-et �s egy y0 vektort2−KZk-b¢l £gy, hogy ha U az �sszes olyan y pontok halmaza, amelyekre

y − y0 minden koordin t ja pozit¡v, de kisebb, mint 2−K , akkor π(U) le-z rtja V r�sze legyen. Ha p ∈ R, legyen ϕ(u, p) = π(u) + pen ahol en a(0, . . . , 0, 1) ∈ Rn egys�gvektor. Egy alkalmas M -re teljes�l, hogy ϕ(u, p) ∈
X , ha u ∈ U �s p ∈ P = {p : |p| < 2−M}. Legyen p0 = 0 �s pm = 2−m,ha m > M . A pm sorozat b rmely pms

r�szsorozat ra teljes�l, hogy b r-mely adott u ∈ U -ra v�gtelen sok s van, amelyre f(ϕ(u, pms
)) = 1, �s ¡gy

f(ϕ(u, pms
)) 6→ f(ϕ(u, p0)) = 0. �gy az Um = {u ∈ U : f(ϕ(u, pm)) = 1}jel�l�ssel konvergen
ia 
sak akkor  llhat fenn, ha van olyan S, hogy minden

s ≥ S-re u /∈ Ums
, azaz ha u /∈ ∩∞

S=1 ∪∞
s=S Ums

. �gy majdnem minden�ttikonvergen
ia 
sak akkor teljes�lhet, ha
λk (∩∞

S=1 ∪∞
s=S Ums

) = 0.



18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�ttEz azt jelenti, hogy a majdnem minden�tti konvergen
i hoz λk(Ums
) → 0teljes�l�se sz�ks�ges. Ez azonban nem teljes�l, mert λk(Ums

) = λk(U)/2k,ha ms > K.Nehezebb megmutatni, hogy f ∈ Tk. Legyen U ny¡lt r�szhalmaza Rk-nak, P ny¡lt r�szhalmaza valamely euklid�szi t�rnek, p0 ∈ P �s ϕ : U ×P →
X egy C1-f�ggv�ny, amelyre minden ϕp, p ∈ P immerzi¢. Legyen pm → p0egy konvergens sorozat P -ben. Mivel az f f�ggv�ny folytonos az X \ Vhalmazon, ha ϕ(u, p0) /∈ V , akkor f(ϕ(u, pm)) → f(ϕ(u, p0)). �gy 
saka Z = {u ∈ U : ϕ(u, p0) ∈ V } halmazzal kell foglalkoznunk. Vezes-s�k be az Uε

m = {u ∈ Z : f(ϕ(u, pm)) ≥ ε} jel�l�st. Meg kell mutat-nunk, hogy majdnem minden u ∈ Z-hez van olyan pms
r�szsorozata pm-nek, amelyre f(ϕ(u, pmk

)) → f(ϕ(u, p0)) = 0. Ez azt jelenti, hogy minden
ε > 0-hoz �s minden M -hez van olyan m ≥ M , hogy u /∈ Uε

m, azaz hogy
u /∈ ∪ε>0 ∪∞

M=1 ∩∞
m=MUε

m. �gy azt kell megmutatnunk, hogy ennek a hal-maznak a λk-m�rt�ke nulla. Mivel 
s�kkentve ε-t az ∪∞
M=1∩∞

m=MUε
m halmazn�vekszik, ha vesz�nk egy null hoz tart¢ εs > 0 sorozatot �s az uni¢t 
sakezen εs sz mokra vessz�k, az uni¢ nem v ltozik. �gy el�g azt megmutatni,hogy b rmely ε > 0-ra az ∪∞

M=1 ∩∞
m=M Uε

m halmaz nulla m�rt�k�, vagy,ami ezzel ekvivalens, hogy b rmely ε > 0-ra �s b rmely M -re a ∩∞
m=MUε

mhalmaz λk-m�rt�ke nulla. Ha ez nem teljes�lne, akkor lenne olyan ε > 0 �s
M , amelyre ennek a halmaznak l�tezne egy u0 s�r�s�gi pontja. Tegy�k fel,hogy ez a helyzet, �s r�gz¡ts�k ε-t, M -et �s u0-t. Feltehetj�k tov bb , hogy
u0 ∈ ∩∞

m=MUε
m.�rjuk ϕ-t ϕ = (ϕ1, ϕ2) alakba, ahol ϕ1(u, p) az els� k koordin t ja

ϕ(u, p)-nak, ϕ2(u, p) pedig az utols¢ n − k. Mivel u0 s�r�s�gi pontja Z-nek is, azt kapjuk, hogy ϕ′2,p0(u0) = 0 �s detϕ′1,p0(u0) 6= 0. Az inverzf�ggv�ny t�tel bizony¡t s t felhaszn lva, tal lhatunk olyan c > 0-t �s u0k�z�ppont£ U0 ny¡lt g�mb�t, valamint P0 ny¡lt k�rnyezet�t p0-nak, hogy ha
Bδ(u0) r�sze U0-nak �s p ∈ P0, akkor Bcδ(ϕ1,p(u0)) r�sze legyen ϕ1,p(Bδ(u0))-nak. Tov bb  feltehetj�k, hogy ‖ϕ′2,p(u)‖ ≤ c/(16√k), ha (u, p) ∈ U0 × P0.Sz�ks�g eset�n 
s�kkentve U0-at �s P0-at azt is feltehetj�k, hogy valamelypozit¡v C konstanssal J(ϕ1,p)(u) ≤ C, ha (u, p) ∈ U0 × P0, ahol J a Ja
obi-determin ns abszol£t �rt�ke.Jel�lje α(k) az Rk t�r 1 sugar£ g�mbjeinek λk-m�rt�k�t. Ekkor term�-szetesen b rmely δ sugar£ g�mb λk-m�rt�ke α(k)δk. Mivel u0 s�r�s�gi pont,van olyan δ0 > 0, hogy a Bδ(u0) z rt g�mbre

λk (Bδ(u0) \ (∩∞
m=MUε

m)) < ckδk

Ckk/223k
,ha 0 < δ ≤ δ0. Ehhez a δ0-hoz v lasszunk egy s0 > 1-et, amelyre 2−s0+1 ≤

cδ0/√k. V lasszunk egy M0-at, amelyre m ≥ M0 eset�n pm ∈ P0 �s
ϕ(u0, pm) t vols ga W -t�l kisebb, mint 2−s0−2. R�gz¡ts�nk egy m-et, amelynem kisebb, mint max{M,M0}. Mivel u0 ∈ Uε

m teljes�l, ϕ(u0, pm) t vols ga
W -t�l nagyobb, mint 0, de kisebb, mint 2−s0−2. V lasszunk egy s-et £gy,hogy ez a t vols g ne legyen kisebb, mint 3 · 2−s−3, de kisebb legyen, mint3 · 2−s−2. Nyilv n s ≥ s0. Legyen √

k2−s/c < δ ≤
√
k2−s+1/c. Ekkor



148 18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�tt0 < δ ≤ δ0. Jel�lje S az �sszes olyan y ∈ Rk pontok halmaz t, amelyekre2sy minden koordin t j nak ugyanaz az eg�sz r�sze, mint 2sy0 megfelel�koordin t j nak, ahol y0 = ϕ1(u0, pm). Az S halmaz 2−s hossz£s g£ inter-vallumok Des
artes-szorzata. �gy S  tm�r�je √
k2−s �s mivel y0 ∈ S, az Shalmaz r�sze ϕ1,pm

(Bδ(u0))-nak. Felhaszn lva ‖ϕ′2,pm
(u)‖ be
sl�s�t, amelyminden u ∈ Bδ(u0)-re teljes�l, a

|ϕ2(u, pm) − ϕ2(u0, pm)| ≤ cδ/(16√k) ≤ 2−s−3be
sl�st kapjuk. Ebb�l k�vetkezik, hogy ϕ(u, pm) t vols ga W -t�l 2−s−2�s 2−s k�z� esik. Jel�lje S0 az S azon y pontjainak halmaz t, amelyekre a
h(2sy), h(2s+1y) �s h(2s+2y) f�ggv�ny�rt�kek mindegyike nulla. Egy y ∈ Spontosan akkor van S0-ban, ha 2sy, 2s+1y �s 2s+2y minden koordin t j naka t�rtr�sze 1/4 �s 3/4 k�z�tt van. Ez azt jelenti, hogy 2sy minden koordi-n t j nak a t�rtr�sze az [5/16, 6/16℄ ∪ [10/16, 11/16℄ halmazba esik. �gy az
S0 halmaz λk-m�rt�ke 2−sk−3k. Ha u ∈ Bδ(u0) �s y = ϕ2(u, p0) ∈ S0, akkor
u /∈ Uε

m. De J(ϕ1,pm
)(u) ≤ C, ¡gy az integr ltranszform 
i¢s formula szerint

λk(Bδ(u0) \ Uε
m) ≥ 2−sk−3k

C
≥ ckδk

Ckk/223k
.Ez ellentmond δ0 v laszt s nak. Ez az ellentmond s bizony¡tja, hogy f ∈ Tk.A tov bbi ellenp�ld khoz egy lemm ra lesz sz�ks�g�nk. Az ellenp�l-d k az £gynevezett majdnem invari ns halmazok l�tez�s�vel kap
solatosak.Ezeket a halmazokat Kakutani �s Oxtoby [105℄ dolgozat ban annak bizo-ny¡t s ra haszn lta fel, hogy a Haar-m�rt�ket a komplex egys�gk�r�n b�v¡t-hetj�k egy olyan invari ns m�rt�kk�, amelyre a megfelel� L2-t�r Hilbert-t�rdimenzi¢ja 2c lesz, ahol c a kontinuum sz moss g. Az al bbi konstruk
i¢a szerz� [68℄ dolgozat ban szerepl� konstruk
i¢ �nom¡t sa, ahol | egyebekmellett | Kakutani �s Oxtoby eredm�ny�t terjesztette ki tetsz�leges lok li-san kompakt 
soportra. Az ottani gondolatokat itt Sierpinski egy j¢l ismertkonstruk
i¢j val kombin ljuk, amellyel Sierpinski kontinuum-hipot�zis mel-lett p�ld t adott az egys�gn�gyzetben egy 1 m�rt�k� (nem m�rhet�) hal-mazra, amely b rmely egyenesb�l legfeljebb k�t pontot tartalmaz. Hogy azal bbi absztrakt halmazelm�leti lemma szerep�t jobban meg�rts�k, arra azesetre gondolhatunk, amikor X a s¡k, T az �sszes olyan di�eomor�zmusokoszt lya, amelyek a s¡k valamely ny¡lt r�szhalmaz t a s¡k egy m sik ny¡ltr�szhalmaz ra k�pezik, F a s¡k pozit¡v Lebesgue-m�rt�k� kompakt r�szhal-mazainak oszt lya, G a s¡k �sszes egydimenzi¢s C1-r�szsokas gainak oszt lya,�s n = c = ℵ1.18.21. Lemma. Legyen X egy halmaz, T pedig olyan k�l
s�n�senegy�rtelm� transzform 
i¢k egy oszt lya, amelyek mindegyike X egy r�sz-halmaz t X-be k�pezi. Legyenek F , G az X r�szhalmazainak oszt lyai.Tegy�k fel, hogy n > ℵ0 egy sz moss g �s az al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) 
ard(X) = n;



18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�tt(2) 
ard(T ) ≤ n;(3) 
ard(F) ≤ n �s minden F ∈ F -re 
ard(F ) = n;(4) 
ard(G) ≤ n �s minden F ∈ F -re �s G0 ⊂ G-re, amelyre 
ard(G0) < n,teljes�l, hogy 
ard(F \ ∪G0) = n;(5) a G oszt ly T -invari ns, azaz ha G ∈ G �s τ ∈ T , akkor τ(G) ∈ G �s
τ−1(G) ∈ G.Ekkor l�tezik az X halmaz Xγ r�szhalmazainak egy {Xγ}γ∈� 
sal dja azal bbi tulajdons gokkal:(6) 
ard(�) = n;(7) az Xγ, γ ∈ � halmazok p ronk�nt diszjunktak;(8) minden γ ∈ �-ra �s G ∈ G-re 
ard(Xγ ∩G) < n;(9) 
ard(F ∩Xγ) = n, ha γ ∈ � �s F ∈ F ;(10) � b rmely �0 r�szhalmaz ra �s b rmely τ ∈ T -re
ard(τ(∪γ∈�0Xγ) △ (τ(X) ∩ (∪γ∈�0Xγ))) < n.Bizony¡t s. Jel�lje 
 a legkisebb olyan rendsz mot, amelynek sz -moss ga n. Feltehetj�k, hogy F nem �res, mivel egy�bk�nt helyettes¡t-hetj�k {X}-el. Legyen Y egy tetsz�leges n sz moss g£ halmaz. Mivel
ard(Y × F) = n, l�tezik egy α 7→ (yα, Fα) k�l
s�n�sen egy�rtelm� lek�pe-z�se a {α : 0 ≤ α < 
} rendsz mhalmaznak Y × F -re. Az F0, . . . , Fα, . . . ,0 ≤ α < 
 transz�nit sorozat az F minden F elem�t pontosan n-szer tartal-mazza. Hasonl¢an feltehetj�k, hogy G sem �res, mivel egy�bk�nt helyettes¡t-hetj�k {∅}-al, �s v laszthatunk egy G0, . . . , Gα, . . . , 0 ≤ α < 
 transz�nitsorozatot, amely G minden elem�t tartalmazza. V lasszunk tov bb  egy

α 7→ τα lek�pez�s�t az {α : 0 ≤ α < 
} rendsz mhalmaznak a {1X}∪T hal-mazra, amelyre τ0 = 1X , ahol 1X az identikus lek�pez�se X-nek �nmag ra.Minden x ∈ X-re �s minden α < 
 rendsz mra jel�lje Cα(x) az X �sszesolyan pontjainak halmaz t, amelyek fel¡rhat¢k
τ ε1
β1 ◦ · · · ◦ τ εn

βn
(x)alakban, ahol n = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . , n, 0 ≤ βk ≤ α �s εk vagy 1 vagy

−1. Itt τ1 a τ lek�pez�st jelenti, τ−1 pedig az inverz�t. Vil gos, hogy
x ∈ Cα(x), �s ha x ∈ X �s 0 ≤ β ≤ α < 
, akkor Cβ(x) ⊂ Cα(x) �s
τβ (Cα(x)) = τβ(X) ∩ Cα(x). Az is teljes�l, hogy
ard (Cα(x)) ≤ max{
ard(α),ℵ0} < n.Ha A ⊂ X , akkor a Cα(A) jel�l�st fogjuk haszn lni az ∪x∈ACα(x) halmazra.Megmutatjuk, hogy l�tezik az X elemeinek olyan

{xα
β : 0 ≤ β ≤ α < 
}
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xα

β ∈ Fα, ha 0 ≤ β ≤ α < 
;a {Cα(xα
β ) : 0 ≤ β ≤ α < 
} halmazok p ronk�nt diszjunktak;

Cα(xβ
α) diszjunkt b rmely Cα(Gγ), γ ≤ α halmazt¢l.Ǒllapodjunk meg abban, hogy (γ, δ) < (α, β), ha γ < α vagy γ = α �s δ < β(lexikogra�kus rendez�s); ezzel {(α, β) : 0 ≤ β ≤ α < 
 } j¢lrendezett hal-maz. Az {xα

β : 0 ≤ β ≤ α < 
} sorozatot transz�nit induk
i¢val de�ni ljuk.Legyen x00 tetsz�leges pontja F0 \G0-nak. Tegy�k fel, hogy 0 ≤ β ≤ α < 
,�s hogy xγ
δ m r de�ni lva van minden (γ, δ) < (α, β), 0 ≤ δ ≤ γ p rra.Tekints�k az �sszes Cα(xγ

δ ) halmazok D(α, β) uni¢j t, ahol (γ, δ) az �sszes(γ, δ) < (α, β) p rokat futja be. Ekkor
ard (D(α, β)) ≤ (
ard(α))2 max{
ard(α),ℵ0} < n.Legyen E(α) az �sszes Cα(Gγ), γ ≤ α halmazok egyes¡t�se. (5) szerint,
E(α) valamely Gα ⊂ G oszt ly egyes¡t�se, amelyre 
ard(Gα) < n. (4) szerint
Fα \ E(α) sz moss ga n, ¡gy (Fα \ E(α)) \ D(α, β) nem �res. Legyen xα

βegy tetsz�leges pontja az (Fα \ E(α)) \ D(α, β) halmaznak. Ekkor Cα(xα
β )diszjunkt minden Cζ(x)-t�l, ahol x = xγ

δ valamely (γ, δ) < (α, β)-ra vagy
x ∈ Gζ valamely ζ ≤ α-ra. Egy�bk�nt ugyanis azt kapn nk, hogy

τ ε1
β1 ◦ · · · ◦ τ εn

βn
(xα

β) = τη1
δ1 ◦ · · · ◦ τηm

δm
(x),ahol βk ≤ α, δj ≤ α, εk vagy 1 vagy −1, �s ηj is vagy 1 vagy −1, k =1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m. �gy

xα
β = τ−εn

βn
◦ · · · ◦ τ−ε1

β1 ◦ τη1
δ1 ◦ · · · ◦ τηm

δm
(x),ami ellentmond xα

β v laszt s nak.Legyen � = {ζ : ζ rendsz m �s 0 ≤ ζ < 
};
Xζ = ⋃{

Cα(xα
ζ ) : ζ ≤ α < 
} , ζ ∈ �.A (6) �s (7) tulajdons gok nyilv nval¢ak. Mivel xα

ζ ∈ F �s xα
ζ ∈ Cα(xα

ζ ) ⊂
Xζ , ha ζ ≤ α < 
 �s Fα = F , azt kapjuk, hogy F ∩Xζ-nak legal bb n elemevan. �gy (9) teljes�l.(8) bizony¡t s hoz vegy�k �szre, hogy

Cα(xα
ζ ) ∩Gγ = ∅,ha α ≥ γ. �gy ha G = Gγ , akkor

Xζ ∩G ⊂ ∪{Cα(xα
ζ ) : ζ ≤ α < γ},



18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�tt�s a jobb oldal sz moss ga kisebb, mint n.(10) bizony¡t s hoz legyen �0 ⊂ � �s τ ∈ T . Tegy�k fel, hogy 0 ≤ γ < 
�s τγ = τ . Felhaszn lva, hogy
τγ
(

Cα(xα
ζ )) = τγ(X) ∩ Cα(xα

ζ ), ha γ ≤ α < 
�s
⋃

ζ∈�0Xζ = ⋃{

Cα(xα
ζ ) : ζ ∈ �0, ζ ≤ α < 
} ,azt kapjuk, hogy

τγ(∪ζ∈�0Xζ) △ (

τγ(X) ∩ (∪ζ∈�0Xζ))
⊂
⋃

{

τγ
(

Cα(xα
ζ )) ∪ Cα(xα

ζ ) : ζ ∈ �0, ζ ≤ α < γ
}

.Mivel 
ard (Cα(xα
ζ ) ∪ τγ (Cα(xα

ζ ))) ≤ max {
ard(α),ℵ0} ,a jobb oldal sz moss ga kisebb, mint n. �gy bel ttuk (10)-et.18.22. Ellenp�lda. 18.14 felt�telei mellett, felt�ve a kontinuum-hi-pot�zist, ha 0 < k ≤ n, akkor Lk 6⊂ Mk.Bizony¡t s. Megadunk egy f ∈ Lk f�ggv�nyt, amelyre f /∈ Mk. Azel�z� lemm t k¡v njuk alkalmazni. Csak azt fogjuk felhaszn lni, hogy a
Lk de�n¡
i¢j ban szerepl� f�ggv�nyek folytonosak, �s hogy a 18.2 (3) meg-jegyz�s szerint feltehetj�k, hogy a ϕp f�ggv�nyek k�l
s�n�sen egy�rtelm�ek.Jel�lje T az �sszes olyan k�l
s�n�sen egy�rtelm� τ f�ggv�nyek oszt ly t,amelyek el� ll¡that¢k ϕp ◦ ϕ−1

p′ alakban, ahol U ny¡lt r�szhalmaza Rk-nak,
P ny¡lt r�szhalmaza valamely euklid�szi t�rnek, ϕ : U × P → X pedig egyfolytonos f�ggv�ny, amelyre minden ϕp, p ∈ P k�l
s�n�sen egy�rtelm�. Mi-vel az �sszes U , P p rok sz moss ga kontinuum, �s b rmely ϕ folytonosf�ggv�nyt egy�rtelm�en meghat roznak egy megsz ml lhat¢ s�r� halmazonfelvett �rt�kei, T sz moss ga kontinuum.Jel�lje F az X �sszes olyan k-rekti�k lhat¢ kompakt r�szhalmazainakoszt ly t, amelyek χk-m�rt�ke pozit¡v. Mivel minden kompakt halmaztegy�rtelm�en meghat roz a komplementere, a ny¡lt komplementert pedigegy�rtelm�en meghat rozz k azok a r�szhalmazai, amelyek elemei egy r�g-z¡tett megsz ml lhat¢ b zisnak, k�vetkezik, hogy az F halmazoszt lynak celeme van, �s minden elem�nek a sz moss ga c.Alkalmazva az el�z� lemm t G = ∅-al, az X r�szhalmazainak egy Xγ ,
γ ∈ R oszt ly t kapjuk. Ellenp�ld nk az X0 halmaz (azaz γ = 0-ra az Xγhalmaz) f karakterisztikus f�ggv�nye lesz.Legyen U korl tos ny¡lt r�szhalmaza Rk-nak �s ψ : U → X immerzi¢,amelyre az M = ψ(U) rekti�k lhat¢ �s χk-m�rhet� halmaz χk-m�rt�ke po-zit¡v de v�ges. Vegy�k �szre, hogy ha az X0 ∩M halmaz χk-m�rt�ke nullalenne, akkor M \X0 tartalmazna egy F ∈ F halmazt, ami lehetetlen, mivel
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F ∩X0 6= ∅. Ha az X0 ∩M halmaz χk-m�rhet� lenne pozit¡v χk-m�rt�kkel,akkor tartalmazna valamely F ∈ F halmazt. De ez is lehetetlen, mivel
F ∩Xγ 6= ∅ �s Xγ ∩X0 = ∅ b rmely γ 6= 0-ra. �gy X ∩M nem χk-m�rhet�,teh t 18.16 szerint f /∈ Mk.Megmutatjuk, hogy f ∈ Lk. Legyen C egy kompakt r�szhalmaza U -nak. A

{u ∈ C : f(ϕp0(u)) 6= f(ϕp(u))}halmaz megegyezik a
ϕ−1

p0 ({x ∈ ϕp0(C) : x ∈ X0 △ (ϕp0 ◦ ϕ−1
p )(X0)})halmazzal. A τ = ϕp0 ◦ ϕ−1

p lek�pez�sre ez a halmaz r�szhalmaza a
ϕ−1

p0 ((τ(X) ∩X0) △ τ(X0))halmaznak. Ha feltessz�k, hogy a kontinuum-hipot�zis teljes�l, akkor ez ahalmaz megsz ml lhat¢.18.23. Ellenp�lda. 18.14 felt�teleit haszn lva, ha 0 < k < n �sfeltessz�k, hogy a kontinuum-hipot�zis teljes�l, akkor Sk $ Rk.Bizony¡t s. Az el�z� ellenp�lda konstruk
i¢j t fogjuk haszn lni. A T ,
F �s G oszt lyokat ugyan£gy v lasztva, mint az el�z� ellenp�ld ban, kapjukaz Xγ, γ ∈ R halmazokat. Ha m ∈ N, m ≥ 2, legyen fm(x) = gm(x)hm(x),ahol gm(x) az Xm halmaz karakterisztikus f�ggv�nye, �s
hm(x) = 









0, ha dist(x,D) ≤ 1
m+1 vagy dist(x,D) ≥ 1

m−1 ;
m(m+ 1)(dist(x,D) − 1

m+1), ha 1
m+1 ≤ dist(x,D) ≤ 1

m
;

m(m+ 1)( 1
m−1 − dist(x,D)), ha 1

m ≤ dist(x,D) ≤ 1
m−1 .Itt D egy adott nem �res k-dimenzi¢s z rt k�rlemez, amely X �s egy k-dimenzi¢s s¡k metszet�nek a r�sze. Legyen f = ∑∞

m=1 fm. (Ugyan£gy,mint az el�z� ellenp�ld ban, bel that¢, hogy f /∈ Mk.) �gy, mint az el�z�ellenp�ld ban, kapjuk, hogy minden gm benne van Lk = Sk-ban, �s ¡gy
Rk-ban is. Ugyanez trivi lis a folytonos hm f�ggv�nyre. Ebb�l k�vetkezik,hogy a gmhm szorzat szint�n Rk-ban van. Mivel az X \ D ny¡lt halmazonminden�tt az f f�ggv�ny lok lisan ilyen szorzatok v�ges �sszege, azt kapjuk,hogy f |X \D ∈ Rk. Legyen ϕ : U × P → X �s legyen

F = {u : ϕ(u, p0) ∈ D}.Nyilv n F z rt halmaz. Legyen C kompakt r�szhalmaza F -nek. Ha pm →
p0, jel�lje Rm,j az �sszes olyan u pontok halmaz t, amelyekre ϕ(u, pm) ∈
Xj , de ϕ(u, p0) /∈ Xj , vagy ford¡tva, ϕ(u, pm) /∈ Xj , de ϕ(u, p0) ∈ Xj .



18.§ A m�rhet�s�g �s a folytonoss g k�z�ttA kontinuum-hipot�zis mellett, az Rm,j halmazok �s az R = ∪∞
m,j=1Rm,juni¢juk megsz ml lhat¢, �s ¡gy λk-m�rt�ke nulla.Vegy�k �szre, hogy minden i-hez van olyan mi, hogy ha m > mi, akkorminden u ∈ C-re

|ϕ(u, pm) − ϕ(u, p0)| < 1
i+ 1 .�gy, ha u ∈ C, de u /∈ R �s u /∈ ∪∞

j=iϕ
−1
p0 (Xj), akkor ϕ(u, pm) /∈ Xj minden

j ≥ i-re. Innen gj(ϕ(u, pm)) = 0, ha j ≥ i. M sr�szt, dist(ϕ(u, pm), D) <1
i+1 , ¡gy hj(ϕ(u, pm)) = 0, ha j ≤ i. Teh t azt kapjuk, hogy f(ϕ(u, pm)) = 0,ha u /∈ R, u /∈ ∪∞

j=iϕ
−1
p0 (Xj) �s m > mi. Mivel az Xj halmazok diszjunktak,ebb�l k�vetkezik, hogy f(ϕ(u, pm)) → f(ϕ(u, p0)), ha m → ∞ minden u /∈

R-re, azaz majdnem minden�tt. Megsz ml lhat¢ sok C halmaz egyes¡t�s�tv�ve, azt kapjuk, hogy f ∈ Rk.M sr�szt, ha e 6= 0 ortogon lis D-re �s ϕ(u, p) = ψ(u) + pe, ahol ψ egyizometrikus immerzi¢, amely az Rk valamely nem �res ny¡lt r�szhalmaz t
D-re k�pezi, p0 = 0, akkor pm = 1/m-re azt kapjuk, hogy

{u ∈ C : |f(ϕ(u, pm)) − f(ϕ(u, p0))| ≥ 1} ⊃ ψ−1(Xm) ∩ Cegy megsz ml lhat¢ halmazt kiv�ve. A bal oldalon  ll¢ halmaz λk-m�rt�kemegegyezik C m�rt�k�vel. Ez azt mutatja, hogy f /∈ Sk.18.24. Ellenp�lda. 18.14 felt�teleit haszn lva, felt�ve a kontinuum-hipot�zist, ha 0 < k < l ≤ n, akkor Mk ∩ Lk ∩ Ll 6⊂ Ml.Bizony¡t s. P�ld t adunk olyan f ∈ Mk∩Lk∩Ll f�ggv�nyre, amelyre
f /∈ Ml. Ism�t az el�z� lemm t fogjuk haszn lni. Azt is felhaszn ljuk, hogya 18.2 (3) megjegyz�s szerint feltehetj�k, hogy a Ll de�n¡
i¢j ban szerepl�
ϕp f�ggv�nyek k�l
s�n�sen egy�rtelm� immerzi¢k. Jel�lje T azt �sszes olyank�l
s�n�sen egy�rtelm� τ f�ggv�nyek oszt ly t, amelyek reprezent lhat¢k
ϕp ◦ ϕ−1

p′ alakban, ahol U ny¡lt r�szhalmaza Rl-nek, P ny¡lt r�szhalmazavalamely euklid�szi t�rnek, ϕ : U × P → X pedig C1-f�ggv�ny, amelyreminden ϕp, p ∈ P k�l
s�n�sen egy�rtelm�. Jel�lje F az X �sszes olyankompakt l-rekti�k lhat¢ r�szhalmazainak oszt ly t, amelyeknek χl-m�rt�kepozit¡v. Jel�lje G az X �sszes k-rekti�k lhat¢ Borel-halmazainak oszt ly t.Nem neh�z megmutatni, hogy a G oszt ly T -invari ns. Tov bb  minden G ∈
G halmaz χl-m�rt�ke nulla, ¡gy ugyanez teljes�l megsz ml lhat¢ sok G ∈ Guni¢j ra. Ez azt jelenti, hogy az F \ ∪G0 halmaz χl-m�rt�ke pozit¡v, ¡gysz moss ga c b rmely megsz ml lhat¢ G0 ⊂ G r�szoszt lyra �s b rmely F ∈
F -re. A 18.21 lemma t�bbi felt�tel�nek teljes�l�s�t m r a 18.22 ellenp�ld n lmegvizsg ltuk.Alkalmazva a 18.21 lemm t olyan Xγ , γ ∈ R halmazrendszert kapunk,amelyre Xγ minden G ∈ G halmazb¢l legfeljebb megsz ml lhat¢ pontottartalmaz, de Xγ ∩ F 6= ∅ egyetlen F ∈ F -re sem, ¡gy Xγ ∩ F nem χl-m�rhet� egyetlen F ∈ F -re sem.Legyen f az X0 halmaz karakterisztikus f�ggv�nye. Ugyan£gy, mint a18.22 ellenp�ld n l, kapjuk, hogy f ∈ Ll, de f /∈ Ml. Mivel az Rk b rmely



154 19.§ A Baire-tulajdons g �s a folytonoss g k�z�ttny¡lt r�szhalmaz nak b rmely ψ C1-be gyaz s ra X-be az f ◦ ψ f�ggv�nyegy megsz ml lhat¢ halmaz kiv�tel�vel nulla, azt kapjuk, hogy f ∈ Mk �s
f ∈ Lk. Ezzel az  ll¡t st bel ttuk.18.25. Ellenp�lda. 18.14 felt�telei mellett, ha teljes�l a kontinuum-hipot�zis, akkor 0 < k < l ≤ n-re Mk ∩ Lk 6⊂ Ml ∪ Tl.Bizony¡t s. Alkalmazzuk a 18.21 lemm t ugyanazzal a T -vel, F -el �s
G-vel, mint az el�z� ellenp�ld ban. Egy Xγ , γ ∈ R halmazrendszert kapunk,ahol minden Xγ 
sak megsz ml lhat¢ sok pontot tartalmaz minden G ∈ G-b�l, de Xγ ∩ F 6= ∅ egyetlen F ∈ F -re sem, ¡gy Xγ ∩ F nem χl-m�rhet�egyetlen F ∈ F -re sem.Legyen Z olyan l-dimenzi¢s s¡k, amelynek metszete X-el nem �res, fpedig legyen a Z ∩X0 halmaz karakterisztikus f�ggv�nye. Ekkor f ∈ Mk ∩
Sk = Mk ∩ Lk, de f /∈ Tl �s f /∈ Ml.19.§ A Baire-tulajdons g �s a folytonoss g k�z�ttEbben a paragrafusban �a Baire-tulajdons gb¢l k�vetkezik a folytonos-s g" t¡pus£ eredm�nyeket fogunk bizony¡tani az 1.17 probl�m ban szerepl�(1)  ltal nos nem line ris expli
it egyenletre, az ott szerepl� (3) er�s rangfelt�teln�l egyh�bb felt�telek mellett. Tudom som szerint minden kor bbieredm�ny a (3) er�s rang felt�telt vagy annak valamely absztrakt v ltoza-t t haszn lja. Az 1.7 pontban le¡rt �bootstrap" m¢dszer szellem�ben itt isolyan tulajdons gokat vezet�nk be, amelyek | durv n sz¢lva | a Baire-tulajdons g �s a folytonoss g k�z�tt fekszenek. Ez a tulajdons g-sorozatadja azt a l�p
s�t, amelyen felkapaszkodhatunk a Baire-tulajdons gt¢l afolytonoss ghoz. El�sz�r megvizsg ljuk az £j fogalmak legalapvet�bb tulaj-dons gait. Ezut n bizony¡tjuk regularit si t�tel�nket. A t�tel egy �nom¡t -s t is bebizony¡tjuk. V�g�l az £j fogalmak tov bbi tulajdons gait vizsg ljuk.Ezek az eredm�nyek a J rai [97℄ dolgozatban publik l s alatt  llnak.19.1. De�n¡
i¢. Legyen X egy halmaz, Y metrikus t�r, �s f : X → Yegy f�ggv�ny. Legyen U egy topologikus t�r, �s legyen P is egy topologikust�r, a �param�ter t�r", egy adott p0 ∈ P ponttal. Legyen ϕ egy f�ggv�ny
U × P -b�l X-be. ϕ-re £gy fogunk gondolni, mint a p param�tert�l f�gg�
ϕp : u 7→ ϕ(u, p) fel�letek sereg�re. Luzin t�tel�nek 2.12 analogonja �sPi

ard t�tel�nek  ltal nos¡t sai (l sd a 4. §-t) azt sugallj k, hogy az al bbifelt�tel a Baire-tulajdons ggal kap
solatos:(S) minden pm → p0 sorozatra f(ϕ(u, pm)) → f(ϕ(u, p0)), kiv�ve u ∈ Upontok egy els� kateg¢ri j£ halmaz t.Vizsg latainkhoz sz�ks�g�nk lesz az al bbi tulajdons gra:(B) u 7→ f(ϕ(u, p0)) Baire-tulajdons g£.Az (S) �s (B) felt�teleket gyakran lok lisan fogjuk ellen�rizni. Ha min-den u0 ∈ U -hoz van olyan U0 k�rnyezete u0-nak �s P0 k�rnyezete p0-nak,



19.§ A Baire-tulajdons g �s a folytonoss g k�z�tthogy ϕ|U0 × P0-ra teljes�l (S), akkor ϕ-re szint�n teljes�l (S). Ez k�nnyenk�vetkezik az �els� kateg¢ri j£" tulajdons g 2.9 pontban eml¡tett lokalit -s b¢l. Hasonl¢an, ha minden u0 ∈ U -hoz van olyan U0 k�rnyezete u0-nak�s P0 k�rnyezete p0-nak, hogy ϕ|U0 × P0-ra teljes�l (B), akkor ϕ-re szint�nteljes�l (B).Legyen X ny¡lt r�szhalmaza Rn-nek �s 0 ≤ k ≤ n. Jel�lje Sk(X, Y )[Bk(X, Y )℄, vagy r�viden Sk [Bk℄ az �sszes olyan f f�ggv�nyek oszt ly t,amelyekre az (S) [(B)℄ felt�tel teljes�l, ha U ny¡lt r�szhalmaza Rk-nak, Pny¡lt r�szhalmaza valamely euklid�szi t�rnek, p0 ∈ P �s ϕ : U × P → X egyolyan C1-f�ggv�ny, amelyre ϕp immerzi¢ja U -nak X-be minden p ∈ P -re.(Legyen R0 = {0}). Vil gos, hogy f ∈ Bk akkor �s 
sak akkor, ha a(B′) f ◦ ψ Baire-tulajdons g£felt�tel fenn ll az Rk b rmely U ny¡lt r�szhalmaz nak b rmely ψ immerzi¢-j ra X-be.19.2. Megjegyz�sek. (1) F� eredm�nyeink, durv n sz¢lva, azt fogj kmutatni, hogy egy egy f�ggv�nyegyenlet Sk+1-beli f megold sa Sk-ban isbenne van. Megmutatjuk, hogy S0 a folytonos f�ggv�nyek oszt lya, �s hogyminden, az X ⊂ Rn ny¡lt halmazt a m sodik megsz ml lhat¢ Y t�rbe k�pe-z� Baire-tulajdons g£ f : X → Y f�ggv�ny Sn-ben van. �gy l�p�senk�nt aztkapjuk, hogy a megold sok Baire-tulajdons g b¢l k�vetkezik a folytonoss -guk. (2) A m�rt�kelm�leti esettel val¢ anal¢gia szoros, de nem teljes. Am�rt�kelm�leti eset el�zm�nyeit l sd az el�z� paragrafusban.(3) F�ggv�nyegyenletek Baire-tulajdons g£ megold sait sz mos szerz�vizsg lta. L sd a 10. paragrafus hivatkoz sait.(4) Az Sk [Bk℄ f�ggv�nyoszt ly nem v ltozik, ha 
sak azt tessz�k fel,hogy (S) [(B)℄ fenn ll, ha U ny¡lt r�szhalmaza Rk-nak, P ny¡lt r�szhalmazavalamely euklid�szi t�rnek, p0 ∈ P �s ϕ : U ×P → X egy olyan C1-f�ggv�ny,amelyre ϕp be gyaz sa (azaz olyan immerzi¢ja, amely homeomor�zmus az�rtelmez�si tartom nya �s �rt�kk�szlete k�z�tt) U -nak X-be minden p ∈ P -re. Ez k�nnyen k�vetkezik a de�n¡
i¢ban eml¡tett lokalit si elvb�l. Hason-l¢an, ha az tessz�k fel, hogy 
sak ϕp0 immerzi¢, az eredm�nyk�nt kapott Sk[Bk℄ f�ggv�nyoszt ly ugyanaz marad.19.3. T�tel. Legyen Y topologikus t�r, X pedig ny¡lt r�szhalmaza
Rn-nek. 19.1 jel�l�seit haszn lva, B0(X, Y ) = Y X �s S0(X, Y ) = C(X, Y ),az X-et Y -ba k�pez� folytonos f�ggv�nyek oszt lya.Bizony¡t s. Trivi lis, hogy B0 minden X-et Y -ba k�pez� f�ggv�nyttartalmaz.Megmutatjuk, hogy b rmely f : X → Y folytonos f�ggv�ny S0-ban van.Mivel U = ∅ vagy U = {0}, vil gos, hogy a p 7→ f(ϕ(u, p)) lek�pez�s minden
u ∈ U -ra folytonos. Ebb�l k�vetkezik, hogy f ∈ S0.



156 19.§ A Baire-tulajdons g �s a folytonoss g k�z�ttA m sik ir nyt indirekt m¢don bizony¡tjuk: ha f ∈ S0, de nem foly-tonos, akkor van olyan x0 ∈ X �s xn → x0 sorozat, valamint W k�rnye-zete f(x0)-nak, hogy f(xn) /∈ W . Legyen U = {0}, P = X , p0 = x0, �s
ϕ(0, p) = p, ha p ∈ P . A pm = xm sorozatot v lasztva azt kapjuk, hogy

f(ϕ(0, pm)) = f(xm) → f(x0) = f(ϕ(0, p0)),ami ellentmond s.Meg fogjuk mutatni, hogy az Rn egy X ny¡lt r�szhalmaz n Baire-tulaj-dons g£ f�ggv�nyek Sn-ben vannak. Hogy a kor bbi 4. �s 10. paragrafusokeredm�nyeivel az �sszef�gg�st vil gosabb  tegy�k, a t�tel f� r�sz�t az al bbiabsztrakt form ban bizony¡tjuk:19.4. T�tel. Legyenek P , U �s X topologikus terek. Tegy�k fel, hogy
ϕ : U × P → X folytonos f�ggv�ny az al bbi tulajdons ggal:(1) ha p ∈ P �s A ⊂ U m sodik kateg¢ri j£, akkor ϕp(A) is m sodikkateg¢ri j£.Tegy�k fel tov bb , hogy p0 ∈ P , az f �rt�kei valamely Y topologikus t�r-ben vannak �s f Luzin-Baire tulajdons g£ egy olyan D Baire-tulajdons g£halmazon, amely tartalmazza ϕp0(U)-t. Ekkor U , P , p0, ϕ �s f -el 19.1 (S)�s (B) felt�telei fenn llnak.Bizony¡t s. El�sz�r megmutatjuk, hogy (B) teljes�l. Legyen F olyanels� kateg¢ri j£ halmaz, amelyre f |D \ F folytonos. Feltehetj�k, hogy FBorel-halmaz. �rjuk fel D-t (V \ F1) ∪ F2 alakba, ahol V ny¡lt r�szhalmaza
X-nek, F1, F2 pedig els� kateg¢ri j£ak. Itt is | sz�ks�g eset�n n�velve
F2-t | feltehetj�k, hogy F1 Borel-halmaz. Most D = C ∪ N , ahol C =
V \ (F ∪F1) ⊂ D\F Borel-halmaz, N = D∩(F ∪F2) pedig els� kateg¢ri j£.Legyen W ny¡lt r�szhalmaza Y -nak. Mivel az A = (f |C)−1(W ) halmazrelat¡v ny¡lt C-ben, Borel-halmaz X-ben. Az N halmaz els� kateg¢ri j£, ¡gyaz M = (f |N)−1(W ) halmaz is els� kateg¢ri j£. Vegy�k �szre, hogy(f ◦ ϕp)−1(W ) = ϕ−1

p (A) ∪ ϕ−1
p (M).A bal oldalon ϕ−1

p0 (A) Borel-halmaz, (1) szerint pedig a ϕ−1
p0 (M) halmaz els�kateg¢ri j£. Ez azt jelenti, hogy (B) teljes�l.Megmutatjuk, hogy (S) is teljes�l. Legyen u0 tetsz�leges eleme U ′ =

ϕ−1
p0 (V )-nek. Van olyan U0 k�rnyezete u0-nak �s P0 k�rnyezete p0-nak, hogy

U0 ⊂ U ′ �s ϕ(U0×P0) ⊂ V . A fenti F �s F1 halmazokkal ϕ−1
pm

(F ) �s ϕ−1
pm

(F1)els� kateg¢ri j£ halmazok, ha m = 0, 1, 2, . . . . Legyen E0 ezen halmazokegyes¡t�se. Ha u ∈ U0 \ E0, akkor ϕ(u, pm) �s ϕ(u, p0) is C-ben vannak �s
ϕ(u, pm) → ϕ(u, p0). �gy azt kapjuk, hogy f(ϕ(u, pm)) → f(ϕ(u, p0)). Mosttekints�k az

E = {u ∈ U : f(ϕ(u, pm)) 6→ f(ϕ(u, p0))}



19.§ A Baire-tulajdons g �s a folytonoss g k�z�tthalmazt. Eddig bel ttuk, hogy E∩U ′ els� kateg¢ri j£ (mint U r�szhalmaza)az u0 ∈ U ′ pontban. Mivel U ′ ny¡lt, ebb�l k�vetkezik, hogy E ∩ U ′ az U ′minden pontj ban els� kateg¢ri j£, ha U ′-t mint alteret tekintj�k. �gy 2.9szerint az E ∩ U ′ halmaz els� kateg¢ri j£ mint U ′ r�szhalmaza, �s ¡gy Ur�szhalmazak�nt is. Az E \ U ′ halmaz r�sze ϕ−1
p0 (N)-nek, ¡gy szint�n els�kateg¢ri j£. Ez mutatja, hogy E els� kateg¢ri j£, amib�l k�vetkezik (S).19.5. T�tel. 19.1 jel�l�seit fogjuk haszn lni. Legyen X ny¡lt r�szhal-maza Rn-nek. Ha Y megsz ml lhat¢ b zis£ topologikus t�r, akkor mindenBaire-tulajdons g£ f : X → Y benne van Sn(X, Y )-ban �s Bn(X, Y )-ban.Bizony¡t s. A Luzin-t�tel 2.12 analogonja szerint van olyan F els� ka-teg¢ri j£ r�szhalmaza X-nek, hogy f |X \F folytonos. Legyen U ⊂ Rn ny¡lt,

P ny¡lt r�szhalmaza valamely euklid�szi t�rnek, p0 ∈ P , ϕ : U × P → Xegy olyan C1-f�ggv�ny, amelyre minden ϕp, p ∈ P be gyaz s. Az el�z� t�-telt fogjuk alkalmazni ϕ-re lok lisan. Legyen u0 ∈ U . V lasztva egy olyan
U0 k�rnyezet�t u0-nak �s P0 k�rnyezet�t p0-nak, amelyre ϕp homeomor�z-musa U0-nak az X egy ny¡lt r�szhalmaz ra, ha p ∈ P0, az kapjuk, hogyha A egy m sodik kateg¢ri j£ r�szhalmaza U0-nak, akkor ϕp(A) is m sodikkateg¢ri j£.Most az el�z� t�telt alkalmazhatjuk ϕ|U0 × P0-ra. Mint a de�n¡
i¢n leml¡tett�k, ez el�g annak bizony¡t s hoz, hogy (S) �s (B) teljes�l f , U , P ,
p0, ϕ-re.19.6. T�tel. 19.1 jel�l�seit fogjuk haszn lni. Legyenek Z, Zi (i =1, 2, . . . , n) topologikus terek. Legyenek Xi (i = 1, 2, . . . , n) �s X k�l�nb�z�euklid�szi terek ny¡lt r�szhalmazai, �s legyen Y ⊂ Rl is ny¡lt. Legyen Dny¡lt r�szhalmaza X × Y -nak. Tekints�k az f : X → Z, fi : Xi → Zi,
h : D×Z1×. . .×Zn → Z, gi : D → Xi (i = 1, 2, . . . , n) f�ggv�nyeket. Legyen
U ⊂ Rk ny¡lt, P ny¡lt r�szhalmaza valamely euklid�szi t�rnek, p0 ∈ P ,
ϕ : U × P → X egy olyan C1-f�ggv�ny, amelyre ϕp immerzi¢ja U -nak X-beminden p ∈ P -re, �s tegy�k fel, hogy az al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) minden (x, y) ∈ D-re

f(x) = h(x, y, f1(g1(x, y)), . . . , fn(gn(x, y)));(2) b rmely r�gz¡tett y ∈ Y -ra h folytonos a t�bbi v ltoz¢ban;(3) az fi f�ggv�ny Sk+l-ben van Xi-n (i = 1, 2, . . . , n);(4) a gi f�ggv�ny C1-ben van D-n (i = 1, 2, . . . , n);(5) minden u0 ∈ U -hoz van olyan y0, hogy (ϕ(u0, p0), y0) ∈ D �s az(u, y) 7→ gi(ϕ(u, p0), y)lek�pez�s deriv ltj nak rangja (u0, y0)-ban k + l, ha 1 ≤ i ≤ n.Ekkor az (S) felt�tel teljes�l f , U , P , p0, ϕ-vel.



158 19.§ A Baire-tulajdons g �s a folytonoss g k�z�ttBizony¡t s. Tegy�k fel, hogy pm → p0. V lasszunk olyan U0, P0, Y0ny¡lt k�rnyezet�t u0, p0, y0-nak, hogy (ϕ(u, p), y) a D-ben legyen, ha u ∈ U0,
p ∈ P0, y ∈ Y0, tov bb  az (u, y) 7→ gi(ϕ(u, p), y) lek�pez�s deriv ltj nakrangja k + l legyen, ha u ∈ U0, p ∈ P0, y ∈ Y0 �s 1 ≤ i ≤ n. Ez lehets�ges,mivel D ny¡lt, gi �s ϕ is C1-f�ggv�nyek, a rang alulr¢l f�lig folytonos, �s
U × Y dimenzi¢ja k + l, ¡gy a rang nem mehet k + l f�l�.Mivel az f1 f�ggv�ny Sk+l-ben van, azt kapjuk, hogy (u, y) ∈ U0 × Y0p rok egy els� kateg¢ri j£ E1 halmaz t kiv�ve,

f1(g1(ϕ(u, pm), y)) → f1(g1(ϕ(u, p0), y)).Felhaszn lva, hogy f2 is Sk+l-ben van, azt kapjuk, hogy (u, y) ∈ U0 × Y0p rok egy els� kateg¢ri j£ E2 halmaz t kiv�ve
f2(g2(ϕ(u, pm), y)) → f2(g2(ϕ(u, p0), y)),stb. V�g�l azt kapjuk, hogy (u, y) ∈ U0 × Y0 p rok egy els� kateg¢ri j£

E = ∪n
i=1Ei halmaz t kiv�ve

fi(gi(ϕ(u, pm), y)) → fi(gi(ϕ(u, p0), y)),ha i = 1, 2, . . . , n. Kuratowski �s Ulam t�tele szerint, az Y0 halmaz y ele-meinek egy els� kateg¢ri j£ halmaz t kiv�ve, azon u ∈ U0 pontok halmaza,amelyekre (u, y) ∈ E, els� kateg¢ri j£. R�gz¡tve egy ilyen y-t, a f�ggv�ny-egyenletb�l �s a h f�ggv�ny r�gz¡tett y melletti folytonoss g b¢l azt kapjuk,hogy
f(ϕ(u, pm)) → f(ϕ(u, p0)),kiv�ve az u-k egy els� kateg¢ri j£ halmaz t. Ez az (S) felt�tel ϕ|U0×P0-al.A de�n¡
i¢ban tett megjegyz�s szerint kapjuk, hogy (S) teljes�l.Az el�z� pragrafusban adott 18.8 p�lda itt is ugyan£gy t rgyalhat¢.Ugyan£gy, mint ott, itt is meg llap¡thatjuk, hogy a rang felt�tel nem teljesenkiel�g¡t�. Az  ltal nos¡t shoz el�sz�r a (B) felt�telre bizony¡tunk egy t�telt,amihez egy lemm ra lesz sz�ks�g�nk.19.7. Lemma. 19.1 jel�l�seit fogjuk haszn lni. Legyen X ny¡lt r�sz-halmaza Rn-nek, Y egy topologikus t�r, 0 ≤ k ≤ n �s f ∈ Bk(X, Y ). Ha ψaz Rm egy U ny¡lt r�szhalmaz nak C1-lek�pez�se X-be, amelyre a deriv ltrangja minden�tt k, akkor f ◦ ψ Baire-tulajdons g£.Bizony¡t s. A lemma k�zvetlen�l k�vetkezik a rangsz m t�telb�l. Va-l¢ban, a rangsz m t�telb�l k�vetkezik, hogy minden u0 ∈ U -nak van olyan U0ny¡lt k�rnyezete, hogy ψ|U0 fel¡rhat¢ α◦p◦β alakban. Itt I = ℄−1, 1[ jel�l�s-sel a β lek�pez�s olyan di�eomor�zmusa U0-nak Im-re, amelyre β(u0) = 0, az

Im-nek In-re val¢ p projek
i¢ja p(x1, x2, . . . , xm) = (x1, x2, . . . , xk, 0, . . . , 0)alak£, α pedig olyan di�eomor�zmusa In-nek valamely X0 ny¡lt halmazra,amely 0-t x0 = ψ(u0)-ba k�pezi. Azonos¡tva az Ik ×{0} ⊂ In halmaz Ik-val



19.§ A Baire-tulajdons g �s a folytonoss g k�z�ttazt kapjuk, hogy α|Ik immerzi¢, ¡gy (f ◦ (α|Ik))−1 (V ) Baire-tulajdons g£
Y minden V ny¡lt r�szhalmaz ra. Mivel p−1(A) Baire-tulajdons g£ Ikb rmely A r�szhalmaz ra, amely Baire-tulajdons g£, �s β−1(B) is Baire-tulajdons g£ Im minden Baire-tulajdons g£ B r�szhalmaz ra, azt kapjuk,hogy az f ◦ (ψ|U0) f�ggv�ny Baire-tulajdons g£. Most felhaszn lva (B)-neka de�n¡
i¢ban eml¡tett lokalit s t, kapjuk az  ltal nos esetet.19.8. T�tel. 19.1 jel�l�seivel, legyen Z topologikus t�r, Zi (i =1, 2, . . . , n) pedig megsz ml lhat¢ b zis£ topologikus t�r. Legyenek Xi (i =1, 2, . . . , n) �s X k�l�nb�z� euklid�szi terek ny¡lt r�szhalmazai, �s Y ⊂ Rlis legyen ny¡lt. Legyen D ny¡lt r�szhalmaza X × Y -nak. Tekints�k az
f : X → Z, fi : Xi → Zi, h : D × Z1 × . . . × Zn → Z, gi : D → Xi(i = 1, 2, . . . , n) f�ggv�nyeket. Legyen U ⊂ Rk ny¡lt, ψ : U → X egy C1-immerzi¢ja U -nak X-be, �s tegy�k fel, hogy az al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) minden (x, y) ∈ D-re

f(x) = h(x, y, f1(g1(x, y)), . . . , fn(gn(x, y)));(2) b rmely r�gz¡tett y ∈ Y -ra a h f�ggv�ny folytonos a t�bbi v ltoz¢ban;(3) az fi f�ggv�ny Bki
-ben van Xi-n (i = 1, 2, . . . , n);(4) a gi f�ggv�ny C1-ben van D-n (i = 1, 2, . . . , n);(5) minden u0 ∈ U -hoz van olyan y0, hogy (ψ(u0), y0) ∈ D �s az(u, y) 7→ gi(ψ(u), y)lek�pez�s deriv ltj nak rangja ki az (u0, y0) egy k�rnyezet�n, ha 1 ≤

i ≤ n.Ekkor u 7→ f(ψ(u)) Baire-tulajdons g£.Bizony¡t s. V lasszunk olyan U0 k�rnyezet�t u0-nak �s Y0 k�rnyeze-t�t y0-nak, amelyre (ψ(u), y) a D-ben van, ha u ∈ U0 �s y ∈ Y0, tov bb az (u, y) 7→ gi(ψ(u), y) lek�pez�s deriv ltj nak a rangja ki minden u ∈ U0,
y ∈ Y0, 1 ≤ i ≤ n-re. (5) szerint ez lehets�ges. Az el�z� lemm b¢l azt kap-juk, hogy az (u, y) 7→ fi(gi(ψ(u), y)) lek�pez�s Baire-tulajdons g£. Fubinit�tel�nek 2.13 analogonja szerint, Y0-beli y-ok egy els� kateg¢ri j£ Ei halma-z t kiv�ve, az u 7→ fi(gi(ψ(u), y)) lek�pez�s Baire-tulajdons g£ U0-on. �gykiv�ve E = ∪n

i=1Ei elemeit, minden y ∈ Y0-ra az U0-nak Dy×Z1×· · ·×Zn-beval¢
u 7→ (ψ(u), f1(g1(ψ(u), y)), . . . , fn(gn(ψ(u), y)))lek�pez�se Baire-tulajdons g£. Mivel b rmely r�gz¡tett y-ra a h f�ggv�nyfolytonos a t�bbi v ltoz¢ban, azt kapjuk, hogy b rmely r�gz¡tett y ∈ Y0 \E-re az

u 7→ h(ψ(u), y, f1(g1(ψ(u), y)), . . . , fn(gn(ψ(u), y)))lek�pez�s Baire-tulajdons g£. Ez azt jelenti, hogy az u 7→ f(ψ(u)) lek�pez�sBaire-tulajdons g£ U0-on.Most a (B) de�n¡
i¢j n l eml¡tett lokalit si elv szerint kapjuk az  ll¡t st.



160 19.§ A Baire-tulajdons g �s a folytonoss g k�z�ttA k�vetkez� t�tel a kul
s a 19.6 t�tel 19.10  ltal nos¡t s hoz.19.9. T�tel. 19.1 jel�l�seit fogjuk haszn lni. Legyen U ⊂ Rm, X �s Ppedig legyenek euklid�szi terek ny¡lt r�szhalmazai. Legyen p0 ∈ P , �s legyen
Y egy metrikus t�r, ϕ : U × P → X pedig egy olyan C1-f�ggv�ny, amelyrerankϕ′

p(u) = k minden u ∈ U , p ∈ P -re. Ha f ∈ Bk(X, Y )∩Sk(X, Y ), akkoraz (S) felt�tel teljes�l f , U , P , p0 �s ϕ-vel.Bizony¡t s. Legyen u0 ∈ U . Mivel ϕ′
p0(u0) rangja k, fel¡rhatjuk u-t

u = (u1, u2) ∈ Rk × Rm−k alakba £gy, hogy
∂ϕ

∂u1 (u0, p0)determin nsa ne legyen 0. �gy van olyan U1 × U2 ⊂ U k�rnyezete u0-nak �s
P0 k�rnyezete p0-nak, hogy az

u1 7→ ϕ(u1, u2, p)lek�pez�s minden u2 ∈ U2, p ∈ P0-ra immerzi¢ja U1-nek. Mivel f ∈ Sk,minden u2 ∈ U2-h�z van olyan els� kateg¢ri j£ Fu2 r�szhalmaza U1-nek,amelyre ha u1 ∈ U1 \ Fu2 , akkor f(ϕ(u1, u2, pm)) → f(ϕ(u1, u2, p0)). Azel�z� lemma szerint u 7→ f(ϕ(u, p)) Baire-tulajdons g£. �gy az
{(u1, u2) ∈ U1 × U2 : f(ϕ(u1, u2, pm)) → f(ϕ(u1, u2, p0))}halmaz Baire-tulajdons g£ (l sd 2.11-et). A Kuratowski-Ulam t�tel, 2.10,szerint azt kapjuk, hogy a komplementere els� kateg¢ri j£.19.10. T�tel. 19.1 jel�l�seivel, legyen Z topologikus t�r �s legyen Zi(i = 1, 2, . . . , n) szepar bilis metrikus t�r. Legyenek Xi (i = 1, 2, . . . , n)�s X k�l�nb�z� euklid�szi terek ny¡lt r�szhalmazai, �s legyen Y ⊂ Rl isny¡lt. Legyen D ny¡lt r�szhalmaza X × Y -nak. Tekints�k az f : X → Z,

fi : Xi → Zi, h : D × Z1 × . . . × Zn → Z, gi : D → Xi (i = 1, 2, . . . , n)f�ggv�nyeket. Legyen U ⊂ Rk ny¡lt, P ny¡lt r�szhalmaza valamely euklid�szit�rnek, p0 ∈ P , ϕ : U × P → X egy olyan C1-f�ggv�ny, amelyre minden
ϕp, p ∈ P immerzi¢ja U -nak X-be, �s tegy�k fel, hogy az al bbi felt�telekteljes�lnek:(1) minden (x, y) ∈ D-re

f(x) = h(x, y, f1(g1(x, y)), . . . , fn(gn(x, y)));(2) b rmely r�gz¡tett y ∈ Y -ra a h f�ggv�ny folytonos a t�bbi v ltoz¢ban;(3) az fi f�ggv�ny Ski
∩ Bki

-ben van (i = 1, 2, . . . , n);(4) a gi f�ggv�ny C1-ben van D-n (i = 1, 2, . . . , n);(5) minden u0 ∈ U -hoz van olyan y0, amelyre (ϕ(u0, p0), y0) ∈ D �s az(u, y) 7→ gi(ϕ(u, p), y)lek�pez�s deriv ltj nak rangja ki az (u0, p0, y0) pont valamely k�rnye-zet�n, ha 1 ≤ i ≤ n.Ekkor az (S) �s (B) felt�telek teljes�lnek f , U , P , p0, ϕ-vel.



19.§ A Baire-tulajdons g �s a folytonoss g k�z�ttBizony¡t s. Az 19.8 t�telb�l k�vetkezik, hogy a (B) felt�tel teljes�l
f , U , P , p0, ϕ-vel. R�gz¡ts�nk egy u0 ∈ U -t �s v lasszunk (5) szerint egy
y0-at u0-hoz. V lasszunk U0, P0 illetve Y0 ny¡lt k�rnyezeteit u0-nak, p0-nak,illetve y0-nak £gy, hogy u ∈ U0, p ∈ P0 �s y ∈ Y0 eset�n (ϕ(u, p), y) ∈ Dteljes�lj�n, tov bb  az (u, y) 7→ gi(ϕ(u, p), y)lek�pez�s deriv ltj nak rangja ki legyen U0 × P0 × Y0-on minden 1 ≤ i ≤ n-re. Most (S) teljes�l�se ugyan£gy bizony¡that¢, mint a 19.6 t�telben, de ade�n¡
i¢ helyett az el�z� t�telt kell haszn lnunk.19.11. Felt�telek. Ennek a paragrafusnak a h tral�v� r�sz�ben 19.1jel�l�seit fogjuk haszn lni, de 
sak azt az esetet vizsg ljuk, amikor X nem�res ny¡lt r�szhalmaza Rn-nek, f pedig az X-et egy Y szepar bilis metrikust�rbe k�pezi, mivel el k¡v njuk ker�lni azokat a neh�zs�geket, amelyek 
sak
Y topol¢gi j nak nem megfelel� volt b¢l erednek.19.12. Megjegyz�s. 19.11 felt�telei mellett, egy m sik, a 19.1 de�n¡-
i¢ban t rgyaltt¢l elt�r� lokalit si elv is fenn ll. Nevezetesen, f ∈ Sk(X, Y )akkor �s 
sak akkor, ha minden x0 ∈ X-nek van olyan X0 ⊂ X ny¡lt k�r-nyezete, hogy f |X0 ∈ Sk(X0, Y ). A �
sak akkor" r�sz nyilv nval¢. Az �ak-kor" r�szt 19.1 jel�l�seit haszn lva bizony¡tjuk. Vegy�k �szre, hogy minden
u0 ∈ U ponthoz van olyan U0 illetve P0 k�rnyezete u0-nak illetve p0-nak,hogy x0 = ϕ(u0, p0)-ra a ϕ(U0, P0) halmaz r�sze X0-nak. Ez azt jelenti,hogy (S) teljes�l ϕ|U0 × P0-ra. Most a de�n¡
i¢ban kimondott lokalit sielvb�l k�vetkezik, hogy f ∈ Sk(X, Y ). Ugyanez a lokalit si elv igaz (�sugyan¡gy bizony¡that¢) Bk-ra.19.13. A Bk f�ggv�nyoszt ly. 19.11 jel�l�seit fogjuk haszn lni. Le-gyen

Ak = {A ⊂ X : ξA ∈ Bk(X, {0, 1})},ahol {0, 1}-et mint diszkr�t teret tekintj�k. K�nny� l tni, hogy Ak egy σ-algebra, �s az f : X → Y f�ggv�ny pontosan akkor van Bk(X, Y )-ban, ha
f−1(V ) az Ak-ban van Y b rmely V ny¡lt r�szhalmaz ra. �gy Bk(X, Y ) vizs-g lata az Ak σ-algebra vizsg lat ra reduk l¢dik. K�nny� l tni, hogy An az
X �sszes Baire-tulajdons g£ r�szhalmazainak oszt lya, A0 pedig az X �sszesr�szhalmazainak oszt lya. Minden Ak tartalmazza X Borel-halmazait.Megmutatjuk, hogy A ∈ Ak akkor �s 
sak akkor, ha A ∩ rngψ Baire-tulajdons g£ a rngψ alt�rben az Rk b rmely ny¡lt r�szhalmaz nak X-beval¢ b rmely ψ be gyaz s ra. Val¢ban, ha A ∈ Ak, akkor ψ−1(A) Baire-tulajdons g£ dmnψ-ben, �s mivel ψ homeomor�zmusa dmnψ-nek rngψ-re, a ψ(ψ−1(A)) = A ∩ rngψ halmaz Baire-tulajdons g£ rngψ-ben. Ha-sonl¢an, ha A ∩ rngψ Baire-tulajdons g£ rngψ-ben, akkor ψ−1(A) Baire-tulajdons g£ dmnψ-ben. 19.2.(4) szerint, ha ψ−1(A) Baire-tulajdons g£ az
Rk b rmely ny¡lt r�szhalmaz nak X-be val¢ b rmely ψ be gyaz s ra, akkor
A ∈ Ak.



162 19.§ A Baire-tulajdons g �s a folytonoss g k�z�ttHasonl¢an, A ∈ Ak akkor �s 
sak akkor, ha A∩rngψ Baire-tulajdons g£a rngψ alt�rben az Rk b rmely ny¡lt r�szhalmaz nak X-be val¢ b rmely ψimmerzi¢j ra. Ǒll¡tsuk el� U = dmnψ-t az U olyan Ui ny¡lt r�szhalmazainakmegsz ml lhat¢ egyes¡t�sek�nt, amelyekre ψ|Ui be gyaz sa Ui-nek X-be.Ha A ∈ Ak, akkor ψ−1(A) Baire-tulajdons g£ U -ban, ¡gy Ui ∩ ψ−1(A) isBaire-tulajdons g£ Ui-ben. Innen Ai = (ψ|Ui)(ψ−1(A)) Baire-tulajdons g£
ψ(Ui)-ben, azaz Ai△Vi ⊂ Fi valamely Vi relat¡v ny¡lt r�szhalmaz val ψ(Ui)-nak �s valamely Fi-vel, amely els� kateg¢ri j£ ψ(Ui)-ben. Mivel Fi els�kateg¢ri j£ rngψ-ben is, ∪iFi is els� kateg¢ri j£ rngψ-ben. Mivel(∪iAi) △ (∪iVi) ⊂ ∪iFi,azt kapjuk, hogy az A ∩ rngψ = ∪iAi �s a σ-kompakt ∪iVi halmaz szim-metrikus di�eren
i ja els� kateg¢ri j£. Ez mutatja, hogy A ∩ rngψ Baire-tulajdons g£ rngψ-ben. A m sik ir nyban, ha A∩ψ(Ui) Baire-tulajdons g£,akkor (ψ|Ui)−1(A) Baire-tulajdons g£ Ui-ben, ¡gy U -ban is. Mivel ez Rkminden ny¡lt r�szhalmaz nak minden ψ immerzi¢j ra teljes�l, azt kapjuk,hogy A ∈ Ak.V�g�l, A ∈ Ak akkor �s 
sak akkor, ha A ∩M Baire-tulajdons g£ az
M alt�rben X b rmely M tiszta k-dimenzi¢s r�szsokas g ra. Val¢ban, haez teljes�l, akkor spe
i lisan A ∩ rngψ Baire-tulajdons g£ rngψ-ben az Rkb rmely ny¡lt r�szhalmaz nak X-be val¢ b rmely ψ immerzi¢j ra, ¡gy A ∈
Ak. M sr�szt, X minden M tiszta k-dimenzi¢s r�szsokas ga el� ll¡that¢,mint az Rk valamely ny¡lt r�szhalmaza egy ψ immerzi¢j nak az �rt�kk�szlete.�gy A ∩M = A ∩ rngψ Baire-tulajdons g£ M = rngψ-ben.19.14. �sszef�gg�sek Bk �s Sk k�z�tt. 19.11 jel�l�seit fogjuk hasz-n lni. A legegyszer�bb k�rd�sek egyike, hogy f ∈ Bk-b¢l k�vetkezik-e
f ∈ Sk? Tudjuk, hogy ez teljes�l k = n-re. Ha k < n, akkor X �s egyalkalmas k-dimenzi¢s s¡k metszet�nek a karakterisztikus f�ggv�nye Bk-banvan, de nin
s benne Sk-ban.A m sik ir nyban, tegy�k fel, hogy f ∈ Sk. K�rd�s, hogy teljes�l-e
f ∈ Bk? Ez trivi lis k = 0-ra. Meg fogjuk mutatni, hogy ha 0 < k ≤ n,akkor hasonl¢  ll¡t s nem bizony¡that¢ ZFC-ben. Nevezetesen, kontinuum-hipot�zis mellett p�ld t adunk olyan f f�ggv�nyre, amelyre f ∈ Sk, de
f /∈ Bk. G�odel �s Cohen h¡res eredm�nyei szerint a kontinuum-hipot�zisf�ggetlen ZFC axi¢m it¢l. �gy Bk ⊂ Sk nem bizony¡that¢ ZFC-ben.19.15. Hierar
hia a k�l�nb�z� dimenzi¢khoz tartoz¢ f�ggv�ny-oszt lyok k�z�tt. 19.11 jel�l�seit fogjuk haszn lni. R�gz¡ts�k a 0 ≤ k <
l ≤ n dimenzi¢kat �s vizsg ljuk a Bk �s Sk, valamint a Bl �s Sl f�ggv�nyosz-t lyok k�z�tti kap
solatot.Azt rem�lhetj�k, hogy 
s�kkentve a dimenzi¢t, (S) egyre er�sebb lesz.Az ilyen ir ny£ k�t pozit¡v eredm�ny egyike, hogy ez igaz az (S) felt�telre,ha (B) is fenn ll:

Bk ∩ Bl ∩ Sk ⊂ Sl.Ennek az  ll¡t snak a bizony¡t sa nagyon hasonl¡t a 19.9 t�tel bizony¡t s -hoz, ¡gy nem ism�telj�k meg az �rvel�st.



19.§ A Baire-tulajdons g �s a folytonoss g k�z�ttKontinuum-hipot�zis mellett ellenp�ld val fogjuk igazolni, hogy k > 0-ra ZFC 2 Bk ∩ Sk ⊂ Bl ∪ Sl.Hasonl¢an, egy kontinuum-hipot�zis mellett adott ellenp�ld val meg-mutatjuk, hogy ZFC 2 Bk ∩ Sk ∩ Sl ⊂ Bl,kiv�ve a trivi lis k = 0 esetet.Sokkal k�nnyebb megmutatni, hogy  ltal ban az ellenkez� ir ny£ tar-talmaz sok sem teljes�lnek. B r
Bl ⊂ B0trivi lisan teljes�l,  ltal ban

Bl 6⊂ Bk, ha k > 0.Ezt igazoland¢, tekints�nk X �s egy alkalmas k-dimenzi¢s s¡k a metszet�-ben egy olyan halmazt, amely nem Baire-tulajdons g£ az adott s¡kban, �stekints�k ennek a halmaznak a karakterisztikus f�ggv�ny�t. Ugyanez a p�ldamutatja, hogy
Bl ∩ Sl 6⊂ Bk ∪ Sk.Ha X �s egy alkalmas k-dimenzi¢s s¡k metszet�nek a karakterisztikus f�gg-v�ny�t vessz�k, akkor l tjuk, hogy
Bl ∩ Sl ∩ Bk 6⊂ Sk.Meg fogjuk mutatni, hogy

Bl ∩ Sk ⊂ Bk.L ssuk a bizony¡t sokat.19.16. T�tel. 19.11 felt�telei mellett, ha 0 ≤ k < l ≤ n, akkor
Bl ∩ Sk ⊂ Bk.Bizony¡t s. k = 0-ra az  ll¡t s trivi lis. Egy�bk�nt legyen ψ egy
U ⊂ Rk ny¡lt halmaz immerzi¢ja X-be. Legyen u0 ∈ U , �s legyen Vegy l − k-dimenzi¢s altere Rn-nek, amely ortogon lis rngψ′(u0)-ra. Legyen
π : Rl−k → V egy line ris izometria, �s ϕ-t de�ni ljuk a ϕ(u, p) = ψ(u)+π(p)�sszef�gg�ssel. Ekkor p0 = 0-ra ϕp0 = ψ. V lasszunk olyan U0 illetve P0ny¡lt k�rnyezeteit u0-nak illetve p0-nak, amelyekre ϕ(U0, P0) ⊂ X �s ϕ im-merzi¢ja U0 × P0-nak X-be. Mivel f ∈ Bl, az (u, p) 7→ f(ϕ(u, p)) lek�pez�sBaire-tulajdons g£. �gy Fubini t�tel�nek 2.13 analogonja szerint, egy els�kateg¢ri j£ halmazt kiv�ve, minden p ∈ P0-ra az u 7→ f(ϕ(u, p)) lek�pez�sBaire-tulajdons g£. V lasszunk egy pm → p0 sorozatot, amelyre minden
u 7→ f(ϕ(u, pm)) Baire-tulajdons g£. Mivel f ∈ Bk, azt kapjuk, hogy

f(ϕ(u, pm)) → f(ϕ(u, p0))minden u ∈ U0-ra, egy els� kateg¢ri j£ halmaz pontjait kiv�ve. �gy az
u 7→ f(ψ(u)) lek�pez�s Baire-tulajdons g£ U0-on, azaz lok lisan. Ebb�lk�vetkezik, hogy f ∈ Bk.



164 19.§ A Baire-tulajdons g �s a folytonoss g k�z�ttA tov bbi ellenp�ld khoz a 18.21 lemm t fogjuk felhaszn lni. Enneka tiszt n halmazelm�leti lemm nak a tipikus alkalmaz s t itt azon a spe-
i lis eseten kereszt�l �rthetj�k meg, amelyben X a s¡k, T az �sszes olyandi�eomor�zmusok oszt lya, amelyek a s¡k valamely ny¡lt r�szhalmaz t a s¡kegy m sik ny¡lt r�szhalmaz ra k�pezik, F a s¡k m sodik kateg¢ri j£ Borel-halmazainak oszt lya, G a s¡k �sszes egy dimenzi¢s C1-r�szsokas gainak osz-t lya, �s n = c = ℵ1.19.17. Ellenp�lda. 19.11 felt�telei mellett, felt�ve a kontinuum-hipot�zist, ha 0 < k ≤ n, akkor Sk 6⊂ Bk.Bizony¡t s. Megadunk egy f ∈ Sk f�ggv�nyt, amelyre f /∈ Bk. A18.21 lemm t k¡v njuk alkalmazni. Csak azt fogjuk felhaszn lni, hogy az Skde�n¡
i¢j ban szerepl� ϕ f�ggv�nyek folytonosak, �s hogy a 19.2.(4) meg-jegyz�s szerint feltehetj�k, hogy a ϕp f�ggv�nyek k�l
s�n�sen egy�rtelm�ek.Jel�lje T az �sszes olyan k�l
s�n�sen egy�rtelm� τ f�ggv�nyek oszt ly t,amelyek el� ll¡that¢k ϕp ◦ ϕ−1
p′ alakban, ahol U ny¡lt r�szhalmaza Rk-nak,

P ny¡lt r�szhalmaza valamely euklid�szi t�rnek, ϕ : U × P → X pedig egyolyan folytonos f�ggv�ny, amelyre minden ϕp, p ∈ P k�l
s�n�sen egy�rtelm�.Mivel az �sszes U , P p rok sz moss ga kontinuum, �s b rmely ϕ folytonosf�ggv�nyt egy�rtelm�en meghat roznak egy adott megsz ml lhat¢ s�r� hal-mazon felvett �rt�kei, a T oszt ly sz moss ga kontinuum.Jel�lje F az X �sszes olyan r�szhalmazainak oszt ly t, amelyek el� l-l¡that¢k ψ(G) alakban, ahol ∅ 6= U ⊂ Rk ny¡lt, ψ : U → X be gyaz s, �s
G ⊂ U m sodik kateg¢ri j£ Borel-halmaz U -ban. F minden eleme Borel-halmaz X-ben, ¡gy F sz moss ga legfeljebb c (kontinuum). Tov bb , Pi
-
ard t�tele szerint, G−G tartalmazza az orig¢ egy k�rnyezet�t, ¡gy F mindenelem�nek a sz moss ga c.A 18.21 lemm t alkalmazva G = ∅-al, az X r�szhalmazainak egy Xγ ,
γ ∈ R rendszer�t kapjuk. Ellenp�ld nk az X0 halmaz (azaz γ = 0-ra az Xγhalmaz) f karakterisztikus f�ggv�nye lesz.Ha f a Bk oszt lyban lenne, akkor 19.13 eredm�nyei szerint Rk b r-mely nem �res U ny¡lt r�szhalmaz nak b rmely ψ be gyaz s ra X-be az
A0 = ψ−1(X0) halmaz Baire-tulajdons g£ halmaz lenne. A0 nem lehetels� kateg¢ri j£, mivel akkor valamely G ⊂ U \ A0 m sodik kateg¢ri j£Borel-halmazra ψ(G) nem metszene bele X0-ba. Hasonl¢an, ha A0 m -sodik kateg¢ri j£ lenne, akkor v lasztva egy B ⊂ A0 m sodik kateg¢ri j£Borel-halmazt, azt kapn nk, hogy ψ(G) ⊂ X0, ellentmond sban azzal, hogy
ψ(G) ∩Xγ 6= ∅ �s Xγ ∩X0 = ∅ minden γ 6= 0-ra.Megmutatjuk, hogy f ∈ Sk. Legyen U ny¡lt r�szhalmaza Rk-nak, Pny¡lt r�szhalmaza valamely euklid�szi t�rnek, p0 ∈ P , �s legyen ϕ : U ×P →
X egy olyan C1-f�ggv�ny, amelyre minden ϕp be gyaz s. Az

{u ∈ U : f(ϕp0(u)) 6= f(ϕp(u))}halmaz megegyezik a
ϕ−1

p0 ({x ∈ ϕp0(U) : x ∈ X0 △ (ϕp0 ◦ ϕ−1
p )(X0)})



19.§ A Baire-tulajdons g �s a folytonoss g k�z�tthalmazzal. A τ = ϕp0 ◦ ϕ−1
p lek�pez�sre ez a halmaz r�szhalmaza a

ϕ−1
p0 ((τ(X) ∩X0) △ τ(X0))halmaznak. Ha feltessz�k a kontinuum-hipot�zist, akkor ez a halmaz meg-sz ml lhat¢.19.18. Ellenp�lda. 19.11 felt�teleit haszn lva, felt�ve a kontinuum-hipot�zist, ha 0 < k < l ≤ n, akkor Bk ∩ Sk ∩ Sl 6⊂ Bl.Bizony¡t s. P�ld t adunk olyan f ∈ Bk ∩Sk ∩Sl f�ggv�nyre, amelyre

f /∈ Bl. Ism�t a 18.21 lemm t fogjuk alkalmazni. Azt is felhaszn ljuk, hogy a19.2.(4) megjegyz�s szerint feltehetj�k, hogy az Sl de�n¡
i¢j ban szerepl� ϕpf�ggv�nyek be gyaz sok. Jel�lje T az �sszes olyan k�l
s�n�sen egy�rtelm�
τ f�ggv�nyek oszt ly t, amelyek reprezent lhat¢k ϕp ◦ϕ−1

p′ alakban, ahol Uny¡lt r�szhalmaza Rl-nek, P ny¡lt r�szhalmaza valamely euklid�szi t�rnek,
ϕ : U × P → X pedig egy olyan C1-f�ggv�ny, amelyre minden ϕp, p ∈ Pbe gyaz s. Legyen F ugyanaz, mint az el�z� ellenp�ld ban. Legyen G az
X �sszes olyan Borel-halmazainak oszt lya, amelyek benne vannak az Xmegsz ml lhat¢ sok k-dimenzi¢s r�szsokas g nak az egyes¡t�s�ben. Meg kellmutatnunk, hogy a G halmazoszt ly T -invari ns. B rmely τ ∈ T �rtelmez�sitartom nya l-dimenzi¢s r�szsokas ga X-nek. Ha a G ∈ G halmaz r�sze
∪∞

j=1Mj-nek, ahol minden Mj egy k-dimenzi¢s r�szsokas ga X-nek, akkorminden x ∈ G∩Mj ∩ dmn τ -hoz tal lhatunk egy ε > 0-t �s egy k-dimenzi¢s
M ′

j r�szsokas g t dmn τ -nak £gy, hogy minden y-ra, amelyre |y − x| < ε,teljes�l, hogy y ∈ X , �s hogy y ∈ G∩Mj ∩dmn τ akkor �s 
sak akkor, ha y ∈
G∩M ′

j ∩dmn τ . Ez azt bizony¡tja, hogy a G∩dmn τ Borel-halmaz lefedhet�dmn τ megsz ml lhat¢ sok k-dimenzi¢s r�szsokas g val. �gy a τ(G) Borel-halmaz is lefedhet� megsz ml lhat¢ sok k-dimenzi¢s r�szsokas ggal.Mivel egy k-dimenzi¢s G r�szsokas g b rmely r�szhalmaz nak dim =ind = Ind topol¢giai dimenzi¢ja ≤ k, az X egy l-dimenzi¢s L r�szsokas -g nak �s G-nek a metszete els� kateg¢ri j£ L-ben. Ugyanez igaz b rmely
G ∈ G-re, valamint b rmely G0 ⊂ G megsz ml lhat¢ halmazrendszer G uni¢-j ra is. Ez azt mutatja, hogy b rmely F ∈ F -re az F \G halmaz sz moss ga
c. A 18.21 lemma alkalmaz s hoz sz�ks�ges t�bbi felt�tel teljes�l�s�t m rellen�rizt�k az el�z� ellenp�ld n l.A 18.21 lemm t alkalmazva, olyan Xγ , γ ∈ R halmazrendszert kapunk,amelyre minden Xγ minden G ∈ G halmazb¢l megsz ml lhat¢ sok pontottartalmaz, de Xγ ∩ F 6= ∅ minden F ∈ F -re.Legyen f az X0 karakterisztikus f�ggv�nye. Ugyan£gy, mint az el�z�ellenp�ld n l, azt kapjuk, hogy f ∈ Sl, de f /∈ Bl. Mivel Rk b rmely ny¡ltr�szhalmaz nak b rmely ψ C1-be gyaz s ra X-be az f ◦ ψ f�ggv�ny egymegsz ml lhat¢ halmazt kiv�ve nulla, azt kapjuk, hogy f ∈ Bk �s f ∈ Sk.�gy a bizony¡t s teljes.19.19. Ellenp�lda. 19.11 felt�telei mellett, ha teljes�l a kontinuum-hipot�zis, akkor 0 < k < l ≤ n-re Bk ∩ Sk 6⊂ Bl ∪ Sl.



166 20.§ A folytonoss g �s a di�eren
i lhat¢s g k�z�ttBizony¡t s. Alkalmazzuk a 18.21 lemm t ugyanazzal a T -vel, F -el�s G-vel, mint az el�z� ellenp�ld ban. Egy Xγ , γ ∈ R halmazrendszertkapunk, amelyre minden Xγ minden G ∈ G-b�l megsz ml lhat¢ sok pontottartalmaz, de Xγ ∩ F 6= ∅ egyetlen F ∈ F -re sem.Legyen Z olyan l-dimenzi¢s s¡k, amelynek metszete X-el nem �res, fpedig legyen a Z∩X0 halmaz karakterisztikus f�ggv�nye. Ekkor f ∈ Bk∩Sk,de f /∈ Bl �s f /∈ Sl.20.§ A folytonoss g �s a di�eren
i lhat¢s g k�z�ttMint a bevezet�sben eml¡tett�k,  ltal nos, �a lok lisan integr lhat¢megold sok v�gtelen sokszor di�eren
i lhat¢ak" t¡pus£ eredm�nyek kapha-t¢k �kev�s" v ltoz¢s f�ggv�nyegyenletekre is �Swiatak m¢dszer�vel, aki [154℄dolgozat ban az(1) n
∑

i=1 hi(x, y)f(gi(x, y)) = h(x, f(gn+1(x)), . . . , f(gm(x))) + h0(x, y)egyenletre bizony¡tott be ilyen eredm�nyt, ahol f az egyetlen ismeretlen f�gg-v�ny. M¢dszer�nek l�nyege, hogy megmutatja, a disztrib£
i¢ �rtelemben te-kintett megold sok egy olyan di�eren
i legyenletet el�g¡tenek ki, amelynek
sak C∞ megold sai vannak. Mint a bevezet�s 1.40 pontj ban kifejtett�k,m¢dszer�vel kap
solatban az egyik probl�ma, hogy l�teznie kell olyan y0-nak,amelyre gi(x, y0) ≡ x minden 1 ≤ i ≤ n-re, ami meglehet�sen er�s felt�tel. Am sik probl�ma, hogy a fell�p� par
i lis di�eren
i legyenlet konstans er�s-s�g� hypoelliptikus kell legyen. A r�szleteket illet�en �Swiatak eredeti [151℄,[152℄, [153℄, [154℄, [155℄ dolgozataira utalunk. A m¢dszerrel kap
solatos to-v bbi hivatkoz sok a [104℄  ttekint� dolgozatban tal lhat¢k.Ebben a paragrafusban  ltal nos, �folytonoss gb¢l k�vetkezik a C∞"t¡pus£ eredm�nyeket fogunk bizony¡tani. A �C1-b�l k�vetkezik C∞" r�sz az1.17 probl�m ban szerepl�  ltal nos nemline ris expli
it egyenletre alkal-mazhat¢ az 1.17.(3) felt�telben a bels� f�ggv�nyekre kir¢tt er�s rang felt�teln�lk�l. A �folytonoss gb¢l k�vetkezik C1" r�sz 
sak a line ris t¡pus£(2) f(x) = h0(x, y) + n
∑

i=1 hi(x, y)f(gi(x, y))egyenletre alkalmazhat¢, ahol f az ismeretlen f�ggv�ny. Az 1.7 pontbanle¡rt �bootstrap" m¢dszer szellem�ben olyan tulajdons gok egy sorozat tvezetj�k be, amelyek | durv n sz¢lva | a folytonoss g �s a folytonos di�e-ren
i lhat¢s g k�z�tt vannak. Ez a tulajdons g-sorozat alkotja azt a l�p
s�t,amelyen felm szhatunk a folytonoss gt¢l a folytonos di�eren
i lhat¢s ghoz.El�sz�r megvizsg ljuk az £j fogalmak alaptulajdons gait. Ezut n bebizo-ny¡tunk egy �folytonoss gb¢l k�vetkezik C1" t¡pus£ t�telt. A t�tel egy �-nom¡t s t is bebizony¡tjuk. V�g�l egy �C1-b�l k�vetkezik C∞" t¡pus£ t�teltbizony¡tunk. Ezek az eredm�nyek a J rai [98℄ dolgozatban publik l s alatt llnak.



20.§ A folytonoss g �s a di�eren
i lhat¢s g k�z�ttM¢dszer�nk el�nyei �Swiatak m¢dszer�vel szemben az al bbiak:Nin
s sz�ks�g�nk arra az igen er�s feltev�sre, hogy van olyan y0, amelyre
gi(x, y0) ≡ x, ha 1 ≤ i ≤ n. Ez a felt�tel a f�ggv�nyegyenletek legt�bbj�renem teljes�l.Szint�n sz�ks�gtelen a meglehet�sen mesterk�lt �s nehezen ellen�rizhet�hypoelliptikuss gi felt�tel. Felt�teleink | az adott f�ggv�nyekre vonatkoz¢simas gi felt�telek mellett | tiszt n line ris algebrai jelleg�ek.L tsz¢lag a �Swiatakn l szerepl� (1) egyenlet nemline ris, m¡g az  lta-lunk vizsg lt (2) egyenlet line ris. Azonban az (1) egyenletben y0-at helyet-tes¡tve a gi(x, y0) ≡ x felt�telek felhaszn l s val azt kapjuk, hogy

n
∑

i=1 hi(x, y0)f(x) = h(x, f(gn+1(x)), . . . , f(gm(x))) + h0(x, y0).Ebb�l az egyenletb�l kifejezve a h(x, f(gn+1(x)), . . . , f(gm(x))) tagot, �svisszahelyettes¡tve (1)-be, majd osztva∑n
i=1 hi(x, y0)-al, egy (2) t¡pus£ egyen-letet kapunk. �gy m¢dszer�nk alkalmas arra, hogy �Swiatak (1) egyenlet�nekmegold saira �folytonoss gb¢l k�vetkezik C1" t¡pus£  ll¡t sokat bizony¡t-sunk. A �C1-b�l k�vetkezik C∞" t¡pus£ eredm�nyeink az 1.17 probl�m banszerepl�  ltal nos nemline ris egyenletre vonatkoznak.V�g�l rem�lhet�, hogy m¢dszereink �nom¡t s val az 1.17 probl�m banszerepl�  ltal nos nemline ris egyenletre is kaphat¢k �folytonoss gb¢l k�vet-kezik C1" t¡pus£ eredm�nyek. Ez lehetetlennek t�nik �Swiatak m¢dszer�vel,amely S
hwartz-f�le disztrib£
i¢kat haszn l, mivel a S
hwartz-f�le disztrib£-
i¢k k�z�tt nin
s szorz s de�ni lva. S
hwartz �lehetetlens�gi t�tele" szerintilyen szorz s nem is de�ni lhat¢ kiel�g¡t� m¢don. M�g kev�sb� lehets�gesdisztrib£
i¢kat  ltal nos (t�bbv ltoz¢s) C∞-f�ggv�nyekbe helyettes¡teni. Eza k�r�lm�ny a disztrib£
i¢-m¢dszert olyan egyenletekre korl tozza, amelyeknin
senek t£l messze a line rist¢l.20.1. De�n¡
i¢. Az alapgondolat(1) p 7→

∫

U

w(u, p)f(ϕ(u, p)) dµ(u)t¡pus£ param�teres integr lokat tekinteni az f : X → Y f�ggv�nyre, amelyaz X halmazt az Y Bana
h-t�rbe k�pezi. Ilyen param�teres integr lok a(P, U, w, ϕ, µ) param�teres integr 
i¢s �t�s  ltal adottak, ahol P a param�tert�r, U egy m�rt�kt�r a µ m�rt�kkel, w egy U ×P -n �rtelmezett val¢s �rt�k�s£lyf�ggv�ny �s a ϕ : U ×P → X f�ggv�nyt £gy tekintj�k, hogy egy ϕp, p ∈
P param�teres fel�let-
sal dot reprezent l X-ben. Tekints�k param�teresintegr 
i¢s �t�s�k egy P oszt ly t, �s jel�lje F(X, Y,P;G) az �sszes olyan
f : X → Y f�ggv�nyek oszt ly t, amelyekre minden P-beli �t�sre az (1)param�teres integr l a G f�ggv�nyoszt lyban van.C�ljainkra egy spe
i lis eset is elegend� lesz. Az egyszer�s�g kedv��rt,tegy�k fel, hogy f az Rn valamely X ny¡lt r�szhalmaz t az Y Bana
h-t�rbe



168 20.§ A folytonoss g �s a di�eren
i lhat¢s g k�z�ttk�pez� folytonos f�ggv�ny. Az �sszes olyan (U, P, w, ϕ, µ) param�teres integ-r 
i¢s �t�s�k Pk oszt ly t fogjuk tekinteni, amelyekre U ny¡lt r�szhalmaza
Rk-nak, a P param�ter-t�r ny¡lt r�szhalmaza valamely euklid�szi t�rnek, µa λk Lebesgue-m�rt�k megszor¡t sa U r�szhalmazaira, a w : U × P → R �s
ϕ : U × P → X f�ggv�nyek pedig valamilyen simas gi felt�telnek tesznekeleget. Mindig olyan s£lyf�ggv�nyeket fogunk haszn lni, amelyek folytono-sak �s kompakt tart¢j£ak. A ϕ f�ggv�nyr�l legal bb annyit fel fogunk tenni,hogy C1-ben van. Ilyen felt�telek mellett a(2) p 7→

∫

U

w(u, p)f(ϕ(u, p)) duparam�teres integr l minden p ∈ P -re l�tezik, �s folytonos f�ggv�nye p-nek.Az integr l s a k-dimenzi¢s Lebesgue-m�rt�k szerint t�rt�nik.A 11.1 t�tel azt mutatja, hogy ha f 
sak folytonos, de ϕ k�tszer folytono-san di�eren
i lhat¢, akkor k = n eset�n ez a param�teres integr l megfelel�felt�telek mellett folytonosan di�eren
i lhat¢. Ha k = 0, akkor ilyen integr -lok folytonos di�eren
i lhat¢s ga ekvivalenss� v lik az f folytonos di�eren-
i lhat¢s g val. Durv n sz¢lva, 
s�kkentve k-t, ilyen param�teres integr lokfolytonos di�eren
i lhat¢s ga egyre er�sebb felt�tell� v lik, �s ¡gy megadjaazt a l�p
s�t, amely sz�ks�ges ahhoz, hogy felm sszunk a folytonoss gt¢l afolytonos di�eren
i lhat¢s gig.Hogy j¢l haszn lhat¢ jel�l�seket kapjunk, tekints�k a k�vetkez� helyze-tet. Legyen X ny¡lt r�szhalmaza az Rn t�rnek, Y pedig Bana
h-t�r �s legyen0 ≤ k ≤ n. Legyen a W oszt ly olyan w f�ggv�nyek oszt lya, amelyek vala-mely (a w-t�l f�gg�) U ×P szorzatot R-be k�peznek, ahol U az Rk egy ny¡ltr�szhalmaza, P pedig valamely euklid�szi t�r ny¡lt r�szhalmaza. A � oszt lylegyen olyan ϕ f�ggv�nyek oszt lya, amelyek valamely U×P szorzatot X-bek�peznek, ahol U ny¡lt r�szhalmaza az Rk t�rnek, P pedig ny¡lt r�szhalmazavalamely euklid�szi t�rnek. A G f�ggv�nyoszt ly legyen valamely euklid�szit�r valamely P ny¡lt r�szhalmaz t az Y -ba k�pez� f�ggv�nyek egy oszt lya.Jel�lje
Fk(X, Y,W,�;G)az �sszes olyan f : X → Y folytonos f�ggv�nyek oszt ly t, amelyekre vala-h nyszor a w ∈ W �s a ϕ ∈ � f�ggv�nyek �rtelmez�si tartom nya ugyanazaz U × P , a (2) param�teres integr l minden p ∈ P -re de�ni lva van �s a Gf�ggv�nyoszt ly eleme.A W, � �s G f�ggv�nyoszt lyokat simas gi felt�telekkel fogjuk megadni.A tov bbiakban, ha 0 ≤ m ≤ ∞, jel�lje Cm az �sszes olyan f�ggv�nyek osz-t ly t, amelyek valamely euklid�szi t�r valamely ny¡lt r�szhalmaz n vannak�rtelmezve, �rt�keik valamely Bana
h-t�rben vannak, �s m-szer folytonosandi�eren
i lhat¢ak. Jel�lje Km a kompakt tart¢j£ f�ggv�nyek  ltal alkotottr�szoszt ly t a Cm f�ggv�nyoszt lynak. Jel�lje Im az �sszes olyan ϕ ∈ Cmf�ggv�nyek oszt ly t, amelyek euklid�szi terek ny¡lt r�szhalmazainak vala-mely U × P Des
artes-szorzat t k�pezik le egy euklid�szi t�rbe £gy, hogy

u 7→ ϕ(u, p) immerzi¢ minden p ∈ P -re. Hasonl¢an, jel�lje Em az �sszes



20.§ A folytonoss g �s a di�eren
i lhat¢s g k�z�ttolyan ϕ ∈ Cm f�ggv�nyek oszt ly t, amelyek euklid�szi terek ny¡lt halma-zainak valamely U × P szorzat t k�pezik le egy euklid�szi t�rbe £gy, hogy
u 7→ ϕ(u, p) be gyaz s minden p ∈ P -re.Sz munkra a legfontosabbak a Fk(X, Y,K1, I2; C1), 0 ≤ k ≤ n f�gg-v�nyoszt lyok lesznek.Az f ∈ Fk(X, Y,K1, I2; C1) felt�telt gyakran lok lisan fogjuk ellen�-rizni. Ha egy adott ϕ : U × P → X f�ggv�nyre minden u0 ∈ U -hoz �s
p0 ∈ P -hez van olyan U0 ny¡lt k�rnyezete u0-nak �s P0 ny¡lt k�rnyezete
p0-nak, hogy a (2) param�teres integr l C1-ben van, valah nyszor w ∈ K1,
w : U × P → R, �s w tart¢ja r�sze U0 × P0-nak, akkor b rmely w ∈ K1,
w : U × P → R-re is a (2) param�teres integr l C1-ben van. Ez k�nnyenk�vetkezik egys�gfelbont st haszn lva.20.2. Megjegyz�sek. (1) Tegy�k fel, hogy X ny¡lt r�szhalmaza Rn-nek. A k�pt�r legyen Rm. F� eredm�nyeink, durv n sz¢lva, azt fogj kmutatni, hogy ha egy f megold s benne van Fk+1(X,Rm,K1, I2; C1)-benakkor benne van Fk(X,Rm,K1, I2; C1)-ben is. Meg fogjuk mutatni, hogy
F0(X,Rm,K1, I2; C1) megegyezik a C1-f�ggv�nyek oszt ly val, �s hogy min-den f : X → Rm folytonos f�ggv�ny Fn(X,Rm,K1, I2; C1)-beli. �gy l�p�sr�ll�p�sre azt kapjuk, hogy a folytonos megold sok folytonosan di�eren
i lha-t¢ak.(2) N�mi hasonl¢s g  ll fenn a m�rt�kelm�leti �s a Baire-kateg¢ria ese-tekkel. A megfelel� m�rt�kelm�leti fogalmak el�t�rt�net�vel kap
solatbanl sd a 18. paragrafust.(3) Mint a bevezet�sben le¡rtuk, param�teres integr lok felhaszn l saf�ggv�nyegyenletek regularit si tulajdons gainak bizony¡t s ra a val¢s v l-toz¢s esetben j¢l ismert, l sd A
z�el [3℄ k�nyv�t, 4.2.2, 4.2.3. A t�bb v lto-z¢s f�ggv�nyek eset�re t�rt�n� kiterjeszt�ssel a 11. fejezetben foglalkoztunk,amelynek eredm�nyeit itt is fel fogjuk haszn lni.(4) Ha X ny¡lt r�szhalmaza Rn-nek, Y Bana
h-t�r, �s 0 ≤ k ≤ n, akkoraz Fk(X, Y,K1, I2; C1) f�ggv�nyoszt ly megegyezik az Fk(X, Y,K1, E2; C1)f�ggv�nyoszt llyal. Ez k�nnyen k�vetkezik a de�n¡
i¢ban eml¡tett lokalit sielv felhaszn l s val.20.3. T�tel. Legyen X ny¡lt r�szhalmaza Rn-nek. Ha 0 ≤ k < ∞,akkor F0(X,Rm,K∞, I∞; Ck) = Ck.Bizony¡t s. A de�n¡
i¢ban szerepl� param�teres integr l most egy-szer�en a p 7→ w(0, p)f(ϕ(0, p)) lek�pez�s. Legyen P = X , p 7→ ϕ(0, p) azidentikus lek�pez�s, p 7→ w(0, p) pedig legyen egy az adott x0 = p0 ∈ X pontvalamely k�rnyezet�ben. �gy azt kapjuk, hogy f egy Ck-f�ggv�ny az x0 vala-mely k�rnyezet�ben. Megford¡tva, ha f ∈ Ck, akkor a p 7→ w(0, p)f(ϕ(0, p))lek�pez�s is Ck.Most megmutatjuk, hogy az Rn valamely X ny¡lt r�szhalmaz t Rm-bek�pez� folytonos f�ggv�nyek Fn(X,Rm,K1, I2; C1)-beliek. A bizony¡t s a11.1 t�telen m£lik.



170 20.§ A folytonoss g �s a di�eren
i lhat¢s g k�z�tt20.4. T�tel. Legyen X ny¡lt r�szhalmaza Rn-nek, f : X → Rm pedigfolytonos f�ggv�ny. Ekkor 20.1 jel�l�seivel f ∈ Fn(X,Rm,K1, E2; C1).Bizony¡t s. Koordin t kra t�rve  t, feltehetj�k, hogy f val¢s �rt�k�,azaz hogy m = 1. Legyen P ny¡lt r�szhalmaza Rs-nek, U pedig ny¡lt r�szhal-maza Rn-nek. Legyen ϕ : U × P 7→ X egy I2-beli f�ggv�ny. A de�n¡
i¢banszerepl� lokalit si elv miatt el�g megmutatni, hogy p0 ∈ P -nek �s u0 ∈ U -nakvan olyan P0 ⊂ P illetve U0 ⊂ U ny¡lt k�rnyezete, hogy ha w : U × P → Rolyan C1-f�ggv�ny, amelynek a tart¢ja r�sze U0 × P0-nak, akkor a
p 7→

∫

U

w(u, p)f(ϕ(u, p)) dulek�pez�s C1-beli. Ha U0 �s P0 el�g ki
sik, akkor az x = ϕ(u, p) helyettes¡t�sminden p ∈ P0-ra elv�gezhet�. V laszthatunk egy olyan S szimplexet, amelytartalmazza U0-at. A fenti integr l ¡gy
∫

ϕp(S)w(ϕ−1
p (x), p)f(x)J(ϕ−1

p )(x) dxlesz minden p ∈ P0-ra. A 11.1 t�tel szerint az integr l folytonosan di�eren-
i lhat¢ f�ggv�nye p ∈ P0-nak.20.5. T�tel. Legyenek X �s Xi, 1 ≤ i ≤ n euklid�szi terek ny¡ltr�szhalmazai, Y pedig ny¡lt r�szhalmaza Rl-nek. LegyenD ny¡lt r�szhalmaza
X × Y -nak. Tekints�k az f : X → Rm, fi : Xi → Rm, hi : D → R,
gi : D → Xi (i = 1, 2, . . . , n) f�ggv�nyeket. Legyen U ⊂ Rk ny¡lt, Pny¡lt r�szhalmaza valamely euklid�szi t�rnek, p0 ∈ P , ϕ : U × P → X egy
I2-beli f�ggv�ny, �s tegy�k fel, hogy (20.1 jel�l�seivel) az al bbi felt�telekteljes�lnek:(1) minden (x, y) ∈ D-re

f(x) = n
∑

i=1 hi(x, y)fi(gi(x, y));(2) hi folytonosan di�eren
i lhat¢, ha i = 1, . . . , n;(3) az fi f�ggv�ny Fk+l(Xi,Rm,K1, E2; C1)-beli (i = 1, 2, . . . , n);(4) a gi f�ggv�ny C2-beli D-n (i = 1, 2, . . . , n);(5) minden u0 ∈ U -hoz van olyan y0, hogy (ϕ(u0, p0), y0) ∈ D �s az(u, y) 7→ gi(ϕ(u, p0), y)lek�pez�s deriv ltj nak rangja az (u0, y0) pontban k+ l minden 1 ≤ i ≤
n-re.



20.§ A folytonoss g �s a di�eren
i lhat¢s g k�z�ttEkkor b rmely K1-beli w : U × P → X f�ggv�nyre a
p 7→

∫

U

w(u, p)f(ϕ(u, p)) dulek�pez�s folytonosan di�eren
i lhat¢ a p0 valamely k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. V lasszunk U0, P0 �s Y0 ny¡lt k�rnyezeteit az u0, p0 illetve
y0 pontoknak £gy, hogy (ϕ(u, p), y) benne legyen a D halmazban, ha u ∈ U0,
p ∈ P0 �s y ∈ Y0, tov bb  az (u, y) 7→ gi(ϕ(u, p), y) lek�pez�s deriv ltj nakrangja k + l legyen, ha u ∈ U0, p ∈ P0, y ∈ Y0 �s 1 ≤ i ≤ n. Ez lehets�ges,mivel D ny¡lt, gi �s ϕ is C2-f�ggv�nyek, a rang alulr¢l f�lig folytonos, �s
U × Y dimenzi¢ja k + l, ¡gy a rang nem mehet k + l f�l�.Legyen w : U0 × P0 → R egy tetsz�leges K1-f�ggv�ny. V lasszunk egyolyan w0 : Y0 → R f�ggv�nyt, amely K1-beli, �s amelyre ∫

Y0 w0(y) dy 6= 0.(1) szerint azt kapjuk, hogy
w(u, p)f(ϕ(u, p))w0(y) = n

∑

i=1 w(u, p)w0(y)hi(ϕ(u, p), y)fi(gi(ϕ(u, p), y)).Mindk�t oldalt integr lva U0 × Y0 felett, azt kapjuk, hogy
∫

Y0 w0(y) dy ∫
U0 w(u, p)f(ϕ(u, p)) du= n

∑

i=1 ∫Y0 ∫U0 w(u, p)w0(y)hi(ϕ(u, p), y)fi(gi(ϕ(u, p), y)) du dy.A jobb oldal C1-beli. Ez bizony¡tja, hogy
p 7→

∫

U0 w(u, p)f(ϕ(u, p)) dufolytonosan di�eren
i lhat¢ P0-on. Tetsz�leges K1-beli w : U × P → Rs£lyf�ggv�nyre az  ll¡t s az u 7→ w(u, p0) lek�pez�s tart¢ja egy alkalmasv�ges lefed�s�nek megfelel� egys�gfelbont st haszn lva k�vetkezik.A 18. pragrafusban adott 18.8 p�lda itt is ugyan£gy t rgyalhat¢. Ugyan-£gy, mint ott, itt is meg llap¡thatjuk, hogy a rang felt�tel nem teljesen kie-l�g¡t�. Az  ltal nos¡t shoz el�sz�r egy lemm ra lesz sz�ks�g�nk.20.6. Lemma. 20.1 jel�l�seivel, legyen X ny¡lt r�szhalmaza Rn-nek,0 ≤ k ≤ n �s
f ∈ Fk(X,Rm,K1, E2; C1).Legyenek U �s P euklid�szi terek ny¡lt r�szhalmazai, �s tegy�k fel, hogy a

C2-beli ϕ : U × P → X f�ggv�nyre az u 7→ ϕ(u, p) lek�pez�s deriv ltj nakrangja ≥ k az (u0, p0) ∈ U × P pontban. Ekkor van olyan U0 k�rnyezete
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i lhat¢s g k�z�tt
u0-nak �s P0 k�rnyezete p0-nak, hogy b rmely K1-beli w : U × P → Rf�ggv�nyre, amelynek tart¢ja r�sze U0 × P0-nak, a

p 7→
∫

U

w(u, p)f(ϕ(u, p)) dulek�pez�s folytonosan di�eren
i lhat¢ P -n.Bizony¡t s. Feltehetj�k, hogy ha u1-el jel�lj�k az u els� k koordin -t j b¢l alkotott vektort, u2-vel pedig az u marad�k koordin t ib¢l alkotottvektort, akkor az u1 7→ ϕ(u1, u2, p) lek�pez�s Ja
obi-determin nsa az (u0, p0)pontban nem nulla. V lasszunk olyan U0 = U1×U2 ny¡lt k�rnyezet�t u0-nak�s olyan P0 ny¡lt k�rnyezet�t p0-nak, hogy ez a Ja
obi-determin ns ne legyennulla U0 × P0-on. Ekkor az(u2, p) 7→ ∫

U1 w(u1, u2, p)f(ϕ(u1, u2, p)) du1lek�pez�s C1-beli. Integr lva u2 szerint, kapjuk a lemma  ll¡t s t.20.7. K�vetkezm�ny. 20.1 jel�l�seivel, ha 0 ≤ k ≤ l ≤ n, akkor
Fk(X,Rm,K1, E2; C1) ⊂ Fl(X,Rm,K1, E2; C1).K�vetkez� t�tel�nk a 20.5 t�tel  ltal nos¡t sa.20.8. T�tel. Legyenek X , Y �s Xi, 1 ≤ i ≤ n euklid�szi terek ny¡ltr�szhalmazai. Legyen D ny¡lt r�szhalmaza X × Y -nak. Tekints�k az f :

X → Rm, fi : Xi → Rm, hi : D → R, gi : D → Xi (i = 1, 2, . . . , n)f�ggv�nyeket. Legyen U ⊂ Rk ny¡lt, P ny¡lt r�szhalmaza valamely euklid�szit�rnek, p0 ∈ P , ϕ : U × P → X egy I2-beli f�ggv�ny, �s tegy�k fel, hogy(20.1 jel�l�seivel) az al bbi felt�telek teljes�lnek:(1) minden (x, y) ∈ D-re
f(x) = n

∑

i=1 hi(x, y)fi(gi(x, y));(2) hi folytonosan di�eren
i lhat¢, ha i = 1, . . . , n;(3) az fi f�ggv�ny Fki
(Xi,Rm,K1, E2; C1)-beli (i = 1, 2, . . . , n);(4) a gi f�ggv�ny C2-beli D-n (i = 1, 2, . . . , n);(5) minden u0 ∈ U -hoz van olyan y0, hogy (ϕ(u0, p0), y0) ∈ D �s az(u, y) 7→ gi(ϕ(u, p0), y)lek�pez�s deriv ltj nak rangja (u0, y0)-ban legal bb ki, ha 1 ≤ i ≤ n.



20.§ A folytonoss g �s a di�eren
i lhat¢s g k�z�ttEkkor b rmely K1-beli w : U × P → X f�ggv�nyre a
p 7→

∫

U

w(u, p)f(ϕ(u, p)) dulek�pez�s folytonosan di�eren
i lhat¢ a p0 egy k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. V lasszunk U0, P0 �s Y0 ny¡lt k�rnyezeteit u0-nak, p0-nak,illetve y0-nak £gy, hogy (ϕ(u, p), y) benne legyen D-ben, ha u ∈ U0, p ∈ P0�s y ∈ Y0, tov bb  az (u, y) 7→ gi(ϕ(u, p), y) lek�pez�s deriv ltj nak rangjalegal bb ki legyen minden u ∈ U0, p ∈ P0, y ∈ Y0 �s 1 ≤ i ≤ n-re. Ezlehets�ges, mivel D ny¡lt, gi �s ϕ is C2-f�ggv�nyek, a rang pedig alulr¢l f�ligfolytonos.Legyen w : U0 × P0 → R egy K1-f�ggv�ny. V lasszunk egy olyan K1-beli w0 : Y0 → R f�ggv�nyt, amelyre ∫
Y0 w0(y) dy 6= 0. Az (1) felt�telb�l aztkapjuk, hogy

w(u, p)f(ϕ(u, p))w0(y) = n
∑

i=1 w(u, p)w0(y)hi(ϕ(u, p), y)fi(gi(ϕ(u, p), y)).Mindk�t oldalt integr lva U0 × Y0 felett, azt kapjuk, hogy
∫

Y0 w0(y) dy ∫
U0 w(u, p)f(ϕ(u, p)) du= n

∑

i=1 ∫Y0 ∫U0 w(u, p)w0(y)hi(ϕ(u, p), y)fi(gi(ϕ(u, p), y)) du dy.Az el�z� lemma szerint a jobb oldal C1-beli. Ez bizony¡tja, hogy
p 7→

∫

U0 w(u, p)f(ϕ(u, p)) dufolytonosan di�eren
i lhat¢ P0-on. Tetsz�leges K1-beli w : U×P → R f�gg-v�nyre az  ll¡t s megkaphat¢, ha az u 7→ w(u, p0) lek�pez�s tart¢j nak egyalkalmas v�ges lefed�s�hez tartoz¢ egys�gfelbont sra alkalmazzuk az eddigbizony¡tottakat.Utols¢ t�tel�nk magasabb rend� deriv ltakra vonatkozik. Itt a f�gg-v�nyegyenlet lehet nemline ris is.20.9. T�tel. Legyen X ny¡lt r�szhalmaza Rs-nek. Legyenek Y , Z�s Xi, Zi, 1 ≤ i ≤ n euklid�szi terek ny¡lt r�szhalmazai. Legyen D ny¡ltr�szhalmaza X × Y -nak. Tekints�k az f : X → Rm, fi : Xi → Zi, h :
D × Z1 × · · ·Zi → Z, gi : D → Xi (i = 1, 2, . . . , n) f�ggv�nyeket. Legyen
r ≥ 1 egy eg�sz sz m. Legyen U ⊂ Rk ny¡lt, P valamely euklid�szi t�r ny¡ltr�szhalmaza, p0 ∈ P , ϕ : U × P → X egy I2-f�ggv�ny �s tegy�k fel, hogy(20.1 jel�l�seivel) az al bbi felt�telek teljes�lnek:



174 20.§ A folytonoss g �s a di�eren
i lhat¢s g k�z�tt(1) minden (x, y) ∈ D-re
f(x) = h(x, y, f1(g1(x, y)) . . . fn(gn(x, y)));(2) az �sszes ∂α0

x ∂α1
z1 . . . ∂αn

zn
h par
i lis deriv ltak folytonosan di�eren
i l-hat¢ak, ahol 0 ≤ |α| ≤ r;(3) az fi f�ggv�ny �sszes r-ed rend� par
i lis deriv ltjai l�teznek, �s bennevannak az Fki

(Xi,Rm,K1, E2; C1) t�rben (i = 1, 2, . . . , n);(4) a gi f�ggv�ny Cr+1-ben van D-n (i = 1, 2, . . . , n);(5) minden u0 ∈ U -hoz van olyan y0, hogy (ϕ(u0, p0), y0) ∈ D �s az(u, y) 7→ gi(ϕ(u, p0), y)lek�pez�s deriv ltj nak rangja (u0, y0)-ban legal bb ki, ha 1 ≤ i ≤ n.Ekkor b rmely K1-beli w : U × P → X f�ggv�nyre �s b rmely α ∈ Nsmultiindexre, amelyre |α| = r, a
p 7→

∫

U

w(u, p)(∂αf)(ϕ(u, p)) dulek�pez�s folytonosan di�eren
i lhat¢ p0 egy k�rnyezet�ben.Bizony¡t s. Legyen 1 ≤ q ≤ s, �s di�eren
i ljuk az (1) egyenletetpar
i lisan xq szerint. Nem ¡rva ki a valtoz¢kat, azt kapjuk, hogy
∂f

∂xq
= ∂h

∂xq
+ n
∑

i=1∑j

∂h

∂zi,j

ri
∑

k=1 ∂fi,j

∂xi,k

∂gi,k

∂xq
.Itt zi = (zi,j), xi = (xi,k), fi = (fi,j) �s gi = (gi,k). Ez az egyenlet aztmutatja, hogy ha α ∈ Ns �s |α| = 1, akkor ∂αf eleget tesz egy

∂αf(x) = hα,0(x, y) + nα
∑

β=1hα,β(x, y)fα,β (gα,β(x, y))f�ggv�nyegyenletnek, ha (x, y) ∈ D. Itt, ha az α multiindex q-adik koordi-n t ja egy, a t�bbi pedig nulla, akkor
hα,0(x, y) = ∂h

∂xq
(x, y, f0(y), f1 (g1(x, y)) , . . . , fn (gn(x, y))) ,

gα,β = gi valamely 1 ≤ i ≤ n-re,
fα,β = ∂fi,j

∂xi,k
valamely i, j, k-ra�s

hα,β(x, y) = ∂h

∂zi,j
(x, y, f0(y), f1 (g1(x, y)) , . . . , fn (gn(x, y))) ∂gi,k

∂xq
(x, y)
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i lhat¢s g k�z�ttvalamely i, j, k-ra.Vil gos, hogy hα,β-nak x szerint l�tezik �s folytonos az r-edik par
i lisderiv ltja, ha 0 ≤ β ≤ nα, tov bb  fα,β valamelyik Xi-t k�pezi R-be �sminden r− 1-edik par
i lis deriv ltja l�tezik �s Fki
(Xi,Rm,K1, E2; C1)-beli.�jra di�eren
i lva, |α| szerinti teljes induk
i¢val azt kapjuk, hogy ha α ∈ Ns,1 ≤ |α| ≤ r, akkor(5) ∂αf(x) = hα,0(x, y) + nα

∑

β=1hα,β(x, y)fα,β (gα,β(x, y)) ,ha (x, y) ∈ D. Itt hα,β : D → Z �s az x szerinti r + 1 − |α|-adik par
i lisderiv ltjai folytonosak, tov bb  fα,β : Xi → R valamely 1 ≤ i ≤ n-re �s az�sszes r−|α|-adik par
i lis deriv ltjai Fki
(Xi,Rm,K1, E2; C1)-beliek. V�g�l,

gα,β = gi ugyanarra az i-re, amelyre dmn fα,β = Xi.Most felhaszn ljuk a 20.8 t�telt. Azt kapjuk, hogy b rmely K1-beli
w : U × P → X f�ggv�nyre �s b rmely α ∈ Ns multiindexre, amelyre
|α| = r, a

p 7→
∫

U

w(u, p)(∂αf)(ϕ(u, p)) dulek�pez�s folytonosan di�eren
i lhat¢ p0 egy k�rnyezet�n.
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VII. AlkalmazásokNyilv nval¢, hogy az el�z� paragrafusokban bizony¡tott eredm�nyekneksz mos alkalmaz sa lehets�ges. Itt 
sak n�h ny, az eredm�nyek haszn lat tillusztr l¢ p�ld t adunk meg.21.§ Egyszer� alkalmaz�asok21.1. A Cau
hy-egyenlet  ltal nos¡t sai. A hivatkoz sokat ille-t�en l sd A
z�l [3℄ k�nyv�t.Legyen f : Rn → Rm egy f�ggv�ny, �s tegy�k fel, hogy f eleget tesz az(1) f(x+ y) = f(x) + f(y), ha x, y ∈ RnCau
hy-egyenletnek. A t = x+ y helyettes¡t�ssel(2) f(t) = f(y) + f(t− y), ha t, y ∈ Rn.Ebb�l, ha f m�rhet� egy pozit¡v m�rt�k� halmazon vagy Baire-tulajdons g£egy m sodik kateg¢ri j£ Baire-tulajdons g£ halmazon, akkor f folytonos a8.3, illetve a 10.2 t�telek szerint. Most alkalmazva az 1.29 t�telt, kapjuk,hogy f v�gtelen sokszor di�eren
i lhat¢.Hasonl¢an, legyen f : Rn → R egy ismeretlen f�ggv�ny, �s legyen adottegy h : R2n+2 → R v�gtelen sokszor di�eren
i lhat¢ f�ggv�ny. Tegy�k fel,hogy f kiel�g¡ti az(3) f(x+ y) = h (x, y, f(x), f(y)) , ha x, y ∈ Rn ltal nos¡tott Cau
hy-egyenletet. Ezzel az egyenlettel kap
solatban l sd m�gA
z�l [3℄ k�nyv�t �s Sander [141℄, [142℄ dolgozatait. A t = x+ y helyettes¡-t�ssel azt kapjuk, hogy(4) f(t) = h (t− y, y, f(t− y), f(y)) , ha t, y ∈ Rn.A 8.3, illetve 10.2 t�telekb�l kapjuk, hogy (2) minden f megold sa, amelym�rhet� egy pozit¡v m�rt�k� m�rhet� halmazon, vagy Baire-tulajdons g£egy m sodik kateg¢ri j£ Baire-tulajdons g£ halmazon, folytonos. Most az1.28 t�telb�l kapjuk, hogy f v�gtelen sokszor di�eren
i lhat¢. Ugyanez am¢dszer alkalmazhat¢ az(3) f (G(x, y)) = h (x, y, f(x), f(y)) , ha x, y ∈ Rn



21.§ Egyszer� alkalmaz�asokegyenletre, ahol G : Rn × Rn → Rn egy adott, v�gtelen sokszor di�eren
i l-hat¢ f�ggv�ny £gy, hogy minden t0 ∈ Rn-hez �s x0 ∈ Rn-hez l�tezik olyan
y0 ∈ Rn pont, amelyre

G(x0, y0) = t0, det ∂G
∂x

(x0, y0) 6= 0 �s det ∂G
∂y

(x0, y0) 6= 0.Ekkor t = G(x, y) helyettes¡t�ssel lok lisan azt kapjuk, hogy
f(t) = h (g(t, y), y, f (g(t, y)) , f(y)) ,ahol G (g(t, y), y) = t, �s alkalmazhatjuk a 8.3, 10.2 �s 1.28 t�teleket.21.2. A Pexider-egyenlet  ltal nos¡t sai. A XVI. nemzetk�zi f�gg-v�nyegyenletek konferen
i n vetette fel Wolfgang Sander az al bbi probl�m t(l sd Sander [144℄).Legyenek f , g, �s h val¢s f�ggv�nyek, H : R2 → R egy folytonos f�gg-v�ny, �s tegy�k fel, hogy az

f(x+ y) = H (g(x), h(y)) , ha x, y ∈ Rf�ggv�nyegyenlet teljes�l. Vajon igazak-e az al bbi  ll¡t sok:(1) ha g �s h Baire-tulajdons g£ak, akkor f folytonos;(2) ha g �s h Lebesgue-m�rhet�ek egy-egy pozit¡v m�rt�k� m�rhet� halma-zon, akkor f folytonos;(3) ha g vagy h Lebesgue-m�rhet�, akkor f folytonos.Ha (1), (2) vagy (3) igaz, akkor vajon az �sszead s helyettes¡thet�-e egy ltal nosabb f�ggv�nyoszt llyal?Mindh rom probl�m t �s az  ltal nos¡t sukat is megoldjuk, ha meg-mutatjuk, hogy ha f , g �s h Rn-et Rm-be k�pez� f�ggv�nyek, valamint
H : Rn × Rn × Rm × Rm → Rm egy folytonos f�ggv�ny, �s fenn ll az

f (G(x, y)) = H (x, y, g(x), h(y)) , ha x, y ∈ Rnf�ggv�nyegyenlet, ahol G : Rn ×Rn → Rn egy adott, folytonosan di�eren
i- lhat¢ f�ggv�ny £gy, hogy minden t0 ∈ Rn-hez �s x0 ∈ Rn-hez l�tezik olyan
y0 ∈ Rn pont, amelyre

G(x0, y0) = t0, det ∂G
∂x

(x0, y0) 6= 0 �s det ∂G
∂y

(x0, y0) 6= 0,akkor abb¢l, hogy g Lebesgue-m�rhet� egy pozit¡v m�rt�k� m�rhet� halma-zon, vagy Baire-tulajdons g£ egy m sodik kateg¢ri j£ halmazon, k�vetkezik,hogy f folytonos.Ezen  ll¡t s bizony¡t s hoz t = G(x, y) helyettes¡t�ssel lok lisan aztkapjuk, hogy
f(t) = H (G∗(t, y), y, g (G∗(t, y)) , h(y)) ,ahol G (G∗(t, y), y) = t, �s alkalmazhatjuk a 8.3, illetve 10.2 t�teleket.Sander probl�m j nak megold sa a J rai [65℄ illetve [67℄ dolgozatokbanker�lt publik l sra.



178 21.§ Egyszer� alkalmaz�asok21.3. A koszinusz f�ggv�nyegyenlete. Legyen G egy lok lisan kom-pakt 
soport, H egy topologikus gy�r� megsz ml lhat¢ b zissal, f : G→ H.Az
f(uv) + f(uv−1) = 2f(u)f(v), ha u, v ∈ Gkoszinusz f�ggv�nyegyenletet vizsg lt k p�ld ul Hille �s Phillips [58℄, Ku-repa [116℄, �s Baker [21℄ abban az esetben, amikor G = R vagy G = Rn.Itt arra az esetre fogjuk megmutatni, hogy a m�rhet� megold sok folytono-sak, amikor G lok lisan euklid�szi, azaz Lie-
soport. Pontosabban, mindenolyan lok lisan kompakt 
soportra bizony¡tunk, amely eleget tesz az al bbifelt�telnek:(2) G-nek van olyan K kompakt r�szhalmaza, amelyre λ(K) > 0, �s minden

C ⊂ K kompakt r�szhalmazra, amelyre λ(C) > 0, λ{x2 : x ∈ C} > 0.Itt λ egy bal Haar-m�rt�k G-n. Minden Lie-
soport eleget tesz enneka felt�telnek. Val¢ban, ha G egy n-dimenzi¢s Lie-
soport e egys�gelemmel,akkor nem neh�z bel tni a Lie-
soportokon a Haar-m�rt�kre vonatkoz¢ t�te-lek felhaszn l s val (l sd Chevalley [29℄), hogy l�teznek olyan U �s V ny¡lthalmazok �s egy ϕ homeomor�zmusa U -nak Rn egy ny¡lt r�szhalmaz ra,hogy e ∈ V ⊂ U , ϕ(e) = 0, az (x, y) 7→ ϕ
(

ϕ−1(x) · (ϕ−1(y−1))−1) lek�pe-z�s analitikus lek�pez�se ϕ(V ) × ϕ(V )-nek ϕ(U)-ba, �s hogy V b rmely Ckompakt r�szhalmaz ra a C bal Haar m�rt�ke �s a ϕ(C) Lebesgue-m�rt�keegyszerrre t�nik el. Mivel az
x 7→ ϕ

(

ϕ−1(x) · ϕ−1(x))
ϕ(V )-t ϕ(U)-ba k�pez� lek�pez�s Ja
obi-determin nsa 2n a 0 pontban, l�-tezik olyan W ny¡lt k�rnyezete e-nek G-ben, hogy W 2 ⊂ V �s a fenti le-k�pez�s Ja
obi-determin nsa ϕ(W ) felett nem kisebb, mint 1. Innen az in-tegr ltranszform 
i¢s formula felhaszn l s val k�vetkezik, hogy W b rmely
C kompakt r�szhalmaz ra ϕ

(

{x2 : x ∈ C}
) Lebesgue-m�rt�ke nem kisebb,mint ϕ(C) Lebesgue-m�rt�ke. �Igy G eleget tesz a (2) felt�telnek, K-t a Wegy pozit¡v m�rt�k� kompakt r�szhalmaz nak v lasztva.T�rj�nk vissza eredeti  ll¡t sunk bizony¡t s hoz. Az (1) egyenletb�l,

t = uv−1, y = v helyettes¡t�ssel, azt kapjuk, hogy
f(t) = 2f(ty)f(y)− f(ty2), ha t, y ∈ G.Legyen t0 egy tetsz�leges eleme G-nek. Megmutatjuk, hogy f folytonosa t0 pontban. Legyen T egy kompakt halmaz, amely tartalmazza t0 egyk�rnyezet�t, K a (2)-ben szerepl� halmaz, D = T × K, legyen tov bb 

Y = X1 = X2 = X3 = G, h(t, y, z0, z1, z2, z3) = 2z1z2 − z3, �s
g1(t, y) = ty, ha (t, y) ∈ D;
g2(t, y) = y, ha (t, y) ∈ D;

g3(t, y) = ty2, ha (t, y) ∈ D.



21.§ Egyszer� alkalmaz�asokA 8.2 t�telt fogjuk alkalmazni az A1 = A2 = A3 = G halmazokra. Azegyetlen, ami nem trivi lis, az utols¢ felt�tel teljes�l�se a g3 f�ggv�nyre.Mivel, ha B ⊂ K, akkor
{ty2 : y ∈ B} = t{y2 : y ∈ B}minden t ∈ T -re, azt el�g megmutatni, hogy minden ε > 0-hoz van olyan

δ > 0, hogy ha B ⊂ K �s λ(B) ≥ ε, akkor λ{y2 : y ∈ B} ≥ δ. Tegy�kfel indirekt, hogy ez nem igaz. Ekkor l�tezik olyan ε0 > 0 �s minden nterm�szetes sz mhoz olyan Un ny¡lt r�szhalmaza G-nek, amelyre λ(Un) <1/2n �s
λ{y : y ∈ C �s y2 ∈ Un} ≥ ε0.Mivel az y 7→ y2 lek�pez�s folytonos, az {y : y2 ∈ Un} halmazok ny¡ltak, ¡gyaz {y : y2 ∈ Un} ∩K halmazok m�rhet�ek. Legyen
An = {y2 : y ∈ C} ∩

(

∞
⋃

i=n

Ui

)

.Ekkor B1 ⊃ B2 ⊃ . . . , λ(Bn) < 1/2n−1, �s az {y : y2 ∈ An} halmazokm�rhet�ek v�ges, de ε0-n l nem kisebb m�rt�kkel. Ha
B = {y : y2 ∈ ∞

⋂

n=1An

}

,akkor λ(B) ≥ ε0 > 0, de
λ{y2 : y ∈ B} = λ

(

∞
⋂

n=1An

) = 0.Ha C egy kompakt r�szhalmaza B-nek pozit¡v bal Haar m�rt�kkel, akkorellentmond sra jutunk (2)-vel. Ezzel a bizony¡t s teljes.21.4. Legyen f : Rm → Rk egy ismeretlen f�ggv�ny, �s legyenek Ai, Bi,
i = 1, 2, . . . , n nemszingul ris m trixok m sorral �s m oszloppal. Az(1) f(x) + n

∑

i=1 f(Aix+ Biy) = 0, ha x, y ∈ Rmf�ggv�nyegyenletet, spe
i lis eseteit �s  ltal nos¡t sait sz mos szerz� tanul-m nyozta. A hivatkoz sokat illet�en l sd Sz�kelyhidi [156℄ dolgozat t. Az1.29 t�tel szerint (1) minden m�rhet� vagy Baire-tulajdons g£ megold sav�gtelen sokszor di�eren
i lhat¢.



180 21.§ Egyszer� alkalmaz�asok21.5. Az inform 
i¢ alapegyenlete. Legyen f : ℄0, 1[→ R egy isme-retlen f�ggv�ny, α > 0 egy konstans, �s
D = {(x, y) : 0 < x, y, x+ y < 1}.Az(1) f(x)+(1−x)αf

(

y1 − x

) = f(y)+(1−y)αf

(

x1 − y

)

, ha (x, y) ∈ Df�ggv�nyegyenlet fontos szerepet j tszik az inform 
i¢elm�let axiomatikusmegalapoz s ban; l sd p�ld ul A
z�l �s Dar¢
zy [15℄ k�nyv�t, Maksa [124℄illetve A
z�l [6℄ dolgozat t. A 1.29 t�telb�l k�vetkezik, hogy (1) mindenm�rhet� vagy Baire-tulajdons g£ megold sa v�gtelen sokszor di�eren
i lha-t¢. 21.6. A (2,2)-additivit s egyenlete. Legyen f : ℄0, 1[→ R egy isme-retlen f�ggv�ny. Az(1) f(pq) + f (p(1 − q)) + f ((1 − p)q) + f ((1 − p)(1 − q))= f(p) + f(1 − p) + f(q) + f(1 − q), ha 0 < p, q < 1f�ggv�nyegyenlet szint�n hasznos az inform 
i¢elm�letben. Ennek az egyen-letnek a m�rhet� megold sait Dar¢
zy �s J rai hat rozt k meg a [32℄ dolgo-zatban. A dolgozatban egy fontos l�p�s annak bizony¡t sa, hogy (1) mindenm�rhet� megold sa hatszor di�eren
i lhat¢. t = pq �s y = q helyettes¡t�ssel(1)-b�l azt kapjuk, hogy(2) f(t) = − f

(

t

y
− t

)

− f(y − t) − f

(1 − t

y
− y + t

)+ f

(

t

y

)+ f

(1 − t

y

)+ f(y) + f(1 − y), ha 0 < t < y < 1.Innen, az 1.29 t�tel szerint, (1) minden m�rhet� vagy Baire-tulajdons g£megold sa v�gtelen sokszor di�eren
i lhat¢.21.7. �sszeg alak£ egyenletek. Loson
zi [123℄ dolgozat ban az(1) f(xy)+f (x(1 − y)) + f ((1 − x)y) + f ((1 − x)(1 − y))= (f(x) + f(1 − x))(f(y) + f(1 − y))f�ggv�nyegyenletet t rgyalja. �Attekinti az ismert eredm�nyeket, �s meg-hat rozza mindazokat az f : [0, 1℄ → C f�ggv�nyeket, amelyek h romszorfolytonosan di�eren
i lhat¢k [0, 1℄-en, �s eleget tesznek az (1) f�ggv�nye-gyenletnek. Megjegyezz�k, hogy az (1) egyenletnek van olyan megold sa[0, 1℄-en, amely m�rhet�, de nem folytonos, illetve folytonos, de nem dif-feren
i lhat¢, ugyanis az egyenletnek eleget tesznek az f(x) = xc, c ≥ 0hatv ny-f�ggv�nyek, ahol 0c = 0.



21.§ Egyszer� alkalmaz�asokEg�szen m s a helyzet a ℄0, 1[ ny¡lt intervallumon. Az al bbiakbanmegmutatjuk, hogy az (1) egyenlet minden f :℄0, 1[→ C megold sa, amelyLebesgue-m�rhet� vagy Baire-tulajdons g£, v�gtelen sokszor di�eren
i lha-t¢. Vezess�k be a g(x) = f(x) + f(1 − x) jel�l�st. Ezzel a jel�l�ssel aztkapjuk, hogy(2) f(xy) + f (x(1 − y)) + f ((1 − x)y) + f ((1 − x)(1 − y)) = g(x)g(y),ha x, y ∈℄0, 1[. Az x helyett £j v ltoz¢t vezetve be a t = xy helyettes¡t�ssel,azt kapjuk, hogy(3)
f(t) = g(t/y)g(y)− f (t(1 − y)/y) − f ((1 − t/y)y) − f ((1 − t/y)(1 − y)) ,ha 0 < t < y < 1. Egyszer� sz mol s �s a 3.10, illetve 4.3 seg�dt�tel mutatja,hogy minden t0-hoz van olyan y0, hogy a (t0, y0) pont egy k�rnyezet�benalkalmazhat¢ a 8.3 illetve a 10.2 t�tel, ¡gy kapjuk, hogy f folytonos. Mostk�t eset lehets�ges. Ha g ≡ 0 az eg�sz ℄0, 1[-en, akkor a (3) egyenletre azonnalalkalmazhat¢ az 1.29 t�tel, �s kapjuk az  ll¡t st. Ha ez nem  ll fenn, akkorv laszthat¢ olyan [A,B℄ ⊂℄0, 1[ intervallum, amelyre

∫ B

A

g(y) dy 6= 0,�s ¡gy (2) mindk�t oldal t integr lva
g(x) ∫ B

A

g(y) dy = ∫ B

A

f(xy) dy + ∫ B

A

f (x(1 − y)) dy+ ∫ B

A

f ((1 − x)y) dy + ∫ B

A

f ((1 − x)(1 − y)) dy.A jobb oldalon szerepl� integr lokban k�l�n-k�l�n xy, x(1 − y), (1 − x)yilletve (1 − x)(1 − y) helyett egy £j u v ltoz¢t vezetve be, l tjuk, hogy ajobb oldal folytonosan di�eren
i lhat¢ f�ggv�nye x-nek. Kifejezve g(x)-et,kapjuk, hogy g folytonosan di�eren
i lhat¢. Most a (3) egyenletre alkal-mazva a 11.3 t�telt lok lisan, kapjuk, hogy f is folytonosan di�eren
i lhat¢.V�g�l (3)-ban vissza¡rva g hely�re f -et, �s alkalmazva a 1.25 t�telt, kapjukaz  ll¡t st.21.8. Megjegyz�s A
z�l �s Chung egy dolgozat hoz. A
z�l J -nos �s Jukang Chung [14℄ dolgozatukban m s eredm�nyek mellett megmu-tatj k, hogy ha az fi (i = 1, 2, . . . , n) val¢s f�ggv�nyek lok lisan Lebesgue-integr lhat¢ak, a pk �s qk (k = 1, 2, . . . , m) pedig L-f�ggetlenek, tov bb az(1) n
∑

i=1 fi(x+ λiy) = m
∑

k=1 pk(x)qk(y), x ∈℄A,B[, y ∈℄C,D[



182 21.§ Egyszer� alkalmaz�asokf�ggv�nyegyenletnek eleget tesznek a f�ggv�nyek, ahol 0 6= λi 6= λj , ha
i 6= j, akkor az fi, pk �s qk f�ggv�nyek v�gtelen sokszor di�eren
i lhat¢ak;az L-f�ggetlens�g azt jelenti, p�ld ul a qk f�ggv�nyekre, hogy ha

m
∑

k=1 ckqk(y) = 0 majdnem minden y ∈℄C,D[-re,akkor ebb�l c1 = c2 = . . . = cm = 0.Az al bbiakban megmutatjuk, hogy az L-f�ggetlens�g �s a lok lis Lebes-gue-integr lhat¢s g line ris f�ggetlens�ggel �s Lebesgue-m�rhet�s�ggel he-lyettes¡thet�. Ez az �szrev�tel a J rai [69℄ dolgozatban ker�lt publik l sra.El�sz�r is vegy�k �szre (mint [14℄-ben), hogy(2) pk(x) = ∑
i,j

ai,j,kfi(x+ λiyj), ha x ∈℄A,B[egy megfelel�en v lasztott C < y1 < y2 < . . . < ym < D sorozatra, a qkf�ggv�nyek line ris f�ggetlens�ge miatt. Hasonl¢an(3) qk(y) = ∑
i,j

bi,j,kfi(xj + λiy), ha y ∈℄C,D[,ahol A < x1 < x2 < . . . < B. Innen a pk �s qk f�ggv�nyek is Lebesgue-m�rhet�ek. A t = x+ λiy helyettes¡t�ssel azt kapjuk, hogy(4) fi(t) = m
∑

k=1 pk(t− λiy)qk(y) −∑
j 6=i

fj(t+ (λj − λi)y),ha C < y < D �s A + λiy < t < B + λiy. Felhaszn lva a 8.3 t�telt, aztkapjuk, hogy fi folytonos, ¡gy (2) �s (3) szerint a pk �s qk f�ggv�nyek isfolytonosak. Hasonl¢an, mint A
z�l �s Chung [14℄ dolgozat ban, v lasztvaegy C∗ sz mot C �s D k�z�tt �s integr lva, azt kapjuk, hogy
n
∑

i=1 ∫ t

C∗

fi(x+ λiy) dy = m
∑

k=1 pk(x) ∫ t

C∗

qk(y) dy.Ha a bal oldalon minden integr lban k�l�n-k�l�n bevezetj�k az u = x+ λiy£j v ltoz¢t, azt kapjuk, hogy(5) n
∑

i=1 1
λi

∫ x+λit

x+λiC∗

fi(u) du = n
∑

k=1 pk(x)Qk(t),ahol
Qk(t) = ∫ t

C∗

qk(y) dy.



21.§ Egyszer� alkalmaz�asokA Qk f�ggv�nyek is line risan f�ggetlenek, mivel egy�bk�nt l�tezn�nek olyan
ck nem mind nulla konstansok, hogy

m
∑

k=1 ckQk(t) ≡ 0,azaz
∫ t

C∗

(

m
∑

k=1 ckqk(y))dy ≡ 0, ha t ∈℄C,D[teljes�lne, ami lehetetlen, mert a qk f�ggv�nyek line risan f�ggetlenek �sfolytonosak. �Igy a pk f�ggv�nyek line ris kombin 
i¢i az
x 7→

∫ x+λit

x+λiC∗

fi(s) dsfolytonosan di�eren
i lhat¢ f�ggv�nyeknek. (4) �s a 11.3 t�tel szerint az
fi f�ggv�nyek is folytonosan di�eren
i lhat¢ak. Felhaszn lva (4)-et �s a15.2 t�telt, azt kapjuk, hogy az fi f�ggv�nyek | �s ¡gy (2) �s (3) miatt a
pk �s qk f�ggv�nyek is | k�tszer folytonosan di�eren
i lhat¢ak. Ism�telveezt az �rvel�st, kapjuk, hogy az fi, pk �s qk f�ggv�nyek v�gtelen sokszordi�eren
i lhat¢ak.21.9. Az Abel-egyenlet. A XXVI. Nemzetk�zi F�ggv�nyegyenletekSzimp¢ziumon 1988-ban A
z�l J nos (l sd [11℄) az
F (u) + F (v) + F (1 − uv) + F ((1 − u)/(1 − uv)) + F ((1 − v)/(1 − uv)) = 0,ha 0 < u, v < 1 egyenlet F : ℄0, 1[ → R Lebesgue-integr lhat¢ megold sai-val kap
solatban megmutatta, hogy regularit si eredm�nyek felhaszn l s valhogyan kaphat¢k meg egyszer�bben a Dar¢
zy Zolt n �s Helmut Kiesewet-ter  ltal meghat rozott lok lisan Lebesgue-integr lhat¢ megold sok; tov bbihivatkoz sokat l sd ott. Az 1.29 t�telb�l k�vetkezik, hogy a fenti egyenletminden m�rhet� vagy Baire-tulajdons g£ megold sa C∞ (l sd [78℄).21.10. Egy f�ggv�nyegyenlet a v�letlen mez�k spektr lelm�-let�b�l. A XXXII. Nemzetk�zi F�ggv�nyegyenletek Szimp¢ziumon el�ad -s ban [120℄ Lajk¢ K roly egy  ltala folytonoss g, illetve lok lis korl toss g�s m�rhet�s�g mellett vizsg lt, val¢sz¡n�s�gsz m¡t si probl�m kban szere-pet j tsz¢ f�ggv�nyegyenlettel kap
solatban az al bbi probl�m t vetette fel:igaz-e, hogy a

B(t)(1 +B(2a)) = B(a)(B(t+ a) + B(t− a)), t, a ∈ Rf�ggv�nyegyenlet m�rhet� megold sai lok lisan korl tosak? Az al bbiakbanmegmutatjuk, hogyan kaphat¢ eredm�nyeinkb�l, hogy a m�rhet� megold -sok folytonosak, �s ¡gy lok lisan korl tosak (l sd [88℄).



184 21.§ Egyszer� alkalmaz�asokL�tezik egy kompakt, pozit¡v m�rt�k� A halmaz £gy, hogy B(2a) 6= −1,ha a ∈ A, mivel egy�bk�nt minden r�gz¡tett t-re a bal oldal 0 lenne majdnemminden�tt, a jobb oldal pedig 2 lenne majdnem minden�tt. �gy
B(t) = B(a)1 +B(2a)(B(t+ a) + B(t− a)), a ∈ A, t ∈ R�s a 8.1 t�tel alkalmazhat¢ annak bizony¡t s ra, hogyB minden�tt folytonos.Ugyanez a k�rd�s a t ≥ a korl toz s mellett is szerepelt. Ebben azesetben A l�tez�s�t 
sak arra tudjuk felhaszn lni, hogy a B folytonoss g ta t > supA pontokban bebizony¡tsuk, ¡gy meg kell mutatnunk, hogy a fentitulajdons gokkal rendelkez� A halmaz a −∞ b rmely k�rnyezet�ben l�tezik.Ha ez nem teljes�lne, B a −∞ egy k�rnyezet�ben majdnem minden�tt −1lenne. Az x = t− a helyettes¡t�ssel az eredeti egyenletb�l azt kapjuk, hogy

B(x+ a)(1 + B(2a)) = B(a)(B(x+ 2a) + B(x)), x, a ∈ R, x ≥ 0.R�gz¡tve egy tetsz�leges x ≥ 0-t, a B(a), B(2a), B(x+ 2a) tagok majdnemminden�tt egyenl�k −1-el a −∞ egy k�rnyezet�ben, ¡gy B(x) = 1. Mostr�gz¡tve egy a-t, amelyreB(a) = −1 �s B(2a) = −1, nagy x-re ellentmond stkapunk.21.11. Egy inform 
i¢m�rt�kekkel kap
solatos egyenlet. A(1) G(x) + (1 − x)αF1( u1 − x

)+ (1 − x)βF2( u1 − x

)= G(u) + (1 − u)αF1 ( x1 − u

)+ (1 − u)βF2 ( x1 − u

)f�ggv�nyegyenlet regularit s nak probl�m j t Wolfgang Sander vetette fel(sz¢beli k�zl�s). Az egyenlet inform 
i¢m�rt�kek vizsg lat ban j tszik sze-repet. A megold st |  ltal nosabb esetre, egy�b eredm�nyekkel egy�tt |a [103℄ k�z�s 
ikkben publik ltuk. Itt 
sak a fenti spe
i lis esetet t rgyal-juk. Az el�z� paragrafusok  ltal nos regularit si t�teleit nem lehet k�z-vetlen�l alkalmazni, mivel k�t k�l�nb�z� ismeretlen f�ggv�nynek, F1-nek�s F2-nek ugyanaz az argumentuma. Levezethet�nk azonban az egyenlet-b�l £j egyenleteket, amelyekre m r alkalmazhat¢k az  ltal nos eredm�nyek.Ugyanez a m¢dszer sokkal  ltal nosabb f�ggv�nyegyenletekre is alkalmazha-t¢. Ezzel a m¢dszerrel megmutatjuk, hogy ha α 6= β r�gz¡tett val¢s sz mok,
F1, F2, G : ℄0, 1[ → R Lebesgue-m�rhet� vagy Baire-tulajdons g£ f�ggv�-nyek, amelyekre az (1) f�ggv�nyegyenlet teljes�l, ha 0 < x < 1, 0 < u < 1�s 0 < x+ u < 1, akkor F1, F2, G ak rh nyszor di�eren
i lhat¢ak.El�sz�r is, a f�ggv�nyegyenletet  t¡rhatjuk(2) G(u) = G(x) + (1 − x)αF1( u1 − x

)+ (1 − x)βF2( u1 − x

)

− (1 − u)αF1( x1 − u

)

− (1 − u)βF2( x1 − u

)



21.§ Egyszer� alkalmaz�asokalakba; ez az alak hasznos lesz G regularit s nak bizony¡t s ra. K�t m sikf�ggv�nyegyenletet is sz rmaztatni fogunk, amelyek F1 illetve F2 regularit -s nak bizony¡t s ra szolg lnak.Vonjunk ki G(x)-et az (1) egyenlet mindk�t oldal b¢l. Az u = t(1 − x)helyettes¡t�ssel azt kapjuk, hogy
(3) (1 − x)αF1(t) + (1 − x)βF2(t)= G(t(1 − x)) + (1 − t(1 − x))αF1( x1 − t(1 − x))+ (1 − t(1 − x))βF2( x1 − t(1 − x))−G(x)teljes�l, ha 0 < x < 1 �s 0 < t < 1. Hogy a bal oldalon  ll¢, F2-t tartalmaz¢tagot kik�sz�b�lj�k, helyettes¡ts�nk y-t x hely�be (3)-ban, szorozzuk meg a(3) egyenletet (1−y)β-val, a helyettes¡tett egyenletet (1−x)β-val, �s vegy�ke k�t egyenlet k�l�nbs�g�t:(1 − x)β(1 − y)αF1(t) − (1 − y)β(1 − x)αF1(t)= (1 − x)βG(t(1 − y)) + (1 − x)β(1 − t+ ty)αF1( y1 − t(1 − y))+ (1 − x)β(1 − t+ ty)βF2( y1 − t(1 − y))− (1 − x)βG(y)

− (1 − y)βG(t(1 − x)) − (1 − y)β(1 − t+ tx)αF1 ( x1 − t(1 − x))
− (1 − y)β(1 − t+ tx)βF2( x1 − t(1 − x))+ (1 − y)βG(x).Az F1 f�ggv�ny (1 − x)β(1 − y)α − (1 − y)β(1 − x)α szorz¢ja a bal oldalonnem nulla, ha x 6= y. Mindk�t oldalt osztva vele, azt kapjuk, hogy(4)

F1(t) = ((1 − x)βG(t(1 − y)) + (1 − x)β(1 − t+ ty)αF1 ( y1 − t(1 − y))+ (1 − x)β(1 − t+ ty)βF2( y1 − t(1 − y))− (1 − x)βG(y)
− (1 − y)βG(t(1 − x)) − (1 − y)β(1 − t+ tx)αF1( x1 − t(1 − x))
− (1 − y)β(1 − t+ tx)βF2( x1 − t(1 − x))+ (1 − y)βG(x))((1 − x)β(1 − y)α − (1 − y)β(1 − x)α

)−1
,



186 21.§ Egyszer� alkalmaz�asokvalah nyszor 0 < x, y, t < 1 �s x 6= y. Hasonl¢an kapjuk az(5)
F2(t) = ((1 − x)αG(t(1 − y)) + (1 − x)α(1 − t+ ty)βF2( y1 − t(1 − y))+ (1 − x)α(1 − t+ ty)αF1 ( y1 − t(1 − y))− (1 − x)αG(y)

− (1 − y)αG(t(1 − x)) − (1 − y)α(1 − t+ tx)βF2( x1 − t(1 − x))
− (1 − y)α(1 − t+ tx)αF1 ( x1 − t(1 − x))+ (1 − y)αG(x))((1 − x)α(1 − y)β − (1 − y)α(1 − x)β

)−1egyenletet, amely szint�n 0 < x, y, t < 1, x 6= y eset�n teljes�l.Most m r alkalmazhatjuk  ltal nos t�teleinket. A 8.3 t�telb�l a (4) �s(5) egyenletek felhaszn l s val azt kapjuk, hogy ha F1, F2 �s G Lebesgue-m�rhet�ek, akkor F1 illetve F2 folytonosak; 
sak azt kell ellen�rizn�nk, hogyminden 0 < t < 1-hez van olyan 0 < x, y < 1, x 6= y, hogy a jobb olda-lon  ll¢ ismeretlen f�ggv�nyekben szerepl� bels� f�ggv�nyekre a ∂/∂x, ∂/∂ypar
i lis deriv ltak k�z�l legal bb az egyik nem nulla a (t, x, y) pontban.Ezek a bels� f�ggv�nyek a (t, x, y) 7→ x, (t, x, y) 7→ y, (t, x, y) 7→ t(1 − x),(t, x, y) 7→ t(1− y), (t, x, y) 7→ x/(1− t(1− x)) �s (t, x, y) 7→ y/(1− t(1− y))f�ggv�nyek. K�nny� ellen�rizni, hogy b rmely x, y, x 6= y p r megteszi.Ugyanezt a t�telt haszn lva �s a (2) egyenletet, kapjuk, hogy G is folyto-nos. Az anal¢g 10.2 t�telt haszn lva, hasonl¢an kapjuk, hogy ha F1, F2 �s
G Baire-tulajdons g£ak, akkor folytonosak is. Most a 11.3 t�telt haszn lvahasonl¢an kapjuk, hogy F1, F2 �s G folytonosan di�eren
i lhat¢ak. V�g�l,a 15.2 t�telt felhaszn lva, azt kapjuk, hogy ha az F1, F2 �s G f�ggv�nyek
p > 0-szor folytonosan di�eren
i lhat¢ak, akkor (2) szerint a G f�ggv�ny, (4)illetve (5) szerint pedig az F1 illetve F2 f�ggv�nyek p + 1-szer folytonosandi�eren
i lhat¢ak. Innen teljes induk
i¢val ad¢dik az  ll¡t s.21.12. A ko
kakett�z�s egyenlete. De Saint-Vin
ent bizonyos klasz-szikus eredm�nyei  ltal motiv lva, amelyek a \ko
ka kett�z�s�vel" kap
sola-tosak, C. Alsina �s J. L. Gar
ia-Roig az(1) f(x)f(px+ �py) + f(y)f(�px+ py) = f(px+ �py)2 + f(�px+ py)2,ha x, y ∈ R f�ggv�nyegyenletet tanulm nyozt k, ahol 0 < p < 1 �s �p = 1−p,�s meghat rozt k folytonos f : R → ℄0,∞[ megold sait a p = 1/3 esetben.C. Alsina felvetette azt a probl�m t, hogy tal ljuk meg (1) �sszes folytonos
f : R → ℄0,∞[ megold s t, ha 0 < p < 1, p 6= 1/3. (L sd [20℄.) A probl�-m t Maksa Gyul val k�z�sen megoldottuk a XXXI. Nemzetk�zi F�ggv�ny-egyenletek Szimp¢ziumon, (l sd [100℄) �s az eredm�nyt r�szletes bizony¡t sn�lk�l ismertett�k. Az (1) egyenlet nem nulla megold sait m�rhet�s�gi fel-t�tel mellett 0 < p < 1 eset�n meghat roz¢ al bbi eredm�nyt a [101℄ k�z�sdolgozatban publik ltuk.



21.§ Egyszer� alkalmaz�asokT�tel. Legyen 0 < p < 1 r�gz¡tett, �p = 1− p, I ⊂ R egy nem �res ny¡ltintervallum �s f : I → R\{0} egy, az I egy pozit¡v m�rt�k� halmaz n m�rhe-t� f�ggv�ny. Ekkor f akkor �s 
sak akkor teljes¡ti az (1) f�ggv�nyegyenletet,ha(2) 0 < p < 1 �s f(x) = c1, ha x ∈ I vagy
p = 13 �s f(x) = c1ec2x, ha x ∈ I vagy
p = 12 �s f(x) = c1(x+ c3), ha x ∈ I;itt c1, c2, c3 tetsz�leges konstansok, c1 6= 0, −c3 /∈ I.Bizony¡t s. Az els� l�p�s megmutatni, hogy minden megold s, amelym�rhet� egy pozit¡v Lebesgue-m�rt�k� A halmazon, v�gtelen sokszor di�e-ren
i lhat¢. Az egyenletet  t¡rhatjuk(3) f(x) = f(px+ �py) + f(�px+ py)2

f(px+ �py) − f(y)f(�px+ py)
f(px+ �py)alakba. V lasszunk olyan q sz mot, amelyre 1 > q > 1−1/(1/p+1/�p), azaz0 < (1−q)(1/p+1/�p) < 1. Lebesgue s�r�s�gi t�tel�t haszn lva, tal lhatunkolyan c ∈ I pontot �s r > 0 sz mot, hogy a C = [c−r, c+r℄ halmazraC ⊂ I �s

λ(A∩C) > qλ(C), ahol λ a Lebesgue-m�rt�ket jel�li R-en. Legyen g1,x(y) =
px+ �py �s g2,x(y) = �px+ py, ha x, y ∈ I. A 8.3 t�telt szeretn�nk alkalmazniannak bizony¡t s ra, hogy f folytonos a c egy k�rnyezet�ben. Az egyetlennem nyilv nval¢ felt�tel, amit ellen�rizn�nk kell, hogy a g−11,c(A) ∩ g−12,c(A)halmaz Lebesgue-m�rt�ke pozit¡v. A g−11,c �s g−12,c lek�pez�sek nagy¡t sok
c 
entrummal �s 1/�p illetve 1/p faktorral. Innen C \ g−1

i,c (A) benne vana g−1
i,c (C \ A) halmazban, ha i = 1, 2, �s Lebesgue-m�rt�ke kisebb mint

λ(C)(1−q)/p illetve λ(C)(1−q)/�p. Ez azt mutatja, hogy C∩g−11,c(A)∩g−12,c(A)Lebesque-m�rt�ke legal bb λ(C)(1 − (1 − q)/p− (1 − q)/�p) > 0.Legyen c ∈ I, �s mint fent, egy r > 0-ra jel�lje C a [c− r, c+ r℄ ⊂ I z rtintervallumot. Legyen 1 < Q ≤ min{(1− �p/2)/p, (1− p/2)/�p}. Ha |y− c| ≤
r/2 �s |x − c| < Qr, akkor |px + �py − c| < pQr + r�p/2 = r(pQ + �p/2) ≤ r,�s hasonl¢an |�px + py − c| < r. Innen, felhaszn lva az (1) egyenletet, aztkapjuk, hogy ha f folytonos C-n, akkor f folytonos a ℄c − Qr, c + Qr[ ∩ Ihalmazon is. V�ve egy alkalmas n�vekv� intervallumsorozatot, azt kapjuk,hogy f folytonos I-n.Most megmutatjuk, hogy f lok lisan Lips
hitz f�ggv�ny I-n. A 11.5t�telt alkalmazhatjuk a fenti C kompakt halmazzal, �s azt kapjuk, hogy flok lisan Lips
hitz f�ggv�ny ℄c−Qr, c+Qr[∩I-n. V�ve egy megfelel� C-t, ha
I korl tos, illetve v lasztva C-k egy megfelel� sorozat t, ha I nem korl tos,azt kapjuk, hogy f lok lisan Lips
hitz f�ggv�ny I-n. Most alkalmazva a 1.25t�telt (3)-ra, kapjuk, hogy f v�gtelen sokszor di�eren
i lhat¢.



188 21.§ Egyszer� alkalmaz�asokA m sodik l�p�s megoldani az (1) f�ggv�nyegyenletet. Di�eren
i lva xszerint, azt kapjuk, hogy
f ′(x)f(px+ �py) + f(x)f ′(px+ �py)p+ f(y)f ′(�px+ py)�p= 2f(px+ �py)f ′(px+ �py)p+ 2f(�px+ py)f ′(�px+ py)�pminden x, y ∈ I-re. Ezt az egyenletet di�eren
i lva y szerint, kapjuk, hogy

f ′(x)f ′(px+ �py)�p+ f(x)f ′′(px+ �py)p�p+ f ′(y)f ′(�px+ py) + f(y)f ′′(�px+ py)p�p= 2f ′(px�py)2p�p+ 2f(px+ �py)f ′′(px+ �py)p�p+ 2f ′(�px+ py)2p�p+ 2f(�px+ py)f ′′(�px+ py)p�p,ha x, y ∈ I. Az y = x helyettes¡t�ssel ebb�l az egyenletb�l k�vetkezik, hogy(4) pf ′′(x)f(x) + (2p− 1)f ′(x)2 = 0,ha x ∈ I. De�ni ljuk a g f�ggv�nyt I-n a(5) g = f ′

f�sszef�gg�ssel. Ekkor (4)-b�l k�vetkezik, hogy(6) pg′(x) + (3p− 1)g(x)2 = 0, x ∈ I.Ha g(x0) = 0 valamely x0 ∈ I-re, akkor (6) szerint g′(x0) = 0 is teljes�l.M sr�szt a nulla f�ggv�ny megold sa (6)-nak I-n, ¡gy az uni
it si t�tel sze-rint g azonosan nulla I-n. �gy (5)-b�l k�vetkezik (2). Ha g(x) 6= 0 minden
x ∈ I-re, akkor de�ni ljuk h-t az I-n a h = 1/g �sszef�gg�ssel. (6)-b¢lk�vetkezik, hogy h′(x) = (3p− 1)/p minden x ∈ I-re, ¡gy(7) h(x) = 3p− 1

p
x+ cvalamely c ∈ R-re �s minden x ∈ I-re. Ha p = 1/3, akkor h de�n¡
i¢ja szerintazt kapjuk, hogy c 6= 0 �s (5)-b�l k�vetkezik, hogy f ′(x) − (1/c)f(x) = 0minden x ∈ I-re. �gy (2) teljes�l. Ha p 6= 1/3, akkor −pc/(3p − 1) /∈ I �sism�t h de�n¡
i¢ja szerint (5)-b�l k�vetkezik, hogy

f ′(x) − 13p−1
p x+ c

f(x) = 0 minden x ∈ I-re.Enn�lfogva valamely d ∈ R \ {0}-re azt kapjuk, hogy(8) f(x) = d

(3p− 1
p

x+ c

)p/(3p−1) minden x ∈ I-re.



21.§ Egyszer� alkalmaz�asokLegyen α = p/(3p− 1). Ezzel a jel�l�ssel a fenti f f�ggv�ny pontosan akkormegold sa (1)-nek, ha az
( 1
α
x+ c

)α( 1
α

(px+ �py) + c

)α + ( 1
α
y + c

)α ( 1
α

(�px+ py) + c

)α= ( 1
α

(px+ �py) + c

)2α + ( 1
α

(�px+ py) + c

)2αegyenlet teljes�l minden x, y ∈ I-re. Egy line ris helyettes¡t�ssel azt kapjuk,hogy ez pontosan akkor igaz, ha
xα(px+ �py)α + yα(�px+ py)α = (px+ �py)2α + (�px+ py)2αegyenlet teljes�l minden x, y ∈ 1

αI + c-re. Ha ez teljes�l, akkor az
F (t) = (p+ �pt)α + tα(�p+ pt)α − (p+ �pt)2α − (�p+ pt)2αf�ggv�ny azonosan 0 az 1 pont egy k�rnyezet�ben. Megmutatjuk, hogy ez
sak akkor lehets�ges, ha α = 1 �s ¡gy p = 1/2. Ennek bizony¡t s ra sz -moljuk ki az F deriv ltjait az 1 pontban. Vil gos, hogy ezek a deriv ltakmind F (n)(1) = Pn(p)(3p − 1)−n alak£ak valamely Pn polinomj val p-nek.Computer algebra rendszert haszn lva a sz m¡t sokra, azt kapjuk, hogy af�ggv�nynek �s els� h rom deriv ltj nak �rt�ke 0, de
P4(p) = −48p8 + 124p7 − 90p6 − 12p5 + 40p4 − 16p3 + 2p2a 0, 0, 13 , 12 ,−18 + 18√17,−18 − 18√17, 1, 1gy�k�kkel. Mivel feltett�k, hogy p 6= 1/3, 0 < p < 1, a fennmarad¢ esetek

p = 1/2 �s p = −1/8+√17/8. Mindkett� gy�ke P5-nek is, de az ut¢bbi nemgy�ke a
P6(p) = −10080p12 + 45192p11 − 109044p10 + 165872p9 − 141426p8+ 43526p7 + 26452p6 − 30532p5 + 12166p4 − 2298p3 + 172p2polinomnak, mivel

P6(−18 + 18√17) = −718978689524288 + 174377945524288 √17.�gy azt kapjuk, hogy 
sak α = 1 azaz p = 1/2 lehets�ges. Ebben az esetbenaz f f�ggv�ny (8)-ban nyilv n teljes¡ti (1)-et, ¡gy (2)-t kapjuk.



190 22.§ A Diri
hlet-eloszl s jellemz�se22.§ A Diri
hlet-eloszl s jellemz�se22.1. Dan Geiger �s David He
kerman [46℄ dolgozatukban a Diri
hlet-eloszl s egy £j jellemz�s�t adt k meg. Eredm�nyeik azt mutatj k, hogy bizo-nyos statisztikai probl�m kn l nem kell feltenn�nk, hogy a szerepl� val¢sz¡-n�s�gi v ltoz¢k Diri
hlet-eloszl s£ak, ez automatikusan k�vetkezik a sokkalterm�szetesebb f�ggetlens�gi feltev�sekb�l. M¢dszer�k abban  ll, hogy meg-mutatj k, a val¢sz¡n�s�gelm�leti meggondol sok a(1) f0(y1, . . . , yn−1) n
∏

j=1 gj(z1,j, . . . , zk−1,j)= g0(x1, . . . , xk−1) k
∏

i=1 fi(wi,1, . . . , wi,n−1)f�ggv�nyegyenletre vezetnek. Az egyenlet fenn ll, ha(y1, . . . , yn−1) ∈ �n−1�s (z1,j, . . . , zk−1,j) ∈ �k−1 (1 ≤ j ≤ n),(itt �m a �m = {(α1, . . . , αm) : αi > 0,∑i αi < 1}
m-dimenzi¢s egys�gszimplex Rm-ben). Az xi-k, 1 ≤ i ≤ k az(2) xi = n

∑

j=1 zi,jyj , (1 ≤ i < k)�sszef�gg�ssel, illetve az(3) xk = 1 −
k−1
∑

i=1 xi�sszef�gg�ssel, m¡g wi,j a(4) wi,j = zi,jyj/xi (1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j < n)�sszef�gg�ssel van de�ni lva, ahol(5) zk,j = 1 −
k−1
∑

i=1 zi,j (1 ≤ j ≤ n).Az(6) yn = 1 −
n−1
∑

j=1 yj



22.§ A Diri
hlet-eloszl s jellemz�sejel�l�ssel az is teljes�l, hogy(7) xk = n
∑

j=1 zi,jyj .Megjegyezz�k, hogy (x1, . . . , xk−1) ∈ �k−1 �s (wi,1, . . . , wi,n−1) ∈ �n−1,ha 1 ≤ i ≤ k, tov bb  fi, 0 ≤ i ≤ k �s gj, 0 ≤ j ≤ n a �n−1 illetve �k−1halmazokon �rtelmezett val¢s �rt�k� f�ggv�nyek.Mint Geiger �s He
kerman megjegyzik, az (1) f�ggv�nyegyenlet szim-metrikus abban az �rtelemben, hogy £gy is tekinthet�, hogy az x-ek �s w-k aszabad v ltoz¢k, azaz (1) minden (x1, . . . , xk−1) ∈ �k−1-ra �s (wi,1, . . . , wi,n−1) ∈�n−1-re  ll fenn, 1 ≤ j ≤ n. Ebben az esetben yj, 1 ≤ j ≤ n az(8) yj = k
∑

i=1 wi,jxi, ha 1 ≤ j < nilletve(9) yn = 1 −
n−1
∑

j=1 yj�sszef�gg�ssel van de�ni lva, zi,j pedig a(10) zi,j = wi,jxi/yj ha 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i < k�sszef�gg�ssel, ahol wi,n-et a(11) wi,n = 1 −
n−1
∑

j=1 wi,j ha 1 ≤ i ≤ k�sszef�gg�s de�ni lja. Az(12) xk = 1 −
k−1
∑

i=1 xijel�l�sekkel az is teljes�l, hogy(13) yn = k
∑

i=1 wi,jxi.R�viden, az f ↔ g, x↔ y, z ↔ w, k ↔ n, i↔ j 
ser�kre vonatkoz¢an teljesszimmetria  ll fenn.Geiger �s He
kerman az (1) f�ggv�nyegyenletet di�eren
i legyenletret�rt�n� reduk
i¢val oldj k meg. Ehhez fel kell tenni�k, hogy az (1)-ben sze-repl� ismeretlen f�ggv�nyek sim k �s minden�tt pozit¡vak, de 
sak azt tud-juk, hogy valamely val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢k s�r�s�gf�ggv�nyei. �gy az al bbi,Dan Geiger  ltal megfogalmazott probl�m hoz jutunk:22.2. Probl�ma. Tegy�k fel, hogy az el�z� pont (1){(5) felt�teleifenn llnak, �s az (1) egyenletben szerepl� ismeretlen f�ggv�nyek s�r�s�g-f�ggv�nyek (azaz nemnegat¡vak, Lebesgue-integr lhat¢k, �s integr ljuk egy).K�vetkezik-e, hogy minden�tt pozit¡vak �s C∞-beliek?



192 22.§ A Diri
hlet-eloszl s jellemz�seT�teleink lehet�v� teszik, hogy pozit¡v v laszt adjunk erre a k�rd�sre. Ezaz eredm�ny a J�arai [92℄ dolgozatban ker�lt publik l sra. Annak bizony¡t -s ra, hogy 22.1.(1) pozit¡v megold sai C∞-beliek, k�zvetlen�l haszn lhatjuk ltal nos t�teleinket. Sz�ks�g�nk lesz az al bbi lemm ra.22.3. Lemma. Ha y, z ∈ Rm, z 6= 0, y 6= 0, akkor az u 7→ 〈u, y〉zline ris transzform 
i¢ val¢s saj t�rt�kei �s saj talterei
α = 0, {u ∈ Rm : u ⊥ y}

α = 〈z, y〉, {u ∈ Rm : u = cz, c ∈ R}.Bizony¡t s. Tegy�k fel, hogy αu = 〈u, y〉z. K�t lehet�s�g van. Ha
α = 0, akkor 〈u, y〉 = 0. Ha α 6= 0, akkor u = cz valamely c ∈ R-el �s ¡gy
αcz = 〈cz, y〉z, amib�l k�vetkezik, hogy α = 〈z, y〉.22.4. T�tel. Tegy�k fel, hogy az fi, 0 ≤ i ≤ k �s gj , 0 ≤ j ≤ n f�ggv�-nyek Lebesgue-m�rhet�ek, minden�tt pozit¡vak, �s eleget tesznek a 22.1.(1)egyenletnek, amelyben a bels� f�ggv�nyek a 22.1.(2){(5) �sszef�gg�sekkelvannak de�ni lva. Ekkor fi, 0 ≤ i ≤ k �s gj , 0 ≤ j ≤ n is C∞-ben vannak.Bizony¡t s. Vegy�k a 22.1.(1) egyenlet mindk�t oldal nak logaritmu-s t. A 8.3, 11.3 �s 15.2 t�teleket fogjuk felhaszn lni, hogy megmutassuk, azln fi, 0 ≤ i ≤ k �s ln gj, 0 ≤ j ≤ n f�ggv�nyek C∞-ben vannak.El�sz�r megmutatjuk, a 8.3 t�telb�l k�vetkezik, hogy ln f0 folytonos.Az egyetlen nem trivi lisan teljes�l� felt�tel, hogy b rmely (y1, . . . , yn−1)-hez vannak olyan z-k, hogy az �sszes, a gj , 0 ≤ j ≤ n illetve fi, 1 ≤ i < kf�ggv�nyekbe ¡rt bels� f�ggv�nyeknek a z-k szerinti par
i lis deriv ltjaib¢lk�pzett m trix rangja maxim lis, azaz k−1 a g-k bels� f�ggv�nyeire �s n−1az f -ek bels� f�ggv�nyeire. Azt fogjuk megmutatni, hogy a z-k b rmelyv laszt s ra ez a helyzet.A gj , 1 ≤ j ≤ n f�ggv�nyek bels� f�ggv�nyeire ez trivi lis.A g0-ban szerepl� bels� f�ggv�nyre b rmely 1 ≤ j ≤ n eset�n a

(

∂xi

∂zs,j

)k−1
i,s=1 = (yjδi,s)k−1

i,s=1m trix determin nsa yk−1
j , ¡gy nem nulla.Az fi, 1 ≤ i < k f�ggv�nyek bels� f�ggv�nyeire azt kapjuk, hogy
∂wi,j

∂zi,t
= δj,tyjxi − zi,jyjyt

x2i ,ahol δ a Krone
ker-delta. Jel�lje Zi az u 7→ 〈u,y〉zi line ris transzform 
i-¢j t Rn−1-nek �nmag ra, ahol y = (y1, . . . , yn−1) �s zi = (zi,1, . . . , zi,n−1).Ezzel a jel�l�sseldet((∂wi,j

∂zi,t

)n−1
j,t=1) = ∏n−1

j=1 yj

x2n−2
i

det(xi1− Zi),



22.§ A Diri
hlet-eloszl s jellemz�seahol 1 az identikus lek�pez�s. Az el�z� lemma szerint a Zi val¢s saj t�rt�kei0 �s 〈y, zi〉. Mivel xi 6= 0 �s 〈y, zi〉 = zi,1y1 + · · · + zi,n−1yn−1 6= xi, a jobboldalon szerepl� determin ns nem nulla.Az fk f�ggv�nyben szerepl� bels� f�ggv�nyre azt kapjuk, hogy
∂wk,j

∂zi,t
= ∂zk,j

∂zi,t
yjxk − zk,jyj

∂xk
∂zi,t

x2k = −δj,tyjxk − zk,jyjyt

x2k .Jel�lje Zk az u 7→ 〈u,y〉zk line ris transzform 
i¢j t Rn−1-nek �nmag ra,ahol y = (y1, . . . , yn−1) �s zk = (zk,1, . . . , zk,n−1). Ezzel a jel�l�ssel b rmely1 ≤ i < k-re det((∂wk,j

∂zi,t

)n−1
j,t=1) = ∏n−1

j=1 yj

x2n−2
k

det(Zk − xk1).�gy, mint fent, a jobb oldal nem nulla, mivel xk 6= 0 �s 〈y, zk〉 = zk,1y1 +
· · · + zk,n−1yn−1 6= xk.M sodik l�p�sk�nt megmutatjuk, hogy a 8.3 t�telb�l az is k�vetkezik,hogy ln gj folytonos, ha 1 ≤ j ≤ n. Itt is, £gy mint fent, az egyetlen nemtrivi lisan teljes�l� felt�tel, hogy egy tetsz�leges (z1,j, . . . , zk−1,j) vektorhozl�tezik olyan yi, 1 ≤ i < k �s zs,t, 1 ≤ s < k, 1 ≤ t ≤ n, t 6= j, hogy a gt,0 ≤ t ≤ n, t 6= j �s fi, 0 ≤ i < k f�ggv�nyek bels� f�ggv�nyeinek az yi, zs,tv ltoz¢k szerinti deriv ltj nak a rangja maxim lis, azaz k − 1 a g-k bel-s� f�ggv�nyeire �s n − 1 az f -ek bels� f�ggv�nyeire. Meg fogjuk mutatni,hogy az yi, 1 ≤ i < k �s zs,t, 1 ≤ s < k, 1 ≤ t ≤ n, t 6= j v ltoz¢k b rmelyv laszt s ra ez a helyzet.Az f0 �s a gt, 1 ≤ t ≤ n, t 6= j f�ggv�nyek bels� f�ggv�nyeire ez trivi lis.A g0 f�ggv�ny bels� f�ggv�ny�re, �s 1 ≤ t ≤ n, t 6= j-re a

(

∂xi

∂zs,t

)k−1
i,s=1 = (ytδi,s)k−1

i,s=1m trix determin nsa yk−1
t , ¡gy nem nulla.Az fi, 1 ≤ i < k f�ggv�nyek bels� f�ggv�nyeire

∂wi,j

∂yt
= zi,jδj,txi − zi,jyj(zi,t − zi,n)

x2i .Jel�lje Z ′
i az u 7→ 〈u,y〉z′i line ris transzform 
i¢j t Rn−1-nek �nmag ba,ahol y = (y1, . . . , yn−1) �s z′i = (zi,1 − zi,n, . . . , zi,n−1 − zi,n). Ezzel ajel�l�ssel det((∂wi,j

∂yt

)n−1
j,t=1) = ∏n−1

j=1 zi,j

x2n−2
i

det(xi1− Z ′
i).Mivel z′i 6= 0 �s 〈y, z′i〉 = xi−zi,n 6= xi, a jobb oldal determin nsa nem nulla.
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hlet-eloszl s jellemz�seAz fk f�ggv�ny bels� f�ggv�ny�re azt kapjuk, hogy
∂wk,j

∂yt
= zk,jδj,txk − zk,jyj

∂xk
∂yt

x2k= zk,j

(

δj,txk + yj

∑k−1
i=1 ∂xi

∂yt

)

x2k= zk,j

(

δj,txk + yj

∑k−1
i=1 (zi,t − zi,n))

x2k= zk,j (δj,txk + yj(1 − zk,t − 1 + zk,n))
x2k= zk,j (δj,txk − yj(zk,t − zk,n))

x2k .Jel�lje Z ′
k az u 7→ 〈u,y〉z′k line ris transzform 
i¢j t Rn−1-nek �nmag ba,ahol y = (y1, . . . , yn−1) �s z′k = (zk,1 − zk,n, . . . , zk,n−1 − zk,n). Ezzel ajel�l�ssel det((∂wk,j

∂yt

)n−1
j,t=1) = ∏n−1

j=1 zk,j

x2n−2
k

det(xk1− Z ′
k).A jobb oldal nem nulla, mivel xk 6= 0 �s 〈y, z′k〉 = xk − zk,n 6= xk.A harmadik l�p�sben felhaszn ljuk az egyenlet szimmetri j t. Fel
se-r�lve az y-ok �s a z-k, illetve az x-ek �s a w-k szerep�t, kapjuk, hogy az ln f0�s az ln gj , 1 ≤ j ≤ n f�ggv�nyek is folytonosak. �gy azt kaptuk, hogy fi,0 ≤ i ≤ k �s gj, 0 ≤ j ≤ n folytonosak.Most alkalmazhatjuk a 11.3 t�telt. Ugyan£gy, mint fenn, kapjuk, hogy af�ggv�nyegyenletben szerepl� �sszes f�ggv�ny C1-beli. Ha most alkalmazzuka 15.2 t�telt, ugyan£gy, mint fent, azt kapjuk, hogy minden, az egyenletbenszerepl� f�ggv�ny C2-beli. Ism�telve ezt az elj r st, kapjuk, hogy az �sszesszerepl� f�ggv�nyek C∞-beliek.Annak bizony¡t s hoz, hogy a s�r�s�gf�ggv�ny megold sok minden�ttpozit¡vak, a 3. paragrafus  ltal nos Steinhaus-t¡pus£ t�teleit fogjuk felhasz-n lni. Sz�ks�g�nk lesz egy lemm ra.22.5. Lemma. Legyen L : Rre × . . .× Rrn → Rm egy line ris transz-form 
i¢, a nullter�t jel�lje N . Jel�lje pi a

pi(x1, . . . , xi, . . . , xn) = xi, xi ∈ Rri (1 ≤ i ≤ n)�sszef�gg�ssel de�ni lt
pi : Rre × . . .× Rrn → Rri



22.§ A Diri
hlet-eloszl s jellemz�seprojek
i¢t. Legyen r = ∑n
i=1 ri. A dim(N) = r − m �s pi(N) = Rri , ha1 ≤ i ≤ n felt�telek pontosan akkor teljes�lnek, ha 1 ≤ i ≤ n eset�n az

Li : (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) 7→ L(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn)transzform 
i¢ rangja m.Bizony¡t s. A dim(N) = r−m felt�tel azzal ekvivalens, hogy rank(L) =
m. Tegy�k fel, hogy rank(L) = m �s pi(N) = Rri , ha 1 ≤ i ≤ n. Legyen
y ∈ Rm. V lasszuk £gy x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn-et, hogy

L(x1, . . . , xi, . . . , xn) = yteljes�lj�n. Mivel xi ∈ pi(N), l�teznek x′1, . . . , x′i−1, x′i+1, . . . , x′n £gy, hogy
L(x′1, . . . , x′i−1, xi, x

′
i+1, . . . , x′n) = 0.Az x′′j = xj − x′j, ha j 6= i jel�l�sekkel azt kapjuk, hogy

L(x′′1 , . . . , x′′i−1, 0, x′′i+1, . . . , x′′n) = y,azaz y benne van az Li �rt�kk�szlet�ben. Mivel y tetsz�leges volt, rank(Li) =
m. Most tegy�k fel, hogy rank(Li) = m, ha 1 ≤ i ≤ m. Ebb�l k�vetkezik,hogy rank(L) = m mivel m ≥ rank(L) ≥ rank(Li). Legyen xi ∈ Rri �s

y = L(0, . . . , 0,−xi, 0, . . . , 0).V lasszunk x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn-t £gy, hogy
Li(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) = yteljes�lj�n. Ekkor L(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) = 0, azaz pi(N) tartal-mazza xi-t. Mivel xi tetsz�leges volt, pi(N) = Rri .22.6. T�tel. Legyenek fi, 0 ≤ i ≤ n �s gj, 0 ≤ j ≤ k olyan s�r�-s�gf�ggv�nyek, amelyek eleget tesznek a 22.1.(1) egyenletnek, amelyben abels� f�ggv�nyek a 22.1.(2){(5) �sszef�gg�sekkel vannak de�ni lva. Ekkor

fi, 0 ≤ i ≤ n �s gj , 0 ≤ j ≤ k minden�tt pozit¡vak �s C∞-beliek.Bizony¡t s. Az el�z� t�tel szerint 
sak azt kell megmutatnunk, hogya f�ggv�nyek minden�tt pozit¡vak. Ez �t l�p�sben fog t�rt�nni. Haszn lnifogjuk a {f0 = 0} = {y ∈ �n−1 : f0(y) = 0} jel�l�st �s az anal¢g {fi = 0},
{fi 6= 0}, {gj = 0}, {gj 6= 0} jel�l�seket.I. El�sz�r azt mutatjuk meg, hogy a {fi 6= 0}, 0 ≤ i ≤ k �s {gj 6= 0},0 ≤ j ≤ n halmazok tartalmaznak bels� pontot. Mivel fi, gj nemnegat¡vak�s Lebesgue-integr ljuk 1, pozit¡vak egy pozit¡v m�rt�k� Lebesgue-m�rhet�halmazon. Haszn ljuk fel most a 3.13 megjegyz�st.



196 22.§ A Diri
hlet-eloszl s jellemz�seAnnak bizony¡t s hoz, hogy {g0 6= 0} tartalmaz bels� pontot, a 22.1.(1)szerint azt kell megmutatnunk, hogy ha (y1, . . . , yn−1) befutja a {f0 6= 0}pozit¡v m�rt�k� halmazt, (z1,j , . . . , zk−1,j) pedig befutja a {gj 6= 0} pozit¡vm�rt�k� halmazt, akkor (x1, . . . , xk−1) befut egy nem �res ny¡lt halmazt.Ehhez a 3.13 megjegyz�s szerint azt kell ellen�rizn�nk, hogy (x1, . . . , xk−1)-nak az y-ok �s z-k szerint vett (teljes) di�eren
i lj nak a rangja k−1, nullterepedig � ltal nos helyzetben van", abban az �rtelemben, ahogyan az a 3.13megjegyz�sben szerepel. Az el�z� lemma szerint ezen felt�telek teljes�l�sek�vetkezik det(( ∂xi

∂zs,t

)k−1
i,s=1) 6= 0 (1 ≤ t ≤ n)fenn ll s b¢l, amit viszont az el�z� t�tel bizony¡t s ban ellen�rizt�nk.Hasonl¢an, annak bizony¡t s hoz, hogy {fi 6= 0}, 1 ≤ i < k tartalmazbels� pontot, azt haszn lhatjuk, hogydet((∂wi,j

∂zi,t

)n−1
j,t=1) 6= 0�s det((∂wi,j

∂yt

)n−1
j,t=1) 6= 0.V�g�l annak bizony¡t s hoz, hogy {fk 6= 0} tartalmaz bels� pontot, azthaszn lhatjuk, hogydet((∂wk,j

∂zi,t

)n−1
j,t=1) 6= 0 (1 ≤ i < k)�s det((∂wk,j

∂yt

)n−1
j,t=1) 6= 0.Felhaszn lva az egyenlet szimmetri j t, az is k�vetkezik, hogy a {f0 6= 0} �s

{gj 6= 0}, 1 ≤ j ≤ n halmazok is tartalmaznak bels� pontot.II. Tegy�k fel, hogy az(y1, . . . , yn−1) ∈ �n−1, (z1,j, . . . , zk−1,j) ∈ �k−1, 1 ≤ j ≤ nvektorok egyike r�gz¡tett, a t�bbiek egy ny¡lt halmazban mozognak. Ekkora vektor �rt�k� (x1, . . . , xk−1) ∈ �k−1illetve (wi,1, . . . , wi,n−1) ∈ �n−1, 1 ≤ i ≤ kf�ggv�nyek, amelyeket a 22.1.(2){(5) egyenletek de�ni lnak, ezt a ny¡lt hal-mazt egy ny¡lt halmazra k�pezik. Hasonl¢an, ha az(x1, . . . , xk−1) ∈ �k−1, (wi,1, . . . , wi,n−1) ∈ �n−1, 1 ≤ i ≤ k



22.§ A Diri
hlet-eloszl s jellemz�sevektorok egyike r�gz¡tett, a t�bbiek egy ny¡lt halmazban mozognak, akkora vektor �rt�k� (y1, . . . , yn−1) ∈ �n−1illetve (z1,j , . . . , zk−1,j) ∈ �k−1, 1 ≤ j ≤ nf�ggv�nyek, amelyeket a 22.1.(8){(11) �sszef�gg�sek de�ni lnak, ezt a ny¡lthalmazt egy ny¡lt halmazra k�pezik.Ennek bizony¡t s hoz el�sz�r tegy�k fel, hogy (y1, . . . , yn−1) ∈ �n−1r�gz¡tett, �s a z-k v ltoznak egy ny¡lt halmazban. Megmutatjuk, hogy(x1, . . . , xk−1) ezt a ny¡lt halmazt egy ny¡lt halmazra k�pezi. Az �rt�kk�szletegy tetsz�leges pontj hoz v lasszunk egy olyan (z1,j , . . . , zk−1,j), 1 ≤ j ≤ nvektorsorozatot, amelynek ez az adott pont a k�pe. Minden z-t r�gz¡tve
zs,1, 1 ≤ s < k kiv�tel�vel, �s felhaszn lva, hogy (az el�z� t�tel bizony¡t s -ban v�gzett sz m¡t sok szerint) b rmely 1 ≤ j ≤ n-re a

(

∂xi

∂zs,j

)k−1
i,s=1m trix determin nsa nem nulla, az inverz f�ggv�ny t�telb�l kapjuk, hogy az�rt�kk�szlet adott pontja bels� pont.A t�bbi eset is hasonl¢an k�vetkezik az el�z� t�telben v�gzett sz m¡t sok�s az f ↔ g, x ↔ y, z ↔ w, k ↔ n, i ↔ j 
ser�kre vonatkoz¢ szimmetriafelhaszn l s val.III. Most megmutatjuk, hogy a {gj 6= 0}, 0 ≤ j ≤ n �s {fi 6= 0},0 ≤ i ≤ k halmazok ny¡ltak.Tegy�k fel, hogy f0(y1, . . . , yn−1) 6= 0. Minden 1 ≤ j ≤ n-re v lasszunkegy (z1,j, . . . , zk−1,j) bels� pontot {gj 6= 0}-b¢l. Jel�lje xi, 1 ≤ i < k �s wi,j ,1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j < n az y-okb¢l �s z-kb�l a 22.1.(2){(5) �sszef�gg�sek szerintsz m¡tott �rt�keket. R�gz¡tve az y-okat �s egy kis k�rnyezetben v ltoztatvaa z-ket, az egyenlet bal oldala nem nulla, ¡gy a jobb oldalon is mindent�nyez� null t¢l k�l�nb�z� kell legyen. A II. l�p�s szerint ebb�l k�vetkezik,hogy (x1, . . . , xk−1) bels� pontja {g0 6= 0}-nak (wi,1, . . . , wi,n−1) pedig bels�pontja {fi 6= 0}-nak (1 ≤ i ≤ k). Ezen pontok egyik�t r�gz¡tve, a t�bbitv ltoztatva, hasonl¢an kapjuk, hogy (y1, . . . , yn−1) bels� pontja {f0 6= 0}-nak. A t�bbi eset hasonl¢an t rgyalhat¢.IV. Most megmutatjuk, hogy a {gj = 0}, 0 ≤ j ≤ n �s {fi = 0},0 ≤ i ≤ k halmazok is ny¡ltak.Tegy�k fel, hogy f0(y1, . . . , yn−1) = 0. Minden 1 ≤ j ≤ n-re v lasszunkegy (z1,j, . . . , zk−1,j) pontot {gj 6= 0}-b�l. Jel�lje ism�t xi, 1 ≤ i < k �s

wi,j , 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j < n az y-okb¢l �s z-kb�l a 22.1.(2){(5) egyenletekszerint sz m¡tott �rt�keket. Mivel az egyenlet bal oldal n a szorzat nulla,a jobb oldalon  ll¢ t�nyez�k k�z�l is legal bb az egyik nulla kell legyen.Tegy�k fel, hogy g0(x1, . . . , xk−1) = 0. R�gz¡ts�k (x1, . . . , xk−1)-et. Egy kisk�rnyezetben v ltoztatva a w-ket, a folytonoss g miatt a z-k k�zel maradnak



198 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seaz eredetihez, ¡gy a ∏n
j=1 gj szorzat null t¢l k�l�nb�z� marad. Mivel a jobboldal nulla, f0 nulla kell legyen. Mivel az x-ek k�zben befutj k az eredetilegv lasztott pont egy k�rnyezet�t, az bels� pontja {f0 = 0}-nak. Az �sszest�bbi eset is hasonl¢an t rgyalhat¢.V. Most m r k�nnyen kapjuk a t�tel  ll¡t s t. A {gj 6= 0} halmaz nem�res ny¡lt r�szhalmaza �k−1-nek. A {gj = 0} halmaz ny¡lt r�szhalmaza�k−1-nek. Mivel �k−1 �sszef�gg�, {gj = 0} �res kell legyen. Hasonl¢an

{fi = 0} = ∅.23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�se23.1. Bevezet�s. A harmin
adik Nemzetk�zi F�ggv�nyegyenletek Szim-p¢ziumon (1992, Oberwolfa
h) Wolfgang Sander a k�vetkez� probl�m t ve-tette fel [146℄:Probl�ma. Legyenek f, g1, g2, h1, h2 : Rn → C f�ggv�nyek. Tegy�kfel, hogy f nem minden�tt nulla, �s hogy g1 �s g2 line risan f�ggetlenek. Ha
f, g1, g2, h1, h2 teljes¡tik az(1) f(u+ v)f(u− v) = g1(u)h1(v) + g2(u)h2(v), u, v ∈ Rnf�ggv�nyegyenletet, bizony¡tsuk be vagy 
 foljuk meg, hogy f m�rhet�s�g�-b�l k�vetkezik f folytonoss ga.Ez a k�rd�s tulajdonk�ppen egy, a Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�nynekaddi
i¢s t�tel seg¡ts�g�vel t�rt�n� jellemz�s�re vonatkoz¢ k�rd�s. Folyto-noss g felt�telez�se mellett Mario Bonk adott ilyen jellemz�st habilit 
i¢sdolgozat ban �s azt [27℄ dolgozat ban publik lta. �t A
z�l J nos \Thestate of the se
ond part of Hilbert's �fth problem" 
¡m� [10℄  ttekint� dol-gozata motiv lta. Ebben a dolgozatban A
z�el az Abel  ltal vizsg lt f�gg-v�nyegyenleteket t rgyalja. Hilbert �t�dik probl�m j nak m sodik fel�benid�zi Abel f�ggv�nyegyenletekkel kap
solatos munk it azzal a megjegyz�ssel,hogy �rdekes lenne megkapni Abel eredm�nyeit di�eren
i lhat¢s gi felt�telekn�lk�l. A
z�l �sszefoglalja az Abel  ltal vizsg lt egyenletekkel kap
solatbanaz¢ta el�rt eredm�nyeket. Az(2) f(u+ v)f(u− v) = f(u)2g(v)2 − f(v)2g(u)2,(3) g(u+ v)g(u− v) = g(u)2g(v)2 − c2f(u)2f(v)2egyenletekkel kap
solatban azt ¡rja, hogy1 �Abel ezt az egyenletrendszertlegfeljebb negyedrend� di�eren
i legyenletekre vezette vissza, term�szete-sen (n�gyszeri) di�eren
i lhat¢s g felt�telez�se mellett, azaz, mivel komplex

1“Abel reduced this system to differential equations of up to fourth order, of course

under supposition of differentiability (of fourth order), that is, since the functions are

complex, of analyticity. Haruki [50] has found, also by reduction to differential equations of
at most fourth order, the general (in fourth order) differentiable solutions of (2) alone. The

general continuous solution either of (2) alone or of the system (2), (3) for all u, v ∈ C is
not known (to me); even less are those under regularity conditions weaker than continuity

or on subsets of C2.”



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�sef�ggv�nyekr�l van sz¢, analitikuss g felt�telez�s�vel. Haruki [50℄, szint�n leg-feljebb negyedrend� di�eren
i legyenletekre t�rt�n� visszavezet�ssel, megha-t rozta az egyed�l 
sak (2)-nek eleget t�v� (n�gyszer) di�eren
i lhat¢ meg-old sokat. Az egyed�l 
sak (2)-t vagy a (2), (3) rendszert minden u, v ∈ C-rekiel�g¡t�  ltal nos folytonos megold sok nem ismertek (sz momra); m�g ke-v�sb� a folytonoss gn l gyeng�bb regularit si felt�telt kiel�g¡t� vagy a C2r�szhalmazain tekintett megold sok."Bonk [27℄ dolgozat ban az(4) f1(u+ v)f2(u− v) = k
∑

i=1 gi(u)hi(v), u, v ∈ Rn,f�ggv�nyegyenletet, illetve annak spe
i lis eset�t, az(5) f(u+ v)f(u− v) = k
∑

i=1 gi(u)hi(v), u, v ∈ Rn,egyenletet vizsg lta. A f�ggv�nyek komplex �rt�k�ek. Bebizony¡tott egyregularit si t�telt, azt, hogy (4) minden folytonos f1, f2, gi, hi megold saline risan f�ggetlen gi �s hi f�ggv�nyekkel (egy�rtelm�en) kiterjeszthet� egy
Cn-en �rtelmezett analitikus f�ggv�nny� £gy, hogy a kiterjeszt�sek elegettesznek (4)-nek Cn-en. Felhaszn lva ezt az eredm�nyt, Bonk meghat rozta(5) minden folytonos megold s t a k ≤ 2 esetben. Term�szetesen, spe
i lisesetk�nt megkaphat¢ (2) illetve (3), �s a (2), (3) rendszer minden folytonosmegold sa is.Vizsg lataiban Bonk Fourier-transzform 
i¢t �s spe
i lis be
sl�seket hasz-n l. Durv n sz¢lva, regularit si t�tele azon m£lik, hogy a (4) egyenlet meg-old sai �renorm lhat¢k" £gy, hogy a v�gtelenben exponen
i lisan elt�n�f�ggv�nyekk� v lnak, �s egy ilyen f megold s Fourier-transzform ltja egyugyan
sak (4) t¡pus£ egyenletet teljes¡t. A Fourier-transzform lt Lapla
e-transzform ltja adja a kiterjeszt�st Cn-re. A k ≤ 1 eset elemi. A k ≤ 2esetben a megold sok komplex f�ggv�nytani eszk�z�kkel hat rozhat¢k meg.1992-ben Ri
hard Ro
hberg �s Lee A. Rubel [136℄ m s m¢dszerekkelmeghat rozt k a (4) egyenlet analitikus f : C → C megold sait a k ≤ 2esetben. K�t megold st is adtak. Els� m¢dszer�k a f�ggv�nyegyenletet dif-feren
i legyenletre vezeti vissza, a m sodik az egyenlet spe
i lis szimmetri ithaszn lja. (Mindk�t esetben n�h ny megold st nem vettek �szre.)V�g�l Bonk 1997-ben [28℄ dolgozat ban meghat rozta a (4) egyenletfolytonos megold sait a k ≤ 2 esetben.Ennek a paragrafusnak a 
�lja egyr�szt, hogy megmutassuk, eredm�-nyeinkb�l k�vetkezik, hogy minden m�rhet� �s nem majdnem minden�ttnulla (f1, f2) megold sa (4)-nek C∞-ben van. Spe
i lisan, Sander fent em-l¡tett probl�m j t is megoldjuk. M sr�szt, megmutatjuk, hogy di�eren
i l-egyenletekre t�rt�n� visszavezet�ssel is megkaphat¢k a Bonk fent eml¡tettdolgozataiban szerepl� eredm�nyek. �gy Bonk, valamint Ro
hberg �s Rubel



200 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�set�teleinek  ltal nos¡t s t kapjuk,  ltal nos m¢dszerek felhaszn l s n nyug-v¢ bizony¡t ssal. Ez a m¢dszer teh t a Hilbert �t�dik probl�m ja m sodikfel�ben kijel�lt utat k�veti.A regularit s bizony¡t sa kor bbi regularit si t�teleink mellett az 1994-ben a [82℄ dolgozatban megjelent, itt 11.5 t�telk�nt szerepl� eredm�nyen,valamint az 1.22  tviteli elven m£lik. Ezzel a m¢dszerrel megmutathat¢ azis, hogy az(6) f1(G1(u, v))f2(G2(u, v)) = k
∑

i=1 gi(u)hi(v), (u, v) ∈ D ⊂ Rn × Rnegyenlet nem majdnem minden�tt nulla f1, f2 megold sai C∞-ben vannak.Az adott G1, G2 f�ggv�nyeknek n�h ny gyenge felt�telnek kell eleget tenni,p�ld ul az x = G1(u, v), y = G2(u, v) egyenletrendszernek u, v-re felold-hat¢nak kell lennie. (Bonk m¢dszere ebben az esetben m r nem m�k�dik.)B r m¢dszer�nkkel m�g enn�l j¢val  ltal nosabb egyenletek is vizsg lhat¢k,itt az egyszer�s�g kedv��rt 
sak a (4) egyenlet vizsg lat ra szor¡tkozunk.A di�eren
i legyenletek levezet�s�ben �s megold s ban Ro
hberg �s Rubeldolgozat ra t maszkodtunk, b r a k�l�nbs�gek l�nyegesek, hiszen nek�nkkomplex v ltoz¢s k�z�ns�ges di�eren
i legyenletek analitikus megold sai he-lyett t�bb val¢s v ltoz¢t¢l f�gg� komplex �rt�k� f�ggv�nyekre vonatkoz¢par
i lis di�eren
i legyenlet-rendszerek C∞ megold sait kell megkeresn�nk.Megjegyezz�k m�g, hogy John A. Baker [22℄ dolgozat ban 1974-benmeghat rozta az(7) f1(x)f2(y) = k
∏

i=1 gi(aix+ biy), x, y ∈ Regyenlet nem majdnem minden�tt nulla komplex �rt�k� f1, f2 megold sait.Eredm�nyei megadj k (4) megold s t az n = 1, k = 1 spe
i lis esetben.23.2. Megjegyz�s. Mint m r ismert, Sandernek az el�z� pontban sze-repl� probl�m j ra a v lasz negat¡v, azaz f m�rhet�s�g�b�l nem k�vetkezik
f folytonoss ga. Ezt a k�vetkez� egyszer� p�lda mutatja:Legyen f = h1 = h2 = ξQ, a ra
ion lis sz mok halmaz nak karakterisz-tikus f�ggv�nye, legyen g1 tetsz�leges, �s legyen g2 = ξQ − g1. Ekkor 23.1(1)teljes�l, mivel

ξQ(u+ v)ξQ(u− v) = ξQ(u)ξQ(v).Az f(x) = xξQ(x), g1(u) = u2ξQ(u), g2(u) = −ξQ(u), h1(v) = ξQ(v),
h2(v) = v2ξQ(v) p�ld ban nem 
sak g1 �s g2, hanem h1 �s h2 is line risanf�ggetlenek.Ezek a p�ld k azon m£lnak, hogy a {x : f(x) 6= 0} halmaz nulla m�rt�k�r�sz
soportja R-nek. Hasonl¢ p�ld k konstru lhat¢k a val¢s sz mok m snulla m�rt�k� r�sz
soportj t haszn lva a ra
ion lis sz mok helyett. Rn-enezekb�l k�nnyen kaphatunk olyan p�ld kat, amelyekn�l a f�ggv�nyek 
sakegy v ltoz¢t¢l f�ggnek.



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seEzek az egyszer� p�ld k azt mutatj k, hogy Sander probl�m j ra akkorv rhatunk pozit¡v v laszt, ha feltessz�k, hogy f nem majdnem minden�ttnulla. Ezt a m¢dos¡tott k�rd�st az al bbi t�tel megv laszolja.23.3. T�tel. Tegy�k fel, hogy az f1, f2, gi, hi : Rn → C f�ggv�nyekteljes¡tik az
f1(u+ v)f2(u− v) = k

∑

i=1 gi(u)hi(v), u, v ∈ Rnf�ggv�nyegyenletet, tov bb , hogy f1, f2 m�rhet�ek �s nem majdnem min-den�tt null k. Ekkor f1, f2 folytonosak.Bizony¡t s. Feltehetj�k, hogy gi, hi line risan f�ggetlenek (ha nem,helyettes¡ts�k a gi, hi (i = 1, 2, . . . , k) f�ggv�nyrendszert egy kevesebb f�gg-v�nyb�l  ll¢ rendszerrel). A gi f�ggv�nyek line ris f�ggetlens�ge miatt min-den hi f�ggv�ny kifejezhet� mint a v 7→ f1(uj + v)f2(uj − v) lek�pez�sekline ris kombin 
i¢ja, ahol uj , 1 ≤ j ≤ k r�gz¡tett vektorok. �gy f1 �s f2m�rhet�s�g�b�l k�vetkezik a hi f�ggv�nyek m�rhet�s�ge. Hasonl¢an k�vet-kezik a gi f�ggv�nyek m�rhet�s�ge. �j x = u + v �s y = u − v v ltoz¢katvezetve be, azt kapjuk, hogy(1) f1(x)f2(y) = k
∑

i=1 gi

(x+ y2 )

hi

(x− y2 )

, x, y ∈ Rn.V lasszunk olyan pozit¡v m�rt�k� Y kompakt halmazt, amelyre f2(y) 6= 0,ha y ∈ Y . Ekkor azt kapjuk, hogy(2) f1(x) = 1
f2(y) k

∑

i=1 gi

(x+ y2 )

hi

(x− y2 )

, x ∈ Rn, y ∈ Y .Legyen x0 ∈ Rn tetsz�leges. Legyen X egy kompakt k�rnyezete x0-nak.
D = X ×Y v laszt ssal, a gi f�ggv�nyekhez az (X +Y )/2, a hi f�ggv�nyek-hez pedig az (X−Y )/2 kompakt halmaz v lasztva �rtelmez�si tartom nynaka Lebesgue-m�rt�kkel, alkalmazhatjuk a 8.1 t�telt, �s kapjuk, hogy f1 foly-tonos x0-ban. Mivel x0 tetsz�leges volt, ez azt jelenti, hogy f1 minden�ttfolytonos. Hasonl¢an kapjuk, hogy f2 is minden�tt folytonos.Figyelj�k meg, hogy tulajdonk�ppen 
sak azt haszn ltuk fel, hogy f2nem majdnem minden�tt nulla, f1 pedig nem minden�tt nulla.23.4. Megjegyz�s. Hasonl¢ regularit si t�tel nem marad igaz a sokkal ltal nosabb

m
∏

j=1 f(aju+ bjv) = k
∑

i=1 gi(u)hi(v), u, v ∈ Rn



202 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seegyenletre, m�g ha n = 1, akkor sem. Legyen a bal oldal
f(a1u+ b1v)f(a2u+ b2v)f(a3u+ b3v),legyen f egy tetsz�leges m�rhet� f�ggv�ny, amely nulla a ℄1, 2[ intervallumonk¡v�l, �s legyen a1 = b1 = a2 = 1, b2 = b3 = −1, a3 = 3 �s gi ≡ hi ≡ 0.Ekkor, ha x = u+v ∈ ℄1, 2[ �s y = u−v ∈ ℄1, 2[, azt kapjuk, hogy a3u+b3v =

x+ 2y ∈ ℄3, 6[, ¡gy a szorzat mindig nulla.23.5. T�tel. Tegy�k fel, hogy az f1, f2, gi, hi : Rn → C f�ggv�nyekkiel�g¡tik az
f1(u+ v)f2(u− v) = k

∑

i=1 gi(u)hi(v), u, v ∈ Rnf�ggv�nyegyenletet, tov bb , hogy f1, f2 m�rhet�ek �s nem majdnem min-den�tt null k. Ekkor az f1, f2 f�ggv�nyek C∞-ben vannak.Bizony¡t s. Az el�z� t�tel szerint f1 �s f2 folytonosak. Ugyan£gy,mint az el�z� t�tel bizony¡t s ban, feltehetj�k, hogy a gi �s hi f�ggv�nyekline risan f�ggetlenek. �gy mint ott, kifejezve �ket f1 �s f2 seg¡ts�g�vel, �svissza¡rva a kapott kifejez�st az egyenletbe, azt kapjuk, hogy l�teznek olyan
ci,j komplex konstansok �s ui, vj ∈ Rn vektorok, hogy
f1(u+v)f2(u−v) = k

∑

i,j=1 ci,jf1(ui+v)f2(ui−v)f1(u+vj)f2(u−vj), u, v ∈ Rn.Most x = u+ v �s y = u− v helyettes¡t�ssel azt kapjuk, hogy(1) f1(x)f2(y) = k
∑

i,j=1 ci,jf1(ui + x− y2 )

f2(ui −
x− y2 )

f1(x+ y2 + vj

)

f2(x+ y2 − vj

)

,ha x, y ∈ Rn. Ha most f1 = f2 = f , akkor egyszer�en alkalmazhatjuk az1.27 t�telt. Nevezetesen, v lasztva egy Y korl tos ny¡lt halmazt, amelyen
f nem nulla, �s egy K fels� korl tj t az �sszes ui, vi �s y ∈ Y vektorokhalmaz nak, az 1.27 t�tel felt�telei teljes�lnek az
f(x) = 1

f(y) k
∑

i,j=1 ci,jf(ui + x− y2 )

f
(

ui−
x− y2 )

f
(x+ y2 +vj

)

f
(x+ y2 −vj

)

,

x ∈ X , y ∈ Y f�ggv�nyegyenletre, ahol X az orig¢ k�r�li 5K sugar£ ny¡ltg�mb, a C kompakt halmaz pedig az orig¢ k�r�li 4K sugar£ z rt g�mb.



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seInnen az f f�ggv�ny C∞-ben van X-en, �s mivel K tetsz�leges nagy lehet,
Rn-en minden�tt.Lehets�ges lenne az  ltal nos esetet erre a spe
i lis esetre reduk lni,felhaszn lva Bonk [27℄ eredm�nyeit, amelyek az egyenlet spe
i lis alakj nm£lnak. E helyett haszn lhatjuk a 1.22  ltal nos  tviteli elvet is, hogy afenti, k�t ismeretlen f�ggv�nyt tartalmaz¢ egyenlet regularit s nak prob-l�m j t egy egyetlen ismeretlen f�ggv�nyt tartalmaz¢ egyenlet regularit siprobl�m j ra reduk ljuk. Ez ut¢bbi,  ltal nosabb m¢dszert fogjuk hasz-n lni.V lasszunk Y1 �s Y2 korl tos ny¡lt halmazokat £gy, hogy f1 nem nulla
Y1-en �s f2 nem nulla Y2-n. �j v ltoz¢kat vezetve be, �s X1 = X2-t az orig¢k�z�ppont£ 5K sugar£ ny¡lt g�mbnek v lasztva, ahol K egy fels� korl tjaaz �sszes ui, vi, y ∈ Y1 �s y ∈ Y2 vektorok norm inak, az (1) egyenletb�l azal bbi f�ggv�nyegyenlet-rendszert kapjuk:

f1(x1) = 1
f2(y1) k

∑

i,j=1 ci,jf1(ui + x1 − y12 )

f2(ui −
x1 − y12 )

f1(x1 + y12 + vj

)

f2(x1 + y12 − vj

)

,

f2(x2) = 1
f1(y2) k

∑

i,j=1 ci,jf1(ui + x2 − y22 )

f2(ui −
x2 − y22 )

f1(x2 + y22 + vj

)

f2(x2 + y22 − vj

)

,ahol x1 ∈ X1, y1 ∈ Y2, x2 ∈ X2 �s y2 ∈ Y1. Legyen most X = X1 × X2�s legyen f az f(x) = (f1(x1), f2(x2)) �sszef�gg�ssel de�ni lva, ahol x =(x1, x2). Az  tviteli elv alapj n f | megfelel�en v lasztott D �rtelmez�sitartom nnyal �s Gi, H f�ggv�nyekkel | eleget tesz egy
f(x) = H(f(G0(y)), f(G1(x, y)), . . . , f(G4k(x, y))), (x, y) ∈ Df�ggv�nyegyenletnek, ahol y = (y1, y2). Val¢ban, legyen Y = Y2 × Y1, D =

X × Y , G0(y1, y2) = (y2, y1), �s ha 1 ≤ i ≤ k, legyen
Gi(x1, x2, y1, y2) = (ui + x1 − y12 , ui −

x2 − y22 )

,

Gk+i(x1, x2, y1, y2) = (ui + x2 − y22 , ui −
x1 − y12 )

,

G2k+i(x1, x2, y1, y2) = (x1 + y12 + vi,
x2 + y22 − vi

)

,

G3k+i(x1, x2, y1, y2) = (x2 + y22 + vi,
x1 + y12 − vi

)

.Tov bb , legyen H = (H1, H2), ahol H1 �s H2 megfelel�en v lasztott komp-lex �rt�k� t�bbv ltoz¢s f�ggv�nyek (esetleg n�h ny v ltoz¢t¢l nem f�ggnek).Most legyen C1 = C2 az orig¢ k�z�pont£, 4K sugar£ z rt g�mb, �slegyen C = C1 × C2. Alkalmazva az 1.27 t�telt, azt kapjuk, hogy az ff�ggv�ny C∞-ben van X-en. Ebb�l k�vetkezik, hogy az f1 �s f2 f�ggv�nyek
C∞-ben vannak az orig¢ k�z�ppont£, 5K sugar£ ny¡lt g�mb�n. Mivel Ktetsz�leges nagy lehet, az f1 �s f2 f�ggv�nyek C∞-ben vannak.



204 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seMeg fogjuk mutatni, hogy a 23.1(4) f�ggv�nyegyenlet megold sai a
k = 2 esetben Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�nyekkel adhat¢k meg. Itt aWeierstrass-f�le f�ggv�nyek legfontosabb tulajdons gait 
sak �sszefoglaljukabban a form ban, ahogyan felhaszn ljuk. A bizony¡t sok megtal lhat¢kSaks �s Zygmund [139℄ klasszikus munk j ban.23.6. Weierstrass-f�ggv�nyek. Legyenek ω1, ω2 null t¢l k�l�nb�z�komplex sz mok, ω1/ω2 /∈ R. Legyen 
 = ω1Z + ω2Z. A Weierstrass-f�leszigma-f�ggv�nyt a

σ(z, ω1, ω2) = z
∏06=ω∈
(1 − z

ω

) exp( z
ω

+ 12 ( zω)2)abszol£t konvergens szorzat de�ni lja. σ a z v ltoz¢ eg�sz f�ggv�nye, (egy-szeres) gy�kei 
 pontjai. Elfajult esetk�nt �rdemes tekinteni a
σ(z, ω1,∞) = z

∏06=ω∈
(1 − z

ω

) = ω1
π

sin(πz/ω1)f�ggv�nyt, ahol 
 = ω1Z, �s a
σ(z,∞,∞) = z

∏06=ω∈
(1 − z

ω

) = zf�ggv�nyt, ahol 
 = {0}. Az ω1, ω2 p rokat r�viden r 
s lland¢knak fogjuknevezni; teh t vagy ω1 = ∞ �s ω2 = ∞, vagy 0 6= ω1 ∈ C �s ω2 = ∞,vagy 0 6= ω1 ∈ C, 0 6= ω2 ∈ C �s ω1/ω2 /∈ R. A Weierstrass-f�le f�ggv�nyekels� v ltoz¢ szerinti deriv ltj t egyszer�en ′-vel fogjuk jel�lni. A de�n¡
i¢b¢lvil gos, hogy b rmilyen α 6= 0 komplex sz mra
σ(αz, αω1, αω2) = ασ(z, ω1, ω2).A Weierstrass-f�le ζ-f�ggv�nyt, mint a σ-f�ggv�ny logaritmikus deri-v ltj t de�ni ljuk:
ζ(z, ω1, ω2) = σ′(z, ω1, ω2)

σ(z, ω1, ω2) .
ζ meromorf f�ggv�ny az els� v ltoz¢ban, p¢lusai 
 pontjai. A spe
i lisesetekben

ζ(z,∞,∞) = 1
z�s

ζ(z, ω1,∞) = π

ω1 
tg( π

ω1 z) = 1
z

+ ∑06=ω∈
( 1
z − ω

+ 1
ω

)

,egy�bk�nt pedig
ζ(z, ω1, ω2) = 1

z
+ ∑06=ω∈
( 1

z − ω
+ 1
ω

+ z

ω2) .



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seItt is a de�n¡
i¢ alapj n vil gos, hogy b rmely α 6= 0 komplex sz mra
ζ(αz, αω1, αω2) = ζ(z, ω1, ω2)/α.A Weierstrass-f�le P-f�ggv�nyt a

P(z, ω1, ω2) = −ζ ′(z, ω1, ω2)�sszef�gg�ssel de�ni ljuk. A spe
i lis esetekben
P(z,∞,∞) = 1

z2�s
P(z, ω1,∞) = π2

ω21 sin2(πz/ω1) = 1
z2 + ∑0 6=ω∈
 1(z − ω)2 ,egy�bk�nt pedig

P(z, ω1, ω2) = 1
z2 + ∑06=ω∈
( 1(z − ω)2 − 1

ω2) .A P-f�ggv�ny az els� v ltoz¢j ban peri¢dikus, 
 adja a peri¢dusok halma-z t. A de�n¡
i¢ alapj n b rmely α 6= 0 komplex sz mra
P(αz, αω1, αω2) = P(z, ω1, ω2)/α2.A P-f�ggv�nyek di�eren
i legyenleteit is haszn lni fogjuk. A spe
i lisesetekben fenn llnak a

P ′(z,∞,∞)2 = 4P(z,∞,∞)3,illetve
P ′(z, ω1,∞)2 = 4P(z, ω1,∞)3 − 4π2

ω21 P(z, ω1,∞)2di�eren
i legyenletek, egy�bk�nt pedig a
P ′(z, ω1, ω2)2 = 4P(z, ω1, ω2)3 − g2P(z, ω1, ω2) − g3di�eren
i legyenlet, ahol

g2 = 60 ∑06=ω∈
 1
ω4 �s g3 = 140 ∑0 6=ω∈
 1

ω6 .Bel that¢, hogy g32 − 27g23 6= 0. Megmutathat¢ (l sd Saks �s Zygmund[139℄, Ch. VIII, § 13), hogy ha g32 − 27g23 6= 0, akkor mindig l�teznek olyan
ω1, ω2 v�gtelent�l k�l�nb�z� r 
s lland¢k, hogy hozz juk �ppen az adott
g2, g3 konstansok tartoznak.



206 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seAz egys�ges jel�l�sek kedv��rt, ha ω1 = ω2 = ∞, akkor legyen g1 = g2 =
g3 = 0; ha ω1 6= ∞, de ω2 = ∞, akkor legyen g1 = 4π2/ω21 �s g2 = g3 = 0;egy�bk�nt pedig legyen g1 = 0. �gy mindig g1 = 0 vagy g2 = g3 = 0,vagy mindk�t �sszef�gg�s teljes�l, de a P-f�ggv�nyek diferen
i legyenleteegys�gesen

P ′(z, ω1, ω2)2 = 4P(z, ω1, ω2)3 − g1P(z, ω1, ω2)2 − g2P(z, ω1, ω2) − g3alakba ¡rhat¢. Megjegyezz�k, hogy a P-f�ggv�nyek a
P ′′(z, ω1, ω2) = 6P(z, ω1, ω2)2 − g1P(z, ω1, ω2) − g2/2m sodrend� di�eren
i legyenletet is kiel�g¡tik. A g1, g2, g3 sz mokat invari- nsoknak szok s nevezni, mivel 
sak 
-t¢l f�ggnek, de nem f�ggnek ω1, ω2megv laszt s t¢l.Mivel a fenti els�- illetve m sodrend� di�eren
i legyenletek auton¢megyenletek, ak rmilyen e ∈ C eltol ssal a P(z+ e, ω1, ω2) f�ggv�ny ugyanazta di�eren
i legyenletet el�g¡ti ki, mint a P(z, ω1, ω2) f�ggv�ny.A P-f�ggv�nyek seg¡ts�g�vel ak rmilyen (komplex f�ggv�nyekre vonat-koz¢) y′2 = 4y3 + c1y2 + c2y+ c3 di�eren
i legyenlet megold sai is megkap-hat¢k, m�gpedig P(z+e, ω1, ω2)+c alakban, alkalmas ω1, ω2 r 
s lland¢kkal�s e, c komplex konstansokkal. Val¢ban, ha a 4y3 + c1y2 + c2y + c3 polinom

e1, e2, e3 z�rushelyei mind k�l�nb�z�ek, akkor legyen c = (e1 + e2 + e3)/3 =
c1/12, �s vezess�k be y + c helyett az £j ~y v ltoz¢t. Ekkor alkalmas g2, g3komplex konstansokkal, amelyekre g32 − 27g23 6= 0,4(~y − c112)3 + c1 (~y − c112)2 + c2 (~y − c112)+ c3 = 4~y3 − g2~y − g3.A megfelel�, v�gtelent�l k�l�nb�z� ω1, ω2 r 
s lland¢kkal �s ak rmilyen e ∈
C eltol ssal z 7→ P(z+e, ω1, ω2)+ c eleget tesz az y′2 = 4y3+ c1y2+ c2y+ c3di�eren
i legyenletnek.Ha a 4y3 + c1y2 + c2y + c3 polinom e1, e2, e3 z�rushelyei nem mindk�l�nb�znek, akkor a spe
i lis esetek adj k a megold st. Ha mindh romz�rushely egybeesik, akkor ism�t a c = (e1 + e2 + e3)/3 = e1 = e2 = e3 =
c1/12 v laszt s vezet 
�lhoz. y + c helyett bevezetve az £j ~y v ltoz¢t,4(~y − c112)3 + c1 (~y − c112)2 + c2 (~y − c112)+ c3 = 4~y3.Ha 
sak k�t z�rushely, mondjuk e1 �s e2 egyezik meg, akkor legyen c =(e1 + e2)/2 = e1 = e2, ekkor y + c helyett bevezetve az £j ~y v ltoz¢t,4(~y − c112)3 + c1 (~y − c112)2 + c2 (~y − c112)+ c3 = 4~y3 − 4e3~y2.23.7. Lemma. A fenti jel�l�sekkel, legyenek ω1, ω2 r 
s lland¢k,
g1, g2, g3 a hozz juk tartoz¢ invari nsok, �s tekints�k az

y2 = 4x3 − g1x2 − g2x− g3



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seegyenletet. Ennek minden (x, y) ∈ C× C, y 6= 0 megold s hoz l�tezik olyan
z ∈ C, hogy

P(z, ω1, ω2) = x �s P ′(z, ω1, ω2) = y.B rmely k�t ilyen z k�l�nbs�ge 
-ban van.Bizony¡t s. A bizony¡t s az ω2 6= ∞ esetre megtal lhat¢ Saks �s Zyg-mund [139℄ k�nyv�ben, Ch. VIII. 14.5. Az ω2 = ∞ esetre direkt sz mol ssalbizony¡that¢ a lemma.23.8. Lemma. 23.6 jel�l�seivel, tegy�k fel, hogy valamely c, ~c, d 6= 0,
e, ~e komplex konstansokra �s ω1, ω2 valamint ~ω1, ~ω2 r 
s lland¢kra

P(dx+ e, ω1, ω2) + c = P(dx+ ~e, ~ω1, ~ω2) + ~cminden, a sz megyenes egy nem �res ny¡lt intervallum b¢l vett x-re. Ekkor
ω1, ω2 illetve ~ω1, ~ω2 ugyanazt a 
 r 
sot gener lj k, a

z 7→ P(z, ω1, ω2) �s z 7→ P(z, ~ω1, ~ω2)f�ggv�nyek megegyeznek, c = ~c, �s e− ~e ∈ 
.Bizony¡t s. Jel�lje 
 illetve ~
 az ω1, ω2 illetve ~ω1, ~ω2  ltal gener ltr 
sot. A bal oldal a C \ (
 − e)/d, a jobb oldal a C \ (~
 − ~e)/d ny¡lthalmazon analitikus, �s megegyeznek a sz megyenes egy szakasz n, ¡gy azanalitikus folytat s elve szerint (l sd Dieudonn� [39℄, 9.4.2) megegyeznekezen ny¡lt halmazok metszet�n. Azonban az ((
 − e) ∪ (~
 − ~e))/d halmaz
supa izol lt pontot tartalmaz, ¡gy ennek minden pontja egyszerre p¢lusamindk�t oldalnak, azaz (
 − e)/d = (~
 − ~e)/d. Ebb�l 
 = ~
 �s e − ~e ∈ 
.A P-f�ggv�nyek �sszeg el� ll¡t s b¢l k�vetkezik, hogy z 7→ P(z, ω1, ω2) �s
z 7→ P(z, ~ω1, ~ω2) megegyeznek. Mivel e− ~e peri¢dusa ennek a f�ggv�nynek,b rmilyen x �rt�kre, amelyre dx+ e nem p¢lus,

P(dx+ e, ω1, ω2) = P(dx+ ~e, ~ω1, ~ω2),¡gy c = ~c.23.9. Lemma. 23.6 jel�l�seivel, tegy�k fel, hogy ω1, ω2 valamint~ω1, ~ω2 r 
s lland¢k, �s a megfelel� gi illetve ~gi invari nsok megegyeznek,azaz g1 = ~g1, g2 = ~g2 �s g3 = ~g3. Ekkor
P(z, ω1, ω2) = P(z, ~ω1, ~ω2)minden z ∈ C-re.Bizony¡t s. Ha g2 = ~g2 = 0 �s g3 = ~g3 = 0, akkor az  ll¡t s k�z-vetlen�l ad¢dik P(z, ω1,∞) de�n¡
i¢j b¢l. Egy�bk�nt legyen e tetsz�legesolyan val¢s sz m, amelyre y = P ′(e, ω1, ω2) 6= 0 �rtelmezve van, �s legyen

x = P(e, ω1, ω2). Ekkor
y2 = 4x3 − g1x2 − g2x− g3,



208 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�se¡gy a 23.7 lemma szerint van olyan ~e ∈ C, hogy
P(~e, ~ω1, ~ω2) = x �s P ′(~e, ~ω1, ~ω2) = y.Ha s egy megfelel� �n�gyzetgy�kvon s", azaz a z 7→ z2 lek�pez�s y egyalkalmas kis k�rnyezet�re vett megszor¡t s nak az inverze, akkor

t 7→ P(t+ e, ω1, ω2) �s t 7→ P(t+ ~e, ~ω1, ~ω2)is eleget tesznek az
u′ = s(4u3 − g1u2 − g2u− g3)di�eren
i legyenletnek �s az u(0) = x kezdeti felt�telnek, ¡gy megyeznekaz orig¢ egy kis k�rnyezet�b�l vett t val¢s sz mokra. �gy az el�z� lemmaalkalmazhat¢, �s kapjuk az  ll¡t st.23.10. F�ggv�nyegyenletek �s szigma-f�ggv�nyek. El�sz�r is te-gy�nk n�h ny egyszer� �szrev�telt az(1) f1(u+ v)f2(u− v) = k

∑

i=1 gi(u)hi(v)f�ggv�nyegyenlet f1, f2, gi, hi, 1 ≤ i ≤ k megold saival kap
solatban. Csakkomplex �rt�k� megold sokat fogunk tekinteni, amelyek Kn-en vannak �r-telmezve. (K = R vagy K = C).(2) A Cn-en �rtelmezett megold sok R2n-en �rtelmezett megold soknak istekinthet�k. Egy megold s megszor¡t sa egy R feletti alt�rre szint�nmegold s az alt�ren, spe
i lisan Cn-en �rtelmezett megold sok megszo-r¡t sa Rn-re is megold s.(3) B rmely L : Km → Kn line ris lek�pez�sre f1 ◦ L, f2 ◦ L, gi ◦ L, hi ◦ Lmegold s Km-en.(4) B rmely c1, c2 ∈ Kn konstansokra az x 7→ f1(x + c1), y 7→ f2(y + c2),
u 7→ gi(u+ (c1 + c2)/2), v 7→ hi(v+ (c1− c2)/2) eltoltak is megold sok.(5) Ha ~f1, ~f2, ~g1, ~h1 a k = 1 spe
i lis eset tetsz�leges megold sai, akkor
f1 ~f1, f2 ~f2, gi~g1 �s hi

~h1 (i = 1, . . . , k) is megold sok.(6) Ha T tetsz�leges komplex elem� k × k-as invert lhat¢ m trix, �s T ′ atranszpon ltja, akkor f1, f2, ~gi �s ~hi is megold sok, ahol g = (g1, . . . , gk),
h = (h1, . . . , hk), ~g = (~g1, . . . , ~gk), ~h = (~h1, . . . , ~hk) �s ~g(u) = T−1g(u),~h(v) = T ′h(v).A fenti transzform 
i¢k seg¡ts�g�vel az (1) egyenlet egy megold s b¢lsok m s megold st kaphatunk. A k = 1 esetben az(7) f1(z) = f2(z) = exp(z2), g1(z) = h1(z) = exp(2z2)



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�sekomplex v ltoz¢s, komplex �rt�k� analitikus f�ggv�nyek megold sok. Ezek-b�l a fenti transzform 
i¢kkal kaphat¢k az(8) f1(x) = exp(a1 + L1(x) +Q(x)),
f2(y) = exp(a2 + L2(y) +Q(y))alak£ Rn → C megold sok, ahol a1, a2 ∈ C konstansok, L1, L2 : Rn → Cline ris form k, Q : Rn → C pedig kvadratikus forma.A k = 2 esetben ezekhez j�n m�g az ω1 6= ∞, ω2 6= ∞ r 
s lland¢k(l sd az el�z� pontot) eset�n az(9) f1(z) = f2(z) = σ(z, ω1, ω2),

g1(z) = h2(z) = σ(z, ω1, ω2)2,
g2(z) = −h1(z) = σ(z, ω1, ω2)2P(z, ω1, ω2)megold s (l sd Saks-Zygmund [139℄, Ch. VIII. § 7), az ω2 = ∞ esetben, azazha ω,∞ a r 
s lland¢k, akkor pedig az(10) f1(z) = f2(z) = σ(z, ω,∞),

g1(z) = h2(z) = σ(z, ω,∞)2,
g2(z) = −h1(z) = σ′(z, ω,∞)2megold s, valamint az(11) f1(z) = σ(z, ω,∞),
f2(z) ≡ 1,
g1(z) = h2(z) = σ(z, ω,∞),
g2(z) = h1(z) = σ′(z, ω,∞)�s az(12) f1(z) ≡ 1,
f2(z) = σ(z, ω,∞),
g1(z) = h2(z) = σ(z, ω,∞),

−g2(z) = h1(z) = σ′(z, ω,∞)komplex v ltoz¢s, komplex �rt�k� megold sok. Megjegyezz�k, hogy minde-zekben az esetekben a g1, g2 �s a h1, h2 f�ggv�nyek is a komplex s¡k b rmelypontj nak b rmely k�rnyezet�ben line risan f�ggetlenek. Ezekb�l a fentitranszform 
i¢kkal kaphat¢k az(13) f1(x) = exp(a1 + L1(x) +Q(x))σ(L(x) + e1, ω1, ω2),
f2(y) = exp(a2 + L2(y) +Q(y))σ(L(x) + e2, ω1, ω2)



210 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seilletve(14) f1(x) = exp(a1 + L1(x) +Q(x))σ(L(x) + e1, ω,∞),
f2(y) = exp(a2 + L2(y) +Q(y))�s(15) f1(x) = exp(a1 + L1(x) +Q(x)),
f2(y) = exp(a2 + L2(y) +Q(y))σ(L(x) + e2, ω,∞)alak£ Rn → C megold sok, ahol ω1, ω2 illetve ω,∞ r 
s lland¢k, a1, a2 ∈ C,

e1, e2 ∈ Rn konstansok, L,L1, L2 : Rn → C line ris form k, Q : Rn → Cpedig kvadratikus forma. Megjegyezz�k, hogy ha L 6≡ 0, akkor a megfelel�
g1, g2 �s h1, h2 f�ggv�nyek is line risan f�ggetlenek Rn b rmely pontj nakb rmely k�rnyezet�ben.F� eredm�ny�nk az lesz, hogy a (7)-ben illetve (9){(12)-ben megadottkomplex v ltoz¢s komplex �rt�k� �alapmegold sokb¢l" a fenti transzform -
i¢kkal minden m s megold s megkaphat¢. Pontosabban, a (8)-ban illetve(13){(15)-ben megadott f1, f2 : Rn → C p rok adj k k = 2 eset�n az (1)f�ggv�nyegyenlet minden olyan megold s t, amelyre f1 �s f2 m�rhet�ek �segyik sem majdnem minden�tt nulla. (8)-ban illetve (13){(15)-ben nem ad-tuk meg az f1, f2 p rhoz tartoz¢ gi, hi f�ggv�nyeket, de ezek is k�nnyenmeghat rozhat¢k.Egy�bk�nt, mint az al bbi, Gau
hman �s Rubel [45℄ dolgozat b¢l sz r-maz¢ lemma mutatja, az f1, f2 p rhoz el�g egyetlen gi, hi i = 1, 2, . . . , kmegold srendszert meghat rozni, a t�bbi k�nnyen megkaphat¢. Mint a fen-tiekben l ttuk, a sz munkra �rdekes k = 2 esetben egy ilyen g1, g2, h1, h2f�ggv�nyrendszer k�nnyen ad¢dik, ha bebizony¡tjuk, hogy f1, f2 a fent adottalak£ak. A lemma jelent�s�ge abban  ll, hogy mutatja, a 23.1.(4) egyenletmegold s n l az f1, f2 f�ggv�nyek meghat roz s ra kon
entr lhatunk.Gau
hmann �s Rubel r�szletesen vizsg lt k azokat az F f�ggv�nyeket,amelyek el� ll¡that¢k

F (u, v) = k
∑

i=1 gi(u)hi(v)alakban, azaz bizonyos f�ggv�nyterek tenzorszorzat nak elemei. Vizsg lata-ikban els�sorban val¢s v ltoz¢s f�ggv�nyek tereinek tenzorszorzat ra szor¡t-koztak, ¡gy a teljess�g kedv��rt a bizony¡t st is megadjuk.23.11. Lemma. Legyenek U , V halmazok, gi : U → C, hi : V → C(i = 1, . . . , k) �s ~gi : U → C, ~hi : V → C (i = 1, . . . , ~k) f�ggv�nyek, �stegy�k fel, hogy a gi (i = 1, . . . , k), a hi (i = 1, . . . , k), a ~gi (i = 1, . . . , ~k),�s a ~hi (i = 1, . . . , ~k) f�ggv�nyek is line risan f�ggetlenek, tov bb 
F (u, v) = k

∑

i=1 gi(u)hi(v)



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�se�s
F (u, v) = ~k

∑

i=1 ~gi(u)~hi(v)k�t reprezent 
i¢ja az F : U × V → C f�ggv�nynek. Ekkor ~k = k �s l�tezikegy egy�rtelm�en meghat rozott k × k m�ret� komplex elem� invert lhat¢
T m trix £gy, hogy g = (g1, . . . , gk), ~g = (~g1, . . . , ~gk), h = (h1, . . . , hk)�s ~h = (~h1, . . . , ~hk) jel�l�sekkel ~g(u) = T−1g(u) �s ~h(v) = T ′h(v) minden
u ∈ U , v ∈ V -re. Itt T ′ a T transzpon ltja.Bizony¡t s. Mivel a hi f�ggv�nyek line risan f�ggetlenek, l�teznek
vj ∈ V , j = 1, . . . , k pontok, hogydet((hi(vj))k

i,j=1) 6= 0.Ezeket behelyettes¡tve a
k
∑

i=1 gi(u)hi(v) = ~k
∑

i=1 ~gi(u)~hi(v)egyenl�s�gbe, egy line ris egyenletrendszert kapunk a gi f�ggv�nyekre, amely-nek determin nsa a fenti determin ns. �gy van olyan k× ~k m�ret� komplexelem� T m trix, hogy g(u) = T ~g(u). Mivel a gi-k line risan f�ggetlenek,k�vetkezik, hogy k ≤ ~k, �s a szimmetri t felhaszn lva, hogy ~k ≤ k, azaz~k = k. Nyilv n T invert lhat¢ kell legyen, mivel egy�bk�nt a megfelel�line ris transzform 
i¢ k�ptere nem lehetne k dimenzi¢s. Mivel
k
∑

i=1 gi(u)hi(v) = k
∑

i=1 ~gi(u)~hi(v),�s ¡gy
k
∑

i=1 hi(v) k
∑

j=1 tij ~gj(u) = k
∑

j=1 ~gj(u) k
∑

i=1 tijhi(v) = k
∑

j=1 ~gj(u)~hj(v)minden u ∈ U , v ∈ V -re, k�vetkezik, hogy ~h(v) = T ′h(v). Ha T1 egy m siktranszform 
i¢, amelyre g(u) = T1~g(u), akkor erre is ~h(v) = T ′1h(v), �s ¡gy0 = (T ′−T ′1)h(v), ami ellentmond a hi f�ggv�nyek line ris f�ggetlens�g�nek.Az al bbi lemma tov bb reduk lja a megoldand¢ probl�m t. Durv nsz¢lva, azt mondja, hogy sokszor el�g a megold st lok lisan megkeresni, ek-kor m r meghat rozhat¢ a teljes megold s.



212 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�se23.12. Lemma. Legyenek f1, f2, gi, hi, ~gi, ~hi : Rn → C (i = 1, . . . , k)f�ggv�nyek, tegy�k fel, hogy a gi, hi f�ggv�nyek analitikusak, �s van olyan
δ > 0, hogy(1) f1(u+ v)f2(u− v) = k

∑

i=1 gi(u)hi(v),ha |u|, |v| < δ. Tegy�k fel, hogy b rmely ε > 0-ra a gi, i = 1, 2, . . . , kf�ggv�nyek is, �s a hi, i = 1, 2, . . . , k f�ggv�nyek is line risan f�ggetlenek azorig¢ ε sugar£ k�rnyezet�n. Tegy�k fel tov bb , hogy(2) f1(u+ v)f2(u− v) = k
∑

i=1 ~gi(u)~hi(v)fenn ll minden u, v ∈ Rn-re. Ekkor (1) fenn ll minden�tt, �s f1, f2 isanalitikusak.Bizony¡t s. Vil gos, hogy azon 0 < δ ≤ ∞ b�v¡tett val¢s sz mokk�z�tt, amelyekre (1) teljes�l minden |u|, |v| < δ eset�n, van egy maxim lis.Azt kell megmutatnunk, hogy ez a maxim lis �rt�k ∞. Tegy�k fel indirekt,hogy nem ez a helyzet, �s a maxim lis δ v�ges.Megmutatjuk, hogy f2 nem azonosan nulla az orig¢ egyetlen k�rnye-zet�ben sem. Ha ugyanis azonosan nulla lenne egy ε ≤ 2δ sugar£ k�rnye-zetben, akkor az (1) egyenletb�l |u|, |v| < ε/2 eset�n azt kapn nk, hogy0 = ∑k
i=1 gi(u)hi(v), ami ellentmond a gi, hi f�ggv�nyek line ris f�ggetlen-s�g�nek. �j v ltoz¢kat ¡rva az (1) egyenletbe, azt kapjuk, hogy

f1(x)f2(y) = k
∑

i=1 gi

(x+ y2 )

hi

(x− y2 )b rmely olyan x, y ∈ Rn p rra, amelyre |x+y| < 2δ �s |x−y| < 2δ is fenn ll.R�gz¡ts�nk egy y0-at, amelyre f2(y0) 6= 0. Mindk�t oldalt osztva f2(y0)-al,azt kapjuk, hogy
f1(x) = 1

f2(y0) k
∑

i=1 gi

(x+ y02 )

hi

(x− y02 )ha
sak |x| < 2δ−|y0|. Ebb�l k�vetkezik, hogy f1 analitikus az orig¢ 2δ−|y0|sugar£ k�rnyezet�n. Mivel |y0| tetsz�legesen ki
siny lehet, kapjuk, hogy f1analitikus az orig¢ 2δ sugar£ k�rnyezet�n. Teljesen hasonl¢an ad¢dik, hogy
f2 is analitikus ezen a k�rnyezeten.Most felhaszn ljuk a (2) egyenletet. Az el�z� lemm b¢l k�vetkezik,hogy ~gi �s ~hi is line risan f�ggetlenek az orig¢ b rmely ε > 0 sugar£ k�r-nyezet�n. Legyen ε > 0 �s v lasszunk olyan vj , j = 1, . . . , k vektorokat,amelyekre |vj | < ε �s det((hi(vj))k

i,j=1) 6= 0. Az
f1(u+ vj)f2(u− vj) = k

∑

i=1 ~gi(u)~hi(vj)



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seegyenletek teljes�lnek minden u ∈ Rn, j = 1, . . . , k-ra. Ezeknek az egyen-leteknek a seg¡ts�g�vel b rmely ~gj(u) kifejezhet� f1(u+ vj)f2(u− vj) alak£tagok konstans egy�tthat¢s line ris kombin 
i¢jak�nt. Ebb�l k�vetkezik,hogy ~gi analitikus az orig¢ 2δ − ε sugar£ ny¡lt k�rnyezet�ben. Mivel ε tet-sz�legesen ki
sinynek v laszthat¢, minden ~gi analitikus az orig¢ 2δ sugar£ny¡lt k�rnyezet�ben. Most ugyan£gy, mint az el�z� l�p�sben, k�vetkezik,hogy f1 �s f2 analitikusak az orig¢ 4δ sugar£ k�rnyezet�ben. �gy az (1)egyenlet jobb- �s baloldala is analitikus a
{(u, v) : u, v ∈ Rn, |u|, |v| < 2δ}ny¡lt halmazon, �s megegyeznek ennek a halmaznak a
{(u, v) : u, v ∈ Rn, |u|, |v| < δ}r�szhalmaz n. Az analitikus folytat s elve szerint (l sd Dieudonn� [39℄,9.4.2) az (1) egyenlet teljes�l, ha |u|, |v| < 2δ. Ez ellentmond δ maxim -lis volt nak, azaz bel ttuk, hogy δ = ∞.23.13. Determin nsok. Legyen

F (u, v) = k
∑

i=1 gi(u)hi(v), ha u, v ∈ Rn.Legyenek tov bb  �0
u, . . . ,�k

u tetsz�leges, a gi f�ggv�nyeket tartalmaz¢ va-lamely (line ris) f�ggv�nyt�ren �rtelmezett line ris funk
ion lok. Az als¢index jelzi, hogy a funk
ion l az u v ltoz¢ban hat, a fels� index pedig egyegyszer� sorsz m. A funk
ion lok tetsz�legesek, p�ld ul egy f�ggv�nyhezhozz rendelhetik egy adott pontban felvett �rt�k�t, valamely adott par
i lisvagy ir ny menti deriv ltj nak �rt�k�t egy adott pontban (minden funk
ion lugyanabban a pontban, vagy k�l�nb�z� pontokban), ezek valamely line riskombin 
i¢j t, stb. Hasonl¢an, legyenek �0
v, . . . ,�k

v a v v ltoz¢ban hat¢ li-ne ris funk
ion lok, amelyek egy, a hi f�ggv�nyeket tartalmaz¢ line ris t�renhatnak. A v 7→ �j
uF (u, v), j = 0, 1, . . . , k f�ggv�nyek a hi f�ggv�nyek line- ris kombin 
i¢i, ¡gy nem lehetnek line risan f�ggetlenek. L�teznek teh tolyan cj nem mind nulla konstansok, hogy ∑k

j=0 cj�j
uF (u, v) = 0. Alkal-mazva erre az �sszef�gg�sre a �i

v line ris funk
ion lokat, azt kapjuk, hogy
k
∑

j=0 cj�i
v�j

uF (u, v) = 0, ha i = 0, . . . , k.Ez azt jelenti, hogy det (�i
v�j

uF (u, v))k
i,j=0 = 0.Ezt az �sszef�gg�st fogjuk arra felhaszn lni, hogy di�eren
i legyenletet kap-junk az 23.1.(4) egyenletben szerepl� f1, f2 f�ggv�nyekre.



214 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�se23.14. Di�eren
i legyenlet. Az el�z� pont jel�l�seit fogjuk hasz-n lni. Vizsg ljuk meg el�sz�r az egyszer�bb egydimenzi¢s n = 1 esetet.Hogy egyszer�bb jel�l�seket kapjunk, jel�lje egy f f�ggv�ny par
i lis deri-v ltjait fu, fv, fuu, fuv, stb. Legyenek u �s v r�gz¡tett elemek. Ekkor a�0
u(g) = g(u), �1

u(g) = g′(u), �2
u(g) = g′′(u), �0

v(h) = h(v), �1
v(h) = h′(v),�2

v(h) = h′′(v) v laszt ssal azt kapjuk, hogydet F Fu Fuu

Fv Fuv Fuuv

Fvv Fuvv Fuuvv



 = 0.Csak az az eset �rdekes sz munkra, amikor F (u, v) 6= 0. Jel�lje ln az expf�ggv�ny |ℑ(z)| < π s vra val¢ megszor¡t s nak inverz�t. Tegy�k fel, hogy
F (u0, v0) 6= 0. Ekkor az orig¢ egy k�rnyezet�ben �rtelmezve van a G(u, v) =ln(F (u+ u0, v + v0)/F (u0, v0)) f�ggv�ny, �s itt

F (u+ u0, v + v0) = F (u0, v0) exp(G(u, v)).A determin ns k�nnyen fel¡rhat¢ G seg¡ts�g�vel is. Kiemelve a k�z�s t�-nyez�ket, az els� sor, illetve az els� oszlop alkalmas t�bbsz�r�seit kivonva at�bbi sorb¢l illetve oszlopb¢l, azt kapjuk, hogydet 1 0 00 Guv 2GuGuv +Guuv0 2GuvGv +Guvv ∗



 = 0,ahol ∗ = 4GuGvGuv +2GuGuvv +2GvGuuv +2G2
uv +Guuvv. Most a m sodiksor, illetve oszlop alkalmas t�bbsz�r�s�t levonva a harmadikb¢l, azt kapjuk,hogy det 1 0 00 Guv Guuv0 Guvv 2G2

uv +Guuvv



 = 0,azaz, hogy 2G3
uv +GuvGuuvv −GuuvGuvv = 0.23.15. Par
i lis di�eren
i legyenlet. Hasonl¢ egyenletet k¡v nunklevezetni az �sszes n ≥ 1 esetre is. Itt is az el�z� k�t pontban haszn ltjel�l�seket alkalmazzuk. Ha u1, u2, . . . ir nyok (tetsz�leges, nem felt�tlen�l1 hossz£ vektorok), jel�lj�k egy f f�ggv�ny ir ny menti deriv ltjait
fu1 , fu2 , . . . , fu1u1 , fu1u2 , . . . .Hasonl¢an elj rva mint fent, r�gz¡tve az u �s v pontokat, �s tetsz�leges

u1, u2, . . . valamint v1, v2, . . . ir nyok szerinti ir ny menti deriv ltakat hasz-n lva, �0
u(g) = g(u), �1

u(g) = gu1(u), �2
u(g) = gu2u3(u), �0

v(h) = h(v),�1
v(h) = hv1(v), �2

v(h) = hv2v3(v) v laszt ssal azt kapjuk, hogy az(1)




1 0 00 Gu1v1 Gu2Gu3v1 +Gu3Gu2v1 +Gu2u3v10 Gv2Gu1v3 +Gv3Gu1v2 +Gu1v2v3 ∗∗







23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�sem trix determin nsa nulla, ahol
∗∗ =Gu2Gv2Gu3v3 +Gu2Gv3Gu3v2 +Gu3Gv2Gu2v3 +Gu3Gv3Gu2v2+Gu2Gu3v2v3 +Gu3Gu2v2v3 +Gv2Gu2u3v3 +Gv3Gu2u3v2+Gu2v2Gu3v3 +Gu2v3Gu3v2 +Gu2u3v2v3 .A determin nst kifejtve, egy par
i lis di�eren
i legyenletet kaphatunk, amiazonban sokkal bonyolultabb, mint az n = 1 esetben kapott egyenlet. Hogyegyszer�s¡ts�k, keress�nk tov bbi �sszef�gg�seket. �0

u(g) = g(u), �1
u(g) =

gu1(u), �2
u(g) = gu2(u), �0

v(h) = h(v), �1
v(h) = hv1(v), �2

v(h) = hv2(v)v laszt ssal hasonl¢an, mint fent, azt kapjuk, hogy(2) Gu1v1Gu2v2 = Gu1v2Gu2v1 .Ezt felhaszn lva, a �0
u(g) = g(u), �1

u(g) = gu1(u), �2
u(g) = gu2(u), �0

v(h) =
h(v), �1

v(h) = gv1(v), �2
v(h) = hv2v3(v) v laszt ssal azt kapjuk, hogy(3) Gu1v1Gu2v2v3 = Gu2v1Gu1v2v3 ,�s hasonl¢an, �0

u(g) = g(u), �1
u(g) = gu1(u), �2

u(g) = gu2u3(u), �0
v(h) =

h(v), �1
v(h) = hv1(v), �2

v(h) = hv2(v) v laszt ssal pedig, hogy(4) Gu1v1Gu2u3v2 = Gu1v2Gu2u3v1 .Ezeket az �sszef�gg�seket felhaszn lva, az (1) m trix determin ns nak ki-fejt�s�vel kapott egyenlet l�nyegesen egyszer�s�dik, �s azt kapjuk, hogy(5) 2Gu1v1Gu2v2Gu3v3 +Gu1v1Gu2u3v2v3 −Gu1v2v3Gv1u2u3 = 0.Most x = u + v, y = u − v helyettes¡t�ssel, H(x) = ln(f1(x + x0)/f1(x0)),
K(y) = ln(f2(y + y0)/f2(y0)) jel�l�ssel valamint u1 = e1, v1 = e′1, u2 = e2,
v2 = e′2, u3 = e3, v3 = e′3 v laszt ssal, ahol e1, e′1, e2, e′2, e3, e′3 tetsz�legesvektorok Rn-b�l, azt kapjuk, hogy az orig¢ valamely k�rnyezet�b�l vett x, yeset�n fenn llnak az al bbi par
i lis di�eren
i legyenletek (vegy�k �szre,hogy G(u, v) = H(x) +K(y), ha F (u, v) = f1(u+ v)f2(u− v)):(6) (He1e′1(x) −Ke1e′1(y))(He2e′2(x) −Ke2e′2(y))= (He1e′2(x) −Ke1e′2(y))(He2e′1(x) −Ke2e′1(y)),(7) (He1e′1(x) −Ke1e′1(y))(He2e′2e′3(x) +Ke2e′2e′3(y))= (He2e′1(x) −Ke2e′1(y))(He1e′2e′3(x)) +Ke1e′2e′3(y)),(8) (He1e′1(x) −Ke1e′1(y))(He2e3e′2(x) −Ke2e3e′2(y))= (He1e′2(x) −Ke1e′2(y))(He2e3e′1(x)) −Ke2e3e′1(y)),



216 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�se(9) 2(He1e′1(x) −Ke1e′1(y))(He2e′2(x) −Ke2e′2(y))(He3e′3(x) −Ke3e′3(y))+ (He1e′1(x) −Ke1e′1(y))(He2e3e′2e′3(x) +Ke2e3e′2e′3(y))
− (He1e′2e′3(x) +Ke1e′2e′3(y))(He2e3e′1(x) −Ke2e3e′1(y)) = 0.Ezt az egyenletrendszert fogjuk megoldani, el�sz�r lok lisan, majd glob li-san. A k�vetkez� h rom lemm ban a lok lis megold sokat hat rozzuk meg,a glob lis megold sokat a f� t�telben keress�k meg. A lemm kban a lo-gikailag lehets�ges eseteknek 
sak egy r�sz�t t rgyaljuk, a t�bbi lehets�gesesettel a f� t�tel foglalkozik. A lemm k, ugyan£gy, mint a par
i lis diffe-ren
i legyenlet-rendszer levezet�se, teljesen lok lis term�szet�ek, ¡gy az ittalkalmazott meggondol sok a 23.1.(1) egyenlet, vagy m s, hasonl¢ egyenle-tek m s tartom nyokon val¢ megold s n l is haszn lhat¢k.Els� l�p�sk�nt egy adott ir ny ment�n keress�k meg a megold sokat.23.16. Lemma: a di�eren
i legyenlet-rendszer megold sa egyir ny ment�n. 23.15 jel�l�seit fogjuk haszn lni az ir ny menti deriv l-takra, 23.6 jel�l�seit pedig a r 
s lland¢kkal �s P-f�ggv�nyekkel kap
solat-ban. Legyen f ∈ Rn egy egys�gvektor Rn-ben. Tegy�k fel, hogy valamely

ε > 0-ra a H �s K f�ggv�nyek az orig¢ Rn-beli ε sugar£ k�rnyezet�n �rtel-mezett komplex �rt�k� C∞ f�ggv�nyek, �s |x|, |y| < ε eset�n eleget teszneka 23.15 pontbeli (6){(9) di�eren
i legyenleteknek. Ekkor(1) ha Hff (x) −Kff (y) 6= 0, Hfff(x) 6= 0 �s Kfff (y) 6= 0, ha x, y ∈ Rn,
|x|, |y| < ε, akkor van olyan 0 < ε′ < ε �s 0 < δ ≤ ε− ε′, hogy valamely
c ∈ C-vel, ω1, ω2 r 
s lland¢kkal, �s e, ~e az orig¢ ε′ sugar£ k�rnyezet�n�rtelmezett folytonos, komplex �rt�k� f�ggv�nyekkel minden x, y ∈ Rn,
|x|, |y| < ε′, t, s ∈ R, |t|, |s| < δ eset�n

Hff (x+ tf) = −P(t+ e(x), ω1, ω2) + c�s
Kff (y + sf) = −P(s + ~e(y), ω1, ω2) + c;(2) ha Hff (x) − Kff (y) 6= 0, Hfff (x) 6= 0 �s Kfff(y) = 0, ha x, y ∈

Rn �s |x|, |y| < ε, akkor van olyan 0 < ε′ < ε �s 0 < δ ≤ ε − ε′,hogy valamely c ∈ C-vel, ω(x),∞ r 
s lland¢kkal �s az orig¢ ε′ sugar£k�rnyezet�n �rtelmezett e(x) komplex �rt�k� f�ggv�nnyel minden x, y ∈
Rn, |x|, |y| < ε′, t, s ∈ R, |t|, |s| < δ eset�n

Hff (x+ tf) = −P(t+ e(x), ω(x),∞) + c �s Kff (y + sf) = c;(3) ha Hff (x) − Kff (y) 6= 0, Hfff (x) = 0 �s Kfff(y) 6= 0, ha x, y ∈
Rn �s |x|, |y| < ε, akkor van olyan 0 < ε′ < ε �s 0 < δ ≤ ε − ε′,hogy valamely c ∈ C-vel, ω(y),∞ r 
s lland¢kkal �s az orig¢ ε′ sugar£k�rnyezet�n �rtelmezett, komplex �rt�k� e(y) f�ggv�nnyel minden x, y ∈
Rn, |x|, |y| < ε′, t, s ∈ R, |t|, |s| < δ eset�n

Hff (x+ tf) = c �s Kff (y + sf) = −P(s + e(y), ω(y),∞) + c;



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�se(4) ha Hfff (x) = 0 �s Kfff (y) = 0, ha x, y ∈ Rn �s |x|, |y| < ε, akkorvalamely c ∈ C-vel minden 0 < ε′ < ε eset�n, ha x, y ∈ Rn, |x|, |y| < ε′�s |t|, |s| < δ = ε− ε′, akkor
Hff (x+ tf) = c �s Kff (y + sf) = c.Bizony¡t s. Legyen 0 < ε′′ < ε tetsz�leges. R�gz¡tett x �s y eset�nlegyen H(t) = Hff (x + tf) �s K(s) = Kff (y + sf). Ezzel a jel�l�ssel,

e1 = e2 = e3 = e′1 = e′2 = e′3 = f v laszt ssal a 23.15 (9) egyenletb�l aztkapjuk, hogy(5) 2(H(t)−K(s))3−(H′(t)2−K′(s)2)+(H(t)−K(s))(H′′(t)+K′′(s)) = 0,ha t, s ∈ R, |t|, |s| < ε− ε′′.El�sz�r az (1) esettel fogunk foglalkozni. L(t) = H(t) − K(0) jel�l�ssel
L(0) 6= 0 �s L′(t) 6= 0. Az (5) egyenletb�l azt kapjuk, hogy2L(t)3 − (L′(t)2 −K′(0)2) + L(t)(L′′(t) + K′′(0)) = 0,ami azt jelenti, hogy az L f�ggv�ny eleget tesz az(6) L′′L − L′2 + 2L3 + K′′(0)L + K′(0)2 = 0di�eren
i legyenletnek. J¢l ismert m¢dszerekkel ez a di�eren
i legyenlet azels�rend�(7) L′2 = −4L3 − 2CL2 + 2K′′(0)L + K′(0)2di�eren
i legyenletre reduk lhat¢, valamely C konstanssal. Ezen reduk
i¢sl�p�s pontoss  t�tele helyett meg fogjuk mutatni, hogy az(8) L(0) = L0 6= 0, L′(0) = L1 6= 0kezdeti felt�telek mellett (6) �s (7) lok lisan ekvivalensek. Pontosabban,(7) minden megold sa, amelyre L′ sehol sem nulla, megold sa (6)-nak is.Megford¡tva, (6) minden megold s hoz, amely eleget tesz (8)-nak is, azzalaz egyetlen C konstanssal, amelyre teljes�l, hogy(9) L21 = −4L30 − 2CL20 + 2K′′(0) + K′(0)2,l�tezik R-ben az orig¢nak olyan k�rnyezete, amelyen a megold s eleget tesz(7)-nek.Tekints�k el�sz�r (7) egy megold s t, amelynek deriv ltja nem t�nikel. Di�eren
i lva az egyenletet, azt kapjuk, hogy2L′′L′ + 12L′L2 − 2K′′(0)L′ = 4CL′L.



218 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seMindk�t oldalt osztva 2L′-vel �s szorozva L-el, azt kapjuk, hogy
L′′L + 6L3 −K′′(0)L = 2CL2.2CL2-et kifejezve (7)-b�l, �s behelyettes¡tve ebbe az egyenletbe, kapjuk (6)-ot. A megford¡t s valamivel nehezebb. Nyilv n egy �s 
sak egy olyan Ckonstans l�tezik, amelyre fenn ll a (9) �sszef�gg�s. �gy az adott kezdeti fel-t�telek mellett C egy�rtelm�en meghat rozott. El�sz�r megmutatjuk, hogy(6) megold sai a (8) kezdeti felt�telek mellett lok lisan egy�rtelm�ek abbanaz �rtelemben, hogy b rmely k�t megold shoz van olyan k�rnyezete az ori-g¢nak, amelyen egybeesnek. Mindk�t megold s a nulla egy-egy k�rnyezet�nkiel�g¡ti az expli
it(10) L′′ = L′2

L − 2L2 −K′′(0) − K′(0)2
Legyenletet. Ennek az egyenletnek a (8) kezd�felt�telek mellett egy �s 
sakegy teljes megold sa van. �gy teh t a k�t megold s a nulla egy k�rnyezet�nmeg kell egyezzen ezzel.Most tekints�k (6) egy tetsz�leges L megold s t, amely nem t�nik el.Az egyetlen, (9)-nek eleget t�v� C konstanst v lasztva, (7) b rmely megol-d sa, amelynek deriv ltja nem nulla sehol sem, �s eleget tesz (8)-nak (vanilyen megold s, mint al bb l tni fogjuk), megegyezik L-el a nulla egy k�r-nyezet�ben. �gy L eleget tesz (7)-nek a nulla egy k�rnyezet�ben.A k�vetkez� l�p�s, hogy megoldjuk (7)-et a (8) kezd�felt�telek mellett.A Weierstrass-f�le P-f�ggv�nyekr�l mondottak szerint (l sd 23.6) van olyan

c1 konstans, valamint ω1 �s ω2 r 
s lland¢k, hogy b rmely e ∈ C konstansraa
t 7→ −P(t+ e, ω1, ω2) + c1f�ggv�ny eleget tesz a (7) egyenletnek, kiv�ve legfeljebb megsz ml lhat¢ sokizol lt t ∈ R pontot. A 23.7 lemma szerint az e komplex konstans megv -laszthat¢ £gy, hogy a (8) kezdeti felt�telek is teljes�ljenek. Megjegyezz�k,hogy e megv laszt sa 
sak a kezdeti felt�telekt�l f�gg, �s b r nem egy�r-telm�, de b rmely k�t megfelel� e k�l�nbs�ge 
-ban van. Mivel (6) �s (7)lok lisan ekvivalensek, bel ttuk, hogy van olyan δ > 0, hogy valamely ckonstanssal |t| < δ eset�n

H(t) = −P(t+ e, ω1, ω2) + c.Teljesen hasonl¢an kapjuk, hogy vannak olyan ~c �s ~e konstansok, ~δ > 0,valamint ~ω1 �s ~ω2 r 
s lland¢k, hogy |s| < ~δ eset�n
K(s) = −P(s + ~e, ~ω1, ~ω2) + ~c.Itt is ~e 
sak a kezdeti felt�telekt�l f�gg, �s megv laszt sa ~
 egy elem�nekhozz ad s t¢l eltekintve egy�rtelm�.



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seEddig meggondol saink r�gz¡tett x �s y eset�n voltak �rv�nyesek. Vizs-g ljuk meg az eredm�ny f�gg�s�t x-t�l �s y-t¢l. Ha mondjuk y = 0, akkorminden x-re, amelyre |x| < δ, alkalmazhatjuk eddigi meggondol sainkat,�s azt kapjuk, hogy l�teznek olyan ω1(x), ω2(x) r 
s lland¢k, c(x) �s e(x)komplex konstansok, �s δ(x) > 0, hogy
Hff (x+ tf) = −P(t+ e(x), ω1(x), ω2(x)) + c(x), ha |t| < δ(x).Hasonl¢an, l�teznek olyan ~ω1(y), ~ω2(y) r 
s lland¢k, ~c(y) �s ~e(y) komplexkonstansok, �s ~δ(y) > 0, hogy
Kff (y + sf) = −P(s + ~e(y), ~ω1(y), ~ω2(y)) + ~c(y), ha |s| < ~δ(y).Meg fogjuk vizsg lni a param�terek f�gg�s�t x-t�l illetve y-t¢l.Legyen gi(x) az ω1(x), ω2(x) seg¡ts�g�vel, ~gi(y) pedig az ~ω1(y), ~ω2(y)seg¡ts�g�vel de�ni lva, i = 1, 2, 3 (l sd 23.6). A jel�l�sek egyszer�s¡t�s�renem fogjuk ki¡rni az x-t�l, illetve y-t¢l val¢ f�gg�st. Tov bbi r�vid¡t�sk�ntlegyen P(t) = P(t+e, ω1, ω2) �s ~P(s) = P(s+~e, ~ω1, ~ω2). A P �s ~P f�ggv�nyekeleget tesznek a

P ′2 = 4P3 − g1P2 − g2P − g3 �s P ′′ = 6P2 − g1P − g2/2illetve ~P ′2 = 4 ~P3 − ~g1 ~P2 − ~g2 ~P − ~g3 �s ~P ′′ = 6 ~P2 − ~g1 ~P − ~g2/2egyenleteknek. Helyettes¡ts�nk vissza (5)-be, �s haszn ljuk fel a fenti �ssze-f�gg�seket. Azt kapjuk, hogy(11) 0 =12(~c− c)P(t) ~P(s) + (g1 − ~g1)P(t) ~P(s)+ 6(c− ~c)2( ~P(s) − P(t)) + (c− ~c)(g1P(t) + ~g1 ~P(s))+ g2 − ~g22 (P(t) + ~P(s)) + 2(c− ~c)3 + (c− ~c)g2 + ~g22 + (g3 − ~g3).Di�eren
i lva t szerint, azt kapjuk, hogy(12) 0 = 12(~c− c)P ′(t) ~P(s) + (g1 − ~g1)P ′(t) ~P(s)
− 6(c− ~c)2P ′(t) + (c− ~c)g1P ′(t) + g2 − ~g22 P ′(t).Di�eren
i lva s szerint is, azt kapjuk, hogy0 = 12(~c− c)P ′(t) ~P ′(s) + (g1 − ~g1)P ′(t) ~P ′(s)teljes�l, ha |t| �s |s| el�g ki
si. Ez 
sak £gy lehets�ges, ha(13) g1 − ~g1 = 12(c− ~c).



220 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seVisszahelyettes¡tve ezt (12)-be, azt kapjuk, hogy0 = (g21 − ~g21 + 12g2 − 12~g2)P ′(t),ami 
sak £gy lehets�ges, hogy ha(14) 12(g2 − ~g2) = ~g21 − g21.Ezt �s (13)-at felhaszn lva, (11)-b�l azt kapjuk, hogy(15) (g1 − ~g1)3 + 36(g1 − ~g1)(g2 + ~g2) + 864(g3 − ~g3) = 0.Megmutatjuk, hogy ~c = c, ~g1 = g1, ~g2 = g2 �s ~g3 = g3 konstansok,amib�l k�vetkezik, hogy ~ω1 = ω1 �s ~ω2 = ω2 konstansnak v laszthat¢k.El�sz�r azt mutatjuk meg, hogy nin
s olyan x, y p r, hogy ~ω2(y) = ∞,de ω2(x) 6= ∞, vagy ω2(x) = ∞, de ~ω2(y) 6= ∞. A k�t eset t rgyal sahasonl¢, 
sak az els�vel foglalkozunk. Ha lenne ilyen p r, akkor, felhaszn lva,hogy ~g2 = ~g3 = g1 = 0, a (14) egyenletb�l azt kapn nk, hogy 12g2 =~g21, ¡gy a (15) egyenletb�l az ad¢dna, hogy ~g31 = 216g3. Ekkor azonban a4z3−g2z−g3 = 0 egyenletnek −~g1/12 (legal bb) k�tszeres gy�ke lenne, amiellentmond annak, hogy ω2 6= ∞.Teh t k�t eset maradt: vagy ω2(x) = ~ω2(y) = ∞ minden x, y-ra, vagyez egyetlen x, y p rra sem  ll fenn. Az els� esetben g2(x) = g3(x) = 0 =~g2(y) = ~g3(y) minden�tt, �s ¡gy (15)-b�l g1(x) = ~g1(y) minden�tt, azazmindkett� konstans, �s megegyeznek. Ekkor a 23.9 lemma szerint ω1 = ~ω1konstansnak v laszthat¢. A m sodik esetben g1(x) = 0 = ~g1(y) minden�tt,�s ¡gy (14)-b�l g2(x) = ~g2(y), (15)-b�l pedig g3(x) = ~g3(y) minden�tt. �gy
g2 �s ~g2, illetve g3 �s ~g3 konstansok �s megegyeznek. Megint a 23.9 lemmaszerint, ω1 = ~ω1 �s ω2 = ~ω2 konstansnak v laszthat¢. Mindk�t esetben(13)-b¢l c(x) �s ~c(y) is konstansok �s megegyeznek.Most vizsg ljuk e(x)-et illetve ~e(y)-t. Mint eml¡tett�k, e(x) 
sak a
Hff (x) �s Hfff (x) kezd��rt�kekt�l f�gg, �s 
sak modulo 
 egy�rtelm�enmeghat rozott. Tudjuk, hogy

Hff (x) = −P(e(x), ω1, ω2) + c�s
Hfff (x) = −P ′(e(x), ω1, ω2).Legyen

X(x) = P(e(x), ω1, ω2) �s Y (x) = P ′(e(x), ω1, ω2).Mivel a fenti �sszef�gg�sek szerint az X �s Y f�ggv�nyek kifejezhet�k Hff (x)illetve Hfff (x) seg¡ts�g�vel is, ¡gy C∞-ben vannak. Az X �s Y f�ggv�nyekkiel�g¡tik az Y 2 = 4X3 − g1X2 − g2X − g3 egyenletet. Mivel az orig¢ban
Y nem nulla, az orig¢ k�r�l X egy�rtelm�en meghat rozza Y -t. Ugyanezenokb¢l a z 7→ P(z, ω1, ω2) lek�pez�s invert lhat¢ e(0) valamely k�rnyezet�ben.



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seJel�lje I az inverz�t, �s legyen e∗(x) = I(c − Hff (x)). Az orig¢ valamelyk�rnyezet�ben fenn ll, hogy
X(x) = P(e∗(x), ω1, ω2).Mivel X egy�rtelm�en meghat rozza Y -t, az orig¢ valamely k�rnyezet�benaz is teljes�l, hogy
Y (x) = P ′(e∗(x), ω1, ω2).Ez viszont azt jelenti a 23.7 lemma szerint, hogy

e(x) − e∗(x) ∈ 
.�gy ak r azt is feltehetj�k, hogy e ≡ e∗, azaz feltehetj�k, hogy e ∈ C∞.Hasonl¢an kapjuk, hogy ~e ∈ C∞ is feltehet�.H tra van m�g annak bizony¡t sa, hogy δ(x) �s ~δ(y) az x-t�l illetve y-t¢lf�ggetlennek �s egyenl�nek v laszthat¢k. V lasszuk δ(x)-et maxim lisnakazon ε′′-n�l nem nagyobb δ′ sz mok k�z�l, amelyekre
Hff (x+ tf) = −P(t+ e(x), ω1, ω2) + c,ha |t| < δ′. Megmutatjuk, hogy ha |x| < ε′ = ε′′/2, akkor δ(x) ≥ ε′. Tegy�kfel, hogy valamely x-re ez nem teljes�l, p�ld ul δ(x) < ε′-h�z tetsz�legesenk�zel van olyan t > δ(x), hogy
Hff (x+ tf) 6= −P(t+ e(x), ω1, ω2) + c.(Az az eset, amikor ez t < −δ(x)-re teljes�l, hasonl¢an kezelhet�.) Bevezetvea ~t = t − δ(x), ~x = x + δ(x)f £j v ltoz¢kat, azt kapjuk, hogy Hff (~x + ~tf)�s −P(~t + e(x) + δ(x), ω1, ω2) + c az orig¢ egy bal oldali k�rnyezet�benegybeesnek, de egyetlen jobb oldali k�rnyezetben sem azonosan egyenl�ek.Mivel m sr�szt
Hff (~x+ ~tf) = −P(~t+ e(~x), ω1, ω2) + c,ha |~t| < δ(~x), a 23.8 lemma szerint e(~x)−e(x)−δ(x) ∈ 
. �gy viszont a nullaegy jobboldali k�rnyezet�ben is Hff (~x+~tf) = −P(~t+e(x)+δ(x), ω1, ω2)+c,ami ellentmond s.K�vetkez� l�p�sk�nt a (2) esettel foglalkozunk. Ebben az esetben K′ ≡ 0�s K′′ ≡ 0, �s ugyan£gy mint az (1) esetben, azt kapjuk, hogy L eleget teszaz(17) L′2 = −4L3 − 2CL2egyenletnek a nulla egy k�rnyezet�ben, valamint a (8) kezdeti felt�teleknek.A Weierstrass-f�le P-f�ggv�nyekr�l mondottak szerint (l sd 23.6) van olyan

c1 konstans, valamint ω,∞ r 
s lland¢k, hogy b rmely e konstansra a
t 7→ −P(t+ e, ω,∞) + c1



222 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�sef�ggv�ny eleget tesz a (17) egyenletnek, kiv�ve legfeljebb megsz ml lhat¢sok izol lt t ∈ R pontot. Itt is a 23.7 lemma szerint az e komplex konstansmegv laszthat¢ £gy, hogy a (8) kezdeti felt�telek is teljes�ljenek, tov bb  emegv laszt sa 
sak a kezdeti felt�telekt�l f�gg, �s b r nem egy�rtelm�, deb rmely k�t megfelel� e k�l�nbs�ge 
-ban van. Ezzel bel ttuk, hogy vanolyan δ > 0, hogy valamely c konstanssal |t| < δ eset�n
H(t) = −P(t+ e, ω,∞) + c.Tov bb  nyilv n K(s) = ~c valamely konstansra, a nulla egy k�rnyezet�ben.Vizsg ljuk meg az eredm�ny f�gg�s�t x-t�l �s y-t¢l. Itt is azt kapjuk,hogy l�teznek olyan ω(x),∞ r 
s lland¢k, c(x) �s e(x) komplex konstansok,�s δ(x) > 0, hogy

Hff (x+ tf) = −P(t+ e(x), ω(x),∞) + c(x), ha |t| < δ(x),tov bb  l�tezik olyan ~c(y) komplex konstans �s ~δ(y) > 0, hogy
Kff (y + sf) = ~c(y), ha |s| < ~δ(y).Itt is megvizsg ljuk a param�terek f�gg�s�t x-t�l illetve y-t¢l.Legyen g1(x) az ω(x),∞ seg¡ts�g�vel de�ni lva (l sd 23.6-ot). A jel�-l�sek egyszer�s¡t�s�re nem fogjuk ki¡rni az x-t�l, illetve y-t¢l val¢ f�gg�st.Tov bbi r�vid¡t�sk�nt legyen P(t) = P(t + e, ω,∞). A P-f�ggv�ny elegettesz a

P ′2 = 4P3 − g1P2 �s P ′′ = 6P2 − g1Pegyenletnek. Helyettes¡ts�nk vissza (5)-be, �s haszn ljuk fel a fenti �ssze-f�gg�seket. Azt kapjuk, hogy(18) 0 = (g1(c− ~c) − 6(c− ~c)2)P(t) + 2(c− ~c)3.Di�eren
i lva t szerint, azt kapjuk, hogy0 = (g1(c− ~c) − 6(c− ~c)2)P ′(t).Ez 
sak £gy lehets�ges, ha
g1(c− ~c) = 6(c− ~c)2.Visszahelyettes¡tve ezt (18)-ba, azt kapjuk, hogy c(x) = ~c(y), ami 
sak £gylehets�ges, ha mindkett� ugyanaz a c konstans.H tra van m�g annak bizony¡t sa, hogy δ(x) �s ~δ(y) az x-t�l illetve y-t¢l f�ggetlennek �s egyenl�nek v laszthat¢k. Ez ugyan£gy v�gezhet� a 23.8lemma felhaszn l s val, mint az (1) esetben.(3) bizony¡t sa teljesen hasonl¢ (2) bizony¡t s hoz. V�g�l (4) trivi lisank�vetkezik (5)-b�l.



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�se23.17. Lemma: �sszef�gg�s az ir nymenti deriv ltak k�z�tt.Az ir ny menti deriv ltakra 23.15 jel�l�seit fogjuk haszn lni. Tegy�k fel,hogy δ > 0, e �s f vektorok Rn-ben, �s H, K az Rn t�r δ sugar£, ori-g¢ k�z�ppont£ ny¡lt g�mbj�n �rtelmezett, komplex �rt�k� C∞ f�ggv�nyek,amelyek eleget tesznek a 23.15 pont (6){(9) di�eren
i legyenleteinek. Ekkor(1) ha Heee(x), Keee(y) �s Hee(x) − Kee(y) nem nulla semmilyen x, y ∈
Rn, |x|, |y| < δ eset�n sem, akkor l�teznek olyan d, c′ �s c′′ komplexkonstansok, hogy

Hef (x) = dHee(x) + c′ �s Kef (y) = dKee(y) + c′,

Hff (x) = d2Hee(x) + c′′ �s Kff (y) = d2Kee(y) + c′′,

Hfff (x) = d3Heee(x) �s Kfff (y) = d3Keee(y)minden x, y ∈ Rn-re, amelyre |x|, |y| < δ;(2) ha Heee(x) �s Hee(x)−Kee(y) nem nulla semmilyen x, y ∈ Rn, |x|, |y| <
δ eset�n sem, de Keee(y) = 0, ha |y| < δ, akkor l�teznek olyan d, cee,
cef �s cff komplex konstansok, hogy

Kee(y) = cee, Kef (y) = cef , Kff (y) = cff ,

Hef (x) − cef = d(Hee(x) − cee),
Hff (x) − cff = d2(Hee(x) − cee),

Hfff (x) = d3Heee(x)minden x, y ∈ Rn-re, amelyre |x|, |y| < δ;(3) ha Keee(y) �s Hee(x)−Kee(y) nem nulla semmilyen x, y ∈ Rn, |x|, |y| <
δ eset�n sem, de Heee(x) = 0, ha |x| < δ, akkor l�teznek olyan d, cee,
cef �s cff komplex konstansok, hogy

Hee(x) = cee, Hef (x) = cef , Hff (x) = cff ,

Kef (y) − cef = d(Kee(y) − cee),
Kff (y) − cff = d2(Kee(y) − cee),

Kfff (y) = d3Keee(y)minden x, y ∈ Rn-re, amelyre |x|, |y| < δ;(4) ha Heee, Hfff , Keee �s Kfff is azonosan null k az orig¢ δ sugar£k�rnyezet�n, akkor l�teznek olyan cee, cef �s cff komplex konstansok,hogy
Hee(x) = cee = Kee(y),
Hef (x) = cef = Kef (y),
Hff (x) = cff = Kff (y)minden x, y ∈ Rn-re, amelyre |x|, |y| < δ.



224 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seBizony¡t s. El�sz�r n�h ny �sszef�gg�st vezet�nk le a 23.15 pont (7){(9) egyenleteib�l. �rjuk fel a 23.15 (9) egyenletet m�gegyszer, meg
ser�lve e1�s e′1, e2 �s e′2 valamint e3 �s e′3 szerep�t, �s vonjuk ki a k�t egyenletetegym sb¢l. Azt kapjuk, hogy
(

He1e′2e′3(x) +Ke1e′2e′3(y)) (He′1e2e3(x) −Ke′1e2e3(y))= (

He′1e2e3(x) +Ke′1e2e3(y)) (He1e′2e′3(x) −Ke1e′2e′3(y)) .Ebb�l egyszer�s¡tve, majd fel
ser�lve e1 �s e′1 szerep�t, azt kapjuk, hogy(5) He1e2e3(x)Ke′1e′2e′3(y) = He′1e′2e′3(x)Ke1e2e3(y).Tov bbi hasznos �sszef�gg�seket kaphatunk a 23.15 pont (7) �s (8) egyenlete-ib�l. (8)-ban e3 hely�re e′3-at ¡rva, e1 �s e′1 illetve e2 �s e′2 szerep�t fel
ser�lve,majd a kapott egyenletet hozz adva (7)-hez, illetve kivonva azt (7)-b�l, v�g�la kapott k�t egyenletben e′1 �s e2 szerep�t fel
ser�lve, azt kapjuk, hogy(6) (He1e2(x) −Ke1e2(y))He′1e′2e′3(x) = (He′1e2(x) −Ke′1e2(y))He1e′2e′3(x),illetve(7) (He1e2(x) −Ke1e2(y))Ke′1e′2e′3(y) = (He′1e2(x) −Ke′1e2(y))Ke1e′2e′3(y).Kezdj�k (1) bizony¡t s val. e1 = e2 = e3 = e′1 = e′2 = e, e′3 = fv laszt ssal (5)-b�l azt kapjuk, hogy
Heee(x)Keef (y) = Heef (x)Keee(y).Mivel Heee �s Keee se nulla sehol sem, azt kapjuk, hogy

Keef (y)
Keee(y) = Heef (x)

Heee(x) .Ez az egyenl�s�g 
sak £gy  llhat fenn, ha mindk�t oldal megegyezik ugyan-azzal a d konstanssal. Most (6)-b¢l(Hef (x) −Kef (y))Heee(x) = (Hee(x) −Kee(y))Heef (x)= (Hee(x) −Kee(y))dHeee(x).Mindk�t oldalt osztva Heee-vel, �s a kapott �sszef�gg�st  trendezve,
Hef (x) − dHee(x) = Kef (y) − dKee(y),ami 
sak £gy  llhat fenn, ha mindk�t oldal ugyanaz a konstans. V�g�l a23.15 pont (6) egyenlet�b�l(9) (Hff (x) −Kff (y)) (Hee(x) −Kee(y))= (Hef (x) −Kef (y))2 = d2 (Hee(x) −Kee(y))2 .



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seMindk�t oldalt osztva Hee(x)−Kee(y)-al, ugyan£gy, mint fent, kapjuk, hogy
Hff (x)−d2Hee(x) �s Kff (y)−d2Kee(y) ugyanaz a konstans. (1) utols¢ k�tegyenlete (9) felhaszn l s val ad¢dik.(2) bizony¡t s hoz (5)-b�l e′1 = e′2 = e′3 = e v laszt ssal kapjuk, hogy

Heee(x)Ke1e2e3(y) = He1e2e3(x)Keee(y).Mivel a jobb oldal minden�tt nulla, Ke1e2e3 azonosan nulla tetsz�leges e1,
e2, e3 vektorokra. Spe
i lisan Kee, Kef �s Kff minden par
i lis deriv ltjanulla, ¡gy konstansok. Jel�lje ezeket a konstansokat rendre cee, cef �s cff .Tekints�k a

Hef (x) − cef

Hee(x) − ceef�ggv�ny valamely g ir ny menti deriv ltj t. Ez
Hefg(x) (Hee(x) − cee) − (Hef (x) − cef )Heeg(x)(Hee(x) − cee)2 .A (6) �sszef�gg�sb�l e1 = e2 = e′2 = e, e′1 = f , e′3 = g helyettes¡t�sselkapjuk, hogy a sz ml l¢ nulla. Ez azt jelenti, hogy b rmely ir ny mentideriv lt nulla, azaz

Hef (x) − cef

Hee(x) − cee
≡ dvalamely d konstanssal. Ugyan£gy, mint az el�z� bekezd�sben, kapjuk, hogy

Hff (x) − cff = d2 (Hee(x) − cee) .(3) bizony¡t sa (2) bizony¡t s val anal¢g.V�g�l (4) bizony¡t s hoz 23.15 (9)-b�l e1 = e2 = e3 = e′1 = e′2 = e′3 = ev laszt ssal ad¢dik, hogy2 (Hee(x) −Kee(y))3 = 0,amib�lHee �s Kee konstansok �s megegyeznek. Hasonl¢an ad¢dik, hogyHff�s Kff is konstansok �s megegyeznek. A 23.15 (6) egyenletet felhaszn lva,£gy mint fent, kapjuk, hogy Hef �s Kef szint�n konstansok �s megegyeznek.23.18. Lemma: lok lis megold sok. Tegy�k fel, hogy a H �s
K f�ggv�nyek az orig¢ egy δ > 0 sugar£ k�rnyezet�n �rtelmezett komplex�rt�k� C∞ f�ggv�nyek �s ott eleget tesznek a 23.15 pontbeli (6){(9) par
i lisdi�eren
i legyenleteknek, tov bb (1) b rmely 1 ≤ j ≤ n indexre, ∂3jH is �s ∂3jK is vagy minden�tt nulla azadott k�rnyezetben, vagy sehol sem nulla az adott k�rnyezetben;(2) b rmely olyan j indexre, amelyre ∂3jH vagy ∂3jK nem nulla az adottk�rnyezetben, ∂2jH(x) − ∂2jK(y) sehol sem nulla az adott k�rnyezetb�lvett b rmely x-re �s y-ra;



226 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�se(3) van olyan j index, hogy vagy ∂3jH vagy ∂3jK vagy mindkett� nem nullasehol sem az adott k�rnyezetben.Ekkor az x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) jel�l�sekkel, valamint 23.6 jel�-l�seivel(4) ha minden j-re vagy sem ∂3jH sem ∂3jK nem nulla sehol sem az adottk�rnyezetben, vagy mindkett� nulla minden�tt az adott k�rnyezetben,akkor valamely ω1, ω2 r 
s lland¢kkal �s a, ~a, bi,~bi, c, ~c, ci,j = cj,i, di, e, ~ekomplex sz mokkal az orig¢ valamely k�rnyezet�ben
H(x) = a+∑

i

bixi +∑
i,j

ci,jxixj +ln(c σ(d1x1+ . . .+dnxn +e;ω1, ω2))�s
K(y) = ~a+∑

i

~biyi +∑
i,j

ci,jyiyj +ln(~c σ(d1y1 + . . .+dnyn + ~e;ω1, ω2)),tov bb  di pontosan akkor nulla, ha ∂3iH �s ∂3iK null k;(5) ha minden j-re vagy ∂3jH sehol sem nulla, ∂3jK pedig minden�tt nullaaz adott k�rnyezetben, vagy mindkett� minden�tt nulla az adott k�r-nyezetben, akkor valamely ω,∞ r 
s lland¢kkal �s a, ~a, bi,~bi, c, ci,j =
cj,i, di, e, ~e komplex sz mokkal az orig¢ egy k�rnyezet�ben
H(x) = a+∑

i

bixi +∑
i,j

ci,jxixj + ln(c σ(d1x1 + . . .+ dnxn + e;ω,∞))�s
K(y) = ~a+∑

i

~biyi +∑
i,j

ci,jyiyj ,tov bb  di pontosan akkor nulla, ha ∂3iH nulla;(6) ha minden j-re vagy ∂3jH minden�tt nulla, ∂3jK pedig sehol sem nullaaz adott k�rnyezetben, vagy mindkett� nulla az adott k�rnyezetbenminden�tt, akkor valamely ω,∞ r 
s lland¢kkal �s a, ~a, bi,~bi, ~c, ci,j =
cj,i, di, e, ~e komplex sz mokkal az orig¢ egy k�rnyezet�ben

H(x) = a+∑
i

bixi +∑
i,j

ci,jxixj�s
K(y) = ~a+∑

i

~biyi +∑
i,j

ci,jyiyj + ln(~c σ(d1y1 + · · ·+ dnyn + ~e;ω,∞)),tov bb  di pontosan akkor nulla, ha ∂3iK nulla;(7) az (1), (2) (3) felt�telek mellett lehets�ges t�bbi esetben nin
s megold sa nulla egyetlen k�rnyezet�ben sem.



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seBizony¡t s. Az el�z� lemma alapj n vil gos, hogy ha van olyan j in-dex, hogy ∂3jH sehol sem nulla, ∂3jK pedig azonosan nulla az adott k�rnye-zetben, akkor ∂3iK minden 1 ≤ i ≤ n-re azonosan nulla az adott k�rnye-zetben. Hasonl¢an, ha van olyan j index, hogy ∂3jK sehol sem nulla, ∂3jHpedig azonosan nulla az adott k�rnyezetben, akkor ∂3i H minden 1 ≤ i ≤ n-reazonosan nulla az adott k�rnyezetben. �gy 
sak a (4){(6) pontokban mega-dott esetekben lehets�ges megold s az orig¢ valamely k�rnyezet�ben, �s ezzel(7)-et bel ttuk.(4){(6) bizony¡t sa a dimenzi¢sz m szerinti induk
i¢val t�rt�nik. Nyil-v n az  ltal noss g megszor¡t sa n�lk�l feltehetj�k, hogy azok az i indexek,amelyekre ∂3iH �s ∂3iK azonosan null k, mind nagyobbak, mint azok azindexek, amelyekre valamelyik vagy mindkett� nem nulla.Kezdj�k (4) bizony¡t s val. n = 1-re az  ll¡t s k�vetkezik a 23.16 lem-m b¢l. Induk
i¢s feltev�s�nk, hogy n− 1-re teljes�l az  ll¡t s, azaz l�teznekolyan r 
s lland¢k �s olyan a, ~a, bi,~bi, c, ~c, ci,j = cj,i, di, e, ~e, (i, j < n) komp-lex sz mok, hogy a nulla egy k�rnyezet�n(8) H(x) = a+∑
i<n

bixi + ∑

i,j<n

ci,jxixj+ ln(c σ(d1x1 + · · · + dn−1xn−1 + e;ω1, ω2))�s(9) K(y) = ~a+∑
i<n

~biyi + ∑

i,j<n

ci,jyiyj+ ln(~c σ(d1y1 + · · · + dn−1yn−1 + ~e;ω1, ω2)),ha az f1, f2, . . . , fn standard b zisvektorok k�z�l az els� n−1  ltal kifesz¡tettalt�rben vagyunk, valamint minden i < n-re teljes�l, hogy di = 0 akkor �s
sak akkor, ha ∂3i H ≡ 0 ≡ ∂3iK.A k�pletek t�m�rebb� t�tel�re vezess�k be az x′ = (x1, x2, . . . , xn−1, 0)�s y′ = (y1, y2, . . . , yn−1, 0) r�vid¡t�seket.El�sz�r azt az esetet vizsg ljuk, amikor sem ∂3nH, sem ∂3nK nem t�nikel. A 23.16 lemm b¢l azt kapjuk, hogy(10) ∂2nH(x′ + xnfn) = −P(xn + e1(x′), ~ω1, ~ω2) + c1�s(11) ∂2nK(y′ + ynfn) = −P(yn + ~e1(y′), ~ω1, ~ω2) + c1el�g ki
siny x′, y′, xn �s yn eset�n, ahol xn, yn val¢s sz mok, x′ �s y′ pedigolyan Rn-beli vektorok, amelyeknek utols¢ koordin t ja nulla.A bizony¡t s alapgondolata megmutatni, hogy van olyan dn konstans�s l�teznek olyan ei(xi, . . . , xn−1) �s ~ei(xi, . . . , xn−1) folytonos f�ggv�nyek,amelyekkel dn = Didi valamint
ei(xi, . . . , xn−1) = dixi

dn
+ ei+1(xi+1, . . . , xn−1)



228 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�se�s ~ei(yi, . . . , yn−1) = diyi

dn
+ ~ei+1(yi+1, . . . , yn−1),ha i < n. Vegy�k �szre, hogy en �s ~en konstansok.Vizsg ljuk a kezdeti felt�teleket. A 23.17 lemm b¢l azt kapjuk, hogy

i < n-re valamely Di �s c′i, c′′i konstansokkal(12) ∂i∂nH(x) = Di∂
2
iH(x) + c′i �s ∂i∂nK(y) = Di∂

2
iK(y) + c′i,

∂2nH(x) = D2
i ∂

2
i H(x) + c′′i �s ∂2nK(y) = D2

i ∂
2
iK(y) + c′′i ,

∂3nH(x) = D3
i ∂

3
iH(x) �s ∂3nK(y) = D3

i ∂
3
iK(y)minden el�g ki
siny x, y eset�n. Az utols¢ sorb¢l k�vetkezik, hogy Di 6= 0.A ∂2nH-ra kapott (10) �sszef�gg�st di�eren
i lva xn szerint, majd xn = 0-thelyettes¡tve, �s felhaszn lva (12) utols¢ sor t �s az induk
i¢s feltev�st, aztkapjuk, hogy(13) P ′(e1(x1, . . . , xn−1), ~ω1, ~ω2) = −∂3nH(x′) = −D31∂31H(x′)= D31d31P ′(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1 + e, ω1, ω2).M sr�szt, (10)-et �s (12) m sodik sor t felhaszn lva,(14) P(e1(x1, . . . , xn−1), ~ω1, ~ω2) − c1 = −∂2nH(x′) = −D21∂21H(x′) − c′′1= D21d21P(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1 + e, ω1, ω2)− 2D21c11 − c′′1is teljes�l minden el�g ki
siny x′-re. Az impli
it f�ggv�ny t�tel szerint ebb�lk�vetkezik, hogy b rmely r�gz¡tett x2, x3, . . . , xn−1-re az e1 f�ggv�ny foly-tonosan di�eren
i lhat¢ f�ggv�nye x1-nek. Di�eren
i lva (14)-et x1 szerint,azt kapjuk, hogy(15) P ′(e1(x1, . . . , xn−1), ~ω1, ~ω2)∂1e1(x1, . . . , xn−1)= D21d31P ′(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1 + e, ω1, ω2).Ebb�l felhaszn lva (13)-at, azt kapjuk, hogy

D31d31P ′(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1 + e, ω1, ω2)∂1e1(x1, . . . , xn−1)= D21d31P ′(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1 + e, ω1, ω2),azaz ∂1e1(x1, . . . , xn−1) = 1/D1. Ez azt jelenti, hogy valamely e2(x2, . . . , xn−1)folytonos f�ggv�nnyel e1(x1, x2, . . . , xn−1) = x1/D1 +e2(x2, . . . , xn−1). Be-vezetve a dn = D1d1 jel�l�st, �s visszahelyettes¡tve (14)-be, majd felhasz-n lva a minden null t¢l k�l�nb�z� α komplex sz mra fenn ll¢
P(z, ω1, ω2)/α2 = P(αz, αω1, αω2)



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�se�sszef�gg�st, azt kapjuk, hogy(16)
P(d1x1/dn + e2(x2, . . . , xn−1), ~ω1, ~ω2) − c1= d2nP(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1 + e, ω1, ω2)− 2D21c11 − c′′1= P(d1x1/dn + . . .+ dn−1xn−1/dn + e/dn, ω1/dn, ω2/dn) − 2c11D21 − c′′1 .Ebben az egyenletben x2, . . . , xn−1 hely�re null t helyettes¡tve, a 23.8 lem-m b¢l azt kapjuk, hogy c1 = 2c11D21 + c′′1 �s a z 7→ P(z, ~ω1, ~ω2) f�ggv�nymegegyezik a z 7→ P(z, ω1/dn, ω2/dn) f�ggv�nnyel. Bevezetve a cnn =
c11D21 + c′′1/2 jel�l�st ¡gy (10)-b�l azt kapjuk, hogy(17) ∂2nH(x′ + xnfn)= 2cnn −P(xn + d1x1/dn + e2(x2, . . . , xn−1), ω1/dn, ω2/dn)= 2cnn − d2nP(d1x1 + dne2(x2, . . . , xn−1) + dnxn, ω1, ω2),(14)-b�l pedig, hogy(18) P(d1x1 + dne2(x2, . . . , xn−1), ω1, ω2)= P(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1 + e, ω1, ω2),v�g�l (11)-b�l, hogy(19) ∂2nK(y′ + ynfn) = 2cnn − d2nP(dn~e1(y1, . . . , yn−1) + dnyn, ω1, ω2).Az ut¢bbi egyenletben yn = 0-t helyettes¡tve, �s felhaszn lva (12) m sodiksor t, valamint a dn = D1d1 �sszef�gg�st, azt kapjuk, hogy(20) P(dn~e1(y1, y2, . . . , yn−1), ω1, ω2)= P(d1y1 + . . .+ dn−1yn−1 + ~e, ω1, ω2).Innen, r�gz¡tve az y2, . . . , yn−1 v ltoz¢kat, az impli
it f�ggv�ny t�telb�l aztkapjuk, hogy ~e1 folytonosan di�eren
i lhat¢ f�ggv�nye y1-nek. Di�eren
i- lva y1 szerint, azt kapjuk, hogy

dnP ′(dn~e1(y1, y2, . . . , yn−1), ω1, ω2)∂1~e1(y1, . . . , yn−1)= d1P ′(d1y1 + . . .+ dn−1yn−1 + ~e, ω1, ω2).M sr�szt, di�eren
i lva (19)-et yn szerint, majd yn = 0-t helyettes¡tve, �sfelhaszn lva (12) utols¢ sor t valamint az induk
i¢s feltev�st, azt kapjuk,hogy
d3nP ′(dn~e1(y1, . . . , yn−1), ω1, ω2) = −∂3nK(y′) = −D31∂31K(y′)= D31d31P ′(d1y1 + . . .+ dn−1yn−1, ω1, ω2).Ezt behelyettes¡tve az el�z� egyenletbe az ad¢dik, hogy~e1(y1, y2, . . . , yn−1) = d1y1/dn + ~e2(y2, . . . , yn−1)



230 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�sevalamely folytonos ~e2 f�ggv�nnyel, �s ¡gy (19)-b�l(21) ∂2nK(y′+ynfn) = 2cnn−d2nP(d1y1+dn~e2(y2, . . . , yn−1)+dnyn, ω1, ω2),(20)-b¢l pedig(22) P(d1y1 + dn~e2(y2, . . . , yn−1), ω1, ω2)= P(d1y1 + . . .+ dn−1yn−1 + ~e, ω1, ω2).Megjegyezz�k, hogy ebben az egyenletben y2 = · · · = yn−1 = 0-t, illetvea (18) egyenletben x2 = · · · = xn−1 = 0-t helyettes¡tve, a 23.8 lemmafelhaszn l s val ad¢dik, hogy dne2(0, . . . , 0)− e illetve dn~e2(0, . . . , 0)− ~e isaz ω1, ω2  ltal gener lt 
 r 
s elemei.Hasonl¢an folytathatjuk. xn = 0-t helyettes¡tve (17)-ben, felhaszn lva(12) m sodik sor t �s az induk
i¢s feltev�st, azt kapjuk, hogy(23) d2nP(d1x1 + dne2(x2, . . . , xn−1), ω1, ω2) − 2cnn= −∂2nH(x′) = −D22∂22H(x′) − c′′2= D22d22P(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1 + e, ω1, ω2) − 2D22d22c22 − c′′2 .Felhaszn lva (18)-at, ebb�l az egyenletb�l azt kapjuk, hogy D2d2 = dn.A (17) egyenletet di�eren
i lva xn szerint, majd xn = 0-t helyettes¡tve,felhaszn lva (12) utols¢ sor t �s az induk
i¢s feltev�st, azt kapjuk, hogy(24) d3nP ′(d1x1 + dne2(x2, . . . , xn−1), ω1, ω2)= −∂3nH(x′) = −D32∂32H(x′)= D32d32P ′(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1, ω1, ω2),azaz mivel D2d2 = dn,(25) P ′(d1x1 + dne2(x2, . . . , xn−1), ω1, ω2)= P ′(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1, ω1, ω2).(18) miatt b rmely r�gz¡tett x3, . . . , xn−1-re az impli
it f�ggv�ny t�telb�laz e2 f�ggv�ny folytonosan par
i lisan di�eren
i lhat¢ x2 szerint. Di�eren-
i lva (18)-at x2 szerint azt kapjuk, hogy(26) dnP ′(d1x1 + dne2(x2, . . . , xn−1), ω1, ω2)∂1e2(x2, . . . , xn−1)= d2P ′(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1, ω1, ω2).Ebb�l felhaszn lva (25)-�t az ad¢dik, hogy
∂1e2(x2, x3, . . . , xn−1) = d2/dnminden�tt. Ez azt jelenti, hogy valamely folytonos e3(x3, . . . , xn−1) f�gg-v�nnyel

e2(x2, . . . , xn−1) = d2x2/dn + e3(x3, . . . , xn−1).



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seHasonl¢an kapjuk, hogy valamely folytonos ~e3(y3, . . . , yn−1) f�ggv�nnyel~e2(y2, . . . , yn−1) = d2y2/dn + ~e3(y3, . . . , yn−1).Induk
i¢val folytatva, v�g�l azt kapjuk, hogy
∂2nH(x′ + xnfn) = 2cnn − d2nP(d1x1 + d2x2 + · · · + dnxn + den, ω1, ω2)�s
∂2nK(y′ + ynfn) = 2cnn − d2nP(d1y1 + d2y2 + · · · + dnyn + d~en, ω1, ω2).Mivel, mint megmutattuk, dnen − e = dne2(0, . . . , 0) − e �s dn~en − ~e =

dn~e2(0, . . . , 0) − ~e is elemei az 
 r 
snak, �s 
 pontjai peri¢dusok, az isteljes�l, hogy
∂2nH(x′ + xnfn) = 2cnn − d2nP(d1x1 + d2x2 + · · · + dnxn + e, ω1, ω2)�s
∂2nK(y′ + ynfn) = 2cnn − d2nP(d1x1 + d2x2 + · · · + dnxn + ~e, ω1, ω2).Most integr ljuk ezeket az egyenleteket. Azt kapjuk, hogy
∂nH(x′ + xnfn) = 2cnnxn + dnζ(d1x1 + d2x2 + · · · + dnxn + e, ω1, ω2)+ B1(x1, . . . , xn−1)�s
∂nK(y′ + ynfn) = 2cnnyn + dnζ(d1y1 + d2y2 + · · · + dnyn + ~e, ω1, ω2)+ ~B1(y1, . . . , yn−1).A B1 �s ~B1 f�ggv�nyek C∞-ben vannak. �jra di�eren
i lva x1 illetve y1szerint, majd xn = 0-t illetve yn = 0-t helyettes¡tve, felhaszn lva (12) els�sor t �s a (8) �s (9) kezdeti felt�teleket, valamint, hogy Didi = dn, ha i < n,azt kapjuk, hogy ∂1B ≡ ∂1 ~B konstansok. A k�z�s �rt�ket 2c1,n-el jel�lve,azt kapjuk, hogy
∂nH(x′ + xnfn) = 2cnnxn + dnζ(d1x1 + d2x2 + · · · + dnxn + e, ω1, ω2)+ 2c1,nx1 + B2(x2, . . . , xn−1)�s
∂nK(y′ + ynfn) = 2cnnyn + dnζ(d1y1 + d2y2 + · · · + dnyn + ~e, ω1, ω2)+ 2c1,ny1 + ~B2(y2, . . . , yn−1).Induk
i¢val hasonl¢an folytatva, v�g�l azt kapjuk, hogy
∂nH(x′ + xnfn) = 2cnnxn + dnζ(d1x1 + d2x2 + · · · + dnxn + e, ω1, ω2)+ 2c1,nx1 + · · · + 2cn−1,nxn−1 + bn



232 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�se�s
∂nK(y′ + ynfn) = 2cnnyn + dnζ(d1y1 + d2y2 + · · · + dnyn + ~e, ω1, ω2)+ 2c1,ny1 + · · · + 2cn−1,nyn−1 + ~bn.K�vetkez� l�p�sk�nt ezeket az egyenleteket integr ljuk. Az induk
i¢sfeltev�s miattln(c σ(d1x1 + d2x2 + · · · + dnxn + e, ω1, ω2)) �sln(~c σ(d1y1 + d2y2 + · · · + dnyn + ~e, ω1, ω2))�rtelmezve vannak az orig¢ egy k�rnyezet�ben. �gy az el�z� egyenletek in-tegr l s val az ad¢dik, hogy az orig¢ egy kis g�mbk�rnyezet�ben
H(x′ + xnfn) = ln(c σ(d1x1 + d2x2 + · · · + dnxn + e, ω1, ω2))+ cnnx

2
n + n−1

∑

i=1 2ci,nxixn + bnxn + a1(x1, . . . , xn−1)�s
K(y′ + ynfn) = ln(~c σ(d1y1 + d2y2 + · · · + dnyn + ~e, ω1, ω2))+ cnny

2
n + n−1

∑

i=1 2ci,nyiyn + ~bnyn + ~a1(y1, . . . , yn−1).Az xn = 0 illetve yn = 0 helyettes¡t�ssel, felhaszn lva a (8) �s (9) kezdetifelt�teleket, azt kapjuk, hogy
a1(x1, . . . , xn−1) = a+∑

i<n

bixi + ∑

i,j<n

cijxixj �s~a1(y1, . . . , yn−1) = ~a+∑
i<n

~biyi + ∑

i,j<n

cijyiyj .�gy kapjuk az  ll¡t st.Meg kell m�g vizsg lnunk azt az esetet, amikor ∂3nH �s ∂3nK is null k.Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy dn = 0 v laszt ssal teljes�l az  ll¡t s. A23.16 lemm b¢l azt kapjuk, hogy van olyan c1 ∈ C konstans, hogy mindenel�g ki
si x′, y′, xn �s yn eset�n
∂2nH(x′ + xnfn) = c1 �s ∂2nK(y′ + ynfn) = c1.�gy cnn = c1/2 jel�l�ssel ¡rhatjuk, hogy

∂2nH(x′ + xnfn) = 2cnn �s ∂2nK(y′ + ynfn) = 2cnn.Vegy�k �szre, hogy minden i < n-re ∂i∂nH(x′) �s ∂i∂nK(y′) ugyanaz akonstans; ha ugyanis ∂3iH �s ∂3iK nem null k, akkor fenn llnak a (12) �ssze-f�gg�sek, �s (12) utols¢ sor b¢l Di = 0, ¡gy az  ll¡t s k�vetkezik (12) els�



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�sesor b¢l. Ha viszont ∂3iH �s ∂3iK is azonosan null k, akkor az  ll¡t s a 23.17lemma (4) eset�b�l k�vetkezik.Most integr ljuk a fenti egyenleteket. Azt kapjuk, hogy
∂nH(x′ + xnfn) = 2cnnxn + B1(x1, . . . , xn−1)�s
∂nK(y′ + ynfn) = 2cnnyn + ~B1(y1, . . . , yn−1).A B1 �s ~B1 f�ggv�nyek C∞-ben vannak. �jra di�eren
i lva x1 illetve y1szerint, majd xn = 0-t illetve yn = 0-t helyettes¡tve, azt kapjuk, hogy ∂1B ≡

∂1 ~B konstansok. A k�z�s �rt�ket 2c1,n-el jel�lve, azt kapjuk, hogy
∂nH(x′ + xnfn) = 2cnnxn + 2c1,nx1 + B2(x2, . . . , xn−1)�s
∂nK(y′ + ynfn) = 2cnnyn + 2c1,ny1 + ~B2(y2, . . . , yn−1).Induk
i¢val hasonl¢an folytatva, v�g�l azt kapjuk, hogy

∂nH(x′ + xnfn) = 2cnnxn + 2c1,nx1 + · · · + 2cn−1,nxn−1 + bn�s
∂nK(y′ + ynfn) = 2cnnyn + 2c1,ny1 + · · · + 2cn−1,nyn−1 + ~bn.Ezeknek az egyenleteknek az integr l s val az ad¢dik, hogy

H(x′ + xnfn) = cnnx
2
n + n−1

∑

i=1 2ci,nxixn + bnxn + a1(x1, . . . , xn−1)�s
K(y′ + ynfn) = cnny

2
n + n−1

∑

i=1 2ci,nyiyn + ~bnyn + ~a1(y1, . . . , yn−1).Az xn = 0 illetve yn = 0 helyettes¡t�ssel, felhaszn lva a (8) �s (9) kezdetifelt�teleket, azt kapjuk, hogy
a1(x1, . . . , xn−1) = a+∑

i<n

bixi + ∑

i,j<n

ci,jxixj+ ln(c σ(d1x1 + dn−1xn−1 + e;ω1, ω2)),�s ~a1(y1, . . . , yn−1) = ~a+∑
i<n

~biyi + ∑

i,j<n

ci,jyiyj+ ln(~c σ(d1y1 + . . .+ dn−1yn−1 + ~e;ω1, ω2)),¡gy mivel dn = 0, kapjuk az  ll¡t st.



234 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�se(5) bizony¡t s n l is az n = 1 eset k�vetkezik a 23.16 lemm b¢l. Induk-
i¢s feltev�s�nk, hogy
H(x) = a+∑

i<n

bixi + ∑

i,j<n

ci,jxixj +ln(c σ(d1x1+ . . .+dn−1xn−1+e;ω,∞))�s
K(y) = ~a+∑

i<n

~biyi + ∑

i,j<n

ci,jyiyj ,ha az f1, f2, . . . , fn standard b zisvektorok k�z�l az els� n−1  ltal kifesz¡tettalt�rben vagyunk, tov bb  a di pontosan akkor nulla, ha ∂3iH azonosan nulla.El�sz�r azt az esetet vizsg ljuk, amikor ∂3nH nem t�nik el. A 23.16lemm b¢l azt kapjuk, hogy(27) ∂2nH(x′+xnfn) = −P(xn+e1(x1, . . . , xn−1), ~ω(x1, . . . , xn−1),∞)+c1�s(28) ∂2nK(y′ + ynfn) = c1el�g ki
siny x′, y′, xn �s yn eset�n, ahol xn, yn val¢s sz mok, x′ �s y′ pedigolyan Rn-beli vektorok, amelyeknek utols¢ koordin t ja nulla.Vizsg ljuk most is a kezdeti felt�teleket. Az induk
i¢s feltev�sb�l ∂2iK(y′) =2cii. Ezt felhaszn lva, a 23.17 lemm b¢l azt kapjuk, hogy valamely Di, cin�s cnn komplex konstansokkal(29) ∂2iK(y) = 2cii, ∂i∂nK(y) = 2cin, ∂2nK(y) = 2cnn,

∂i∂nH(x) − 2cin = Di(∂2iH(x) − 2cii),
∂2nH(x) − 2cnn = D2

i (∂2iH(x) − 2cii),
∂3nH(x) = D3

i ∂
3
iH(x)minden el�g ki
siny x, y eset�n. Az utols¢ sorb¢l k�vetkezik, hogy Di 6= 0minden i < n-re. (29) els� sor b¢l c1 = 2cnn, tov bb  (28)-b¢l(∂3nH(x))2 − 4(∂2nH(x) − 2cnn)3(∂2nH(x) − 2cnn)2 = D21 (∂31H(x))2 − 4(∂21H(x) − 2c11)3(∂21H(x) − 2c11)2 .Az induk
i¢s feltev�s miatt, felhaszn lva a P-f�ggv�nyek di�eren
i legyenle-t�t, azt kapjuk, hogy ha ω = ∞, akkor a jobb oldal nulla. Ha ~ω(x1, . . . , xn−1)valahol v�gtelent�l k�l�nb�zne, akkor a bal oldal 4π2/~ω(x1, . . . , xn−1)2 lenne,ez lehetetlen, ¡gy ~ω(x1, . . . , xn−1) ≡ ∞. Ha ω 6= ∞, akkor a jobb oldal4d21D21π2/ω2 6= 0, ¡gy a bal oldal sem nulla, azaz ~ω(x1, . . . , xn−1) 6= ∞sehol sem. Ekkor viszont a bal oldal 4π2/~ω(x1, . . . , xn−1)2, amib�l azt kap-juk, hogy ~ω(x1, . . . , xn−1) = ±ω/(d1D1). Mivel az el�jel �rdektelen (a r 
sugyanaz marad), feltehetj�k, hogy ~ω(x1, . . . , xn−1) = ω/(d1D1) minden�tt.



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seBevezetve a dn = D1d1 jel�l�st �s visszahelyettes¡tve (27)-be, valamint fel-haszn lva a b rmely null t¢l k�l�nb�z� α komplex sz mra fenn ll¢
P(z, ω,∞)/α2 = P(αz, αω,∞)�sszef�gg�st, azt kapjuk, hogy(30) ∂2nH(x′ + xnfn) = −d2nP(dnxn + dne1(x1, . . . , xn−1), ω,∞) + 2cnn.Ha ebben az egyenletben xn = 0-t helyettes¡t�nk, azt kapjuk, hogy

∂2nH(x′) = −d2nP(e1(x1, . . . , xn−1), ω,∞) + 2cnn.Ha viszont el�sz�r di�eren
i lunk xn szerint, �s azt n helyettes¡t�nk xn = 0-t,akkor azt kapjuk, hogy
∂3nH(x′) = −d3nP ′(dne1(x1, . . . , xn−1), ω,∞).Legyen
X(x1, . . . , xn−1) = P(dne1(x1, . . . , xn−1), ω,∞)�s
Y (x1, . . . , xn−1) = P ′(dne1(x1, . . . , xn−1), ω,∞).Mivel a fenti �sszef�gg�sek szerint azX �s Y f�ggv�nyek kifejezhet�k ∂2nH(x′)illetve ∂3nH(x′) seg¡ts�g�vel is, ¡gy C∞-ben vannak. Tegy�k fel, hogy ω 6= ∞.Az X �s Y f�ggv�nyek kiel�g¡tik az Y 2 = 4X3−4π2X2/ω2 egyenletet. Mivelaz orig¢ban Y nem nulla, az orig¢ k�r�l X egy�rtelm�en meghat rozza Y -t. Ugyanezen okb¢l a z 7→ P(z, ω,∞) lek�pez�s invert lhat¢ dne1(0, . . . , 0)valamely k�rnyezet�ben. Jel�lje I az inverz�t, �s legyen e∗1(x1, . . . , xn−1) =

I
(

−(∂2nH(x′) − 2cnn)/d2n) /dn. Az orig¢ valamely k�rnyezet�ben fenn ll,hogy
X(x1, . . . , xn−1) = P(dne

∗1(x1, . . . , xn−1), ω,∞).Mivel X egy�rtelm�en meghat rozza Y -t, az orig¢ valamely k�rnyezet�benaz is teljes�l, hogy
Y (x1, . . . , xn−1) = P ′(dne

∗1(x1, . . . , xn−1), ω,∞).Ez viszont azt jelenti a 23.7 lemma szerint, hogy
dn

(

e1(x1, . . . , xn−1) − e∗1(x1, . . . , xn−1)) ∈ 
.�gy ak r azt is feltehetj�k, hogy e1 = e∗1, azaz feltehetj�k, hogy e1 ∈ C∞.Hasonl¢an kapjuk ugyanezt, ha ω = ∞.Vizsg ljuk most az e1 f�ggv�nyt. Egyr�szt xn = 0-t helyettes¡tve (30)-ban, felhaszn lva (29) harmadik sor t �s az induk
i¢s feltev�st, azt kapjuk,hogy(31) d2nP(dne1(x1, . . . , xn−1), ω,∞) − 2cnn= −∂2nH(x′) = −D21∂21H(x′) + 2D21c11 − 2cnn= D21d21P(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1 + e, ω,∞) − 2cnn.



236 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seFelhaszn lva, hogy dn = D1d1, ebb�l az egyenletb�l azt kapjuk, hogy(32) P(dne1(x1, . . . , xn−1), ω,∞)= P(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1 + e, ω,∞
)

,M sr�szt (30) egyenletet di�eren
i lva xn szerint, majd xn = 0-t helyette-s¡tve, felhaszn lva (29) utols¢ sor t �s az induk
i¢s feltev�st, azt kapjuk,hogy(33) d3nP ′(dne1(x1, . . . , xn−1), ω,∞)= −∂3nH(x′) = −D31∂32H(x′)= D31d31P ′(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1, ω,∞),azaz mivel D1d1 = dn,(34) P ′(dne1(x1, . . . , xn−1), ω,∞)= P ′(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1, ω,∞).(32) miatt b rmely r�gz¡tett x2, . . . , xn−1-re az impli
it f�ggv�ny t�telb�laz e1 f�ggv�ny folytonosan par
i lisan di�eren
i lhat¢ x1 szerint. Di�eren-
i lva (32)-t x1 szerint azt kapjuk, hogy(35) dnP ′(dne1(x1, . . . , xn−1), ω,∞)∂1e1(x1, . . . , xn−1)= d1P ′(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1, ω,∞).Ebb�l felhaszn lva (34)-et az ad¢dik, hogy
∂1e1(x1, . . . , xn−1) = d1/dnminden�tt. Ez azt jelenti, hogy valamely folytonos e2(x2, . . . , xn−1) f�gg-v�nnyel

e1(x1, . . . , xn−1) = d1x1/dn + e2(x2, . . . , xn−1).Visszahelyettes¡tve (32)-be, x2 = · · · = xn−1 = 0 v laszt ssal a 23.8 lemm -b¢l azt is megkapjuk, hogy dne2(0, . . . , 0) − e eleme az ω  ltal gener lt 
(elfajult) r 
snak.Hasonl¢an folytathatjuk. Egyr�szt xn = 0-t helyettes¡tve (30)-ban, fel-haszn lva (29) harmadik sor t �s az induk
i¢s feltev�st, azt kapjuk, hogy(36) d2nP(d1x1 + dne2(x2, . . . , xn−1), ω,∞) − 2cnn= −∂2nH(x′) = −D22∂22H(x′) + 2D22c22 − 2cnn= D22d22P(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1 + e, ω,∞) − 2cnn.Felhaszn lva (32)-t, ebb�l az egyenletb�l azt kapjuk, hogy D2d2 = dn. A(30) egyenletet di�eren
i lva xn szerint, majd xn = 0-t helyettes¡tve, fel-haszn lva (29) utols¢ sor t �s az induk
i¢s feltev�st, azt kapjuk, hogy(37) d3nP ′(d1x1 + dne2(x2, . . . , xn−1), ω,∞)= −∂3nH(x′) = −D32∂32H(x′)= D32d32P ′(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1, ω,∞),



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seazaz mivel D2d2 = dn,(38) P ′(d1x1 + dne2(x2, . . . , xn−1), ω,∞)= P ′(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1, ω,∞).(32) miatt b rmely r�gz¡tett x3, . . . , xn−1-re az impli
it f�ggv�ny t�telb�laz e2 f�ggv�ny folytonosan par
i lisan di�eren
i lhat¢ x2 szerint. Di�eren-
i lva (32)-t x2 szerint azt kapjuk, hogy(39) dnP ′(d1x1 + dne2(x2, . . . , xn−1), ω,∞)∂1e2(x2, . . . , xn−1)= d2P ′(d1x1 + . . .+ dn−1xn−1, ω,∞).Ebb�l felhaszn lva (36)-ot az ad¢dik, hogy
∂1e2(x2, x3, . . . , xn−1) = d2/dnminden�tt. Ez azt jelenti, hogy valamely folytonos e3(x3, . . . , xn−1) f�gg-v�nnyel

e2(x2, . . . , xn−1) = d2x2/dn + e3(x3, . . . , xn−1).Induk
i¢val folytatva, v�g�l azt kapjuk, hogy
∂2nH(x′ + xnfn) = 2cnn − d2nP(d1x1 + d2x2 + · · · + dnxn + en, ω,∞).Mivel, mint megmutattuk, en − e = dne2(0, . . . , 0) − e eleme az 
 r 
snak,�s 
 pontjai peri¢dusok, az is teljes�l, hogy
∂2nH(x′ + xnfn) = 2cnn − d2nP(d1x1 + d2x2 + · · · + dnxn + e, ω,∞).Most integr ljuk a ∂2nH-ra �s ∂2nK-ra kapott egyenleteket. Azt kapjuk,hogy
∂nH(x′ + xnfn) = 2cnnxn + dnζ(d1x1 + d2x2 + · · · + dnxn + e, ω,∞)+ B1(x1, . . . , xn−1)�s

∂nK(y′ + ynfn) = 2cnnyn + ~B1(y1, . . . , yn−1).A B1 �s ~B1 f�ggv�nyek C∞-ben vannak. �jra di�eren
i lva x1 illetve y1szerint, majd xn = 0-t illetve yn = 0-t helyettes¡tve, felhaszn lva (29) els��s m sodik sor t, valamint, hogy Didi = dn, ha i < n, azt kapjuk, hogy
∂1B ≡ 2c1,n ≡ ∂1 ~B konstansok, ¡gy

∂nH(x′ + xnfn) = 2cnnxn + dnζ(d1x1 + d2x2 + · · · + dnxn + e, ω,∞)+ 2c1,nx1 + B2(x2, . . . , xn−1)�s
∂nK(y′ + ynfn) = 2cnnyn + 2c1,ny1 + ~B2(y2, . . . , yn−1).



238 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seInduk
i¢val hasonl¢an folytatva, v�g�l azt kapjuk, hogy
∂nH(x′ + xnfn) = 2cnnxn + dnζ(d1x1 + d2x2 + · · · + dnxn + e, ω,∞)+ 2c1,nx1 + · · · + 2cn−1,nxn−1 + bn�s

∂nK(y′ + ynfn) = 2cnnyn + 2c1,ny1 + · · · + 2cn−1,nyn−1 + ~bn.K�vetkez� l�p�sk�nt ezeket az egyenleteket integr ljuk. Az induk
i¢sfeltev�s miatt ln(c σ(d1x1 + d2x2 + · · · + dnxn + e, ω,∞))�rtelmezve van az orig¢ egy k�rnyezet�ben. �gy az el�z� egyenletek integr -l s val az ad¢dik, hogy az orig¢ egy kis g�mbk�rnyezet�ben
H(x′ + xnfn) = ln(c σ(d1x1 + d2x2 + · · · + dnxn + e, ω,∞))+ cnnx

2
n + n−1

∑

i=1 2ci,nxixn + bnxn + a1(x1, . . . , xn−1)�s
K(y′ + ynfn) = cnny

2
n + n−1

∑

i=1 2ci,nyiyn + ~bnyn + ~a1(y1, . . . , yn−1).Az xn = 0 illetve yn = 0 helyettes¡t�ssel, felhaszn lva a (8) �s (9) kezdetifelt�teleket, azt kapjuk, hogy
a1(x1, . . . , xn−1) = a+∑

i<n

bixi + ∑

i,j<n

cijxixj �s~a1(y1, . . . , yn−1) = ~a+∑
i<n

~biyi + ∑

i,j<n

cijyiyj .�gy kapjuk az  ll¡t st.Meg kell m�g vizsg lnunk azt az esetet, amikor ∂3nH �s ∂3nK is nullaminden�tt. Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy dn = 0 v laszt ssal teljes�laz  ll¡t s. A 23.16 lemm b¢l azt kapjuk, hogy van olyan c1 ∈ C konstans,hogy minden el�g ki
si x′, y′, xn �s yn eset�n
∂2nH(x′ + xnfn) = c1 �s ∂2nK(y′ + ynfn) = c1.�gy cnn = c1/2 jel�l�ssel ¡rhatjuk, hogy

∂2nH(x′ + xnfn) = 2cnn �s ∂2nK(y′ + ynfn) = 2cnn.Vegy�k �szre, hogy minden i < n-re ∂i∂nH(x′) �s ∂i∂nK(y′) ugyanaz akonstans; ha ugyanis ∂3iH �s ∂3iK nem null k, akkor fenn llnak a (29) �ssze-f�gg�sek, �s (29) utols¢ sor b¢l Di = 0, ¡gy az  ll¡t s k�vetkezik (29) els� �sm sodik sor b¢l. Ha viszont ∂3iH �s ∂3iK is azonosan null k, akkor az  ll¡t sa 23.17 lemma (4) eset�b�l k�vetkezik. A tov bbiakban ugyan£gy j rhatunkel, mint (4) bizony¡t s ban.



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seV�g�l (6) bizony¡t sa (5) bizony¡t s val anal¢g.23.19. T�tel. Tegy�k fel, hogy az f1, f2, g1, g2, h1, h2 : Rn → C f�gg-v�nyek eleget tesznek az
f1(u+ v)f2(u− v) = g1(u)h1(v) + g2(u)h2(v), u, v ∈ Rnf�ggv�nyegyenletnek, f1 �s f2 m�rhet�ek �s egyik sem majdnem minden�ttnulla. Ekkor l�teznek olyan a, ~a, e, ~e ∈ C konstansok, L,L1, L2 : Rn → Cline ris �s Q : Rn → C kvadratikus lek�pez�sek, valamint ω1, ω2 r 
s lland¢k(l sd 23.6), hogy

f1(x) = exp(a+ L1(x) +Q(x))σ(L(x) + e, ω1, ω2), ha x ∈ Rn �s
f2(y) = exp(~a+ L2(y) +Q(y))σ(L(y) + ~e, ω1, ω2), ha y ∈ Rnvagy
f1(x) = exp(a+ L1(x) +Q(x))σ(L(x) + e, ω1,∞), ha x ∈ Rn �s
f2(y) = exp(~a+ L2(y) +Q(y)), ha y ∈ Rnvagy
f1(x) = exp(a+ L1(x) +Q(x)), ha x ∈ Rn �s
f2(y) = exp(~a+ L2(y) +Q(y))σ(L(y) + ~e, ω1,∞), ha y ∈ Rn.Megjegyezz�k, hogy f1, f2 f�ggv�ny�ben a 23.11 �s 23.10 pontok alapj n

g1, g2, h1, h2 meghat rozhat¢k.Bizony¡t s. El�sz�r tegy�k fel, hogy vagy van olyan x0 ∈ Rn pont �solyan 1 ≤ i ≤ n index, hogy H(x) = ln(f1(x + x0)/f1(x0)) jel�l�ssel ∂3i Hnem azonosan nulla az orig¢ egyetlen k�rnyezet�ben sem, vagy van olyan
y0 ∈ Rn pont �s 1 ≤ i ≤ n index, hogy K(y) = ln(f2(y+y0)/f2(y0)) jel�l�ssel
∂3iK nem azonosan nulla az orig¢ egyetlen k�rnyezet�ben sem. A k�t esett rgyal sa hasonl¢, az els�t fogjuk r�szletezni. Az  ltal noss g megszor¡t san�lk�l feltehetj�k azt is, hogy i = 1, azaz feltessz�k, hogy van olyan x0 ∈ Rn,hogy a fenti H-val ∂31H az orig¢ egyetlen k�rnyezet�ben sem azonosan nulla.Meg fogjuk mutatni, hogy x0, y0 ∈ Rn, δ > 0 £gy is megv laszhat¢k, hogyamellett, hogy ∂31H nem azonosan nulla az orig¢ egyetlen k�rnyezet�bensem, |x|, |y| < δ eset�n teljes�ljenek a 23.15 pont (6){(9) egyenletei, tov bb minden 1 ≤ j ≤ n eset�n az al bbi felt�telek is fenn llnak:(1) ∂3jH(x) vagy minden |x| < δ eset�n nulla, vagy egyetlen |x| < δ eset�nsem nulla;(2) ∂3jK(y) is vagy minden |y| < δ eset�n nulla, vagy egyetlen |y| < δ eset�nsem nulla;(3) ha ∂3jH 6= 0 vagy ∂3jK 6= 0, vagy mindkett� fenn ll, akkor ∂2jH(x) −

∂2jK(y) sem nulla egyetlen |x| < δ, |y| < δ p rra sem.



240 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seEnnek bizony¡t s ra induljunk ki olyan ε > 0 sz mb¢l, �s olyan x1 il-letve y1 pontokb¢l, amelyekre a H1(x) = ln(f1(x + x1)/f1(x1)) �s K1(y) =ln(f2(y+y1)/f2(y1)) f�ggv�nyek �rtelmezve vannak az orig¢ ε sugar£ k�rnye-zet�ben, �s ∂31H1 nem azonosan nulla az orig¢ egyetlen k�rnyezet�ben sem.Az ε 
s�kkent�s�vel el�rhet�, hogy b rmely x0, y0-ra, amelyre |x0 − x1| < εilletve |y0 − y1| < ε, a δ = ε − max{|x0 − x1|, |y0 − y1|} sugar£ k�rnyeze-ten �rtelmezve legyenek az (x0-t¢l illetve y0-t¢l is f�gg�) H(x) = ln(f1(x+
x0)/f1(x0)) illetve K(y) = ln(f2(y+y0)/f2(y0)) f�ggv�nyek. Vizsg ljuk mega H1 �s H, illetve K1 �s K f�ggv�nyek k�z�tti kap
solatot. El�g ki
siny εeset�n

H(x) = ln(f1(x+ x0)/f1(x0))= ln((f1(x+ (x0 − x1) + x1)/f1(x1)) − ln(f1(x0)/f1(x1))= H1(x+ (x0 − x1)) + ln(f1(x1)/f1(x0)).Ez azt jelenti, hogy H deriv ltjai az orig¢ k�r�l ugyan£gy viselkednek, mint
H1 deriv ltjai az x0 − x1 pont k�r�l. Hasonl¢an kapjuk, hogy

K(y) = K1(y + (y0 − y1)) + ln(f2(y1)/f2(y0)),azaz hogy K deriv ltjai az orig¢ k�r�l ugyan£gy viselkednek, mint K1 deri-v ltjai az y0 − y1 pont k�r�l.Vil gos, hogy sz�ks�g eset�n 
s�kkentve ε-t el�rhet�, hogy |x0|, |y0| < εeset�nH �sK teljes¡tse a 23.15 pontbeli (6){(9) par
i lis di�eren
i legyenlet-rendszert az orig¢ δ sugar£ k�rnyezet�n. Tekints�k az
X = {x ∈ Rn : |x| < ε, ∂31H1(x) 6= 0}ny¡lt halmazt. Ez egy Baire-t�r. Azon x ∈ X pontok Xj halmaza, ame-lyeknek vagy van olyan X-beli k�rnyezete, amelyen ∂3jH1 sehol sem nulla,vagy van olyan X-beli k�rnyezete, amelyen ∂3jH1 minden�tt nulla, s�r� ny¡lthalmaz X-ben. �gy a ∩n

j=2Xj halmaz s�r� ny¡lt r�szhalmaza X-nek. Le-gyen x2 ennek tetsz�leges pontja. Az x1 + x2 valamely k�rnyezet�b�l vett
x0 pontokra teljes�l (1). Hasonl¢an kapjuk az y2 pontot: Tekintj�k az
Y = {y ∈ Rn : |y| < ε} ny¡lt halmazt. Ez egy Baire-t�r. Azon y ∈ Y pontok
Yj halmaza, amelyeknek vagy van olyan Y -beli k�rnyezete, amelyen ∂3jK1sehol sem nulla, vagy van olyan Y -beli k�rnyezete, amelyen ∂3jK1 minden�ttnulla, s�r� ny¡lt halmaz Y -ban. �gy a ∩n

j=1Yj halmaz s�r� ny¡lt r�szhalmaza
Y -nak. Legyen y2 ennek tetsz�leges pontja. y1 + y2 valamely k�rnyezet�b�lvett y0 pontokra teljes�l (2). Meg kell m�g mutatnunk, hogy x0 �s y0 £gyis v laszthat¢, hogy (3) is teljes�lj�n. Ez induk
i¢val k�nnyen k�vetkezik.Legyen x0 = x1 + x2 �s y0 = y1 + y2. Ha (3) m r teljes�l 1 ≤ j < k eset�n,�s ∂3kH1(x2) = ∂3kH(0) 6= 0, akkor helyettes¡ts�k x2-t x2 + tek-val, ahol eka k-adik egys�gvektor, t pedig olyan ki
si, hogy az eddig m r teljes¡tett fel-t�telek tov bbra is fenn lljanak, ha pedig ∂3kH1(x2) = ∂3kH(0) = 0, akkor,felhaszn lva, hogy ∂3kK1(y2)) = ∂3kK(0) 6= 0, helyettes¡ts�k y2-t y2+ tek-val,



23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seahol t pedig olyan ki
si, hogy az eddig m r teljes¡tett felt�telek tov bbra isfenn lljanak. Ha ezekkel az £j x2, y2 �rt�kekkel £jra k�pezz�k x0 = x1+x2-t�s y0 = y1 + y2-t, akkor (3) m r teljes�l 1 ≤ j ≤ k eset�n.Most alkalmazhatjuk a 23.18 lemm t. Azt kapjuk, hogy l�teznek olyan
a′, ~a′, c, ~c, e′, ~e′ ∈ C konstansok, L,L′1, L′2 : Rn → C line ris lek�pez�sek �s
Q : Rn → C kvadratikus lek�pez�s, hogy az orig¢ el�g kis k�rnyezet�ben

H(x) = a′ + L′1(x) +Q(x) + lnσ(c(L(x) + e′, ω1, ω2)) �s
K(y) = ~a′ + L′2(y) +Q(y) + ln(~cσ(L(y) + ~e′, ω1, ω2))vagy
H(x) = a′ + L′1(x) +Q(x) + ln(cσ(L(x) + e′, ω1,∞)) �s
K(y) = ~a′ + L′2(y) +Q(y)vagy
H(x) = a′ + L′1(x) +Q(x) �s
K(y) = ~a′ + L′2(y) +Q(y) + ln(~cσ(L(y) + ~e′, ω1,∞)).Ez azt jelenti, hogy az x 7→ f1(x + x0) illetve y 7→ f2(y + y0) lek�-pez�sek a t�telben  ll¡tott el� ll¡t ssal rendelkeznek az orig¢ egy kis k�r-nyezet�ben. Azonban a 23.10 pontb¢l tudjuk, hogy ezek a f�ggv�nyek azorig¢ egy kis k�rnyezet�ben eleget tesznek egy (1) t¡pus£ f�ggv�nyegyen-letnek minden�tt analitikus, �s az orig¢ b rmely k�rnyezet�ben line risanf�ggetlen ~g1, ~g2, ~h1, ~h2 f�ggv�nyekkel a jobb oldalon. �gy alkalmazhat¢ r juka 23.12 lemma, �s kapjuk, hogy minden�tt a t�telben k¡v nt el� ll¡t ssalrendelkeznek. Ebb�l k�vetkezik, hogy m s a, ~a, e, ~e ∈ C konstansokkal �s

L1, L2 : Rn → C line ris lek�pez�sekkel az f1 �s f2 f�ggv�nyek is a t�telbenadott el� ll¡t s£ak.H tra van m�g annak az esetnek a vizsg lata, amikor minden x0 ∈ Rnpontra, amelyre f1(x0) 6= 0, aH(x) = ln(f1(x+x0)/f1(x0)) f�ggv�ny minden
∂3iH par
i lis deriv ltja nulla az orig¢ valamely k�rnyezet�ben, �s minden
y0 ∈ Rn pontra, amelyben f2(y0) 6= 0, a K(y) = ln(f2(y + y0)/f2(y0)) f�gg-v�ny minden ∂3iK par
i lis deriv ltja nulla az orig¢ valamely k�rnyezet�ben.Megmutatjuk, hogy ebben az esetben a t�tel  ll¡t sa L ≡ 0 v laszt ssal telje-s�l, azaz azt fogjuk megmutatni, hogy l�teznek olyan a, ~a komplex konstan-sok, L1, L2 : Rn → C line ris, illetve Q : Rn → C kvadratikus lek�pez�sek,hogy(4) f1(x) = exp(a+ L1(x) +Q(x)), ha x ∈ Rn �s

f2(y) = exp(~a+ L2(y) +Q(y)), ha y ∈ Rn.Itt is el�sz�r azt mutatjuk meg, hogy a fenti el� ll¡t s lok lisan teljes�l. A23.17 lemma (4)  ll¡t sa szerint b rmely x0-ra �s y0-ra, amelyre f1(x0) 6= 0



242 23.§ A Weierstrass-f�le szigma-f�ggv�ny jellemz�seilletve f2(y0) 6= 0, a megfelel�H illetveK f�ggv�nyekre alkalmas a′, ~a′ komp-lex konstansokkal, L′1, L′2 : Rn → C line ris illetve Q : Rn → C kvadratikusf�ggv�nyekkel
H(x) = a′ + L′1(x) +Q(x) �s
K(y) = ~a′ + L′2(y) +Q(y).Ebb�l, mivel f1(x+x0) = f1(x0) exp(H(x)) �s f2(y+y0) = f2(y0) exp(K(y)),£j v ltoz¢t vezetve be, m s a, ~a komplex konstansokkal �s L1, L2 : Rn → Cline ris lek�pez�sekkel az x0, illetve y0 egy k�rnyezet�ben

f1(x) = exp(a+ L1(x) +Q(x)) �s
f2(y) = exp(~a+ L2(y) +Q(y)).R�gz¡ts�nk egy x0, y0 p rt, �s tekints�k azt a maxim lis 0 < δ ≤ ∞ sugarat,amelyre f1 nem nulla az x0 pont δ sugar£ k�rnyezet�n. Mivel f1 analitikusezen a g�mb�n, a fenti el� ll¡t s teljes�l az eg�sz g�mb�n az x0, y0 p rhoztartoz¢ a-val, L1-el �s Q-val. Mivel δ <∞ eset�n az x 7→ a+ L1(x) +Q(x)f�ggv�ny korl tos lenne a g�mb�n, f1 nem lehetne folytonos, mert a g�mb�n

|f1|-nek l�tezne pozit¡v als¢ korl tja. Ez azt jelenti, hogy δ = ∞, azaz a fentiel� ll¡t s az eg�sz Rn-en teljes�l az x0, y0 p rhoz tartoz¢ a-val, L1-el �s Q-val. Hasonl¢an kapjuk, hogy f2 is fel¡rhat¢ (4) alakban az x0, y0 p rhoztartoz¢ ~a-al, L2-vel �s Q-val.
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