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I. ELOISMERETEK

A disszertacio fiiggvényegyenletek regularitasi tulajdonsagaival foglal-
kozik. Egységes keretbe foglalva tartalmazza az iteraciot nem tartalmazo
tobbvaltozés fliggvényegyenletek regularitasdval kapcsolatban kordbban el-
ért, kandidatusi disszertaciémban is szerepl6 eredményeimet (amelyek alap-
jan a Tudoményos Min6sité Bizottsag az akadémiai doktori értekezés be-
nyijtasdig el6irt varakozasi idé alél felmentett), valamint az azéta ebben a
témaban elért 1j eredményeimet. Szamos alkalmazast is targyal. A kandi-
déatusi disszertaciomban nem szereplé eredmények az 1., 7., 8., 9., 10., 11.,
12., 13., 14., 17., 18., 19., 20., 21., 22. és 23. paragrafusokban talalha-
tok, ezen paragrafusok nagy része teljesen 1j. A kandidatusi disszertaciém
jelentds részét képezd, a Haar-mérték invaridns kiterjesztéseivel foglalkozo
eredményeket bar kapcsoldodnak a témakorhoz — itt csak dsszefoglalom.
A disszertacié anyaga lényegében megegyezik a témakorbol tervezett kony-
vem anyagaval, de nem tartalmazza masok eredményeinek targyalasat. A
bevezetés is lényegében a tervezett konyv bevezetése, ami talan til részletes
egy disszertacidhoz. Mégis célszerlinek tiint ebben a formaban hagyni, mivel
igy az anyag esetleg olyanok szamadra is hasznos lehet, akik a témakorrel csak
most ismerkednek, és ebben a témakorben kivinnak dolgozni.
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1.§ Bevezetés

1.1. Altaldnos megjegyzések és egyszeru példak. Mint legegy-
szerlibb példat, tekintsiik a legjobban ismert fiiggvényegyenletet, a Cauchy-
egyenletet:

(1) flx+y) = f(z)+ fy).

Itt az ismeretlen az f fiiggvény. Szélesebb értelemben a differencidlegyenle-
tek, integralegyenletek, variacios problémak, stb. is fiiggvényegyenletek, de
mi ezt a kifejezést sziikebb értelemben fogjuk hasznalni, csak olyan egyenle-
tekre, amelyekben olyan infinitezimalis operacidk, mint differencialas és in-
tegralas, nem szerepelnek. A formalis definiciét illetGen lasd Aczél konyvét:
[3], 0.1. A fenti (1) fiiggvényegyenlet pontos megadasdhoz hozzatartozik an-
nak a fiiggvényhalmaznak a megadasa, amelynek elemei kozott a megoldast
keressiik. Meg kell adnunk tovabbd az x és y valtozok azon (x,y) parjainak
halmazat, amelyekre az egyenletnek teljesiilni kell: ez a fiiggvényegyenlet
értelmezési tartomanya. Példaul, kereshetjiik mindazokat az f : R — R
mérhetd fiiggvényeket, amelyekre (1) fennédll minden (x,y) € [0, o] x R-re.
Olyan feltételeket, mint mérhetdség, Baire-tulajdonsag, folytonossdg minde-
niitt vagy egy pontban, korlatossag, differencidlhatésdg, analitikussag, stb.,
regularitasi feltételeknek szokas nevezni. Egyébként, ha egy adott halmazt
egy masik adott halmazba leképezo sszes fiiggvények halmaziaban keressiik
a megoldast, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvényegyenlet altalanos megol-
ddsat hatarozzuk meg.

Rendszerint a fiiggvényegyenlet értelmezési tartomanya a valtozok dsszes
olyan pérjainak (vagy tobbeseinek) halmaza, amelyekre az egyenlet mindkét
oldala definidlva van. Példdul, ha azt mondjuk, hogy f : R — R a Cauchy-
egyenlet megoldasa, akkor ebbe implicit médon beleértjiik, hogy (1) minden
(z,y) € R x R-re teljesiil. Ha az egyenlet értelmezési tartomanya nem a
legb6vebb halmaz, amelyre mindkét oldal definidlva van, akkor sziikitett ér-
telmezési tartomanyu egyenletrdél beszéliink; a feltételes egyenlet elnevezés
is szokdsos, kiilonosen, ha az egyenlet értelmezési tartoméanya a megoldas-
fiiggvénytol vagy fiiggvényektol is fiigg.

A Cauchy-egyenlet egy kétviltozos egyenlet: a véltozokat (1)-ben z-
szel és y-nal jeloltiik. Olyan fiiggvényegyenleteket, mint f(z) = f(—z),
f(z) = —f(—x), f(2z) = f(x)?, vagy példaul a differenciaegyenletek egyval-
tozos egyenleteknek neveziink. Ez az ,egy valtozé” lehet vektor valtozé is; a
kifejezést ugy értjiik, hogy nincs tobb valtozé az egyenletben, mint az isme-
retlen fiiggvény valtozoinak szama, illetve az ismeretlen fiiggvények valtozoi
szamanak minimuma. Egyébként tobbvaltozds fiiggvényegyenletrdl beszé-
liink. Ez a megkiilonboztetés nagyon hasznos a gyakorlatban. Nagy kiilonb-
ség van az egyvaltozos és a tobbvaltozos egyenletek megoldasara hasznalt
mobdszerek kozott. Egyvaltozos egyenletekkel kapcsolatban Kuczma [110]
illetve Kuczma, Choczewski, Ger [112] konyvére utalunk.

Az egy- és tobbvaltozos egyenletek kizotti megkiilonboztetés, és mindaz,
amit valtozokrol, értelmezési tartomdanyroél, reguléris és altaldnos megolda-
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sokr6l mondtunk, értelemszertien alkalmazhaté fiiggvényegyenlet-rendszerekre
is.

Tovabbi egyszerti példak fiiggvényegyenletekre Cauchy exponencialis
egyenlete:

(2) fla+y) = f(@)f(y),
Cauchy hatvdny-egyenlete:

(3) flzy) = f(2)f(y),
és Cauchy logaritmikus egyenlete:

(4) flay) = f(2) + f(y).

Jol ismert jelenség, hogy egyetlen fiiggvényegyenlet szdmos ismeretlen
fiiggvényt determindlhat. Ez a helyzet példaul a Cauchy-egyenlettel analég,
tobb ismeretlen fiiggvényt tartalmazé Pexider-egyenletnél:

(5) filz+y) = fa(z) + f3(y).

A fenti egyszeri (1)—(5) fiiggvényegyenleteket mint egyszerii példakat
fogjuk haszndlni. Részletes vizsgdlatuk megtaldlhaté Aczél [3] illetve Aczél
és Dhombres [16] konyvében.

1.2. Egyszerii példdk: sima megolddsok. Az f(z+y) = f(x)+f(y)
Cauchy-egyenlet egy f : R — R megoldédsardl tegyiik fel, hogy analitikus.
y = x helyettesitéssel az f(2z) = 2f(x) egyvaltozds egyenletet kapjuk. Az
analitikussag olyan erés feltétel, hogy még ennek az egyvéltozos egyenletnek
sincs til sok analitikus megolddsa. Az f(x) = ¢o+ c1x + ... megoldasra azt
kapjuk, hogy

co + 2c1x 4+ desx® + ... = 2¢0 + 2¢1x + 2c02 + . ..

az origd egy kornyezetében, és igy a megoldas csak f(z) = cx lehet egy
tetszlleges ¢ = c¢; konstanssal. Helyettesités mutatja, hogy ez tényleg meg-
oldasa a Cauchy-egyenletnek.

Cauchy f(x +y) = f(x)f(y) exponenciilis egyenletének esete sokkal
érdekesebb. Ugy mint fent, kapjuk az egyvaltozés f(2z) = f(x)? egyenletet,
és ha f: R — R analitikus, f(x) = co + c1z + ..., akkor azt hogy

co + 201 + deg® + ... = cg + 2cpc1x + (2¢0c2 + c%)x2 +....
Innen ¢y = c3. Két lehetdség van. Az elsd, hogy ¢y = 0, amibdl kovetkezik,

hogy ¢, = 0 minden n-re, és igy hogy f = 0. A masodik, hogy ¢y = 1.
Ebben az esetben c; tetszlleges lehet, és a

n
2"¢,, = E CiCr—i-
i=0
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egyenletekbdl ¢ = ¢; jeloléssel indukciéval azt kapjuk, hogy ¢, = ¢"/nl.
gy az analitikus megoldasok f(z) = Yo gca™/n! = exp(cx) alakiak.
Ugyanezzel a mdédszerrel megkaphatjuk a komplex analitikus f : C — C
megoldasokat is. Vegyiik észre, hogy ez az elegdns mddszer az exponencidlis
fiiggvény (és a vele kapcsolatos sin, cos, sinh és cosh fiiggvények) bevezeté-
sének olyan mdédja, amely csak a hatvanyozas legalapvetobb tulajdonsagara
épiil. Pontosan ez motivalta Cauchy-t az 1.1.(1)-1.1.(4) egyenletek vizsga-
latdban: a hatvanyfiiggvények bevezetésénél a pontatlan okoskodasokat és
,circulus viciosus”-t akarta elkeriilni. Lasd a torténeti megjegyzéseket Aczél
és Dhombres [16] konyvében, 365 371. o.

Tegyiik fel most, hogy a kétszer differencidlhaté f: R — R megoldaso-
kat keressiikk. Az f(x +y) = f(z) + f(y) Cauchy-egyenlet esetén differenci-
aljuk mindkét oldalt y szerint. Ez ,,megoli” az els6 tagot a jobb oldalon, és
azt kapjuk, hogy f'(x +vy) = f'(y), ha =,y € R. Megint differencidlva, de
most x szerint, ,,mego6ljiik” a méasik tagot is a jobb oldalon, és azt kapjuk,
hogy f”(x 4+ y) = 0. Innen y = 0 helyettesitéssel az f”(x) = 0 differencidle-
gyenletet kapjuk. Ennek az egyenletnek minden megoldasa f(z) = ¢o + cx
alakt, ahol ¢y, c € R konstansok. Visszahelyettesitve az eredeti fiiggvénye-
gyenletbe, latjuk, hogy ¢y = 0, és azt kapjuk, hogy a kétszer differencidlhato
megoldasok pontosan az f(x) = czx alaku fiiggvények.

Ez az egyszerii példa jél mutatja az ,,elég sima” megolddsok meghata-
rozasara hasznalt altalanos modszer lényegét. Az altaldnos taktika egyes ta-
gokat ,, megdlni” egy-egy alkalmas differencidloperatorral, és végiil megfelel
helyettesitéssel egy differencidlegyenletet kapni. Rendszerint alkalmas he-
lyettesitések vagy az egyenlet bizonyos szimmetridinak felhasznélasa alacso-
nyabb foku differencidlegyenletet eredményez. Példaul az f'(z + y) = f'(y)
egyenletb6l y = 0 helyettesitéssel azonnal azt kapjuk, hogy f/(z) = ¢ a
¢ = f'(0) konstanssal, ami egy elsérend(i differencidlegyenlet. Cauchy expo-
nencialis egyenlete: f(x +y) = f(z)f(y) esetében hasonléan kapjuk, hogy
fl(x+y) = f(x)f'(y), és y = 0 helyettesitéssel, hogy f/'(z) = cf(x), ahol
c= f(0).

Vegyiik észre, hogy mindkét esetben az egyszer differencialhaté megol-
dasok ugyanazok, mint az analitikus megoldasok.

1.3. Egyszeru példak: regularitasi tulajdonsagok. Hogyan kap-
hatjuk meg a fenti példdk, a Cauchy-egyenlet, illetve Cauchy exponencidlis
egyenlete esetén joval gyengébb regularitasi feltételek mellett a megoldéso-
kat? Egy altaldnos moédja ennek az, hogy megmutatjuk, a gyenge regulari-
tasi feltételbdl, példaul a folytonossaghol vagy a mérhetdséghbdl joval erdsebb
regularitasi feltételek kovetkeznek, példaul a megoldésok differencidlhatéak
vagy analitikusak. Péld4ul figyeljiik meg, hogy mindkét fenti esetben a meg-
oldasokra kapott differencialegyenletbdl kovetkezik, hogy a megoldasok ana-
litikusak (lasd Dieudonné [39], 10.5.3).

Ha f : R — R folytonos megoldas, akkor a Cauchy-egyenlet esetén
mindkét oldalt integralva a pozitiv hosszisigi [a,b] intervallum felett azt
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kapjuk, hogy

b b
f@0-a) = [ fatpds- [ f)dy
Bevezetve az 1] u = x + y valtozot azt kapjuk, hogy

x+b b
f@ =5 [t [ sy

+a

A jobb oldal differencidlhato, igy kapjuk, hogy f is differencidlhaté. Ha f
kétszeri differencidlhatésagara akarunk kovetkeztetni, hasonlé okoskodast al-
kalmazhatunk az eredeti egyenletbdl z szerinti differencidlassal kapott f/(z+
y) = f'(x) egyenletre, stb.

Cauchy exponencidlis egyenlete esetén f = 0 is folytonos f : R — R
megoldas. Ha f(yo) # 0, akkor valaszthatunk olyan [a, b] kirnyezetét yo-
nak, amelyre f(y)/f(yo) > 1/2 minden y € [a, b]-re. Integralva azt kapjuk,

hogy , ,
ﬂ@/f@@:/fw+ww
e JEe ) d
2 = Jata JHW A
I 12 f(y) dy

Ebbd6l kiovetkezik, hogy f differencialhaté. Itt is hasonlé meggondolasok al-
kalmazhatdk az eredeti egyenletbdl = szerinti differencidlassal kapott f/(z +
y) = f'(x)f(y) egyenletre, és azt kapjuk, hogy a megoldas kétszer differen-
cidlhaté, sth.

Most vizsgaljuk a Cauchy-egyenlet egy f : R — R mérheté megol-
dasat. Legyen [a,b] egy intervallum pozitiv 7 hosszal. Legyen zy € R
tetszbleges. Luzin tétele szerint létezik [xg + a,xo + b]-nek legalabb 3n/4
Lebesgue-mértékii C; kompakt részhalmaza, amelyre f|C; folytonos. Ha
|z — xq| < n/8, akkor a C; — x halmaz része a C' = [a — n/8,b + n/8] hal-
maznak. Mivel C'\ (C7 — ) és C'\ (C1 — ) Lebesgue-mértéke legfeljebb
n/2, nem fedhetik le C-t. Igy a (Cy — ) N (C1 — ) metszet nem iires.
Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Mivel f|Cy egyenletesen folytonos, van olyan
5 > 0, amelyre u,u’ € C1, |u— /| < § esetén |f(u) — f(u')| < e. Tgy ha
|z — zo| < min{n/8,d}, akkor barmely y € (C1 — xg) N (C1 — x)-szel azt
kapjuk, hogy

[f(2) = fleo)l < [fz+y) = flmo+ )+ [f(y) = fFW)] <e,

azaz f folytonos xg-ban. Mivel zy tetszbleges volt, f mindeniitt folytonos.
Ugyanez a mddszer Cauchy exponencidlis egyenletére is alkalmazhatd, ha
bevezetjiik a t = x + y 1 valtozét x helyett, azaz ha az ekvivalens f(t) =
f(t —1vy)f(y) egyenletre tériink At.
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Vegyiik észre, hogy az f(zy) = f(z) + f(y) egyenletnek, Cauchy loga-
ritmikus egyenletének nincs més f : R — R megoldasa, mint f =0; ez y =0
helyettesitéssel kovetkezik.

Az f(zy) = f(z) f(y) egyenlet, Cauchy hatvdny-egyenlete esetén vannak
olyan f : R — R megoldasok, amelyek mérhetoek, de nem folytonosak,
folytonosak, de nem differencidlhatéak, stb. Val6ban, az x +— |z|¢ és © —
|z|“sgn x fiiggvények megolddasok barmely ¢ € R esetén, ha 0°-t gy érjiik,
hogy 0 minden ¢ € R-re.

1.4. Hilbert 6t6dik problémaja. Hilbert az 1900-as Nemzetkozi Ma-
tematikai Kongresszuson ismertetett nevezetes 6todik problémaéja ([56], 304. o.)
mint ismeretes azt kérdezi, hogy!

3

“a folytonos transzformaciocsoport Lie-féle fogalma a fiiggvények
differencialhatosaganak feltételezése nélkiil vizsgalataink szamara
mennyire hozzaférhets”,

kozelebbrol?,

“vajon valamilyen megfelel6 1j valtozdk és paraméterek bevezeté-
sével a csoport nem transzformalhaté-e at gy, hogy a definidlé
fiiggvények differencialhatéak legyenek, ...”.

Hilbert, kifejtve hogy a csoport-tulajdonsag egy fiiggvényegyenlet-rendszerben
fejez6dik ki, igy folytatja®:

“Ezek a kérdések altalaban a fiiggvényegyenletek széles és érde-
kes teriiletére vezetnek benniinket, amelyeket eddig féleg a fellépo
fiiggvények differencidlhatésaganak feltételezése mellett vizsgaltak.
Kiilonosen az ABEL (Oeuvres, 1. kdt., 1., 61., 389. o.) altal oly sok
éleselméjliséggel kezelt fiiggvényegyenletek, a differenciaegyenletek,
és mas, az irodalomban el6forduldé egyenletek onmagukban nem
mutatjak, mi kényszeriti ki a fellép6 fiiggvények differencialhatosa-
ganak kovetelményét, és bizonyos egzisztencia-bizonyitasok a vari-
aciészamitasban kozvetleniil ahhoz a feladathoz vezettek, hogy egy

L« . inwieweit der Liesche Begriff der kontinuierlichen Transformationsgruppe auch

ohne Annahme der Differenzierbarkeit der Funktionen unserer Untersuchung zugénglich
ist.”

2“es ensteht mithin die Frage, ob nicht etwa durch Einfiihrung geeigneter neuer
Verédndertlicher und Parameter die Gruppe stets in eine solche iibergefiihrt werden kann,
fir welche die definierenden Funktionen differenzierbar sind, ...”.

3 “Uberhaupt werden wir auf das weite und nicht uninteressante Feld der Funktional-
gleichungen gefiihrt, die bisher meist nur unter der Voraussetzung der Differenzierbarkeit
der auftretenden Funktionen untersucht worden sind. Insbesondere die von ABEL (Werke,
Bd. 1, S. 1, 61, 389) mit so vielem Scharfsinn behandelten Funktionalgleichungen, die Dif-
ferenzengleichungen und andere in der Literatur vorkommende Gleichungen weisen an sich
nichts auf, was zur Forderung der Differenzierbarkeit der auftretenden Funktionen zwingt,
und bei gewissen Existenzbeweisen in der Variationsrechnung fiel mir direkt die Aufgabe
zu, aus dem Bestehen einer Differenzengleichung die Differenzierbarkeit der betrachteten
Funktionen beweisen zu miissen. In allen diesen Féllen erhebt sich daher die Frage, in-
wieweit etwa die Aussagen, die wir im Falle der Annahme differenzierbarer Funktionen
machen kénnen, unter geeigneten Modifikationen ohne diese Voraussetzung giiltig sind.”
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differencidlegyenlet felallitasdhoz a vizsgdlt fiiggvények differenci-
alhatéosagat kellett bizonyitani. Mindezekben az esetekben ezért
felmeriil a kérdés, mennyiben maradnak hasonlé allitasok, amelye-
ket a szerepld fiiggvények differencialhatosaganak feltételezésével
bizonyithatunk, érvényesek ezen feltételezés nélkiil megfelel6 mo-
dositasok mellett.”

(Hilbert kiemelései.) Ezutan Hilbert idézi Minkowskinak egy, az

fle+y) < flx)+ fly) z,y € R"

fiiggvényegyenlétlenség megoldasainak bizonyos feltételek melletti parcidlis
differencidlhatésagara vonatkozd eredményét, majd megjegyzi, hogy bizo-
nyos fiiggvényegyenleteknek, példaul az

flz+a) = f(z) = g(x),
flz+p) = f(x) =0,

fiiggvényegyenlet-rendszernek, ahol o, 8 adott valés szamok, g pedig adott
valés fiiggvény, lehet olyan f megoldasa, amely folytonos, de nem differen-
cidlhato, még akkor is, ha g analitikus fiiggvény.

Mai nyelven szokas Hilbert 6todik problémajat gy fogalmazni, hogy
igaz-e, hogy egy lokdlisan euklidészi csoport Lie-csoport? Lathatjuk azon-
ban, hogy 6todik problémajanak masodik felében Hilbert sokkal altalano-
sabban fogalmazva olyan problémdékra hivja fel a figyelmet, amelyeket ma
regularitdsi problémaknak szokas nevezni: fiiggvényegyenletekre, differen-
cidlegyenletekre, és mas egyenletekre megmutatni, hogy a differencidlhato-
sagi feltételek sokkal enyhébb feltételekkel helyettesithetSk (esetleg megfe-
lel6 médositasok utan). Ez a gondolat Hilbert tizenkilencedik és husza-
dik problémajaban is visszatér, varidciészamitassal és parcialis differencia-
legyenletekkel kapcsolatban. Lasd Zeidler [165] konyvét, II/A, 86-93. 0. A
Hilbert-problémakkal kapcsolatban lasd az Alexandrov altal szerkesztett [19]
konyvet.

1.5. Altaldnos séma fliiggvényegyenletek megoldasara. A fenti
egyszeri példédk, valamint Hilbert 6todik probléméjanak mésodik fele az
alabbi altalanos sémat sugalljék fiiggvényegyenletek regularis megoldésainak
meghatarozasara:

(1) Regularitasi tételek felhasznédldsaval mutassuk meg, hogy a fiiggvény-
egyenlet minden megoldasa, amely valamely , gyenge” regularitdsi fel-
tételnek eleget tesz — példaul mérhets, Baire-tulajdonsagi, stb. —,
,eros” regularitasi feltételeket is kielégit, példaul lokalisan integralhato,
folytonos, néhanyszor differencialhaté vagy analitikus.

(2) Hatdrozzuk meg az ,er6sen” reguldris megoldasokat, az egyenletet mas
tipusu egyenletre differencidlegyenletre, integrdlegyenletre, a hat-
vanysoranak egyiitthatéira vonatkozd egyenletrendszerre, stb. ve-
zetve vissza, vagy a fliggvényegyenletek elméletének specidlis modszereit
hasznélva.
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Dolgozatok szazai illusztraljdk ezt a bevéalt médszert. A (2) 1épésben
a fiiggvényegyenlet specidlis tulajdonsagait, altalanos tapasztalatokat és al-
kalmi otleteket hasznalunk: specidlis helyettesitéseket, az egyenlet szimmet-
ridit, integraltranszformaciokat, egyes tagok ,, megolését” alkalmas differen-
cidloperatorokkal, stb. Szdmos fiiggvényegyenletekkel foglalkozé konyvben
és cikkben talalunk példakat. Az aldbbi konyvek tobbvaltozos fiiggvénye-
gyenletekkel kapcsolatos bevezetd jellegli anyagot tartalmaznak: Aczél [2],
[5]; Hille [57]; Kuczma [111]; Saaty [138], section 3. Toébbvéltozos fiiggvénye-
gyenletekkel kapcsolatos monografidk Aczél [1], és a bévebb [3] angol kiadés,
valamint Aczél-Dhombres [16]. Féleg specidlis témakat targyalnak: Aczél [8]
(tarsadalomtudoményok); Aczél-Dardczy [15] (informaciomértékek); Aczél-
Golab [18] (geometria); Dhombres [35] (feltételes Cauchy-egyenletek); Eich-
horn [40] (kozgazdasdgtan); Székelyhidi [158] (konvoliicié tipusi egyenletek).

Lasd még a [7], [10], [104] attekinté dolgozatokat, a [12] kitet attekintd
dolgozatait, az Aequationes Mathematicae koteteit, és fiiggvényegyenletek-
kel kapcsolatos dolgozatok ott rendszeresen megjelené folytatolagos bibliog-
rafidjat.

Ennek a disszertacionak a f6 témaja az els6 lépéssel foglalkozik: alta-
ldnos regularitasi tételeket fogunk bizonyitani fiiggvényegyenletek egy széles
osztalyara, a tobbvaltozds, iteraciot nem tartalmazo egyenletekre. Ered-
ményeink valaszt adnak Hilbert 6todik problémaéaja masodik felének nagy
részére ezen osztaly esetén. Még ebben a sziikebb témakorben is lehetetlen
minden dolgozatra hivatkozni, amely valamely specidlis egyenlet regulari-
tasanak kérdésével foglalkozik. Csak a fent idézett konyvekre, dsszefoglald
dolgozatokra, az Aequationes Mathematicae koteteire és az ott megjelent
bibliografidira utalhatunk. A tobbvaltozés fiiggvényegyenletek dltalanos ti-
pusaira vonatkozé regularitdsi eredmények egy részére a jelen disszertacio
megfelel6 paragrafusanak bevezetésében utalunk.

Miel6tt a regularitasi problémak targyalasaba kezdenénk, roviden atte-
kintjiik a ,,sima” megoldasok meghatarozasara szolgalé mddszereket.

1.6. Altaldnos médszerek fliiggvényegyenletek ,,sima” megol-
dasainak meghatarozasara. Bevezeto példaként két médszert mutattunk
be: analitikus megoldasok meghatarozasat az egyiitthatokra kapott egyen-
letrendszer megoldasaval, és a fliggvényegyenlet visszavezetését differencidl-
egyenletre. Kz a masodik médszer kiilonosen széles korben hasznalatos, és
rendszerint a ,,sima” megoldasok meghatarozasanak legkényelmesebb mdd-
jat biztositja. Tovabbi példakat Aczél [3] konyvében talalhatunk, 14sd kiils-
nosen a 4.2.1, 4.2.4 pontokat. A differencidlegyenlet levezetése rendszerint
a tagok differencidloperatorokkal torténd ,,megolését”, specidlis helyettesité-
seket, valamint az egyenlet specidlis szimetridit hasznalja. A

> hilw ) fi(gi(e,v) = hzy),  (a,y) € D C R,

linedris fiiggvényegyenlet-tipusra, ahol fy, f1,..., f, az ismeretlen fiiggvé-
nyek, Pales [134] dolgozata egy altalanos algoritmikus mddszert ismertet.
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Péles alapgondolata az, hogy a helyettesitéseket az utolsé 1épésnek hagyja,
és megmutatja, hogy megfelelden valasztott differencidloperatorok segitségé-
vel egy tipus, mondjuk az fo(go(x,y)), fi(g90(z,y)), sth., tipusiak kivételével
az Osszes tobbi tag ,, megolhetd”. Ekkor mar barmely t = go(x, yo) helyettesi-
tés differencidlegyenletet eredményez. Néhany mas fiiggvényegyenlet-tipusra
is 1étezik algoritmikus megoldasi médszer. Példaul Vincze mddszerét kell itt
megemliteniink (lasd Aczél [3], 4.2.5.). De még igen messze vagyunk at-
t6l, hogy algoritmikus maddszerrel legyiink képesek megoldani az tijonnan
felmeriil6 fiiggvényegyenletek nagy részét.

Megemlitjiik, hogy bizonyos fiiggvényegyenletek integralegyenletre re-
dukalhatok. Ezt a mddszert nem mutatjuk be itt; lasd Aczél [3] konyvét,
4.1.2.

Fontos médszer integraltranszformaciok felhasznalasaval egyszertibb fiigg-
vényegyenletre redukélni az egyenletet. Aczél [3] konyve, 4.1.1, ezt a m6d-
szert is bemutatja. Székelyhidi [156] konyve szdmos fiiggvényegyenlettel fog-
lalkozik, f6leg Abel-csoportokon. A vizsgalatokban a Fourier-transzformécio
és finomitasai, valamint a spektralszintézis jatszanak f6 szerepet. Lasd még
a kozos attekintd cikkiinkben [104] hivatkozott dolgozatokat.

Néha egy fiiggvényegyenletre a megoldas kozvetleniil megkaphato az
egyenletbdl egy siirti halmazon. Ilyenkor a folytonos megoldasok megkapha-
ték, ha a pontokat e stirti halmaz pontjaival kozelitjiik. Példaul, a Cauchy-
egyenletnél x = y = 0 helyettesitéssel f(0) = 0, és indukciéval f(nz) =
nf(x), ha n € N. Az y = —z helyettesités mutatja, hogy f(—z) = —f(x),
igy a fenti osszefiiggés minden n € Z-re teljesiil. Most x/n-et helyettesitve
 helyett kapjuk, hogy f(z/n) = f(z)/n, ha 0 #n € Z. Igy f(ra) = rf(x),
ha r € Q. Ez mutatja, hogy f(1) meghatdrozza f értékeit a raciondlis pon-
tokban, és a valds szdmokat raciondlis szamokkal kozelitve azt kapjuk, hogy
a folytonos megoldasok f(x) = cx alakiak, ahol ¢ = f(1). Tovdbbi példékat
Aczél [3] konyvében taldlhatunk, section 2.

Egy masik médszer, hogy a fiiggvényegyenletet egy olyan fiiggvény-
egyenletre vezetjiik vissza, amelynek megolddsa mar ismert. Ezen a (lénye-
gében algebrai) médon rendszerint az egyenlet dltaldnos megoldasét is si-
keriil meghatarozni. A regularis megoldasokat rendszerint a masik egyenlet
reguldris megolddsaibol kapjuk, igy ezek is meghatarozhaték. Szamos pél-
dat taldlhatunk erre az Aczél [3] illetve Aczél-Dhombres [15] konyvekben.
Pusztan az altalanos megoldés ismerete nem mindig teszi lehetévé, hogy a
regularis megolddsokat kénnyen megkapjuk. Példaul, a Cauchy-egyenlet &l-
talanos megoldasa a kovetkezo: rogzitsiink egy tetszoleges B bazisat R-nek
Q felett, egy Hamel-bazist. Minden x valds szam egyértelmiien felirhato,
mint a b; baziselemek r; racionalis egyiitthatokkal vett ) . r;b; véges linea-
ris kombinacidja. Barmely f : B — R fiiggvény egyértelmiien terjesztheto
ki az f(xz) =Y, r;f(b;) osszefiiggéssel a Cauchy-egyenlet egy megolddsava.
Vegyiik észre, hogy még ebben a nagyon egyszerii esetben sem vilagos koz-
vetleniil — regularitasi tételek nélkiil — hogy mely megolddsok mérhetoek.

Egy tovabbi moddszer, amely csak nagyon gyenge regularitasi feltevé-
seket hasznal, az tgynevezett , disztribiicié médszer”, amelyet Fenyd [43]
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kezdeményezett. Az alapotlet, hogy a folytonos (vagy lokalisan integrélha-
t6) megoldasok Schwartz-féle disztribiicicknak tekinthetSk, és az egyenlet
disztribiciok kozott fennallé egyenletnek tekintheté. Hasonld triikkokkel,
mint a sima megolddsok esetén, de altaldban tobb technikai problémaéval,
disztribiciokra vonatkozo differencidlegyenleteket kaphatunk. Végiil a diszt-
ribiicié megoldasokrdl kideriil, hogy (sima) fiiggvényekhez tartozé reguléris
disztribiciok. Lasd Baker [23], [24], [25] dolgozatait ezzel a médszerrel kap-
csolatban.
Végiil néhany megjegyzés. Altaldnos célokra a legegyszeriibb mdodszer
ha lehet, 4dltaldnos  regularitasi tételek segitségével bebizonyitani, hogy
a keresett regularis megoldasok néhanyszor differencidlhatoak, majd diffe-
rencidlegyenletet keresni a megoldasokra. Rendszerint a tobbi mddszernél
sem tudjuk elkeriilni a regularitasi tételeket. Azok a mddszerek, amelyek
gyengébb regularitisi feltételeket hasznalnak, rendszerint bonyolultabbak,
és nem alkalmazhaték a legdltalanosabb esetekben. Példdul, a disztribicié
modszernél, problémat okoz hogy a Schwartz-féle disztribiicidk kézott nincs
szorzas definidlva. Schwartz lehetetlenségi tétele szerint ez nem is tehetd
meg kielégité mdédon. Még kevésbé lehetséges disztribucidkat tetszoleges
tobb valtozds C*° fiiggvényekbe helyettesiteni. Ez a disztribicié mddszer
hasznélatat olyan egyenletekre korlatozza, amelyek nincsenek til messze a
linearistol.

1.7. Tobbvaltozds, iteraciét nem tartalmazé egyenletek. A je-
len disszertacié {6 témaja altalanos regularitasi tételek bizonyitasa. Szamos
fiiggvényegyenlet-tipusra ilyen regularitasi tételek a tapasztalatok szerint
nem teljesiilnek. A Hilbert altal is emlitett (lasd 1.4), egyvaltozos fiigg-
vényegyenletek mellett szdmos, az ismeretlen fiiggvényeket egymadsba he-
lyettesitve tartalmazo, ,iterdlt” egyenletnek is van folytonos, de nem dif-
ferencidlhaté megoldasa. Ilyen példaul az elszor Aczél és Benz [13] éltal
vizsgalt

flatf@)=f)+f@+y-fl@) 2yeR f:R-R

egyenlet, amelynek 6sszes folytonos megoldasat Dardezy [31] hatdrozta meg,
és amelynek megolddsai az = — %(w + |x|) fiiggvények is. A Hilbert 6todik
problémaéjanak els6 felében fellépo, a csoportaxiémakat leird fiiggvényegyenlet-
rendszer is specialis kezelést (dtkoordinatazast) igényel. Bér példaul Aczél
[4] dolgozatdban igen altaldnos feltételek mellett bebizonyitja, hogy az

f@+y) = hlz, f(2), f(y), g, f(2), W), flg2(, f(2), f(y)), -,
f(gg($,f($),f(y),f(g4($,f(x),f(y))),f(g5($,f($),f(y))), s 7))7 e )

fiiggvényegyenlet valos valtozos, valds értékii f megoldasai monotonak, ugy
gondolom, iteraciot tartalmazé egyenletek esetén még nem beszélhetiink Al-
talanos elméletrél. Azonban azokra a tobbvaltozds fiiggvényegyenletekre,
amelyeknél az ismeretlen fiiggvények nincsenek 6nmagukba vagy egymasba
helyettesitve, altaldnos regularitasi tételeket bizonyithatunk be. E disszer-
tacio fo témajat ilyen tételek alkotjak.
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Célunk a ,legdltalanosabb” iteraciét nem tartalmazé tobbvaltozos

(1)
H(X7Y7f(G(X7Y))7fO (GO(va))vfl (Gl(va))v 7fn (Gn(X7Y))) =0

egyenlet vizsgdlata, ahol (X,Y) egy E halmaz eleme. Itt f, fo, f1,..., fn az
ismeretlen fiiggvények, a tobbi fiiggvény ismert. A valtozdk és a fiiggvény-
értékek is vektorok. A fenti egyenlet az x = G(X,Y) 1ij viltozd bevezetésé-
vel, és f(x)-et kifejezve az egyenletbdl, dltaldban egy valamivel egyszeriibb
alakra hozhatd, amely vizsgadlataink céljainak jobban megfelel. Szamos eset-
ben még egy Uj y = Go(X,Y) véltozét bevezetve elérhetjiik, hogy
egy masik ismeretlen fiiggvényben pedig csak az y valtozd szerepeljen, igy
egyenletiinket az

(2) f(x):h($,y,f0(y),f1 (gl(wvy))w" 7fn (gn(x,y))), (.f,y) €D

alakra hozhatjuk. Mivel céljainknak legjobban az egyenletnek ez az ,, expli-

cit” alakja felel meg, altaldban ezt az alakot fogjuk hasznalni, és nem bonyo-

litjuk feleslegesen a tételeket a fenti — altaldban csak lokalisan elvégezhetd
atalakitasok feltételeinek vizsgalataval.

Az utébbi egyenletben fy szerepeltetése — és igy az y = Go(X,Y) 4j
valtozd bevezetése is  feleslegesnek tlinik. Azonban fj kivételes szerepet
jatszik a jobb oldalon szerepl6 ismeretlen fiiggvények kozott. Mint azt San-
der [144] egy problémaja mutatja (1asd 21.2), gyakran fy-ra gyengébb, vagy
egyaltalan semmilyen feltételt sem kell kiréni. Az adott fiiggvényekre elso-
sorban simaségi feltételeket fogunk el6irni. Egyszeri példak mutatjak, hogy
ezek a feltételek nem hagyhatdk el. Természetesen fel kell tenniink, hogy az
egyenlet jobb oldala tényleg fiigg y-tdl, és igy az egyenlet nem egy egyvalto-

z0s egyenlet. Ez biztosan teljesiil, ha feltessziik, hogy a a—gl matrixok rangja

maximalis. Rendszerint feltessziik, hogy D nyilt halmaz.

Célunk annak vizsgédlata, hogy a Lebesgue-mérhetd, illetve a Baire-
tulajdonsdgi megoldasok analitikusak-e? Olyan tipusi allitasokat szandé-
kozunk bebizonyitani, hogy ha az adott fiiggvények ,elég szépek”, és az
f1, fo, ..., fn ismeretlen fiiggvények rendelkeznek egy regularitdsi tulajdon-
saggal, akkor az f fliggvény is rendelkezik egy regularitasi tulajdonsiggal,
amely ., eggyel jobb”.

Az alabbi lépések alkalmazasa tiinik célszeriinek:
I) a mérhet6ségbol kovetkezik a folytonossag;

(

(IT)  a Baire-tulajdonsigi megoldasok folytonosak;

(ITII)  a folytonos megoldasok majdnem mindeniitt differencidlhatéak;
(

IV) a majdnem mindeniitt differencidlhaté megoldédsok folytonosan diffe-
renciadlhatéak;

(V) minden p-szer folytonosan differencidlhaté megoldés p+ 1-szer is foly-
tonosan differencialhato;

(VI) a végtelen sokszor differencidlhaté megolddsok analitikusak.
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Ha f = fo = f1 = --- = f., akkor a fenti 1épések alapjan, lépésenként
kaphatjuk, hogy a mérhetd, illetve Baire-tulajdonsagi megoldasok analiti-
kusak. Ha ez nem &ll fenn, akkor a t6bbi ismeretlen fiiggvény kifejezése az
egyenletbdl segithet abban, hogy hasonlé eredményt kapjunk.

Hogy jobban megérthessiik, miért az (I) (VI) lépéseket hasznaljuk, mik
a f6 nehézségek, és milyen tipusi feltételeket kell kironunk az adott fiiggvé-
nyekre, el6szor bemutatunk néhany alapvetd gondolatot.

1.8. A klasszikus mddszer. Az alabbi, a fiiggvényegyenletekkel fog-
lalkozdk kirében jol ismert dltaldnos médszer Kac-tél ered és (valamivel spe-
cidlisabb esetre megfogalmazva) szerepel Aczél [3] konyvében, 4.2.2, 4.2.3.

Az

(1) h(x7y)f(x):h0(x7y)+zhz (x7y7fi (gz(xvy)))v (l',y) €D

=1

fiiggvényegyenletre alkalmazhaté, ahol az f, f1,..., f, ismeretlen fiiggvé-
nyek rendre az X, Xy,...,X,, C R nyilt halmazokon vannak definialva,
és értékeik valamely Z,Z7¢,...,7Z, C R nyilt halmazokba esnek. Tegyiik
fel, hogy Y C Rés D C X x Y is nyiltak, f1,...,fn, hyhg : D — R és
Oh 0Ohg Oh; Oh;
ox’ Ox’ Oz’ Oy
cidlis derivéaltak is folytonosak. Tegyiik fel tovabba, hogy a g; fiiggvények
kétszer folytonosan differencialhatéak. Legyen zg € X, és tegyiik fel, hogy

h; : D x Z; — R folytonosak, és a ,t=1,2,... n par-

09gi
van olyan yo € Y, amelyre (zg,yo) € D, h(xg,yo) # 0 és a—g(xg,yg) #0,
Yy

hai=1,2,... ,n. Ekkor f folytonosan differencidlhat6 az xq egy kdrnyeze-
tében. Ennek bizonyitasara vegyiik észre, hogy valamely X korladtos nyilt
intervallumra és [a,b] C Y intervallumra X X [a,b] C D, (z9,y0) € XoX]a, b[
és f: h(z,y)dy # 0, ha x € Xy. Az (1) egyenlet mindkét oldalat integralva
y szerint az [a, b]-n, azt kapjuk, hogy

£@) [ wayydy= [ oo dy+ Y [ i i (oite) do

A g; . (y) = gi(x,y) jelolésekkel vezessiik be a jobb oldalon 4ll6 integralokban
kiilon-kiilon az u = ¢; »(y), i = 1,2, ... ,n 14j valtozot. Ehhez sziikség esetén
helyettesitsiik Xg-at az xo egy kisebb kornyezetével, [a, b]-t pedig az yo egy
kisebb kornyezetével. Ekkor azt kapjuk, hogy

@ | hevy) dy = / ho(ay) dy

gi(z,b)
+ Z/g hi (. 93, (u), fi(u))) Eg;}(u) du.

i=1 7 gi(z,a) Ou™"



16 1.§ Bevezetés

Ebbdl az egyenletbdl kivetkezik, hogy f folytonosan differencialhaté. Valo-

ban, egy o)
(=,

I(z) = / h(z,y) dy
g(x,a)

tipusti paraméteres integral folytonosan differencidlhatd, ha X Y C R korls-

tos nyilt halmazok, g : Xx[a,b) = Yésh: XxY - R foly‘ronoq fiiggvények,

és a gg gg parcialis derivaltak is folytonosak. Hogy ezt beldssuk, legyen

y1 € Y rogzitett, és legyen
~ Y.
H(z,y) :/ h(z,u) du.
Y1

H folytonosan differencialhaté, és igy I(z) = H(x, §(x, b)) — H(z, §(x,a)) is
folytonosan differencialhato.

Vegyiik észre, hogy csak h és gﬁ folytonossigéara van sziikségiink. fgy

h(z,y) lehet példaul h*(x,y, fo(y)) alaki folytonosan differencidlhaté h*-

gal, de csak folytonos (esetleg ismeretlen) fy-al, amely akar vektor értékii is
—1
j=m
(esetleg ismeretlen) folytonos f;, m < j < 0 fiiggvényekkel és folytonosan
differencidlhaté h; fiigvényekkel. Tovabbd vegyiik észre, hogy

lehet. Specidlisan, h(z,y) = hj(z,y)f;(y) is lehetséges m < 0-val és

H(&,9) fo(Go(2,9)) f(G(Z,9)) = Ho(2,9) + Y _ H; (&, 7, ; (Gi(&,7)))

=1

tipusi egyenletek az (1) tipusra vezetheték vissza 4j = = G(Z,9), y =
Go(z,7) valtozdkat bevezetve.

Ez a médszer minden tovabbi nélkiil altalanosithaté komplex vagy akar
vektor értékii ismeretlen fiiggvényekre is, de vektor-vektor fiiggvényekre az
altalanositas nem ilyen nyilvanval6. Integralhatunk egy nem iires belsejii S
szimplex felett, és

I(x) = /g L ey

alaki paraméteres integralokhoz jutunk. Természetesen ilyen integralok pa-
raméter szerinti differencidldsa klasszikus, ha g és h sima fiiggvények, de mi
csak azt tudjuk, hogy g folytonosan differencidlhato és h az x szerinti parcia-
lis derivaltjaval egyiitt folytonos. Ezeket a problémékat és a fenti klasszikus
modszernek vektor-vektor fiiggvényekre torténo dltalanositasat a 11. §-ban
targyaljuk.

1.9. Magasabb rendii derivaltak. A fenti klasszikus mddszer maga-
sabb rendii differencidlhatésag bizonyitasara is hasznalhato, ha felhasznal-
juk, hogy az

B (z,b) B
I(z) = /( h(z,y) dy
g

g(z,a)
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paraméteres integral sima g esetén p + 1-szer differencidlhaté, ha a h flige-
vény p-szer folytonosan differencidlhaté és a p-edik derivaltja folytonosan
parcidlisan differencidlhaté = szerint. Még jobb triikk, ami a jéval altaldno-
sabb 1.7.(1) nemlineéris egyenletre is miikodik, az egyenlet mindkét oldalét
p-szer differencidlni. A kapott egyenlet az eléz6 pont (1) tipusdba tartozik,
és gy a klasszikus médszer fent emlitett dltalanositasaval targyalhato. Ezt
a triikkkot alkalmazzuk a 15. §-ban.

1.10. A megoldasok folytonossdga. A klasszikus médszer (és alta-
lanositdsa is) felhasznalhaté arra is, hogy lokdlisan integralhaté megolddsok
folytonossagat bizonyitsuk. fgy, ha a mérhetdséghbdl lokdlis korlatossagot
tudunk bizonyitani, akkor a folytonossdgra kovetkeztethetiink. Kz volt a
hagyomanyos mdédja a folytonossdg bizonyitdsdnak. Példaul, az f(x +y) =
f(z) + f(y) Cauchy-egyenletnél, ha egy f : R — R megoldds mérhetd egy
pozitiv Lebesgue-mértékii K halmazon, akkor automatikusan korlatos egy
kisebb, de még mindig pozitiv mértéki C halmazon, mivel a K,, = {x € K :
|f(x)| < n} halmazok mértéke a K mértékéhez tart, amint n — oo. Stein-
haus egy jol ismert tétele szerint, a C' — C' halmaz tartalmazza az origo egy
kornyezetét. Az f fiiggvény korlatos ezen a kornyezeten, mivel ha x € C—C,
akkor x eléallithaté z = z — y, z,y € C alakban, amibdl

[f @) < [f(@+y)l+[fW)],

azaz f korlatos az origd egy £ > 0 sugard kornyezetében. Ha [—¢, e] felett
integralunk, azt kapjuk, hogy

&g

1) 22 @) = [ sy [ rdy= | rwau-  f(y)dy.

—& —e+x —&

etx

Ebbdl az egyenletbdl kovetkezik, hogy f folytonos az origd kozelében, és
djra felhasznalva (1)-et, kapjuk, hogy differencidlhaté is az origd egy kor-
nyezetében. De a Cauchy-egyenlet esetén, rogzitve y-t, latjuk, hogy f az
y koriil egyszerfien konstans plusz egy eltoltja f-nek az origé koriil. Igy
ha egy megoldas folytonos, differencidlhaté, analitikus, stb. az origd koriil,
akkor ugyanez teljesiil mindeniitt.

Ez a médszer miikédik akkor is, ha Cauchy exponencialis egyenletének
mérhetd f : R — R megoldésait kell meghatarozni.

Ma ez a modszer kevésbé fontos, mint korabban volt, és csak akkor
érdemes haszndlni, ha a széban forgé mérték nem Radon-mérték. Ennek
a modszernek néhany, a Haar-mérték invaridns, illetve a Lebesgue-mérték
kovaridans kiterjesztéseivel kapcsolatos alkalmazasat az 5. és 6. §-ban fogjuk
targyalni.

Van egy sokkal kényelmesebb mddszer, amely Radon-mértékek esetén
miikodik, specidlisan tehat a Lebesgue-mérték esetén is. Ez a mddszer Luzin
tételét haszndlja: gy tlinik, az 6tlet McKiernan-nél [130] és Baker-nél [21]
fordul el6 el6szor. Egy példat mar mutattunk az 1.3 pontban. A moddszer
az altalanos

f(l') = h(x7y7f0(y)7f1 (gl(xvy)) yre 7fn (gn(xhy)))
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esetben, azaz az 1.7.(2) egyenletre is miikodik: Valasszunk valamely C pozi-
tiv mértékli kompakt halmazt, és valasszunk g;(z¢, C')-nek olyan ,nagy” K;
kompakt részhalmazat, amelyen f; folytonos. Ha meg tudjuk mutatni, hogy
az

(1) {y:9i(x0,y),9i(z,y) € K;, hal1<i<n}

halmaz soha sem {iires, amennyiben z elég kozel van z(-hoz, akkor a halmaz
barmely y elemét helyettesitve az egyenletbe, azt kapjuk, hogy f(z) kozel
van f(xg)-hoz. Ezt a mddszert fogjuk felhasznilni, hogy a mérhet&séghdl
kozvetleniil a folytonossigra kovetkeztessiink: lasd a 8. §-t.

Fontos megfigyelés, hogy elég, ha a fiiggvényegyenlet majdnem minde-
niitt teljesiil: 1ldsd 9. §-t. Ez azért fontos, mert ha egy megoldas majdnem
mindeniitt differencidlhatd, akkor a derivéltja (amely automatikusan Borel-
fiiggvény, lasd 14.1-et) ugyancsak egy fiiggvényegyenletet teljesit, és a fenti
megfigyelést alkalmazva azt kapjuk, hogy a derivalt folytonos. Ezt a gondo-
latot, hogy ,,a majdnem mindeniitt differencidlhaté megoldasok folytonosan
differencialhatéak”, a 14. §-ban dolgozzuk ki. Vegyiik észre, hogy ennek
alapjan abbdl, hogy a megoldds lokalisan korlatos valtozdsu (valés valtozds
esetben), illetve hogy lokalisan Lipschitz-feltételnek tesz eleget (vektor val-
toz6s esetben), arra kiovetkeztethetiink, hogy folytonosan differencidlhaté.

Egy érdekes, de a f6 problémankkal nem kapcsolatos kérdést vizsgalunk
a 7. §-ban. A 24. probléma a ,, The Scottish Book”-ban [128], Mazur problé-
maja, azt kérdezi, hogy igaz-e, hogy egy additiv funkcional egy Banach téren,
amely minden gérbe mentén Lebesgue-mérhetd, folytonos. Ez egy ,, mérheto-
séghdl kovetkezik a folytonossig” tipusu kérdés. A 7. §-ban roviden érintjiik
ezt a problémat, megmutatva, hogy az, hogy egy fiiggvény minden gorbe
mentén Lebesgue-mérhetd, ekvivalens az univerzalis mérhetdséggel.

1.11. Steinhaus-tipusu tételek. Mint az el6z6 pontban lattuk, Ste-
inhaus tétele [150] hasznos eszkoz fiiggvényegyenletek mérheté megoldasai-
nak vizsgalatdnal. A tétel egy masik valtozata azt &llitja, hogy ha Ay, As C
R Lebesgue-mérhetd pozitiv mértékii halmazok, akkor A; + As tartalmaz
belsé pontot. Ennek a tételnek szamos altalanositidsa ismeretes: egyrészt
R mdés topologikus mértéktérrel helyettesithetd, masrészt az Gsszeadas egy
kétvaltozds fiiggvényre cserélhet6. Az altalanositasok nagy része Weil gon-
dolatan [164] alapul, mely szerint az

x'—>/yf1(w—y)fz(y) dy

konvolicié folytonos. Ebbél, az f; helyére az A; halmaz karakterisztikus
fiiggvényét helyettesitve, konnyen megkaphatjuk Steinhaus tételét. Vegyiik
észre, az el6z6 pontban az 1.10.(1) halmaz p-mértéke

115 aste.) £ 0. ) ),
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ahol f; a K; halmaz karakterisztikus fiiggvénye. Ez azt mutatja, hogy amire
a ,mérhet0ségbdl kovetkezik a folytonossag” tipusi tételek bizonyitasahoz
sziikségiink van, az egy altaldnos Steinhaus-tipusi tétel, és a két témakor
szorosan Osszefiigg.

A 3. §-ban el6szor Weil tételét altalanositjuk, egy

- /Y B (0@ 9) - s fo () du(y)

alaku fiiggvény folytonossagat bizonyitva, majd Steinhaus tételét altalanosit-
juk kettonél tobb valtozos folytonosan differencidlhato fiiggvényre az Ossze-
adas helyett. Szamos korabbi eredmény specidlis esetként adodik. Az alta-
ldnositast implicit modon az 5., 8., 9. és 18. §-okban, explicit mdédon pedig
a 6. §-ban és a 22. §-ban adott alkalmazasban fogjuk felhasznélni.

1.12. Baire-kategdria. Szoros analdgia van a mérték és a Baire-kate-
géria kozott: Oxtoby [132] konyve elegins bevezetés. Ennek alapjan varha-
t6, hogy a mértékelméleti tételek nagy részéhez hasonlé tétel igaz Baire-
kategdria esetén is. Steinhaus tételével analdg tétel Baire-kategoéria ese-
tén Piccard tétele, mely szerint ha A C R masodik kategéridji és Baire-
tulajdonsagi, akkor A — A tartalmazza az origd egy kornyezetét. Ennek a
tételnek is hasonld altalanositasat adjuk, mint Steinhaus tételének: lasd a
4. §-t. A , Baire-tulajdonsagbdl kovetkezik a folytonossdg” tipusi tételek
hasonloak a ,,mérhetéségbdl kovetkezik a folytonossag” tipusu tételekhez;
ezeket a 10. §-ban targyaljuk.

1.13. Folytonos megoldasok differencidalhatésaga. Nem vitas, a
legnehezebb 1épés a folytonos megoldasok differencidlhatosdganak bizonyi-
tasa. Mint az 1.10 pontban lattuk, elég majdnem mindeniitti differencial-
hatosagot bizonyitani; ez kovetkezik, ha lokalis Lipschitz-tulajdonsag fenn-
allasat bizonyitjuk. Az 1.8 klasszikus mddszer altalanositasa vektor-vektor
fiiggvényekre hasznos, de tavolrél sem kielégité. Néhany, a folytonossag
és a lokalis Lipschitz-tulajdonsiag kozott elhelyezked6 tulajdonsigot is meg
fogunk vizsgalni: a Holder folytonossagot (12. §) és a lényegében korlatos
valtozast (13. §).

Nemrégen bizonyos kompaktsagi feltételek mellett sikeriilt olyan ered-
ményeket elérnem, amelyek a legtobb gyakorlati célra elegendGen erdsek:
lasd a 11.5 pontot. Ezeknek az eredményeknek az els6 alkalmazasa a ,, kocka-
kettozés” 21.12 egyenletének megoldasa volt. Azonban azt gondolom, hogy
ezen eredmények erejének legjobb illusztraciéja, hogy Mario Bonk habili-
tacios dolgozatanak a Weierstrass-féle szigma-fiiggvény karakterizacidjara
vonatkozé 1j eredményei (a probléma Abel munkajaig nytlik vissza) meg-
kaphatdk, s6t, altalanosabb eredmények is kiadodnak: lasd a 23. §-t.

1.14. Analitikussag. Az utolso 1épés lenne annak bizonyitasa, hogy
a végtelen sokszor differencialhaté megoldasok analitikusak. Ezzel a 1épéssel
kapcsolatban csak gyenge eredmények vannak, lasd a 16. §-t. Vegyiik azon-
ban észre, hogy a fiiggvényegyenletbol gyakran egy differencidlegyenletet
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kaphatunk, igy bizonyos esetekben a differencidlegyenletek regularitaselmé-
lete haszndlhaté. Lasd Dieudonné [39], 10.5.3-at kozonséges differencidle-
gyenletekkel kapcsolatban, és a Zeidler [165] konyvében idézett irodalmat,
IT/A, 86-93. o. Ilyen mddszerrel bizonyitja altaldnositott kozépérték tipusi
egyenletek megolddsainak analitikussigat Lavruk és Swiatak [121] dolgo-
zata. Péles [134] dolgozataban dltalanos modszert ad, amellyel Gsszeg alaki
fiiggvényegyenleteket differencidlegyenletekre redukalhatunk. Moddszerének
segitségével megmutatja, hogy megfelelo feltételek mellett a megoldésok ana-
litikusak a nyilt értelmezési tartomany egy olyan nagy részhalmazan, amely-
nek a komplementere diszkrét.

1.15. Mas regularitasi tulajdonsagok. Mint lattuk, az 1.7 pont
(T) (VI) lépései természetes ,1épcsket” képeznek, amelyek segitségével a
mérhet6ségbdl vagy a Baire-tulajdonsaghol indulva felkapaszkodhatunk az
analitikussagig. Természetesen szamos mas regularitasi tulajdonsag is elkép-
zelhet6. Emlitsiink meg roviden néhanyat.

Az egyszeriibb esetekben gyakran hasznalatos, de bonyolultabb egyenle-
tekre nem tiinik olyan hasznosnak, ha feltessziik, hogy a megoldas valamilyen
feltételnek tesz eleget egy pontban vagy egy pont valamely kornyezetében.
Legnépszeriibb azt feltenni, hogy van olyan pont, amelyben a megoldas foly-
tonos. Mint mar emlitettiik, az f(x + y) = f(x) + f(y) Cauchy-egyenletnél
rogzitve y-t 1latjuk, hogy a megoldas y koriil konstans plusz a megoldés origd
koriili részének eltoltja. fgy a Cauchy-egyenletnél, ha egy megoldas foly-
tonos egy pontban, akkor folytonos mindeniitt. (Sok ma&s tulajdonsagra is
hasonld allitds teljesiil.) Mostandban Matkowski [126] dltalanositotta ezeket
a meggondoldsokat a Cauchy-tipusu

flg(z,y)) = h(z,y, f(z), f(y))

egyenletre, amelyben f az ismeretlen fiiggvény. Azonban mas egyenletek
esetén nem latszik ilyen hasznosnak feltenni, hogy a megoldas folytonos egy
pontban. Példaként felhivjuk az olvasé figyelmét arra, hogy azokat az egy
pontban folytonos f : ]0,1] — R fiiggvényeket, amelyek az informéci6 alap-
egyenletét, az

f@+0-af (1) = s+ a-nf (15, v<apaty<

egyenletet elégitik ki, nem ilyen egyszerii meghatdrozni: 1asd Diderrich [36],
[37], [38] és Maksa [125] cikkeit. (Az egyenlet részletes targyaldsat lasd
Aczél és Daréezy [15] konyvében.) Hasonlitsuk ezt dssze azzal, milyen egy-
szertien kapjuk a mérheté megolddsokat altalanos eredményeink felhaszné-
lasdval 21.5-ben.

Gyakran hasznélt feltétel az is, hogy a megoldas korlatos, feliilr6l vagy
alulrol korlatos, vagy lokalisan korlatos. Példdul, ha f : R — R a Cauchy-
egyenlet egy megoldasa, amely korlatos, mondjuk feliilrél egy xo pont egy
kornyezetében, akkor f(z) = zf(1) minden = € R-re. Valéban, vegyiik észre,
hogy mivel f(rz + sy) = rf(z) + sf(y) minden z,y € R és r,;s € Q-ra, az
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f grafikonja egy Q feletti lineédris altere R>-nek. Ha f(x) # zf(1) valamely
x € R-re, akkor (1, f(1)) és (x, f(x)) linedrisan fiiggetlen elemei (R felett) a
grafikonnak, és igy f grafikonja stirti R2-ben.

A lokilis korlatossagnal egyébként joval kevesebb is elég annak bizonyi-
tasdhoz, hogy a Cauchy-egyenlet egy f: R — R megoldasara f(x) = zf(1)
mindeniitt. Ha csak azt tessziik fel, hogy f korldtos (mondjuk feliilrél a K
konstanssal) egy pozitiv mértékii mérheté C' halmazon (mely feltétel egyéb-
ként ekvivalens azzal, hogy f-et egy mérhetd fiiggvény majoralja C-n), akkor

flx+y) < f(z) + fly) < 2K,

ha z,y € C, azaz f korlatos feliilrél 2K-val a C' + C halmazon. De a
Steinhaus-tétel szerint (1.10) ez a halmaz tartalmaz nem iires nyilt halmazt.

Itt is elmondhatjuk, hogy ilyen korlatossagi vagy lokalis korlatossagi fel-
tételek egyszeriibb egyenleteknél j6l hasznalhatdk, de bonyolultabb egyenle-
teknél nem ilyen hasznosak. Példaként ismét az informéci6 (1) alapegyenle-
tét emlithetjiik. A lokdlisan korlatos megolddsokat (és ezzel az egy pontban
folytonos megoldasokat is) Diderrich hatarozta meg, [36], [37]. Léasd még
Diderrich [38] és Maksa [125] cikkét. Hosszu ideig megoldatlan probléma
volt, vajon ennek az egyenletnek minden nemnegativ megoldasa folytonos-e?
Végiil Dardczy és Maksa [34] adtak ellenpéldat. De mar Cauchy exponenci-
alis egyenletének valds valtozos komplex értékli megoldasai kozott is vannak
korlatos, de nem folytonos fiiggvények: minden, az f(x) = e*/1(*) ssszefiig-
géssel definidlt f : R — C fiiggvény, ahol f; : R — R a Cauchy-egyenlet
egy megolddsa, megolddsa Cauchy exponencidlis egyenletének, és abszolit
értéke mindeniitt 1.

Egy masik észrevétel, hogy nagyon ,,szép” fiiggvényegyenletek esetén is
a komplex megoldasok nem differencidlhatéak mint komplex valtozés fiiggvé-
nyek, bar még analitikusak is, mint két valtozds valéds fiiggvények. Trividlis
példa a Cauchy-egyenlet. A legdltalanosabb folytonos f : C — C megol-
das f(z) = cz + dz komplex ¢, d konstansokkal; nem differencidlhaté, mint
komplex fiiggvény, ha d # 0.

A fenti példdk indokoljék, hogy altaldnos meggondoldasainkbdél elhagy-
juk az egy pontban folytonos, lokalisan vagy globalisan korlatos megoldasok
vizsgalatat, és nem probalunk meg komplex differencidlhatésagot bizonyi-
tani.

1.16. Egy altalanos probléma. Az eddig targyalt modszerek azt su-
galljék, hogy az 1.7.(2) egyenlet, a ,legaltaldnosabb explicit egyenlet” lehet
vizsgalataink kézponti objektuma. Ha feltessziik, hogy f = fo = f1 = fo =
- = fp, akkor az 1.7 ,bootstrap” mddszerének (I) (VI) lépeseit haszndl-
hatjuk. Itt nincs sziikségiink az fo(y) = f(y) tagra: ha elhagyjuk, nem
korlatozzuk az altalanossagot. Azt, hogy a jobb oldal tényleg fiiggjon y-tdl,

azzal fogjuk biztositani, hogy feltessziik, hogy a a—gl matrixok rangja ma-

ximalis. Ilyen moédon az iteraciét nem tartalmazé tobbvaltozos egyenletek
alabbi alapvetd regularitdsi problémajahoz jutunk:
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1.17. Probléma. Legyen X, Y és Z nyilt részhalmazai R"-nek, R*-
nek és Rt-nek, és legyen D nyilt részhalmaza X x Y -nak. Legyenek f : X —
Z,9i:D—X (i=1,2,...,n)ésh: D x Z" — Z fiiggvények. Tegyiik fel,
hogy
(1)

f(x) = hz,y, flg1(z,v)), -, f(gn(x,9))), ha (z,y) € D;
(2) h analitikus;
(3) g¢i analitikus, és minden = € X-re létezik egy y, amelyre (z,y) € D és

%gi (x,y) rangjar (i=1,2,...,n).

Igaz-e hogy minden f, amely Lebesgue-mérheté vagy Baire-tulajdonsagu,
analitikus?

1.18. Megjegyzés: a probléma valtozatai. A fenti probléméaban az
yanalitikus” szét a ,,C°>°” szdval helyettesitve, egy masik problémat kapunk.
Talén ez a probléma még fontosabb, mivel a fiiggvényegyenletek megoldasait
leggyakrabban differencidlegyenletre torténd visszavezetéssel keressiik meg.
Altalénosabban, vizsgalhatjuk a ,,CP-problémat”, ahol 1 < p < oo vagy
p = w, ahol C¥ alatt az analitikus fiiggvények osztilya értendd (w > 00). Mi-
vel nem erds megszoritas feltenni, hogy az adott fiiggvények simabbak, mint
amit a megoldastdol varunk, érdemes lehet a ,,CP-C?-problémat” vizsgalni:
feltessziik, hogy az adott fiiggvények CP-ben vannak, és azt kérdezziik, hogy
az f megoldas C?-ban van-e? Itt 0 < ¢ < w, 1 < p < w és q < p. Példaul,
néhany tételben annak bizonyitasahoz, hogy f folytonosan differencialhato,
azt fogjuk feltenni, hogy a g, fiiggvények kétszer folytonosan differencidl-
hatoak, illetve annak bizonyitasahoz, hogy f folytonos, azt fogjuk feltenni,
hogy a g; fiiggvények folytonosan differencidlhatéak.

1.19. Megjegyzések. (1) A fenti dltaldnos 1.17 regularitasi probléma
C>-valtozatat a szerzd fogalmazta meg (Jarai [72]), eredetileg egy valamivel
gyengébb formaban, az

f((lf) = h(x7y7 f(y)7 f(gl(xvy))v tet 7f(gn(x7y)))

fiiggvényegyenletre. Ezt a problémat Aczél Janos a XXI. Nemzetkozi Fiigg-
vényegyenletek Szimpoziumon a legfontosabb, fiiggvényegyenletekkel kap-
csolatos megoldatlan problémék kozott ismertette (lasd Aczél [7], 256. o.).
Az elmilt tizendt év azt mutatta, hogy az f(y) tag altal implicit médon
bevezetett X =Y megszoritds nem segit a probléma megoldasiaban. fgy a
fenti, erésebb format fogjuk vizsgalni.

(2) Ahelyett, hogy minden & € X-hez van olyan y € Y, amelyre (z,y) €

dgi . . . . .
D és ﬁ(x,y) rangja r minden 1 < ¢ < n-re, ekvivalens lenne azt feltenni,

0y

dg;
h
ogy )

olyan y € Y, amelyre (z,y) € D. Valéban, D-t helyettesithetjiik azzal a

, 1 <4 < nrangja r mindeniitt a D-n, és minden x € X-hez van

nyilt részhalmazdival, amelyen minden 8—91 rangja r.
Y
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1.20. A probléma ,,jol fogalmazott”. Egyszerti példakkal megmu-
tatjuk, hogy a problémaban szereplo feltételekbdl egyik sem hagyhaté el 1j
feltételek bevezetése nélkiil. Ez azt mutatja, hogy nem jogtalan a fenti prob-
lémat a ,,tobbvaltozos iteraciot nem tartalmazo fiiggvényegyenletek regula-
ritadsi alapproblémajanak” nevezni. Egyuttal az ellenpéldédk koriilhataroljak
azt is, milyen tipusui valtoztatasok képzelhetdk el a feltételekben.

Az implicit

f@)f(y)flz+y) =0

egyenlet mutatja, hogy implicit egyenletekre dltaldban nem teljesiilnek regu-
laritasi tételek; minden f: R — R fiiggvény megoldds, amelyre f(x) = 0, ha
x & |1,2[. Valéban, ha x,y € |1,2[, akkor = + y € ]2,4], igy a szorzat nulla.
Ezek kozott a fiiggvények kozott vannak fiiggvények, amelyek mérhetoek, de
nem folytonosak, folytonosak, de nem differencidlhatéak, stb. Egy masik,
a Weierstrass-féle szigma-fiiggvényeket karakterizalé egyenlettel kapcsolatos
példa talalhaté a 23.2 megjegyzésben.
Cauchy hatvany-egyenlete,

flyz) = f(y) [ (2)

azt mutatja, hogy ha az egyenlet csak abban az értelemben implicit, hogy
1j valtozé bevezetésével nem tudjuk f(x) = ... alakra hozni, akkor sem
teljesiil regularitds dltaldban. Valéban, itt minden f : R — R, f(x) = |z|°
és f(z) = |z|°sgnzx figgvény megoldds (¢ € R és 0° nullinak értendd).
Ezek kozott a fliggvények kozott is vannak, amelyek mérhetéek, de nem
folytonosak, stb.

Az, hogy a fiiggvényegyenlet D értelmezési tartomanyardl feltessziik,
hogy nyilt, technikai jellegii feltételnek latszik: e nélkiil nehezebb lenne a
g; belso fiiggvények differencidlhatdsagarol beszélni. Hogy ez a feltétel nem
hagyhatdé el, még akkor sem, ha a g; fiiggvények ,,nagyon szépek”, azt Cauchy
exponencialis egyenletének példaja mutatja. U] valtozot bevezetve, az

f(z) = f(z—y)f(y)

egyenletet kapjuk. Barmely olyan D értelmezési tartomanyon, amely tartal-
mazza a (0, 0) origét, és a D° = {(z,y) : 0 < y < x} nyilt halmazt, de része
a DY lezértjanak, az f(0) = 1, f(z) = 0, ha > 0 Osszefiiggéssel definialt
fiiggvény mérhetd, de nem folytonos megoldas.

Ha a fenti probléméban a h kiilsé fiiggvény nincs CP-ben, akkor a meg-
oldas sem feltétleniil van CP-ben, 0 < p < w. Ezt az alabbi egyszerii példa
mutatja: Legyen H : R — R egy kolcsonosen egyértelmii Borel-fiiggvény,
f R — R, és tekintsiik a Cauchy-egyenletet H o f-re, azaz legyen

(1) H(f(x+y)) = H(f(z) + H(f(y)), wxyeR

Ez az egyenlet ekvivalens az

(2) fle) =h(fy), flz+y), =zyekR,
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egyenlettel, ahol h-t a h(z1, z2) = H ' (H (22)— H(21)) dsszefiiggés definidlja,
ha 21,29 € R. fgy f akkor és csak akkor mérhetd [folytonos, sth.] megoldasa
(1)-nek, ha f mérhet6 [folytonos, sth.] megolddsa (2)-nek. De ha f mérhetd,
akkor H o f is mérhetd, igy valamely ¢ konstanssal H(f(z)) = czx, azaz
f(z) = H '(cz) minden z € R-re. Ha H~' mérhets, de nem folytonos
[folytonos, de nem differencialhatd, stb.], akkor (2)-nek van olyan mérhetd
[folytonos, sth.] megoldédsa, amely nem folytonos [nem differencialhaté, stb.].

Nagyon hasonld példa mutatja, hogy ha a fenti problémaban a g; bels6
fiiggvények (vagy legaldbb egyikiik) nincs CP-ben, 0 < p < w, akkor az f
megoldas sem feltétleniil van CP-ben. Legyen G : R — R egy kolcsonssen
egyértelmi Borel-fiiggvény, amely rendelkezik a kiovetkezd tulajdonsaggal:
ha A C R nulla Lebesgue-mértékii, akkor G71(A) is nulla mértékii. Le-
gyen f : R — R egy fiiggvény, és tekintsiik a Cauchy-egyenletet az f o G
fiiggvényre, azaz tegyiik fel, hogy

(3) fGIX+Y)) = F(GX) + f(GY)), X, YeR

Az x = G(X), y = G(Y) helyettesitéssel azt kapjuk, hogy ez az egyenlet
ekvivalens az

(4) flx)=flg(x,y) - fly), z,yeR

egyenlettel, ahol g a g(z,y) = G(G™ (x) + G~ (y)) Osszefiiggéssel van de-
finidlva, ha 2,y € R. Igy f akkor és csak akkor mérhet§ [folytonos, stb.]
megoldasa (3)-nak, ha mérhetd [folytonos, stb.] megoldédsa (4)-nek. De ha f
mérhetd, akkor f oG is mérhetd, igy valamely ¢ konstanssal f(G(X)) = cX,
azaz f(r) = ¢G~(x) minden x € R-re. Ha G~! mérhetd, de nem folytonos
[folytonos, de nem differencidlhaté, stb.], akkor (4)-nek van mérhetd [folyto-
nos, stb.] megoldédsa, amely nem folytonos [nem differencidlhaté, stb.].
Vegyiik észre, hogy a G(X) = X3 specialis esetben azt kapjuk, hogy
f(z) = cx'/3. Ebben az esetben a (4) egyenletben g(z,y) = (z/3 4 y*/3)3.
A g fiiggvény folytonos R x R-en és akiarhanyszor differencialhaté minden
(z,y), © # 0 # y pontban. Még az y — ¢(0,y) = y fiiggvény is differencidl-
hato, és derivaltja nem tiinik el. De x = 0-hoz nincs olyan y € R, amelyre g
differencidlhaté (x, y)-ban. Ez azt mutatja, hogy a g belsé fiiggvény differen-
cidlhatosaga nem hagyhato el. Ez a példa azt is mutatja, hogy az a feltétel
sem hagyhaté el, hogy minden z-hez van olyan y, amelyre (z,y) € D.
Végiil, hogy %—Z rangjanak r-nek kell lenni, azt a Cauchy hatvany-

egyenletébdl 11j valtozok bevezetésével nyert alabbi egyszerti példa mutatja:
fl@)=f)f(z/y), z€R 0#yeR

Itt * = 0-hoz nincs olyan y, amelyre ?(O,y) # 0, ahol g(z,y) = x/y. A
Y

valds értékii megolddsok kozott ott vannak az f(x) = |z|® és f(x) = |z|°sgnx
fiiggvények, ahol ¢ € R, és 0° nullanak értendd. Ezek némelyike mérhetd, de
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nem folytonos, folytonos, de nem differencidlhatd, stb. Ugyanez az egyenlet
magasabb dimenziéban is ad ellenpélddkat, ha x,y € R", az y egyetlen
koordinatdja sem nulla, és az x/y hanyadost koordinatanként értjiik. Itt a
megolddsok kozott vannak az f(z) = [[i_, fi(x;) fiiggvények, ahol minden
fi figgvény fi(x;) = |x;| vagy fi(x;) = |z;|® sgn x; alakd.

Jg; : :
Masik példa arra, hogy 8—9 rangja r kell legyen, a Sincov-egyenlet:
Y

f(x1,0) = f(z1,9) + f(y, z2).

Ennek az egyenletnek az altaldnos f : R x R — R megoldasa f(z1,x2) =
g(z2) — g(x1), ahol g : R — R tetszdleges fiiggvény. Valéban, barmely ilyen
alaki f megoldas. Annak bizonyitasara, hogy minden f megoldas el6all
igy, definidljuk g-t a g(x) = —f(x, ¢) Osszefiiggéssel, ahol ¢ € R tetszbleges
konstans.

1.21. Atviteli elv: egy egyszeru példa. Szamos kiilonbozo triikk
van, amelyek segitségével eredményeink olyan esetekben is hasznalhatoéak,
amelyekben latszolag, kozvetleniil, nem: lasd az alkalmazasokkal foglalkozo
részt. Egy ilyen nagyon fontos ,triikkot” feltétleniil meg kell emliteniink.
Létszolag, az 1.17.(1) egyenlet igen specialis abban a tekintetben, hogy csak
egy ismeretlen fiiggvény szerepel benne. Azonban ez a megszoritds nem
olyan erds, mint amilyennek latszik. Ha adott egy altalanos, iterdciét nem
tartalmaz6 tobbvéltozos fliggvényegyenlet, és minden ismeretlen fiiggvény
kifejezhet$ az egyenletbél, akkor (miutén kiilonb6z6 ) véltozdkat vezettiink
be minden egyenletben), tekinthetiink egy olyan vektor értékii fiiggvényt,
amelynek a kiilonboz6 ismeretlen fiiggvények a koordinatai, és eredményein-
ket alkalmazhatjuk erre az egyetlen, de vektor valtozos, vektor értéki isme-
retlen fiiggvényre. Ez vilagosan mutatja, milyen fontos, hogy vektor-vektor
ismeretlen fiiggvényeket targyaljunk. Mielott teljes altaldnosssagban megfo-
galmaznank ezt az ,atviteli elvet”, az

fl(x+y):f2($)+f3(y)a flaf??fB:R_)R

Pexider-egyenlet egyszerii példdjan mutatjuk be el6szor.
A fenti egyenletbdl az alabbi harom egyenletet kapjuk:

fi(z1) = fo(x1 —y1) + f3(y1),
f2(z2) = fi(za + y2) — f3(y2),
f3(z3) = fi(ws +y3) — fa(ys).
Most az x = (1, 2, x3), y = (Y1, Y2, y3) jelolésekkel az f(x) = f(x1, z2,x3) =

(fi(x1), fa(xa), fa(x3)) Osszefiiggéssel definidlt f: R3 — R3 fiiggvény eleget
tesz az

(1) f(x) = h(f(xs +y3, 1 — y1,92), f (22 + Y2,¥3, 1))

egyenletnek, ahol az v = (uy, us, u3), v = (vq,ve,v3) jelolésekkel a h : R6 —
R3 fiiggvényt a h(u,v) = (uy + v3,v1 — uz, uy — vo) Osszefiiggés definidlja.



26 1.§ Bevezetés

Vegyiik észre, hogy az (1) egyenlet az 1.17 probléma minden feltételét telje-
siti.

Ebben a példdban a Pexider-egyenlet meglehetdsen specialis tulajdon-
sdgait is felhasznaltuk. Azonban definidlhattuk volna a h : (R3)® — R3
fiiggvényt iS, a h(ul, U2, U3, Uq, Uy, Uﬁ) = (U1,2 + U2,3,U3,1 — U4,3,U5,1 — UG’Q)
osszefiiggéssel, ahol w; = (u;1,ui2,u;3) € R® hai=1,2,3,4,5,6; ekkor az

f(@)=h(f(9(ys);z1—y1,9(2)), f (9(y2),9(ys),y1) -, [ (9(y1),y3,9(y2)))

fiiggvényegyenletet kaptuk volna, ahol g egy tetszdleges folytonosan diffe-
rencialhato fiiggvény, amely R-et R-be képzi, és derivdltja nem tiinik el min-
deniitt. A (2) egyenlet is eleget tesz az 1.17 probléma feltételeinek.

Megjegyezziik, hogy az a feltétel, hogy minden ismeretlen fiiggvény le-
gyen kifejezhetd az egyenletbdl, nem hagyhaté el. Az alabbi egyszert példak
mutatjik ezt. Az

f@)=flz+y) = fly)+ folzr +y)foly) folx+2y),  fifo:R—=R

egyenlet esetén az f, fy fiiggvénypar, ahol f(x) = cx és fy tetsz6leges, az
11, 2[ intervallumon kiviil elt{ing fiiggvény, egy megoldas. Az

f(@)=flz+y) — fly)+ fole®y®) — fo(ey*) foly),  f.fo:R—R

egyenlet esetén az f, fy fiiggvénypdr, ahol f(z) = cx és fo(x) = |z|® vala-
mely ¢y € R-rel (0 alatt nullat értve), egy megoldas.

Most megfogalmazzuk az altalanos atviteli elvet, amely azt mutatja,
hogy az 1.7.(1) &ltaldnos, iteraciét nem tartalmazé fiiggvényegyenlet regu-
laritasdnak problémadja, ha bel6le minden ismeretlen fiiggvényre kévetkezik
egy 1.7.(2) tipusi explicit egyenlet, az 1.17 problémara redukalhato.

1.22. Altaldnos dtviteli elv. Legyenek X; C R",Y; C R%, Z; C Rt
és D; C X; xY; nyilt halmazok, és legyenek az n;-k természetes szamok,
az f; + X; — Z;-k pedig fiiggvények (i = 1,2,...,m). Tegyiik fel, hogy
1 < kij < m egy természetes szam és g; ; + Dy — Xy, . egy fiiggvény, ha
1 <i<méshal < j<n; Legyentovabbdh;: D;XZy, A X-- -kai’ni — Z;
egy fiiggvény, ha 1 <1 < m. Tegyiik fel, hogy 1 <1 < m-re fennall az

filwi) = hi(zi, yis fron (95020 90)) 55 frin, (Gins (i 93)), (20, 95) € D;

fiiggvényegyenlet. (Az f; fiiggvények az ismeretlenek, a tobbi fiiggvény is-
mert.) Ekkor az v = (21, ... ,xy) jeloléssel az f(z) = (fi(z1),..., fm(zm))
osszefiiggéssel definialt f fiiggvényhez, amely az X = X1 X Xo X ---x X,,, C
R", r =1ry+ -+ 7y nyilt halmazt képezi le a Z = Z1 X Zig X -+ X Ly
nyilt halmazba, vannak olyan n és s természetes szamok és olyan Y C R?,
D C X xY nyilt halmazok, tovabba léteznek olyan g; : D — X (1 < j < n),
h:D x Z" — Z fiiggvények, hogy az

f(@) =h(z,y, f((z,y),..., [(gnlz,y),  (z,y)€D
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fiiggvényegyenlet teljesiil. A h és g; fiiggvények vdlaszthatok igy, hogy az
alabbi allitdsok is teljesiiljenek: Ha a h; és g; 5,1 =1,... ,m, j=1,...,n;
fiiggvények CP-ben vannak, akkor a h és g; fiiggvények is CP-ben vannak,
ahol 0 < p < w. (Itt is C¥ alatt az analitikus fiiggvények osztalya értendd.)
Tovébbd, ha a g;; fiiggvények C'-ben vannak, és minden 1 < i < m-re

G ;
minden x; € X;-hez van olyan y; hogy (z;,y;) € D; és rank ag’]

(zi,y:) =
Tk, ;» ha 1 < j < n;, akkor minden x € X-hez van olyan y € Y, hogy

Oa.
(z,y) € D ésrank %(w, y) =r, hal < j <n. Ha adottak nem iires belsejii
)

C; C X; kompakt halmazok, és y; valaszthaté tigy, hogy g; j(xi, yi) € Ck,
teljesiiljon, ha 1 <1 < m és 1 < j < n;, akkor y is valaszthaté gy, hogy
gj(z,y) € C teljesiiljon 1 < j < n esetén, ahol C = Cy x Cy X - -+ x Cp,.

Bizonyitds. Eldszor is valasszunk s}, 1 < i < m természetes szdmo-
kat, amelyekkel s; +s; > r;, ha 1 < j < m. Legyen Y] = R*:. Minden
1 <4,k < m pérra valasszunk egy tetszdleges analitikus g/, szubmerzio-
jat Y; x Y/-nek Cy belsejébe. (Emlékeztetiink ra, hogy valamely euklidészi
tér egy nyilt részhalmazanak egy differencidlhaté leképezését egy euklidészi
térbe szubmerziénak nevezziik, ha derivaltjanak rangja mindeniitt megegye-
zik a képtér dimenzidjaval.) Ha 1 < i < m és 1 < j < n,, vilasszunk egy
Gi.j.k figgvényt a g; ; k(i vi, Yi) = gi,;(xi, yi) Osszefiiggéssel, ha (z;,y;,y.) €
Di X }/i/ és k = ki,j. Ha k 75 ki,j, legyen gi:jak(ajpi,j(k)7ypi,j(k?)7y1/7i’j(k;)) =
s 5000, Upiss (0 U 50+ DA (@000 Ui () Yy k) € Dpisi) * Yo, sy
Ezzel a definiciéval g; j 1, a D,, (k) halmazt Xji-ba képezi. Végiil definial-
juk gj-t, ahol 7/ = ny +ne + ...+ ni—1 +j. A gj(z,y) fiiggvény azon
(x,y) parok D halmazin van definidlva, amelyekre (xy,yk,y;) € Dy X Y/,
ha k= 1,2,...,m, ahol x = (1,22, ..., Zm), ¥y = (Y1,U2,--- ,Ym) 68 Y =
(Yk,yg), ha k =1,2,... ,m; a gj(x,y) értéket gy definialjuk, hogy koordi-
natai g; 5k (Tp, (k) Ypi s (k) y}’)iyj(k)), k=1,2,...,m legyenek. Vegyiik észre,

592‘,;‘

2 rangja az (z,y) pontban r —r; + rank 5

(i, Yi)-
Végiil, ezekkel a jelolésekkel, definidljuk a h fiiggvényt gy, hogy koz)rdinétéi
az (r,y, 21, .. , zn) pontban egyezzenek meg h;(z;, i, 2 1, -, % ,,)-vel, ha
1 <7 <'m, ahol zg’j a k; j-edik koordindtadja z,, 4. 4n, 1+ € Z1 X -+ X -
nek, ha 1 <5 < n;.

hogy igy definidlva,

1.23. A f6 problémaval kapcsolatos eredmények 6sszefoglalasa.
A teljes 1.17 probléma megoldatlan. A problémét az 1.7 pont (I) (VI) 1épé-
seinek megfeleléen hat részre oszthatjuk. Az (I), (II), (IV) és (V) lépésnek
megfeleld részt teljesen megoldjuk. A (IIT) 1épésnek megfeleld részt csaknem
teljesen megoldjuk (pontosabban, egy dltalaban teljesiil6 kompaktsagi felté-
tel mellett oldjuk meg). A (VI) Iépéssel kapcsolatban csak igen erés tovabbi
feltételek mellett vannak eredményeink. Az (I), (II), (III), (IV), (V) és (VI)
lépéseknek megfeleld részt rendre a 8. 9., 10., 11., 14., 15. és 16. paragra-
fusokban targyaljuk. Tovabbi, az 1.17 problémahoz kapcsol6dd regularitasi
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eredmények talalhatok az 5., 6., 7., 12.,és 13. paragrafusokban. Az alabbiak-
ban 6sszefoglaljuk az ezen paragrafusok altaldnosabb eredményeinek az 1.17
probléméara vonatkozd kovetkezményeit.

1.24. Tétel. Az 1.17 probléma jel6léseivel, ha h folytonos, a g; fiiggvé-
nyek pedig folytonosan differencialhatéak, akkor minden Lebesgue-mérhetd,
illetve Baire-tulajdonsagi f megoldas folytonos.

Bizonyitas. A 8.3, illetve a 10.2 tételek kovetkezménye, ha azokat lo-
kalisan alkalmazzuk.

1.25. Tétel. Az 1.17 probléma jeloléseivel, ha a h és g; fiiggvények
p-szer folytonosan differencialhatéoak, akkor minden majdnem mindeniitt dif-
ferencidlhato f megoldds p-szer folytonosan differencidlhaté (1 < p < o0).

Bizonyitas. A 14.2 és 15.2 tételekbdl kiovetkezik.

1.26. Tétel. Az 1.17 probléma jeloléseivel, ha a h és g; fiiggvények
p-szer folytonosan differencialhatoak, akkor minden f megoldds, amely lo-
kélisan korldtos valtozasi, p-szer folytonosan differencidlhaté (1 < p < 00).

Bizonyitas. 1.24 tételbol kovetkezik, hogy f folytonos. A 13.2 tételbol
kovetkezik, hogy f lokalisan Lipschitz. Az 1.25 tételbdl kovetkezik, hogy az
f megoldas p-szer folytonosan differencialhato.

1.27. Tétel. Az 1.17 probléma jeloléseivel, ha a h és g; fiiggvények
max{2, p}-szer folytonosan differencidlhatéak, és van olyan C' kompakt rész-
halmaza X -nek, hogy minden x € X-hez van olyan y € Y, amelyre 1.17.(3)
feltételei mellett még g;(x,y) € C is teljesiil, akkor minden Lebesgue-mérhetd,
illetve Baire-tulajdonsagi f megoldas p-szer folytonosan differencidlhato
(1 <p<o0).

Vegyiik észre, hogy a tételben szerepl6 kiegészité kompaktsagi feltételt
megOrzi az atviteli elv.
Bizonyitas. Az 1.24, 1.25 és 11.5 tételekbdl kovetkezik.

1.28. Tétel. Az 1.17 probléma jeloléseivel, han =2,t =1, g1(z,y) =
y, 6s a h fiiggvény p-szer, a go fiiggvény max{2, p}-szer folytonosan diffe-
rencialhaté, akkor minden Lebesgue-mérhetd, illetve Baire-tulajdonsagi f
megoldds p-szer folytonosan differencidlhaté (1 < p < 00).

Bizonyitas. Az allitas az 1.24, 11.4 és 1.25 tételek kivetkezménye.

1.29. Tétel. Az 1.17 probléma jeléléseivel, ha az 1.17.(1) fiiggvény-
egyenlet az alabbi specialis alakii:

ahol a h; : D x Z — R! fiiggvények p-szer, a g; fiiggvények max{2,p}-
szer folytonosan differencidlhatéak, akkor minden Lebesgue-mérhetd, illetve
Baire-tulajdonsagii f megoldds p-szer folytonosan differencidlhaté (1 < p <
00).

Bizonyitas. Ez a tétel az 1.24, 11.3 és 1.25 tételek osszefoglalasa.
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1.30. Tétel. Az 1.17 probléma jeloléseivel, tegyiik fel, hogy t = 1,
D =]a,b|[x]a,b|, és az egyenlet az alabbi specialis alakai:

n

(1) fl) =Y cif (gi(x,y)), ha (x,y) € D,

i=1
aholc; eR (i =1,2,...,n), és
gi : ]a,b[x]a, b]—]a, b (i=1,2,...,n).
Tegyiik fel tovabba, hogy az alabbi feltételek teljesiilnek:
(2) gi(z,y) az x és y kozott van, ha z,y €|a, b|;
(3) g¢i analitikus és valamely 0 < A < 1 konstanssal

Py,
‘m(%y)‘ < APpl,
ha’$7y€]a7b[ésp:1727"';
(4) minden z €la,b|-re ési = 1,2,... ,n-re az |a, b[-nek |a, b]-be valé y —

gi(z,y) leképezése szigorian monoton, és az a g; fiiggvény, amelyre a
t — gi(x,t) leképezés az y — g;(x,y) leképezés inverze, kétszer folyto-
nosan differencialhaté az értelmezési tartomanyan.

Ekkor minden f megoldas, amely Lebesgue-mérheté vagy Baire-tulajdonsagii,
analitikus.

Bizonyitas. Ez a tétel az 1.29 és az 16.2 tételeket foglalja Gssze.

1.31. Regularitasi tételek sokasagokon. Geometriai vagy fizikai
problémakbdl szarmazé fiiggvényegyenletekre az egyenlet természetes értel-
mezési tartomédnya néha egy differencialhaté sokasag. A 5. 15. paragrafu-
sokban szerepl6 tételek nagy része altalanos nemlinearis egyenletek vektor-
vektor megoldasaira vonatkozik, és lokalis jellegli. Varhaté, hogy az ered-
mények jo része atvihetd differencidlhato sokasdgokra is. A lokalis jellegii
eredményeknél ez semmi gondot nem okoz, de a globélis jellegii eredmények
1j bizonyitast igényelnek. A sokasdgokra vonatkozé eredmények targyalasa
a 17. paragrafusban torténik. Erdemes az alapproblémét is megfogalmazni
differencidlhaté sokasagokra is:

1.32. Probléma. Legyenek X,Y és Z analitikus sokasagok, és legyen
D az X x Y nyilt részhalmaza. Legyenek f : X — Z,¢g; : D — X (i =
1,2,...,n) ésh:D x Z"™ — Z fiiggvények. Tegyiik fel, hogy
(1)

f(.I‘) = h(.%‘, Y, f(gl(J;? y))? s 7f(gn(x7 y))),

ha (z,y) € D;
(2) h analitikus;
(3) ¢; analitikus és minden xo € X-hez van olyan yg, amelyre (xg,yo) € D

és y — g;(xo,y) szubmerzié az yo-ban, ha 1 =1,2,... ,n.
Igaz-e, hogy minden f megoldas, amely Lebesgue-mérheté vagy Baire-tulaj-
donsagi, analitikus?
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Természetesen itt is megfogalmazhat6 a CP-probléma és a C? C%-probléma,
amelyekbe itt azt is beleértjiik, hogy az X, Y és Z sokasdgok CP-sokasdgok.

1.33. A sokasagokra vonatkozdé eredmények Osszefoglalasa. Itt
is a teljes védlasz a fenti probléméra nem ismert. Ugyanigy, mint az 1.17
problémadt, ezt a problémadt is az 1.7 pont (I) (VI) lépéseinek megfelelGen
hat részre oszthatjuk. Az (I), (IT), (IV) és (V) 1épésnek megfelels rész teljes
megoldasa konnyen kovetkezik a 8., 10., 14. és 15. paragrafusok eredmé-
nyeib6l (és elég feltenni, hogy a szerepld sokasdgok C*°-ek). A (III) 1épést
X kompaktsiga esetén megoldjuk. Ha X nem kompakt, tovabbi feltételek
mellett kapunk eredményeket. Fredményeink az alabbi tételekben 6sszegez-
hetok:

1.34. Tétel. Az 1.32 probléma jeloléseivel, ha X, Y és Z is C*°-
sokasagok, h folytonos, a g; fiiggvények pedig folytonosan differencidlhatéak,
akkor minden Lebesgue-mérhetd, illetve Baire-tulajdonsagii f megoldas foly-
tonos.

Bizonyitas. A 17.1, illetve a 17.2 tételek kiovetkezménye, ha azokat
lokalisan alkalmazzuk.

1.35. Tétel. Az 1.32 probléma jeloléseivel, ha X, Y és Z is C*°-
sokasagok, a h és a g; fiiggvények p-szer folytonosan differencialhatéak, akkor
minden majdnem mindeniitt differencialhato f megoldas p-szer folytonosan
differencidlhaté (1 < p < o0).

Bizonyitas. A 17.7 és 17.8 tételekbdl kovetkezik.

1.36. Tétel. Az 1.32 probléma jeloléseivel, ha X, Y és Z is C*°-
sokasdgok, a h és g; fiiggvények max{2, p}-szer folytonosan differencialha-
toak, és van olyan C' kompakt részhalmaza X -nek, hogy minden xo € X-hez
van olyan yo € Y, amelyre a fenti probléma (3) feltétele mellett g;(zq,yo) €
C (i =1,...,n) is teljesiil, akkor minden Lebesgue-mérhetd, illetve Baire-
tulajdonsagi f megoldds p-szer folytonosan differencidlhaté (1 < p < 00).

Bizonyitas. Az 1.34, 1.35 és 17.4 tételek kovetkezménye.

1.37. Tétel. Az 1.32 probléma jeloléseivel, ha X, Y és Z is C*°-
sokasagok, X kompakt, h és g; pedig C*°-fiiggvények, akkor minden Lebesgue-
mérhetd, illetve Baire-tulajdonsagi f megoldas C*°-ben van.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel kovetkezménye.

1.38. Tétel. Az 1.32 probléma jeloléseivel, ha X, Y és Z is C*°-
sokasdgok, n = 2, dim(Z) = 1, ¢g1(x,y) =y, a h fiiggvény p-szer, a g, fiigg-
vény max{2, p}-szer folytonosan differencialhatd, akkor minden Lebesgue-
mérhetd, illetve Baire-tulajdonsagu f megoldas p-szer folytonosan differen-
cidlhaté (1 < p < ).

Bizonyitas. Az allitas az 1.34, 17.6 és 1.35 tételek kivetkezménye.
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1.39. Tétel. Az 1.32probléma jeloléseivel, ha X ésY is C*°-sokasagok,
7 nyilt részhalmaza Rt-nek, és a fiiggvényegyenlet az aldbbi specidlis alaki:

f@)=> hi(zy, f(gi(x,y))), (x,y) € D,

=1

ahol a h; : D x Z — Rt fiiggvények p-szer folytonosan differencidlhatéak,
a g; fiiggvények pedig max{2, p}-szer folytonosan differencidlhatoak, akkor
minden Lebesgue-mérhetd, illetve Baire-tulajdonsagu f megoldas p-szer foly-
tonosan differencidlhaté (1 < p < 00).

Bizonyitas. Ez a tétel az 1.34, 17.5 és 1.35 tételek osszefoglalasa.

1.40. Regularitasi tételek kevesebb valtozdéval. Durvan szélva, a
5.-17. paragrafusok eredményei azokban az esetekben bizonyitanak regula-
ritasi tételeket, amelyekben egy r valtozods fiiggvény egy legalabb 2r valtozds
fiiggvényegyenletnek tesz eleget. Az 1.17 probléma jel6léseivel, ez azért van,

mert a feltételbol, hogy 6—92 rangja megegyezik X dimenzidjaval, kovetkezik,

hogy Y dimenziéja nem lehet kisebb, mint X dimenzidja. Az 1.20 pont utol-
9,
dy
egyszertien elhagyni. Mindazonéaltal, hogy legalabbis bizonyos esetekben, a
valtozok szama egészen r + 1-ig redukilhatd (az r eset mar , egyvaltoz6s”

s6 két példaja azt mutatja, hogy a rangjara vonatkozo feltételt nem lehet

egyenletet jelentene), azt Swiatak [154] regularitdsi eredményei mutatjék.

Swiatak altaldnos ,,lokalis integralhatésagbdl kovetkezik az akarhany-
szori differencidlhatésag” tipusi tételeket bizonyitott. Eredményeit disztri-
biciok alkalmazasaval kapta. Mddszerének 1ényege annak bizonyitasa, hogy
a disztribiicié értelemben vett megoldasok egy olyan differencidlegyenletnek
tesznek eleget, amelynek csak végtelen sokszor differencialhaté megoldésai
vannak. Ezt a gondolatot hasznélta Swiatak [154] dolgozataban, amelyben
a

n

(1) Zh’z(xay)f(gz(xay)) = h(.%‘, f(gn—{—l(x))? s 7f(gm($))) + hﬂ(wvy)

=1

fiiggvényegyenletre bizonyitott be egy altalanos regularitasi eredményt, ahol
f az ismeretlen fiiggvény. Durvan szélva, a disztribiciok kozotti egyenlet-
ként tekintett (1) egyenletre egy, az y valtozéban haté parcidlis differencia-
loperatort alkalmaz. Természetesen a jobb oldalon szereplé nemlinedris tag
eltiinik. Ha létezik olyan yo, amelyre g;(x,yo) = « minden 1 < i < n-re (na-
gyon erds feltevés), akkor ezt a rogzitett yp-at helyettesitve P(0,z)f = H
alaki parcidlis differencidlegyenletet kapunk. Ha ez a parcialis differenci-
alegyenlet konstans erdsségii és hypoelliptikus valamely x = x¢-ra, akkor
a differencidlegyenletek regularitdsi elmélete szerint (l1dsd ezzel kapcsolat-
ban Hormander [59] konyvében a 7.4.1 tételt) minden disztribicié megoldas
egy C™ fiiggvénynek felel meg. Annak részletes targyalasat illetGen, hogy
a fellépo nehézségek hogyan kiizdhetdk le, és a kapott eredmények hogyan
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alkalmazhatdk, Swiatak eredeti [151], [152], [153], [154], [155] dolgozataira
utalunk.

A fenti, Swiatak 4ltal vizsgalt egyenlet , majdnem linedris”, igy forma-
lisan sokkal specidlisabb, mint az 1.17 probléméban szereplé (1) egyenlet.

Azonban Swiatak tételei akkor is alkalmazhatok, amikor 6—% rangja sokkal

kisebb, mint az f ismeretlen fiiggvény értelmezési tartomanyanak dimenzi-
6ja. Durvan szdlva, Swiatak eredményei még akkor is alkalmazhatdk, ha az
ismeretlen f fiiggvény r valtozos, és az egyenletben r + 1 viltozé van. Kz
a valtozék minimalis szdma, amelyre az egyenlet nem ,,egyvaltozds” egyen-
let. fgy Swiatak eredményei azt mutatjak, hogy az 1.17 probléméban a rang
feltétel tiil erds, és a probléméra vonatkoz6 eredmények (més feltételeket is
valtoztatva) kiterjesztheték mas esetekre is.

Remélhetd, hogy moddszereink &dltaldnositasaval altalanos nemlinearis
fiiggvényegyenletekre is kaphatunk eredményeket. Ilyen egyenletekre lehe-
tetlennek tiinik Swiataknak a Schwartz-féle disztribiciékra alapozott maéd-
szereit kiterjeszteni. Remélhetd, hogy azt az igen erds feltevést is ki tudjuk
kiisz6bolni, hogy létezzen olyan yg, amelyre g;(z,yo) = x minden 1 < i < n-
re. A mesterségesnek t{iné hypoelliptikussagi feltételnek is el kell tiinnie.

A fenti gondolatoktdl vezérelve, az 18. paragrafusban altalanos ,, mérhe-
t6ségbol kovetkezik a folytonossag” tipusi eredményeket fogunk bebizonyi-
tani ,kevés” valtozoval. A mérhetdség és a Baire-kategoria kozott fenndllo
anal6gia (lasd Oxtoby [132]) azt sugallja, hogy prébaljunk meg analég ered-
ményeket bizonyitani Baire-tulajdonsagu megolddsokra is. A fennallé kii-
16nbségek, mint példaul az ,,e-technika”, a mértékben valé konvergencia, és
az ehhez kapcsolddo tételek (példaul Riesz kivdlasztési tételének, stb.) hia-
nya azt mutatjak, hogy kiilon targyalas sziikséges. A ,, Baire-tulajdonsiagbdl
kovetkezik a folytonossag” tipusi eredményeket altalanos nemlinearis egyen-
letekre , kevés” valtozéval a 19. paragrafusban bizonyitunk. Végiil, a 20.
paragrafusban , folytonossagbdl kivetkezik a differencidlhatésag” és ., p-szer
folytonosan differencidlhaté megoldasok p + 1-szer is folytonosan differen-
cidlhatoak” tipusu tételeket bizonyitunk , kevés” valtozds fiiggvényegyenle-
tekre. Az utébbi esetben eredményeink altalanos nemlinearis egyenletekre
is alkalmazhaték. Az elébbi esetben a jelenlegi eredmények csak linedris
egyenletekre alkalmazhaték, de sok més erds feltétel nem 1ép fel.
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2.§ Jelolések és terminoldgia

2.1. Halmazok és fiiggvények. Egy A halmaz szamossagat card(A)
fogja jelolni. Ha card(A) < Vg, akkor azt mondjuk, hogy A megszamlal-
haté. A ¢ jelslést hasznaljuk a kontinuum szdmossagra, azaz 2%0-ra. N, Z,
Q, R, C és T a nemnegativ egész, egész, racionalis, valos, komplex illetve
egységnyi abszolit értékii komplex szamok jelolésére fognak szolgalni. Ha
f egy fiiggvény, jelolje dmn f az értelmezési tartomanyat, rng f pedig az
értékkészletét. Az Ny multiplicitasfiiggvényt gy definidljuk, hogy N¢(y)
legyen f~'{y} elemeinek szdma (esetleg 0o).

Minden normalt térrél feltessziik, hogy valds; a normat | | fogja jeloIni.
A || || jelet csak linedris operatorok operator-normdjara alkalmazzuk. Ha
f: D —Y egy normélt tér egy nyilt részhalmazat egy normalt térbe képezd
fiiggvény, akkor f’ fogja jelolni f derivaltjat. Ha D C X; x Xo X ... X X,,,
haszndalni fogjuk a  nem teljesen korrekt mdédon jelolt

D, = {(a:l, e Ty g1y e 5 Ty) (X1 Tp) € D}
parcialis halmazokat. Az f,, : D,. — Y parcialis fiiggvényeket az
fxi(l‘l, oo s Li—1, Lj41y - - ,l‘n) = f(l‘l, e ,.I‘n),

ha (z1,...,2,) € D Osszefiiggéssel definidljuk. D, . ., és fo, . ., ha-
sonléan vannak definidlva. Ha X, és Y normaélt terek, akkor a

8if7 (9& f vagy 8x

parcidlis derivaltat az fo, . oz, | zii1,... o, fliggvény deriviltjaként definidl-
juk, ha létezik. Ha o € N™ egy multiindex, legyen

és legyen

00 f — Mg -0 .
Ha D C R™ és Y = R™, akkor f’ azonosithaté a

Ori ) i1 j
matrixszal, ahol f = (f;)7L, és @ = (2;)} ;. Hay = f(z), 1 <ir,... i <,
1<j1,...,7 < m, akkor jeldlje a
(af]l ) T T
iy ) et 121
matrix determinansat
a(yju s 7yj1‘)
a(l'i] PP ,.CEZ‘T)

A differencial- és integralszamitas egyéb jeloléseit a szokiasos médon hasz-
naljuk; kétség esetén lasd Rudin [137] konyvét.
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2.2. Topoldégia. Topolégidval és topologikus csoportokkal kaﬁpcsolat—
den reguléris, teljesen reguldris, normalis, kompakt és lokdlisan kompakt
térrol feltessziik, hogy Hausdorff. Tetsz6leges X halmaz részhalmazainak
egy tetszoleges &£ osztalyara jelolje £, az &-beli halmazok megszamlalhato
uniGjaként eldallé halmazok osztalyat (iires uni6 az iires halmaz), & pedig
az &E-beli halmazok megszamlalhatéo metszeteként el6allé halmazok oszta-
részhalmazainak osztalyat altalaban G-vel jeloljiik, zart halmazainak oszta-
lyat pedig altalaban F-el. fgy a Gs, Fo, Gso, Fos, stb. halmazosztalyok
értelmezve vannak. X-beli gorbe alatt R valamely zart intervalluméat az X
topologikus térbe képez6 fiiggvényt értiink. Topologikus tér silyan nyilt
bazisai szdmossdgainak a minimumat értjiik. Egy topologikus tér karak-
terén azt a legkisebb n szdmossagot értjiik, amelyre a tér minden pontjanak
van legfeljebb n szamossigu nyilt kornyezetbazisa. Ha x, y egy metrikus tér
pontjai, és a > 0, akkor azt mondjuk, hogy az x és y pontok a-kozel vannak,
ha a dist(z, y) tdvolsdguk kisebb, mint «. Hasonléan, ha = és y egy uniform
tér pontjai, és a egy relacié az uniformitasbol, azaz egy uniform kornyék,
azt mondjuk, hogy az x és y pontok a-kozel vannak, ha (z,y) € a. Egy
metrikus térben az r > 0 sugard és x kozépponti zart gombot B,.(x) fogja
jelolni. Minden, topologikus csoportokkal kapcsolatban altalunk felhasznélt
eredmény megtalalhaté Hewitt és Ross [52], [53] monografidjaban.

b

2.3. Folytonossagi modulusz, Holder- és Lipschitz-fiiggvények.
Egy metrikus tér egy részhalmazat egy masik metrikus térbe képezd f fiigg-
vényre definidljuk az f fiiggvény wy folytonossdgi moduluszat az

wy(r) =sup{dist(f(x), f(y)) : x,y € dmn f, dist(z,y) < r}

osszefiiggéssel, ha 0 < r < oco. Ha f értelmerzési tartomanya nem iires,
mindig teljesiil, hogy w¢(0) = 0. Vegyiik észre, hogy wy¢ pontosan akkor
(jobbrdl) folytonos a 0-ban, ha f egyenletesen folytonos. Eléfordulhat, hogy
(akdr minden pozitiv r-re) ws(r) = co. Ha valamely 0 < a < 1 kitevére és
H, konstansra ws(r) < H, -7, ha 0 < r < oo, akkor azt mondjuk, hogy f
Hélder-folytonos « kitevovel és H,, Holder-konstanssal. Ha o = 1, a Holder-
folytonos fiiggvényeket és a Holder-konstansokat Lipschitz-fiiggvényeknek
és Lipschitz-konstansoknak is nevezziik. A Holder-folytonossag, Holder-
konstans, Lipschitz-fiiggvény és Lipschitz-konstans lokalis valtozatat is hasz-
nalni fogjuk. A Lipschitz- és lokalisan Lipschitz fiiggvényekkel kapcsolatban
lasd Federer [42] konyvét.

a4

2.4. Mértékelmélet. Federer [42] konyvének terminoldgiajat kovet-
jiik. fgy mérték alatt egy megszamlalhatéan szubadditiv, bdévitett valds
értékili, nemnegativ fiiggvényt értiink, amely egy X halmaz osszes részhal-
mazan van definidlva; mds terminolégidban ezt a fogalmat kiils6 mérték-
nek szokds nevezni. A mérheté halmazok o-algebrdja a Charatheodory-
feltétellel definialhato: egy A C X halmazt p-mérhetének neveziink, ha
wT NA) + w(T\A) = w(T) minden T C X-re. A p mértéket végesnek
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nevezziik, ha u(X) < co. Ha pu(X) = 1, akkor azt mondjuk, hogy p vald-
szintiségi mérték. Ha egy A C X halmaz el6all megszamlalhat6 sok véges
p-mértékii mérheté halmaz egyesitéseként, akkor azt mondjuk, hogy A o-
véges. Ha X maga o-véges, akkor azt mondjuk, hogy a pu mérték o-véges.
Ha X egyelemii részhalmazai mind nulla mértékiiek, akkor azt mondjuk,
hogy a p mérték diffiiz.

Ha p mérték X-en és Y C X, a p megszoritasdt Y részhalmazaira py
fogja jelolni. Ez mérték Y-on. A u|Y mértéket a (u|Y)(A) = u(ANY)
Osszefiiggés definidlja minden A C X-re. Ez mérték X-en.

Minden f : X — Y leképezés indukdl egy X feletti mértékekhez Y
feletti mértékeket rendeld f; leképezést, melynek definicidja

fi(w)(B) = pu(f~1(B)), haBCY.

Ha egy nemnegativ, bovitett valds értékii v fiiggvény van definidlva az
X halmaz részhalmazainak egy tetszéleges H rendszerén, akkor az osszes
T C X-re a

u(T) = inf{> v(H;): I megszamldlhaté, T C Ujc H; és H; € H, hai €l }

osszefiiggéssel értelmezett fiiggvény egy p mértéket definidl X-en. (Az iires
osszeg nulldnak értendd.) A p halmazfiiggvény pontosan akkor kiterjesztése
v-nek, ha v megszamlilhatéan szubadditiv. Nem nehéz megmutatni, hogy
egy A C X halmaz pontosan akkor lesz pu-mérhetd, ha

p(HNA)+p(H\A) <v(H)

minden H € H-ra. Specidlisan, ha H egy o-algebra és v megszamlalha-
téan additiv H-n, akkor p kiterjesztése v-nek, és minden H € ‘H halmaz
p-mérheto.

Ha p mérték X-en, akkor azt mondjuk, hogy B az A halmaz p-burka,
ha A C B C X, B mérhetd, és

WANT)=u(BNT) minden p-mérheté T halmazra.

A o mértéket X-en reguldrisnak nevezziik, ha minden A C X-hez van olyan
p-mérheté B halmaz, amelyre A C B és u(A) = u(B).

Legyen p mérték X-en. A mérték bazisa p-mérheté halmazok egy olyan
B rendszere, hogy minden p-mérheté A halmazhoz és minden € > 0-hoz van
olyan B € B, hogy u(A A B) < e. A p silya a p bézisai szamossagainak
minimuma. A p karaktere a legkisebb olyan n szdmossag, amelyre minden
véges mértékil pu-mérhetd Y halmazra py-nak van legfeljebb n szdmossagi
bézisa.

Megjegyezziik, hogy ha u véges mérték, akkor p silya és a megfeleld L2-
tér Hilbert-tér dimenziéja megegyezik, ha legalabb az egyik végtelen. (Ldsd
Hewitt és Ross [52], (16.12).)

Ha p és v mértékek X-en, azt mondjuk, hogy p bévitése v-nek, ha
minden v-mérhet§ A halmaz p-mérheté is, és u(A) = v(A).

Ha p mérték az X csoporton, azt mondjuk, hogy u bal [jobb] invaridns,
ha minden z € X-re és A C X-re pu(zA) = u(A) [u(Az) = p(A)].
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A Lebesgue-mértéket R"-en A\"™-nel, az m-dimenziés Hausdorff-mértéket
egy metrikus téren pedig x""-el fogjuk jelolni. Egy A C R™ halmaz Lebesgue-
stiriiségét az x € R™ pontban a lim, g A" (B, (z) N A)/A\"(B,(z)) hatarérték-
ként értelmezziik, ha a hatarérték létezik.

Ha g mérték X-en, A C X ésY egy topologikus tér, akkor azt mondjuk,
hogy az f fiiggvény mérheté6 A-n, ha f az A majdnem minden pontjiban
definidlva van, f értékkészlete Y-ban van, és AN f~1(W) mérhetd halmaz
minden W nyilt részhalmazara Y-nak. Specidlisan, A mérhetd kell legyen.

Az itt hasznalt mértékelméleti eredmények és bizonyitasuk megtalalhato
Federer [42] konyvében.

2.5. Topologikus mértékek. Topologikus mértékekkel kapcsolatban
Federer [42] konyvét6l némileg eltérd terminoldgiat fogunk hasznalni. A p
mértéket az X topologikus téren topologikus mértéknek fogjuk nevezni, ha
X minden nyilt részhalmaza pu-mérheté. Természetesen, ha u topologikus
mérték X-en, akkor a Borel-halmazok, az X topoldgidja dltal generdlt (azaz
azt tartalmazé legsziikebb) o-algebra elemei mind p-mérhetéek. A p topo-
logikus mérték tartdja a

sptu=X\U{V : V C X nyilt, u(V) =0}

halmaz. Egy u topologikus mértéket X-en Borel-regularisnak neveziink, ha
minden A C X-hez van olyan B Borel-halmaz, amelyre A C B C X és
w(A) = p(B). Radon-mérték alatt olyan u topologikus mértéket értiink,
amely egy Hausdorff-téren van értelmezve, és rendelkezik az aldbbi tulaj-
donsagokkal:

(1) X barmely K kompakt részhalmazdnak a py-mértéke véges;

(2) X minden V nyilt részhalmazéra
p(V) =sup{u(K): K CV, K kompakt};
(3) bérmely A részhalmazara X-nek
p(A) =inf{u(V): A CV, V nyilt}.

Vilagos, hogy egy Radon-mértéket egyértelmiien meghataroznak a kom-
pakt halmazokon felvett értékei.

Legyen p Radon-mérték X-en és A C X. Az A halmaz akkor és csak
akkor p-mérheté, ha

p(V O A) + (VA A) <u(V)

minden V' nyilt halmazra. Valoban, ha ez a feltétel teljesiil, akkor barmely
T C X-re

W(TOVA) + p(T\ A) < u(V A A) + p(V\ A) < u(V),
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ha T' C V valamely V nyilt halmazra. Infimumot véve az 0sszes T-t tartal-
mazd V-re, azt kapjuk, hogy A mérhets. Hasonléan, A akkor és csak akkor
p-mérhetd, ha

WK O A) + u(K \ A) < p(K)

minden K kompakt halmazra. Valoban, legyen V nyilt halmaz, amelyre
u(V) < oo, és legyen K, olyan kompakt részhalmaza V-nek, amelyre pu(V' \
K,) < 1/n. Ekkor u((VNA)\ (K,NA) < wV\K,) < 1/n, és igy
WK, NA) — pu(VNA), amint n — oco. Hasonléan pu(K, \ A) — pu(V \ A).

fgy azt kapjuk, hogy ha a fenti feltétel teljesiil, akkor

p(V) = lim p(K,) = lim pu(K,NA)+ lim u(K,\A) = u(VNA)+u(V\A).
Végiil, A akkor és csak akkor p-mérhets, ha az A N K halmaz p-mérhetd
minden K kompakt halmazra. Valéban, ebbol a feltételbol az kovetkezik,

hogy
p(K NA)+ p(K\A) < p(K)

minden K kompakt halmazra.
Nem nehéz megmutatni, hogy ha p Radon-mérték, akkor

w(A) =sup{u(K): K C A, K kompakt},

ha A egy véges mértékii u-mérheté halmaz. Ha j Radon-mérték X -en, akkor
(X \ spt 1) = 0.

2.6. Luzin-mérheto fiiggvények. Legyen p Radon-mérték az X Haus-
dorff-téren, és legyen Y topologikus tér. Legyen f egy fiiggvény, amely X
egy F részhalmazanak majdnem minden pontjat Y-ba képezi. Az f fiigg-
vény Luzin u-mérheté E-n, ha E barmely véges mértéki A részhalmazahoz
és barmely ¢ > 0-hoz van olyan C' kompakt részhalmaza A-nak, amelyre
w(A\ C) < € és f|C folytonos. Ezzel a fogalommal Luzin tétele a kovetke-
z0képpen sz6l (lasd még [42], 2.3.6):

b

2.7. Luzin tétele. Legyen p Radon-mérték az X Hausdorff-téren, E
egy p-mérhets részhalmaza X -nek, ésY topologikus tér. Ha egy f leképezése
X valamely részhalmazanak Y -ba Luzin pu-mérheté E-n, akkor p-mérheté
is E-n. Megforditva, ha az f fiiggvény u-mérheté E-n, és az Y topoldgiaja
megszamlalhato bazisid, akkor f Luzin p-mérheté is E-n.

Bizonyitas. Meg kell mutatnunk, hogy ha V' nyilt részhalmaza Y-nak,
akkor EN f~1(V) mérhetd. Elég megmutatni, hogy KNENf~'(V) mérhets
X minden K kompakt részhalmazara. A K N E halmaz felirhat6, mint egy
nulla mértéki N halmaz, és olyan kompakt C,, halmazok uniéja, amelyekre
f|C,, folytonos. C, N f~1(V) relativ nyilt C,-ben, {gy Borel-halmaz. Ebbdl
kovetkezik az allitas.

A forditott irdny bizonyitdsdban Oxtoby [132], 8.2. bizonyitasat kivet-
jiikk. Legyen V,, megszamlalhaté bazisa Y-nak, A véges mértéki mérheto
részhalmaza E-nek, és € > 0. Az A-t egy kompakt halmazzal approximalva
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beliilrol, latjuk, hogy feltehetd, hogy A kompakt. Vélasszunk minden n-re
olyan U,, nyilt és C,, kompakt halmazt, amelyre C,, C AN f~%V,,) C U,
és w(U, \ Cp) < /2" Ha C = A\ U2, (U, \ Cp,), akkor C' kompakt,
u(A\C) <eés f~1(V,,)NC = U, NC relativ nyilt. Ebbdl kivetkezik, hogy
f|C folytonos.

2.8. Haar-mérték. Barmely G lokdlisan kompakt csoporton létezik
egy bal [jobb] invaridns A Radon-mérték, amelyre a nem iires nyilt halma-
zok mértéke nem nulla. Barmely ilyen \ mértéket bal [jobb] Haar-mértéknek
neveziink. Bdrmely két ilyen A\, \' mértékhez van olyan ¢ pozitiv konstans,
amelyre N = c\. Tovdbbd létezik egy egyértelmiien meghatdrozott A folyto-
nos homomorfizmusa G-nek a pozitiv valés szamok multiplikativ csoportjaba
(G tgynevezett modularis fiiggvénye), hogy ha X\ egy bal Haar-mérték, x € G
és az L halmaz \-mérhets, akkor Lx és L~ is \-mérhetéek és

A Lx) = A(x)\(L);

ML) = /LA(x_l)d)\(:v).

Lokélisan kompakt csoporton a bal Haar-mértéket altalaban A-val fog-
juk jeldlni.

2.9. Baire-kategéria. A Baire-kategoriaval kapcsolatos legfontosabb
tények megtaldlhaték Bourbaki [26] konyvében; ldsd a IX. fejezet 5. pont-
jat és a hozza tartozo feladatokat. Mi az Oxtoby [132] konyvének eltérd

sz

kedvéért roviden osszefoglaljuk azokat a tényeket, amiket haszndlni fogunk.

Az X topologikus tér egy A részhalmazat elsé kategdoridjimak nevezziik,
ha A el6allithaté megszdmlalhat6 sok sehol sem siirti halmaz (azaz olyan
halmaz, amelynek a lezartja nem tartalmaz bels6 pontot) egyesitéseként,
egyébként A madsodik kategoridji. Konnyii latni, hogy ha X topologikus
tér, Y az X egy részhalmaza, A pedig az Yegy részhalmaza, és A sehol
stirti [els6 kategdriaji] az X részhalmazaként is. Megforditva, ha Y nyilt
részhalmaz, A pedig sehol sem stirii [elsé kategdridji] mint X részhalmaza,
akkor A sehol sem stirti [els6 kategoriaji] az Y részhalmazaként is.

Egy X topologikus teret Baire-térnek neveziink, ha benne megszamlal-
hat6 sok stirii nyilt halmaz metszete is stiri. Baire tétele azt allitja, hogy
lokdlisan kompakt tér és teljes metrikus tér Baire-tér. Emlékeztetiink ra,
hogy egy teljes metrikus tér egy részhalmazan pontosan akkor létezik olyan
teljes metrika, amelybdl az altér-topoldgia szarmazik, ha a részhalmaz Gs-
halmaz.

Legyen E az X topologikus tér részhalmaza. Azt mondjuk, hogy E
masodik kategoriaji az x € X pontban, ha E NV masodik kategéridju
minden V kiérnyezetére z-nek. Jelolje D(FE) az osszes olyan x € X pontok
halmazat, amelyekre E mésodik kategériaji z-ben. D(FE) = () akkor és csak



2.8 Jelslések és terminoldgia

akkor, ha E els6 kategéridju. Tovdbba D(FE) zart és az E \ D(E) halmaz
els6 kategoridju.

Azt mondjuk, hogy £ C X Baire-tulajdonsigi, ha van olyan V nyilt
0sszes Baire-tulajdonsagui részhalmazai o-algebrat alkotnak. Természetesen
ez a o-algebra tartalmazza a Borel-halmazokat, a legkisebb, minden nyilt
halmazt tartalmazé o-algebra elemeit. Az el6z6 bekezdés jeloléseivel egy
E C X halmaz akkor és csak akkor Baire-tulajdonsigi, ha E \ D(FE) els6
kategéridju. Az E halmaz akkor és csak akkor Baire-tulajdonsigi, ha X
minden z pontjanak van olyan U kornyezete, hogy U N E Baire-tulajdonsigu
X-ben.

Legyenek X és Y topologikus terek, és tegyiik fel, hogy legaldbb az egyik
akkor és csak akkor Baire-tulajdonsagi, ha az E, F' halmazok valamelyike
els6 kategoriaji, vagy mindkettd Baire-tulajdonsagu.

Ezeket a tényeket az Oxtoby [132] konyvének 15. fejezetében szerep-
16 bizonyitassal kombindlva, Kuratowsky és Ulam egy tételének az alabbi
formajat kapjuk:

2.10. Kuratowsky-Ulam tétel. Legyenek X és Y topologikus te-
rek, és tegyiik fel, hogy Y megszamlalhaté bazisi. Legyen E egy Baire-
tulajdonsagi halmaz X X Y-ban. Ekkor x-ek egy X-beli els6 kategdriaji
részhalmazat kivéve E, Baire-tulajdonsagi, és E pontosan akkor elsé ka-
tegoriaji, ha X-beli xz-ek egy elsé kategoriaju részhalmazat kivéve E, elso
kategoriaji Y -ban.

2.11. Baire-tulajdonsagu fiiggvények. Azt mondjuk, hogy egy f
fiiggvény Baire-tulajdonsagi E-n, ha f értelmezési tartomanya egy els6 ka-
topologikus térben van, és Y barmely W nyilt részhalmazara E N f~1(W)
Baire-tulajdonsagi halmaz X-ben. Ha f Baire-tulajdonsagi X-en, akkor
egyszeriien azt mondjuk, hogy Baire-tulajdonsagu.
fiiggvényt, amely egy X topologikus tér valamely részhalmazat egy Y topo-
logikus térbe képezi le, Borel-fiiggvénynek neveziink, ha minden Y barmely
V nyilt részhalmazdra az f~'(V) halmaz Borel-halmaz X-ben.

A Baire-tulajdonsagu fiiggvények a mérheto fiiggvényekhez nagyon ha-
sonldan viselkednek. Az alabbi allitasokat fogjuk felhasznalni.

Ha f az X valamely részhalmazan definialt Baire-tulajdonsagi fiigg-
vény, akkor az Y 0Osszes olyan B részhalmazai, amelyekre f~'(B) Baire-
tulajdonsagi, o-algebrat alkotnak. fgy ha f értékei az 'Y topologikus térben
vannak, g pedig az Y topologikus tér valamely részhalmazan értelmezett
Borel-fiiggvény, akkor g o f Baire-tulajdonsagi az értelmezési tartomanyan.

Tegyiik fel, hogy Y = [[,Y; megszamldlhato bazisu terek megszamlal-
haté szorzata. Egy, az X topologikus teret az Y topologikus térbe képez6
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f fiiggvény pontosan akkor Baire-tulajdonsagi, ha minden p; o f fiiggvény
Baire-tulajdonsagii, ahol p; az Y természetes projekciéja Y;-re.

Tegyiik fel, hogy X topologikus tér, Y metrikus tér, és az f, f, (n =
1,2,...) fiiggvények egy (a fiiggvénytdl fiiggs) elsé kategoridjii halmaz ki-
vételével az egész X-en vannak definidlva, az értékeik Y -ban vannak, és
Baire-tulajdonsagiak. Ekkor az

E={z: fulz) = f(2)}

halmaz Baire-tulajdonsdgi. Valéban, az E, ,, = {z : dist(f.(x), f(z)) <
1/m} halmazok Baire-tulajdonsagiak, az E halmaz pedig csak egy els6 ka-

sz

oo X

U () B

m=1n=1k=n
halmaztol.

Tegyiik fel, hogy X topologikus tér, Y metrikus tér, az f, f, (n =
1,2,...) fiiggvények X -et Y -ba képezik, az f,, fiiggvények Baire-tulajdonsagiiak,
és fn(x) — f(x) minden x € X-re, kivéve egy els6 kategoridjui halmaz pont-
jait. Ekkor f is Baire-tulajdonsagi. Valoban, ha V nyilt részhalmaza Y-nak,
és V; az Y azon pontjait tartalmazé nyilt halmaz, amelyek tavolsaga Y\ V-6l
nagyobb, mint 1/i, akkor f=1(V) az

JUnN#rm
i=1j=1k=j

sz s

Azt mondjuk, hogy az X topologikus tér valamely E részhalmazat egy
misik, Y topologikus térbe képezd f fiiggvény Luzin-Baire-tulajdonsagi E-
n, ha van olyan F' els6 kategériaji halmaz, hogy f|E\ F folytonos. Az aldbbi
tétel Luzin tételével analdg:

2.12. Tétel. Tegyiik fel, hogy X ésY topologikus terek, és az E rész-
halmaza X -nek Baire-tulajdonsagi. Ha az X egy részhalmazat Y -ba képez6
f fiiggvény Luzin-Baire-tulajdonsagi E-n, akkor f Baire-tulajdonsagi E-n.
Megforditva, ha f Baire-tulajdonsagi az E-n, és'Y topologiaja megszamlal-
hato bazisi, akkor f Luzin-Baire-tulajdonsagi E-n.

sz s

sz6leges nyilt részhalmaza Y -nak. Mivel f|E\ F folytonos, (E\ F)N f=1(V)
el6dll U N E \ F alakban valamely X-beli U nyilt halmazzal, igy Baire-
tulajdonsagi. Mivel FNf~1 (V) elsé kategériaji, Baire-tulajdonsagu is. igy
En f~Y(V) is Baire-tulajdonsign.

c sz

Mivel E N f~1(V,) Baire-tulajdonsdgu, felithaté (U, \ F;,) U F! alakban,
ahol F, és F! is els6 kategéridji. Legyen F = U2, (F, U F)). Ekkor
(E\F)n f~Y(V,,) = (E\ F) N U,, igy relativ nyilt E\ F-ben. Mivel V,,

béazis, ez azt jelenti, hogy f|E \ F folytonos.
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A Kuratowsky-Ulam tételbol kozvetleniil kovetkezik az alabbi, a Fubini-
tétellel anal6g eredmény:

2.13. Tétel. Ha X,Y és Z topologikus terek, Y és Z megszamlalhato
bazisuak, f : X xY — Z Baire-tulajdonsagi, akkor x-ek egy elsé kategoriaju
halmazat kivéve, az f, fiiggvény Baire-tulajdonsagii.

2.14. Korlatos valtozas. A valés valtozds korlatos valtozasu fiiggvé-
nyek elemi fogalma mellett sziikségiink lesz a tobbvaltozds korlatos valtozasu
fiiggvények fogalmara is. Giusti [48] konyve nyoman, ha X C R™ egy nyilt
halmaz, azt mondjuk, hogy az f : X — R fiiggvény korldtos valtozasi, ha
integralhaté és

sup{/ fdivg:ge KNX;R") és |g| < 1}
b's

véges; itt K1(X;R") jeloli az 6sszes X-et R™-be képezs, kompakt tartéji
folytonosan differencialhaté fiiggvények osztalyat. Ha f folytonosan diffe-
rencidlhaté, akkor a fenti kifejezés értéke [ |f’[; ugyanezzel a szimbdélum-
mal fogjuk jeldlni egy tetszoleges korlatos véaltozasu fiiggvényre. Ekvivalens
definicié lenne, ha azt kiovetelnénk meg, hogy az f disztribicié értelem-
ben vett gradiense reprezentalhatd egy vektor értékii véges Radon-mérték
szerinti integralassal; [ |f’| ennek a mértéknek a teljes valtozdsa. Szigo-
rian véve, ez a fogalom nem az egyvaltozos korlatos valtozasu fiiggvények
fogalmanak altalanositasa, hanem a korlatos lényeges valtozassal rendelke-
70 fiiggvényeké. Kzt a kapcsolatot, valamint a korlatos véltozéasu fiiggvé-
nyek alapvetd tulajdonsdgait Giusti [48] konyve targyalja; a tovabbiakban
korlatos valtozasu fiiggvényekkel kapcsolatban csak ennek a konyvnek az
eredményeire tamaszkodunk. Tovabbi eredmények taldlhaték Federer [42]
konyvében, lasd 4.5.9 és 4.5.10. Azt fogjuk mondani, hogy egy vektor ér-
téki fiiggvény valamely euklidészi térbeli értékekkel korlatos valtozasii, ha
minden koordinata-fiiggvénye korlatos valtozasi. Azt mondjuk, hogy f loka-
lisan korlatos valtozasi X-en, ha X minden pontjanak van olyan kérnyezete,
hogy f megszoritasa erre a kornyezetre korldtos valtozasu.

2.15. Differencidlhaté sokasiagok. A (C*° vagy analitikus) differen-
cialhaté sokasdgokkal kapcsolatban Dieudonné [39] konyvének terminol6gi-
ajat kovetjiik, igy differencialhaté sokasag alatt mindig véges dimenzids so-
kasagot fogunk érteni, amirdl feltessziik, hogy szeparabilis és metrizalhato.
Egy tételben a Banach-sokasag fogalmat is hasznaljuk; Banach-sokasagokkal
tet, 73. fejezet. A Lebesgue-mértékek, Lebesgue-mérhetéség, nullahalma-
zok fogalmat illetéen Dieudonné [39] konyvét (14sd 16.22.2) kovetjiik; egy p
Lebesgue-mértéket egy X tiszta n-dimenzidés C*° differencidlhatéd sokasdgon
az jellemez, hogy ha ¢ egy térkép, akkor egy A C dmn(yp) halmaz pontosan
akkor p-mérhetd, ha p(A) Lebesgue-mérheté R™-ben, tovabba a ¢ térképhez
létezik egy f, pozitiv valés értékii C>° fiiggvény rng(¢p)-n tgy, hogy

u(A) = / fo(x)d\"(z), ha A C dmn(yp) mérhetd.
®(A)
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Bar a Lipschitz-fiiggvény fogalma nem vihet6 4t sokasdgokra, a loka-
lisan Lipschitz fiiggvény fogalma igen: egy f : X — Y differencidlhaté
sokasagok kozotti leképezést lokalisan Lipschitz fiiggvénynek neveziink, ha
barmely z € X-re van olyan ¢ térkép az x és ¢ térkép az f(z) egy-egy kor-
nyezetén, hogy o fop~! Lipschitz-fiiggvény a ¢(x) egy kornyezetén. Ekkor
barmely més, x egy kirnyezetén értelmezett ¢ és f(x) egy kornyezetén ér-
telmezett ¢ térképre is teljesiil, hogy 1) o f o ! Lipschitz-fiiggvény a ()
egy kornyezetén. Nem nehéz belatni, hogy ha X és Y 0Osszefiiggéek, akkor
tetszélegesen védlasztva Riemann-struktiurdkat X-en illetve Y-on, f ponto-
san akkor lokalisan Lipschitz a fenti definicié szerint, ha lokdlisan Lipschitz
a Riemann-struktirdkbdl szarmazé metrikikra nézve.



3.§ Steinhaus tételének altaldnositasai

II. STEINHAUS-TIPUSU TETELEK

3.5 Steinhaus tételének altalanositasai

Hugo Steinhaus [150] 1920-ban bebizonyitotta, hogy ha A a szdmegye-
nes pozitiv Lebesgue-mértékli mérheto részhalmaza, akkor az A — A halmaz
tartalmaz intervallumot. Altalénosabban, ha az A és B halmazok R" pozitiv
Lebesgue-mértékii mérhetd részhalmazai, akkor az A + B halmaz tartalmaz
bels6 pontot: ldsd példaul Kemperman [107] dolgozatét.

A bizonyitas példaul Weil gondolatdra [164] alapozhat6, hogy a x4 és
xB karakterisztikus fiiggvények konvoliciéja (ha A és B véges mértékiiek)
folytonos fiiggvény, igy a

Fs MAN (t— B)) = / x5t — y)xaly) dA(y)

fiiggvény folytonos, és amint az Fubini tételébol kovetkezik, nem mindeniitt
nulla. Ez azt jelenti, hogy A + B tartalmaz egy nem iires nyilt halmazt. Fz
a bizonyitas akkor is miikodik, ha A egy Haar-mérték egy lokdlisan kompakt
csoporton.

A kérdés altalanosabban is vizsgalhatd, ha az Osszeadast egy kétvalto-
z6s F' fiiggvénnyel helyettesitjiik, és azt kérdezziik, hogy milyen feltételek
mellett bizonyithat6, hogy F(A, B) tartalmaz belsé pontot. Az els§ 1épést
ebbe az irdnyba Erdds és Oxtoby [41] tette meg, bebizonyitva, hogy ha
F : RxR — R folytonosan differencialhat6 kétvaltozos fiiggvény nem eltiing
parcialis derivéltakkal, akkor F'(A, B) tartalmaz belsé pontot. Tovabbi alta-
lanositasok adédnak, ha F' valtozéi topologikus mértékterekben vannak, és
F bizonyos feloldhatdsagi feltételeknek tesz eleget: lasd ez irdnyban Kuczma
[114] és Sander [140] dolgozatat. Sander azt is észrevette, hogy az A, B hal-
mazok egyike lehet nem mérheto is. Ezek az eredmények alkalmazhatok
abban az esetben, amikor F' folytonosan differencidlhaté fiiggvény, valtozoi
R"-beli vektorok, és parcialis derivaltjainak determinansa nem nulla.

Ezen paragrafus célja a kérdést tobbvaltozos F' fiiggvényre vizsgalni.
Természetesen, ha F' az RxR xR-et R-be képezi le, olyan probléméat kapunk,
amelyet Erdés és Oxtoby eredménye megold. Hogy értelmes 1j problémat
kapjunk, olyan fiiggvényt kell tekinteniink, amelynek értékkészlete R2-ben
van. A parcidlis derivaltak el nem tiinésére vonatkozé feltételt az fogja
helyettesiteni, hogy a derivaltoperator nulltere dltaldnos helyzeti. A 3.11
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tétel, illetve a 3.13 megjegyzés a Steinhaus-tétel egy ilyen jellegii dltaldnosi-

tasat adja. Kovetkezményként kapjuk az ismert F': R” x R® — R" esetet.
Bizonyitasunk a konvolicié folytonossagardl szolo tétel egy igen alta-

ldnos valtozatan miilik, amelyet a 3.4 tétel tartalmaz. Kovetkezményként

kapunk egy
£ y<ﬂ g;tl(Ai))
i=1

tipusi leképezés folytonossagara vonatkozé eredményt, ahol a g; ; leképezé-
sek folytonosan fiiggnek a ¢t paramétertdl és nem képeznek pozitiv mértéki
halmazt nulla mértékiibe. Ennek a fiiggvénynek a vizsgalata implicit médon
elszor a Jérai [64] dolgozatban, expliciten Krausz [109] munkajaban fordul
el6. Kovetkezményként kapjuk az ismert 3.7 allitast.

Mint a bevezetésben is emlitettiik, az (1) leképezés alulrdl félig foly-
tonos volta, és Steinhaus tételének szamos mas valtozata is alkalmazhato
fiiggvényegyenletek vizsgdlatandl. Ennek a paragrafusnak az eredményeit
az 9., 6., 8., 9. paragrafusokban, valamint az alkalmazasok kozott, a 22.
paragrafusban hasznaljuk fel.

A tovabbi irodalmi hivatkozasokat lasd M. E. Kuczma [114], M. E.
Kuczma és M. Kuczma [115], illetve Sander [140] dolgozatdban. Matkowski
és Swi@tkowski [127] a Steinhaus-tétel egy mas iranyu, egyoldali stiriiségekre
vonatkoz6 valtozatat adtdk meg. Az itt szerepl eredmények a Jarai [87]
dolgozatban jelentek meg.

Egy fontos feltétel vizsgalataval kezdjiik.

3.1. Feltétel. Ebben a paragrafusban, valamint a 8., 9. és 18. parag-
rafusokban is fontos szerepet fog jatszani egy mértékelméleti feltétel, amely
a szamunkra sziikséges legaltalanosabb formaban a kivetkezo:

Legyenek X és Y halmazok a p illetve v mértékekkel, T egy halmaz,
DCTxY ésg:D — X egy fiiggvény. Feltételiink a kovetkezo:

(1) minden € > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy ha B C Dy, v(B) > ¢,
t € T, akkor pu(g:(B)) > 9.

Ezen feltétellel kapcsolatban az alabbiakban 6sszefoglalunk néhany egy-
szerii tulajdonsagot. A feltétel vizsgalata abban a legfontosabb esetben,
amikor X és Y euklidészi terek nyilt részhalmazai, a 3.10 pontban torténik.
Tovabbi vizsgélatok taldlhatok a Jéarai [66] dolgozatban.

3.2. Megjegyzések. Az el6z6 pont jeloléseivel,

(1) ha Dy C Do CT XY, g2 : Dy — X, g1 = g2|D1 és ga eleget tesz a
3.1.(1) feltételnek, akkor ¢y is;

(2) ha D = D1UDs, g1 = g|D1, g2 = g|D2, tovabbd gy és g2 eleget tesznek
a 3.1.(1) feltételnek, akkor g is;
(3) ha minden e > 0-hoz van olyan D = DU Dy felbontds, hogy g|D- eleget

tesz a 3.1.(1) feltételnek, és p(gi(D1+)) < € minden t € T-re, akkor g
is eleget tesz a 3.1.(1) feltételnek;
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(4) a 3.1.(1) feltétel az alabbival ekvivalens: minden € > 0-hoz van olyan
§ > 0, hogy ha A C X, pu(A) < 4, akkor v (g; '(A)) < & minden
t € T-re;

(5) ha u reguldris mérték, akkor az el6z6, (4) feltételt elég abban az esetben
megkdvetelni, ha A mérhetd;

(6) ha X ésY Hausdorff-terek, p és v pedig Radon-mértékek, minden g;
folytonos a D, Borel-halmazon, és 3.1.(1) teljesiil, akkor g; ' (A) mérhetd
minden A C X mérheté o-véges halmazra, hat € T;

(7) (6) feltételei mellett, ha B C A és A egy p-burka B-nek, akkor g; *(A)
is v-burka g; '(B)-nek minden t € T-re;

Bizonyitas. (1)-(5) trividlisak. (6)-hoz, A-t eldallitva egy B Borel-
halmaz és egy C nulla mértékii halmaz egyesitéseként, g; *(A) = g; *(B) U
g7 1(C), ahol g; '(B) Borel-halmaz, g; '(C) pedig nulla mértékii. (7)-hez,
ha valamely £ C Y mérhet6 halmazra

v(Eng; '(4) >v(Eng; '(B))

allna fenn, akkor g; ' (A) mérhetdsége és v Radon-mérték volta miatt 1étezne
olyan C € ENg; '(A\ B) kompakt halmaz, amelyre v(C) > 0 lenne, de
g+(C) C A\ B miatt pu(g:(C)) = 0 teljesiilne.

3.3. Segédtétel. Legyen T topologikus tér, X uniform tér, C' kom-
pakt uniform tér, D C T x C, to € T, {to} x C C D, g: D — X folytonos
fiiggvény. Ekkor minden « relacichoz X uniformitasabdl van olyan (3 relacio
C' uniformitdsabdl, és olyan V kornyezete to-nak, hogy ha t,t' € V, az y, vy
pontok (3-kizel vannak C-ben és (t,y), (t',y') € D, akkor a g(t,y) és g(t',y’)
pontok a-kozel vannak X -ben.

Bizonyitas. Legyen ¢ olyan szimmetrikus uniform koérnyék X-en, amely-
re 0 o0 C a. Minden y € C-hez van olyan V,, kornyezete typ-nak, és olyan
7y szimmetrikus uniform kornyék, hogy ha t € V, és v’ az y-hoz ~,-kozel
van, akkor g(t,vy") és g(to,y) is 0-kozel vannak X-ben. Minden ~,-hoz va-
lasztva egy B, szimmetrikus uniform kornyéket, amelyre 3, o 5, C ,, a
By(y) halmazok nyilt magjai egy lefedését alkotjak C-nek. Kivélasztva egy
véges lefedést, és 8= (,_, By:-t, V =(Ni_, Vy,-t véve, ha az y és y' pontok
(-kozel vannak C-ben, akkor van olyan y;, hogy y és y;, valamint y’ és y; is
vy, -kozel vannak, igy g(t, y) és g(to, yi) valamint g(¢',y’) és g(to, ;) is 6-kozel
vannak, azaz g(t,y) és g(t',y’') a-kozel vannak X-ben.

3.4. Tétel. Legyen T topologikus tér, Y Hausdorff-tér, X;, i =
1,2,...,n teljesen reguldris tér, Z és Z;, 1 = 1,2, ... ,n szeparabilis Banach-
terek. Legyenek v és u; véges Radon-mértékek Y -on, illetve X;-n. Tekintsiik
az fi + X — Z;, g, T XY — X;, h: Zy x ... X Z, — Z fiiggvényeket.
Tegyiik fel, hogy az alabbi feltételek teljesiilnek:

(1) h korliatos halmazokat korldtos halmazokba képez, és folytonos;
(2) fieL>(p)  (=1,2,...,n);
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(3) g; folytonos, és minden € > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy p; (g:+(B)) > 0,
haBCY,v(B)>e teT és1<i<n.

FEkkor az

£(t) = /Y B (G (6)) e s fo (ga(t,9)) d(y)

fiiggvény folytonos T'-n.

Bizonyitas. El6szor megmutatjuk, hogy az integral létezik. Minden
fi-t helyettesithetiink egy korlatos Borel-fiiggvénnyel, amely mindeniitt de-
finidlva van X;-n, és amely majdnem egyenld f;-vel. Ez a csere nem valtoz-
tatja meg az integralandé fiiggvény mérhetGségét és az integralt, mivel (3)
szerint, azon y-ok halmaza, amelyekre f; (g;(t,y)) értéke megvaltozik, nulla
mértéki. fgy feltehetjiik, hogy az f; fiiggvények korlatos Borel-fiiggvények.
(1) szerint, a

(4) y'_)h(fl (gl(tvy))v 7fn (gn(t7y)))

leképezés Borel-fiiggvény, ha t € T rogzitett, értékkészlete pedig Z egy kor-
latos részhalmaza. Igy az integrdl 1étezik minden t € T-re.

Legyen most ¢ > 0 és ty € T. Valasszunk egy olyan M > 0 valods
szdmot, amelyre (4) értékkészlete benne van a 0 kozéppontd, M sugari
zart gombben. (3) szerint létezik olyan 6 > 0, hogy ha B C Y, v(B) >
e/(16Mn), t € T és 1 < i < n, akkor y; (g;+(B)) > . Vélasszunk egy
C C Y kompakt halmazt, amelyre v(Y\C) < ¢/(8M). A Luzin-tétel szerint,
létezik olyan C; kompakt részhalmaza X;-nek, amelyre u;(X; \ C;) < § és
fi|C; folytonos. Vélasszunk a C, Xy, ..., X,, tereken olyan uniformitasokat,
amelyek Osszeférhetéek a topoldgiaval. (1) szerint létezik egy a > 0 gy,

hogy
€

2v(Y)’

ha z;, 2 € fi(C;) és |z — 2| < a. Az f;|C; egyenletes folytonossdga miatt
léteznek olyan (3; szimmetrikus relaciok az X; uniformitasibol, amelyekre

|filzi) = fil@))] <,

ha z;, x; € X;, tovabba az x; és , pontok (;-kozel vannak, azaz (z;, z}) € [;.
A 3.3 segédtétel szerint, 1étezik olyan V nyilt kornyezete tg-nak T-ben, és
olyan v szimmetrikus relacié C uniformitasabdl, hogy a g;(to,y) és g;(t,y’)
pontok (;-kozel vannak X;-ben, ha t € V, az y és 3/ pontok pedig y-kozel
vannak C-ben. Legyen t egy eleme V-nek, és legyen

|h(z1, .. y2n) — (2], ..., 20)| <

" n

K=\giC)yn()gi(C)ncC.
1=1 =1
Ekkor

YAK=Y\CU (U g;,&,(XA@-)) U (U g;,#(XA@-)) ,



3.§ Steinhaus tételének altaldnositasai
és innen (felhasznélva (3)-at, és hogy u;(X; \ C;) < 6,)

g g g g
5 Y\ K N
(5) vIYAK) < e0r Y6 T M 6am — aM

Felhasznalva ezt, azt kapjuk, hogy

H(tvy) = h(fl (gl(t7y)) yre 7fn (gn(t7y)))

jeloléssel

\ﬂﬂ—ﬂmﬂs[}ﬂmm—ﬂumwwww

= [ ) ) )+ [ 1) () )

(5) szerint a jobb oldali els6 tag nem nagyobb, mint /2. A K, «, 1, ... , fn,
v és V vélasztdsa miatt, a jobb oldali méasodik tag sem nagyobb, mint /2,
ezt kellett bizonyitani.

3.5. Kovetkezmény. Legyenek T, Y, X;, v, u; és g; ugyanazok,
mint az el6z6 tételben. Tegyiik fel, hogy az el6z6 tétel (3) feltétele teljesiil,
és A; C X;,1=1,2,...,n, tovaibba A; mérhets, ha 2 < i < n. Ekkor az

f(t):y(i]lgijtl(Ai)), ha teT

fiiggvény folytonos T'-n.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel (3) feltétele miatt, 3.2.(7) szerint a g; ! (B1)
halmaz egy v-burka g;tl(Al)—nek, ha B; egy ui-burka A;-nek. Igy

f@zéx&@mmewﬂw»~mg%mwm@x

ahol x4, az A; karakterisztikus fiiggvénye, és xp, a B; karakterisztikus
fiiggvénye.

3.6. Tétel. LegyenT topologikus tér, X ésY Hausdorft-terek p illetve
v Radon-mértékekkel, D nyilt részhalmaza T x Y-nak, g : D — X, 1ty €T,
és K C X kompakt. Tegyiik fel, hogy

(1) agésa(t,z)— g; '(x) leképezések folytonosak és g; homeomorfizmusa
D;-nek X-re, hat €T;

(2) minden ¢ > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy u(g:(B)) > §, ha B C Y,
y(B)>eésteT.
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Ekkor
v (gt_l(K) Agt_ol(K)) — 0, ha t—tg.

Bizonyitds. Legyen ¢ > 0, ¢/2-hoz vélasszunk egy § > 0-t, legyen
C = gt_ol(K), W egy C-t tartalmazé nyilt részhalmaza Dy -nak, amelyre
v(W\ C) < ¢/2, U pedig egy K-t tartalmazé nyilt részhalmaza X-nek,
amelyre p(U \ K) < 0. Valasszunk olyan V nyilt kornyezetét to-nak, hogy
t € V,y € Cesetén g;(y) értelmezve legyen, és g;(y) € U teljesiiljon, tovabba
teV,z € K esetén g; ' (z) € W teljesiiljon. Ekkor g; ' (K)\g;,' (K) C V\C
miatt v (g, ' (K) \ g;, (K)) < €/2, mésrészt v (g, (K)\ g, '(K)) < ¢/2,
mivel a g; leképezés a gt_ol(K) \ g; *(K) halmazt U\ K-ba képezi le, amelyre
(U \ K) < 6. Osszegezve, v (g, '(K) A g, ' (K)) <e, hat €V, est kellett
bizonyitani.

3.7. Kovetkezmény. Legyen G egy lokilisan kompakt csoport, és
legyen X\ egy bal Haar-mérték G-n. Legyen A;, 1 =1,2,...,n véges mértéki
részhalmaza G-nek. Tegyiik fel, hogy A; mérhetd, ha 2 < i < n. Ekkor a
G"-nek R-be valo

(tl, e ,tn) — )\(tlAl Nn...N tnAn)
leképezése folytonos.

Bizonyitas. Mivel A; helyettesitése a A-burkdval nem véltoztatja meg
ezt a fliggvényt, feltehetjiik, hogy A; is mérhetd. Legyen ¢ > 0 és T = G".
Valasszunk K; kompakt halmazokat gy, hogy K; C A; és AM(4; \ K;) < ¢
teljesiiljon. Legyen Y = X7 = Xy = ... = X, = G, és
git,y)=t;'y, ha (t1,...,t,) €T ésycY.
Mivel barmilyen véges mérték(i mérheté B, C' halmazokra
IA(B) = AC) < AMBAC)

és
n

<ﬂ Bi) A <ﬂ Ci) C U(Bz A Cy),
i=1 i=1 i=1
alkalmazva az el6z6 tételt, azt kapjuk, hogy
Nt KiNta KN .. Nt Ky) — MK NSK, N .. .NtYK,)|

n
<Y ALK A)K;) =0, ha t; — ],
i=1
azaz a
t— >\(th1 N tsz Nn...N tnKn)
fiiggvény folytonos T-n. De

0 < ANt1A1 NtaAs N Nt An) — A1 Ky Nt Ko NNt Ky)

< Z At A\t K;) < ne,
i=1
igy
(tl, cen :tn) = )\(tlAl Nn...N tnAn)

folytonos fiiggvények egyenletes hatarértéke, azaz maga is folytonos.
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A kovetkezo segédtételben, amelyre f6 eredményiink bizonyitasahoz lesz
sziikségiink, elegendd feltételt adunk a 3.4 tétel (3) feltételének teljesiilésére.

3.8. Segédtétel. Legyen Y nyilt részhalmaza R¥-nak, T topologikus
tér, yo € Y ésty € T. Legyen g : T x Y — R" folytonos fiiggvény és tegyiik

0
rank (a—Z(to, yo)) =r.

Ekkor léteznek Y™ illetve T™ nyilt kornyezetei yo-nak illetve ty-nak, és olyan
0 < C < oo konstans, hogy Y* CY,T* C T és

0
fel, hogy 8_9 folytonos és
)

(1) A(B) < X" (g¢(B)) C(diam B)*~,

ha BCY* ésteT* (Itt diam B a B halmaz dtmérdje.)

Bizonyitds. Legyen ¢ = k — r, és osszuk az y = (y1,...,Yyxr) koor-
dindtait két, yv' = (y1,...,9;) és y” = (y{,...,y,) csoportba tgy, hogy

0 0
et (55 to,m) ) = ot 2 a0 ) #0

feltétel teljesiiljon. Vezessiik be az

0
L(ty) = 5.5 (60 4h)

jelolést. Az inverz fiiggvény tétel bizonyitasat felhasznélva (1dsd Rudin [137],
9.24 tétel), azt kapjuk, hogy ha Y” nyilt gomb R"-ben y{ kozépponttal,
teT, (v,y")eY és

1

dg o
2[|L(t,y") L]

By = (t,y',y") — L(t,y")

o

minden y” € Y"-re, akkor g; ,» homeomorf leképezése Y"-nek R" egy U (¢,y’)
nyilt részhalmazara. Legyen most

1
2L (to, o)~

0<pB<
és
Jg
(3) 0 <~y < |det =, Dy (to, Yo, ¥o) | -

A (2)-ben és (3)-ban szerepl kifeje7ések folytonossagat felhasznalva, vé-
laszthatunk olyan Y nyilt gdmbot |, kozépponttal és olyan Y/ és T™ nyilt
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halmazokat, amelyekre tqo € T*, y, € Y/, Y* = Y' xY” C Y, tovabbd
teT*, vy eY ésy” €Y esetén

(ta y,a y”) - L(ta y,)

1
< g
201L(t,y) 7

£

o7

g

v <

dg
det w (ta yla y”)

Jelolje a(q) a ¢ dimenziés egységgomb AZ-mértékét (a(0) = 1). Azt akarjuk
megmutatni, hogy

AH(B) < X (0u(8) "2 o B,

ha BCY* ésteT*. Legyen R= diam B. Ekkor 1étezik olyan R sugara V'
zart gomb R?-ban, amelyre B C (V NY’) x Y”. Tegyiik fel indirekt, hogy
van olyan ¢t € T™, amelyre

N(B) > A" (9:(B)) CRY,

ahol C' = a(q)/~. Ekkor valaszthatunk olyan U nyilt halmazt, amelyre
g+(B) C U és
M\ (B) > \"(U)CRY.

Legyen
B* =g, ' ()N ((VNY") xY").

Ekkor B C B*, B* Borel-halmaz, és g;(B*) C U, azaz
A" (g.(B*)) CR? < \¥(B) < \¥(B™).
Meg fogjuk mutatni, hogy ez lehetetlen. Legyen
By ={y":(y,y")€B*}, ha y eVnY.

Az integraltranszformacios tételt felhaszndlva, azt kapjuk, hogy

dot 29 (¢, )| N (") = AT (B2,

N (0 (B) 2 N (o (By) = [ e

ha y' € VNY’. A Fubini-tétel szerint
(B = [N i)
vy’

< M g(BY))

5 A(V) = X (g:(B™)) CR,

ami ellentmondas. Ezzel a bizonyitas teljes.
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3.9. Segédtétel. Az el6z6 segédtétel feltételei mellett, ha R" egy D
részhalmaza 1 siiriiségii a g(to, yo) pontban, akkor g;_ Y(D)NY™ is 1 stiriiségii
az 1Yo pontban.

0
Bizonyitas. 8_9 (to,y) folytonossdga miatt a gy, fiiggvény Lipschitz-fel-
Y

tételnek tesz eleget az yo egy kornyezetében. fgy léteznek 0 < M < oo és
v > 0 konstansok tgy, hogy |g(to,y) — g(to,yo)| < M|y — yo|, ha y € Y* és
ly — yo| < . Jelolje a(k) illetve a(r) a k illetve r dimenzids egységgdmb
Lebesgue-mértékét. Legyen € > 0, és

ea(k)
CMr2k=ra(r)’

0<d<

ahol C az el6z0 segédtételben szerepld konstans. Valasszunk egy 5 > 0-t gy,
hogy ha V egy zart gomb g(to,yo) kozépponttal és [-nal kisebb sugérral,
akkor \"(V N D) > (1 =) A" (V) teljesiiljon. Megmutatjuk, hogy ha W egy
zart gomb Y*-ban, amelynek koézéppontja yg, sugara pedig kisebb y-nél és
B/M-nél, akkor

A (W g ' (D)) > (1 —e)A*(W).
Tegyiik fel indirekt, hogy valamely R sugari W gombre ellenkez6 irdnyt

egyenlétlenség teljesiil. Ekkor 1étezik olyan B C W\ gt_ol(D) kompakt hal-
maz, amelyre \*(B) > eA¥(W). Az el6z8 segédtétel szerint

eRFa(k) < A¥(B) < C2F""RF="A" (g, (B)) .

De g¢,(B) kompakt részhalmaza V' \ D-nek, ahol V' a g(to,yo) kdzépponti
MR < (3 sugari zart gomb R"-ben. fgy

eRFa(k) < C2F"6A"(V) = C2F""R*""M" R"a(r)é,

ami ellentmond § vilasztidsianak.

3.10. Segédtétel. Legyen Y nyilt részhalmaza R¥-nak, T topologikus
tér, D nyilt részhalmaza T x Y-nak és (to,y0) € D. Tegyiik fel, hogy a
g: D — R" fiiggvény folytonos és folytonosan differencialhato y szerint. Ha

a a—g(tg, yo) mdtrix rangja r, akkor léteznek olyan T* illetve Y* kornyezetei
Y
to-nak illetve yg-nak, amelyekre
(1) minden € > 0-hoz létezik olyan 6 > 0, hogy \" (g:(B)) > 6, hat € T™,
B CY* és\(B) > ¢;
(2) ha A egy A\'-mérheté részhalmaza R"-nek, akkor g; '(A) N Y™ egy A*-
mérhetd részhalmaza Y -nak minden t € T™-ra.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 3.8 segédtételt. A kapott Y* halmazt ki-
sebbel helyettesitve, feltehetjiik, hogy Y* korldtos. Most a 3.8 segédtétel
allitasdbol és 3.2.(4)-bél kovetkezik (1), a 3.2.(7) allitasbdl pedig (2).
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3.11. Tétel. Legyen X egy r-dimenzios euklidészi tér, és legyenek
X1,...,X,, ortogondlis alterei X-nek ry,...,r, dimenzidkkal. Tegyiik fel,
hogy r; > 1, hal < i <mn, és > . 1, =r. Legyen U nyilt részhalmaza
X-nek, és F : U — R™ folytonosan differencialhaté fiiggvény. Minden
x € U-ra jeldlje N, az F'(x) nullterét. Legyen A; egy részhalmaza X;-
nek (i = 1,2,...,n), mérheté, ha 2 < i < n, és tegyiik fel, hogy a € U és
dim N, = r—m. Jeloljiik p;-vel az X ortogonalis projekcidjat X;-re. Tegyiik
fel, hogy p;(N,) = X; és A; stirtisége 1 a p;(a) pontban, ha 1 < i < n. Ekkor
F(A; x ... x A,,) kirnyezete F(a)-nak.

Bizonyitds. Legyen k = r —m. Mivel F'(z) rangja, rank F’(z) alulrél
félig folytonos, és rank F'(x) = m, feltehetjiik, hogy rank F’(z) = m minden
x € U-ra. Hasonlban, sziikség esetén kisebb U-t valasztva, feltehetjiik, hogy
pi(Ny) = X;, haxz € U és 1 < i < n. Ennek bizonyitasihoz tegyiik fel
indirekt, hogy van olyan 7 és van olyan x; € U sorozat, tovabba léteznek

olyan egj), e ,e,(ﬁriH ortonormélt vektorok N, -ben, hogy x; — a és

pl(egj)):07 ha ]:1,2, és 1§3§]{;—7"Z+1

A7z egységgdomb kompaktsagat felhasznalva és részsorozatra attérve, felte-

hetjiik, hogy egj) — eg, ha j — 00. Ez azonban azt mutatja, hogy az es-ek
ortonormalt vektorok N,-ban és p;(es) = 0, hal < s < k —r; + 1, ami
ellentmondés.

Sziikség esetén kisebb U-t vilasztva, és felhaszndlva a rangszam tételt
(Iasd Dieudonné [39], 10.3.1), azt kapjuk, hogy léteznek u, p és v leképe-
zések, valamint egy V nyilt kérnyezete b = F(a)-nak R™-ben az alabbi
tulajdonsigokkal: u az U-t az I" nyilt kockara képezi le, ahol I =] —1,1],
az u invertalhaté, u és u~' folytonosan differencidlhatéak; v az I™-et V-re

képezi le, v invertalhat6, v és v—! folytonosan differencidlhatéak; p a

pi(z1, ..., x) = (T, .., ZT)

projekciéja I"-nek I"™-re; végiil F' = vopou. Az ["-et felirhatjuk I" =T xY
alakban, ahol T = I™ és Y = I*. Legyen u(a) = (to,y0) € T x Y. Fel
fogunk hasznélni néhény differencidlgeometriai tényt (ldsd Dieudonné [39]
fleg 16.8.8).

UNF~(v(t)) egy zéart részsokasdga U-nak minden ¢ € T-re. Ennek a
részsokasdgnak az érint6tere egy x € U N F~! (v(t)) pontban megegyezik az
X tér N, alterével. Nyilvan u~! diffeomorfizmusa a T x Y tér {t} x Y zdrt
részsokasaganak U N F~1 (v(t))-re. Legyen g; = p;ou~!, hal <i<mn. Az
U halmaz valasztdsa miatt p; szubmerziéja UNF~! (v(t))-nek X;-be. Innen
kovetkezik, hogy a g, : Y — X leképezés is szubmerzid, azaz derivaltjanak
rangjar;, hayeY ésteT.

Most, a 3.8 segédtétel szerint, 1éteznek olyan T™ és Y * nyilt halmazok,
valamint 0 < K < oo konstans gy, hogy to e T* C T, yo € Y* CY, és

b

A(B) < KX (9i4(B))
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ha B CY*ésteT* Legyen X! = X,;, A7 = A;, és g} a g; megszoritasa
T* x Y*-ra. Alkalmazva a 3.5 kovetkezményt a csillaggal jelzett halmazokra
és fiiggvényekre, azt kapjuk, hogy az

f(t) =\F ( ﬁ g;j;l(A)), ha teT*

fiiggvény folytonos T*-on. A 3.9 segédtétel szerint g:t_Ol(Ai) stirtisége 1 az
Yo pontban. Mivel g:t_gl(Ai) N Y™ mérheté a 3.10 segédtétel szerint, ha
2 <i < n, azt kapjuk, hogy

() 97 (Ad)
=1

stirtisége 1 az yo pontban. Innen f(tg) > 0 és azt kapjuk, hogy van olyan V
kornyezete tg-nak, amelyre f(t) > 0, ha t € V. Nyilvan v(V) egy kiornyezete
b-nek R™-ben. Ha 2z € v(V), akkor t := v~ 1(2) € V, és igy a

(a7 (A)
=1

halmaz nem iires. Ha y ennek a halmaznak egy eleme, akkor u=1(¢,y) €
F~Y2) és x; = p; (u_l(t,y)) € A;, ha 1l < i < n. Ez azt jelenti, hogy
F(xy,...,x,) = z, ezt kellett bizonyitani.

3.12. Kovetkezmény. Legyen U nyilt részhalmaza R” x R"nek, és
F : (z,y) — F(z,y) folytonosan differencidlhaté leképezése U-nak R"-be.
Legyen A, B C R" és tegyiik fel, hogy a B halmaz \"-mérheté. Ha (a,b) € U,

OF OF
det %(a, b) # 0, det, 6_y(a’ b) # 0,

A siiriisége az a pontban 1, B siirlisége a b pontban 1, akkor F(A, B) tar-
talmazza F'(a,b) egy kirnyezetét.

Bizonyitds. A 3.11 tétel szerint elég megmutatni, hogy p1 (N, ) = R”
6s p2(Nap) = R”, ahol N,y az F’(a,b) nulltere. Legyen (z,y) € N,p. Ha
p1(z,y) = 0, akkor z = 0. Ebbdl

0= F'(a,b)(zy) = 2—§<a,b><y>.

F
De det g—(a,b) # 0, innen y = 0. Ez azt mutatja, hogy p1 : Ngp — R”
Y

kolesonosen egyértelmi leképezés, azaz p1(N,p) = R”. Hasonléan kapjuk,
hogy pa(Nap) = R".

3.13. Megjegyzés. Az eloz6 tétel az alabbi globalis formaban is
fogalmazhaté: ha N, dltaldnos helyzetii, azaz dim N, = r —m és p;(N,) =
X; minden x € U-ra (i = 1,2,...,n), tovabba teljesiil, hogy A; X ... X
A, C U, Ni(A;)) >0 (i =1,2,...,n), A; mérhets, ha 2 < i < n, akkor
F(A; x ... x A,) tartalmaz egy nem iires nyilt halmazt.

Bizonyitas. Viélasszunk olyan a € U pontot, amelyre az A; stirlisége
a p;(a) pontban 1, ha 1 < ¢ < n, és alkalmazzuk az el6z6 tételt.
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4.5 Piccard tételének altalanositasai

Steinhaus tételével anal6g Piccard tétele [135], mely szerint két mé-
sodik kategoriaju Baire-tulajdonsidgu halmaz 6sszege tartalmaz belsé pon-
tot. Erds dltalanositasok ismeretesek: itt is az 0sszeadés helyettesithetd egy
kétvaltozos fiiggvénnyel, ami gyenge feloldhatosagi feltételeknek tesz eleget.
Ezek az eredmények hasznos eszkozok, ha ,,Baire-tulajdonsagbdl kévetkezik
a folytonossag” tipusi regularitasi tételeket kivanunk bizonyitani fiiggvény-
egyenletekre. Lasd ezzel kapcsolatban a Sander [141], [143], [145], Kominek
[108], Jarai [72] és Grosse-Erdmann [49] dolgozatokat, valamint az ott idézett
irodalmat.

Ennek a paragrafusnak a célja Piccard tételének az el6z6 paragrafus
eredményeihez hasonlé altalanositasat adni. Ezek az eredmények a Jarai
[91] dolgozatban keriiltek publikalasra.

Az els) tétel Piccard tétele dltalunk adandé altaldnositdsanak absztrakt
verzidja.

4.1. Tétel. Legyenek T, Y és X; topologikus terek, g; : T XY — X
folytonos fiiggvények, és tegyiik fel, hogy g;+(B) masodik kategoridji, ha
B C Y egy masodik kategériaji halmaz Y-ban. Tegyiik fel, hogy A; C X;
(i=1,2,...,n) és A; Baire-tulajdonsagi halmaz, ha 1 < i < n. Ekkor azon
t € T pontok V halmaza, amelyekre

n
() g7 (A
=1

masodik kategoriaji, nyilt részhalmaza T-nek.

Bizonyl’tés Az A halmazok felirhaték A, = E; AN M; alakban ahol

sz

K mz 1 gz to ( )7 K, K N (m@ 1 gz tl (E )) Mlvel gz to (Ml) 6180 ka‘tego_
ridju Y-ban, azt kapjuk, hogy ha ¢ =1,2,... ,n, akkor

K\K' C g5 (M)

=1
,,,,,,,,

Yo egy olyan pont_]a K -nek, amelyre W N K’ masodlk kategorla_]u Y ban Yo
minden W nyilt kérnyezetére. Nyilvan g;(to,y0) € Eyi, ha i = 1,2,... . n
Mivel az E; halmazok nyfltak, a g; fiiggvények pedig folytonosak, a g; ' (E;)
halmazok nyiltak és tartalmazzak a (o, yo) pontot, igy léteznek olyan V' és
W' nyilt halmazok, hogy to € V', yo € W', és V! x W' C N, 9; "(Ex).

Megmutatjuk, hogy
N (ﬂ gi_,tl(Ai))
i=1
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masodik kategéridji minden ¢ € V'-re. Ha ez nem teljesiilne, akkor a
/ —1 .
W'\ g; ¢ (Ai), i=1,2,...,n

halmazok egy elsé kategoridju halmaztdl eltekintve lefednék W'-t. Ha meg-

sz s

dédsra jutunk. Ez viszont a W' C g, . (E;) szerint fennallé
W'\ gi_,tl(Ai) C gi_,tl(Mi \ ;)

tartalmazasbdl kovetkezik.

4.2. Megjegyzés. Ha feltessziik, hogy Y teljes szeparabilis metrikus
tér és X, metrizalhatd, akkor elhagyhatjuk azt a feltételt, hogy A, Baire-
tulajdonsagu.

Ennek belatasahoz jelolje Cy az 6sszes olyan x1 € X7 pontok halmazat,

(A

belsé pontjainak halmazit. Ekkor Bj nyilt és Ay \ By is elsé kategdriaju.
Ugy, mint az el6z8 bizonyitdsban, kapjuk, hogy W’\gl_’tl(Bl) és W’\g;tl(Ai),
2 < i < n elsé kategérisjiak. Elég megmutatni, hogy W’ Ngy} (A1) masodik
kategériajt, mivel ebb8l mér kivetkezik, hogy ’

W' N (Misygiy (Ad)

nem lehet els6é kategoridju.
Tegyiik fel indirekt, hogy W’ \gl_’g(Al) els6 kategoridju. Ekkor, felhasz-

A

hogy
(W' Ngr i (B))\ g1 (A1) = (W' Ngi; (B1) \ (W Ngi; (A1)

masodik kategdridji Baire-halmaz. Legyen G egy masodik kategdridju Gs-
X1 részhalmaza. Bourbaki [26], IX, §6, Exercise 10 szerint g; ;(G) Baire-
tulajdonsagi Xi-ben. Vildgos, hogy ¢1+(G) C B1\A1. Egy g1+(G) =UAF
eléallitast véve, ahol U nyilt, F' pedig els6 kategoriajui, latjuk, hogy U N By
nem iires nyilt halmaz, amelynek az Ai-el vett metszete elsé kategoridji. Ez

sz

Laczkovich [118] jegyzetében, 11.9.9, be van bizonyitva, hogy egy lengyel-
tér folytonos képe egy Hausdorff-térben Baire-tulajdonsagi. Ez azt mutatja,
hogy elég feltenni, hogy X; Hausdorff.

Az alabbi lemma lehetévé teszi, hogy differencidlszamitas segitségével
ellenérizziik, hogy az el6z0 tételben a g; fiiggvényekre kirétt feltételek telje-
siilnek.
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4.3. Segédtétel. Legyen Y nyilt részhalmaza RF-nak, T topologikus
tér, D nyilt részhalmaza T x Y-nak és (to,y0) € D. Tegyiik fel, hogy a
g : D — R" fiiggvény folytonos és folytonosan parcialisan derivalhato y

szerint. Ha a —g(to, yo) matrix rangja r, akkor léteznek olyan T* illetve Y*

dy
nyilt kornyezetei to-nak illetve yg-nak, hogy
(1) ha B madsodik kategéridjii részhalmaza Y *-nak, akkor g.(B) is mdsodik
kategoriaji részhalmaza R"-nek minden t € T™-ra;

(2) ha A Baire-tulajdonsagii halmaz R"-ben, akkor g;'(A) NY* is Baire-
tulajdonsagi halmaz Y -ban minden t € T™-ra.

Bizonyitas. A 3.8 segédtétel bizonyitdsidban megmutattuk, hogy 1é-
teznek olyan T™* és Y’ nyilt halmazok, valamint egy y{ koézépponti Y nyilt
gomb, hogy to € T*, y, € Y/, T* xY' xY"” C D és g1, homeomorf médon
képezi le Y-t R" egy U(t,y’) nyilt részhalmazéra, ha t € T* és y' € Y.
Tegyiik fel indirekt, hogy létezik olyan masodik kategéridju B részhalmaza

A

sz

g:(B) C U C gi(Y™), és legyen B* = g; *(U)NY*. Ez a B* halmaz masodik
kategdriaju Baire-tulajdonsdgi halmaz Y* ban, g;(B*) pedig elsé katego-
ridji R™-ben. A Kuratowsky—Ulam tétel szerint az Osszes olyan 3’ € Y’
pontok halmaza, amelyekre B;, masodik kategéridji, masodik kategoriaju
halmaz. Masrészt, ugyanezen tétel szerint, az dsszes olyan 3’ € Y’ pontok
halmaza, amelyekre Bj, nem Baire-tulajdonsagu, els§ kategoriaju halmaz.
Ebbél kovetkezik, hogy van olyan y’ € Y’, amelyre Bj, mdsodik kategérid-
ju Baire-tulajdonsagui halmaz Y"'-ben. Mivel g; ,» homeomorfizmusa Y"-nek
9ty (B,) C g:(B*). Ezzel (1)-et bebizonyitottuk.

(2) bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy A egy Baire-tulajdonsigi halmaz
R"-ben, és véilasszunk egy B Borel-halmazt, amelyre A C B és B\ A els6
kategoriaji. Ekkor

g (A NY* = (g, " (B)NY*)\ (g9, (B\A) NY™).

Felhasznalva, hogy g; *(B) Borel-halmaz, g; '(B\ A) N Y* pedig els6 kate-
gériajn (1) szerint, kapjuk, hogy g; *(A) N Y* Baire-tulajdonsagu.

Ezzel készen allunk arra, hogy bebizonyitsuk R" egy nyilt részhalmazat
R™-be képez6 fiiggvényekre Piccard tétele altalanositasanak lokalis verzio-
jat. Durvan szdlva, a tételben szerepl6 feltételek azt jelentik, hogy a derivalt
nulltere elég nagy és altaldnos helyzetben van.

4.4. Tétel. Legyen X egy r-dimenzios euklidészi tér, és legyenek
X1,...,X,, ortogonalis alterei X-nek rq,...,r, dimenzickkal. Tegyiik fel,
hogyr; > 1, hal <i<mnés) . ,r; =r. Legyen U nyilt részhalmaza X -
nek, és F': U — R™ folytonosan differencialhaté fiiggvény. Minden x € U-
ra jelélje N, az F'(x) nullterét. Legyen A; Baire-tulajdonsagi részhalmaza
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X;-nek (i = 1,2,...,n), tovabbd tegyiik fel, hogy a € U és dim N, =
r —m. Jeloljiik p;-vel az X ortogonalis projekciojat X;-re. Tegyiik fel,
hogy pi(N,) = X; és p;(a)-nak van olyan U; kornyezete, hogy U; \ A; els6é
kategoriaji, ha 1 <1i <n. Ekkor F(A; x ... x A,) kérnyezete F(a)-nak.

Bizonyitas. A ty, yo pontokat, T' és Y halmazokat és g; leképezéseket
definidljuk dgy, mint 3.11 bizonyitasaban. A 4.3 segédtétel szerint 1éteznek
olyan 7™ és Y* halmazok, hogy to € T* C T, yo € Y* C Y, és g;+(B)
masodik kategoriaji, ha B C Y* masodik kategéridjui, és t € T*. Legyen
X =X;, Af = A;, g7 a g; megszoritasa T* x Y*-ra. Alkalmazva az el6z6
tételt a csillaggal jelzett halmazokra, azt kapjuk, hogy azon ¢ pontok V'
halmaza, amelyekre

ﬂ gi_,tl (Ai)
i=1

mésodik kategéridji, nyilt T*-ban. Mivel g7, = az Y*-ot p;(a) egy nyilt kor-
nyezetére képezi le folytonosan, és g*(to, yo) = pi(a), van olyan W nyilt kor-
nyezete yo-nak Y*-ban, hogy W \ gzt_ol(Ai) elsé kategéridji, ha 1 < i < n.
Ez azt jelenti, hogy to € V. Nyilvan v(V') egy kornyezete b-nek R™-ben. Ha
z € v(V), akkor v71(2) € V, és gy a

(ori"(A)
=1

halmaz nem iires. Ha y ennek a halmaznak egy eleme, akkor teljesiil, hogy
u N (t,y) € F7'(2) és z; = p; (u'(t,y)) € A;, ha 1 <i < n. Ez azt jelenti,
hogy F(x1,...,x,) = z, ezt kellett bizonyitani.

4.5. Kovetkezmény. Legyen W nyilt részhalmaza R” x R"-nek és
F : (z,y) — F(z,y) folytonosan differencidlhaté leképezése W-nek R"-be.
Legyen A, B C R" és tegyiik fel, hogy a B halmaz Baire-tulajdonsagi. Ha
(a,0) € W,
OF OF
det —(a,b) # 0 det —(a,b) # 0
G h) A0, det () 0.
van olyan U kornyezete a-nak, hogy U \ A els6 kategoridjui, és van olyan V
kornyezete b-nek, hogy V \ B elsé kategoriaji, akkor F(A, B) tartalmazza
F(a,b) egy kirnyezetét.

Bizonyitas. Az el6z6 paragrafus 3.12 4llitasahoz hasonléan kovetke-
zik.

Az el6z6 tétel az alabbi globalis formaban is megfogalmazhaté:

4.6. Tétel. Legyen X egy r-dimenzios euklidészi tér, és legyenek
X1,...,X, ortogonalis alterei X-nek rq,...,r, dimenzidkkal. Jelolje p; az
X meroleges vetitését X;-re. Tegyiik fel, hogy r; > 1, ha 1l < i < n és
Sow ri = r. Tegyiik fel, hogy U nyilt részhalmaza X-nek és F : U —
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R™ folytonosan differencidlhaté fiiggvény. Ha x € U, jelolje N, az F'(x)
nullterét. Ha N, altalinos helyzetii, azaz dim N, = r —m és p;(N,) = X;
minden x € U-ra (i = 1,2,...,n), Ay x ... x A, C U, tovdbba A; madsodik

L INA

tartalmaz egy nem iires nyilt halmazt.

Bizonyitas. A Baire-tulajdonsdgi A; halmaz felirhaté U; A F; alakban,
ahol U; nem iires nyilt halmaz és F; els6 kategoridji. Barmely a € Uy x Us X
... x Up-re alkalmazhatjuk az el6z6 tételt.

4.7. Megjegyzés. Az el6z6 megjegyzést felhasznalva, elhagyhatjuk
azt a feltételt, hogy A, Baire-tulajdonsagui.
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III. MEGOLDASOK KORLATOSSAGA ES FOLYTONOSSAGA

5.6 MérhetOség és korlatossag

A bevezetésben targyalt klasszikus modszer lokdlisan integralhato, tehat
példéul korlatos, mérheté megoldasokra teszi lehet6vé a megoldas folytonos-
saganak bizonyitasat. fgy sziitkség volt olyan tipusu allitasokra, amelyek
mérhet6 megoldasok korlatossagat biztositjak. Ilyen tipusi tételek taldlha-
t6k specidlis egyenletekre példaul Vajzovic [163], Darécezy [30], illetve Sander
[141] dolgozataban.

Az alabbiakban egy dltalanos tételt bizonyitunk egy fiiggvényegyenlot-
lenségre. A tétel el6szor a Jarai [66] dolgozatban keriilt publikildsra. Mint
a bevezetésben is emlitettiik, a 8. § kényelmesebben haszndlhaté eredményei
miatt az itt targyalt tételek hasznalata ma gyakorlatilag csak arra az esetre
korlatozdédik, amikor a szereplé mértékek nem Radon-mértékek.

5.1. Tétel. Legyenek T, Y és X; (1 = 1,2,...,n) halmazok, v és
p; véges mértékek Y-on illetve X;-n (i = 1,2,...,n). Legyen D C T XY
ésf:T—-R, fi : X; =R, fo:Y—>R, g,:D— X, (i =1,2,...,n),
h:D x R*t! — R fiiggvények. Tegyiik fel, hogy
(1) minden (t,y) € D-re

f(t) < h (taya fO(y)7 fl (gl(t7y)) y oo 7fn (gn(tay))) ;
(2) minden k > 0-hoz van olyan K > 0, hogy ha z; <k (i=0,1,... ,n) és
(t,y) € D, akkor h(t,y, z0, 21, - ,2n) < K;
(3) az f;,1=1,2,... n fiiggvények mérhetéek;

(4) minden € > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy p; (gi+(B)) > 9, hal <i <mn,
teT, BC D, ésv(B)>c¢;

(5) van olyan € > 0, hogy v(D;) > € minden t € T-re.
Ekkor f feliilr6l korlatos T-n.

Bizonyitas. Mivel az

{y:yeY foly) <k}, k=12,...

halmazok novekvé halmazsorozatot alkotnak, amelynek egyesitése Y, az (5)-
ben szerepl6 € > 0-hoz van olyan kg, hogy

Co={y:yeY, foly) < ko}
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jeloléssel v(Cy) > v(Y) — /2. Ebbdl

v(ConNDy) > minden t € T-re.

DO ™

(4) szerint van olyan 6 > 0, hogy p; (git(B)) > J, hal <i <n,t e T,
B C Dy és v(B) > ¢/(2n). Mivel 1 <i <n esetén az

{z:xe X, filr) <k}, k=12...
halmazsorozat mérhet6 és egyesitése X;, van olyan k;, hogy

jeloléssel u; (X; \ C;) < §. Megmutatjuk, hogy a

(6) DN CoN () (C)

=1

halmaz nem {ires egyetlen ¢ € T-re sem. Valéban, ha a fenti halmaz iires
lenne, akkor a Dy N Cp halmazt lefednék a g;- tl (X; \ C;) halmazok. Mivel
v(Co N Dy) > /2, valamely 1 < i < n-re v (g;, (X; \ C)) > ¢/(2n). Ebbél
wi (X5 \ C;) > § kovetkezne, ami ellentmond C; valasztasanak.

Legyen most k a ko, k1, . .. , k, szamok legnagyobbika, és y a (6) halmaz
egy eleme. Ekkor g;(t,y) € C; és igy (1) és (2) felhasznaldsdval

f(t) S h(t7y7f0(y)7f1 (gl(tvy))v"' 7fn (gn(t7y))) S K.

5.2. Megjegyzés. Az el6z6 tételt nem csak valds értékii fiiggvények
esetén hasznalhatjuk. Példaul ha az f, f; fiiggvények értékei félmetrikus
térekben vannak, tekinthetjiik a fiiggvényértékek eltérését a tér egy rogzitett
pontjatol, és ezekre a valds értéki fiiggvényekre alkalmazhatjuk a tételt. A v
és p; mértékek végessége sem jelentds megszoritas: alkalmas, kisebb T', Y, D
és X; halmazokat valasztva, ennek teljesiilése legtobbszor elérhet6. Ezeket
az észrevételeket hasznaljuk a kovetkezo allitas bizonyitasahoz.

5.3. Allitds. Legyen G egy lokalisan kompakt csoport, H egy metri-
kus csoport a d bal invarians tavolsaggal, f : G — H pedig egy homomor-
fizmus. Ha f mérheté a bal Haar-mérték valamely p-invarians bévitésére,
akkor f minden kompakt halmazon korlatos.

Bizonyitas. Legyen T egy kompakt részhalmaza G-nek, Y egy kom-
pakt, pozitiv mértékii részhalmaza G-nek, D =T xY és X = TY . Ekkor

f)=fy)fy)~", ha tyeD.

Bevezetve az f(z) = d (e, f(z)) jelolést, f egy p-mérhetd fiiggvény és

ft) < f(ty)+ f(y), ha t,yeD.

Alkalmazva az el6z6 tételt, kapjuk, hogy f korlatos T-n.
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6.5 Korlatos mérhet6 megoldasok folytonossaga

Mint a bevezetésben is kifejtettiik, a ,, korlatos mérheté megoldasok foly-
tonosak” tipusi eredmények a 8. § 1ijabb, , mérhet6 megoldasok folytono-
sak” tipusu eredményei miatt mara vesztettek jelentoségiikbol. fgy csak két

publikalatlan eredményt fogunk targyalni, a 6.6 tételt, és a 6.8 alli-
tast. Ezeknek az az érdekessége, hogy a Lebesgue-mérték kovarians, illetve a
Haar-mérték invarians bovitéseire is alkalmazhaték. Megjegyezziik, hogy a
Steinhaus-tipusu tételek kozott targyalt 3.4 tétel is kapcsolatban all ezzel a
kérdéskorrel, és hasznalhaté korldtos mérheté megoldasok folytonossaganak
bizonyitasara.

Eloszor attekintiink néhdny, a Haar-mérték invarians, illetve a Lebesgue-
mérték kovaridans bévitésére vonatkozd eredményt. A részletes targyalas a
Jarai [68] dolgozatban taldlhato.

Kakutani és Oxtoby 1950-ben bebizonyitotta [105], hogy a T komplex
egységkoron a Haar-mérték bévitheto egy olyan invarians mértékké, amelyre
a megfeleld L2-tér Hilbert-tér dimenziéja 2¢, ahol ¢ = card(T), a kontinuum

szamossag. Ugyanez az allitds igaz minden kompakt metrikus csoporton
(lasd Hewitt és Ross [52], 16. §).

Miésrészt, felhaszndlva Kakutani és Kodaira eredményét [106], 1959-ben
Hulanicki [60] megmutatta, hogy 2¢ nem folytonos karakter tehet6 egyszerre
mérhetové az egységkoron a Haar-mérték egy megfeleld bovitésével. Ezt
az eredményt Itzkowitz [61] Osszefiiggd kompakt végtelen Abel-csoportra,
Hewitt és Ross [54] pedig tetszdleges lokdlisan kompakt Abel-csoportra ter-
jesztette ki, megmutatva, hogy barmely G végtelen lokalisan kompakt Abel-
csoport esetén 2°474G) karakter teheté egyszerre mérhetévé a Haar-mérték
egy alkalmas invaridns bovitésével.

Az [68] dolgozatban a szerz6 Kakutani és Oxtoby eredményét altaldno-
sitotta tetszoéleges lokalisan kompakt csoportra. A bizonyitas egy absztrakt
bévitési tételen miilik, mely szerint egy adott véges mérték gy bévitheto
egy sokkal bévebb mértékké, hogy a bovitett mérték transzformacidk egy
adott osztdlyara ugyanolyan transzformaciés tulajdonsidgoknak tesz eleget,
mint az eredeti mérték. Az eredmények ismertetéséhez két fogalomra lesz
sziikségiink.

6.1. Definicié. A p mértéket J-kovariansnak nevezziik, ha adott 7
leképezések egy T' halmaza, minden 7 € T egy p-mérheté halmazt képez
le X-be, és minden 7 € T-hez hozza van rendelve egy J(7) bévitett valds
értékli u-mérhetd fiiggvény, amely teljesiti az alabbi feltételt:

(1) az N(7|A,y) multiplicitas fiiggvény p-mérheté és

/ J(7) () dpu(z) = / N (7|4, y)du(y)
A X

minden p-mérheté A halmaz és 7 € T'= dmn J esetén.

Ha minden 7 € T-re T kdlcsondsen egyértelmii és a J(7) fiiggvény p-majdnem
mindeniitt megegyezik dmn 7 karakterisztikus fiiggvényével, akkor a p mér-
téket T-invaridnsnak nevezziik.
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Megjegyezziik, hogy ha a T minden 7 eleme kolcsonosen egyértelmii
leképezés, akkor az (1) feltétel ekvivalens az aldbbi feltétellel:
(2) a7(A)halmaz p-mérhetd és pu (7(A)) = [, J(7) dpu(x) minden p-mérhetd
Aés T e T-re.
Ebbdl, ha T" minden 7 eleme kolcsonosen egyértelmii, akkor p pontosan akkor
T-invarians, ha
(3) a7(A) halmaz p-mérhetd és p (7(A)) = p(A), valahdnyszor az A halmaz
p-mérheté, 7€ T és A C dmn .

6.2. Példdk. (1) Legyen X = R"™ és legyen p a Lebesgue-mérték R™-en,
T pedig az R™ 6sszes eltolasainak csoportja. Ekkor a u mérték T-invarians.
Ebben az esetben minden 7 € T-re és minden x € R"-re

J(1)(z) = 1.

(2) Legyen X = R™ és legyen p a Lebesgue-mérték R™-en, T pedig az
R"™ 0sszes onmagaba valo linearis leképezéseinek halmaza. Ha

J(7)(x) = | det 7|

minden x € R"-re és 7 € T-re, akkor a pu mérték J-kovarians.

(3) Legyen X = R™ és legyen p a Lebesgue-mérték R™-en, T pedig
az Osszes olyan folytonosan differencidlhaté 7 fiiggvények halmaza, amelyek
R™ egy nyilt részhalmazat képezik le R™-be. Legyen J(7)(x) a 7 fiiggvény
x pontban vett Jacobi-determinansanak abszolit értéke, ha x € dmn 7, és
legyen 0, ha x ¢ dmn 7. Ekkor a p mérték J-kovarians.

6.3. Megjegyzés. Ha i egy J-kovaridns mérték, akkor minden nemne-
gativ p-integralhaté f fiiggvényre teljesiil az alabbi integraltranszforméciés
formula:

(1) minden 7 € dmn J-re az y — ZxGT—l{y} f(x) fiiggvény p-mérhetd és

[ 1@ dute) = [ ( 3 f(x)) du(y).

zeT—{y}

Ez az allitas nyilvianvalé abban az esetben, amikor f az X egy p-mérheto
részhalmazénak a karakterisztikus fiiggvénye. Innen, karakterisztikus fiigg-
vények linearis kombinacidival torténd approximaciot haszndlva, kapjuk nem-
negativ integralhaté fiiggvényekre.

Absztrakt bévitési tételiink a kovetkezd:

6.4. Tétel. Legyen u egy J-kovaridns véges mérték X -en, u(X) > 0, és
tegyiik fel, hogy T'= dmn J minden eleme koélcsondsen egyértelmii. Tegytik
fel, hogy valamely n végtelen szamossagra és 2% valamely F részhalmazara
teljesiilnek az alabbi feltételek:

(1) card(X) = 2";
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(2) card(T) < 2%;
(3) card(F) < 2" és minden p-mérheté A halmazhoz, amelyre pu(A) > 0,
létezik olyan F € F halmaz, amelyre card(F') = 2" és F' C A.

Ekkor létezik 22" silyd J-kovaridns v bévitése u-nek.

A bizonyitds Kakutani és Oxtoby mddszerén alapul. A lényeges kii-
l6nbség abban van, hogy teljesen kikiiszoboljiik az eredeti verzié topoldgiai
természetét. Ez lehetové teszi, hogy tisztan halmazelméleti és mértékelmé-
leti eszkozoket hasznédljunk. A bizonyitas felhaszndalja a kivalasztdsi axiomat,
de nem hasznalja a kontinuum hipotézist.

A Haar-mértékre vonatkozé bévitési tétel a kovetkezd:

6.5. Tétel. Legyen G lokalisan kompakt nem diszkrét csoport, és je-
16ljon \ egy bal Haar-mértéket G-n. Legyen A a G modularis fiiggvénye, ésn
a G topologikus tér karaktere. Ekkor \-nak (melynek karaktere n) van olyan
k bévitése, amelynek karaktere 22", és ha z € G és a K halmaz k-mérhetd,
akkor

(1) zK is k-mérheté és k(zK) = k(K);
(2) Kz is k-mérhetd és k(Kz) = A(z)k(K);
(3) K~'is k-mérhetd és k(K ") = [, 1/A(z) dk(z).

A bizonyitas a fenti absztrakt bovitési tételen mulik.

Az absztrakt bovitési tétel masik alkalmazasaként megmutattam, hogy
az n-dimenziés euklidészi téren a Lebesgue-mérték egy olyan mértékké bo-
vithets, amelyre a megfeleld L2-tér Hilbert-tér dimenzi6ja 2¢ és differen-
cidlhato koordinata-transzformaciéknal ugyanigy transzformalédik, mint a
Lebesgue-mérték, azaz J-kovaridns a 6.2.(3) példdban szerepls J-vel. Ez
tulajdonképpen egy, a Lebesgue-mérték kovarians bovitéseire vonatkozd al-
talanosabb tétel specialis esete. Hasonld allitds igaz sokasidgokon: lasd a
habiliticiés értekezésemet: [85], 5. €.

6.6. Tétel. Legyenek n, k, mq,...,m, és s pozitiv egészek. Legyen
X, az RF-nak, T és Y az R®-nek, Z; az R™i-nek, D pedig T x Y -nak nyilt
részhalmaza, és legyen Z egy euklidészi tér. Tekintsiik az f : T — Z,
gi:D—X;, fi : Xi—=Zi,hi:DxZ; —Z (i=1,2,...,n)éshy: D — Z
fiiggvényeket. Legyen J a 6.2.(3) példdaban adott leképezés, és u a Lebesgue-
mérték J-kovaridins bévitése RF-n. Tegyiik fel, hogy (to,yo) € D, és

(1) minden (t,y) € D-re
f(t) = hO(t7 y) + Z hi(ta Y, fi(gi(t7 y)))§

(2) h; folytonos (i =0,1,...,n);
(3) az f; fiiggvény p-mérheté és korlatos X;-n;
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(4) g; kétszer folytonosan differencialhaté és

%(tmy())#o (7':1727771)

dy
Ekkor f folytonos a ty egy kérnyezetében.

Bizonyitas. Koordinatdkra attérve feltehetjiik, hogy Z = R. Valasz-
szunk egy K kompakt halmazt, amely kornyezete yo-nak, és egy V' kompakt
lezartd nyilt halmazt, amely kornyezete tp-nak gy, hogy V x K C D telje-
siilljon. Ha t € V, integralva K felett,

FORE) = [ holts) dut) + 3 [ hitv. filailt) duto)

Mivel p(K) # 0, azt kell megmutatni, hogy a jobb oldalon all6 integralok
folytonos fiiggvényei t-nek. Ez az els6 integrdl esetében nyilvanvald, mert hg
egyenletesen folytonos V x K-n. Elhagyva az indexeket, azt kell megmutat-
nunk, hogy

F(t) = /K Bty £ (g(t.))) du(y)

folytonos V-n, ha V és K elég kicsik. Az y = g; '(x) helyettesitéssel, fel-
haszndlva a p mérték J-kovaridans voltat, azt kapjuk, hogy

PO = [ e @) @) )@ ),

ha t € V. Mivel g folytonos a V x K kompakt halmazon, azt egy C kompakt
halmazra képezi le. Mivel g; *(z) és (Jg; ')(z) folytonosak a V' x C' halma-
zon, ott korlatosak és egyenletesen folytonosak is. Mivel f értékkészlete egy
kompakt L halmazban marad, h pedig egyenletesen folytonos a V x K x L
halmazon, azt kapjuk, hogy minden & > 0-hoz van olyan § > 0, hogy

H(t,x) = h(t,g; " (2), f(z)) (Jg; ' (2))

jeloléssel
|H(t,z) — H(t',z)| <e,

hat,t! €V, |t—t| < §ész e g(K)Ngy(K), tovabbd van olyan M > 0,

hogy o
|H(t,z)| <M, ha teV é xeg(K).

Ebbdl

|F(t) = F(t)] S/(K)m » |H(t,x) — H(t', )| du()

4 / H(t,2)| dyu(z) + / H (Y, )] dy(a)
gt (K)\ gy (K) gy (K)\ge(K)
< ep(C) + MA* (g:(K) A gu(K)) -

Az M szorzéja 3.6 szerint tart nulldhoz, ha t — t/, amibdl kovetkezik az
allitas.
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6.7. Megjegyzés. Az el6z6 tételben a hq,... , h, fiiggvények Osszege
nem helyettesitheté egy n-valtozos h fiiggvénnyel. SOt, az Gsszeadds még a
komplex szorzassal sem helyettesithet. Valoban, Hewitt és Ross [54] b6vi-
tési tétele szerint, egy G nem diszkrét lokdlisan kompakt Abel-csoport (pél-
ddul R) igen sok nem folytonos f : G — T homomorfizmusa, azaz karaktere
teheto egyidejiileg mérhetévé a Haar-mérték alkalmas invarians kiterjeszté-
sével. R™-beli értékii homomorfizmusokra ez nem igaz, mint az alabbi allitas
mutatja.

6.8. Allitas. Legyen G lokilisan kompakt csoport, és f : G — R"
egy homomorfizmus, amely mérheté a bal Haar-mérték egy p bal invarians
bévitésére nézve. Ekkor f folytonos.

Bizonyitas. Az el6z6 paragrafus eredményei szerint f lokalisan korla-
tos. Az eléz6 tétel bizonyitasdhoz hasonléan eljarva, az f(t) = f(ty) — f(y)
egyenlet mindkét oldalat integralva egy pozitiv mértéki kompakt K halmaz
felett,

f(t)u(K)Z/Kf(ty)du(y)—/jj(y)du(y)
= [, twdut)~ [ 1w duw.

e [ @) duty)

leképerés folytonos, mivel

| = [ sw

-1
o' K

< /t—lKAtO]K |f ()] du(y)
<SMAtT'K Aty K) = M (2MK) — 20t 'K Nt 'K)) ,

ahol X\ egy Haar-mérték. A jobb oldalon zaréjelben all6 kifejezés folytonosan
fiigg t-t6l, és nulla, ha t = ¢y, igy f folytonos.
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7.8 Mazur egy problémajarodl

1935 koriil S. Mazur a kovetkezé problémat vetette fel (Problem 24 a
» The Scottish Book”-ban [128]): Legyen adva egy X (valés) Banach-téren
egy f additiv funkcional az aldbbi tulajdonsaggal:

P minden X-beli g gorbére, f o g Lebesgue-mérhetd.
g8 Y g

Igaz-e, hogy f folytonos? 1984-ben Labuda és Mauldin [117] megmutatték,
hogy a valasz igen, altaldnosabban, ha f egy additiv operator, amely X-et
egy Hausdorff topologikus vektortérbe képezi és rendelkezik a (P) tulajdon-
sdggal, akkor f folytonos. Az eredményt Lipecki [122] kiterjesztette arra
az esetre, amikor X és Y kommutativ Hausdorff topologikus csoportok, X
metrizalhatd, Osszefiiged, lokdlisan ivszeriien Osszefiiggd és teljes. Késobb
sokkal dltalanosabb fiiggvényegyenleteket vizsgiltak. Roman Ger-nek [47]
hasonlé eredményei vannak (P) tulajdonsdgi Jensen konvex fiiggvényekre
vonatkozo6an, Székelyhidi Laszlonak [156] pedig exponencidlis polinomokkal
kapcsolatban.

Ennek a pontnak a célja, hogy megmutassuk, a (P) tulajdonsag topo-
logikus terek egy széles osztalyara egy sokkal szokasosabb mérhetdségi felté-
tellel, az univerzalis mérhetdséggel ekvivalens (Jarai [77]). Ez az eredmény
lehetévé teszi, hogy ,,mérhet6ségbdl kivetkezik a folytonossag” tipusu téte-
lek felhaszndlasaval ,,a (P) tulajdonsaghdl kovetkezik a folytonossig” tipusi
eredményeket kapjunk. Vildgos, hogy ezen a teriileten még sok minden tisz-
tazatlan, de az alabbi eredmények mutatjak a két kérdés szoros osszefiiggé-
sét, és igy tovabbi vizsgalatok kiindulépontjaként szolgalhatnak. Specidlisan,
egy régebbi tételt felhaszndlva Schwartz [148] konyvébél, kovetkezményként
kapjuk Labuda és Mauldin eredményét (lasd 7.5).

7.1. Definicié. Jelolje egy p mértékre M, a p-mérhetd halmazok osz-
talyat. Egy X topologikus térre legyen

Ux = ﬂ{/\/l“ : i Borel-reguldris mérték X-en},

az X univerzalisan mérheté részhalmazainak osztalya. Hasonléan, ha X
Hausdorft-tér, legyen

Rx = ﬂ{/\/l“ : 4 Radon-mérték X-en}

az X univerzalisan Radon-mérheté részhalmazainak osztalya. Ezekben a
definicidkban a ,,Borel-regularis mérték” illetve ,,Radon-mérték” Kkifejezés
, diffiz Borel-regularis valészintiségi mérték” illetve “diffiiz Radon val6szini-
ségi mérték” kifejezéssel helyettesithetd. Ha X teljes szeparabilis metrikus
tér, akkor Rx = Ux. Altalanosabb eredmények taldlhaték Schwartz [148]
konyvében, 117 130. o.; lasd még Federer [42], 2.2.16.

Legyen

Px = {A: AC X,g '(A) Lebesgue-mérheté minden X-beli g gorbére}.
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Trivialis, hogy Px egy o-algebra, és ha f : X — Y egy fliggvény, amely
X-et egy Y topologikus térbe képezi le, akkor az hogy f~1(V) € Px az
Y minden V nyilt részhalmazara akkor és csak akkor all fonn, ha minden
X-beli g : [a,b] — X gorbére az fog fiiggvény A, p-mérhetd. Igy csak a Px
és mas o-algebrdk kozotti osszefiiggést kell vizsgdlnunk. Nyilvan Bx C Py,
ahol By jeloli az X Borel-halmazainak osztdlyat. Altalanosabban, teljesiil
az aldbbi tétel.

7.2. Tétel. Az el6z6 definicié jeloléseivel, ha X Hausdorft-tér, akkor
Rx C Px.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A egy részhalmaza X-nek, amelyre A ¢
Px. Ekkor létezik egy g : [a,b] — X gorbe, amelyre g~'(A) nem Lebesgue-
mérhets. Legyen p = gu(Ajgp). A 2.2.17, 2.1.5(4) eredményeket felhasz-
nalva Federer [42]-b6l, kapjuk, hogy p Radon-mérték, de A nem lehet u-
mérheto.

A megforditas nem igaz minden Hausdorff-térben. Nyilvan, ha X tel-
jesen szétesd, akkor Px az X 0Osszes részhalmazabol all. fgy valamilyen
Osszefiiggoségi tulajdonsagra sziikség van. Hogy a megforditast a legfon-
tosabb esetekre bebizonyitsuk, egy lemmara lesz sziikségiink. Ez a lemma
tobbé-kevéshé ekvivalens Marczewski egy tételével, amelyet lengyeliil publi-
kalt (lasd [117] és [122]).

7.3. Lemma. Legyen u egy diffiiz Radon valdsziniiségi mérték az X
teljes metrikus téren. Ekkor minden ¢ > 0-hoz van olyan C kompakt részhal-
maza [0, 1]-nek és olyan g : C — ¢(C') C X homeomortizmus, hogy g mérték-
tarté C és g(C) kozitt, azaz gu(Ac) = plg(C), tovabba 1 > u(g(C)) > 1—e.

Bizonyitas. Jelolje G(z,r) a nyilt, B(x,r) a zart gombot = kozép-
ponttal és r sugarral. Legyen t, egy szigorian monoton csokkend soro-
zat, amely 1-hez tart. Valasszunk egy K C X kompakt halmazt, amelyre
1 > u(K) > 1 —¢/2. Feltehetjiik, hogy spt(u|K) = K. Egy rogzitett
x € K-ra az r — pu(K N B(x,r)) fiiggvény pozitiv minden pozitiv r-re,
monoton ndvekeds, és 0-hoz tart, ha r tart 0-hoz. Igy vélaszthatunk egy
0 < rp < 1/2 szédmot, amelyre a fiiggvény folytonos az r, pontban, és kisebb
az értéke mint 14 (K). Kivdlasztva egy véges lefedést a G(z,r,), x € K nyilt
lefedésbdl, olyan x; pontokat és r; = r,, sugarakat kapunk, amelyekre

p(K N Bl ) < sp(K)  (=1,2,... ).

Tovabba, valaszthatunk olyan r} > r;, i = 1,2, ... n sugarakat, amelyekre

p(K NGz, 1)) < p(K N B(xg,r;)) + %

Legyen K1 = K N B(z1,71), és indukciéval legyen

K; = (K \ (Uj<iG(xj,75))) N B(xg,ri) hai=2,3,...,n.
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Ha a K; halmazok valamelyike nulla mértékii, hagyjuk el, csokkentve n-et.
Végiil, legyen

KW = K.

i=1

Nyilvan a K; halmazok 1-nél kisebb atmérdjt diszjunkt kompakt halmazok,

minden i-re a 0 < p(K;) < 1/2 egyenldtlenség teljesiil, K ¢ K és p(K \

KW) < ¢/22. Valasszunk diszjunkt zért C;, i = 1,2, ..., n intervallumokat

[0, 1]-ben 1igy, hogy u(K;) < AM(C;) < t1u(K;) teljesiiljon, ha i =1,2,... n.
A masodik 1épésben ismételjiik meg ezt az eljarast minden K;-re K

helyett. fgy olyan

Ki,laKi,27 cee 7Ki,n1‘7 n; > 1

diszjunkt kompakt részhalmazait kapjuk K;-nek, amelyek atmérdje kisebb,
mint 1/2, mértékiik pozitiv, de legfeljebb 1/4 és a

TLZ‘]

K(z) = LnJ U Kil,iz

i1=1is=1
jeloléssel K ¢ KM és p(KMW\ K®)) < /23, A C; megfelels
Ci1,Cia,...,Cin,
zart részintervallumait megvalaszthatjuk gy, hogy

1(Kiyin) < MCiy i) < tap(Kiy i)

teljesiiljon. Legyen
Uz

c® = O U Cii -

i] =1 1;2:1

Indukciéval folytatva ezt az eljarast, a

K;

1582, 50k és Cil,iz,...,ik
halmazrendszereket és a K% és C(%) halmazokat kapjuk. Legyen
K= ()K", c=(c®
k=1 k=1

Minden x € C' pontnak egyértelmiien megfelel egy

115025+« 5 ks vy 1<k <o iy

sorozat, és hasonléan, minden y € K,,-nek is egyértelmiien megfelel egy
ilyen sorozat. Legyen g(z) = y, ha a megfelel§ sorozatok megegyeznek.
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g folytonossaganak bizonyitasdhoz legyen n > 0. Ha 1/2F"1 < nés d a
minimalis tavolsag a Cj, 4, .. i, halmazok kozott, akkor |z — 2’| < J esetén
g(z) és g(x’) ugyanabban a K; halmazban vannak, igy tavolsaguk
kisebb, mint 7.

Han > 0 és tk/2k < 1, jelolje 6 a minimdlis tavolsdgot a K, i, .. 4,
halmazok kozott. Ha a tdvolsag g(z) és g(x’) kozott kisebb, mint §, akkor x
és x’ ugyanabban a C; i halmazban vannak, fgy |z —2'| <nés g~ !is
folytonos.

Hogy megmutassuk, gx(Ac) = p[g(C), elég megmutatni, hogy
A(C m Ci],... ,ik) - H(KOO m Ki],... ,’ik)7

mivel C' és g(C') minden nyilt részhalmaza megkaphaté, mint C' illetve g(C')
ezen nyilt részhalmazainak diszjunkt megszamldlhaté unidja, a mértékek
pedig Radon-mértékek. De a fenti egyenléség kivetkezik abbol, hogy

)\(Cmci1,...,zk - hm Z )‘ U yeee Uk Tl 150 Zl)

Zk+1a »T

H(KOO m Ki],... ,ik) - lim Z u(Ki],...,ik,ik+1,...,il)7

l—o0 | )
Lkt 1see- 500

15825000 50k

'177;2,... P

és
(K, a) < MGy ) < (K, a)-
7.4. Tétel. Az el6z6 definicio jelbléseivel, ha X teljes, 0sszefiiggo és
lokalisan ivszeriien dsszefiiggé metrikus tér, akkor Px C Rx.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy A olyan részhalmaza X-nek, amelyre
A ¢ Rx. Megmutatjuk, hogy A ¢ Px. Valasszunk egy diffiiz Radon
valdszintiségi mértéket, amelyre A ¢ M,. Jelolje A" az A komplemente-
rét. Ekkor p(A) + u(A’) > p(X) = 1. Viélasszunk olyan € > 0-t, amelyre
pu(A) + u(A’) > 1+ 2e. Lemmank szerint 1étezik egy g mértéktarté home-
omorfizmusa a [0, 1] egy 1 — e-nal nagyobb Lebesgue mértékii C' kompakt
részhalmazénak K = ¢g(C) C X-re. Egy ismert tétel szerint (Kuratowski
[116], §50, Theorem 5) g kiterjesztheté egy h gorbévé, amely [0, 1]-et X-re
képezi le. Nyilvin hy(A|C) = gx(Ac) = p|K. A K mérhetésége mi-
att u(A) = wW(ANK) + u(A\ K), igy u(AN K) > u(A) —e. Hasonléan
(AN K) > pu(A’) —e. Ez azt mutatja, hogy A nem p| K-mérhetd. Federer
[42] kényvének 2.1.2 pontja szerint h~1(A) pontosan akkor A\-mérhetd, ha
az A halmaz hy (A B)-mérhetd X minden B részhalmazdra, ami itt nem

teljesiil, ha B = C. gy A ¢ Px.

7.5. Kovetkezmény. Mazur problémajara a valasz pozitiv, azaz ha
egy X (valés) Banach-tér egy f additiv funkciondljira f o g minden g :
[a,b] — X folytonos fiiggvényre Lebesgue-mérhetd, akkor f folytonos.

Bizonyitas. Az el6z06 definicié jeloléseivel, az el6z6 tételbdl kivetkezik,
hogy f univerzalisan Radon-mérhet6. Mivel minden x € X-re t — f(tx)
Lebesgue-mérheto és eleget tesz a Cauchy-egyenletnek, igy tehat folytonos,
kapjuk, hogy f homogén. Schwartz [148] konyvének egyik tétele (157. o.)
szerint, egy Banach-tér egy linearis és univerzdlisan Radon-mérhetd funkci-
onalja folytonos is. Ezt felhasznalva kapjuk, hogy f folytonos.
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7.6. Megjegyzés. Az el6z6 kovetkezmény kiterjesztheto olyan additiv
operatorokra, amelyek egy (valés) ultrabornologikus topologikus vektorteret
képeznek egy (valés) lokdlisan konvex Hausdorff topologikus vektortérbe, ha
felhasznédljuk Schwartz [148] konyvében a 159. oldalon szerepld bizonyités
gondolatait.

8.5 Mérhet6ség és folytonossag

Szamos dolgozat foglalkozik azzal a kérdéssel, hogy fiiggvényegyenle-
tek megoldasainak mérhet6ségébdl hogyan kovetkeztethetiink a megolda-
sok folytonossagara. A szamos, egy—egy egyenlet mérheté megolddsainak
meghatarozasaval foglalkozo dolgozaton kiviil, tobbé vagy kevésbé altalanos
egyenlettipussal foglalkoznak a kovetkezd dolgozatok: Baker [21], Ttzkowitz
[62], Paganoni [133] és Sander [142].

Az ezen pontban altalunk targyalt, igen altalanos egyenlettipusra vo-
natkoz6 eredményekbdl ezen eredmények jelentés része megkaphato, és al-
kalmazasukkal szamos 1j eredményt sikeriilt elérni: 1dsd az utolsé fejezetet.
Ezek az eredmények a Jarai [66], [67], [72] dolgozatokban keriiltek publi-
kalasra. Tovabbi hivatkozasokat illetéen lasd ezeket, valamint a fentebb
emlitett dolgozatokat.

8.1. Tétel. Legyen Z egy teljesen regularis tér, Z, egy o-kompakt
teljesen reguldris tér, és legyenek Z;, i = 1,2,... ,n megszamlilhaté bazisi
teljesen regularis terek. Legyenek X;, i =1,2,... ,n ésY lokalisan kompakt
terek, T tetszoleges topologikus tér. Legyen v Radon-mérték Y -on, és u;
Radon-mérték X;-n, i = 1,2,... ,n. Tegyiik fel, hogy v(Y) < oo, u;(X;) <
o (i=1,2,...,n), és legyen D egy részhalmaza T X Y -nak. Tekintsiik az
f:T—Z fo:Y—>Zy fi : X —=Zi,h:DXZyxZyX...XZLyp— 7,
gi: D — X; (i=1,2,...,n) fiiggvényeket. Legyen t, egy rogzitett eleme
T-nek, és tegyiik fel, hogy az alabbi feltételek teljesiilnek:

(1) minden (t,y) € D-re

f(t) = h(tvya fO(y)7f1 (gl(t7y)) yre 7fn (gn(tvy)))a

(2) h folytonos;

(3) az f; fiiggvény p;-mérheté X;-n (i =1,2,... ,n);

(4) g; folytonos D-n (i =1,2,...,n);

(5) Dy mérheté és létezik olyan n > 0, hogy v(D; N Dy,) > n minden
t € T-re;

(6) minden e > 0-hoz van olyan 6 > 0, amelyre p; (g;+(B)) > 0, ha B C Dy
v(B)>e, teT,és1<i<n.

Ekkor f folytonos a ty pontban.

Bizonyitds. (5) szerint, létezik olyan n > 0, amelyre v(D; N Dy,) >
n minden ¢ € T-re. Legyen C egy olyan kompakt részhalmaza D, -nak,
amelyre v(C) > v(Dy,) — n/4. Legyen € = n/(8n). Felhaszndlva (6)-ot, egy
olyan § > 0-t kapunk, amelyre 1 <i<mn,te€ T, B C D, és v(B) > n/(8n)
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esetén f; (g;+(B)) > 6. A Luzin-tétel felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy
létezik olyan C; kompakt részhalmaza X;-nek, amelyre u;(X; \ C;) < § és
fi|C; folytonos. Innen a giftl(Xi \ C;) nyilt halmaz mértéke kisebb, mint
n/(8n), hal <i<nésteT. Tekintsiik most a

an (iégi_,tl( ) <ﬂgzt0 )
= non ((Usieeneo)u (Usid o e0)

halmazt. Ez Y mérhetd részhalmaza, és a mértéke nagyobb, mint /2.
Legyen Bj, By, Bs, ... kompakt halmazok egy novekvd sorozata a Z
térben, amelyre U2 B; = Z,. Ekkor

lim v (£ (B) = n(Y) < o,

11— 00

és egy alkalmas i-re a Cy = B; kompakt halmazra
_ Ui
v (51 (Co) > v(v) = 3.

Osszevetve ezt az eddig bizonyitottakkal, 1atjuk, hogy a

(7) Cnfa( (ﬂg@t )(ﬂgm )

halmaz nem fiires, ha t € T
Tekintsiink a Z, Zy, Z;, X; és Y tereken a topologiaval Osszeférheto
uniformitdsokat. Legyen « egy relacié a Z uniformitasabdl, és tekintsiik a

C x CO X fl(C'l) X ... X fn(C'n)

kompakt halmazt. (2) és a 3.3 segédtétel szerint to-nak létezik olyan V'
kornyezete, és 1éteznek olyan 3y, ... , B, uniform kérnyékek, hogy a

h (t7 Y, fO(y)a Rlyeees Zn) és h(th Y, fO(y)a lea R 21/1)
pontok a-kozel vannak, ha t € V', (t,y) € D, y € C, fo(y) € Cy, tovdbba
zi, 2zt € fi(Cy), és a z;, z, pontok f;-kozel vannak, ha i = 1,2,...,n. Most
vegyiik észre, hogy f; egyenletesen folytonos C;-n, mivel C; kompakt. Ezért
létezik olyan + uniform kérnyék, hogy az fi(x;) és fi(z)) pontok [;-kozel
vannak, ha z;,z;, € C; és az x;, x, pontok v-kozel vannak. (4) és a 3.3
segédtétel szerint to-nak létezik olyan V' C V' kornyezete, amelyre a g;(t,y)
és g;(to,y) pontok ~-kozel vannak, hat € V, (t,y) € D és y € C.

Legyen t € V. Vélasszunk egy tetszbleges y elemet a (7) halmazbdl.
Ekkor azt kapjuk, hogy (t,y) € D,} (to,y) € D, foly) € Cy, gi(t,y) € C; és
9i(to,y) € Ci, ha i =1,2,... ,n. Igy az fi (9:(t,y)) és fi(9i(to,y)) pontok
(;-kozel vannak, amibol

h(tvya fO(y)7f1 (gl(tvy)) PR 7fn (gn(tvy)))
“ B (tos9s fol0): F1 (910 9)) s+ Fo (gu(tor )

a-kozel vannak. Ez azt mutatja, hogy az f(t) és f(to) pontok a-kozel vannak,
ha t € V, azaz f folytonos ty-ban.
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8.2. Tétel. Legyen Z egy teljesen regularis tér, Z, egy o-kompakt

teljesen reguldris tér, Z; (i = 1,2,...,n) megszamldlhat6 bdzisi teljesen
reguldris tér, Y és X; (i = 1,2,...,n) lokdlisan kompakt terek, T tetszile-

ges topologikus tér. Tegyiik fel, hogy D C T x Y. Legyenek f : T — Z,
fo:Y =2y, 9. D—X; i=1,2,....n), f; : X; — Z; (i=1,2,...,n) és
h:DXZyxZyX...xXZ4, — Z tiiggvények, v Radon-mérték Y -on, u; pedig
Radon-mérték X;-n (i = 1,2,...,n). Tegyiik fel, hogy to € T és az alabbi
feltételek teljesiilnek:

(1) minden (t,y) € D-re

f(t) = h(taya fO(y)7f1 (gl(tvy)) Yot 7fn (gn(tay)))§

(2) h folytonos;

(3) az f; fiiggvény p;-mérhets az A; részhalmazan X;-nek (i = 1,2,... ,n);

(4) g; folytonos D-n (i =1,2,...,n);

(5) léteznek olyanV és K halmazok, hogy V nyilt, K kompakt, V x K C D,
to €V, v(K)>0és K CNLyg;y (Ai);

(6) minden ¢ > 0-hoz létezik olyan 6 > 0, hogy B C K és v(B) > ¢ esetén
wi(git(B)) >0, hal<i<nésteV.

Ekkor f folytonos a ty egy kornyezetében.

Bizonyitas. Ezt a tételt az el6z6 tételre fogjuk visszavezetni, D-t egy
alkalmas kisebb D*-gal helyettesitve. Valasszunk v(K)/(4n)-hez 6 > 0-t,
legyen X = g;+,(K) és W; egy kompakt lezartd nyilt halmaz, amely tartal-
mazza X;-ot, és amelyre p;(W; \ X)) < d. A 3.3 segédtétel szerint valaszt-
hatunk olyan 7™ C V nyilt kornyezetét to-nak, amelyre g; ((K) C W;, ha
i=1,2,...,nésteT* Legyen Y* = K, n* = v(K)/2 és t} egy tetszileges
eleme T*-nak,

D* = {(t*,y*) eI & yte ﬂgl_tl*(Xl*) ﬂY*},
i=1

Z*:Zz (2:0,1,,n), Z*:Z, f*:f|T*7 f(T:fO‘Y*’

g; =gi|\D, fi=/FfilX (i=1,2,...,n), h"=h|D"XZ3xZ{x...xZ},

és legyenek v* illetve pf a v illetve p; megszoritasai Y* illetve X részhal-
mazaira (i = 1,2,...,n).

Ha megmutatjuk, hogy az el6z6 tétel feltételei teljesiilnek a csillaggal
jelzett halmazokra, pontokra, fiiggvényekre és mértékekre, akkor a bizonyitas
teljes. Vildgos, hogy a 8.1.(1), 8.1.(2) és 8.1.(4) feltételek teljesiilnek, mig
8.1.(3) X vélasztasabol kovetkezik. 8.1.(6) szintén T és Y* vélasztasabol
kovetkezik. Igy csak azt kell megmutatnunk, hogy 8.1.(5) teljesiil. Elég
megmutatni, hogy

V(g (X)NY*)>2" —¢, ha 1<i<n é teT",
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mivel ekkor

V(Dg- N Dys) = 1/((6 gim (XN y*) ﬂ@ ez (X7) 0 y))

> 20" — 2ne =n*.
Tegyiik fel indirekt, hogy van olyan i (1 <i < mn) ést € T*, hogy
v (Y* N ggtl(X;‘)) <20 — e,

azZazZ

v (Y \ g X)) 2
Ekkor
i (gie (Y*\ g4 (X)) = 6.

Mdsrészt, a T™* vdlasztdsa miatt, ha y € Y* \gi_vt1 (X}), akkor g;+(y) € Wi,
de g;+(y) ¢ X/, azaz

gix (Y*\ g, (X)) C Wi\ X
Ez ellentmondds, mivel p;(W; \ XF) < 4.

8.3. Tétel. Legyen Z egy teljesen regularis tér, Z, egy o-kompakt
teljesen reguldris tér, Z; (i = 1,2,...,n) megszamldlhat6 bdzisi teljesen
regularis tér, és T' tetszbleges topologikus tér. Legyen Y nyilt részhalmaza
R¥-nak, X; nyilt részhalmaza R™-nek (i = 1,2,...,n) és D nyilt részhal-
maza T X Y-nak. Tekintsiik az f : T — Z, fo 1Y — Zy, g; : D — X,
fi:Xe—=2Z; (i=1,2,...,n)ésh: DX ZyXxX Zy X...xXZ, — Z tiiggvénye-
ket. Tegyiik fel, hogy tg € T és az alabbi feltételek teljesiilnek:

(1) minden (t,y) € D-re

@) =h(ty, fo(y), fr(g1(t.y),- -, fn (9n(t,9)))
(2) h folytonos;
(3) az f; fiiggvény \"i-mérheté az A; részhalmazan X;-nek (i = 1,2,... ,n);
(4) g folytonos D-n (i =1,2,...,n);
(5) N (Misi 93y (A0) > 0;
(6) a g—i; parcidlis derivaltak folytonosak és rangjuk r; minden (t,y) € D-re
(i=1,2,...,n).
Ekkor f folytonos a t, egy kérnyezetében.

Bizonyitas. Ezt a tételt az el6z6 tételre fogjuk visszavezetni, D-t egy
alkalmas kisebb D*-gal helyettesitve. Legyen yg a

ﬂ gi_,tlo (Az)
i=1

halmaz egy stirtiségi pontja. A 3.10 segédtétel szerint 1éteznek olyan V illetve
W kornyezetei tg-nak, illetve yg-nak, amelyekre
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(7) minden ¢ > 0-hoz van olyan ¢ > 0, hogy A" (g;+(B)) > d,hal <i<mn,
teV,BCW és \(B) > ¢

(8) gi_’tl(AZ-) N W egy AF-mérheté részhalmaza RF-nak, ha 1 < i < n és
teV;

(9) V és W kompakt halmazok, V x W C D és

A’“( ﬁ gie (A) N W) > 0.

=1

Legyen D* =V x W, h* = h|D* x Zy X Z1 X ... X Zy, gF = g;|D*
(1=1,2,...,n), és alkalmazzuk az el6z6 tételt D helyett a D* halmazon.

8.4. Megjegyzés. A fenti tételek egyes feltételei mas feltételek rova-
sara gyengithetok, igy més valtozatokat is kaphatunk. Ilyen valtozatokkal
kapcsolatban lasd a Jarai [67] és [72] dolgozatokat. K.-G. Grosse-Erdmann
[49] dolgozatiban egy érdekes , mérhetdséghdl kovetkezik a folytonossig”
tipusi tételt bizonyitott be. Bar eredményei csak a Cauchy-tipusu

f(G(z,y)) = hly, f(x))

egyenletre alkalmazhatdk (ahol f és f; az ismeretlen fiiggvények), a feltéte-
lek meglepoen gyengék, és eredményei szamos a Cauchy-tipusi egyenletekre
vonatkozo6 korabbi eredményt altalanositanak. Durvan szolva, semmiféle fel-
tételt nem tesz fel azzal kapcsolatban, hogy a h fiiggvény hogyan fiigg y-tol.
Specidlisan, h fiigghet fo(y)-t6l, ahol fy tetszileges, és az értékkészletére
sincs semmilyen megszoritdas. A G belsé fiiggvényre vonatkozo feltételei is
valamivel gyengébbek, mint a mi tételeinkben szerepld feltételek. (Haszndl-
junk ¢t = G(x,y) helyettesitést lokalisan, hogy a feltételeket Gsszevethessiik.)

Sajnos, Grosse-Erdmann bizonyitasa nem miikddik sok ismeretlen fiigg-
vényt tartalmazo6 egyenletekre. Ha azonban technikijat otvozziik a 18. pa-
ragrafus er6s eredményeivel, akkor a szokasos 3.1 feltétel mellett tobb isme-
retlen fiiggvény esetén is teljesen kikiiszobolhetiink minden, a h fiiggvény
y-t0l vald fiiggésével kapcsolatos feltételt.

8.5. Tétel. Legyenek T, Z és Z; (i = 1,2,...,n) topologikus terek,
Y és X; (i = 1,2,...,n) Hausdorff-terek, és tegyiik fel, hogy D C T' x Y.
Legyenek f : T — Z, g, : D — X; (i = 1,2,...,n), fi : X; — Z; (i =
1,2,...,n) és h : D X Zy X ... X Z, — Z fiiggvények, v Radon-mérték
Y-on, u; pedig Radon-mérték X;-n (i = 1,2,... ,n). Tegyiik fel, hogy a
to € T pontnak van megszamlalhaté kornyezetbazisa, és az alabbi feltételek
teljesiilnek:

(1) minden (t,y) € D-re

f(t) = h(t7y7f1(gl(t7y))7 s 7fn(gn(tay)));

(2) barmely régzitett y € Y-ra a h fiiggvény folytonos a tébbi viltozéban;
(3) fi Luzin p;-mérhets az A; részhalmazan X;-nek (i =1,2,...,n);
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(4) g; folytonos D-n (i =1,2,... ,n);

(5) léteznek olyan V nyilt illetve K kompakt halmazok, hogy V x K C D,
to €V, v(K)>0és K CNLyg;y (Ai);

(6) minden ¢ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy ha B C K és v(B) > e, akkor
i (git(B)) > 6 minden 1 < i < n-re ést e V-re.

Ekkor f folytonos tg-ban.

Bizonyitas. Legyen t,, egy V-beli sorozat, amely ty-hoz konvergal.
Alkalmazva a 18.5 tételt a p(y,t) = g1(t,y), ha (t,y) € V x K 0Osszefiig-
géssel definidlt ¢ fiiggvényre és a v mértékre, egy olyan ¢,,, részsorozatot
kapunk, amelyre f1(g1(tm,,vy)) — f1(g1(to,y)) majdnem minden y € K-ra.
Megismételve ezt az eljarast az fa, go fiiggvényekkel és a t,,, részsorozat-
tal, ennek a részsorozatnak egy részsorozatat kapjuk, stb. Végiil az eredeti
tm sorozat egy olyan t,,, részsorozatdhoz jutunk, amellyel majdnem minden
y € K-ra fi(gi(tm;,y)) — [fi(gi(to,y)), ha 1 < i < n. Rogzitve egy ilyen
y € K-t, a fiiggvényegyenlet és a h-ra vonatkozé feltétel alapjan azt kap-
juk, hogy méarmely T-beli t,, — to sorozatnak van olyan t,,, részsorozata,
amelyre f(t,,,) — f(to). Tegyiik fel, hogy f nem folytonos to-ban. Ekkor
van olyan W kornyezete f(tg)-nak, amelyre f~1(WW) nem kornyezete to-nak.
Legyen U,,, m = 1,2, ... egy megszamlalhat6 kornyezetbazisa ty-nak, és va-
lasszunk egy t,, € Uy, \ f~1 (W) sorozatot. Erre a sorozatra f(t,,) egyetlen
részsorozata sem konvergdl f(¢q)-hoz.

9.5 Mérhet6, majdnem mindeniitti megoldasok folytonossaga

1960-ban Erdés Pal a kdvetkez6 problémat vetette fel: tegyiik fel, hogy
az f: R — R fiiggvény eleget tesz az

flx+y) = flz)+ f(y)

Cauchy-egyenletnek (a sikbeli Lebesgue-mértékre nézve) majdnem minden
(z,y) € R%re. Igaz-e, hogy létezik olyan g : R — R additiv fiiggvény,
amellyel f(z) = g(x) (a szdmegyenesen a Lebesgue-mértékre nézve) majd-
nem minden z-re? A kérdésre N. G. de Bruijn és W. B. Jurkat adtak,
egymastdl fiiggetleniil, pozitiv valaszt. Tovabbi hivatkozasokat illetéen lasd
Kuczma [111] konyvét, 443 447. o.

Itt egy kapcsolddo, szintén természetes kérdéssel foglalkozunk. Tegyiik
fel, hogy a bevezetésben is tekintett, legaltalanosabb, iterdciét nem tartal-
maz6 tobbvaltozos

(1) H({L’, Y, f(G(LE, y))7 fl(Gl(xv y))7 ] fn(Gn(xv y))) =0
egyenlet teljesiil mérheté f, f1, fa, ..., fn ismeretlen fiiggvényekre és R” x R¥

valamely E nyilt részhalmazanak egy E’ részhalmazabdl vett minden (z,y)
parra, ahol az £\ E' halmaz R” x R¥-beli Lebesgue-mértéke nulla. Minden
fiiggvényrdl feltessziik, hogy valamely euklidészi tér valamely nyilt részhal-
mazat képezi le valamely euklidészi térbe. Az adott H és G,Gq,...,G,
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fiiggvényekrdl feltessziik, hogy simédk. Lehet-e taldlni olyan fiiggvényeket,
amelyekre f = f és fl = f; majdnem mindeniitt, ha ¢ = 1,... ,n ugy, hogy
az f, f1,..., fn fiigevényeket rendre az f, f1,. .., fn fiiggvényekkel helyette-
sitve, az (1) fiiggvényegyenlet mindeniitt teljesiil E-n?

A 8. paragrafus eszkozei elég erdsnek tiinnek e probléma kezeléséhez.
Meg fogjuk mutatni, hogy alkalmas feltételek mellett a valasz igen, és az f ,
fi, i =1,...,n fiiggvények folytonosnak is vilaszthaték. Azonban technikai-
lag egyszerilibb lesz a 18. paragrafus eszkozeit haszndlni, mint a 8. paragrafus
eszkozeivel dolgozni.

El6szor az explicit és implicit alak kozotti kapcesolattal foglalkozunk
majdnem mindeniitt fenndllé egyenletek esetén. Ezutan két tételt bizonyi-
tunk, az els6t egy altalanos esetre, a masodikat vektor-vektor fiiggvényekre,
az els6 segitségével.

9.1. Az explicit és implicit alak k6z6tti kapcsolat majdnem
mindeniitt teljesiilé egyenletek esetén. Bizonyos feltételek mellett, az

(1) H(x,y,f(G(x,y)),fl(Gl(x,y)), cee 7fn(Gn(xay))) =0

egyenletet itt is egy egyszerlibb explicit egyenletre redukilhatjuk. Neveze-
tesen, tegyiik fel, hogy az f(G(z,y)) tag kifejezhetd az (1) egyenletbdl, és x
helyett egy 1j t = G(z,y) valtoz6t tudunk bevezetni. Ekkor a

(2) f(t):h(tayafl(gl(t7y))7"' 7fn(gn(t7y)))7 (t7y) ED/

fiiggvényegyenletet kapjuk. Itt D’ az E' halmaz képe az (z,y) — (G(z,y),y)
leképezésnél. Feltessziik, hogy ez a leképezés diffeomorfizmus, amely az E
nyilt halmazt egy D nyilt halmazra képezi le, igy ez a leképezés és az inverze
is nulla Lebesgue-mértékii halmazt nulla Lebesgue-mértékii halmazba visz-
nek. Ha képesek vagyunk bebizonyitani, hogy az f fiiggvény T értelmezési
tartoméanyanak van olyan T’ részhalmaza, hogy T'\ T’ nulla mértékii és f|T’
(egyértelmiien) kiterjeszthetd egy, az egész T-n értelmezett f folytonos fiigg-
vénnyé, akkor a (2) fiiggvényegyenlet f helyett f—al is majdnem mindeniitt
teljesiil D-n, nevezetesen teljesiil a D) = D’ N (T’ x R¥) halmazon. Ez azt
jelenti, hogy ha f-et f-al helyettesitjiik, akkor (1) még mindig fennéll Ej
valamely F{ részhalmazan, amelyre E'\ E{ nulla mértékii. Megismételve ezt
fi-el, olyan, az fi-el majdnem mindeniitt egyenld, folytonos fl fiiggvényt
és egy olyan F részhalmazat kaphatjuk Ej-nek, hogy (1) teljesiil E{-en, ha
f-et és fi-et helyettesitjiik f-al illetve fi-al. Végiil az E egy olyan E” = E/
részhalmazdhoz jutunk, amelyre F \ E” nulla mértékii és (1) fennéll E”-n,
ha az f, f1,..., fn fliggvényeket rendre a veliikk majdnem mindeniitt egyen-
16 f, f1,. .., fn folytonos fiiggvényekkel helyettesitjiik. Mivel (1) bal oldala
folytonos E-n, és nulla az E” C E sfiri halmazon, azt kapjuk, hogy (1) min-
deniitt teljesiil E-n, ha az f, f1, ..., f, fiiggvényeket rendre az f, fl, e ,fn
fiiggvényekkel helyettesitjiik.
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Osszefoglalva, az (1) egyenletre vonatkozé probléma a kivetkezdé prob-
léméra redukilhatd: Tegyiik fel, hogy a (2) egyenlet fenndll a D nyilt hal-
maz egy olyan D’ részhalmazan, amelyre D \ D’ nulla mértékd. Adjunk
megfeleld feltételeket, amelyek mellett 1étezik az f fiiggvény T értelmezési
tartoméanyanak egy alkalmas T’ részhalmaza, hogy T\ T’ nulla mértékii és az
fIT" fiiggvény (egyértelmiien) kiterjeszthetd egy, a T halmazon értelmezett
f folytonos fiiggvénnyé. Megmutatjuk, hogy a T' halmaz valaszthaté minda-
zon t € T pontok halmazanak, amelyekre a {y : (t,y) € D\ D’} halmaz nulla
mértékii. Fubini tétele szerint T\ 7" nulla mértékii. Altalinosabban, az f
fiiggvényt meghatarozza a T' barmely olyan részhalmaza, amely még stirii
T-ben. Ezt sokkal dltaldnosabb feltételek mellett mutatjuk meg a kovetkezo
tételben. A bizonyitas haszndlja a 18.5 tételt.

sz

naljuk, és a fiiggvénynek egy adott pontban vett hatarértékét Bourbaki az
adott pont kizarasa nélkiil definidlja.

9.2. Tétel. Legyenek T és Z; (i = 1,2,...,n) topologikus terek, Z,
Y és X; (i = 1,2,...,n) Hausdorf-terek. Tegyiik fel, hogy D C T x Y,
T'CcT, X! C X;. Legyenek f : T' — Z, g, : D — X; (i = 1,2,...,n),
fi: X = Z; (i=1,2,...,n)ésh: D xZy x...x Z, — Z fiiggvények, v
Radon-mérték Y -on, u; pedig Radon-mérték X;-n, amelyre p;(X; \ X!) =0
(i = 1,2,...,n). Tegyiik fel, hogy a tg € T pontnak van megszamldlhaté
kornyezetbazisa, és az alabbi feltételek teljesiilnek:

(1) minden rogzitett y € Y-ra a h fiiggvény folytonos a tobbi vdltozdjaban;

(2) fi Luzin p;-mérhetd az A; mérhetd részhalmazan X,;-nek (i = 1,2,... ,n);

(3) gi folytonos D-n (i =1,2,...,n);

(4) léteznek olyan V nyilt illetve K kompakt halmazok, hogy V x K C D,
to €V, v(K)>0és K CNLygiy, (Ai);

(5) minden € > 0-hoz létezik § > 0 gy, hogy B C K és v(B) > ¢ esetén
Wi (git(B)) >0, hacsak 1 <i<mnésteV;

(6) van olyan V' részhalmaza T' N V-nek, amelynek a lezartjaban benne
van tg, és amelyre t € V' esetén majdnem minden y € K-ra teljesiil,

hogy
f(t) = h(t7y7f1(gl(t7y))7 s 7fn(gn(tay)))'

Ekkor létezik limtev/,t_)to f(t)

Bizonyitds. Legyen t,, egy V'-beli ty-hoz konvergdald sorozat. A ¢(y,t) =
g91(t,y), ha (t,y) € V x K Osszefiiggéssel definidlt ¢ fiiggvényre és a vx mér-
tékre alkalmazva a 18.5 tételt, egy olyan ¢,,, részsorozatot kapunk, amelyre
fi(g1(tm,,y)) — f1(g1(to,y)) majdnem minden y € K-ra. Megismételve ezt
az fa, go fiiggvényekkel és a t,,, részsorozattal, a részsorozat egy részsoro-
zatat kapjuk, stb. Végiil az eredeti ¢,, sorozat egy olyan t,,, részsorozatat
kapjuk, amelyre majdnem minden y € K-ra f;(gi(tm,,v)) — fi(gi(to,v)),
ha 1 <17 < n. Rogzitve barmely ilyen y € K-t, a h-ra tett feltevés és a fiigg-
vényegyenlet alapjan azt kapjuk, hogy barmely V'-beli t,,, — to sorozatnak
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van olyan t,,, részsorozata, amelyre f(t,,,) konvergens. Természetesen en-
nek a részsorozatnak a zg € Z hatarértéke nem fiigg y-t6l. Igy egy olyan
K’ C K halmaz minden y pontjara, amelyre v(K \ K') = 0, azt kapjuk,

hogy

(7) z0 = h(to,y, f1(91(to,y)), -, fn(gn(to,y))).

Tegyiik fel, hogy nem igaz, hogy lim;cy/ 1, f(t) = 29. Ekkor van olyan
W kornyezete zg-nak, hogy az f a ty egyetlen U kornyezetére sem képezi
az U NV’ halmazt W-be. Legyen U,,, m = 1,2,... egy megszamlal-
haté kornyezetbéazisa tg-nak, és vdlasszunk olyan ¢/ € U,, NV’ soroza-
tot, amelyre f(t,,) € W. Megismételve a fenti gondolatmenetet t/ -el,
egy olyan t’mj részsorozatot kapunk, amelyre majdnem minden y € K-
ra fi(gi(t),,,y)) — fi(gi(to,y)). Most ha vélasztunk egy olyan y € K'-t,
amelyre konvergencia teljesiil, akkor a fiiggvényegyenletet és (7)-et felhasz-
nalva ellentmondast kapunk.

9.3. Tétel. Legyen Z reguldris tér, Z; (i = 1,2,...,n) topologikus
tér és T egy els6 megszamlalhaté topologikus tér. Legyen Y nyilt rész-
halmaza R¥-nak, X; nyilt részhalmaza R"i-nek (i = 1,2,...,n) és D nyilt
részhalmaza T x Y-nak. Legyen T’ a T egy siirii részhalmaza, f : T' — Z,
gi:D — X, ésh:DxZy x...x Z, — Z fiiggvények. Tegyiik fel, hogy
az f; fiiggvények az X;-n A\"*-majdnem mindeniitt definialt, Z;-beli értékii
fiiggvények (i = 1,2,...,n), és az aldbbi feltételek teljesiilnek:

(1) minden t € T'-re \*-majdnem minden y € D;-re

f(t) = h(t7y7f1(gl(t7y))7 toe 7fn(gn(t7y)))a

(2) barmely rogzitett y € Y-ra a h fiiggvény folytonos a tébbi vdltozdjaban;

(3) az f; fiiggvény \"i-mérhetd az értelmezési tartomanyan (i = 1,2, ... ,n);

9gi e e :
(4) g; és a a—g parcidlis derivaltja folytonos D-n (i = 1,2,...,n);
Y

0gi

dy

(5) mindent € T-hez van olyan y, hogy (t,y) € D és a parcialis derivalt

rangja r; a (t,y) € D pontban (i = 1,2,...,n).
Ekkor f-nek egy és csak egy folytonos kiterjesztése létezik T-re.
Bizonyitas. A tételt az el6z6 tételre fogjuk visszavezetni. Megmutat-
juk, hogy a limieqr 4y, f(t) hatarérték minden ty, € T-re létezik. Ha ezt

belatjuk, akkor a kiterjesztést ezzel a hatarértékkel értelmezve, a bizonyitas
teljes.

9a

Egy adott tgp-hoz védlasszunk olyan yo-t, amelyre (to,y0) € D és (992

Y

rangja r; a (to,yo) pontban (i =1,2,...,n). A hatarérték létezésének bizo-

nyitasahoz D-t egy alkalmas kisebb D* halmazzal fogjuk helyettesiteni. A
3.10 lemma szerint 1éteznek a tg illetve yy pontoknak V illetve W koérnyezetei
az alabbi tulajdonsigokkal:
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(6) minden & > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy ha 1 <i<n,t €V, BCW
és \¥(B) > ¢, akkor A" (g;+(B)) > ;

(7) a gi_’tl(dmn fi) N W részhalmaza R¥-nak A\F-mérhets, ha 1 < i < n és
teV;

(8) W kompakt, V x W C D és

)\k< ﬁ ggtl()(dmnfi) N W) > 0.

=1

Legyen D* =V x W, h* = h|D* X Zy X ... X Zyn, g = g;|D* (i =
1,2,...,n), és alkalmazzuk az el6z6 tételt a D* halmazzal D helyett.

10.§ Baire-tulajdonsag és a folytonossag

A 8. paragrafus eredményeihez hasonl6 &llitdasok bizonyithatdk fiigg-
vényegyenletek Baire-tulajdonsigi megoldasaival kapcsolatban. Ilyen ira-
nyu altaldnos eredmények taldlhaték még Haupt [51], Sander [141] illetve
Grosse-Erdmann [49] dolgozatdaban is. Itt is a legédltaldnosabb eset vizsgéla-
taval kezdjiik, és annak specializdldsdval nyeriink egy kevésbé altalanos, de
jobban kezelhet§ eredményt. Ezek az eredmények a Jarai [67] dolgozatban
keriiltek publikilasra. Végiil Grosse-Erdmann eredményének &ltalanosita-
sat adjuk (publikdlatlan). Tovdbbi hivatkozasokat illetéen ldsd az idézett
dolgozatokat.

10.1. Tétel. Legyenek T, Y és X; (i = 1,2,...,n) topologikus te-
rek, Zy egy o-kompakt tér, Z teljesen reguldris tér és Z; megszamlalhato
bazisi topologikus tér (i = 1,2,...,n). Legyen D C T xY, A; C X;
(1t = 1,2,...,n), to € T és tekintsiik az f : T — Z, fo : Y — Z,
gi:D—-X;, fi: X; = Z; (1=1,2,....,n),h: DX Zy X Zy X ...X Zy > Z
fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy az alabbi feltételek teljesiilnek:

(1) minden (t,y) € D-re

f(t) = h(taya fO(y)7f1 (gl(tvy)) Yot 7fn (gn(tay)))§

(2) h folytonos;
(3) fi Baire-tulajdonsagi az A; részhalmazan X;-nek (i =1,2,... ,n);
(4) g; folytonos (i =1,2,...,n);

(5) léteznek olyan V és K halmazok, hogy V- x K C D, V nyilt, to € V, K
masodik kategoriajui Baire-tulajdonsagu halmaz és

K C () gih(A);
1=1

(6) ha B egy masodik kategoridji részhalmaza Y -nak és B C K, akkor
gi+(B) masodik kategoridjii részhalmaza X;-nek, hal <i<néste V.



80 10.§ Baire-tulajdonsag és a folytonossag

Ekkor f folytonos a t, egy kérnyezetében.

Bizonyitas. Mivel A; Baire-tulajdonsiagi halmaz, 1éteznek olyan Ej,
M/ és M halmazok, hogy E; nyilt X;-ben, M/ C E;, tovdbbd az M/, M/
részhalmazai X;-nek els6 kategéridjiak, M/NE; =0 és A; = (E;\ M/ )UM].
Eldszoér megmutatjuk, hogy léteznek olyan V'’ és K’ halmazok, hogy V' nyilt
T-ben, K’ mésodik kategériaju Baire-tulajdonsdgi halmaz Y-ban, tg € V' C
V, V' x K' C D, és K' C K, tovébbé

K' C ﬂ gi_’tl(Ei) minden ¢t € V'-re.

Legyen K" = K N (ﬂ?:lgi_’tlO (E;)). Mivel (6) szerint K N g;tlo(Ml’) elsé
kategoriaju Y-ban, ha 1 <1i < n, (5)-b6l azt kapjuk, hogy

K\K”cLJKm%mmmn
=1

////////

halmaz Y ban, és
n
"c ﬂ gi_,tlg (E
i=1

Legyen yq egy olyan pontja K- nek hogy bérmely Yo-t tartalma7é W nyilt
tonosak D-n, a g; (El) halmazok nylltak és tartalmazzak a (to,yo) pon-
tot, igy léteznek olyan V' és W’ nyilt halmazok, amelyekre to € V' C V,
yo € W CY és

(V' xW')nDc (g "(E)
i=1

Vilagos, hogy a K’ = K" MW’ halmaz eleget tesz a megkivant feltételeknek.

A bizonyitas teljes lesz, ha megmutatjuk, hogy f folytonos V'-n. Legyen
t € V' és legyen U egy kirnyezete f(t)-nek Z-ben. Mivel az f; fiiggvények
Baire-tulajdonsaguiak az A; halmazon, és Z; megszamlalhat6 bazisi, 1étezik
egy M!" C A; els6 kategdriaji részhalmaza X;-nek gy, hogy f; megszoritasa
A; \ M/"-re folytonos. Legyen M; = M/ U M!”. Ekkor f; megszoritisa
E; \ M;-re folytonos (i = 1,2,...,n). Mivel (6) szerint a K’ N g;tl(Mi)
halmazok els6 kategoriajiak Y-ban, a

KW:Kﬂ<ﬂ%ﬁE\MO
=1

halmaz mésodik kategoriaji Baire-tulajdonsidgi halmaz Y-ban. Legyen Bi,
Bs, ... kompakt halmazok egy novekvé sorozata Zy-ban, amelynek egyesi-
tése Zy. Mivel

U K/// ﬂfO J)) — KW,

Jj=1
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1éte7ik olyan C’o = B; kompakt részhalmaza Zy-nak, amelyre foH(Co)N K"
hogy Yy mmden W nyllt kornyezetere I/Vﬁf0 H(Cy)N K’” masodlk kategorlajll
Y-ban. Az x; = g;(t,y) és z; = fi(x;), 1 =1,2,...,n jelolésekkel azt kapjuk,
hogy z; € E; \ M;, fo(y) € Cp és

f(t) = h(taya f()(y)aZb s 7271)'

sz

val. Talalhatunk olyan « reﬂexw smmmetrlkus relac10t Z unlformltasabol,
amelyre z € U, ha a z és f(t) pontok a-kizel vannak Z-ben. A 3.3 se-
gédtétel szerint, létezik olyan V" kornyezete t-nek, W’ kérnyezete y-nak,
és U; kornyezete z;-nek, hogy ha t' € V" ' € W”" és 2, 2!' € U;, ak-
kor h(t,y', z0, 21, ,20) és h(t',y', 20,2],...,2) a-kizel vannak minden
2o € Cp-ra. Felhasznélva, hogy f; megszoritdsa E; \ M;-re folytonos z;-ben,
véalaszthatunk olyan V; nyllt kornyezetét x;-nek E;-ben, amelyre f;(x}) € U;
(i =1,2,...,n), hacsak =, € V; \ M;. Mivel g; folytonos a (¢,y) pontban,
léteznek olyan V' és W' nyilt halmazok, amelyekre t € V" c V" nV/,
ye W" CcW’'nW’, és g;(V"'xW")CV (i=1,2,...,n). Ez azt mutatja,

hogy
W/// N fo—l( ) K/// C ﬂ gl t’

=1
ha ¢ € V. A (6) feltétel szerint, a K N g;}(M;) halmazok elsé kategéri-
ajuak Y-ban, ha t' € V"' igy a

W A £ 1(Co) N K" N (6955(%\M ) (ﬂg”, Vi \ M, )

halmaz nem iires, ha t' € V. Legyen 3’ egy tetszOleges eleme ennek a
halmaznak. Ekkor (¢,y) € D, (t',y') € D, fo(y') = 20 € Cp, tovabba
gi(t,y") € Vi\ M;, g;(t',y") € V; \ M;, hai=1,2,... n. Ebbdl kovetkezik,
hogy fi (g:(t,y')) = 2, € U, fi(g:(t',y')) = 2/ € U;, hai=1,2,... ,n, és
V"W Cy és U; (i =1,2,...,n) valasztasa miatt azt kapjuk, hogy

f(t) =h (t7y/7 fO(y/)7 fl (gl(t7y/)) v 7fn (gn(t7y/)))
f(t/) =h (tl7y/7 fO(y/)7 fl (gl(tl7y/)) 3o 7fn (gn(tlvy,)))

a-kozel vannak Z-ben, azaz f(t') € U. Ez azt mutatja, hogy f folytonos
V'n.

10.2. Tétel. Legyen T topologikus tér, Y nyilt részhalmaza R*-nak,

X; nyilt részhalmaza R"-nek (i = 1,2,... ,n), Z teljesen reguldris tér, Z,

egy o-kompakt tér, és Z; (1 = 1,2,... ,n) meg@zamlalhato bazisii topologikus

tér. Legyen D egy nyilt reszhalmaya, T x Y-nak. Tekintsiik az f : T — Z,

ngY—>Z0,giZD—>XZ', szz_>Zz (i:1,2,... ,TL) éShZDXZ()Xle

. X 4, — Z ftiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy to € T és az alabbi feltételek
teljesiilnek:
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(1) minden (t,y) € D-re

f(t) = h(tvya fO(y)7f1 (gl(t7y)) Yt 7fn (gn(tvy)))a

(2) h folytonos;

(3) f; Baire-tulajdonsdgii az A; részhalmazan X;-nek (i =1,2,...,n);
(4) g; folytonos (i =1,2,...,n);

(5) Ni 9; to( ;) masodik kategorigji részhalmaza Y -nak;

(6) a —Z parcialis derivdltak folytonosak és rangjuk r; minden (t,y) € D-re

(t1=1,2,...,n).
Ekkor f folytonos a t, egy kérnyezetében.

Bizonyitas. A tételt a 4.3 segédtétel segitségével az el6z6 tételre ve-
zetjiik vissza. Elég megmutatni, hogy az el6z6 tétel (5) és (6) feltételei

teljesiilnek, ha K-t és V-t megfelelen vilasztjuk. Mivel jelen tételiink (5)
feltétele szerint
ﬂ gZ to

sz

1o minden nyilt W kornyezetere a

Wﬂ(ﬂglto )

halmaz mésodik kategoridju. A 4.3 segédtétel felhasznaldsdval, valasztha-
tunk olyan V' és W nyilt halmazokat, hogy az aldbbi feltételek teljesiilnek:

sz s

(7) ¢i+(B) mésodik kategdridji részhalmaza R™-nek, ha ¢ = 1,2,... n,
teV, BCW és B masodik kategdridju;

(8) Wn (ﬂl 19010 (AZ)) masodik kategoridji Baire-tulajdonsagi halmaz
Y-ban;

(9) VXWCD,tyeV ésyyecW.
Legyen

K= Wﬂ(ﬂgzto )).

Ekkor az el6z6 tétel feltételei teljesiilnek, és igy a bizonyitas teljes.

10.3. Megjegyzés. A fenti tételek egyes feltételei mas feltételek rova-
sara gyengithetok, igy mas valtozatokat is kaphatunk. Ilyen valtozatokkal
kapcsolatban lasd a Jarai [67] és [72] dolgozatokat.

K.-G. Grosse-Erdmann [49] dolgozataban egy ,, Baire-tulajdonsagbdl ko-
vetkezik a folytonossdg” tipusu tételt bizonyitott az

f(G(z,y)) = h(y, f(x))
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egyenletre (f és f1 az ismeretlen fiiggvények). A t = G(z,y) helyettesités
utan lathato, hogy tételének feltételei nem nagyon kiilonboznek a mi (korab-
ban elért) eredményeinkben szerepl§ feltételektél, kivéve, hogy nédla semmi-
lyen megkotés sem szerepel a h fiiggvény y-tol valo fiiggésével kapcsolatban.
Az aldbbi tétel az § eredményének ([49], Theorem 5.B1) dltalanositasa sok
ismeretlen fiiggvény esetére. A bizonyitds felhaszndlja a 19. paragrafus egy
altalanos eredményét.

10.4. Tétel. Legyenek T, Z,Y, Z; és X; (i =1,2,... ,n) topologikus
terek, D C T x Y. Tekintsiik az f : T — Z, g; : D — X;, fi + X; — Z;
(1=1,2,...,n),h: DxZyx...xZ, — Z fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy a
to € T pontnak van megszamlalhaté kornyezetbazisa, és az alabbi feltételek
teljesiilnek:

(1) minden (t,y) € D-re

f(t) = h(t7y7f1(gl(t7y))7 toe 7fn(gn(t7y)))a

(2) minden rogzitett y € Y-ra a h fiiggvény folytonos a tobbi vdltozdjaban;
(3) fi Luzin-Baire tulajdonsdgi az A; részhalmazéan X;-nek (1 = 1,2,... ,n);
(4) g; folytonos D-n (i =1,2,...,n);

(5) léteznek V és K halmazok 1igy, hogy V. x K C D, V nyilt, to € V, K
Baire-tulajdonsagi, masodik kategoriaju és

K C () g4 (A);
=1

(6) ha B C K madsodik kategoriajii részhalmaza Y -nak, akkor g; (B) ma-
sodik kategoriaji részhalmaza X;-nek, ha 1l <i<nésteV.

Ekkor f folytonos tg-ban.

Bizonyitas. Legyen t,, egy V-beli sorozat, amely tg-hoz konvergal. A
19.4 tételt alkalmazva a p(y,t) = g1(t,y), ha (t,y) € V x K 0Osszefiiggéssel
definialt ¢ fiiggvényre, azt kapjuk, hogy f1(g1(tm,y)) — fi1(g1(to,y)) min-
den y € K-ra, kivéve egy elsO kategoridju halmaz pontjait. Megismételve ezt
pontjait kivéve minden y € K-ra f;(gi(tm,y) — fi(gi(to,y), ha 1 <i < n.
Rogzitve barmely ilyen y € K-t, a fiiggvényegyenlet és a h-ra tett felte-
vés szerint, ha t,, — to a T-ben, akkor f(t,,) — f(to). Mivel tp-nak van
megszamlalhaté kornyezetbazisa, ebbol kivetkezik, hogy f folytonos typ-ban.
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IV. DIFFERENCIALHATOSAG ES ANALITIKUSSAG

11.§ Folytonossag és Lipschitz-tulajdonsag

Ennek a paragrafusnak az eredményei — és a kovetkezd paragrafusok
szamos eredménye is  az alabbi tipusu paraméteres integralok paraméter
szerinti differencidlhatésagan malik:

Pt) = / o s2) ANk ().

Természetesen ilyen paraméteres integralok differencidlhatésaga elég sima h
és g fiiggvények esetén klasszikus, és példaul a hidrodinamika egyenleteinek
levezetésénél szerepel: ldsd példaul Zeidler [165], IV., 441 445. 0. Szamunkra
az lesz a fontos, hogy nem sziikséges feltenni A simasigat. Egy ilyen tételt
Jérai [72]-ben h és % folytonossagat és g kétszer differencidlhatésagat fel-
téve bizonyitottam. Laczkovich Miklés, kandidatusi dolgozatom opponense
ramutatott, hogy g egyszeri folytonos differencidlhatésaga is elegendo, és
vazolt egy nem teljes bizonyitast. Itt simitas segitségével erre az éle-
sebb valtozatra adunk bizonyitdst; ez a [79] dolgozatban keriilt publikildsra.
Bér az aramok és differencidlformédk homotépia formuldjanak (lasd Federer
[42], 363. 0.) haszndlata némileg egyszertisitené a bizonyitast, a lényege nem
valtorna. Ezért a [72] dolgozatban is hasznalt elemi médszernél maradunk.

Az ebben a paragrafusban nyert eredményeink nagy része nem a tobbi
paragrafusban vizsgalt legaltalanosabb egyenlettipusra vonatkozik. El6szor
osszeg alaku fiiggvényegyenletek esetére bizonyitunk egy ., folytonossdghol
kovetkezik a folytonos differencialhatésag” tipusi tételt. Ez az eredmény
igen hasznos lesz a tovabbiakban. Megjegyezziik, hogy némileg altalano-
sabb egyenletek is vizsgalhatdk ezzel a mdodszerrel: 1lasd az utolso fejezetben
targyalt alkalmazdsokat. Ezutan egy, csak harom ismeretlen fiiggvényt tar-
talmazé ,,Cauchy-tipusid” specidlis egyenlettel fogalkozunk. KEzek az ered-
mények a Jarai [72] dolgozatban keriiltek publikilasra. (A 11.4 tétel megfo-
galmazasa ott elirdst tartalmaz.) Végiil egy, az 1.17 probléméban szerepld
altalanos egyenlettipusra vonatkozd, de egy plusz kompaktsagi feltételt tar-
talmazé tételt bizonyitunk. Ennek els6 viltozata valos valtozos, valés értéki
megolddsokra vonatkozott (ekkor a becslések egyszertibbek), és a Jarai [84]
dolgozatban keriilt publikdlasra. Az édltaldnosabb védltozat a Jarai [82] dol-
gozatban szerepel. Bar ez nem oldja meg az 1.17 probléma ,,folytonossaghol
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kovetkezik a majdnem mindeniitti differencidlhatésag” 1épését teljes altala-
nossagban, nagyon sok konkrét probléma megoldasara elegend6: lasd a 21.12
pontban a ,kockakettozés egyenletét” és a Weierstrass-féle szigma-fiiggvény
karakterizacidjat a 23. paragrafusban.

11.1. Tétel. Legyen S egy nem iires belsejii szimplex R¥-ban, és le-
gyenek U,V és W nyilt részhalmazai R¥-nak, R®-nek, illetve R*-nak. Legyen
g : (t,y) — x egy fiiggvény, amely V x W-t U-ba képezi le, h : (t,z) — z
pedig egy V x U-t R-be képezé tiiggvény. Tegyiik fel, hogy S C W és
(1) g folytonosan differencialhatd, (Jg:)(y) # 0, hat € V ésy € W és g4

invertalhaté minden t € V-re;

(2) h és % folytonosak.

FEkkor a
F(t) = / h(t,z)d\F(z) ha teV
g¢(S)

osszefiiggéssel definialt fiiggvény folytonosan differencialhaté V-n, és parci-
alis derivaltjai korlatosak

H'G'\(S) + (k+ 1)HGFX*~1(9S)

oh
korlattal, ahol H a h, H' a ET parcidlis derivaltak korlatja a g.(S), t € V

halmazokon, G’ a Jg; Jacobi-determindns abszoliit értékének, G pedig a g
gradiense normajanak a korlatja V x S-en.

Bizonyitas. Az dltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy V
osszefiiggo és W konvex, igy a Jg; Jacobi-determindns nem valt elgjelet, ha
y befutja W-t és t befutja V-t. Legyen 1 egy index 1 és s kozott. Az els6

lépésben meg fogjuk mutatni, hogy 8— létezik és megadunk ra egy formu-
1at, feltéve, hogy g és h elég simdk. A maqodlk lépésben ennek a formulanak
a felhasznalasaval megmutatjuk, hogy ?3_ folytonos. A harmadik lépésben

az altaldnos esetet kezdjiik vizsgalni g és h simitdsanak segitségével. A ne-
gyedik 1épésben megmutatjuk, hogy a formula, amit a sima esetben kaptunk,
érvényes az altaldnos esetben is. Az 6todik 1épés teljessé teszi a bizonyitast.

I. Elészor tegyiik fel, hogy h folytonosan differencidlhaté és g kétszer
folytonosan differencialhaté. Helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

F(t) = /S W, g2(9))Tge(y) AN (y),

és igy g koordinatait fels6 indexekkel jelolve,

gi(t) = gf (t, 9:(y)) T ge(y) dN* (y)

* /SJZ_; (S—Q@ag(uw)g—ij(t,y)) Tgu(y) dA*(y)

+ / Wt 9(t, 9)) (00, Tg0) () AN (y).
S
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Visszatérve g;(S) feletti integralokra, vizsgaljuk a masodik és harmadik in-
tegralt. Ha H(t,z) jeloli azt a vektor értékii fiiggvényt, amelynek j-edik

e dg’ -1
koordinétdja h(t,x)w(t,gt (x)), akkor

igy, ha x™ jeloli az n-dimenziés Hausdorff-mértéket, a méasodik és harmadik
integralbdl a Gauss Green tétel felhasznédlaséval, n-el jelolve a kiilsé normé-
list, azt kapjuk, hogy

/gt(aS) (i, o) <§tg (t 9, (), n(t,$)> dx"(z)

k
n /g o e 06 DY),

ahol
G(t.2) = (@ T @) U0 ) = 3 50 (Gt @)

Megmutatjuk, hogy G nulla. Jelolje g, a g; inverzét, [eq, ... ,ex] pedig az
e1,...,er vektorrendszer determinansat. Jeloljiik fels6 indexekkel a koordi-
natakat. Ekkor

0 0
(3,5 Jgt)Jgt (3,5 |i—g . ,6—g:|) Jgt
Yk

Iyr’
Xk: [ dg 0’9  9g 991 ;o
= oy’ Oyj Ot 0y Oy’ Oy Ie
Ha
%9 < w99
ot dy;  — 7 Oy’

akkor azt kapjuk, hogy

=1
Masrészt,
k
o (dg"  _ _ g . \\09r
> g (Grtme) = X3 S @@ g @

azaz G(t,z) nulla.
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I1. Masodik 1épésként vegyiik észre, hogy az els6 1épés feltételei mellett

gtE folytonos V-n. Valgban, % felirhaté, mint a

Oh

(4) ) ot (b9 W) T9:(y) dN*(y)

és

/gt<as> e, ) <§_Z (t.90"(2)) n(t x)> dx* 1 (x)

integralok Osszege. Jelolje Ey, E1,. .., E, az S oldallapjait. Az utolsé integ-
ral felirhaté

k

S [ b (Gt @) miee)) o

=0

alakban. Vizsgaljuk ennek az 6sszegnek egy tagjat. Az egyszeriiség kedvéért
hagyjuk el E indexét. Vilasszunk egy

€1,...,€k

ortonormalt bazist igy, hogy ex ortogondlis legyen E-re. Elhagyva az eldje-
let, amely nem fiigg t-t6l, azt kapjuk, hogy

0 - 0 - 0 -
/ h( )[Té(tgt 1($))7"~7W'g_1(t7gt 1($))76_g(t7gt 1(:1:) d k 1( )
t7x ! X B x )
9:(E) Ji(@)
ahol Ji(x) a ﬁ(75,gt_1(3z:)), O (t,g; ' (x)) irdny menti derivaltakbdl

Oeq " Oeg—1
képzett Gram-determinans négyzetgyoke. Helyettesitéssel a fenti integralbol
a

©) [ Mot DD o ) G )

integrélt kapjuk. A (4) és () integralok folytonosan fiiggnek a ¢ paramé-
tertol: ez konnyen kovetkezik abbdl a ténybol, hogy a szerepld fiiggvények
folytonosak, és igy kompakt halmazokon egyenletesen folytonosak.

oF

ITI. Simitast fogunk hasznélni annak bizonyitasara, hogy o eren elo-
T

allitasa érvéngzs akkor is, ha csak azt tessziik fel, hogy ¢ folytonosan diffe-
ot
pontja V-nek. Vélasszunk egy V* nyilt gombot ¢ kozépponttal, amelynek
kompakt lezartja V-ben van, és egy W* konvex nyilt halmazt, amely tartal-
mazza S-et és kompakt lezrtja W-ben van. A V* x W* kompakt halmaz
képe a g leképezésnél szintén kompakt. Valasszunk olyan U* nyilt halmazt,
amely tartalmazza ezt a kompakt képet, és amelynek a kompakt lezartja
benne van U-ban. Az F' fiiggvényt a V* halmazon fogjuk vizsgalni. Az

rencialhato, létezik és folytonos. Legyen t’' egy tetszdleges, de rogzitett
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F' értékei ezen a halmazon csak a g fiiggvény V* x W*-en és a h fliggvény
V* xU*-n felvett értékeitdl fiiggnek, igy ha ezeket a fiiggvényeket megszoroz-
zuk egy-egy végtelen sokszor differencidlhato fiiggvénnyel, amely 1-et vesz
fel V* x W*-n illetve V* x U*-n, F' nem valtozik, igy feltehetjiik, hogy g és
h kompakt tartéjuak. Terjessziik ki g-t és h-t az értelmezési tartomanyuk
komplementerére is gy, hogy ott nulldnak definidljuk, és az egyszerliség
kedvéért jeloljitk a kiterjesztett fiiggvényeket ugyancsak g-vel illetve h-val.
Legyen w egy végtelen sokszor differencialhaté fiiggvény, amelynek a tartéja
R® x R¥ egységgombjében van, és amelyre [, opwdA® x A¥ = 1. Legyen
wf(u) = w(u/e)/e*t* ha e > 0 és definidljuk konvoliciéval a g5 = g * w®
és h® = h % w* fiiggvényeket R: x RF-n. Jél issmert hogy ¢° és h® végtelen
sokszor differencidlhatoak, %97 %ﬁ w°, %% % w°, %h—a % * w®

tovabba ¢ — g, h®* — h, %gt % %gy — gz és %}% %}tl’ ha |0, és a

konvergencia egyenletes a kompakt halmazokon. 1. és II. eredményeit fogjuk
haszndlni a simitott fiiggvényekre. Ehhez meg kell mutatnunk, hogy g; a
W* halmazt U*-ba képezi le, invertalhaté W*-on, és a Jacobi-determinansa
nem nulla, ha ¢ elég kicsi. Ha K egy kompakt kornyezete V* x W+*-nak
V x W-ben, akkor g; — ¢, és Jg; — Jg: egyenletesen a K-n, igy csak g
invertalhatésiaga nem trividlis. Vegyiik észre, hogy g; métrixanak az inverze
kifejezhetd g; matrixdnak determindnsaval és aldeterminansaival, igy 1étezik
olyan g9 > 0, hogy ha (t,y) € K és 0 < € < &, akkor ¢5'(y) inverze defi-
nidlva van és g¢’'(y)~! — g;(y)~! egyenletesen, ha £]0. Az inverz fiiggvény
tétel bizonyitasat felhasznalva azt kapjuk, hogy ha Y egy nyilt gémb R¥-ban
y' € W* kézépponttal, (t,y) € K és

1
2llg7" (")l

minden y € Y-ra, akkor g; kolesonosen egyértelmii fiiggvény Y-on. Meg-
mutatjuk, hogy az Y gémb sugara nagyobbnak valaszthatd, mint egy kozos
r > 0 szdm, amely nem fiigg ¢-t6l és y'-t6l. Valdban, valasztva egy pozitiv
konstanst, amely kisebb, mint a

95" (v) — 95" ()] <

1
2/lg:(y") I

szamok infimuma, és felhasznalva, hogy % egyenletesen folytonos K-n, az

r szam ugy valaszthatd, hogy ha |y — ¢'| < r, akkor

lg:(y) — gt ()l < c

teljesiiljon. Most sziikség esetén csokkentve gp-at azt kapjuk, hogy

1
lgs' (v) — 98" (W) < ¢ < s
! ! 2|lg5" (y') 1|
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a K-n, ha 0 <e<egg.

fgy megmutattuk, hogy a g; leképezés r-nél kisebb tavolsagi pontokat
nem képezhet ugyanoda. r-nél nem kisebb tavolsagi pontokra sem lehetsé-
ges ez; ennek bizonyitdsdhoz vegyiik észre, hogy a |g:(y) — g+(y')| folytonos
fiiggvény infimuma pozitiv a

{t,y,v): (tby) e K, (t,y) € K, |[y—y'| > r}

kompakt halmazon, igy valasztva egy d pozitiv szdmot, amely kisebb, mint
ez az infimum, sziikség esetén csokkentve egp-at, azt kapjuk, hogy |g5(y) —
g5 (y")| > d ezen a halmazon, ha 0 < € < &.

IV. Megmutatjuk, hogy az altaldnos esetben F' parcidlisan differenci-
alhat6 és a parcialis derivaltjai ugyanigy allithatok el6 (4) és (5) tipusi
integralok linedris kombinaciéjaként, mint sima g és h esetén. Legyen

5 o 5 T k ) = € 5 € k
F “)/gf(s)h (1, 2) AN (z) /Sh (1, 67 (6, ) T g () AN (9),

hat € V* és ¢ elég kicsi. Eldallitva F-et hasonl6an, mint a jobb oldali integ-
ral, és felhasznalva, hogy a fiiggvények egyenletesen folytonosak a kompakt
halmazokon és a konvergencia egyenletes a kompakt halmazokon, ha <0,
kapjuk, hogy F¢(t) — F(t), hat € V*. Jelolje fi,...,fs az R® szokasos
bazisat. Nyilvan létezik olyan § > 0, amelyre t' + 7f; € V*, ha |r| < 4.

Legyen
oF¢
G = S h), Il <6

Az eddig bizonyitottak szerint a ¢°(7) fiiggvény eldallithat6 (4) és (5) tipusi
integralok linearis kombin&ci6jaként, ha ¢-t ¢ + 7f;-vel, h-t h®-nal és g-
t g®-nal helyettesitjiik. Képezziik ugyanezeket az integralokat g-re és h-
ra, és jelolje ¢(7) ugyanazt a linedris kombinacidjukat. Ugyanigy, mint az
Fe fiiggvények esetében, azt kapjuk, hogy ¢° — ¢ egyenletesen a [—d, J]
intervallumon, ha /0. fgy a

-
T / ¢ (0) do
-
fiiggvények egyenletesen konvergalnak a

TH/_;w(Q)dQ

fiiggvényhez. Masrészt

/ (o) do=F(t' +7fi) = F(t' = 0f;) = F(t' +7fi) - F(t' = o),
-
ha €|0. Innen azt kapjuk, hogy

/ 5 o(0)do=F(t' +7;) — F(t' —5f),  |r| <6
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A TI. 1épés szerint a p° fiiggvények folytonosak, igy ¢ is folytonos a [—4, §] in-
tervallumon. Ebbdl kivetkezik, hogy %tﬂ létezik és megegyezik ¢(0)-al, azaz
7

a %tﬂ parcidlis derivalt (4) és (5) tipusi integrélok linedris kombindcidja.

7

V. Utolsé 1épésként vegyiik észre, hogy a II. lépésben csak a (4) és (5)
integralokban szerepld fiiggvények folytonossidgat hasznaltuk fel. Igy a II.
lépésben hasznalt okoskodast megismételve azt kapjuk, hogy gt—F folytonos.

3

Mivel F parcidlis derivaltjai folytonosak, F' folytonosan differencialhaté. Vé-
giil, a (4) és (5) el6éllitasokbdl kapjuk a tételben szereplé becslést.

11.2. Lemma. Legyenek T, Y és U nyilt részhalmazai R®, R¥ illetve
R"-nek, D nyilt részhalmaza T x Y-nak, h : D x U — R egy folytonos

oh , Oh
fiiggvény, amelyre — és — is folytonosak, g : D — U kétszer folytonosan

ot oy
differencidlhaté fiiggvény, (tg,yo) € D, és tegyiik fel, hogy g—g(to, Yo) rangja

r. Legyen S egy szimplex R¥ egységgombjében, amelynek a belseje nem iires.
Ekkor létezik olyan V konvex kiornyezete to-nak, Ry > 0 valos szam és C
konstans, hogy minden R-re, amire 0 < R < Ry fennall, hogy RS + yq C D;
és a

t— h(t,y,g(t,y))dy
RS+yo

fiiggvény folytonosan differencidlhaté Vy-on, gradiense pedig korlatos CRF—1
korlattal.

Bizonyitas. A bizonyitas a fenti, paraméteres integralok differenciala-
sarél szolo tételen muilik.

Legyen g:(y) = x = (z1,22,...,x,). Az altaldnossdg megszoritisa
nélkiil feltehetjiik, hogy a

6((131,{132, e ,.CET)
6(917927 cee 7y7“)

Jacobi-determindns pozitiv a (tg,yo) pontban. Vilasszunk V, és Wy nyilt
gomboket tg illetve yo kozépponttal tgy, hogy Vo x Wy C D teljesiiljon, és
ez a Jacobi-determinans pozitiv legyen, ha t € V, y € Wy. Legyen Ry a Wy
sugara. Definidljuk «* = (x7,... 2}, 27, ,... ,2})-ot a kovetkezGképpen:
x; =z, hal <i<résa] =y;, har <i<k. Az y— z* leképezést g/-gal
fogjuk jelslni. Legyen p(x*) = x. Vildgos, hogy a

o7, .., z})

Y1, Yk)

Jacobi-determinans értéke megegyezik a fenti Jacobi-determinans értékével,
figy nem nulla, ha t € V; és y € Wy. Legyen L(t) = g}’ (yo). Tegyiik fel, hogy

1

lg:"(y) = L@ < L)1
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ha y € Wy. Ekkor az inverz fiiggvény tétel bizonyitasa szerint (ldsd Rudin
[137], 9.24 tétel), g; homeomorfizmusa W-nek az R¥ egy nyfilt részhalmazara.
Legyen

1

0<c< ———-
21 L&)~

Ry-at és V-t sziikség esetén kisebbel helyettesitve, elérhetjiik, hogy

1
lg;" = L(t)|| < ¢ < st
! 2||L(t) 1|

teljesiiljon, hat eV ésy € W.

Most legyen Uy egy nyilt halmaz, amelynek kompakt lezartja benne van
g5, (W)-ben. Kisebb V-t véve feltehetjiik, hogy Uy C g; (W) minden ¢t € V-
re. Most csokkentve V-t és Ry-at, feltehetjiik, hogy ¢f (W) C U minden
t € V-re. Az x* = g/ (y) helyettesitéssel azt kapjuk, hogy az

FO= [ h(tg @) I (67 @) )
9f (RS4+yo)

paraméteres integral minden t € V-re teljesiti az el6z0 tétel feltételeit. Al-
kalmazva ezt a tételt, kapjuk, hogy F' folytonosan differencidlhatd V' felett,
és gradiense korlatos CR*~1-el valamely C konstansra.

11.3. Tétel. Legyenek n, k, ri,...,ry, my,... ,my, és s pozitiv egé-
szek. Legyen X; egy nyilt részhalmaza R"i-nek (i = 1,2,...,n), legyen T
nyilt részhalmaza R*-nek, Y nyilt részhalmaza R*-nak, Z; nyilt részhalmaza
R™i-nek (1 = 1,2,...,n), legyen D nyilt részhalmaza T x Y -nak, és legyen
Z egy euklidészi tér. Tekintsiik az f T — Z, g; : D — X;, fi + X; — Z;,
hi: DxZ; — Z, (i =1,2,...,n) és hg : D — Z fiiggvényeket. Legyen
(to,yo) € D és tegyiik fel, hogy

(1) minden (t,y) € D-re

n

f(t) = hO(t7y) + Zhi(taya fi(gi(t7y)))§

=1

h; h; .
0 és (9_ folytonosak (1 < i <n);

h
(2) hg és % folytonosak, valamint h;, B 5y

(3) fi folytonos X;-n;

9g:

Jy

(4) g; kétszer folytonosan differencidlhaté és (to,yo) rangja r;, 1 <i <
n.
Ekkor f folytonosan differencialhato a to egy kornyezetében.
Bizonyitas. Koordinatakra térve at, feltehetjiik, hogy Z = R. Valasz-
szunk egy elég kis S szimplexet és egy elég kis V' nyilt halmazt, amelyekre
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S kornyezete yo-nak, V kornyezete tg-nak, és V x S C D. Integraljuk az (1)
egyenletet S felett y szerint. Azt kapjuk, hogy

6 0 [y [ rondy+ S [ ey o) v

Mivel [ dy egy nem nulla konstans, azt kell megmutatnunk, hogy (5) jobb
oldala folytonosan differencidlhaté V felett ¢ szerint, ha S és V elég kicsik.
Ez kovetkezik az el6z6 lemmabdl.

11.4. Tétel. Legyenek T, Y, X1, Zy és Z1 nyilt részhalmazai az s, k,
r1, mg illetve 1 dimenzids euklidészi tereknek. Legyen D nyilt részhalmaza,
T x Y-nak. Tekintsiik a g1 : D — Xy, f: T — R™, fo :' Y — Z,
fi: Xy — Zyésh:Dx Zyx Zy — R™ ftiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy
to € T és a kovetkezo teltételek teljesiilnek:

(1) minden (t,y) € D-re

f(t) =h (taya fO(y)7 fl (gl(tay))) ;

(2) h lokdlisan Lipschitz;
(3) g1 kétszer folytonosan differencidlhato;
(4) fo és f1 folytonosak;

0
(5) létezik olyan yo, amelyre (tg,y0) € D és %(to,yo) rangja ri.
Y
Ekkor f Lipschitz-feltételnek tesz eleget a ty egy kérnyezetében.

Bizonyitas. Meg kell mutatnunk, hogy 1étezik olyan V kornyezete to-
nak, és olyan M valds szam, amelyre

F(t)— FE) < Mt—t| hatt eV

Legyen zo = fo(vo), 21 = f1(91(to,y0)). Vélasszunk V. C T, W C Y,
Uy C Zy és Uy C R gomboket rendre tg, yo, 20 €s z1 kdzéppontokkal tgy,

hogy fo(y) € U, f1(91(t,y)) € Uy és

1f(&) = FE) = [ (ty, fo(y), f1(91(t,9)) = h (¥, y, fo(y), f1 (91, v)))]
< Mt =t + Ma|fi (91(t,y) — f1 (1 (F,9)) |,
hat,t' e V ésye W.

Most, ha megmutatjuk, hogy (esetleg kisebb V-re) létezik olyan M3
szam, hogy minden ¢,t’ € V-hez létezik egy y € W, amelyre

|f1 (gl(tvy)) - fl (gl(tl7y))‘ < M3‘t - t,|7

akkor a bizonyitas teljes.
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Legyen S egy szimplex, amely kornyezete yp-nak, és legyen

F(t) = /S £ (1t 9)) dy.

Az el6z6 lemmébol kovetkezik, hogy F' folytonosan differencidlhaté korlatos
derivalttal, ha S és V elég kicsik, azaz létezik olyan My szdm, amelyre

|F(t) — F(t")| < Myt —t'|, ha tt V.

Masrészt, mivel f; valos értéki folytonos fiiggvény és

FO) - F(t) = [ (h(@t) = A (@) dy
s
létezik olyan y € S, amelyre, \*-val jelolve a Lebesgue-mértéket R*-n,

F(t)—F{)=M(S) - (fi (91(t,y) — f1 (¢1(F'y))).

Ezzel az y-nal és Mz = My/\*(S) jeloléssel

|f1(g1(ty) — f1 (9t )] < M|t — ).

Ezzel a bizonyitas teljes.

Az adott g; fiiggvényekre vonatkozo erdsebb feltételek mellett egy isme-
retlen fliggvényt tartalmazé egyenletre meg tudjuk mutatni, hogy a folytonos
megoldasok lokalisan Lipschitz fiiggvények. A valds valtozds valds értéki is-
meretlen fiiggvény esetét a Jarai [84] dolgozat targyalja. Az dltalanos, vektor
valtozos, vektor értékii ismeretlen fiiggvényre vonatkozo valtozat bizonyitasa
a paraméteres integralok paraméter szerinti differencialhatésagén, és a de-
rivalt explicit becslésén miilik, amelyet az el6z6 lemma alakjaban fogunk
felhasznalni. Ez az dltaldnosabb valtozat — kicsit eltéré alakban — a Jarai
[82] dolgozatban keriilt publikildsra.

11.5. Tétel. Legyen Z egy nyilt részhalmaza egy euklidészi térnek.
Legyenek T és Y nyilt részhalmazai R*-nek illetve R*-nak. Legyen D nyilt
részhalmaza T x Y -nak, C kompakt részhalmaza T-nek. Tekintsiik az f :
T—Z,g,:D—T ((=1,...,n), h: Dx Z" — Z fiiggvényeket. Tegyiik
fel, hogy

(1) minden (t,y) € D-re

f@t) = h(t,y, flgi1(t;y), -5 fgn(t,y)));

(2) h kétszer folytonosan differencialhato;

(3) g; kétszer folytonosan differencidlhaté D-n és minden t € T-hez van

olyan y, amelyre (t,y) € D, g;(t,y) € C és %%1 (t,y) rangja s, ha i =
1,....n;
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(4) az f fiiggvény folytonos.
Ekkor f lokalisan Lipschitz fiiggvény T-n.

Bizonyitas. A bizonyitds alapgondolata az f folytonossagi modulu-
szanak haszndlata. Mivel ez nem feltétleniil szubadditiv, egy mddositasat
fogjuk hasznalni. Erre egy fiiggvényegyenlétlenséget vezetiink le, és abbol
nyerjiik a tétel bizonyitasat. Ha ¢ > 0, jelolje C. = {x : dist(x,C) < ¢}
a (zart) e kornyezetét C-nek. Ha e < 0, legyen C. = C. Rogzitsiink egy
e > 0-t, amelyre C. C T. Ekkor |f| korldtos egy B korlittal C.-on. Legyen
S egy szimplex R* egységgémbjében, amelynek a belseje nem {ires. Minden
0 <r < e-ralegyen

w(r) =sup{[f(z) = f(Y)|: 2 € Ccslz —y[ <ry € Cerjoy}-

Nyilvin w novekvé, w(0) = 0, w folytonos a nulldban, mivel f egyenletesen
folytonos a C. kompakt halmazon, és w(ry + r2) < w(r1) + w(re), ha 0 <
ri,r9,71 + 19 < €; az utolsé Allitas bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy ez az
egyenlétlenség nem teljesiil. Ekkor 1éteznek z és y igy, hogy |z —y| < rq1+7r9,
T E CE és y e C's—|av—y|7 de |f($) - f(y)| > w(rl) + w(TZ)' TngUk fel: hogy
ro < r1. Az y benne van valamely C-beli pont ¢ — |z — y|-kérnyezetében, igy
x benne van ugyanezen pont e-kornyezetében. Vilasztva egy z-t az x-et és
y-t Osszekotd szakaszon ugy, hogy |z — z| < ry és |z — y| < roteljesiilson, azt
kapjuk, hogy z € C._|,_.|, ahonnan |f(z) — f(2)| < w(r1) és |f(2) — f(y)| <
w(rqe), ami ellentmondas.

Egy tetszbleges to € Ce-hoz valasszunk egy (to-t6l fiiggs) yo-t (3) sze-
rint. Alkalmazva az el6z6 lemmat az f koordinata-fiiggvényeire, azt kapjuk,
hogy léteznek o,, > 0, R;, > 0 és ¢, ugy, hogy a ty, kozépponti 24;, su-
gari Vi, nyilt géombre és az yo kozépponti és R;, sugard zart W;, gémbre
Vie X Wy, lezartja benne van D-ben, és a

ti— flgi(t,y)) dy
RS+vyo

leképezések folytonosan differencidlhatéak Vi, -on, gradiensiik pedig korlatos
cto RF~1 korlattal, ha 0 < R < Ry,. Vélasszunk egy n;, pozitiv konstanst gy,
hogy {to} x{yo} x f(C)™ zart (n+2)n,,-kornyezete benne legyen D x Z™-ben.
Valasszunk egy 0 < g4, < g/3-at gy, hogy w(ey,) < ny, teljesiiljon. Sziik-
ség esetén csokkentve 0 -t és Ry -t feltehetjiik, hogy 20;, < ny,, Rey < Ntys
9i(Vi, X Wy, ) benne van a g;(to, yo) kozépponti ey, sugari zart gombben, és
minden g; Lipschitz-fiiggvény V;, x Wy, -on L, Lipschitz-konstanssal. Felte-
hetjiik, hogy L., egész szam.

Aty € C; kozéppontii és oy, sugari nyilt gombok a C; kompakt halmaz
egy nyilt lefedését adjak. Innen létezik egy Ty C C. véges halmaz tigy, hogy
a tg € Ty pontoknak megfelel6 nyilt gombok egy nyilt lefedését adjdk C.-
nak. Legyen L = sup{L¢, : tg € To} és legyen 0 < 0 < inf{ds, : to € To},
0 < Ry < inf{Ry, : tg € Ty} tigy, hogy L(d + Ry) < e. Jelolje K a V;, x
W, halmazok ty € Tp-ra vett egyesitésének lezartjat. Nyilvan K kompakt
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részhalmaza D-nek. Hasonldan, jelolje K’ az {to} x {yo} x f(C)™ halmazok

zart (n + 2)n,-kornyezeteinek egyesitését to € Ty-ra. Ekkor K’ kompakt

részhalmaza D x Z™-nek, és igy a % fiiggvények Lipschitz-folytonosak rajta
7

L} Lipschitz-konstanssal, a ‘%% és %‘ filggvények pedig korlatosak Bj

illetve B korlattal (i = 1,2,...,n). Legyen t egy tetsz6leges eleme C.-nak,
és legyen t’ egy eleme C,_j;_y|-nak, amelyre |t —t'| < 0. Ekkor létezik olyan
tg € Ty, amelyre |t — tg| < d¢,. A tovdbbiakban rogzitsiik ezt a to-t, a hozzd
tartozé yo-t, V= Vi -t és W = W, -t. Nyilvan ¢,¢' € V. Legyen R egy
tetszoleges valds szam, amelyre 0 < R < Ry. Integraljuk a fiiggvényegyenlet
mindkét oldaladt az RS + yg szimplex felett y szerint. Azt kapjuk, hogy

CRFF (1) = /R o T D) F () d

ahol ¢ > 0 az S szimplex mértéke. Innen

10 =5 = | [ bt S St

—h(ty, f(g1(t,9), - flgn(t' ) dy|-
Hogy a bal oldalra egy jo fels6 becslést kapjunk, a

h(ta Y, f(gl(ta y)), cee 7f(gn(t7 y)))
- h(tlaya f(gl(tlay))ﬂ ce 7f(gn(t/7y)))

kiilonbség egy jo felsé becslésére van sziikségiink. Alkalmazhatjuk a Taylor-
tételt a h fiiggvényre a

z=(t,y,21,...,2n) és 2 =t y,21,...,2))

pontokkal, ahol ¢/,t € V, y € W, z; = f(gi(t,y)) és zi = f(g:i(t',y)), ha
i=1,...,n. A zés 2 pontok, igy az 6ket 6sszekdtd szakasz is, benne van a

(tﬂay()a f(gl(t(),y()); ce 7f(gn(t07y0))

kozépponti és (n + 2)n, sugari zart gombben, amely része K'-nek. Azt
kapjuk, hogy

h(z) — h(Z') = i %(TZ—{- (1—7)2")(t—t)dr

+ Zn:/l Oh (rz2+ (1= 17)2")(2; — 2}) dr.
i1 0 821 ¢
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Felhasznélva ezt, és elhagyva a valtozok kifrdsat, azt kapjuk, hogy

cRY£() \—‘/Rsm / Sz (=) (=) dr
+Z/O g, 2t (1 — 7)) (2 —z;)df) dy‘.

A hiromszog-egyenlGtlenség felhasznédlasaval n 4+ 1 tagot kapunk a jobb ol-
dalon. Az elsé tagra a trividlis cRF Bj|t’ — t| fels6 korlatot kapjuk, ahol Bj

a7z

%‘ felsd korlatja. Legyen 2P = f(g:(t,90)) (i = 1,2,...,n), és legyen

20 = (t,y0,2Y,...,20). Ha hl jelsli a % parcialis derivalt értékét a 2°
(3

pontban, akkor a tébbi tagot gy irhatjuk, mint

/RS+y0/ <ah (1=7)2') — h/)) (2i — 2;) dr dy

+ R / (2; — 2i) dy
RS+vyo

normajat. El6szor ezen 0Osszeg els6 tagjanak normajara adunk egy felsd
becslést. |z; — z;| egy felsé becslése w(L|t — t'|), mivel L Lipschitz-konstans
g; szamara V x W-n. Innen

/RS+yo/ (32'2 T2+ (1-7)2) ~ h/)) (2i Zﬁ)dey‘
“UHE= ) /RS—}—yg /0

Sziikségiink van a g—?(Tz +(1-7)2")— gh (z )) kiilonbség becslésére. Ez

(tz+ (1 —7)2") — h;

dr dy.
621 Ty

a kiilonbség nem nagyobb, mint L}-szor a 7z + (1 — 7)2" — 2° kiilonbség
normdja, azaz Li-sz6r a maximdlis tavolsdg a z és 20 = (t,y0,2Y,...,29)
vektorok kozott, ahol L) a Lipschitz-konstans 3— szamara. A maximalis

tavolsag 2’ és 20 kouzott [t —t'| + R+ nw(L(|t — '] + R))-vel becsiilhets. Igy
a
cR*w(|t — t'\L)L;(\t — |+ R+ nw(L(t —t] + R)))

fels6 korlatot kapjuk az els6 tagra.
Hogy a masodik tagra is kapjunk egy fels6 korlatot,

/ (2 — =) dy = / (Flait.9)) — Fa(t'9))) dy
RS+vyo RS+vyo

abszoliit értékének becslésére van sziikségiink, mivel |h}| trividlisan korlatos

-nek. Erre az integralra a [t — t'|co R~ felsé

a B! felsé korldtj4val ‘%
(3
korlatot kapjuk a ¢y = sup{c, : to € To} jeloléssel.
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Osszegezve a fenti becsléseket, az

f(&) = F()] < Bylt —=t'| + ) Bilt —¢'|co/(cR)

=1

+w(L|t—t|) XR:L;@& —t'|+ R+ nw(L(jt —t'| + R)))

becsléshez jutunk. Ha |t — ¢'| < R, ez a becslés
1f@) = fE)] < erft = [+ cow(t —t'[)R + caw(|t — t'|)w(R) + ealt — | /R

alakban irhatd, ahol c¢1, ¢a, ¢3 és ¢4 nem fiigg t-t6l, t/-t6l és R-t6l. Szup-
rémumot véve elszor a jobb, majd a bal oldalon t € C., t' € C._j;_y,
|t —t'| < r-re, azt kapjuk, hogy

w(r) < er+ cow(r)R + caw(r)w(R) + car/R,

ha 0 < r < §. Ha tgy vilasztjuk R-et, hogy teljesitse a coR + csw(R) <
1/2 feltételt  ami mindig megtehetd, sziikség esetén csokkentve o-t  azt
kapjuk, hogy

w(r) <2(c1 + ca/R)r,

valahanyszor 0 < r < ¢§. Ez azt mutatja, hogy f lokdlisan Lipschitz fiiggvény
C-n. Egy tetszOleges t € T-re az altaldnossidg megszoritasa nélkiil feltehet-
jiik, hogy t bels6 pontja C-nek, mivel helyettesithetjiik C-t C' és a t egy
kompakt kornyezetének az unidjaval. fgy a bizonyitas teljes.

11.6. Példa. Rendszerint a fenti tételt némi kiegészité érveléssel ér-
demes haszndlni: egy egyszerii példaval illusztraljuk ezt. Komplikidltabb
esetek hasonléan kezelheték. (Ldsd az alkalmazasoknél a 21.12 pontban a
, kockakettozés egyenletét”, és a 23. paragrafusban a Weierstrass-féle szigma-
fiiggvény karakterizacidjat.) Tegyiik fel, hogy f eleget tesz az

f(t) = h(t,y, f(Art + Byy), f(Ast + Bay), ..., f(Ant + Bny)), tycR™

fiiggvényegyenletnek, ahol f : R™ — R* az ismeretlen fiiggvény, h adott
C> fiiggvény, A;, B; matrixok m sorral és m oszloppal, B; nem szingu-
laris és ||A4;]| < 1. Ekkor minden folytonos megoldds lokdlisan Lipschitz
(innen minden mérheté vagy Baire-tulajdonsidgi megoldas C*>°). Ennek bi-
zonyitasara rogzitsiink egy N > 0 természetes szamot, legyen T egy origd
kozéppontd N sugari nyilt gomb, vilasszunk egy 0 < r < 1 szamot ugy,
hogy ||A;|| +7||B:ill <1 (i =1,2,...,n) teljesiiljon, és legyen D = T x Y,
ahol Y egy origd kozéppontid rN sugari nyilt gomb. Tételiinket felhasz-
nalva, azt kapjuk, hogy f lokdlisan Lipschitz T-n, innen mindeniitt, mivel
N tetszlleges.
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12.5 Holder-folytonos megoldasok

Itt egyetlen tételt bizonyitunk, amely lehet, hogy hasznos lancszemnek
bizonyul a ,,folytonossagbdél kovetkezik a lokélis Lipschitz-tulajdonsag” 1épés
teljes altalanossdgban valé bizonyitasdban. Mindenesetre mutatja, hogy az
1.17 probléma feltételei mellett, ha egy megoldas lokdlis Holder-feltételnek
tesz eleget valamely 0 < a < 1-re, akkor lokalis Holder-feltételnek tesz
eleget minden 0 < o < 1-re. Ennek a tételnek elsd, csak valds valtozos fiigg-
vényekre vonatkozé bizonyitdsa (Jarai [81]) eszkozként a Campanato-terek
elméletének alaplemmajat haszndlta fel, amely a parcialis differencidlegyen-
letek regularitds-elméletébdl ismert hires klasszikus Morrey-lemma altalano-
sitdsa. (Tovabbi hivatkozasokat illetGen lasd Zeidler konyvét, [165], II/A,
90 93. 0.) Késobb sikeriilt egyszertibb bizonyitast taldlni, és a tételt maga-
sabb dimenziéra dltalanositani. (Jarai [80].) Ez az egyszer(ibb bizonyitds
képezte aztan a 11.5 tétel bizonyitasanak alapjat.

12.1. Tétel. Legyen 0 < a < 1, és legyenek Z, Z; euklidészi terek
nyilt részhalmazai (i = 1,2,...,n). Legyenek T, Y és X; az R®, RF és R"
nyilt részhalmazai. Legyen D nyilt részhalmaza T X Y -nek. Tekintsiik az
f:T—2Z fi:X; —2Z;i=1,...,n), 9, : D — X; (i =1,...,n),
h:D x Zy x Zy x---x Z, — Z fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy

(1) minden (t,y) € D-re

f(t) = h(t7y7f1(gl(t7y))7 toe 7fn(gn(t7y)))a

(2) h kétszer folytonosan differencialhato;

(3) gi kétszer folytonosan differencidlhaté D-n, és minden t € T-hez létezik

egy y, amelyre (t,y) € D és %%(t,y) rangjar;, hai=1,...,n;

(4) az f;,i=1,...,n fiiggvények lokalisan Holder folytonosak « kitevével.
Ekkor f is lokdlisan Holder folytonos 2a/(« + 1) kitevivel.

Bizonyitas. Azt kell megmutatnunk, hogy minden ¢ty € T pontra az f
fiiggvény Holder folytonos a to egy kornyezetén 2a /(14 «) kitevével. Az fi-t
a koordinataival helyettesitve, az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehet-
jik, hogy Z; C R, ha i =1,... n. Valasszunk (3) szerint egy yg-at to-hoz.
A 11.2 lemma szerint létezik tg-nak egy konvex nyilt Vjy kornyezete, egy nem
iires belsejli szimplex az egységgdmbben, valamint Ry > 0 és C konstansok
ugy, hogy az yg kozépponti és Ry sugaru Wy zart gombre Vo x Wy C D, és
a

t— filgi(t,y)) dy
RS+yo

leképezések folytonosan differencidlhatéoak Vjy-on, gradiensiik pedig korla-
tos CRF~1! korlattal. Sziikség esetén csokkentve Vj-at és Ro-at feltehetjiik,

hogy Ry < 1 és g; Lipschitz-fiiggvény L Lipschitz-konstanssal Vy x Wy-n.
Hasonléan, feltehetjiik, hogy f; Holder folytonos « kitevével és H Holder
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konstanssal, | f;| korldtos B korlattal g;(Vy x Wy)-n, tovabba egy konvex zart
részhalmazon, amely tartalmazza a

Vo X Wo x fi(g1(Vo x Wo)) x =+ X fn(gn(Vo x Wp))

halmazt, a gh fiiggvények Lipschitz-folytonosak L} Lipschitz-konstanssal, és

a ’ ot és ’8h ‘ fiiggvények korlatosak By illetve B] korlattal (i = 1,2,... ,n).

Rogzitsiik Rg-at, Vy-at, Wy-at és yg-at. Meg fogjuk mutatni, hogy f loka-
lisan Holder folytonos Vo-on 2a/(1 + «) kitevével. Jeloljék t,t’ tetsz6leges
elemeit Vp-nak, és legyen 0 < R < Ry. Integraljuk a fiiggvényegyenlet mind-
két oldalat az RS + yo szimplex felett. Ekkor

CRMf (1) = /R o By At Sl ) d

ahol ¢ > 0 az S szimplex mértéke. Ebbol

1
cRk

- h(tlaya fl(gl(tlay))7 s 7fn(gn(t/7y))) dy .

IF(t) = f(t)] =

/ Wt g, Frgr(t9)), - s Fulgn(t,9)))
RS+yo

Hogy a bal oldalra egy joé fels6 becslést kapjunk, a

h(t7y7f1(gl(tvy))7 te 7fn(gn(t7y))) - h(tl7y7f1(gl(tl7y))7 toe 7fn(gn(t,7y)))

kiilonbség egy fels6 becslésére van sziikségiink. Alkalmazhatjuk a Taylor-
tételt a h fiiggvényre a

2= (t,y,21,---,2n) 68 2' = y,27,...,2)

pontokkal, ahol ¢/t € V, y € W, z; = fi(gi(t,y)) és 2z} = fi(g:(t',y)), ha
1=1,...,n. Azt kapjuk, hogy

L oh

h(z) — h(z') = T

—(rz+ (1 —7)2"Yt—t)dr

+ Z/ o7, (rz2+ (1= 7)2") (2 — 2}) dr.

Ezt felhasznalva, elhagyva a valtozok kiirdsat, azt kapjuk, hogy
cRF|f(t) — f(t)] = ‘/ (Tz—i—(l—T)z’)(t—t')dT
RS+y0 0

+ Z:/o 0z (T2 + (1 —7)2") (2 — 2}) dT) dy‘.
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A haromszog-egyenlotlenség felhasznaldsaval n + 1 tagot kapunk a jobb ol-
dalon. Az elsé tagra a trividlis cRFB)|t' — t| fels6 korlatot kapjuk, ahol B}
%%) fels§ korlatja. Legyen 20 = fi(g:(t,90)) (i = 1,2,...,n), és legyen

0 0 oh

20 = (t,y0,2Y,...,20). Ha hl jeloli a 2. parcidlis derivalt értékét a z°

pontban, akkor a tébbi tagot atirhatjuk az

/ / ( TZ-l-(l—T)Z/)_h;) (Zi—zg)de?JWLh;/ (2 = z) dy
RS-+y0 821 RS+yo

formaba. El6szor ezen Osszeg elsé tagjanak abszolit értékére adunk felsd
becslést. |z; — 2| egy fels6 becslése H(L|t—t'|)*, ahol H egy Holder konstans
fi szdmara, és L Lipschitz-konstans g; szdmara. Innen

Tz4+(1—71 h —z))drd ‘
[ ] o )#) = )21 — =) dr dy

< H(L|t—t])”

(24 (1 —7)2") — h}| dr dy.

RS+yo aZl

§h(ra+(1-
lésére. Ez nem nagyobb, mint L. szorozva 7z 4+ (1 — 7)2’ — 2” normadjaval,
azaz Ll-szer a maximalis tdvolsig a z és 2% = (t,v0,2Y,...,2%) vektorok

T)2") — gﬁ( )‘ kiilonbség felsé becs-

0

Sziikségiink van még a

kozott, ahol L, a Lipschitz-konstans 5_ szamara. A maximdlis tavolsidg 2’
és 20 kozott |t —t'| + R+ nH(L(|t — '] + R))®val becsiilhetd. Igy a
cREH(|t —t'|L)*Li(|t —t'| + R+ nH(L(|t — | + R))®)

fels6 korlatot kapjuk az els6 tagra.
Ahhoz, hogy a masodik tagra felso korlatot kapjunk,

/ (zi — 2;) dy = / filgi(t,y)) — filgs(t', y)) dy
RS+yo RS+yo

abszolit értékének egy fels6 korlatjara van sziikségiink, mivel |h}| trividlisan
korldtos a B! -nek. A lemmébél a |t — t'|CR*~1 fels§

korlatot kapjuk erre az integralra.
Osszegezve mindezeket a becsléseket, azt kapjuk, hogy

(&) = f() < Bylt = t'| + ) Bijt = t'|C/R

=1

H(L|t —t|)~ zn:L;(\t —t|+ R+nH(L(|t —t'| + R))%).

i=1
Ha |t —t/| <R, ez

1f(t) — ()] < Colt —t'| + Ci|t —¥'|*R* + Cult —t'|/R
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alakba irhaté, ahol Cy, Cy és Cy nem fiigg t-t6l, t'-t6l és R-t6l. Ha egy olyan
R-et valasztunk, amely teljesiti az R = [t —t/|(1=)/(1+a) feltételt, akkor azt,
kapjuk, hogy

(1) = F()] < (Co + Cr+ Co) [t — ¢/ 2/ 1),

ha [t —t| < RéHa)/(l_a) és t,t' € Vy. Ez mutatja, hogy f lokédlisan Holder
folytonos Vp-on 2a/(1 + «) Holder-kitevével, amib6l kovetkezik a tétel.

12.2. Kovetkezmény. Az 1.17 probléma feltételei mellett, ha a h és
g; fiiggvények kétszer folytonosan differencialhatoak, akkor minden f megol-
das, amely lokalisan Holder-folytonos valamely 0 < oo < 1 kitevovel, lokalisan
Hélder-folytonos minden 0 < o < 1 kitevével.

Bizonyitas. Ha f Holder-folytonos valamely ag = a, 0 < ag < 1 kite-
vivel, akkor az el6z6 tétel szerint Holder-folytonos minden o, = 2,1 /(1+
an—1), n=1,2,... kitevével is. Mivel a, T 1, kapjuk az allitast.

13.§ Korlatos valtozast megoldasok

Mint a jeloléseknél leirtuk, tobbvaltozoés korlatos valtozasu fiiggvények-
rian véve, ez a fogalom nem az egyviltozos korlatos valtozasi fiiggvények
fogalmanak altalanositasa, hanem a korlatos lényeges valtozassal rendelkezd
fiiggvényeké.

Egyetlen tételt fogunk bizonyitani, mely szerint lokalisan korlatos val-
tozasu megoldasok lokalis Lipschitz-feltételnek tesznek eleget. A kidvetkezo
lemma tételiink bizonyitasanak a kulcsa.

13.1. Lemma. Legyenek V, W és U nyilt részhalmazai R*, R¥ illetve
R"-nek, f : U — R korldtos valtozasi fiiggvény, g : V x W — U folytonosan

differencialhato fiiggvény, to € V., yo € W, és tegyiik fel, hogy g—g(to,yo)

rangja r. Ekkor létezik olyan Vi C V kornyezete tg-nak, B C W gomb yq
kozépponttal, és egy C' konstans, hogy

/B ot 9)) — Flg(t.y)] dy < CIY 1,

ha t/,t S V().

Bizonyitds. Az y — g(t,y) parcidlis fiiggvények jelolésére haszndalni
fogjuk a ¢g; jelolést. Sziikség esetén kisebb U, V és W halmazokat véve
az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy U, V és W korlatos
konvex nyilt halmazok, W = W' x W ahol W/ C R" és W"” c RF™", ¢
Lipschitz-fiiggvény V' x W-n M Lipschitz-konstanssal, tovibba, hogy

99t
agyt, (W' y")
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determindnsa nem nulla az yo pontban, ahol 3y € W', v/ € W”. Jelolje p az
(v',y") = o' projekciot, ami R¥-t R"-re képezi. Jelolje gf a W = W' x W'-
nek U x W"-be val6 (', y") — (9:(v', y"),y") leképezését. Az Lo = gfol(yo)
linearis operator determindnsa megegyezik

agto
8—1/ (yo)

determinansaval, igy nem nulla. Legyen

0<e< —_—.
2L |

Valasszunk Lg-nak egy X konvex nyilt kornyezetét gy, hogy minden X-beli
L operator invertalhaté legyen és teljesiiljon ra, hogy

< 1
c< —.
2L

Sziikség esetén ty egy kis konvex Vy C V' kirnyezetét és egy kisebb W-t véve
feltehetjiik, hogy g7’ (yo) € X és

o' (y) — 9" (wo) | < e,
hateV ésye W. A két utolsé egyenlétlenséghol

1
< ST o1
2[lg7" (o)l

hay € W ést € V. Az inverz fiiggvény tétel bizonyitdsa szerint (lasd
Rudin [1964], 9.24 tétel) ebbdl kovetkezik, hogy g; homeomorfizmusa W-
nek U x W' egy nyilt részhalmazara. Ennél valamivel erésebb éllitasra lesz
sziitkségiink. Legyen ¢,¢' € V és 0 < 7 < 1. Legyen Gy v - (y) = 7g; (y)+ (1 —
7)g; (y). Ugyanazon allitésra lesz sziikségiink, de erre a fiiggvényre. Mivel

o) =795 (y)+(1—=7)gt' (y) és X konvex, ez a linedris operdtor X-ben
van. Masrészt,

gt () — g7 (wo) |

e W) = Gy (o) =7(9 () — g7 (wo)) + (1= 7) (95" () — g7 (o)),

és igy
1

21GY - (yo) I

Ez azt mutatja, hogy alkalmazhatjuk az inverz fiiggvény tétel bizonyita-
sat Gy r-ra, és kapjuk, hogy Gy » homeomorfizmusa W-nek U x W' -be.
Megjegyezziik tovabbd, hogy a

Gt - (y) = Gl - (wo) | < ¢ <

|17 — ST
— T = S[IT=H

s -7 < -
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becslésbél, amely teljesiil, ha ||T—S|| < 1/||T 1|, azt kapjuk, hogy |lg;" (y) 7| <
1/c és |Gy (y) M| < 1/c, valahdnyszor t, ¢ € Vp, 0 <7 < 1ésy € W;
innen g7 ~' és G, _ Lipschitz-fiiggvények g;(W)-n illetve Gy 4 - (W)-n 1/c
Lipschitz- konstanssal.

Most mar készen allunk arra, hogy bebizonyitsuk a lemmat  el6szor
egy folytonosan differencidlhatéd f fiiggvényre. Legyen B egy tetszéleges
zart gomb W-ben yo kozépponttal. A Taylor-tételt és az x* = Gy - (y)
helyettesitést hasznalva, a kovetkezd becsléshez jutunk:

/B ot ) — Flo(ty)) dy

. /0 flrg(t,y) + (1 =1)g(t', ) (g(t,y) — g(t',y)) dr| dy

< / / (gt y) + (1 — )g(t )| Mt — t'| dy dr
— M-t / / rNI(GEL ) (@) da dr

M _/
i ”// )| da” dr

Mt_t/ * *
< M/ |15 ot dr
c 0 JUXW”

Mt —t Mt — | |W"
—%// (@) dy” do = 2= |/\f’(w)\dx,
C U 1 C U

ahol |W"| a W' Lebesgue-mértéke, és J a Jacobi-determindns abszolit ér-
téke.

Végiil, hogy a lemma &llitasat kapjuk, az 1.17 tételt fogjuk hasznalni
Giusti [48] konyvébél. E szerint a tétel szerint létezik U-n C*°-fiiggvényeknek
egy olyan sorozata, hogy

lim [ |f; = f[=0

J—o0 Ju

és

Jon [ = [ 11
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Ezt a tételt felhaszndlva, azt kapjuk, hogy

/Wﬂmawy—ﬂmudeys/Wﬂmuwy—ﬁwuwDMy
B B
+/Wﬁ@wy»—ﬁwwwDMy+/meww»—fwwwDMy
B B

M|t —t'|[|W”
U g

c

5 [f(p(@")) = fi(p(a™)| T (g7 ") (") da™

7 (

[ 1) - BT
g3 (B)

Mt —t'||W”
U

c

ha j — oo, valahdnyszor ¢,t' € V. Ezzel a lemma bizonyitisa teljes.
J y y J

13.2. Tétel. Legyenek T, Y, X1,...,X, nyilt részhalmazai R*, R*
illetve R™ ... \R™-nek, és Z, Zy, Z1, ..., Z, euklidészi terek nyilt részhal-
mazai. Legyen D nyilt részhalmaza T x Y -nak. Tekintsiik az f : T — Z,
fo: Y =2y, fi : Xs = Z; (i =1,...,n),9,: D — X; (i =1,...,n),
h:D X Zyx ZyX---X Z, — Z tiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy

(1) minden (t,y) € D-re

f(t) = h(t7y7f0(y)afl(gl(t7y))7 s 7fn(gn(t7y)))§

(2) h folytonosan differencidlhatc;

(3) g folytonosan differencialhaté D-n és minden t € T-hez létezik olyan y,
. 0g; . ,
hogy (t,y) € D és %(t,y) rangja r;, hai=1,... n;
(4) fo folytonos és az f;, i = 1,... ,n fiiggvények folytonosak és lokdlisan
korlatos valtozasuak.

Ekkor f lokalisan Lipschitz fiiggvény.

Bizonyitas. Az f; (i =1,2,...,n) fiiggvényt a koordindtdival helyet-
tesitve, feltehetjiik, hogy minden f; valds értékii. Legyen ty € T és valasszuk
meg yo-at (3) szerint. Valasszunk olyan U; nyilt kornyezetét g;(to, yo)-nak,
amelyen f; korlatos valtozasi, és olyan V., W nyilt kornyezeteit tq illetve
yo-nak, hogy g, a V. x W-t U;-be képezze. Ha V és W elég kicsik, al-
kalmazhatjuk a Taylor-formulat a h fiiggvényre z = (¢, vy, 20, 21, - - - , 2n) €8
2= (t',y,20,27,...,2,) pontokkal, ahol .t € V, y € W, 29 = fo(y),
zi = filgi(t,y)) és zi = fi(g:i(t',y)), hai=1,... ,n. Azt kapjuk, hogy

f(lt’)—f(t):h(z’)—h(z):/0 %(Tz’nL(l—T)z)(t’—t)dT

+ z”:/l Oh (72" + (1 — 7)2) (2] — 2;) d.
i1 0 aZZ v
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Ha V és W elég kicsik, a h parcidlis derivaltjai korldtosak egy K konstanssal.
Az el6z6 lemmat felhasznalva valaszthatunk Vo C V és B C W-t gy, hogy a
lemma 4llitasa teljesiil ¢ = 1,2, ...  n-re. Mindkét oldalt integralva B felett,
azt kapjuk, hogy

1) = FO1- 1BI < K1 =t K S [ 10t ) = Flailt)] do,

ahol |B| a B Lebesgue-mértéke. A lemmat felhasznalva, ebbdl kovetkezik,
hogy f Lipschitz-feltételnek tesz eleget Vj-on.

14.§ Differenciadlhatésag

Az egyik el6z6 paragrafusban bebizonyitottuk, hogy 6sszeg alaku fiigg-
vényegyenletekre a megoldasok folytonossagabdl kovetkezik azok folytonos
differencidlhatésaga. Két masik esetben a folytonossdgbhdl csak a lokalis
Lipschitz-tulajdonsag kovetkezik. Mint jol ismert, Rademacher tétele szerint
(lasd Federer [42], 3.1.6) egy f : R™ — R™ Lipschitz-fiiggvény A™-majdnem
mindeniitt differencialhat6. Hasonlo allitas igaz minden, valamely euklidészi
tér egy nyilt részhalmazat egy maéasik euklidészi térbe képezd lokalisan Lip-
schitz fiiggvényre. (Lésd, altaldnosabban, Sztyepanov tételét Federer [42]
konyvében, 3.1.9.)

Ebben a paragrafusban a fiiggvényegyenletek 1.7 pontban megadott al-
talanos tipusara meg fogjuk mutatni, hogy a majdnem mindeniitti differen-
cialhatésagbodl kovetkezik a folytonos differencidlhatésiag. A bizonyitasban
fel fogjuk hasznalni a mérheté megoldasok folytonossidgaval kapcsolatos e-
redményeket. Az elobb emlitett tételekkel egyiitt igy a megoldasok lokalis
Lipschitz-tulajdonsdgabdl azok folytonos differencidlhatosagara kovetkeztet-
hetiink. Lebesgue tétele értelmében, valés viltozos valds értékii, monoton
vagy korlatos valtozasi megoldasokra, illetve valds véltozds vektor értéki
korlatos valtozasi megoldasokra is alkalmazhaté ez az allitas, és kapjuk a
folytonos differencidlhatésdgot. (Ezt el6szér mas mdédszerrel bizonyitottam
a [82] dolgozatban.) Sziikségiink van azonban arra, hogy egy majdnem min-
deniitt differencialhaté fiiggvény derivéltja Lebesgue-mérheto. Ennél joval
tobbet fogunk bebizonyitani. Megmutatjuk, hogy egy euklidészi tér egy nyilt
részhalmazan értelmezett, szeparabilis Banach-térbeli értékii fiiggvény deri-
valtja Borel-halmazon van értelmezve és Borel-fiiggvény. Ez az eredmény a
Jarai [70] dolgozatban keriilt publikdldsra, és dltaldnositja a Federer konyvé-
ben taldlhatd, folytonos fiiggvényekre vonatkozé hasonld tételt ([42], 3.1.1.).
Ugy vélem, az eredmény 6nmagdban is érdekes.

14.1. Tétel. Legyen U az X véges dimenzios normalt tér nyilt részhal-
maza, Y szeperabilis Banach-tér, és f : U — Y egy tetszbleges fiiggvény. Ek-
kor (f')~Y(F) az F,s halmazosztalyban van az X-et Y-ba képezd folytonos
linedris operatorok L(X,Y) normalt terének barmely F' zart részhalmazdra.

Bizonyitas. Az éaltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy U =
X. Jol ismert (lasd példaul Hewitt és Stromberg [55] konyvét, 78. o.), hogy



106 14.8 Differencidlhatésdg

az f Osszes folytonossagi pontjainak C' halmaza egy Gs-halmaz X-ben. Vila-
gos, hogy L(X,Y) szeparabilis Banach-tér. Valasszunk egy Ly, Lo, ... slri
halmazt F-ben.

Ha i, j és k pozitiv egészek, legyen

Cigr ={x : € C, |f(x+h) - f(z) = Lp(h)| < [h]/i, ha [h] <1/j}.

Megmutatjuk, hogy minden Cj ;j relativ zart részhalmaza C-nek. Legyen
x € C\ C;j,. Ekkor van olyan h € X, amelyre |h| < 1/j, de

Inl

1

[f(z+h) = f(z) = L(h)| >

Definidljuk A’-t a b’ = h + x — 2’ sszefiiggéssel, ha 2/ € X. Vegyiik észre,
hogy ' + h' = x + h, igy f(' + h') = f(z + h). Mivel f folytonos z-ben,
van olyan § > 0, hogy |h/| < 1/j és
/ / / / ‘h/|
£+ 1) — £l — L)) > .
ha |z — 2'| <.
Meg fogjuk mutatni, hogy

(1) (N E) =MU U G-

1=1j5=1k=1

Tegyiik fel, hogy f'(x) = L € F. Ekkor x € C, és minden i-hez van olyan
Ly és j(i), amelyre

1L Lioll < o, s |f(+h) — fa) — L) <

ha |h| < j(i). Ebbél

[f(@+h) = f(2) = Ly (W) < [f(z+ h) = f(x) = L(h)[ + [L(h) = L) (h)]

A

21 21’ l
ha |h‘ < 1/](7,), azaz r € C%J(l),k(l)

Megforditva, tegyiik fel, hogy x € C' és minden i-hez van olyan j(i) és
k(i), amelyre
h
1) = f(a) ~ Ly ()] < 2,

ha |h| < 1/j(i). Legyen iy és ip két pozitiv egész, és becsiiljiik meg az
| Lki) — Ligi,) |l tavolsdgot. Ha |h| < 1/j(i1) és |h| < 1/j(i2), akkor azt
kapjuk, hogy

| Liiny (h) = Ligin) (R)| < |Ligiyy(R) — f(z + h) + f(z)]
|h| | 1Al

+[f(@+h) = f(x) = Ligy) (W) < =+ =

11 12
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ey 1 1
| Lkiy) — Liga)ll £ — + —.
11 192
Ez azt mutatja, hogy Ly, i = 1,2,... Cauchy-sorozat L(X,Y)-ban. Jelolje
L ennek a sorozatnak a hatarértékét. Nyilvin L € F. Egy tetszlleges i-hez
van olyan i* > i, amelyre ||Ly;+) — L|| < 1/i. Innen

£ @+ 1) = F() = L(W)| < |Fla+h) = F(2) = Ly ()] + Lo (B) — L(R)|
W2
A i T i
ha |h| < 1/5(i*), és ez azt mutatja, hogy L az f fiiggvény z-beli differenciélja.
Most (1)-bél, és abbdl, hogy C egy Gs-halmaz, kivetkezik, hogy 1éteznek
olyan F; zart részhalmazai X-nek, hogy

0 o)

c= N Ur

s=—oot=1
és

=N UEINAUR) = A Uk

s=—oot=1 s=1t=1 s=—oot=1
azaz (f')"UF) € F,s.

14.2. Tétel. Legyen Z normalt tér, Zy egy euklidészi tér nyilt részhal-
maza, a Z;-k szepardbilis Banach-terek nyilt részhalmazai (i = 1,2,...,n),
legyen Y nyilt részhalmaza RF-nak, T nyilt részhalmaza R*-nek, és X; nyilt
részhalmaza R"i-nek. Legyen D nyilt részhalmaza T x Y -nak. Tekintsiik
az f:T - Z, fi : Xs = Zi, g, D — X; (i=1,2,...,n), fo : Y — Zy,
h:D X ZyxZyX...x 4, — Z fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy to € T és
az alabbi feltételek teljesiilnek:

(1) minden (t,y) € D-re

f(t) = h(tvya fO(y)7f1 (gl(t7y)) Yt 7fn (gn(tvy)))a

oh
(2) h ésa— valamint (i =1,2,...,n) parcidlis derivaltjai folytonosak;

(3) az f; fiiggvény \"i-majdnem mindeniitt differencidlhaté (i = 1,2,... ,n);
(4) g; folytonosan differencidlhatd, és van olyan yo, amelyre (to,y0) € D és
dgi
Ay
Ekkor f folytonosan differencialhato a ty egy kornyezetében.

a (to,yo) matrix rangja r; (i =1,2,...,n).

Bizonyitas. Vélasszunk 7' és Y’ kompakt lezarti nyilt halmazokat,
amelyekre (tg,50) € T xY' C T' x Y’ C D, és minden £ > 0-hoz létezik
§ >0, hogy A" (¢;+(B)) > 6, hat € T/, BCY’, és \¥(B) > e. Ilyen nyilt
halmazok 1éteznek a 3.10 segédtétel szerint.
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Most legyen D’ az 6sszes olyan (t',y’) parok halmaza, amelyre t' € T”,
y €Y' és f; differencidlhaté a g;(t',y’) pontban, ha 1 < i < n. Legyen
X! =gi(T'xY") (i =1,2,...,n). Tegyiik fel, hogy (¥,y’) € D’, és rogzitsiik
/
y'-t. A

t—h (t7y/7 fO(y/)a fl (gl(tay/)) PRI 7fn (gn(tvy/)))

fiiggvényt fogjuk vizsgalni. Ez a fiiggvény definidlva van a t' egy kornyeze-
tében, és differencidlhaté t’-ben. Ebbél f differencidlhato t'-ben, és

oh
f/(tl) = a (tl7y/7f0(y,)7f1 (gl(tlay,)) PR 7fn (gn(tl7y/)))
nah/// o /////agi//
i=1 "

Ez azt jelenti, hogy f', fo, f1, f1,- -, [n, [}, eleget tesznek egy
(5) F@&)y=HT Y, foy),- s falgn,y) s fr (9t y)))

tipusi egyenletnek minden (¢',y') € D’-re. A 8.1 tételt fogjuk alkalmazni
erre az egyenletre, annak bizonyitasara, hogy f’ folytonos T"-n. Legyen ¢,
egy tetszbleges eleme T'-nek. Meg akarjuk mutatni, hogy az (5) egyenlet
teljesiti a 8.1 tétel feltételeit.

Vilagos, hogy a fiiggvények értelmerési tartomanyara és értékkészletére
vonatkozd feltételek teljesiilnek, azzal az eltéréssel, hogy az f/, (1 < i <
n) fiiggvények csak majdnem mindeniitt vannak definidlva. Ezen nagyon
konnyt segiteni: vilasszunk egy tetszoleges kiterjesztését f/-nek X/-re. Ek-
kor 8.1.(1) és 8.1.(4) teljesiilnek, és az el6z6 tétel szerint teljesiil 8.1.(3)
is. (Az, hogy az f; fiiggvények mérhetéek, konnyen kovetkezik abbdl, hogy
majdnem mindeniitt differencidlhatéak.) A 8.1.(2) feltétel teljesiilése h és
g; parcialis derivéltjainak folytonossdgdn muilik. 8.1.(6) vildgos T7 és Y’
valasztasa miatt. 8.1.(5) bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy 8.1.(6) szerint
az

{y' :y €Y' f/ nem létezik a g;(t',y’) pontban}

halmaz nulla mértékd minden ¢’ € T'-re, mivel a g;  szerinti képe nulla
mértéki X;-ben. Ez azt mutatja, hogy Y\ D, nulla mértékd minden ¢’ € T"-
re, igy Dj, N D;(,) mértéke megegyezik Y/ mértékével.

Most alkalmazva a 8.1 tételt kapjuk, hogy f’ folytonos 7”-n.
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15.§ Tobbszori differencialhatésag

Ebben a paragrafusban azt a kérdést tanulmanyozzuk, hogy a megolda-
sok p-szeri differencialhatosagabdl kovetkezik-e a p + 1-szer vald differencidl-
hatésdg. Két tételt bizonyitunk be. A két tétel az f; és h fiiggvényekre
vonatkoz6 feltételekben kiilonbozik.

15.1. Tétel. Legyen Z normalt tér, Y és Zy egy-egy euklidészi tér nyilt
részhalmaza, Z; szeparabilis Banach-tér nyilt részhalmaza (i = 1,2,...,n),
Tés X;,1=1,2,...,nazR? illetve az R" nyilt részhalmazai, D a'T' XY egy
nyilt részhalmaza. Tekintsiik az f : T — Z,9; : D — X; (i =1,2,... ,n),
sz1_>Zz (7::1,2,...,71),foZY—>Z0,hZDXZOXZ1X"'XZn—>
Z fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy p > 0, tg € T és az alabbi feltételek
teljesiilnek:

(1) minden (t,y) € D-re
f(t) =h (tvya fO(y)7 fl (gl(t7y)) yee 7fn (gn(tvy))) ;

(2) minden 0;°0%" ...0¢"h parcidlis derivélt folytonos, ahol 0 < |a| < p;

(3) az f; fiiggvények \"i-majdnem mindeniitt p-szer differencidlhatéak (i =
1,2,...,n);

(4) a g; fiiggvények p-szer folytonosan differencialhatéak, és létezik olyan

0gi . .
Yo, amelyre (tg,yo) € D és 8—g(t0,yg) rangjar; (i=1,2,...,n).
Yy

Ekkor az f fiiggvény p-szer folytonosan differencialhato a ty egy kornyezeté-
ben.

Bizonyitas. Ez a tétel p = 1-re az el6z6 paragrafus utolso tételét adja
vissza. Bizonyitasara hasonléan fogunk eljarni, mint az el6zé paragrafus-
ban. Vélasszunk T’ és Y’ kompakt lezarti nyilt halmazokat, amelyekre
(to,yo) €T xY' C T' x Y' C D, és minden € > 0-hoz létezik § > 0, hogy
N'i(gi(B)) > 6, hat € T/, BCY’, és \¢(B) > e. Ilyen nyilt halmazok
léteznek a 3.10 segédtétel szerint.

Most legyen D’ az 6sszes olyan (t',y’) parok halmaza, amelyre t' € T",
y €Y', és fi(J) létezik a g;(t',y’) pontban, ha 1 < j < pés1 < i < n.
Legyen X! = g;(T" xY") (i = 1,2,...,n). Ugyantigy, mint az el6z8 tétel
bizonyitasdban, kapjuk, hogy f’, fo, f1, f1,-- -, fn, [, eleget tesznek egy

F'@)=hi (0, foW)s s fu (g, 9) [ (gn (' 4))

tipusid egyenletnek minden (t',y’) € D’-re. Ttt h; eleget tesz a tételben h-ra
kir6tt feltételeknek, de p helyett p — 1-re. Tegyiik fel, hogy (', y’) € D', és
rogzitsiik y'-t. A

t—ha (Y foW)s s Fu (gn (', 0), £l (g (', 1))

fiiggvény definidlva van a t' egy kornyezetében, és differencidlhaté t'-ben.
Ebbdl f” differencidlhaté t'-ben, és differencidlva, kapjuk, hogy

f”7f07f17f{7 {/7-'- 7fn7f7/mf7/:
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eleget tesznek egy
f,/(t,) = h2 (tla yla fO(y/)7 s 7fn (gn(tla y/)) ’ frlL (gn(tla y/)) ’ frlL/ (gn(tla y,)))

tipusi egyenletnek minden (t’ 'Y € D’-re. Indukciéval folytatva, azt kap-
juk, hogy @, fo, f1,..., 1 ,... N PR np) eleget tesznek egy

B) P =h (L foly)s o (g Y) e £ (gn(tY)))

tipusi egyenletnek minden (¢',y’) € D'-re, és h, folytonos.
Most ugyanigy, mint az el6z6 tétel bizonyitasaban, a 8.1 tételt alkal-
mazhatjuk erre az egyenletre, és kapjuk, hogy f® folytonos T’-n

15.2. Tétel. Legyen Z egy euklidészi tér, Y és Z; euklidészi terek
nyilt részhalmazai (1 < i < n), tovdbba legyenek T és X; (i = 1,2,...,n)
nyilt részhalmazai R®-nek, illetve R"-nek, és D egy nyilt részhalmaza T x Y -
nak. Tekintsiik az f: T — Z, g;: D — X; (i=1,2,...,n), fi : X; :— Z;
(1=1,2,...,n),h: DX Zy X--- X Z, — Z fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy
p >0, tg €T, és az alabbi feltételek teljesiilnek:

(1) minden (t,y) € D-re

f)=ht.y, frlgi(t,y), - falgn(t,y));
(2) az dsszes 0;°0%! ...0¢nh parcidlis derivdltak folytonosan differencidl-
hatéak 0 < |a| < p esetén;
(3) az f;,1=1,2,...,n fiiggvények p-szer folytonosan differencidlhatéak;
(4) a g; fiiggvények p+1-szer folytonosan differencidlhatéak, és létezik olyan

0
Yo, amelyre (tg,yo) € D és — 99i (to,yo) rangja r;, hai=1,2,... n.

dy
Ekkor az f fiiggvény p + 1-szer folytonosan differencialhaté a ty egy kornye-
zetében.

Bizonyitds. Legyen 1 < ¢ < s és differencidljuk az (1) egyenletet
parcidlisan t, szerint. Elhagyva a vdltozok kiirdsat, azt kapjuk, hogy

6f1 agz k
Z Z Ozij = Z 8:)3,; ot,

Itt z; = (2ij), @i = (i), fi = (fij) és g = (9ik). Ez az egyenlet azt
mutatja, hogy ha a € N¥ és |a| = 1, akkor 0% f eleget tesz egy

Mo

aaf(t) = hoz,()(t7 y) + Z ha,ﬂ (ta y)fa,,é’ (ga,ﬂ(ta y))
B=1

alaku fiiggvényegyenletnek minden (¢,y) € D-re. Itt, ha az « vektor g-adik
koordinataja egy, a tobbi nulla, akkor

ha,O(tay) - S—Z(t7y7fl(gl(t7y))7' N 7fn(gn(tay)))7
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9o, = Yi valamely 1 < i < n-re,

fap = g%:‘; valamely ¢, j, k-ra,
és
. oh Gng
ha,ﬂ(ta y) - azi,j (t7 Y, fl(gl(t7 y))7 ey fn(gn(ta y))) 8tq (ta )

valamely 1, j, k-ra.

Vildgos, hogy a h, g fiiggvény osszes t szerinti, legfeljebb p — 1-edik
parcidlis derivaltja folytonosan differencidlhaté, tovabba f, g valamely X;-t
képezi le R-be és p — 1-szer folytonosan differencialhaté, ha 0 < G < n,.
Megismételve ezt az eljardst, |«| szerinti indukciéval azt kapjuk, hogy ha
a € N° 1< |a| <p, akkor 0% f eleget tesz az

Mo

(5) 0“f(t) = hao(t,y) + > has(t;y) fa,s (gas(ty))
5=1

fiiggvényegyenletnek minden (t,y) € D-re. Itt hy g : D — Z és minden ¢ sze-
rinti legfeljebb p — |a|-adik parcidlis derivaltja folytonosan differencidlhatd,
tovabba f, 5 : X; — R valamely 1 < i < n-re, és az f, g fiiggvények p — |a-
szor folytonosan differencidlhatoak, végiil g, 3 = g¢; arra az i-re, amelyre
dmn f, g = X;.

Legyen most o € N°_ || = p, és haszndljuk fel a 11.3 tételt. Azt kapjuk,
hogy az f fiiggvény p+ 1-edik parcidlis derivaltjai léteznek és folytonosak a ¢
egy kornyezetében, igy az f fiiggvény p + 1-szer folytonosan differencidlhatd
a to egy kornyezetében.
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16.§ Analitikussag

Ebben a paragrafusban egyetlen tételt fogunk bizonyitani, amely kez-
deti 1épésnek tekinthetd ebbe az irdnyba, és a Jarai [83] dolgozatban keriilt
publikdlasra. A témakorrel kapcsolatban meg kell emliteniink Péles [134]
dolgozatat, amely egy altaldnos moddszert tartalmaz, melynek segitségével
kétvaltozds fiiggvényegyenletek egy dltalanos tipusidra a C°°-megoldasokra
differencidlegyenlet kaphatd; Pales az igy kapott differencidlegyenletet hasz-
nalja fel annak bizonyitasara, hogy a C*°-megoldasok egy ,nagy” halmazon
analitikusak.

Sziikségiink lesz egy segédtételre, amely mas jelolésekkel megtalalhato
Federer [42] konyvében, 239. o.

16.1. Segédtétel. Ha az f és g valos fiiggvények p-szer differencial-
hatéak a t, illetve x = g(t) pontban, akkor

W U= % wid el (H0)

a€eS(p) j=1

ahol az dsszegzés az Osszes olyan p-tagii nemnegativ egész szamokbdl 4116 «
sorozatok S(p) halmazdra torténik, amelyekre

p
Zjaj =D,
j=1

az eq-k pedig csak az a-tol tiiggd pozitiv egész szamok. Ha A és B nemne-
gativ valés szamok, akkor

(2) Z ea B (La)! H )% = APp!B(B 4 1)P~!

Bizonyitds. (1) konnyen igazolhatd p szerinti teljes indukciéval. (2)
bizonyitasahoz tekintsiik a

At
t
9l = T
valamint az B
x
fiiggvényeket. Ekkor
ABt

és a derivdltak konnyen szdmolhatok. Alkalmazva (1)-et ezekre a fiiggvé-
nyekre a t = 0 pontban, éppen az allitast kapjuk.
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16.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f : ]Ja,b] — R ismeretlen fiiggvény
eleget tesz az

n

(1) F()=) cif (g9:(t.y))  minden t,y € Ja,bl-re

i=1
fiiggvényegyenletnek, ahol a c;-k valés konstansok, a
gi t]a,b[ x ]a,b[ — ]a, ] (i=1,2,...,n)
fiiggvények adottak, és teljesiilnek az alabbi feltételek:

(2) gi(t,y) at ésy kozé esik minden t,y €|a, b|-re;
(3) g¢; analitikus és

oPg; p
!
aktap—ky(t7y)' < APp!
teljesiil minden t,y € |a,b[-re és p = 1,2,...-re valamely 0 < A < 1
konstanssal;
(4) minden t € |a,b[-re ési =1,2,... n-re az |a, b[-nek la, b[-be valé y —

9i(t,y) leképezése szigorian monoton, és az a g;(t, x) fiiggvény, amelyre
az x +— gi(t,x) leképezés az y — g;(t,y) inverze, kétszer folytonosan
differencialhato az értelmezési tartomanyan.

Ekkor (1) barmely végtelen sokszor differencidlhaté f megoldédsa analitikus
]CL, b['n

Bizonyitds. Meg fogjuk mutatni, hogy ha [c, d] az |a, b egy kompakt
részintervalluma, akkor 1étezik olyan 0 < B < oo valds konstans, hogy
dr f

dxP

(5)

()‘ <Bpl  (p=1,2,...)

minden ¢t € [¢,d]-re. Ebbél kovetkezik, hogy f analitikus |c,d[-n, és igy
analitikus |a, b[-n is.
Hogy az (5) becslést megkapjuk, p szerinti teljes indukciét fogunk hasz-

nalni. A — els6 derivaltra ilyen B létezése nyilvanvald, mivel folytonos.
Differencialjuk az (1) egyenlet mindkét oldalat p-szer. Ekkor a bal oldalon
arf

dtp
parcialis derivaltjanak linearis kombinaciéja. Egy ilyen parcidlis derivalt,

elhagyva az ¢ indexet, az el6z6 segédtétel szerint a kovetkezOképpen néz ki:

o o> s v
© 2ty Zeaﬁzﬁf e [T (Gaen)

a€S(p) j=1

—=(¢) all, a jobb oldalon pedig n darab f (g(t,y)) tipusi tag ¢ szerinti p-edik

ahol S(p) az 6sszes olyan nemnegativ egész szamokbdl 4116 p-tagi a soroza-
tok halmaza, amelyekre
p
Z jOéj =Dp,
j=1
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az eq-k pedig pozitiv egész szamok.
Integraljuk a p-szeri differencialassal kapott egyenlet mindkét oldalat y
szerint c-t6l d-ig. Ekkor a bal oldalon a

@2l

dtp

kifejezést kapjuk, a jobb oldalon pedig (6) szerint

d a9« p 7 Qs
) G ) [T (Gen) o

C

7z

tipusu tagok linedris kombindci6jat. Minden ilyen tagban bevezethetiink
egy © = ¢(t,y) helyettesitéssel egy 1j viltozdt, és azt kapjuk, hogy

g(t,d) aﬁa'f p o ay
© [ eIl (5 e e

t,C) :

Az integral, mint a fels6 hatar fiiggvénye differencialhatdosidgara, valamint a
paraméteres integralok differencidldsira vonatkozo tétel szerint a (8) kifeje-
zés differencidlhato t szerint, és derivaltja

9(t.d) HZa p .
/g(t,C) 3x2£ at ]‘__‘[ <6t3 , ))) a_i(t7x) dz
dEa o P 3
9 + de£ ( ,9(t, d)))) a—i (t,g(t,d)) 6_i](t’d)

- deoz

Dl
Sa p aj A
e 9 []<&J, tcm) 9 (1 g(t,0) Dt.0).

Ennek a kifejezésnek az abszolit értékére egy fels6 becslést a kovetkezokép-
pen kaphatunk:

Mivel g, kétszer folytonosan differencidlhaté értelmezési tartomanyan,
van olyan 1 < F < oo konstans, hogy a

H; = {(t,9:(t,y)) : t,y € [c,d]}

kompakt halmazon

Fa|<B wa woe,
Ot
9g;

(t,x)| < E, ha (t,x)€ H;,
oz

B

&Bat(t,x)' <2FE? ha (t,x)€ H,.
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Igy a (9)-ben szerepld masodik és harmadik tag abszolit értékére a kovetkezd
felsd becslést kaphatjuk:

(10) B¥*(a)! ﬁ

Az integralos tag becslése valamivel nehezebb. Ha a zardjelben allé, diffe-
rencidlandé szorzat utolsé tényezdjét derivaljuk t szerint, akkor a kapott tag
becslése

(11) ﬁ (A7) 2E2,

ha viszont a j-edik tényez6t derivaljuk, akkor a kapott tag becslése

o (AT AT+ DIE + 1D)E [T (A%s)™

s#£J
(12) p
= AE(E +1)(j + 1)y [ ] (A°s)™
s=1
fgy az integral teljes felsé becslése a kovetkezo:
P
(d — ¢) B (Sa)! H (A%s1) <2E2+AEE+1 S G+ )

(13) 7=

p
< (d — ¢)4E*pB¥* (La)! H (A%sh“

Osszegezve o € S(p)-re, az egy f(gi(t,y)) tagbdl keletkezett tagok felsd
becsléseként az el6z6 segédtétel felhaszndlaséval a kovetkezot kapjuk:

P
(4E%*p(d — ¢) + 2E) Z B (Xa)! H (A%s)®
(14) a€eS(p) s=1
= (4E?p(d — ¢) + 2E)APp!B(B + 1)P~!
< (4E*(d —c) + 2E)AP(B+ 1)P(p+ 1)
Végiil, osszegezve i-re, azt kapjuk, hogy

p+1
fltT{(t)' < (AB+1))" (p+1)! (4E2 + —) Z el

< BFfl(p+1)!

(15)

minden ¢ € [c, d]-re, ha

B> (4FE? + 5 B> _ .
_( + )Z| és > T

Ezzel beldttuk, hogy f analitikus |c, d[-n.
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V. REGULARITASI TETELEK SOKASAGOKON

17.§ Regularitas sokasagokon

Mint a bevezetésben emlitettiik, regularitasi tételeink nagy része atvi-
het6 differencialhaté sokasagokra. A legtobb tétel lokalis jellegti, ezeknél az
atvitel semmi nehézséget nem okoz. A 11.5 tétel azonban globélis jellegti,
igy bar a bizonyitds mutatja az altalanositds lehetOségét, szdmos technikai
részletben kiilonboz6 14j bizonyitast kell adnunk sokasagok esetében. Az
alabbiakban csak a legfontosabb tételek sokasdgokra vonatkozd valtozatat
targyaljuk, a lokalis jellegii tételek esetén az euklidészi térre vonatkozd meg-
felel6 tételre vezetve vissza az altalanosabb esetet, és az egyetlen globalis
jellegii eredmény esetén 1j bizonyitast adva.

17.1. Tétel: mérhet6ségbdl kovetkezik a folytonossag. Legyen
Z teljesen reguldris tér, Z, egy o-kompakt teljesen regularis tér, Z; (i =
1,2,...,n) megszamldlhaté bazisi teljesen reguldris tér, és T tetszbleges to-
pologikus tér. Legyenek Y és X; differencidlhaté sokasagok (i =1,2,...,n)
és D egy nyilt részhalmaza T x Y -nak. Tekintsiik az f : T — Z, fo: Y — Zy,
gi:D—-X;, fi : Xi—>Z; (i=1,2,... ,n)ésh: DX ZyxXZy1X...XZp — Z
fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy to € T és az alabbi feltételek teljesiilnek:
(1) minden (t,y) € D-re

f(t) = h(taya fO(y)7f1 (gl(tvy)) Yot 7fn (gn(tay)))§

(2) h folytonos;

(3) az f; fiiggvény Lebesgue-mérheté az A; részhalmazan X;-nek (1 < i <
n);

(4) minden g; ; parciélis leképezés C'-szubmerzié (i = 1,2,... ,n);

(5) Ni-, gi_’tlo(Ai) nem nulla mértékii;

(6) a(t,y) € D éswv azY sokasdg y-beli érintéterében van feltételekkel a T
és az Y érintényalabja szorzataban megadott nyilt halmazon értelme-
zett, X; érintényaldbjaba képezd (t,y,v) — (givt(y),gg’t(y)) leképezés
folytonos.

Ekkor f folytonos a t, egy kérnyezetében.
Bizonyitas. Ezt a tételt a 8.3 tételre fogjuk visszavezetni, koordina-

takra attérve. Mivel megszamlilhato sok térkép értelmezési tartoménya le-
fedi Y-t, van olyan ¢ térkép, hogy W értelmezési tartomanyanak a metszete
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a n
ﬂ gi_,tlo (Az)
i=1

halmazzal nem nullahalmaz. Tekintsiik ennek a halmaznak ¢ altali képét, és
legyen yj ennek egy siirtiségi pontja. A g;(to, yo) pontok elég kis kirnyezetein
létezik egy-egy &; térkép. A tg elég kis V' kornyezetét vilasztva és sziikség
esetén csokkentve W-t elérhetjiik, hogy V x W C D és g;(V x W) C dmn¢;
teljesiiljon (¢ = 1,2,...,n). Legyen W* = rng(y), D* =V x W*, X =
mg(&), A7 = &i(A), gf (ty*) = &Gilgi(t, 9~ (y"))), ha (t,y*) € D*, fi =
foo, ff = fio& és h*(t,y*, 20,21, ,2n) = h(t, 0" (y*, 20, 21, - -+ , 2n)5
ha (t,y*) € D* és z; € Z; (i = 0,1,...,n). A *-gal jelzett halmazokra és
fiiggvényekre alkalmazhaté a 8.3 tétel, és igy a bizonyitas teljes.

17.2. Tétel: Baire-tulajdonsagbdl kévetkezik a folytonossag.
Legyen T topologikus tér, Y és X, differencialhaté sokasagok, Z teljesen
reguldris tér, Z, egy o-kompakt tér, Z; (i = 1,2,...,n) megszamlalhato
bazisi topologikus tér, és legyen D nyilt részhalmaza T x Y -nak. Tekintsiik
az [T —Z, fo:Y > Zy,9:: D — Xy, [ : X4 = Z; (1i=1,2,...,n) és
h:D X ZyxZyx...x 4, — Z fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy to € T és
az alabbi feltételek teljesiilnek:

(1) minden (t,y) € D-re

f(t) = h(taya fO(y)7f1 (gl(tvy)) Yot 7fn (gn(tay)))§

(2) h folytonos;

(3) fi Baire-tulajdonsagi az A; részhalmazan X;-nek (i =1,2,... ,n);

(4) minden g; ; parcidlis leképezés Cl-szubmerzié (i = 1,2,... ,n);
(5) Miz1 9, tlo (A;) masodik kategoridjii részhalmaza Y -nak;

(6) a(t,y) € D éswv azY sokasdg y-beli érintéterében van feltételekkel a T
és az Y érintényalabja szorzataban megadott nyilt halmazon értelme-
zett, X, érintényaldbjaba képezé (t,y,v) — (gi,t(y),gg’t(y)) leképezés
folytonos.

Ekkor f folytonos a ty egy kérnyezetében.

Bizonyitds. A tételt a 10.2 tételre vezetjiik vissza. Mivel (5) szerint

ﬂ gi_,tlo (A;)
i=1

sz s

yo minden nyilt W koérnyezetére a

W (O g (4))
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zik egy-egy &; térkép. Valaqqzunk olyan kis V' kornyezetét tg- nak és olyan
kis W-t, hogy W-n szintén létezzen egy ¢ térkép, V x W C D legyen és
9:(V x W) C dmn¢; teljesiiljon (i = 1,2,...,n). Legyen W* = rng(y),
ha (t,y*) € D*, f§ = foow, ff = fio& és h*(t,y*, 20,21, ,2n) =
h(t, o= (y*, 20,215 -+, 2n), ha (t,y*) € D* és 2z, € Z; (i = 0,1,...,n). A
*-gal jelzett halmazokra és fiiggvényekre alkalmazhaté a 10.2 tétel, és igy a
bizonyitas teljes.

Az kovetkezo tétel ennek a paragrafusnak a legfontosabb eredménye.
Bizonyitasahoz sziikségiink lesz az alabbi lemmaéra.

17.3. Lemma. Legyen Z nyilt részhalmaza egy euklidészi térnek,
Z1, 2y, . .., 4y, euklidészi terek konvex nyilt részhalmazai. Legyenek T és
Y nyilt részhalmazai R*-nek illetve R¥-nak, X; nyilt részhalmaza R"-nek
(t = 1,2,...,n). Legyen D nyilt részhalmaza T x Y -nak, (to,yo) € D.
Tekintsiik az f : T — Z, fi : X; — Z;, gi : D — X; (i = 1,...,n),
h:D x Zy x Zy x---x Z, — Z fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy
(1) minden (t,y) € D-re

f(t) = h(t7y7f1(gl(t7y))7 toe 7fn(gn(t7y)))a

(2) h folytonosan differencidlhatd, a g—h fiiggvények Lipschitz-folytonosak

L} Lipschitz-konstanssal, a ‘% és ‘ 8h ’ fiiggvények korldtosak BY il-
letve B] korlittal (i =1,2,...,n);
(3) gi kétszer folytonosan differencidlhaté Lipschitz-fiiggvény L; Lipschitz-

konstanssal, és %%Z (to,yo) rangja r;, hai=1,... n;

(4) az f; fiiggvények folytonosak, folytonossagi moduluszuk w;.

Ekkor léteznek olyan Ry > 0 és ¢y > 0 konstansok és V' nyilt gombkornyezete
to-nak, hogy ha t,t' € V, 0 < R < Ry, akkor

(&) = F) < Bylt = | + ) Bilt —t'[eo/R

1=1

+ZwlL\t—t|)L’<\t—t|+R+ng \t—t|+R)))

= 7j=1

Bizonyitds. Rogzitsiink egy S szimplexet R¥ egységgombjében, amely
belsejében tartalmazza az origét. Alkalmazva a 11.2 lemmat az f; koordinata-
fiiggvényeire, azt kapjuk, hogy léteznek 6 > 0, Ry > 0 és C' 1gy, hogy a tg
kozépponti 6 sugaru V nyilt gémbre és az yo kézéppontu és Ry sugari zart
W gémbre V' x W benne van D-ben, és a

t— filgi(t,y)) dy
RS+yo
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leképezések folytonosan differencidlhatéoak V-n, gradiensiik pedig korlatos
CRF=! korlattal, ha 0 < R < Ry. Legyen t,t' € V. Legyen R egy tetszdleges
valés szam, amelyre 0 < R < Ry. Integrdljuk a fiiggvényegyenlet mindkét
oldaldt az RS + yg szimplex felett y szerint. Azt kapjuk, hogy

ISIRFF(t) = / Wty Frr(t9))s - s Fulga(ts9))) dy,

RS+wyo

ahol |S| > 0 az S szimplex mértéke. Innen

[S|RFIf () — ()] =

/ Wty (91 (69)s s Falgn(t,9)))
RS+yo
- h(tlv Y, fl(gl(tla y))? s 7fn(gn(t/7 y))) dy .

Hogy a bal oldalra egy joé fels6 becslést kapjunk, a

h’(t7y7 fl(gl(tay))ﬂ cee 7fn(gn(tay)))
- h’(tlvya fl(gl(tlay))7 s 7fn(gn(t,7y)))

kiilonbség egy jé felsd becslésére van sziikségiink. Alkalmazhatjuk a Taylor-
tételt a h fiiggvényre a

2= (t,y,21,---,2n) 68 2' = y,21,...,2)

pontokkal, ahol tlat € V: y € W: Zi = fl(gl(t7y)) és Z; = fl(gl(t,ay))v ha
1=1,...,n. A z és 2/ pontok, igy az ket Osszekotd szakasz is, benne van
VXW X Zy XX Zy,-ben. Igy azt kapjuk, hogy

h(z) = h(¢) = ; %(72 + (1 =7))(t —t)dr
+ Z/o g:; (2 + (1 =7)2") (2 — 2;) dr.

Felhasznélva ezt, és elhagyva a valtozok kifrdsat, azt kapjuk, hogy

[S|RM () = f(1)] =

L 9h o
/Rsm( T ==t dr

+ i/ol SZ (rz2+ (1 —=7)2") (2 — z;)dT) dy'.

A hiromszog-egyenlitlenség felhasznédlasaval n 4+ 1 tagot kapunk a jobb ol-
dalon. Az els6 tagra a trivialis |S|R* Bj|t' —t| felsé korlatot kapjuk, ahol B}

az %) fels§ korlatja. Legyen 2P = fi(gi(t,y0)) (1 = 1,2,...,n), és legyen
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20 = (t,y0,2Y,...,20). Ha hl jeloli a % parcidlis derivdlt értéket a 2°
3

pontban, akkor a tobbi tagot gy irhatjuk, mint

/RS+yo / <8zz 24+ (1-71)2") - h;)) (zi — 2;) dr dy

+ h;/ (2; — 21) dy
RS+wyo

normajat. El6szor ezen Osszeg els6 tagjanak normajara adunk egy felsd
becslést. |z; — z.| egy felsé becslése w;(L;|t —t'|), mivel L; Lipschitz-konstans
g; szamara V x W-n. Innen

/Rsm/ (

<wl

7 (tz4+ (1 —1)7") — h;)) (z; — 2}) dr dy'

(2 4+ (1 —171)2") — hi| dr dy.

RS+yo azz

Sziikségiink van a 387}’(7'2 +(1—-7)2")— gﬂ( )) kiilonbség becslésére. Ez

a kiilénbség nem nagyobb, mint Li-szér a 7z + (1 — 7)2’ — 2° kiilonbség

normdja, azaz Li-szor a maximdlis tavolsiag a z éq 20 = (t,y0,2Y,...,29)

’Tn
vektorok kozott, ahol L a Lipschitz-konstans 3— szamara. A maximalis

tavolsdg 2’ és 20 kozott [t — t’|+R+Z] Lw; (L;(Jt—t'|+ R))-rel becsiilhetd.
Igy az

S| R  w; (Lilt — t' \)L’<|t—t | +R+Z% (|t +R)))
7j=1

fels6 korlatot kapjuk az els6 tagra.
Hogy a masodik tagra is kapjunk egy felso korlatot,

/ (2 — ) dy = / Fila(t9)) — Filgs?' ) dy
RS+wyo RS+wyo

abszolit értékének becslésére van sziikségiink, mivel |h}| trividlisan korldtos a
B! fels6 korlatjaval ‘ Oh

fels6 korlatot kapjuk.
Osszegezve a fenti becsléseket, az

-nek. A lemmdabél erre az integralra a [t —¢/|C RF~1

f(t) = FW)] < Bylt =] + ) Bilt — t'|C/(IS|R)

1=1

+Zw,L|t—t|)L'<\t—t|+R+Zw3 (It=t]+ R)))

1=1 j=1

becsléshez jutunk, ami éppen a lemma allitasat adja ¢y = C/|S] jeloléssel.
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17.4. Tétel: folytonos megoldasok lokdlis Lipschitz tulajdon-
saga. Legyenek Z, T ésY differencialhato sokasagok, D nyilt részhalmaza
T x Y-nak, C' egy kompakt részhalmaza T-nek. Tekintsiik az f : T — Z,
gi:D—T (i=1,...,n), h: Dx Z"™ — Z fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy

(1) minden (t,y) € D-re

f@t) = h(t,y, flgi1(t;y), -, f(gn(t,y)));

(2) h kétszer folytonosan differencialhato;

(3) g; kétszer folytonosan differencialhaté D-n és minden ty € T-hez van
olyan yo, amelyre (to,yo) € D, gi(to,yo) € C ésy — g;(to,y) szubmerzié
yo-ban, hai=1,... n;

(4) f folytonos.

Ekkor f lokalisan Lipschitz fiiggvény T-n.

Bizonyitas. Vilasszunk és rogzitsiink egy-egy Riemann-struktirat Z-
n, Y-on és T-n (ldsd [39], 20.7.13). Mindharom sokasdgon egy, a rogzitett
Riemann-struktirdbdl szarmazé tavolsagot fogunk hasznélni, és ezt az egy-
szeriiség kedvéért mindhdrom esetben p-val jeloljiik. Ezt a tavolsdgot a ko-
vetkezOképpen definidljuk: az adott sokasdg minden komponensén létezik
egy, a Riemann-struktirabdl szdrmazé o' tévolsag ([39], 20.16.3). Legyen
o(xz,y) = min{l, ¢'(x,y)}, ha = és y a sokasdg ugyanazon komponensében
vannak, egyébként legyen o(z,y) = 1. Ezzel a definicidval p a sokasig to-
komponensben vannak, ¢'(x,y) is értelmezve van, és megegyezik o(x, y)-nal.

A bizonyitas alapgondolata az f folytonossagi moduluszanak haszna-
lata. Mivel ez altalaban nem szubadditiv, egy médositasat fogjuk hasznélni.
Erre megmutatjuk, hogy eleget tesz egy fiiggvényegyenlotlenségnek, és ebbdl
fog kovetkezni, hogy f lokalisan Lipschitz fiiggvény.

Egy e > 0-ra jelolje C. = {z : o(z,C) < e} a C (zart) e-kdrnyezetét. Le-
gyen C. = C, ha ¢ < 0. Mivel T lokdlisan kompakt, 1étezik nyilt kérnyezete
C-nek, amelynek a lezartja kompakt. Ezen kérnyezet komplementerének a
tavolsaga C-t0l pozitiv. Ha e kisebb mint ez a tavolsiag, akkor C. kompakt.
Vélasszunk C' minden ¢ pontjadhoz egy V; nyilt kdrnyezetet ugyanabban a
komponensben, és egy 0 < g; < 1/2 szamot gy, hogy minden V;-beli ko-
zépponti, €; sugard nyilt gomb szigorian geodetikusan konvex legyen (lasd
[39], 20.17.5). Vélasszunk ki a V4, t € C nyilt lefedéséb8l C-nek egy véges
lefedését, és legyen € > 0 kisebb a megfelel6 ¢, értékeknél gy, hogy C. is
kompakt legyen. Legyen

w(r) =sup{o(f(z), f(y)):z € Cco(zx,y) <ryc CE—Q(w,y)}-

Nyilvin w monoton névekvs, w(0) = 0 és w folytonos a nulliban, mivel f
egyenletesen folytonos a C. kompakt halmazon. Megmutatjuk, hogy

wry +ry) <w(r)) +w(ry), ha 0<ry,ro,r +79 <e.
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Feltehetjiik, hogy ro < ri. Tegyiik fel indirekt, hogy w(rq + r2) > w(ry) +
w(ry). Ekkor léteznek x és y gy, hogy o(x,y) < ri+ 19, v € C. és y €
Cep(ayy), de o(f(x), f(y)) > w(r1) +w(rz2). Valamely ¢ € C-re

o(y,c) = o(y,C) < e — o(z,y),

igy o(x,c) < e. Valamely ; > e-ra a ¢ kézépponti, &; sugari nyilt gémb
szigorian geodetikusan konvex, igy pontosan egy olyan geodetikus iv 1étezik,
amely z-et y-nal koti ossze, és amelynek hossza o(x,y). Barmely z pontra
ezen az iven o(x,y) = o(x,2) + o(z,y). A z pontot gy vilasztva, hogy
0(y,z) < olx, z), o(x,z) <1y és o(z,y) < ry fenndlljon, kapjuk, hogy

o(z,¢) < o(y,c) + o(z,y) <e—olx,y) + oy, 2) = € — o(, 2),

igy S Cs—g(m,z) C Cs—g(y,z)7 ahonnan Q(f(l'), f(Z)) < W(Tl) és Q(f(z)v f(y)) <
w(rqe), ami ellentmondas.

Rogzitsiink egy n > 1 egész szamot (példdul n = 2 megfeleld). Egy
tetszbleges tg € Cc-hez vilasszunk egy (to-t6l fiiggd) yo-t (3) szerint. Legyen
20 = f(to), 2¥ = gi(to,yo) és 2 = f(2¥), hai=1,2,... ,n. A Z sokasdg
zo-t tartalmaz6 komponensére alkalmazva [39] 20.17.1, 20.17.5-6t, azt kap-
juk, hogy van olyan 0 < &;, < 1/2, hogy 0 < r < d;, esetén a zy kozépponti
r sugarui nyilt gémb szigorian geodetikusan konvex. Sziikség esetén csok-
kentve d;,-at elérhetjiik, hogy a ¢ normal koordinatazas értelmezve van a
¢, sugard zg kozépponti nyilt ggmbon, tovabba, hogy ha z és 2z’ ezen gémb
pontjai, akkor

() = ()] < o) < () = (),

azaz a normal koordinatazas és inverze is Lipschitz-fiiggvény a zy pont dy,
sugari kornyezete és annak koordinata-térbeli képe (amely szintén d;, sugari
nyilt gomb 2§ = (z0) kozépponttal) kozott. (Lasd [39], 20.16.4, 20.16.5.)
Legyen Z* a z kozépponti, d;, sugari nyilt gémb.

Hasonléan eljdrva, valaszthatunk a T, Y és Z sokasagok tg, yo és 20
pontjaihoz szigorian geodetikusan konvex nyilt gomboket, amelyeken a 7, ¢
illetve 9; normal koordinatazasok értelmezve vannak, Lipschitz-fiiggvények
n Lipschitz-konstanssal, és inverzeik is Lipschitz-fiiggvények n Lipschitz-
konstanssal. Jelolje a T, Y™ illetve Z; ezen gdémbok képét a megfeleld
koordinata-térben. Sziikség esetén csokkentve a sugarakat elérhetjiik, hogy
77 HT*) x o7 (Y*) C D teljesiiljon, és a

(5" 2t 2n) = (T (), 07 (Y)W (20 Y (2)

leképezés T* x Y* x Z] x --- x Z}-ot Z*-ba képezze le. Ezt a leképezést
h*-gal fogjuk jelolni. Tovabb csokkentve a sugarakat, elérhetjiik, hogy h*
parcialis derivaltjai korlatos Lipschitz-fiiggvények legyenek. Hasonlbéan foly-
tatva, a T sokasag x pontjaihoz valasztunk szigorian geodetikusan konvex
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nyilt X; gémboket legfeljebb /3 sugdrral, amelyeken a & normél koordi-
natazasok értelmezve vannak, Lipschitz-fiiggvények n Lipschitz-konstanssal,
és inverzeik is Lipschitz-fiiggvények n Lipschitz-konstanssal. Jelolje X ezen
gombok képét a megfelel6 koordinata-térben. Sziikség esetén csokkentve a
sugarakat elérhetjiik, hogy a

i = i (f& (27)))

leképezés X[ -ot ZF-ba képezze le. Euzt a leképezést f'-gal fogjuk jelolni.
Sziikség esetén csokkentve a t§ = T(to) és y5 = ¥(yo) pontok koriili T
illetve Y* gombok sugarait elérhetjiik, hogy a

") = &g (1 (), 07 (7))

leképezés T x Y*-ot X -ba képezd Lipschitz-leképezés legyen. Ezt a le-
képezést gF-gal fogjuk jelolni. Jelolje f* a t* — = (f(7(t*))) leképezését
T*-nak Z*-ba.

Jelolje w) a (szokdasos értelemben vett) folytonossagi moduluszat f;*-nak.
Megmutatjuk, hogy wf(r) < nw(nr) minden r > 0-ra. Ha z;, 2} € X, akkor
o(x;, 2?) < e/3 és o(z}, 2V) < &/3, igy felhaszndlva, hogy z¥ € C, azt kapjuk,
hogy =; € Ce és o(zi,2}) < 2¢/3, igy @] € Co_y(a,0)- Tegyiik fel, hogy

7

II&(:B@') = &i(wg)| < v Ekkor o(zy, ) < nr, amib6l o(f (24), f(27)) < w(nr).

|fi (i) = 7 (&(@i))| = [0 (f () = i (f (27))] < nw(nr).

Szuprémumot véve a bal oldalon, kapjuk az w} (r) < nw(nr) egyenlétlenséget.

Alkalmazzuk az el6z6 lemmat a *-gal jelolt halmazokkal és fiiggvények-
kel. Azt kapjuk, hogy létezik olyan ¢y kozépponti, 0 < g4, < 1/2 sugarii,
szigorian geodetikusan konvex nyilt gémb, amelyen a 7 normal koordina-
tazas értelmezve van, Ry, > 0 és ¢y, konstansok, hogy ha t,¢ a nyilt gémb
elemei, 0 < R < R;,, akkor

|f*(r (@) — [ (7(t")] < Bo|7(t) \+ZB |7(t) = 7(t')|co/ R
+ Zwék (Lilr(t) = 7(t")]) L; (\T(t) —7(t)|+ R+ wa (L;(I7(t) — ()] + R))>
< Byno(t,t') + Y Bino(t,t')ei, /R

=1

+Zw Lino(t,t’ )L’(ng(tt)+R+Zw n@(tt)+R))).

=1

Természetesen itt a By, Bi, L; és L} konstansok ty-tdl fiiggnek, ami a jelo-
lésben nem jut kifejezésre. Felhasznalva az w; és w kozott fenndllé egyen-
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16tlenséget, a fenti Osszefiiggésbdl azt kapjuk, hogy

f5(r(#)) = [ ()] < Bime(t, t') + Y Bino(t.t')ey, /R

=1

3 (Lot )L (ne(t. ) + R+ Y- mwo(nLy (ne(t. ) + B)) ).

=1

A ty kozépponti, g, sugaru V;, nyilt gombok egy lefedését adjik a C; kom-
pakt halmaznak. Igy létezik egy Ty C C. véges halmaz dgy, hogy a ty € T}
pontoknak megfelel6 nyilt gombok egy nyilt lefedését adjak C.-nak. Jel6ljon
L egy pozitiv egész szamot, amely az 0sszes tg € Tp-hoz tartozd osszes L;

(i =1,2,...,n) konstansnal nagyobb, vagy egyenls. Hasonléan, jeléljon B/,
L’ és cy egy-egy konstanst, amely az Osszes ty € Ty-hoz tartoz6 osszes B
(t=0,1,...,n), L) (i =1,2,...,n) illetve ¢;, konstansnal nagyobb, vagy

egyenlé. Azt kapjuk, hogy ha ¢ és ¢’ ugyanabban a V;, gémbben vannak, és
0 < R < Ry,, akkor

o(f (1), Ft) = (o™ (f* (1)), @ (f*(r(¥)))) S mlf*(7(8)) — f*(7())]

< B'n?o(t,t') + nB'n’o(t, t')co/R

+nPw(Lno(t, )L (no(t,t') + R+ nnw(nL(ne(t,t') + R))).
Jelolje 6 > 0 a C; kompakt halmaz V; , to € T véges lefedéséhez tartozo
Lebesgue-szamot, azaz védlasszuk igy d-t, hogy ha ¢,t' € C., o(t,t') < 0,
akkor van olyan tq € Ty, hogy t,t' € V;,. Legyen 0 < Ry < inf{Ry, : tg €
To}. Tovébb csokkentve Rg-at és d-t, elérhetjiik, hogy nL(nd + Rgy) < €
teljesiiljon. Legyen t egy tetszOleges eleme C.-nak, és legyen t’ egy eleme
Co—y(t,+)-nek amelyre o(t,t') < 6. Ekkor létezik olyan to € Ty, amelyre
t,t' € V;,. Felhaszndlva a fenti becslést, azt, hogy L és n egészek, valamint

w szubadditivitasat, azt kapjuk, hogy tetszdleges R valds szamra, amelyre
0 < R < Ry,

o(f (1), f(t")) < B'no(t, t') + nB'n*o(t,t')co/ R
+nLn*w(o(t,t'))L (ng(t, t"Y 4+ R+ nLn*(nw(o(t,t') + w(R))) )

Ha o(t,t") < R, ez a becslés
o(f(t), ft')) < cro(t,t) + caw(o(t, V') R + caw(o(t, t'))w(R) + cao(t,t') /R

alakban irhatd, ahol c¢1, ¢a, ¢3 és ¢4 nem fiigg t-t6l, t/-t6l és R-t6l. Szup-
rémumot véve elészor a jobb, majd a bal oldalon t € C., t' € Ce_pupry,
o(t,t") < r-re, azt kapjuk, hogy

w(r) < er + caw(r)R + caw(r)w(R) + c4r/R,

ha 0 < r < 9§ < R < Ryp. Ha tugy valasztjuk R-et, hogy teljesitse a
coR + c3w(R) < 1/2 feltételt — ami sziikség esetén csokkentve d-t mindig
megtehetd  azt kapjuk, hogy

w(r) <2(c1 + ca/R)r,
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valahanyszor 0 < r < §. Kz azt mutatja, hogy f lokdlisan Lipschitz fiiggvény
C-n. Egy tetszOleges t € T-re az altaldnossig megszoritasa nélkiil feltehet-
jiik, hogy t bels6 pontja C-nek, mivel helyettesithetjiik C-t C' és a t egy
kompakt kornyezetének az unidjaval. fgy a bizonyitas teljes.

Megjegyezziik, hogy ugyantigy, mint a 11.5 tételt, ezt a tételt is gyakran
némi kiegészit6 érveléssel érdemes haszndlni (ldsd a 11.5 tétel utan adott
példat).

Osszeg alakii egyenletekre tobbet mondhatunk.

17.5. Tétel. Legyen Z egy euklidészi tér és T, Y, X; és Z; (i =
1,2,...,n) differencidlhaté sokasdgok. Legyen D nyilt részhalmaza T x Y -
nak. Tekintsiik az f: T — Z,q9;, - D — X;, fi : X; — Z;, h; : D x Z; — Z,
(1=1,2,...,n) és hg: D — Z fiiggvényeket. Legyen (tq,yo) € D és tegyiik
fel, hogy

(1) minden (t,y) € D-re

n

f(t) = hO(t7y) + Zhi(taya fi(gi(t7y)))§

=1

(2) h; folytonosan differencidlhaté (0 < i < n);
(3) fi folytonos X;-n (1 <i <mn);

(4) g; kétszer folytonosan differencidlhaté és y — g;(to,y) szubmerzié yg-
ban, ha 1 <1 < n.

Ekkor f folytonosan differencialhato a ty egy kornyezetében.

Bizonyitds. A tételt a 11.3 tételre fogjuk visszavezetni. Legyen x! =
gi(to,yo) és 20 = fi(2V), i = 1,2,... ,n. A to pont valamely kirnyezetén
értelmezett 7 és az yo pont valamely kornyezetén értelmezett ¢ térképeket
megvalaszthatjuk gy, hogy dmn(7) x dmn(p) C D teljesiiljon. Valasszunk
a 2 pont egy kornyezetén értelmezett 1; térképet. Az z¥ egy alkalmas kor-
nyezetén valasztva egy &; térképet, f;(dmn(&;)) C dmn(e);) teljesiil. Végiil,
sziikség esetén csokkentve 7 és ¢ értelmezési tartomanyat elérhetjiik, hogy
gi(dmn(7) x dmn(p)) C dmn(§;) teljesiiljon, ha i = 1,2,...  n. Jelolje T,
Y*, X7 és ZF a T, ¢, & illetve ¢; térképek értékkészletét, legyen D* =
T* % V¥, és legyen g7 (t%,y") = &(oi (7 (£), 0~ (y"), f7 = wio fio &
i=1,2,...,n, f*= for L hi(t*,y*) = ho(r71(t*), o (y*)) és

(5" 20) = (7 (), 07 (), 0 (=),
Most alkalmazhatjuk a 11.3 tételt a *-gal jelzett halmazokra és fiiggvényekre.

Ha ismeretlen fiiggvény csak haromszor szerepel az egyenletben, és leg-
alabb az egyik ismeretlen fiiggvény valds értékii, akkor is t6bb mondhato.
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17.6. Tétel. Legyenek Z,T,Y, X1, Zy és Zy differencialhato sokasa-
gok, Z1 egydimenzios. Legyen D nyilt részhalmaza T' X Y -nak. Tekintsiik a
g :D—->X, fT—Z, fo:Y —>Zy, f1: X1 —=Z1ésh:DxZyx2Zy — 7
fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy to € T és a kovetkezé feltételek teljesiilnek:

(1) minden (t,y) € D-re

f(t) =h (tvya fO(y)7 fl (gl(tvy))) ;

(2) h lokdlisan Lipschitz;
(3) g1 kétszer folytonosan differencidlhato;
(4) fo és f1 folytonosak;

(5) létezik olyan vy, amelyre (to,yo0) € D és y — g1(to,y) szubmerzié y,-
ban.

Ekkor f Lipschitz-feltételnek tesz eleget a ty egy kornyezetében.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel bizonyitasaban hasznalt mdédszerrel a tétel
a 11.4 tételre vezethetd vissza.

17.7. Tétel: majdnem mindeniitt differencialhaté megoldasok
folytonosan differencidlhatéak. Legyen Z egy Banach-sokasdg, Z; (i =
1,2,...,n) szeparabilis Banach-sokasagok, Y, T és X, differencidlhaté soka-
sagok. Legyen D egy nyilt részhalmaza T’ X Y -nak. Tekintsiik az f : T — Z,
gi:D—X;, fi : Xi = Z;, i=12,...,n),h: DX Zy X...XZyp — Z
fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy to € T és az alabbi feltételek teljesiilnek:

(1) minden (t,y) € D-re

f(t) = h(t7y7f1(gl(t7y))7 s 7fn(gn(tay)));

oh , Oh
(2) minden rogzitett y € Y-ra a e és 3 (1t =1,2,...,n) parcialis deri-
2
valtak folytonosak a tébbi valtozoban;
(3) f; majdnem mindeniitt differencialhaté (i =1,2,...,n);

(4) g; folytonosan differencidlhatd, és van olyan yg, amelyre (to,y0) € D és
az y — gi(to,y) leképezés szubmerzié yo-ban (i = 1,2,... ,n).

Ekkor f folytonosan differencialhato a ty egy kornyezetében.

Bizonyitas. A 17.5 tétel bizonyitasiaban hasznalt mdédon a tételt a 14.2
tételre vezethetjiik vissza.

17.8. Tétel: CP megoldasok CP*'-ben vannak. Legyenek Z, Y,
T, X; (i=1,2,...,n) és Z; (0 <i<n) differencidlhaté sokasdgok. Legyen
D nyilt részhalmaza T x Y-nak. Tekintsiik az f : T — Z, g; : D — X;
(i=12,....n), fi : Xi:—=Z; (i=1,2,....,n), fo: Y — Zy, h: D X Zy X
Z1 X -+ X 4, — Z fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy p > 0, to € T, és az
alabbi feltételek teljesiilnek:
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(1) minden (t,y) € D-re

f(t) = h(tvya fO(y)7f1 (gl(t7y)) Yt 7fn (gn(tvy)))a

(2) a h fiiggvény p + 1-szer folytonosan differencidlhatc;

(3) fo folytonosan differencialhatd, az f;, i = 1,2,... ,n figgvények pedig
p-szer folytonosan differencidlhatoak;

(4) a g; fiiggvények p+1-szer folytonosan differencidlhatéak, és létezik olyan
Yo, amelyre (tg,yo) € D és y — g;(to,y) szubmerzié yo-ban, ha i =
1,2,...,n.

Ekkor az f fiiggvény p + 1-szer folytonosan differencialhaté a ty egy kornye-

zetében.

Bizonyitas. A 17.5 tétel bizonyitasaban latott mddon, a tételt a 15.2
tételre vezethetjiik vissza.
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VI. REGULARITASI TETELEK KEVESEBB VALTOZOVAL

18.5 A mérhetdség és a folytonossag k6zott

Els6 1épésként itt is , mérhetdségbol kovetkezik a folytonossag” tipusu
eredményeket fogunk bizonyitani. Tudoméasom szerint ilyen eredmények az
1.17 probléma (3) feltételében szerepld erés rang feltétel, vagy annak vala-
mely absztrakt valtozata nélkiil csak nagyon specialis egyenletekre ismere-
tesek, példdul a McKiernan [129] dolgozataban targyalt

flz) = Zuif(x—%yei), zeR", yeR
i=1

egyenletre, ahol u; € R, e; € R™ rogzitettek. Ott a bizonyitas a megoldasok
algebrai tulajdonsagain mauilik.

Ebben a paragrafusban az 1.17 problémaban szerepld dltaldnos nem li-
nearis explicit egyenletre fogunk ,, mérhetoségbdl kovetkezik a folytonossag”
tipusi tételeket bizonyitani az 1.17.(3) feltételben a bels§ fiiggvényekre ki-
rott erés rang feltétel nélkiil. Az 1.7 pontban leirt ,, bootstrap” mddszernek
megfelel6en, — durvan szélva — a mérhetdség és a folytonossag kozott elhe-
lyezked6 tulajdonsagok egy sorozatat fogjuk bevezetni. Ezek képezik azokat
a lépcsoket, amelyeken felkapaszkodhatunk a mérhetdségtol a folytonossagig.
El6szor megvizsgaljuk az 1j fogalmak legalapvetobb tulajdonsagait. Ezutan
bizonyitjuk regularitasi tételiinket. Egy példat mutatunk a tétel alkalmaza-
sara nem trividlis esetekben. A tétel egy finomitasat is bebizonyitjuk. Végiil
az 1j fogalmak tovabbi tulajdonsigait vizsgaljuk.

18.1. Definicié. Legyen X egy halmaz, Y metrikus tér, és f : X —
Y egy fiiggvény. Legyen U Hausdorff-tér, u Radon-mérték U-n, és P egy
topologikus tér, a ,,paraméter tér”, egy adott po € P ponttal. Legyen ¢ egy
fiiggvény, amely U x P-t X-be képezi. A ¢ fiiggvényt egy, a p paramétertol
fiiggd ¢p : u— p(u,p) felilletseregnek képzeljiik el.

Luzin tétele (2.7) és a 3. § altaldnositott Steinhaus-tétele azt sugalljdk,
hogy az alabbi feltétel a mérhetdséggel kapcsolatos:

(L) Minden € > 0-hoz, o > 0-hoz és C C U kompakt halmazhoz van olyan
Py kornyezete pg-nak, amelyre ha p € Py, akkor

pfu € C:dist (f(e(u,p)), fle(u,po))) = o} <e.
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A fenti feltétel sorozatokkal az alabbi médon fogalmazhato:

(S) Minden o > 0-ra, minden C C U kompakt halmazra, és minden p,, —
Po Sorozatra

p{u € C = dist (f(@(u, pm)), f((u, po))) = o} — 0.

Ebben a formaban a feltétel er6sen emlékeztet a mértékben valé konvergen-
cidra. Riesz tétele az alabbi feltételt sugallja:

(R) Minden p,,, — pg sorozatnak van olyan p,,, részsorozata, hogy majdnem
minden u € U-ra

F((u, pm,)) = fe(u, po))-

Ez a feltétel az alabbi, Trautner altal mérhet6 halmazok karakterisztikus
fiiggvényeire vizsgalt feltételre emlékeztet (ldsd a megjegyzést is, késébb):

(T) Minden p,, — po sorozatra majdnem minden u € U-ra van olyan p,,
részsorozat, hogy

f((u, pm,)) = fe(u, po))-

A fenti feltételek kozotti kapesolatok vizsgalatdhoz sziikségiink lesz valami-
lyen mérhetoség-szert feltételre:

(M) Az u — f(e(u,po)) leképezés p-mérhetd.

Vildgos, hogy az (L) és (S) feltételek akkor is értelmesek, ha f értékei
egy Y uniform térben vannak; o-t egyszertien helyettesithetjiik egy, az Y
uniformitdsabdl vett reflexiv szimmetrikus reléciéval, és azon u pontok hal-
mazat kell tekinteniink, amelyekre f két értéke nincs o-kozel. Az (R) feltétel
elénye az, hogy még akkor is értelmes, ha Y csak topologikus tér. Ugyanez
igaz (T)-re és (M)-re is. Ugy tiinik, hogy (T) semmiben sem hasznosabb,
mint (R), s6t regularitdsi tételeink bizonyitdsdhoz kifejezetten nem alkalmas.

Az (L) [(S), (R), (T), (M)] feltételeket gyakran lokalisan fogjuk ellend-
rizni. Ha minden ug € U-hoz van olyan Uy kornyezete ug-nak és Py kornye-
zete po-nak, hogy ¢|Uy x Py-ra teljesiil (L) [(S)], akkor ¢-re is fenndll (L)
[(S)]. Ennek beldtasahoz valasszunk C-nek egy véges lefedését, amely véges
mértéki nyilt halmazokbdl all, és alkalmazzuk az (L) [(S)] feltételt ezeknek a
nyilt halmazoknak kompakt halmazokkal val6 elég jo belsd kozelitéseire: Va-
lasszunk minden x € C-re egy U, kornyezetét z-nek és egy P, kornyezetét po-
nak gy, hogy ¢|U, x P, tegyen eleget (L)-nek. Az U,-et kisebb kornyezettel
helyettesitve, ha sziikséges, feltehetjiik hogy nyilt és pu-mértéke véges. Le-
gyen Uy, , ..., U, egy véges lefedése C-nek. Legyen ¢,0 > 0, és vilasszunk
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olyan C; C U, kompakt halmazokat, amelyekre u(U,. \ C;) < €/(2r). Olyan
Py kornyezetét vilasztva po-nak, amelyre Py C N;_; P,, és amelyre az

i) = {u € Cosdist (7 (ot p). £ (elusp)) = o}

halmazok p-mértéke kisebb, mint £/(2r) minden p € Py-ra, azt kapjuk, hogy

u{u eC: dist<f(s0(u,p)), f(so(u,po))> > a}é €,

mivel ez a halmaz része az U]_, R;(p)UU]_; (U, \ C;) halmaznak. Hasonl6an,
ha p,, — po és (S) teljesiil p|U, x P,-re, akkor adott €,0 > 0-ra és i =
1,2,...,r-re létezik olyan M;, hogy ha m > M;, akkor p,, € P,, és R;(pm)
p-mértéke kisebb, mint £/(2r). Innen ha m > M = max;<;<, M;, akkor

u{u e C: dist(f(go(u,pm)), f((p(u,po))> > J}§ E.

Hasonléan, ha minden ug € U-ra van olyan Uy kornyezete ug-nak és Py
kornyezete pg-nak, hogy ¢|Uy x Py-ra teljesiil (R) [(T), (M)], akkor , feltéve,
hogy U Lindeldf-tér, kapjuk, hogy ¢-re is fenndll (R) [(T), (M)]. Az (R)
feltételnél ez a diagondlis eljarassal kaphaté: megszamlalhaté sok Uy lefedi
U-t. Rendezziik sorozatba ezeket a nyilt halmazokat, és tekintsiink a p,,
sorozatnak rész-rész-... sorozatait. A diagonadlis eljaras egy olyan részsoro-
zatot eredményez, amelyre a konvergencia majdnem mindeniitt fenndll. (T)
és (M) esetén az allitas nyilvanvalo.

Legyen X nyilt részhalmaza R™-nek és 0 < k < n. Az 6sszes olyan f
fiiggvények osztalyat, amelyekre az (L) [(S), (R), (T), (M)] feltétel teljesiil,
hacsak U nyilt részhalmaza R*-nak, u = \*, P valamely euklidészi tér egy
nyilt részhalmaza, pg € P és ¢ : U x P — X egy C!-fiiggvény, amelyre
minden p € P-re ¢, immerzidja U-nak X-be, jelolje Li(X,Y), vagy rovi-
den csak Ly [Sk, Ry, Tx, My]. (Emlékeztetiink rd, hogy egy Cl-leképezése
U-nak X-be immerzié, ha U minden pontjaban a derivaltja injektiv linearis
leképezés. Ha k = 0, akkor legyen R® = {0} és A°({0}) = 1, azaz \° a
szamldlé mérték R%-on. Egy ¢ : {0} x P — X fiiggvényt pontosan akor
tekintiink C!-fiiggvénynek, ha p — ©(0,p) egy Cl-fiiggvény. Barmely fiigg-
vényt, amely R? egy részhalmazat, azaz {0}-t vagy az iires halmazt X-be
képezi, immerzidénak tekintiink.) Az els6 két feltétel esetén azt tessziik fel,
hogy f értékei egy Y uniform térben vannak, a masik harom feltétel esetén
pedig, hogy egy Y topologikus térben. Vildgos, hogy f € M akkor és csak
akkor teljesiil, ha R¥ barmely U nyilt részhalmazdnak barmely X-be torténd
) immerziéjara p = A*-val fennall, hogy

(M") az f o1 fiiggvény p-mérhetd.
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18.2. Megjegyzések. (1) Céljainknak az Ry (X,Y) fiiggvényosztaly
fog a legjobban megfelelni, mivel el akarjuk keriilni annak feltételezését,
hogy Y uniform tér. Ami még fontosabb, Ry (X, Y)-t hasznédlva regularitési
tételeinkben elkeriilhetjiik az ismert fiiggvények egyenletes folytonossaganak
feltételezését, elég folytonossagot feltenni. Az M,y és L osztalyok is szere-
pet fognak jatszani. F§ eredményiink azt mutatja, hogy durvian szdlva, egy
Ri+1-beli f megoldas Ri-ban is benne van. Meg fogjuk mutatni, hogy Ry a
folytonos fiiggvények osztdlya, és hogy barmely, egy X C R” nyilt halmazt
egy Y megszamlalhaté bazisa térbe képezd f : X — Y Lebesgue-mérheto
fiiggvény R, -ben van. fgy, lépésenként, a megoldasok mérhetdségébdl ko-
vetkezik azok folytonossaga.

(2) Trautner [159] megmutatta, hogy [a,b] C R egy pozitiv mértékii
Lebesgue-mérhet6 M részhalmazdhoz és egy p,, € [a,b] sorozathoz létezik
olyan v € R és p,,, részsorozat, hogy pp,, +u € M. Ez kiovetkezik abbdl,
hogy egy Lebesgue-mérhetd fiiggvény 77-ben van. Valdban, helyettesitsiik
pm-et egy részsorozatdval, amely egy pg € [a,b] ponthoz konvergdl. Legyen
f = &y az M halmaz karakterisztikus fiiggvénye, és legyen ¢ : R x R — R
a @(u,p) = u — p Osszefiiggéssel definidlva. &y € 771-b6l kovetkezik, hogy
majdnem minden u € M + po-ra van olyan p,,_ részsorozat, hogy

En(u—pm,) = Enr(u—po) = 1.

Ez azt jelenti, hogy u + p,,. € M, ha s elég nagy.

Trautner tételét — egyebek mellett — arra hasznalta fel, hogy 1j bi-
zonyitast adjon Steinhaus eredményére, mely szerint R egy mérhetd additiv
leképezése onmagdaba folytonos.

Trautner mddszerét lokalisan kompakt csoportokra, illetve még alta-
lanosabb esetekre dltaldnositotta Grosse-Erdmann [49]. Eredményeire a 8.
paragrafusban is hivatkoztunk.

(3) Az Ly [Sk, Rk, T, My] osztély nem véltozik, ha csak azt tessziik
fel, hogy az (L) [(S), (R), (T), (M)] feltétel teljesiil, valahdnyszor U nyilt
részhalmaza R¥-nak, y = \¥, P nyilt részhalmaza valamely euklidészi tér-
nek, pg € P és ¢ : U x P — X egy C'-fiiggvény, amelyre ¢, bedgyazisa
(azaz olyan immerzidja, amely homeomorfizmus az értelmezési tartomany
és értékkészlet kozott) U-nak X-be, ha p € P. Ez azonnal kovetkezik a
definiciéban emlitett lokalitasi elvbol.

Hasonl6an, ha csak azt tessziik fel, hogy ¢, immerzié, a kapott Ly [Sk,
Ry, T, My] osztaly ugyanaz marad.

(4) Ha az (L) [(S)] feltételben azt hogy ,minden C' C U kompakt hal-
mazra” azzal helyettesitjiik, hogy ,,minden o-véges mérheté C C U-ra”,
akkor ekvivalens feltételt kapunk. Ez konnyen kiovetkezik, ha kompakt hal-
mazokkal beliilrdl torténé approximaciot hasznalunk.

Az Ly, Sk, Rk, Tr és My, osztalyok kozotti legegyszeriibb kapcsolatok
vizsgalataval kezdiink.
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18.3. Tétel. A fenti definicié jelbléseivel, az (L) feltétel fennallasabadl
kovetkezik, hogy (S) is teljesiil. Ha a py pontnak van megszamldlhaté kor-
nyezetbazisa, akkor (L) kovetkezik (S)-b6l. Ha Y uniformitdsanak van meg-
szamlalhaté bazisa, p pedig o-véges, akkor (S)-bél kovetkezik (R). (R)-bél
mindig kovetkezik (T). Ha'Y uniform tér, melynek topoldgidja megszamlal-
haté bazisu, tovabbd (R) teljesiil és (M) teljesiil minden py € P-re, akkor
(S) is. fgy, ha Y szeparabilis metrikus tér, akkor L, = S, C Ry C T;, és
LiNMp =8N My =TRrNM,g.

Bizonyitds. Konnyii latni, hogy (L)-b6l kovetkezik (S), és ha a pg
pontnak van megszamlalhaté kornyezetbazisa, akkor megforditva, (L) ko-
vetkezik (S)-b6l. Az (R)-b6l nyilvan kovetkezik (T).

Annak bizonyitasa, hogy ha Y metrikus tér, u pedig o-véges, akkor
(S)-bol kovetkezik (R), a klasszikus Riesz-féle kivalasztasi tétel bizonyitdsat
utanozza: Legyen C' egy tetszoleges kompakt részhalmaza U-nak, valasszunk
egy o; | 0 sorozatot. Valaszthatunk olyan p,,, részsorozatot, hogy a

{u € C : dist (f(<p(u7pmz))7 f(QO(U,pO))) > Ui}

halmaz (kiilsé) p-mértéke kisebb, mint 27%. Jelolje A; ennek a halmaznak
egy p-burkat. Ha w nincs a M52, U2, A; nulla mértékii halmazban, akkor

dist (f (e (u, pm,)), f(p(u, po))) < 0

minden ¢ > j-re valamely j-t6l. Valasszunk U-nak egy kompakt halma-
zokkal valé Cq,C5, ... majdnem lefedését. Valasszuk ki indukciéval a p,,
sorozat rész-rész-...-sorozatait. A diagondlis eljaras egy olyan részsoroza-
tot eredményez, amelyre a konvergencia majdnem mindeniitt teljesiil. Ez
a bizonyitas olyan uniform terekre is miikodik, melyek uniformitdsanak van
megszamlalhaté bazisa.

Tegyiik fel most, hogy Y szeparébilis metrikus tér. Ha f-re teljesiil (M)
minden py € P-re, akkor az u — ¢(u, p) fiiggvény p-mérheté minden p € P-
re. Felhasznélva, hogy Y szepardbilis, az kapjuk, hogy barmely p,p’ € P
parra az u — (f(¢(u,p)), f(p(u,p’))) leképezése U-nak Y x Y-ba szintén
mérhetd. Ebbdl kovetkezik, hogy minden p, p’ € P parra az

u— dist (f(e(u, p)), f((u, p)))

leképezés is mérhets. Tegyiik fel, hogy (S) nem teljesiil p-re és py € P-re.
Ez azt jelenti, hogy van olyan p,, — pg sorozat, o >0, >0, ésegy C C U
kompakt halmaz, hogy a

{u e O« dist (f(e(u, pm)), f(o(u,po))) = o}

mérheto halmazok mértéke nagyobb, mint £ végtelen sok m-re. Valasszunk
egy olyan p,,. részsorozatot, amelyre az

Ai = {u e C:dist (f(o(u, pm,)), f(0(u,po))) = o}
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mérhet6 halmazok mértéke > . Ekkor egy tetszoleges P, részsorozatra
barmely u-ra a N2, U2, A;; mérhetd és legaldbb & mértékil mérhetd hal-
mazbdl

f(@(u,pmij)) 7L> f(SO(U’?pO))'

Ez ellentmond annak, hogy f-re fennall (R). Igy

p{u € Oz dist (f((u, pm)), f((u, po))) = o} — 0.

Ugyanez a bizonyitas miikodik akkor is, ha Y olyan uniform tér, amelynek
topolégidja masodik megszamlalhaté.

18.4. Tétel. 18.1 jeloléseit hasznalva, legyen Y topologikus tér és
X nyilt részhalmaza R™-nek. Ekkor My(X,Y) = YX é Ro(X,Y) =
To(X,Y) = C(X,Y), az X-et Y-be képezi folytonos fiiggvények osztdlya.
Ha 'Y uniform tér, akkor Lo(X,Y) = So(X,Y) = C(X,Y) is fennall.

Bizonyitas. Trividlis, hogy M minden X-et Y-ba képez6 fiiggvényt
tartalmaz.

Megmutatjuk, hogy minden f : X — Y folytonos fiiggvény benne van
Ro-ban, és igy 7p-ban is. Csak két lehetéség van, U = () vagy U = {0}. Az
elsd esetben nincs mit bizonyitani; a masodik esetben p,,, = pj valaszthato.

A megforditast indirekt médon bizonyitjuk: Ha f € 7y, de nem foly-
tonos, akkor létezik olyan xy € X, olyan x,, — x¢ sorozat és W kornyezete
f(xo)-nak, hogy f(x,) ¢ W. Legyen U = {0}, P = X, pg = x0, ©(0,p) = p,
hap e P. A p,, = x,, sorozatnak olyan részsorozatat valasztva, amelyre

ellentmondésra jutunk.

Hasonléan, ha Y uniform tér és f folytonos, csak két eset van, C' = ()
vagy C' = {0}. Az elsé esetben nincs mit bizonyitani. A mésodik esetben
f o ¢ folytonossagabdl kiovetkezik, hogy elég nagy m-re az f(¢(0,py)) és
f(©(0,po)) értékek elég kizel vannak.

Ha f € Lo = Sy és xg € X, akkor U = C = {0} vélasztéassal, ha P = X,
po = g és ¢(0,p) = p, ha p € P, akkor

F(@(0,pm)) = f@m) — fxo) = f(£(0, po))

barmely p,, = x,, — xo sorozatra, amibol kivetkezik f folytonossdga.

Meg fogjuk mutatni, hogy az R™ valamely X nyilt részhalmazan Lebesgue-
mérhet6 fiiggvények R,,-ben vannak. Hogy a 3., 5., 6., 8. és 9. paragrafusok
eredményeivel valé kapcsolatot vilagossé tegyiik, és mas helyeken is felhasz-
nalhato eredményeket kapjunk, a bizonyitas lényeges részét az alabbi abszt-
rakt formaban fogalmazzuk meg:
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18.5. Tétel. A 18.1 definicié jelbléseit fogjuk hasznalni. Legyen P
topologikus tér, U és X Hausdorff-terek p illetve v Radon-mértékekkel. Te-
gyiik fel, hogy a p mérték o-véges, és hogy ¢ : U X P — X folytonos fiiggvény
az alabbi tulajdonsaggal:

(1) Minden & > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy hap € P, B C U, u(B) > e,
akkor v(yp,(B)) > 6.

Tegyiik fel tovabba, hogy po € P és az f fiiggvény Luzin v-mérheté a ¢, (U)-
t tartalmazo mérheté D halmazon valamely Y topologikus térbeli értékekkel.
Ekkor az (M), (R) és (T) feltételek teljesiilnek U, P, pg, @, f és pu-re. Ha
még Y uniform tér is, akkor (L) és (S) is teljesiilnek.

Bizonyitds. Elgszor megmutatjuk, hogy (M) teljesiil. Allitsuk els U-t
megszamlalhaté sok kompakt halmaz és egy nullmértékii halmaz egyesitése-
ként. Legyen D;, ¢ = 1,2,... ezen kompakt halmazok ¢, 4ltali képe. Le-
gyen D' = U2 D;. Ekkor v(D;) < 00 és pu(ipy, (D\D')) = 0. Vélasszunk D;-
ben kompakt halmazoknak egy olyan K; ;, j = 1,2,... sorozatdt, amelyre
v(D;\K; ;) — 0, ha j — oo és f|K; ; folytonos. Legyen V nyilt részhalmaza
Y-nak. Mivel (f|K; ;)" (V) relativ nyilt K; j-ben, Borel-halmaz X-ben. A
K = U2, U2, K j jeldléssel B = (f|K)~(V) is Borel-halmaz X-ben. Az

E = D'\ K halmaz v-mértéke nulla, igy az N = (f|E) (V) halmaz szintén
nulla mértéki. Most vegyiik észre, hogy

(f o 0p) (V) =, (B) Ui (N) Uyt (DN D) N f7H(V))

A bal oldalon ¢, !(B) Borel-halmaz, az (1) feltétel miatt pedig a 5 ' (V) és
©p (D \ D) halmazok nulla mértékiiek. Ez azt jelenti, hogy (M) teljesiil.
Most tegyiik fel, hogy Y uniform tér. Megmutatjuk, hogy (L) telje-
stil. Legyen C kompakt részhalmaz U-nak, és legyen K = ¢, (C). Le-
gyen ¢ > 0 és vélasszunk egy olyan 6 > 0-t, amely (1)-ben &/2-nek felel
meg. Valasszunk egy V nyilt halmazt, amely tartalmazza K-t, és amelyre
v(V\ K) < §/2. Mivel f Luzin v-mérhetd, van olyan K, kompakt rész-
halmaza K-nak, amelyre v(K \ Ky) < §/2 és f|Ky folytonos. Valasszunk a
Ky kompakt Hausdorff-téren egy, a topoldgiaval kompatibilis uniformitést.
Mivel f|Ky egyenletesen is folytonos, barmely « reflexiv szimmetrikus re-
laciéhoz az Y uniformitasabdl van olyan 3 reflexiv szimmetrikus relacié a
K uniformitdsabdl, amelyre az f(z) és f(z') pontok a-kdzel vannak Y-ban,
ha az x és 2’ pontok [-kozel vannak Ky-ban. Vilasszunk olyan ~ refle-
xiv szimmetrikus relaciot Ky uniformitdsabol, amelyre v o v C §. Minden
u € C-hez létezik olyan U, C U nyilt kornyezete u-nak és P, nyilt kor-
nyezete pg-nak, hogy U, X P,-t ¢ a V-be képezi, és p(U, x P,) minden
pontja, amely Ky-ban van, ~y-kozel van ¢(u, pg)-hoz. Vilasztva egy véges
Ui,y Uy, ..., Uy, részlefedését C-nek, Py = N, P,,-vel azt kapjuk, hogy
minden p € Py-ra a ¢, leképezés C-t V-be képezi, és barmely u € C-re,
ha ¢(u,p) a Kop-ban van, akkor §-kozel van ¢(u, pg)-hoz. Legyen p € Py és
tekintsiik a C' N, ! (Ko) N, (Ko) halmazt. Bzt a halmazt @, és @, is a
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K, halmazba képezi, és barmely u elemére a ¢(u,p) és ¢(u,pg) pontok /-
kozel vannak Ko-ban, igy a f(o(u,p)) és f(p(u,po)) pontok a-kdzel vannak
Y-ban. Ha megmutatjuk, hogy ennek a halmaznak a komplementere e-nal
kisebb mértékii, akkor készen vagyunk. Mivel ennek a halmaznak a C-re
vonatkozé komplementerét lefedi a C'\ 7' (Ko) és C'\ o' (Ko) halmazok
egyesitése, elég ezen halmazok mértékét megbecsiilni. Az els6 halmazt ¢,
a V' \ Ky halmazba képezi, igy mértéke nem lehet nagyobb vagy egyenld
mint /2. A masodik halmazt ¢,, képezi V' \ K¢-ba, igy, hasonléan, mértéke
kisebb, mint /2.

A bizonyitas tovabbi részéhez vegyiik észre, hogy ha K’ kompakt rész-
halmaza X-nek és a C' = ¢, I1(K') halmaz p-mértéke véges, akkor min-
den £ > 0-hoz van olyan P, kornyezete pg-nak, hogy minden p € Py-ra
1(C"\ ¢, 1(K")) < . Ennek bizonyitasara vélasszunk a C’ Borel-halmaznak
olyan C” kompakt részhalmazét, amelyre u(C’\ C”) < €/2 és legyen K" =
©p, (C"). Vélasszunk egy K”-t tartalmazé V nyilt halmazt, amelyre v(V' \
K") < §, ahol 6-t (1) szerint €/2-hoz valasztottuk. Minden u € C”-héz van
olyan U, és P, nyilt kornyezete u-nak illetve pp-nak, hogy (U, x P,) C V.
Valasszunk egy U,,,...,U,, véges részlefedést az U,, u € C” lefedéshél,
és legyen Py = N, P,,. Ekkor, ha p € Py, a C"\ ¢, ' (K") halmazt ¢,
a V \ K" halmazba képezi, igy p-mértéke kisebb, mint £/2. Most mivel
K" CK' és C'"\ @, '(K') C (C"\C")U(C"\ @, (K")), azt kapjuk, hogy
p(C"\ g, H(K')) <e.

Most csak azt tegyiik fel, hogy Y topologikus tér. Megmutatjuk, hogy
(R) teljesiil, amib6l kovetkezik, hogy (T) is. Legyen ismét C kompakt rész-
halmaza U-nak és legyen K = ¢, (C), tovabba legyen p,, — po egy kon-
vergens sorozat P-ben. Legyen g; = 27% és legyen §; > 0 a megfeleld,
(1) szerint valasztott 0 szdmok sorozata. Valasszunk egy olyan K; C K
kompakt halmazt, amelyre f|K; folytonos és v(K \ Ki) < 41, és legyen
C1 = @, (K1). Ekkor p(C'\ C1) < e1. Indukciéval, felhasznélva amit az
el6z6 bekezdésben megmutattunk, taldlhatunk olyan m; < mg < ... index-
sorozatot, amelyre u(C1 \ ¢, (K1)) < €i41, ha j > m;. Ebbdl kivetkezik,
hogy M(Cl\ﬂﬁ‘;lwlj:% (K1)) < e1. Legyen most K3 egy kompakt részhalmaza
K-nak, amelyre f|K folytonos és v(K \ K3) < 3. Legyen Cy = ¢, 1 (K>),
ekkor p(C'\ Cs) < 2. Alkalmazzunk djra teljes indukciét, de most a részso-
rozatra az eredeti sorozat helyett. Ekkor egy olyan részsorozatot kapunk,
amelyre p(Cy '\ ﬂ;";lgpzjwll% (K3)) < e9. Folytatva ezt az eljarast, és a diago-
nalis sorozatot véve, a p;L sorozatnak egy olyan p,,, részsorozatat kapjuk,
amelyre az

Ei= (C\C) U (Ui(Ci \ oy, ()

halmaz mértéke kisebb, mint 2¢;. Legyen most £ = N2, U2, F;. Vildgos,
hogy u(F) =0. Hau € C'\ E, akkor van olyan k, hogy u ¢ F;, hai > k. Ez
egyrészt azt jelenti, hogy u ¢ C'\ C;, ha i > k, azaz u € C;, ha i > k. Ebbdl
kovetkezik, hogy ¢,, (u) € K;, ha i > k, specidlisan ¢, (u) € Kj. Masrészt,
ha i > k, akkor minden ¢ > i-re u ¢ C; \ 901;11% (K;). Ezt csak i = k-ra fogjuk
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felhaszndlni, mar ebbdl kovetkezik, hogy ¢, (u) € Ky, ha t > k. Mivel
fIK} folytonos, azt kapjuk, hogy f(pp,, (1)) — f(pp,(u)). Az dltalinos
esetet igy kapjuk, hogy U-t el6éllitjuk egy o-kompakt halmaz és egy nulla
mértéki halmaz egyesitéseként és ismét alkalmazzuk az atlos eljarast.

18.6. Tétel. A 18.1 definicio jeloléseit fogjuk hasznalni. Legyen X
nyilt részhalmaza R™-nek. Ha Y megszamlalhaté bazisi topologikus tér,
akkor minden \"-mérheté f : X — Y fiiggvény benne van R, (X,Y)-ban,
T.(X,Y)-ban és M, (X,Y)-ban. Tovabbd, ha Y még uniform tér is, akkor
f benne van L, (X,Y)-ban és S,,(X,Y)-ban.

Bizonyitas. Luzin tétele szerint f Luzin \"-mérhet6. Legyen U C R"
nyilt, P nyilt részhalmaza valamely euklidészi térnek, pp € P, p : UXP — X
egy Cl-fiiggvény, amelyre minden ¢,, p € P bedgyazds. Az eléz8 tételt
fogjuk alkalmazni lokdlisan p-re. Legyen ug € U és valasszunk olyan ¢ > 0-t,
amelyre | det(y, (uo))| > c. Vélasztva olyan kompakt lezarti Uy kornyezetét
ug-nak és Py kompakt lezarti kornyezetét pp-nak, amelyre ¢, kolcsondsen
egyértelmii Ug-on, ha p € Py, tovabbd | det(p),(u))| > ¢, hau € Uy és p € Py,
az integraltranszforméacios formula szerint azt kapjuk, hogy barmely B C Uy
mérhet6 halmazra

N (pp(B)) = /B det (!, ()| dA"(u) > eA™(B).

A X" (pp(B)) > cA™(B) egyenl6tlenség nem mérhetd B halmaz esetén is fenn-
all, mivel egyébként lenne olyan A D ¢, (B) Borel-burok, amelyre \"(A) <
cA" (g, 1 (A)) teljesiilne valamely p € Py-ra. Ez ellentmondas, mivel ¢ ' (A)
Borel-halmaz, tehat mérhetdo.

fgy az el6z6 tétel alkalmazhatd o|Uy x Py-ra. Mint a 18.1 definiciéban
emlitettiik, ez elég annak bizonyitdsara, hogy (L) [(S), (R), (T), (M)] fennall
f, U, P, pg, @, \"-re.

18.7. Tétel. A 18.1 definicio jeloléseit fogjuk hasznalni. Legyenek
Z,Z; (i =1,2,...,n) topologikus terek. Legyenek X; (i = 1,2,... ,n) és
X euklidészi terek nyilt részhalmazai és legyen Y C R! nyilt. Legyen D
nyilt részhalmaza X x Y-nak. Tekintsiik az f : X — Z, f; + X; — Z;,
h:DXZyx...xZy,—Z,g,:D— X; (i =1,2,... ,n) fiiggvényeket.
Legyen U C R¥ nyilt halmaz, P nyilt részhalmaza valamely euklidészi térnek,
po € P, o : UxP — X egy C'-fiiggvény, amelyre p, immerzidja U-nak X -be
minden p € P-re, és tegyiik fel, hogy az alabbi feltételek teljesiilnek:

(1) minden (z,y) € D-re

f((lf) = h(x7y7f1(gl(x7y))7 cee 7fn(gn(x7y)))a

(2) barmely rogzitett y € Y-ra h folytonos a tobbi valtozéban;
(3) az f; fiiggvény Ryy;-ben van X;-n (i =1,2,... ,n);
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(4) a g; fiiggvény C'-ben van D-n (i =1,2,... ,n);
(5) minden uy € U-hoz van olyan yo, hogy (p(ug,po),y0) € D és az

(u,y) — gi(¢(u, po),y)

leképezés deriviltjanak rangja az (ug,yo) pontban k+ 1, ha 1 <i < n.
Ekkor az (R) feltétel teljesiil f, U, P, py, @, AF-ra.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy p,, — po. Valasszunk Uy, Py, Yy nyilt
kornyezetét ug, po, yo-nak gy, hogy (¢(u,p),y) a D-ben legyen, ha u € Uy,
p € Py, y € Yy, tovabbd, az (u,y) — gi(p(u,p),y) leképezés derivaltjanak
rangja k + [ legyen u € Uy, p € Py, y € Yy és 1 < 1 < n esetén. Ez
lehetséges, mivel D nyilt, a g; és ¢ fiiggvények C'-ben vannak, a rang alulrél
félig folytonos, és U x Y dimenzidja k + [, igy a rang ennél nagyobb nem
lehet.

Mivel az f; fiiggvény Ry4;-ben van, van olyan p,, részsrozata p,,-nek,
hogy egy nulla A**-mértékii E; halmaz pontjait kivéve minden (u,y) €
Uy x Yy parra

f1(g1(p(w; pm,.),y)) — f1(g1(p(u,po),y))-

Most a p,,, részsorozatra felhasznélva, hogy fo a R4 osztalyban van, olyan
Pm,., részsorozatot kapunk, amelyre egy nulla Netimértékii By halmazt ki-
véve, minden (u,y) € Uy X Yy pérra

f2(g2(p(u, P, ), y)) — fa(g2(e(w; po),y)),

stb. Végiil p,,, egy olyan p,,, részsorozatéat kapjuk, hogy a nulla A*+!-mértékii
E = U, E; halmaz pontjait kivéve minden (u,y) € Uy x Yy pérra

fi(gi(e(u,pm,),v)) — fi(gi(p(u,po),y)),

ha¢=1,2,...,n. Fubini tétele szerint majdnem minden y € Yj-ra teljesiil,
hogy majdnem minden u € Up-ra (u,y) ¢ E. Rogzitve barmely ilyen y-t, a
fiiggvényegyenletbdl, és abbdl, hogy rogzitett y mellett h folytonos a tobbi
valtozoban, azt kapjuk, hogy

flo(u,pm,)) — fe(u,po)),

amely az (R) feltétel a o|Uy x Py fiiggvényre.
Igy megmutattuk, hogy minden ug € U-hoz van olyan Uy nyilt kérnye-
zete ug-nak és p,,, részsorozata p,,-nek, hogy majdnem minden v € Uy-ra

F(e(u, pm,)) = fle(u; po))-

Mivel U Lindelof-tér, a 18.1 definiciéban tett megjegyzés szerint (R) teljesiil.
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18.8. Példa. A 18.1 definici6 jeloléseit fogjuk hasznalni. Tekintsiik a
kovetkezo fiiggvényegyenletet:

Zhi(w,y)f(:v +9i(y)) =0,

ha z € R™, y € R. Tegyiik fel, hogy az h; : R™ x R — R\ {0} fiiggvények
folytonosak, és a ¢g; : R — R™ fiiggvények C'-ben vannak. Bevezetve az
x; = x + g;(y) 4j valtozét x helyett, azt kapjuk, hogy

W g3 LB ) — 0,05)+ ).

Hogy megmutassuk, az el6z6 tétel (5) feltétele teljesiil, a

D) D) dao® d gtV
() () W)~ ()
§plm) §plm) do™ g m)
e(u) e (u) S ()~ S W)

(r) (r)

matrix rangjat kell megvizsgalnunk, ahol ¢, és g;’ a ¢, és a g; koordi-
natai. Ha ez k + 1, akkor alkalmazhatjuk az el6z6 tételt [ = 1-el. A feltétel
geometriailag azt jelenti, hogy a g{(y) — g;(y) vektor nincs benne a ¢, (u)
linedris operator képterében (amelyrél tudjuk, hogy k-dimenzids). A képtér
akarmelyik k-dimenziés altere lehet R™-nek. Megtorténhet, hogy barmilyen
k-dimenzids linedris altérhez létezik olyan y € R, hogy a g;(y) — g;(y), i # j
vektorok egyike sincs benne ebben az altérben. Ekkor tételiink kézvetleniil
alkalmazhato, és mutatja, hogy f € Rii1-bol kovetkezik f € Ri. Ha ez
a helyzet k = m —1,m — 2,...,0-ra, akkor kapjuk, hogy minden mérheto
megoldas folytonos. De vannak esetek, amikor nem ez a helyzet. Ha példaul
a g; fiiggvények derivaltja konstans, azaz ha g;(y) = ya; + b;, akkor semmi-
lyen rogzitett j-re sem alkalmazhatjuk az (1) egyenletet, hogy f € Ry41-b6l
megkapjuk f € Ry-t, mivel valamilyen ¢ fiiggvényre ¢, (u) képtere tartal-
mazni fog néhany gi(y) — gj(y) = a; — a; vektort. De az (1) egyenletek
koziil barmelyiket haszndlhatjuk. Mivel Ri-ban lenni lokdlis tulajdonsag,
elég megmutatni, hogy R™ barmely k-dimenzids linearis alteréhez van olyan
J. hogy az a; —aj, © # j vektorok egyike sincs az adott altérben. Példaul ez
biztosan teljesiil, ha n > m és az ay, ... ,a, vektorok altaldnos helyzetben
vannak. Ha ez a feltétel nem teljesiil, még mindig lehetséges, hogy tételiink
alkalmazhat6. Egy hasonlé (de valamivel egyszer(ibb) esetet meg fogunk
vizsgalni az alkalmazasok kozott, a 21.11 pontban.

18.9. Megjegyzés. Bar, mint a fenti példa mutatja, a 18.7 tétel sza-
mos esetben alkalmazhaté, nem kielégitd, mivel az (5) feltétel tuil erés. Ha
a 18.7 tételt alkalmazva akarjuk bizonyitani, hogy f € Ry, a ¢ fiiggvény
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tetszbleges lehet. Igy az (5) feltétel implicit médon azt jelenti, hogy %
9gi
dy

ban azt jelenti, hogy g;-nek az x minden koordinatdjatél fiiggenie kell, ami
nem kényelmes. Enyhiteni szeretnénk ezt a feltételt. A helyett, hogy

rangja nagy kell legyen, még akkor is, ha rangja nagy. Ez a gyakorlat-

(u,y) = gi(e(u, po),y)

rangja a maximalisan lehetséges k + [ az (ug, yo) pontban, csak azt fogjuk
feltenni, hogy rangja egy (i-t6l fiiggd) k; konstans az (ug, po,yo) valamely
kornyezetében. Azonban ekkor Ry NMp-beli fiiggvényekkel kell dolgoznunk,
és durvan szdélva, tételeink azt mondjak, hogy Ri11NMj1-beli megoldasok
Ry N Mp-ban is benne vannak.

El6szor csak az (M) mérhetéségi feltétellel fogunk foglalkozni. Az alabbi
lemmaét fogjuk felhasznélni, hogy bebizonyitsuk, ha az (M) feltétel teljesiil
az f; fiiggvényekre, akkor f-re is.

18.10. Lemma. 18.1 jeloléseit fogjuk haszndlni. Legyen X nyilt
részhalmaza R™-nek, Y topologikus tér, 0 < k <n és f € My(X,Y). Ha
az R™ tér U nyilt részhalmazdnak C'-leképezése X -be, deriviltjanak rangja
mindeniitt k, akkor az f o fiiggvény A" -mérheto.

Bizonyitas. A lemma kozvetleniil kovetkezik a rangszam tételbdl. Va-
l6ban, a rangszam tétel szerint minden uy € U-nak van olyan U, kornyezete,
hogy 1|Uy felirhaté « o p o 3 alakban. Itt, az [ = |—1,1] jeloléssel, a (
leképezés diffeomorfizmusa Uy-nak I™-re gy, hogy ((ug) = 0, a p projekci-
6ja I™-nek I"-be p(z1,za,... ,Tm) = (X1,22,...,2k,0,...,0) alakid, és «
diffeomorfizmusa I™-nek egy X, nyilt halmazra, amely 0-t zo = 1 (ug)-ba
viszi. Az I* x {0} C I™ halmazt I*-val azonositva azt kapjuk, hogy «o|I*
immerzio, igy az (f o (a\]k))_l (V) halmaz A\*-mérhetd Y minden V nyilt
részhalmazdra. Mivel a p~1(A) halmaz A™-mérhetd I* barmely A*-mérheté
A részhalmazdra, és a 71 (B) halmaz A\™-mérhetd I"™ barmely A™-mérhetd
B részhalmazdra, azt kapjuk, hogy az f o (¢|Uy) fiiggvény A"™-mérhetd. Fel-
hasznalva, hogy U Lindelof-tér, kapjuk az altaldnos esetet.

18.11. Tétel. 18.1 jeloléseit togjuk hasznalni. Legyen Z topologikus
tér, Z; (i = 1,2,...,n) pedig szeparabilis metrikus tér. Legyenek X; (i =
1,2,...,n) és X nyilt részhalmazai valamely euklidészi tereknek és legyen
Y C R! nyilt. Legyen D nyilt részhalmaza X x Y-nak és tekintsiik az
f: X -2 fi X > Z;,h : DXZyxX...xXZ, > Z,9 :D — X;
(i = 1,2,...,n) fiiggvényeket. Legyen U C RF nyilt, ¢ : U — X egy C!-
immerzidja U-nak X -be, és tegyiik fel, hogy az alabbi feltételek teljesiilnek:
(1) minden (z,y) € D-re

f((lf) = h(x7y7f1(gl(x7y))7 cee 7fn(gn(x7y)))a
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(2) barmely rogzitett y € Y-ra h folytonos a tébbi vdltozéban;

(3) az f; fiiggvény My,-ben van X;-n (i = 1,2,...,n);

(4) a g; fiiggvény Cl-ben van D-n (i = 1,2,...,n);

(5) minden uy € U-hoz van olyan yo, amelyre (¢ (uo),yo) € D és az

(u7 y) = gz(¢(u)7 y)

leképezés derivaltjanak rangja k; az (ug,yo) egy kornyezetében, ha 1 <
1 < n.
Ekkor u — f(1(u)) Lebesgue-mérheté.

Bizonyitas. Vilasszunk olyan Uy nyilt kérnyezetét ug-nak és Yy nyilt
kornyezetét yo-nak, amelyre (¢ (u),y) a D-ben van, ha u € Uy, y € Yy,
tovabba, az (u,y) — g;(¥(u),y) leképezés derivaltjanak rangja k; minden
u € Uy, y €Yy, 1 <i<mnre (5)szerint ez lehetséges. Az el6z6 lemmabdl
azt kapjuk, hogy az (u,y) — fi(g:(¥(u),y)) leképezés AFtl-mérhets. Fubini
tétele szerint, kivéve az Y halmaz y pontjainak egy nulla \-mértékii F;
részhalmazat, az u — fi(g:(¢¥(u),y)) leképezés A\¥-mérheté Up-on. Innen,
kivéve az I/ = U}’ E; halmaz pontjait, minden y € Yy-ra az

u = (Y(u), flgr((u),9), - falgn(¥(u), )))

leképezése Uyp-nak Dy x Z7 X --- X Z,-be mérhetd. Mivel barmely rogzitett
y-ra a h fliggvény folytonos a tébbi valtozéban, azt kapjuk, hogy barmely
rogzitett y € Yy \ E-re az

w=h(Y(u),y, frlgr (@), y), - falgn((u), y)))

leképezés mérhetd. Ez azt jelenti, hogy u — f(1(u)) mérhet6 Uy-on.
Mivel U Lindelof-tér, kapjuk az allitast.

Az aldbbi tétel a kulcs az 18.7 tétel 18.13 altaldnositasihoz.

18.12. Tétel. 18.1 jeloléseit fogjuk hasznalni. Legyen U C R™, X és
P euklidészi terek nyilt részhalmazai, pg € P, Y szeparabilis metrikus tér,
v :U x P — X egy C'-fiiggvény, amelyre rank ¢p(u) = k minden u € U,
p € P-re. Ha f € My(X,Y)NLy(X,Y), akkor az (L) feltétel teljesiil f, U,
P, po, ¢ és N"-el.

Bizonyitas. Legyen ug € U. Mivel o, (ug) rangja k, az u-t felirhatjuk
u = (u1,uz) € RF x R™~* alakban tgy, hogy

6_90( )
Dus Uo, Po

determinansa ne legyen 0. fgy van olyan U; x U, kornyezete ug-nak és Py
kornyezete po-nak, hogy Uy, az U; lezartja kompakt, U; x Uy C U, és az

Uy — SO(Ul,Uz,p)
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leképezés immerzidja Ui-nek minden us € Uy, p € Py-re. Feltehetjiik, hogy
MNE(U) és Am=F(U,) végesek. Mivel f € L, minden ¢,0 > 0-hoz és minden
ug € Us-hoz van olyan § > 0, hogy ha |uy — ua| < 4§, |p — po| < ¢, akkor
U/2 € U2 és

3

ANefuy € Uy = dist(f(e(ug,uh, p)), flo(ur, uz, po))) > 0/2} < IR ()

Alkalmazva ezt p = pg-ra is, és kombindlva a két egyenlGtlenséget, azt kap-
juk, hogy

minden wuh-re, amelyre |uy, — us| < § és minden p-re, amelyre |p — po| < 9.
Rogzitett €,0 > 0-ra legyen d,, az us € Us-nek megfeleld §.

Legyen C' tetsz6leges kompakt részhalmaza U; x Us-nek és legyen Cy =
{ug : (u1,us) € C} a projekcidéja C-nek. Az uy € Cy kozépponti, &,,-nél
kisebb sugaru zart gombok Vitali-lefedését alkotjak Cy-nek, igy kivalasztha-
tunk beldliik egy B;, i = 1,2... diszjunkt sorozatot, amely A *-majdnem
mindeniitt lefedi Cs-t.

Mivel f € My, az el6z6 lemma szerint az u — f(¢(u,p)) leképezések
A"-mérhetéek minden p € Py-re. fgy az

u— dist(f(¢(u, p)), f(e(u, po)))

leképezés is mérhetd, azaz az

(2) {u e Uy x B : dist(f(¢(u,p)), f(¢(u,po))) = o}

halmazok A"*-mérhetéek. Felhaszndlva (1)-et és a Fubini-tételt, azt kapjuk,
hogy a (2) halmaz A\™-mértéke legfeljebb A™~%(B;)e/AX™~*(U,). Mivel a B;
halmazok diszjunkt majdnem lefedését alkotjak Cs-nek, azt kapjuk, hogy

A e O = dist(f(e(u, p)), fle(u,po))) 2 o} <e.

fgy megmutattuk, hogy minden uy € U-nak van olyan Uy = U; x Uy kor-

7z

megjegyzés szerint kovetkezik az allitas.

18.13. Tétel. 18.1 jeloléseit fogjuk haszndlni. Legyen Z topologikus
tér, és legyenek Z; (i = 1,2,...,n) szeparabilis metrikus terek. Legyenek
X; (i =1,2,...,n) és X kiilonboz4 euklidészi terek nyilt részhalmazai és
legyen Y C R! is nyilt halmaz. Legyen D nyilt részhalmaza X x Y -nak.
Tekintsiik az f : X — Z, f; : X; — Z;, h : DX Zy X ... X Z, — Z,
gi: D — X; (i =1,2,...,n) fiiggvényeket. Legyen U C RF nyilt, P nyilt
részhalmaza valamely euklidészi térnek, po € P, ¢ : U x P — X egy C!-
fiiggvény, amelyre minden ¢, p € P immerzidja U-nak X-be, és tegyiik fel,
hogy az alabbi feltételek teljesiilnek:
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(1) minden (z,y) € D-re

f((lf) = h(x7y7f1(gl(x7y))7 cee 7fn(gn(x7y)))a

(2) barmely rogzitett y € Y-ra h folytonos a tobbi valtozéban;

(3) az f; fiiggvény Ry, N My,-ben van (i = 1,2,... ,n);

(4) a g; fiiggvény C'-ben van D-n (i =1,2,... ,n);

(5) minden uy € U-hoz van olyan yo, amelyre (¢(ug, po),yo) € D és az

(u,y) — gi(¢(u,p),y)

leképezés derivaltjanak rangja k; az (ug,po,yo) pont egy kiérnyezetén
minden 1 <3 < n-re.

Ekkor az (R) és (M) feltételek teljesiilnek f, U, P, po, @, AF-val.

Bizonyitds. A 18.11 tételbdl kovetkezik, hogy az (M) feltétel teljesiil
f, U, P, po, o, \F-val. Rogzitsiink egy ug € U-t és valasszunk egy yo-at
up-hoz (5) szerint. Vialasszunk olyan Uy, Py illetve Y, kornyezeteit ug-nak,
po-nak, illetve yg-nak, amelyekre (o(u,p),y) € D, ha u € Uy, p € Py és
y € Yy, tovabba az

(u,y) = gi(e(u,p),y)

leképezés derivaltjanak rangja k; az Uy x Py x Yy halmazon minden 1 < i < n-
re. Annak bizonyitasa, hogy az (R) feltétel is teljesiil, pontosan gy megy,
mint a 18.7 tételben, de az el6z6 tételt kell felhasznalnunk a defnicié helyett.

18.14. Feltételek. Ennek a paragrafusnak a hatralévo részében 18.1
jeloléseit fogjuk hasznalni, de csak azt az esetet vizsgaljuk, amikor X nem
iires nyilt részhalmaza R"-nek, f pedig az X-et egy Y szeparabilis metrikus
térbe képezi, mivel el kivanjuk keriilni azokat a nehézségeket, amelyek csak

sz

18.15. Megjegyzés. 18.14 feltételei mellett, egy masik, a 18.1 defini-
ciéban targyalttol eltérd lokalitasi elv is fenndll. Nevezetesen, f € L (X,Y)
akkor és csak akkor, ha minden zy € X-nek van olyan Xy C X nyilt kornye-
zete, hogy f|Xo € Lx(Xo,Y). A ,csak akkor” rész nyilvanvalé. Az ,,akkor”
részt 18.1 jeloléseit felhasznalva bizonyitjuk. Vegyiik észre, hogy minden
ug € U ponthoz léteznek olyan Uy illetve Py kornyezetei ug-nak illetve pg-
nak, hogy xo = ¢(ug, po)-ra a ¢(Uy, Py) halmaz része Xo-nak. Ez azt jelenti,
hogy (L) teljesiil p|Uy x Py-ra. Most a definiciéban megfogalmazott lokalitési
elvbél kapjuk, hogy f € Li(X,Y). Hasonlé lokalitédsi elv igaz (és ugyanigy
bizonyithatd) Sg-ra, Ry-ra, Tp-ra és My-ra.
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18.16. Az M, osztaly. 18.14 feltételei mellett, legyen
'Ak = {A CX: 514 € Mk:(X7 {07 1})}7

ahol {0, 1}-et mint diszkrét teret tekintjiik. Konnyi latni, hogy Ay egy o-
algebra, és egy f : X — Y fiiggvény pontosan akkor van My(X,Y)-ban,
ha f~1(V) az Aj halmazosztalyban van Y barmely V nyilt részhalmazéra.
fgy M (X,Y) vizsgilata az A, o-algebra vizsgalatara redukalhaté. Konnyti
latni, hogy A,, az X osszes \"-mérhet6 részhalmazainak osztédlya, Ag pedig
az X Osszes részhalmazainak osztalya. Megmutatjuk, hogy A € A, akkor
és csak akkor, ha minden U C RF nyilt halmazra és minden ¢ : U — X
immerziéra az A N rng1) halmaz x*-mérhetd.

Barmely u € U-hoz van olyan C' kompakt kornyezete u-nak, hogy
megszoritasa C-re kolesonosen egyértelmi. Az integraltranszforméciés for-
mula szerint, ha 1 ~!(A4) N C Lebesgue-mérhetd, akkor ¢ (C) N A Hausdorff-
mérhetd. Megforditva is, ha ¢(C')N A Hausdorff-mérhetd, akkor felhasznalva,
hogy ¥(C) Hausdorfl-mértéke véges, léteznek olyan B, N C (C) Borel-
halmazok, hogy B C A, (AN (C))\ B C N és x*(N) =0. A (¢|C)~1(B)
és (1|C)~'(N) halmazok Borel-halmazok, és az utébbi csak nulla mértékii
lehet. Ez azt jelenti, hogy a (10|C)~'(A\ B) halmaz A\*-mértéke is nulla, igy
(¥]|C)~1(A) is AF-mérheté.

Most minden u € U-hoz valasztva a fentiek szerint egy C' kompakt
kornyezetet, ezek koziil megszamlalhatd sok lefedi U-t. Ha az A N rngvy
halmaz y*-mérhetd, akkor a (1|C;)~!(A) halmazok mind A\*-mérhetdek, és
fgy ¥~ 1(A) is A*-mérheté. A mdsik irdnyban, ha a ¢ ~1(A) halmaz A\*-
mérhetd, akkor a ¢p~1(A4) N C; halmazok is mérhetéek, fgy A Nrngt) =
(Ui (C;)) N A is x¥-mérheté halmaz.

Amit eddig bebizonyitottunk, abbdl kivetkezik, hogy minden y*-mérhetd
halmaz Aj-ban van, mivel rng1) mindig x*-mérhets. Egy megszamlalha-
téan (x*, k)-rektifikdlhaté halmaz akkor és csak akkor van Ay-ban, ha x*-
mérhetd. Csak azt kell megmutatnunk, hogy ha A € A, megszamlilha-
téan (x*, k)-rektifikdlhat6, azaz ha az A halmaz y*-majdnem részhalmaza
RE-beli korlatos halmazok Lipschitz-képei megszamlilhaté uniéjanak, ak-
kor az A halmaz y*-mérheté. Federer [42] konyvének 3.2.29 tétele szerint
A C N U (U2,S;), ahol x*(N) = 0 és minden S; egy k-dimenziés C!-
részsokasaga X-nek. Az S;-t kisebb részekre osztva, ha kell, feltehetjiik,
hogy S; az R¥ valamely nyilt részhalmazanak valamely 1; C'-immerzi6 al-
tali képe. Mivel a ¢, '(A) halmaz \*-mérhetd, az ANrng1); = ANS; halmaz
x*-mérheté minden j-re. Innen

A= (ANN)U(UZ, (AN S))

is y*-mérhetd.

Léteznek nem y*-mérheté halmazok is Ay-ban. Egy véges x*-mértéki
tisztdan nem rektifikdlhaté kompakt halmaz barmely nem y*-mérhetd rész-
halmaza (Federer [42], 2.2.4) egy ilyen példa. Egy ilyen A halmazra a¢~!(A)
halmaz nulla Lebesgue-mértékii az R¥ barmely nyilt részhalmazanak bér-
mely 1 immerziéjara X-be. Tisztdn nem rektifikilhaté halmazra példat
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Federer konyvében taldlhatunk, [42], 3.3.20. Lasd még Morgan konyvét,
[131], 3.17.

18.17. Osszefiiggés My, Li, Sk, Ri és T, kozott. 18.14 feltételeit
hasznaljuk. A legegyszeriibb kérdések egyike, hogy f € My-bdl kovetkezik-e
f € Lk, Sk, Ry vagy Ti.. Tudjuk, hogy ez fenndll, ha k = n. Ha k < n, akkor
X és egy megfeleld k-dimenzids stk metszetének a karakterisztikus fiiggvénye
M-ban van, de nincs benne az Ly, S, Ry és 7 osztalyok egyikében sem.

A misik iranyban, tegyiik fel, hogy f € Lx = S C Ry C 7. Kérdés,
hogy f € My, teljesiil-e? Ez trividlisan teljesiil, ha k£ = 0. Masrészt, megmu-
tatjuk, hogy az allitds nem bizonyithaté6 ZFC-ben, ha 0 < £ < n. Nevezete-
sen, a kontinuum-hipotézist felhasznalva példat adunk olyan f fiiggvényre,
amelyre f € Ly, de f ¢ My. Godel és Cohen nevezetes eredményei sze-
rint, a kontinuum-hipotézis fiiggetlen ZFC axiémaitél. Igy My C Lx nem
bizonyithaté ZFC-ben.

Egy masik kérdés, hogy igaz-e, hogy S = Ry. Ez ismét csak trividlisan
teljesiil, ha k = 0. A kontinuum-hipotézist felhasznialva a 0 < k < n esetben
ellenpéldat adunk, ezzel megmutatva, hogy a két osztaly egyenlésége nem
tétel ZFC-ben. A k = n esetrdl semmit sem tudok.

Hasonldan, azt is kérdezhetjiik, hogy teljesiil-e Ry = 7, vagy legaldbb
M N R = My N7y Ezis teljesiil k = 0-ra. Ha 0 < k < n, megmutatjuk,
hogy My N Ry G My NTy, igy Ri & Tr. A k = n esetben tudjuk, hogy
M, C R, C 7,, igy természetesen M, "R, = M, N7,. Nem tudom,
teljesiil-e, hogy R,, = 7,,7

18.18. Hierarchia a kiilonb6z6 dimenzidékhoz tartozé fiiggvé-
nyosztalyok koézott. 18.14 feltételeit hasznaljuk. Rogzitsiik a 0 <k < <
n dimenzidkat, és vizsgaljuk az My, Lg, stb., és az M, L;, stb. osztalyok
kozotti kapcesolatokat.

Azt remélhetjiik, hogy csokkentve a dimenziét, az (L), (S), stb. feltételek
egyre er6sebbé valnak. Az ilyen irdnyba kapott két pozitiv eredmény egyike,
hogy ez valéban fennall az (L), (S) és (R) feltételekre mérhetdség mellett:

MenNnM;NL, C L.

Ennek az allitdsnak a bizonyitdsa nagyon hasonld a 18.12 tétel bizonyitasa-
hoz, igy nem ismételjiik meg az érvelést.

Kontinuum-hipotézis mellett adott ellenpéldaval megmutatjuk, hogy
k > 0-ra
ZFCE M NL, C M UT;.

Hasonléan, kontinuum-hipotézis mellett adott ellenpéldaval mutatjuk
meg, hogy

IZFCE M NL,NL C M,

kivéve a trividlis k = 0 esetet.
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Sokkal konnyebb latni, hogy altalaban az ellenkez6 irdnyu tartalmazasok
sem teljesiilnek. Bar

M; C My

trivialisan fennall, altalaban
M & Mg ha k> 0.

Ezt mutatja X és egy alkalmas k-dimenziés sik metszete egy nem y*-mérhet
részhalmazinak a karakterisztikus fiiggvénye. Ugyanez a példa azt is mu-
tatja, hogy

MiNL & My UTg.

Ha X és egy alkalmas k-dimenzids stk metszetének a karakterisztikus fiigg-
vényét tekintjiik, akkor latjuk, hogy

MiNLN My ¢ T
Meg fogjuk mutatni, hogy
MNRE C My,

Nem tudom, hogy itt Ry helyettesithet6-e 7i-val, kivéve a trividlis k = 0
esetet.

Lassuk a bizonyitasokat.

18.19. Tétel. 18.14 feltételei mellett, ha 0 < k < | < n, akkor
M NRy C M.

Bizonyitas. k = 0-ra az allitds trividlis. KEgyébként legyen 1 egy
U C R* nyilt halmaz immerziéja X-be. Legyen uy € U, és legyen V
egy | — k-dimenzids altere R"™-nek, amely ortogondlis rng ¢’ (ug)-ra. Legyen
7 : RI7F — V egy linedris izometria, és ¢-t definidljuk a p(u, p) = ¥ (u)+7(p)
osszefiiggéssel. Ekkor py = 0-ra ¢,, = 1. Valasszunk olyan Uy illetve Py
nyilt kornyezeteit up-nak illetve ppo-nak, amelyekre o(Uy, Py) C X és ¢ im-
merzidja Uy X Py-nak X-be. Mivel f € My, az (u,p) — f(p(u,p)) leképezés
Al-mérhets. gy Al=*-majdnem minden p € Py-ra az u — f(¢(u,p)) leképe-
zés Af-mérhetd. Valasszunk egy olyan p,, — po sorozatot, amelyre minden
u— f(p(u,pm)) mérhetd. Mivel f € Ry, van olyan p,,_ részsorozat, hogy

f(<,0(u,pms)) - f(QO(U,pO))

A-majdnem minden u € Up-ra. Igy u — f(1(u)) mérhetd Uy-on, azaz
lokdlisan. Ebbdl kovetkezik, hogy f € M.
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18.20. Ellenpélda. 18.14 feltételei mellett, egy ellenpéldaval meg-
mutatjuk, hogy ha 0 < k < n, akkor My NRy ; My N7Ty.

Bizonyitas. Az egyszeriiség kedvéért X egy nem iires k-dimenziés V =
W N X alaku alterével fogunk dolgozni, ahol

W= {(z1,22, ..., T, Thy1,... ,Tp)}
valamely rogzitett 2}, ,,... , zh-ra. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy x} , = --- = z) = 0. Az f fiiggvény csak z1,...,z4-t6l

fog fiigegni, valamint a W altértdl valé r = \/:Bi+1 + -+ 22 tavolsagtol.

Legyen f(z) = 0, ha r = 0. Legyen g(y) értéke 0 vagy 1 az R¥ egy pontj4-
ban attél fiiggéen, hogy az y € R¥ koordinatdi egész részeinek Gsszege paros
vagy paratlan. Ennek a g ,sakktdbla” fiiggvénynek egy h simitdsat fogjuk
g atlagat képezziikk egy adott y pont koriil egy alkalmas téglan, nevezete-
sen azon z € R* pontok halmazin, amelyekre barmely z; — y; koordinata-
kiilonbség —1/4 és 1/4 kozott van. Béarmely m nem negativ egész szamra,
ha 2, = a2™™ + (1 — )27~ valamely 0 < o < 1-el, legyen

fy, Trat, ... ) = ah(2™y) + (1 — @)h(2™Fy).

Ha x, > 1, akkor legyen

f(yka-l-h s ,l’n) = h(y)

Mivel f folytonos az x,, < 0 és x,, > 0 részein X-nek, nyilvin Borel-fiiggvény,
igy M,,-ben van barmely 0 < m < n-re.

Elészor megmutatjuk, hogy f ¢ Ry. Legyen 7 az

y'_)(ylw" 7yk707"' 70)

bedgyazasa RF-nak R"-be. Valasszunk egy K € N-et és egy 3" vektort
2-K 7k b6l tgy, hogy ha U az Gsszes olyan y pontok halmaza, amelyekre
y — y° minden koordindtdja pozitiv, de kisebb, mint 27X, akkor 7(U) le-
zértja V része legyen. Ha p € R, legyen p(u,p) = w(u) + pe, ahol e, a
(0,...,0,1) € R™ egységvektor. Egy alkalmas M-re teljesiil, hogy ¢(u,p) €
X,haueU¢épecP={p:|p] <27M}. Legyen py = 0 és p,, = 2™,
ha m > M. A p,, sorozat barmely p,, részsorozatara teljesiil, hogy bar-
mely adott u € U-ra végtelen sok s van, amelyre flo(u,pm,)) = 1, és igy
fle(u,pm,)) 7 fle(u,po)) = 0. Igy az Up, = {u € U : f(p(u,pm)) = 1}
jeloléssel konvergencia csak akkor allhat fenn, ha van olyan S, hogy minden
s > S-re u ¢ Uy, azaz ha u ¢ NZ_, UX ¢ U,,.. Tgy majdnem mindeniitti
konvergencia csak akkor teljesiilhet, ha

Ak (mgozl U:.;S Ums) =0.
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Ez azt jelenti, hogy a majdnem mindeniitti konvergencidhoz \*(U,,.) — 0
teljesiilése sziikséges. Ez azonban nem teljesiil, mert \*(U,,.) = A\F(U) /2%,
ha m, > K.

Nehezebb megmutatni, hogy f € 7;. Legyen U nyilt részhalmaza R¥-
nak, P nyilt részhalmaza valamely euklidészi térnek, po € P és ¢ : U X P —
X egy C'-fiiggvény, amelyre minden ¢,, p € P immerzié. Legyen p,, — po
egy konvergens sorozat P-ben. Mivel az f fiiggvény folytonos az X \ V
halmazon, ha ¢(u,po) ¢ V, akkor f(o(u,pm)) — flo(u,po)). Igy csak
a Z ={u € U : p(u,po) € V} halmazzal kell foglalkoznunk. Vezes-
siik be az U5, = {u € Z : f(p(u,pm)) > €} jelolést. Meg kell mutat-
nunk, hogy majdnem minden v € Z-hez van olyan p,, részsorozata p,,-
nek, amelyre f(o(u, pm,)) — f(e(u,po)) = 0. Ez azt jelenti, hogy minden
e > 0-hoz és minden M-hez van olyan m > M, hogy u ¢ US,, azaz hogy
U ¢ Ueso USToq N_,, UE. fgy azt kell megmutatnunk, hogy ennek a hal-
maznak a \*-mértéke nulla. Mivel csokkentve e-t az USt=1Nee_ s Ur, halmaz
novekszik, ha vesziink egy nulldhoz tarté €5 > 0 sorozatot és az unidt csak
ezen e, szdmokra vessziik, az unié nem valtozik. Igy elég azt megmutatni,
hogy barmely ¢ > 0-ra az U3;_; N>°_,,; U, halmaz nulla mértékii, vagy,
ami ezzel ekvivalens, hogy barmely € > 0-ra és barmely M-re a No°_,, U,
halmaz A\*-mértéke nulla. Ha ez nem teljesiilne, akkor lenne olyan ¢ > 0 és
M, amelyre ennek a halmaznak létezne egy ug stirliségi pontja. Tegyiik fel,
hogy ez a helyzet, és rogzitsiik e-t, M-et és up-t. Feltehetjiik tovabba, hogy
Ug € H%O:MUfn.

Irjuk -t ¢ = (p1,¢2) alakba, ahol ¢1(u,p) az elsé k koordinataja
o(u, p)-nak, po(u,p) pedig az utolsé n — k. Mivel uq silirliségi pontja Z-
nek is, azt kapjuk, hogy ¢5 , (ug) = 0 és det ), (ug) # 0. Az inverz
fiiggvény tétel bizonyitasat felhaszndlva, taldlhatunk olyan ¢ > 0-t és wuyg
kozépponti Uy nyilt gombot, valamint Py nyilt kornyezetét pg-nak, hogy ha
Bs(up) része Up-nak és p € Py, akkor Bes (1 p(uo)) része legyen ¢ ,(Bs(uo))-
nak. Tovabba feltehetjiik, hogy || ,(u)|| < ¢/(16vk), ha (u,p) € Uy x Py.
Sziikség esetén csokkentve Uy-at és Py-at azt is feltehetjiik, hogy valamely
pozitiv C konstanssal J(p1 p)(u) < C, ha (u,p) € Uy x Py, ahol J a Jacobi-
determinans abszolit értéke.

Jelolje a(k) az R¥ tér 1 sugari gombjeinek A\F-mértékét. Ekkor termé-
szetesen barmely § sugari gomb A\F-mértéke a(k)d%. Mivel uq stirtiségi pont,
van olyan §p > 0, hogy a Bs(ug) zart gémbre

ck ok

A Bs(uo) \ (M= Us)) < ClF/233%

ha 0 < 6 < §y. Ehhez a dy-hoz valasszunk egy sq > l-et, amelyre 27%+1 <
050/\/2. Valasszunk egy Mjy-at, amelyre m > M, esetén p,, € Py és
©(ug, pm) tavolsadga W-t8l kisebb, mint 2750 =2, Rogzitsiink egy m-et, amely
nem kisebb, mint max{M, My}. Mivel ug € UZ, teljesiil, p(ug, py) tavolsiga
W-t6] nagyobb, mint 0, de kisebb, mint 27572, Vilasszunk egy s-et 1gy,
hogy ez a tavolsidg ne legyen kisebb, mint 3 - 27573, de kisebb legyen, mint,
3-27572 Nyilvdn s > sg. Legyen vk27%/c < § < VEk275t!/c. Ekkor
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0 <6 < 8. Jelolje S az 6sszes olyan y € RF pontok halmazat, amelyekre
2%y minden koordinatdjanak ugyanaz az egész része, mint 2%y, megfeleld
koordinatajanak, ahol yo = @1 (ug, pm). Az S halmaz 27° hosszisagu inter-
vallumok Descartes-szorzata. fgy S atmérdje V2% és mivel yo € S, az S
halmaz része ¢y 5, (Bs(uog))-nak. Felhaszndlva ||, (u)]| becslését, amely

minden u € Bs(ug)-re teljesiil, a

‘902(U,pm) — g@(uo,pm)| < 65/(16@) < 9—5-3

becslést kapjuk. Ebbdl kovetkezik, hogy o(u, py,) tavolsdga W-t8l 27572
és 27° kozé esik. Jelolje Sy az S azon y pontjainak halmazat, amelyekre a
h(2%y), h(25t1y) és h(25F2%y) fiiggvényértékek mindegyike nulla. Egy y € S
pontosan akkor van Syp-ban, ha 2%y, 25ty és 2572y minden koordinatajanak
a tortrésze 1/4 és 3/4 kozott van. Ez azt jelenti, hogy 2°y minden koordi-
natéjanak a tortrésze az [5/16,6/16] U[10/16,11/16] halmazba esik. Igy az
S halmaz A*-mértéke 275%=3% Ha u € Bs(uq) és y = pa(u, po) € So, akkor
u¢ US,. De J(p1,p,,)(u) < C, igy az integraltranszformacidés formula szerint

2—sk—3k Ck(sk

C = Ckk:/223k:'

NF (B (u0) \ Uy,) >
Ez ellentmond §, valasztasanak. Ez az ellentmondas bizonyitja, hogy f € 7.

A tovabbi ellenpélddkhoz egy lemmara lesz sziikségiink. Az ellenpél-
dék az igynevezett majdnem invarians halmazok 1étezésével kapcsolatosak.
Ezeket a halmazokat Kakutani és Oxtoby [105] dolgozataban annak bizo-
nyitasara hasznalta fel, hogy a Haar-mértéket a komplex egységkoron bovit-
hetjiik egy olyan invaridns mértékké, amelyre a megfeleld L2-tér Hilbert-tér
dimenzidja 2¢ lesz, ahol ¢ a kontinuum szamossag. Az alabbi konstrukcio
a szerz6 [68] dolgozataban szerepld konstrukeid finomitasa, ahol — egyebek
mellett — Kakutani és Oxtoby eredményét terjesztette ki tetszdleges lokali-
san kompakt csoportra. Az ottani gondolatokat itt Sierpinski egy jol ismert
konstrukcidjaval kombindljuk, amellyel Sierpinski kontinuum-hipotézis mel-
lett példat adott az egységnégyzetben egy 1 mértékli (nem mérhetd) hal-
magzra, amely barmely egyenesbol legfeljebb két pontot tartalmaz. Hogy az
alabbi absztrakt halmazelméleti lemma szerepét jobban megértsiik, arra az
esetre gondolhatunk, amikor X a sik, T" az 6sszes olyan diffeomorfizmusok
osztalya, amelyek a sik valamely nyilt részhalmazat a sik egy maésik nyilt
részhalmazara képezik, F a sik pozitiv Lebesgue-mértékii kompakt részhal-
mazainak osztdlya, G a sik 6sszes egydimenzids Cl-részsokasdgainak osztdlya,
ésn=rc¢=N;.

18.21. Lemma. Legyen X egy halmaz, T pedig olyan kélcséndsen
egyértelmii transzformaciok egy osztalya, amelyek mindegyike X egy rész-
halmazat X-be képezi. Legyenek F, G az X részhalmazainak osztalyai.
Tegyiik fel, hogy n > N egy szamossag és az alabbi feltételek teljesiilnek:

(1) card(X) =n;
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(2) card(T) <
(3) card(F) < n és minden F' € F-re card(F) = n;
(

(4) card(G) < n és minden F € F-re és Gy C G-re, amelyre card(Gy) < n,
teljesiil, hogy card(F \ UGy) = n;

(5) a G osztdly T-invaridns, azaz ha G € G és 7 € T, akkor 7(G) € G és
1 (G)eq.

Ekkor létezik az X halmaz X részhalmazainak egy {X,} er csalddja az
alabbi tulajdonsagokkal:

(6) card(T") = n;

(7) az X, v € I' halmazok paronként diszjunktak;
(8) minden vy € I'-ra és G € G-re card(X, N G) < n;
(9) card(FNX,)=mn hayel é FecF;

(10) T barmely T'g részhalmazdra és barmely T € T-re

n;

card (7(Uyer, Xy) & (7(X) 0 (Uyer, X5)) ) < .

Bizonyitas. Jelolje 2 a legkisebb olyan rendszamot, amelynek sza-
mossaga n. Feltehetjiik, hogy F nem iires, mivel egyébként helyettesit-
hetjiitk {X}-el. Legyen Y egy tetszbleges n szamossagi halmaz. Mivel
card(Y x F) = n, létezik egy o — (Yo, Fo) kolcsomosen egyértelmii leképe-
zése a {a: 0 < a < Q} rendszdmhalmaznak Y x F-re. Az Fy,... , Fy,...,
0 < a < ) transzfinit sorozat az F minden F' elemét pontosan n-szer tartal-
mazza. Hasonloan feltehetjiik, hogy G sem iires, mivel egyébként helyettesit-
hetjiik {0}-al, és valaszthatunk egy Go,... ,Gq,..., 0 < a < Q transzfinit
sorozatot, amely G minden elemét tartalmazza. Valasszunk tovabba egy
a — Tq leképezését az {a : 0 < a < Q} rendszdmhalmaznak a {1x } UT hal-
mazra, amelyre 7o = 1x, ahol 1x az identikus leképezése X-nek 6nmagara.
Minden x € X-re és minden o < 2 rendszamra jelolje C,(z) az X osszes
olyan pontjainak halmazat, amelyek felirhatok

5o ori(e)
alakban, ahol n = 1,2,..., k = 1,2,...,n, 0 < B < « és g vagy 1 vagy
—1. Itt 7! a 7 leképezést jelenti, 7—! pedig az inverzét. Vildgos, hogy
z € Co(x), éshac € X é 0 < 3 < a < Q, akkor Cg(z) C Cy(z) és
75 (Co(2)) = 73(X) N Co(x). Az is teljesiil, hogy
card (Cy (7)) < max{card(a),Rg} < n.

Ha A C X, akkor a C\,(A) jelolést fogjuk haszndlni az U, 4 Cy (z) halmazra.
Megmutatjuk, hogy 1étezik az X elemeinek olyan

{x%:0§ﬂ§a<§2}
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transzfinit dupla sorozata, amelyre
r3 € F,y, ha 0<8<a<

a {Ca(r3):0< B <a<Q} halmazok paronként diszjunktak;
O (x?) diszjunkt barmely Cy(G-), v < a halmaztél.

Allapodjunk meg abban, hogy (v,8) < (o, 3), hay < avagy v = a és 6 < 3
(lexikografikus rendezés); ezzel {(«,3):0 < < a <Q} jolrendezett hal-
maz. Az {z§:0 < < a < Q} sorozatot transzfinit indukciéval definidljuk.
Legyen x{ tetsz8leges pontja Fy \ Go-nak. Tegyiik fel, hogy 0 < 3 < a < 2,
és hogy x] mér definidlva van minden (v,0) < (o, f), 0 < 6 < v parra.
Tekintsiik az osszes Cy(z)) halmazok D(a, 3) uniéjat, ahol (v, d) az osszes
(v,9) < (a, B) parokat futja be. Ekkor

card (D(a, B)) < (card(a))? max{card(a), Ro} < n.

Legyen E(a) az 6sszes Co(Gy), v < a halmazok egyesitése. (5) szerint,
E(«) valamely G, C G osztély egyesitése, amelyre card(G,) < n. (4) szerint
Fy \ E(a) szémosséga n, igy (Fo \ E(a)) \ D(a, ) nem iires. Legyen z3
egy tetszbleges pontja az (Fy \ E(a)) \ D(a, 8) halmaznak. Ekkor Cp(z5)
diszjunkt minden C¢(z)-t6l, ahol = ] valamely (v,0) < (a, 5)-ra vagy
x € G¢ valamely ¢ < a-ra. Egyébként ugyanis azt kapndnk, hogy

Tgi ong:(xg) — 7—(;711 O...ng:(x)7

ahol B, < a, §; < «, € vagy 1 vagy —1, és n; is vagy 1 vagy —1, k =
j=12,...,m. Igy

O = g ol g o g TIm
T =1Tg "o-roTg toTgl o o7 (),

ami ellentmond zj vélasztasdnak.
Legyen
I'={C: (rendszam és 0 < ( < Q};

XC:U{Ca(x?):C§a<Q}, ¢el.
A (6) és (7) tulajdonsdgok nyilvdnvaldak. Mivel 2 € F' és ¢ € Co(2g) C
X¢,ha ¢ <a<Qés F, = F, azt kapjuk, hogy F'N X-nak legaldbb n eleme

van. Igy (9) teljesiil.
(8) bizonyitasiahoz vegyiik észre, hogy

Co(zg) NG, =10,
ha a > ~. Igy ha G = G, akkor

XcNG CU{Co(af) : ¢ <a <},



18.§ A mérhetdség és a folytonossig kozott

és a jobb oldal szamossaga kisebb, mint n.
(10) bizonyitasdhoz legyen I'y C T" és 7 € T'. Tegyiik fel, hogy 0 < v < Q
és 7, = 7. Felhaszndlva, hogy

7y (Ca(22)) = 7(X) N Ca(a?), ha y<a<Q

és

U XC:U{Ca(x?)1<EF0, (<a<Q},

el

azt kapjuk, hogy

Ty (Ucer, X¢) A (79(X) N (Uger, X¢))
CU {7’7 (Ca(x?)) UCa(2¢) (€T, (Za< 7}.

Mivel
card (Cy (22) U Ty (Ca(zf))) < max{card(a),No},

a jobb oldal szdmossaga kisebb, mint n. Igy beldttuk (10)-et.

18.22. Ellenpélda. 18.14 feltételei mellett, feltéve a kontinuum-hi-
potézist, ha 0 < k < n, akkor Ly ¢ M.

Bizonyitds. Megadunk egy f € L fiiggvényt, amelyre f ¢ M. Az
el6z6 lemmat kivanjuk alkalmazni. Csak azt fogjuk felhasznélni, hogy a
jegyzés szerint feltehetjiik, hogy a ¢, fiiggvények kolcsondsen egyértelmiiek.
Jelolje T az 6sszes olyan kolesonosen egyértelmii 7 fliggvények osztédlyat,
amelyek eldallithatok ¢, o 30;,1 alakban, ahol U nyilt részhalmaza R*-nak,
P nyilt részhalmaza valamely euklidészi térnek, ¢ : U x P — X pedig egy
folytonos fiiggvény, amelyre minden ¢, p € P kolcsonosen egyértelmii. Mi-
vel az osszes U, P parok szamossidga kontinuum, és barmely ¢ folytonos
fiiggvényt egyértelmiien meghataroznak egy megszamlalhaté stiri halmazon
felvett értékei, T' szdmossaga kontinuum.

Jelolje F az X 0osszes olyan k-rektifikalhaté kompakt részhalmazainak
osztalyat, amelyek y*-mértéke pozitiv. Mivel minden kompakt halmazt
egyértelmiien meghatiroz a komplementere, a nyilt komplementert pedig
egyértelmiien meghatarozzak azok a részhalmazai, amelyek elemei egy rog-
zitett megszamlalhato bazisnak, kovetkezik, hogy az F halmazosztalynak ¢
eleme van, és minden elemének a szdmossaga c.

Alkalmazva az el6z6 lemmét G = (-al, az X részhalmazainak egy X,
v € R osztalyat kapjuk. Ellenpéldank az X, halmaz (azaz v = 0-ra az X,
halmaz) f karakterisztikus fiiggvénye lesz.

Legyen U korlatos nyilt részhalmaza R¥-nak és ¢ : U — X immerzié,
amelyre az M = 1)(U) rektifikilhaté és x*-mérheté halmaz y*-mértéke po-
zitiv de véges. Vegyiik észre, hogy ha az Xy N M halmaz x*-mértéke nulla
lenne, akkor M \ X, tartalmazna egy F' € F halmazt, ami lehetetlen, mivel
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FNXy#0. Ha az Xo N M halmaz y*-mérheté lenne pozitiv xy*-mértékkel,
akkor tartalmazna valamely F' € JF halmazt. De ez is lehetetlen, mivel
FNnX,#0é X,NX,=10barmely v # 0-ra. Igy X N M nem x*-mérhets,
tehat 18.16 szerint f ¢ M.

Megmutatjuk, hogy f € Lr. Legyen C' egy kompakt részhalmaza U-
nak. A

{ueC: flop (u) # f(ep(u))}

halmaz megegyezik a
Ppo ({2 € 05y (C) 12 € Xo A (0 0 9, 1) (X0)})
halmazzal. A 7 = ¢,, o 90;1 leképezésre ez a halmaz részhalmaza a
e ((1(X) N Xo) A 7(X0)

halmaznak. Ha feltessziik, hogy a kontinuum-hipotézis teljesiil, akkor ez a
halmaz megszamlalhato.

18.23. Ellenpélda. 18.14 feltételeit hasznalva, ha 0 < k < n és
feltessziik, hogy a kontinuum-hipotézis teljesiil, akkor Sy ; Ry

Bizonyitas. Az el6z6 ellenpélda konstrukcidjat fogjuk hasznalni. A T,
F és G osztalyokat ugyanigy valasztva, mint az el6z6 ellenpélddaban, kapjuk
az X, v € R halmazokat. Ha m € N, m > 2, legyen fp,(z) = gm(x)hm(z),
ahol g,,(z) az X,, halmaz karakterisztikus fiiggvénye, és

0, ha dist(xz, D) < #H vagy dist(z, D) > ﬁ;

ho(z) = 4 m(m+1) <dist(w, D) - ﬁ) ha —L- < dist(z, D) <

m(m + 1) (ﬁ — dist(x, D)), ha

Itt D egy adott nem fiires k-dimenziés zart korlemez, amely X és egy k-
dimenziés sik metszetének a része. Legyen f = Z?rf:], fm- (Ugyanigy,
mint az el6z6 ellenpélddban, beldthatd, hogy f ¢ My.) Ugy, mint az el6z6
ellenpéldaban, kapjuk, hogy minden g,, benne van L; = Si-ban, és igy
Ri-ban is. Ugyanez trividlis a folytonos h,, fiiggvényre. Ebbdl kovetkezik,
hogy a gmhm, szorzat szintén Ryi-ban van. Mivel az X \ D nyilt halmazon

mindeniitt az f fiiggvény lokdlisan ilyen szorzatok véges dsszege, azt kapjuk,
hogy fIX \ D € Ry. Legyen ¢ : U x P — X és legyen

F={u:¢(u,po) € D}.

Nyilvan F' zart halmaz. Legyen C kompakt részhalmaza F-nek. Ha p,, —
po, jeldlje R, ; az Osszes olyan u pontok halmazat, amelyekre ¢(u,p,,) €
X;. de @(u,po) ¢ Xj, vagy forditva, o(u,pm) ¢ Xj. de o(u,po) € X;.
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A kontinuum-hipotézis mellett, az R, ; halmazok és az R = U ;1 Ry, ;
uniéjuk megszamlilhaté, és igy A\¥-mértéke nulla.
Vegyiik észre, hogy minden ¢-hez van olyan m;, hogy ha m > m;, akkor

minden u € C-re

1
(s ) — @ (us po)| < 7

fgy, haue C,deud Résu¢ U2 0 (X5), akkor @(u,py,) ¢ X; minden
j > i-re. Innen g;(p(u,pm)) = 0, ha j > i. Mdésrészt, dist(¢(u, pm), D) <
10 18y hi(@(u, pm)) = 0, ha j < i. Tehdt azt kapjuk, hogy f(¢(u, pm)) = 0,
ha u ¢ R, u ¢ U0, ' (X;) és m > m;. Mivel az X; halmazok diszjunktak,
ebbdl kovetkezik, hogy f(@(u,pm)) — f(e(u,po)), ha m — oo minden u ¢
R-re, azaz majdnem mindeniitt. Megszamlalhaté sok C' halmaz egyesitését
véve, azt kapjuk, hogy f € R.

Masrészt, ha e # 0 ortogonalis D-re és o(u,p) = 1(u) + pe, ahol ¢ egy
izometrikus immerzié, amely az R¥ valamely nem iires nyilt részhalmazat
D-re képezi, pg = 0, akkor p,, = 1/m-re azt kapjuk, hogy

{ue C:[f(p(u,pm) = fle(u,p0))| =1} D97 (Xm)NC

egy megszamlalhaté halmazt kivéve. A bal oldalon 4ll6 halmaz A*-mértéke
megegyezik C' mértékével. Ez azt mutatja, hogy f ¢ Sk.

18.24. Ellenpélda. 18.14 feltételeit hasznalva, feltéve a kontinuum-
hipotézist, ha 0 < k <1 <n, akkor My N LN L, & M.

Bizonyitas. Példat adunk olyan f € MpNLNL; fiiggvényre, amelyre
f & M. Ismét az el6z6 lemmat fogjuk hasznédlni. Azt is felhasznéljuk, hogy
pp fliggvények kolcsondsen egyértelmii immerzidk. Jelolje T" azt dsszes olyan
kolcsonosen egyértelmii 7 fiiggvények osztalyat, amelyek reprezentalhatok
©Yp O gog,l alakban, ahol U nyilt részhalmaza R'-nek, P nyilt részhalmaza
valamely euklidészi térnek, ¢ : U x P — X pedig C!-fiiggvény, amelyre
minden ¢,, p € P kolcsondsen egyértelmd. Jeldlje F az X 0Osszes olyan
kompakt [-rektifikilhaté részhalmazainak osztalyat, amelyeknek y!-mértéke
pozitiv. Jelolje G az X Osszes k-rektifikilhaté Borel-halmazainak osztalyéat.
Nem nehéz megmutatni, hogy a G osztaly T-invarians. Toviabba minden G €
G halmaz y'-mértéke nulla, igy ugyanez teljesiil megszamlalhat6 sok G € G
uniéjara. Bz azt jelenti, hogy az F \ UGy halmaz y!-mértéke pozitiv, igy
szamossaga ¢ barmely megszamlilhaté Gy C G részosztalyra és barmely F' €
F-re. A 18.21 lemma tobbi feltételének teljesiilését mar a 18.22 ellenpéldanél
megvizsgaltuk.

Alkalmazva a 18.21 lemmadt olyan X, v € R halmazrendszert kapunk,
amelyre X, minden G € G halmazbdl legfeljebb megszamlalhaté pontot
tartalmaz, de X, N F #  egyetlen F' € F-re sem, igy X, N F nem x'-
mérheto egyetlen F' € F-re sem.

Legyen f az X halmaz karakterisztikus fiiggvénye. Ugyanigy, mint a
18.22 ellenpéldanal, kapjuk, hogy f € L;, de f ¢ M;. Mivel az R* barmely



154 19.§ A Baire-tulajdonsdg és a folytonossdg kozott

nyilt részhalmazanak barmely 1) C'-bedgyazasira X-be az f o 1) fiiggvény
egy megszamlalhaté halmaz kivételével nulla, azt kapjuk, hogy f € My és
f € L. Ezzel az allitast belattuk.

18.25. Ellenpélda. 18.14 feltételei mellett, ha teljesiil a kontinuum-
hipotézis, akkor 0 < k <l <n-re MyNLy, ¢ M;UT.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 18.21 lemmaét ugyanazzal a T-vel, F-el és
G-vel, mint az el6z6 ellenpélddban. Egy X, v € R halmazrendszert kapunk,
ahol minden X, csak megszdmlalhaté sok pontot tartalmaz minden G € G-
bél, de X, N F # () egyetlen F' € F-re sem, igy X, N F nem x'-mérhetd
egyetlen ' € F-re sem.

Legyen Z olyan [-dimenzids sik, amelynek metszete X-el nem iires, f
pedig legyen a Z N X halmaz karakterisztikus fiiggvénye. Ekkor f € My N
S = My N Ly, defgé?;ésfgé./\/ll.

19.5 A Baire-tulajdonsag és a folytonossag kozott

Ebben a paragrafusban ,,a Baire-tulajdonsagbdl kovetkezik a folytonos-
sag” tipusu eredményeket fogunk bizonyitani az 1.17 problémaban szerepld
(1) 4ltaldnos nem linedris explicit egyenletre, az ott szerepld (3) erds rang
feltételnél egyhébb feltételek mellett. Tudomasom szerint minden korabbi
eredmény a (3) erds rang feltételt vagy annak valamely absztrakt valtoza-
tat hasznalja. Az 1.7 pontban leirt ,bootstrap” mddszer szellemében itt is
olyan tulajdonsagokat vezetiink be, amelyek — durvan szélva — a Baire-
tulajdonsag és a folytonossag kozott fekszenek. Ez a tulajdonsiag-sorozat
adja azt a lépcsot, amelyen felkapaszkodhatunk a Baire-tulajdonsdgtol a
folytonossaghoz. Eloszor megvizsgaljuk az 1j fogalmak legalapvetébb tulaj-
donsagait. Ezutan bizonyitjuk regularitasi tételiinket. A tétel egy finomita-
sat is bebizonyitjuk. Végiil az 1j fogalmak tovabbi tulajdonsagait vizsgaljuk.
Ezek az eredmények a Jarai [97] dolgozatban publikalas alatt allnak.

19.1. Definicid. Legyen X egy halmaz, Y metrikus tér, és f: X — Y
egy fiiggvény. Legyen U egy topologikus tér, és legyen P is egy topologikus
tér, a ,paraméter tér”, egy adott pyg € P ponttal. Legyen ¢ egy fiiggvény
U x P-b6l X-be. p-re ugy fogunk gondolni, mint a p paramétertdl fiiggd
wp © u — @(u,p) feliiletek seregére. Luzin tételének 2.12 analogonja és
Piccard tételének dltalanositdsai (lasd a 4.8§-t) azt sugalljak, hogy az alabbi
feltétel a Baire-tulajdonsaggal kapcsolatos:

(S) minden p,, — po sorozatra f(e(u,pm)) — f(e(u,po)), kivéve u € U
pontok egy elsé kategoriaji halmazat.

Vizsgalatainkhoz sziikségiink lesz az aldbbi tulajdonséagra:
(B) u+— f(e(u,po)) Baire-tulajdonsagi.

Az (S) és (B) feltételeket gyakran lokalisan fogjuk ellenérizni. Ha min-
den ug € U-hoz van olyan U, kornyezete ug-nak és P, kornyezete pg-nak,
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hogy ¢|Uy x Py-ra teljesiil (S), akkor ¢-re szintén teljesiil (S). Ez kénnyen
sabol. Hasonléan, ha minden ug € U-hoz van olyan Uy koérnyezete ug-nak
és Py kornyezete pg-nak, hogy ¢|Uy x Py-ra teljesiil (B), akkor ¢p-re szintén
teljesiil (B).

Legyen X nyilt részhalmaza R™-nek és 0 < k& < n. Jelolje Si(X,Y)
[Br(X,Y)], vagy roviden Sy [By] az osszes olyan f fiiggvények osztalyat,
amelyekre az (S) [(B)] feltétel teljesiil, ha U nyilt részhalmaza R¥-nak, P
nyilt részhalmaza valamely euklidészi térnek, pgo € P és ¢ : U X P — X egy
olyan Cl-fiiggvény, amelyre ¢, immerzidéja U-nak X-be minden p € P-re.
(Legyen R® = {0}). Vildgos, hogy f € By akkor és csak akkor, ha a

(B’) f o Baire-tulajdonsdgii

feltétel fennall az R¥ barmely U nyilt részhalmazdnak barmely ¢ immerzié-
jara X-be.

19.2. Megjegyzések. (1) F6 eredményeink, durvan szdlva, azt fogjak
mutatni, hogy egy egy fiiggvényegyenlet Ski1-beli f megolddsa Si-ban is
benne van. Megmutatjuk, hogy Sy a folytonos fiiggvények osztalya, és hogy
minden, az X C R" nyilt halmazt a masodik megszamlalhaté Y térbe képe-
76 Baire-tulajdonsagd f : X — Y fiiggvény S,-ben van. Igy 1épésenként azt
kapjuk, hogy a megoldasok Baire-tulajdonsagabol kovetkezik a folytonossa-
guk.

(2) A mértékelméleti esettel valé analégia szoros, de nem teljes. A
mértékelméleti eset elézményeit 1lasd az el6z6 paragrafusban.

(3) Fiiggvényegyenletek Baire-tulajdonsdgi megoldasait szdmos szerzd
vizsgalta. Lasd a 10. paragrafus hivatkozasait.

(4) Az S), [By] fiiggvényosztaly nem valtozik, ha csak azt tessziik fel,
hogy (S) [(B)] fenndll, ha U nyilt részhalmaza R¥-nak, P nyilt részhalmaza
valamely euklidészi térnek, pg € P és ¢ : U x P — X egy olyan C!-fiiggvény,
amelyre ¢, bedgyazdsa (azaz olyan immerziGja, amely homeomorfizmus az
értelmezési tartomanya és értékkészlete kozott) U-nak X-be minden p € P-
re. Bz konnyen kovetkezik a definicioban emlitett lokalitasi elvb6l. Hason-
l6an, ha az tessziik fel, hogy csak ¢,, immerzid, az eredményként kapott Sy
[B] fiiggvényosztaly ugyanaz marad.

19.3. Tétel. Legyen Y topologikus tér, X pedig nyilt részhalmaza
R™-nek. 19.1 jelsléseit haszndlva, By(X,Y) = Y és So(X,Y) = C(X,Y),
az X-et Y-ba képez6 folytonos fiiggvények osztalya.

Bizonyitas. Trividlis, hogy By minden X-et Y-ba képezo fiiggvényt
tartalmaz.

Megmutatjuk, hogy barmely f : X — Y folytonos fiiggvény Sp-ban van.
Mivel U = () vagy U = {0}, vilagos, hogy a p — f(¢(u,p)) leképezés minden
u € U-ra folytonos. Ebbdl kiovetkezik, hogy f € Sg.
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A masik irdnyt indirekt médon bizonyitjuk: ha f € Sy, de nem foly-
tonos, akkor van olyan z¢g € X és x,, — x¢ sorozat, valamint W kornye-
zete f(xo)-nak, hogy f(z,) ¢ W. Legyen U = {0}, P = X, po = xo, 6és
»(0,p) = p, hap e P. A p,, = x,, sorozatot valasztva azt kapjuk, hogy

F(@(0,pm)) = f@m) — fxo) = f(£(0, po)),

ami ellentmondas.

Meg fogjuk mutatni, hogy az R™ egy X nyilt részhalmazan Baire-tulaj-
donsagu fiiggvények S,-ben vannak. Hogy a korabbi 4. és 10. paragrafusok
eredményeivel az Osszefiiggést vildgosabba tegyiik, a tétel {6 részét az alabbi
absztrakt formaban bizonyitjuk:

19.4. Tétel. Legyenek P, U és X topologikus terek. Tegyiik fel, hogy
p:U x P— X folytonos fiiggvény az alabbi tulajdonsaggal:

(1) ha p € P és A C U masodik kategoridji, akkor ¢,(A) is mdsodik
kategoriaji.

Tegyiik fel tovabba, hogy py € P, az f értékei valamely Y topologikus tér-
ben vannak és f Luzin-Baire tulajdonsagi egy olyan D Baire-tulajdonsagi
halmazon, amely tartalmazza @, (U)-t. Ekkor U, P, pg, ¢ és f-el 19.1 (S)
és (B) feltételei fenndllnak.

Bizonyitds. ElGszor megmutatjuk, hogy (B) teljesiil. Legyen F' olyan
els6 kategoriaju halmaz, amelyre f|D \ F folytonos. Feltehetjiik, hogy F
Borel-halmaz. Trjuk fel D-t (V' \ F) U Fy alakba, ahol V nyilt részhalmaza
X-nek, Fy, F5 pedig els6 kategoridjuak. Itt is sziikség esetén novelve
F5-t — feltehetjiik, hogy F; Borel-halmaz. Most D = C' U N, ahol C =
V\(FUF) C D\ F Borel-halmaz, N = DN (F U F») pedig els6 kategdriaju.
Legyen W nyilt részhalmaza Y-nak. Mivel az A = (f|C)~"(W) halmaz
relativ nyilt C-ben, Borel-halmaz X-ben. Az N halmaz els6 kategériajui, igy
az M = (f|N)~1(W) halmaz is elsé kategéridji. Vegyiik észre, hogy

(fowp) ' (W) =, ' (A) U, ' (M).

A bal oldalon o7 1(A) Borel-halmaz, (1) szerint pedig a ¢, ' (M) halmaz elsé
kategoriaju. Ez azt jelenti, hogy (B) teljesiil.

Megmutatjuk, hogy (S) is teljesiil. Legyen ug tetszéleges eleme U’ =
go;Ol(V)—nek. Van olyan Uy kornyezete ug-nak és Py kornyezete pg-nak, hogy
Up CU" és p(Ugx Py) C V. A fenti F és Fy halmazokkal o 1 (F) és 5 ! (FY)
els6 kategoridju halmazok, ha m = 0,1,2,.... Legyen Ey ezen halmazok
egyesitése. Ha u € Uy \ Ey, akkor o(u, py) és ¢(u,pg) is C-ben vannak és

@(u, pm) — @(u, po). Igy azt kapjuk, hogy f(@(u,pm)) — f(@(u,po)). Most

tekintsiik az
E={ueU: f(p(u,pm)) 7 f(p(u,po))}
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halmazt. Eddig belattuk, hogy ENU’ els6 kategoridji (mint U részhalmaza)
az ug € U’ pontban. Mivel U’ nyilt, ebbdl kivetkezik, hogy E N U’ az U’
minden pontjaban els6 kategoriaji, ha U’-t mint alteret tekintjiik. fgy 2.9
szerint az E N U’ halmaz elsd kategéridji mint U’ részhalmaza, és igy U
részhalmazaként is. Az E\ U’ halmaz része o7 '(N)-nek, igy szintén elsé
kategoridju. Ez mutatja, hogy E els6 kategdriaji, amibdl kovetkezik (S).

19.5. Tétel. 19.1 jeloléseit fogjuk hasznalni. Legyen X nyilt részhal-
maza R™-nek. Ha Y megszamlalhaté bazisi topologikus tér, akkor minden
Baire-tulajdonsdagi f : X — Y benne van S,,(X,Y)-ban és B,,(X,Y)-ban.

Bizonyitas. A Luzin-tétel 2.12 analogonja szerint van olyan F’ els6 ka-
P nyilt részhalmaza valamely euklidészi térnek, po € P, ¢ : U x P — X
egy olyan C!-fiiggvény, amelyre minden ¢,, p € P bedgyazds. Az eléz6 té-
telt fogjuk alkalmazni p-re lokalisan. Legyen ug € U. Viélasztva egy olyan
Uy kérnyezetét up-nak és Py kdrnyezetét po-nak, amelyre ¢, homeomorfiz-
musa Up-nak az X egy nyilt részhalmazara, ha p € Py, az kapjuk, hogy
kategoriaju.

Most az el6z6 tételt alkalmazhatjuk ¢|Uy x Py-ra. Mint a definiciénal
emlitettiik, ez elég annak bizonyitasdhoz, hogy (S) és (B) teljesiil f, U, P,
Do, p-re.

19.6. Tétel. 19.1 jeloléseit fogjuk haszndlni. Legyenek Z, Z; (i =
1,2,...,n) topologikus terek. Legyenek X; (i =1,2,...,n) és X kiilbnboz
euklidészi terek nyilt részhalmazai, és legyen Y C R! is nyilt. Legyen D
nyilt részhalmaza X x Y-nak. Tekintsiik az f : X — Z, f; :+ X; — Z;,
h:DXxZyx...XZ, —Z,g9;: D — X; (i =1,2,...,n) fiiggvényeket. Legyen
U C RF nyilt, P nyilt részhalmaza valamely euklidészi térnek, p, € P,
¢ :U x P — X egy olyan C'-fiiggvény, amelyre p,, immerzidja U-nak X -be
minden p € P-re, és tegytik fel, hogy az alabbi feltételek teljesiilnek:

(1) minden (z,y) € D-re

f(J:) = h(x,y,fl(gl(x,y)), cee 7fn(gn($7y)));

(2) barmely rogzitett y € Y-ra h folytonos a tobbi valtozéban;

(3) az f; fiiggvény Skii-ben van X;-n (i =1,2,... ,n);

(4) a g; fiiggvény C'-ben van D-n (i =1,2,... ,n);

(5) minden uy € U-hoz van olyan yo, hogy (p(ug,po),y0) € D és az

(u7 y) = gi(‘:o(uap())a y)

leképezés derivaltjanak rangja (ug,yo)-ban k+ 1, ha 1 <i < n.
Ekkor az (S) feltétel teljesiil f, U, P, pg, @-vel.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy p,, — pg. Valasszunk olyan Uy, Py, Yy
nyilt kornyezetét ug, po, yo-nak, hogy (¢(u, p),y) a D-ben legyen, ha u € Uy,
p € Py, y € Yy, tovabba az (u,y) — gi(o(u,p),y) leképezés derivaltjanak
rangja k + [ legyen, ha v € Uy, p € Py, y € Yy és 1 < i < n. Ez lehetséges,
mivel D nyilt, g; és ¢ is Cl-fiiggvények, a rang alulrél félig folytonos, és
U x Y dimenzidja k + [, igy a rang nem mehet k + [ folé.

Mivel az f; fiiggvény Skii-ben van, azt kapjuk, hogy (u,y) € Uy X Yy
parok egy els6 kategoriaju Eq halmazat kivéve,

f1(g1(e(u,pm),v)) — f1(g1(¢(w,po),v))-

Felhasznalva, hogy fo is Ski;-ben van, azt kapjuk, hogy (u,y) € Uy x Yy
parok egy elsé kategoridaju Fs halmazat kivéve

fa(g2(p(u, pm),y)) — fa(g2(p(u, o), y)),

stb. Végiil azt kapjuk, hogy (u,y) € Uy x Yy parok egy els6 kategdridju
E = U}, E; halmazat kivéve

filgi(e(u, pm), ) — filgi(e(u, po),v)),

ha i =1,2,...,n. Kuratowski és Ulam tétele szerint, az Y, halmaz y ele-
meinek egy elsé kategéridju halmazat kivéve, azon u € Uy pontok halmaza,

(A

egyenletbdl és a h fiiggvény rogzitett y melletti folytonossagabdl azt kapjuk,

hogy
f(p(u, pm)) — f(e(u,po)),

sz

A definiciéban tett megjegyzés szerint kapjuk, hogy (S) teljesiil.

Az el6z6 pragrafusban adott 18.8 példa itt is ugyanigy targyalhato.
Ugyaniigy, mint ott, itt is megéllapithatjuk, hogy a rang feltétel nem teljesen
kielégit6. Az dltalanositashoz elészor a (B) feltételre bizonyitunk egy tételt,
amihez egy lemmara lesz sziikségiink.

19.7. Lemma. 19.1 jeloléseit fogjuk hasznalni. Legyen X nyilt rész-
halmaza R™-nek, Y egy topologikus tér, 0 < k <n és f € Bx(X,Y). Ha v
az R™ egy U nyilt részhalmazdnak C'-leképezése X -be, amelyre a derivalt
rangja mindeniitt k, akkor f o1 Baire-tulajdonsagu.

Bizonyitas. A lemma kozvetleniil kovetkezik a rangszam tételbdl. Va-
l6ban, a rangszam tételbdl kovetkezik, hogy minden ug € U-nak van olyan Uy
nyilt kornyezete, hogy 1|Uy felirhaté copo 3 alakban. Itt I = |—1,1] jelolés-
sel a (3 leképezés olyan diffeomorfizmusa Up-nak I™-re, amelyre 5(ug) = 0, az
I'™-nek I"-re valé p projekcidja p(xy, 2, ... , Tm) = (21, 22,... ,2k,0,...,0)
alaki, a pedig olyan diffeomorfizmusa I"-nek valamely X nyilt halmazra,
amely 0-t 79 = 1)(ug)-ba képezi. Azonositva az I* x {0} C I"™ halmaz I*-val
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azt kapjuk, hogy o|I* immerzié, igy (f o (CJz|Ik))_1 (V) Baire-tulajdonsagu
Y minden V nyilt részhalmazira. Mivel p~!(A) Baire-tulajdonsdgi I*
barmely A részhalmazédra, amely Baire-tulajdonsagi, és 3~ '(B) is Baire-
tulajdonsdgu I™ minden Baire-tulajdonsagi B részhalmazara, azt kapjuk,
hogy az f o (¢|Uy) fiiggvény Baire-tulajdonsdgi. Most felhasznédlva (B)-nek
a definicioban emlitett lokalitasat, kapjuk az altalanos esetet.

19.8. Tétel. 19.1 jeloléseivel, legyen Z topologikus tér, Z; (i =
1,2,...,n) pedig megszamldalhaté bazisi topologikus tér. Legyenek X; (i =
1,2,...,n) és X kiilonbéz6 euklidészi terek nyilt részhalmazai, és Y C R!
is legyen nyilt. Legyen D nyilt részhalmaza X X Y -nak. Tekintsiik az
f: X =2 fi: X; > Z;,h : DXZyxX...xXZ, > Z,9 : D — X;
(i = 1,2,...,n) figgvényeket. Legyen U C R¥ nyilt, ¢ : U — X egy C!-
immerzidja U-nak X -be, és tegyiik fel, hogy az alabbi feltételek teljesiilnek:
(1) minden (z,y) € D-re

f((lf) = h(x7y7f1(gl(x7y))7 cee 7fn(gn(x7y)))a

(2) barmely rogzitett y € Y-ra a h fiiggvény folytonos a tobbi valtozéban;
(3) az f; fiiggvény By,-ben van X;-n (i =1,2,... ,n);

(4) a g; fiiggvény Cl-ben van D-n (i=1,2,... ,n);

(5) minden uy € U-hoz van olyan yj, hogy ( (uo),yg) €D és az

(u,y) — gi(¢(u),y)

leképezés derivaltjanak rangja k; az (ug,yo) egy kornyezetén, ha 1 <
1 <n.

Ekkor u — f(1(u)) Baire-tulajdonsigii.

Bizonyitas. Valasszunk olyan U, kornyezetét ug-nak és Yy kornyeze-
tét yo-nak, amelyre (¢(u),y) a D-ben van, ha u € Uy és y € Yy, tovabbd
az (u,y) — g;(¥(u),y) leképezés deriviltjanak a rangja k; minden u € Uy,
y € Yy, 1 <i < n-re. (5) szerint ez lehetséges. Az el6z6 lemmabdl azt kap-
juk, hogy az (u,y) — fi(g9:(¢¥(u),y)) leképezés Baire-tulajdonsigi. Fubini
tételének 2.13 analogonja szerint, Yy-beli y-ok egy elsé kategoéridju E; halma-
74t kivéve, az u — f;(gi(1(u),y)) leképezés Baire-tulajdonsagi Ug-on. Igy
kivéve ' = Uj | F; elemeit, minden y € Yy-ra az Uy-nak Dy x Z1 X---x Z,,-be
valo

u = (Y(u), frlgr((u),y), - falgn(¥(u), )

leképezése Baire-tulajdonsagi. Mivel barmely rogzitett y-ra a h fiiggvény
folytonos a tobbi valtozéban, azt kapjuk, hogy barmely rogzitett y € Yy \ E-
re az

wi= h((w), y, [1(g1($(w), 9)); - s falgn((u), )

leképezés Baire-tulajdonsdgi. Ez azt jelenti, hogy az u — f(1¢(u)) leképezés
Baire—tulajdonségﬁ Uo on.

sz
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A kovetkez6 tétel a kules a 19.6 tétel 19.10 altalanositasahoz.

19.9. Tétel. 19.1 jeloléseit fogjuk hasznalni. Legyen U C R™, X és P
pedig legyenek euklidészi terek nyilt részhalmazai. Legyen py € P, és legyen
Y egy metrikus tér, ¢ : U x P — X pedig egy olyan C'-fiiggvény, amelyre
rank ¢}, (u) = k minden v € U, p € P-re. Ha f € By (X,Y)NSk(X,Y), akkor
az (S) feltétel teljesiil f, U, P, py és p-vel.

Bizonyitds. Legyen ug € U. Mivel ¢, (ug) rangja k, felirhatjuk u-t
u = (uy,uz) € R¥ x R™~* alakba tigy, hogy

%(u )
e 05 Po

determinansa ne legyen 0. fgy van olyan U; x Uy C U kornyezete ug-nak és
P, kornyezete pp-nak, hogy az

Uy — SO(Ul,Uz,p)

leképezés minden uy € Us, p € Py-ra immerzidja Ui-nek. Mivel f € S,

A

amelyre ha uy € Uy \ Fu,, akkor f(p(u1,uz, pm)) — fp(ui, uz,po)). Az

7

el6z6 lemma szerint u — f(p(u, p)) Baire-tulajdonsigi. Igy az

{(ur,u2) € Uy x Uz = f(p(ur,u2,pm)) — f(p(u1,u2,p0))}

halmaz Baire-tulajdonsdgi (lasd 2.11-et). A Kuratowski-Ulam tétel, 2.10,
szerint azt kapjuk, hogy a komplementere elsé kategoridju.

19.10. Tétel. 19.1 jeloléseivel, legyen Z topologikus tér és legyen Z;
(i = 1,2,...,n) szeparabilis metrikus tér. Legyenek X; (i = 1,2,...,n)
és X kiilonboz6 euklidészi terek nyilt részhalmazai, és legyen Y C R is
nyilt. Legyen D nyilt részhalmaza X x Y-nak. Tekintsiik az f : X — Z,
fi:Xi = Zi,h:DxZyx...xXZy,—Z,9:D— X; (i=1,2,...,n)
fiiggvényeket. Legyen U C RF nyilt, P nyilt részhalmaza valamely euklidészi
térnek, pg € P, ¢ : U x P — X egy olyan C!-fiiggvény, amelyre minden
Yp, p € P immerzidja U-nak X-be, és tegyiik fel, hogy az aldbbi feltételek
teljesiilnek:
(1) minden (z,y) € D-re

f(J:) = h(x,y,fl(gl(x,y)), cee 7fn(gn($7y)));

(2) barmely rogzitett y € Y-ra a h fiiggvény folytonos a tobbi valtozéban;
(3) az f; fiiggvény S, N Bg,-ben van (i =1,2,... ,n);

(4) a g; fiiggvény Cl-ben van D-n (i = 1,2,...,n);

(5) minden uy € U-hoz van olyan yo, amelyre (¢(ug, po),yo) € D és az

(u,y) = gi(¢(u,p), y)

leképezés derivaltjanak rangja k; az (uo,po,yo) pont valamely kornye-
zetén, hal <1 <n.

Ekkor az (S) és (B) feltételek teljesiilnek f, U, P, po, @-vel.
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Bizonyitds. Az 19.8 tételbdl kovetkezik, hogy a (B) feltétel teljesiil
f, U, P, po, p-vel. Rogzitsiink egy ug € U-t és valasszunk (5) szerint egy
yo-at ug-hoz. Vélasszunk Uy, P, illetve Yy nyilt kornyezeteit ug-nak, pg-nak,
illetve yo-nak gy, hogy u € Uy, p € Py és y € Yy esetén (p(u,p),y) € D
teljesiiljon, tovabba az
(ua y) = gi(@(uﬂp)? y)

leképezés derivaltjanak rangja k; legyen Uy X Py X Yp-on minden 1 <17 < n-
re. Most (S) teljesiilése ugyamigy bizonyithatd, mint a 19.6 tételben, de a
definicié helyett az el6z6 tételt kell hasznalnunk.

19.11. Feltételek. Ennek a paragrafusnak a hatralévo részében 19.1
jeloléseit fogjuk hasznalni, de csak azt az esetet vizsgdljuk, amikor X nem
iires nyilt részhalmaza R"-nek, f pedig az X-et egy Y szeparabilis metrikus
térbe képezi, mivel el kivanjuk keriilni azokat a nehézségeket, amelyek csak

sz

19.12. Megjegyzés. 19.11 feltételei mellett, egy masik, a 19.1 defini-
ciéban targyalttol eltérd lokalitdsi elv is fenndll. Nevezetesen, f € Sk(X,Y)
akkor és csak akkor, ha minden zy € X-nek van olyan Xy C X nyilt kor-
nyezete, hogy f|Xo € Sp(Xo,Y). A ,csak akkor” rész nyilvanval. Az ,ak-
kor” részt 19.1 jeloléseit hasznélva bizonyitjuk. Vegyiik észre, hogy minden
ug € U ponthoz van olyan Uy illetve Py kornyezete ug-nak illetve pg-nak,
hogy z¢o = ¢(ug,po)-ra a @(Up, Pp) halmaz része Xy-nak. FEz azt jelenti,
hogy (S) teljesiil p|Uy x Py-ra. Most a definiciéban kimondott lokalitasi
elvbél kovetkezik, hogy f € Sp(X,Y). Ugyanez a lokalitasi elv igaz (és
ugyanigy bizonyithatd) By-ra.

19.13. A By, fiiggvényosztaly. 19.11 jeloléseit fogjuk hasznalni. Le-

gyen
Ar = {AC X : &4 € By(X,{0,1})},

ahol {0, 1}-et mint diszkrét teret tekintjiik. Konnyi latni, hogy Ay egy o-
algebra, és az f : X — Y fiiggvény pontosan akkor van B (X,Y)-ban, ha
f~Y(V) az Ag-ban van Y béarmely V nyilt részhalmazara. Tgy By (X,Y) vizs-
galata az Ay o-algebra vizsgalatara redukalodik. Konnyti latni, hogy A,, az
X 0sszes Baire-tulajdonsagu részhalmazainak osztalya, Ag pedig az X Osszes
részhalmazainak osztalya. Minden Ay tartalmazza X Borel-halmazait.
Megmutatjuk, hogy A € A akkor és csak akkor, ha A Nrngty) Baire-
tulajdonsagi a rng altérben az R* barmely nyilt részhalmazdnak X-be
valé barmely 1 bedgyazdsdra. Valoban, ha A € Ay, akkor ¢»~'(A) Baire-
tulajdonsagii dmn-ben, és mivel ¥ homeomorfizmusa dmn-nek rng -
re, a ¥(~1(A)) = ANrngvy halmaz Baire-tulajdonsigi rng-ben. Ha-
sonléan, ha A Nrng1 Baire-tulajdonsagi rng1-ben, akkor ¢p~!(A) Baire-
tulajdonsagi dmmnv-ben. 19.2.(4) szerint, ha 1)~ (A) Baire-tulajdonsagi az
R¥ barmely nyilt részhalmazanak X-be valé barmely 1) bedgyazésara, akkor

AEAk.
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Hasonléan, A € Ay akkor és csak akkor, ha ANrng v Baire-tulajdonsagi
arng altérben az R* barmely nyilt részhalmazanak X-be valé barmely 1
immerzidjara. Allitsuk el U = dmn Y-t az U olyan U; nyilt részhalmazainak
megszamlalhatd egyesitéseként, amelyekre ¢|U; bedgyazasa U;-nek X-be.
Ha A € Ay, akkor ¢p~!(A) Baire-tulajdonsagi U-ban, igy U; Ny~ (A) is
Baire-tulajdonsdgi U;-ben. Innen A; = (¢|U;)(¢~'(A)) Baire-tulajdonségi
Y(U;)-ben, azaz A; AV; C F; valamely V; relativ nyilt részhalmazéval ¢ (U;)-
nak és valamely Fj-vel, amely elsé kategéridju ¢(U;)-ben. Mivel F; els6
kategoriajui rng y-ben is, U; F; is els6 kategériaju rngy-ben. Mivel

(UsAy) A (U Vi) C U E,
azt kapjuk, hogy az A Nrngvy = U;A; és a o-kompakt U;V; halmaz szim-

tulajdonsigi rng i-ben. A maésik irdnyban, ha ANy (U;) Baire-tulajdonsagu,
akkor (1|U;)~1(A) Baire-tulajdonsdgi U;-ben, igy U-ban is. Mivel ez R¥
minden nyilt részhalmazanak minden v immerzidjara teljesiil, azt kapjuk,
hogy A € Aj.

Végiil, A € Ay akkor és csak akkor, ha A N M Baire-tulajdonsagu az
M altérben X barmely M tiszta k-dimenzids részsokasagara. Valéban, ha
ez teljesiil, akkor specidlisan A Nrng1 Baire-tulajdonsagi rng 1)-ben az R¥
barmely nyilt részhalmazanak X-be valé barmely 1 immerzidjara, igy A €
Ag. Masrészt, X minden M tiszta k-dimenzids részsokasiga eléallithato,
mint az R* valamely nyilt részhalmaza egy v immerziéjanak az értékkészlete.
Igy AN M = ANrngy Baire-tulajdonsigi M = rng ¢-ben.

19.14. Osszefiiggések By, és S, kbzott. 19.11 jeldléseit fogjuk hasz-
nilni. A legegyszeriibb kérdések egyike, hogy f € Bi-bdl kovetkezik-e
f € Si?7 Tudjuk, hogy ez teljesiil £ = n-re. Ha k < n, akkor X és egy
alkalmas k-dimenzios sik metszetének a karakterisztikus fiiggvénye Bp-ban
van, de nincs benne Si-ban.

A masik irdnyban, tegyiik fel, hogy f € Si. Kérdés, hogy teljesiil-e
f € Bi? Ez trividlis k = 0-ra. Meg fogjuk mutatni, hogy ha 0 < k < n,
akkor hasonlé allitds nem bizonyithaté ZFC-ben. Nevezetesen, kontinuum-
hipotézis mellett példiat adunk olyan f fiiggvényre, amelyre f € Sk, de
f & Bi. Godel és Cohen hires eredményei szerint a kontinuum-hipotézis
fiiggetlen ZFC axiémaitdl. fgy By C Si nem bizonyithaté ZFC-ben.

19.15. Hierarchia a kiilonb6z6 dimenzidkhoz tartozé fiiggvény-
osztalyok kozott. 19.11 jeloléseit fogjuk haszndlni. Rogzitsiik a 0 < k <
I < n dimenzidkat és vizsgdljuk a By és S, valamint a B; és §; fiiggvényosz-
talyok kozotti kapcsolatot.

Azt remélhetjiik, hogy csokkentve a dimenziét, (S) egyre erésebb lesz.
Az ilyen irdnyu két pozitiv eredmény egyike, hogy ez igaz az (S) feltételre,
ha (B) is fennall:

B.NB NS, CS;.

Ennek az allitasnak a bizonyitasa nagyon hasonlit a 19.9 tétel bizonyitasa-
hoz, igy nem ismételjiik meg az érvelést.
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Kontinuum-hipotézis mellett ellenpéldaval fogjuk igazolni, hogy k£ > 0-
ra

ZFCEB.NS, C B US,.

Hasonléan, egy kontinuum-hipotézis mellett adott ellenpéldaval meg-
mutatjuk, hogy
ZFCEB. NS, NS C B,

kivéve a triviadlis k = 0 esetet.

Sokkal konnyebb megmutatni, hogy altalaban az ellenkezd irdanyu tar-
talmazasok sem teljesiilnek. Bar

Bl C Bo
trividlisan teljesiil, altalaban
B; §Z By, ha k> 0.

Ezt igazolandd, tekintsiink X és egy alkalmas k-dimenziés sik a metszeté-
ben egy olyan halmazt, amely nem Baire-tulajdonsagi az adott sikban, és
tekintsiik ennek a halmaznak a karakterisztikus fiiggvényét. Ugyanez a példa
mutatja, hogy

B NS ¢ By USk.

Ha X és egy alkalmas k-dimenzids stk metszetének a karakterisztikus fiigg-
vényét vessziik, akkor latjuk, hogy

BNS NBy ¢ Sk.

Meg fogjuk mutatni, hogy
B, NS, C B.

Lassuk a bizonyitasokat.

19.16. Tétel. 19.11 feltételei mellett, ha 0 < k < | < n, akkor
B, NS, C Bg.

Bizonyitas. £k = 0-ra az allitas trividlis. Egyébként legyen 1) egy
U C RF nyilt halmaz immerziéja X-be. Legyen uy € U, és legyen V
egy | — k-dimenzi6s altere R™-nek, amely ortogondlis rng 1’ (ug)-ra. Legyen
7 : RI=F — V egy linearis izometria, és ¢-t definidljuk a p(u, p) = ¥ (u)+7(p)
osszefiiggéssel. Ekkor py = 0-ra ¢,, = 9. Valasszunk olyan Uy illetve Py
nyilt kornyezeteit ug-nak illetve pg-nak, amelyekre ¢(Uy, Py) C X és ¢ im-
merzidja Uy X Py-nak X-be. Mivel f € B;, az (u,p) — f(¢(u,p)) leképezés
Baire-tulajdonsagu. fgy Fubini tételének 2.13 analogonja szerint, egy els6
kategdriaji halmazt kivéve, minden p € Py-ra az u — f(¢(u,p)) leképezés
Baire-tulajdonsagi. Vélasszunk egy p,, — po sorozatot, amelyre minden
u— f(p(u, pm)) Baire-tulajdonsdgi. Mivel f € By, azt kapjuk, hogy

flp(u; pm)) — f(o(u, po))

sz

u — f(¢(u)) leképezés Baire-tulajdonsdgi Ugp-on, azaz lokdlisan. Ebbol
kovetkezik, hogy f € By.
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A tovabbi ellenpélddkhoz a 18.21 lemmat fogjuk felhaszndlni. Ennek
a tisztan halmazelméleti lemmanak a tipikus alkalmazasat itt azon a spe-
cialis eseten keresztiil érthetjitk meg, amelyben X a sik, T az 0sszes olyan
diffeomorfizmusok osztalya, amelyek a sik valamely nyilt részhalmazat a sik
egy masik nyilt részhalmazara képezik, F a stk méasodik kategériaju Borel-
halmazainak osztédlya, G a sik 6sszes egy dimenziés Cl-részsokasdgainak osz-
talya, és n = ¢ = Ny.

19.17. Ellenpélda. 19.11 feltételei mellett, feltéve a kontinuum-
hipotézist, ha 0 < k < n, akkor Sy ¢ By.

Bizonyitds. Megadunk egy f € Si fiiggvényt, amelyre f ¢ Bi. A
18.21 lemmat kivanjuk alkalmazni. Csak azt fogjuk felhasznalni, hogy az S
jegyzés szerint feltehetjiik, hogy a ¢, fiiggvények kolcsondsen egyértelmiiek.
Jelolje T az 6sszes olyan kolesonodsen egyértelmii 7 fliggvények osztédlyat,
amelyek eldallithatok ¢, o 30;,1 alakban, ahol U nyilt részhalmaza R¥-nak,
P nyilt részhalmaza valamely euklidészi térnek, ¢ : U x P — X pedig egy
olyan folytonos fiiggvény, amelyre minden ¢, p € P kolcsonosen egyértelmii.
Mivel az osszes U, P parok szdmossiga kontinuum, és barmely ¢ folytonos
fiiggvényt egyértelmiien meghataroznak egy adott megszamlalhaté stirti hal-
mazon felvett értékei, a T osztaly szamossiga kontinuum.

Jelolje F az X 0Osszes olyan részhalmazainak osztalyat, amelyek el6dl-
lithaték 1(G) alakban, ahol () # U C RF nyilt, ¢ : U — X bedgyazas, és
G C U miésodik kategériaju Borel-halmaz U-ban. F minden eleme Borel-
halmaz X-ben, igy F szdmossdga legfeljebb ¢ (kontinuum). Tovabbd, Pic-
card tétele szerint, G —G tartalmazza az origd egy kornyezetét, igy F minden
elemének a szdmossaga c.

A 18.21 lemmadt alkalmazva G = (-al, az X részhalmazainak egy X,
v € R rendszerét kapjuk. Ellenpéldank az X, halmaz (azaz v = 0-ra az X,
halmaz) f karakterisztikus fiiggvénye lesz.

Ha f a By osztalyban lenne, akkor 19.13 eredményei szerint R* bar-
mely nem iires U nyilt részhalmazanak barmely ¢ bedgyazisira X-be az
Ay = ¥~ Y(Xy) halmaz Baire-tulajdonsdgi halmaz lenne. Ay nem lehet
els6 kategéridji, mivel akkor valamely G C U \ Ay mésodik kategdridju
Borel-halmazra 1(G) nem metszene bele Xo-ba. Hasonléan, ha Ay mé-
sodik kategoriaji lenne, akkor vilasztva egy B C Ay mésodik kategoriaji
Borel-halmazt, azt kapnank, hogy ¢¥(G) C Xy, ellentmondédsban azzal, hogy
Y(G)N X, #0és X, N Xy =0 minden 7y # O-ra.

Megmutatjuk, hogy f € Si. Legyen U nyilt részhalmaza R¥-nak, P
nyilt részhalmaza valamely euklidészi térnek, py € P, és legyen ¢ : U X P —
X egy olyan C'-fiiggvény, amelyre minden ¢, bedgyazds. Az

{uelU: flpp, (u) # f(ep(u))}

halmaz megegyezik a

P ({2 € @po (U) : 2 € Xo A (e 00, 1) (X0)})
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halmazzal. A 7= ¢, o <p;1 leképezésre ez a halmaz részhalmaza a
—1
Ppy ((T(X) N Xo) A 7(Xo))

halmaznak. Ha feltessziik a kontinuum-hipotézist, akkor ez a halmaz meg-
szamlalhaté.

19.18. Ellenpélda. 19.11 feltételeit hasznalva, feltéve a kontinuum-
hipotézist, ha 0 < k <l < n, akkor B, NS NS; ¢ B;.

Bizonyitas. Példat adunk olyan f € By NSk NS fiiggvényre, amelyre
f ¢ B,. I%mét a 18 21 lemmét fogjuk alkalmazni. Azt is felhaqznéljuk hogy a
fiiggvények beagya7asok. Jelolje T az 0sszes olyan kolcsonosen egyertelmu
T fiiggvények osztalyit, amelyek reprezentdlhaték ¢, o 30;,1 alakban, ahol U

nyilt részhalmaza R'-nek, P nyilt részhalmaza valamely euklidészi térnek,
¢ : U x P — X pedig egy olyan C'-fiiggvény, amelyre minden ¢,, p € P
beagyazas. Legyen F ugyanaz, mint az el6z6 ellenpéldaban. Legyen G az
X 0sszes olyan Borel-halmazainak osztalya, amelyek benne vannak az X
megszamlalhaté sok k-dimenzids részsokasiginak az egyesitésében. Meg kell
mutatnunk, hogy a G halmazosztaly T-invarians. Barmely 7 € T értelmezési
tartomanya [-dimenziés részsokasdga X-nek. Ha a G € G halmaz része
521 Mj-nek, ahol minden M; egy k-dimenzids részsokasaga X-nek, akkor
minden x € G N M; Ndmn 7-hoz taldlhatunk egy € > 0-t és egy k-dimenzids
M részsokaségdt dmn7-nak tigy, hogy minden y-ra, amelyre |y — x| < ¢,
teljesiil, hogy y € X, és hogy y € GNM;Ndmn 7 akkor és csak akkor, hay €
GﬂM’ Ndmn 7. Ez azt bizonyitja, hogy a GNdmn 7 Borel-halmaz lefedhet6
dmnT megszamlalhaté sok k-dimenziés részsokaségaval. Igy a 7(G) Borel-
halmaz is lefedheté megszdmlilhaté sok k-dimenzids részsokasaggal.

Mivel egy k-dimenzidés G részsokasdg barmely részhalmazanak dim =
ind = Ind topolégiai dimen7iéja < k az X egy [-dimenzids L I‘éS?SOkaSEi—
G € G-re, valamlnt barmely GoC G megszamlalhato halmazrendszer G unié6-
jara is. Ez azt mutatja, hogy barmely ' € F-re az F'\ G halmaz szamossaga
¢. A 18.21 lemma alkalmazédsdhoz sziikséges tobbi feltétel teljesiilését mar
ellenériztiik az el6z6 ellenpéldanal.

A 18.21 lemmat alkalmazva, olyan X, v € R halmazrendszert kapunk,
amelyre minden X, minden G' € G halmazbdl megszdmlalhaté sok pontot
tartalmaz, de X, N F # () minden F' € F-re.

Legyen f az X karakterisztikus fiiggvénye. Ugyanigy, mint az el6z6
ellenpéldanal, azt kapjuk, hogy f € S;, de f ¢ B;. Mivel R* barmely nyilt
részhalmazanak barmely 1 Cl-bedgyazasara X-be az f o v fiiggvény egy
megszamlalhaté halmazt kivéve nulla, azt kapjuk, hogy f € B és f € Sk.
fgy a bizonyitas teljes.

19.19. Ellenpélda. 19.11 feltételei mellett, ha teljesiil a kontinuum-
hipotézis, akkor 0 < k <l <n-re B, NS, ¢ By US;.
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Bizonyitas. Alkalmazzuk a 18.21 lemmat ugyanazzal a T-vel, F-el
és G-vel, mint az el6z6 ellenpélddban. Egy X, v € R halmazrendszert
kapunk, amelyre minden X, minden G' € G-bd8l megszadmlalhaté sok pontot
tartalmaz, de X, N F # () egyetlen F' € F-re sem.

Legyen Z olyan [-dimenzids sik, amelynek metszete X-el nem iires, f
pedig legyen a ZN X, halmaz karakterisztikus fiiggvénye. Ekkor f € B NSk,

defgéBléngéSl.

20.5 A folytonossag és a differencialhatésag k6zott

Mint a bevezetésben emlitettiik, altalanos, ,a lokdlisan integralhaté
megoldasok végtelen sokszor differencialhatéak” tipusi eredmények kapha-
tok , kevés” valtozés fiiggvényegyenletekre is Swiatak médszerével, aki [154]
dolgozataban az

(1) Z hi(z,y) f(g9i(z,y)) = Mz, f(gnt1(2)), -, f(gm(T))) + ho(z,y)

egyenletre bizonyitott be ilyen eredményt, ahol f az egyetlen ismeretlen fiigg-
vény. Mddszerének lényege, hogy megmutatja, a disztribicié értelemben te-
kintett megoldasok egy olyan differencidlegyenletet elégitenek ki, amelynek
csak C* megoldasai vannak. Mint a bevezetés 1.40 pontjaban kifejtettiik,
modszerével kapcsolatban az egyik probléma, hogy léteznie kell olyan yo-nak,
amelyre g;(x,y0) = « minden 1 < ¢ < n-re, ami meglehetdsen erds feltétel. A
masik probléma, hogy a fellépo parcidlis differencidlegyenlet konstans erds-
ségli hypoelliptikus kell legyen. A részleteket illetGen Swiatak eredeti [151],
[152], [153], [154], [155] dolgozataira utalunk. A mddszerrel kapcsolatos to-
vabbi hivatkozdsok a [104] attekinté dolgozatban talalhatdk.

Ebben a paragrafusban &ltalanos, ,,folytonossidgbdl kovetkezik a C°”
tipusti eredményeket fogunk bizonyitani. A ,,C'-bél kivetkezik C*” rész az
1.17 probléméaban szerepld altalanos nemlinearis explicit egyenletre alkal-
mazhaté6 az 1.17.(3) feltételben a belsé fiiggvényekre kirétt erds rang feltétel
nélkiil. A , folytonossigbdl kovetkezik C'” rész csak a linedris tipusi

(2) f(J:) = hO(xay) + Z hz(xay)f(gz(xay))

egyenletre alkalmazhatd, ahol f az ismeretlen fiiggvény. Az 1.7 pontban
leirt ,,bootstrap” moddszer szellemében olyan tulajdonsigok egy sorozatat
vezetjiik be, amelyek  durvan szélva  a folytonossag és a folytonos diffe-
rencidlhatosig kozott vannak. Ez a tulajdonsdg-sorozat alkotja azt a 1épcsét,
amelyen felmaszhatunk a folytonossagtol a folytonos differencidlhatosaghoz.
El6szor megvizsgaljuk az 1j fogalmak alaptulajdonsagait. Ezutan bebizo-
nyftunk egy ,,folytonossaghdl kovetkezik C1” tipusi tételt. A tétel egy fi-
nomitasat is bebizonyitjuk. Végiil egy ,,C'-bél kovetkezik C*°” tipusu tételt
bizonyitunk. Ezek az eredmények a Jarai [98] dolgozatban publikdlas alatt
allnak.
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Médszeriink elonyei Swiatak maédszerével szemben az alabbiak:

Nincs sziikségiink arra az igen erés feltevésre, hogy van olyan g, amelyre
gi(z,y0) =z, ha 1 < i < n. Ez a feltétel a fiiggvényegyenletek legtobbjére
nem teljesiil.

Szintén sziikségtelen a meglehetdsen mesterkélt és nehezen ellendrizhet6
hypoelliptikussagi feltétel. Feltételeink  az adott fiiggvényekre vonatkozo
simasagi feltételek mellett  tisztéan linedris algebrai jellegtiek.

Latszolag a Swiataknal szerepl (1) egyenlet nemlinedris, mig az alta-
lunk vizsgalt (2) egyenlet linedris. Azonban az (1) egyenletben yg-at helyet-
tesitve a g;(x,yo) = = feltételek felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

Z hi(x, yo) f(2) = W@, f(gnt1(2)), - 5 F(gm(2))) + ho(, yo)-

Ebbél az egyenletbél kifejezve a h(x, f(gn+1(x)),. .., f(gm(x))) tagot, és
visszahelyettesitve (1)-be, majd osztva > | h;(z,yo)-al, egy (2) tipusi egyen-
letet kapunk. fgy modszeriink alkalmas arra, hogy Swiatak (1) egyenletének
megolddsaira ,,folytonossdghdl kivetkezik C!” tipusi 4llitdsokat bizonyfit-
sunk. A ,,C'-bdl kovetkezik C>” tipusi eredményeink az 1.17 problémaban
szerepl6 altalanos nemlinedris egyenletre vonatkoznak.

Végiil remélhetd, hogy mdédszereink finomitasaval az 1.17 problémaban
szereplo altalanos nemlinearis egyenletre is kaphatok ., folytonossaghol kovet-
kezik C'” tipusd eredmények. Ez lehetetlennek tiinik Swiatak médszerével,
amely Schwartz-féle disztribicidkat haszndl, mivel a Schwartz-féle disztribu-
ciok kozott nincs szorzas definidlva. Schwartz ,, lehetetlenségi tétele” szerint
ilyen szorzas nem is definialhaté kielégité modon. Még kevésbé lehetséges
disztribicidkat altaldnos (t6bbvaltozds) C°-fiiggvényekbe helyettesiteni. Ez
a koriilmény a disztriblicié-mddszert olyan egyenletekre korldtozza, amelyek
nincsenek tiil messze a linearistol.

20.1. Definicié. Az alapgondolat

(1) P /U w(te, p) £ ((u, p)) dps()

tipusi paraméteres integralokat tekinteni az f : X — Y fiiggvényre, amely
az X halmazt az Y Banach-térbe képezi. Ilyen paraméteres integralok a
(P,U,w, ¢, 1) paraméteres integracios otos dltal adottak, ahol P a paraméter
tér, U egy mértéktér a p mértékkel, w egy U X P-n értelmezett valds értéki
sulyfiiggvény és a ¢ : U x P — X fiiggvényt dgy tekintjiik, hogy egy ¢,, p €
P paraméteres feliilet-csaladot reprezental X-ben. Tekintsiik paraméteres
integracids 6tosok egy P osztalyét, és jelolje F(X,Y,P;G) az dsszes olyan
f: X — Y fiiggvények osztdlyat, amelyekre minden P-beli 6tosre az (1)
paraméteres integrdl a G fiiggvényosztalyban van.

Céljainkra egy specidlis eset is elegendd lesz. Az egyszeriiség kedvéért,
tegyiik fel, hogy f az R"™ valamely X nyilt részhalmazat az Y Banach-térbe
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képez6 folytonos fiiggvény. Az dsszes olyan (U, P, w, o, i) paraméteres integ-
racios otosok Py osztalyat fogjuk tekinteni, amelyekre U nyilt részhalmaza
RF-nak, a P paraméter-tér nyilt részhalmaza valamely euklidészi térnek,
a ¥ Lebesgue-mérték megszoritasa U részhalmazaira, a w: U x P — R és
@ U x P — X fiiggvények pedig valamilyen simasdagi feltételnek tesznek
eleget. Mindig olyan sulyfiiggvényeket fogunk hasznalni, amelyek folytono-
sak és kompakt tartdjiak. A ¢ fiiggvényrol legaldbb annyit fel fogunk tenni,
hogy C!-ben van. Ilyen feltételek mellett a

2) pio /U w(u, p) f(p(u, p)) du

paraméteres integrdl minden p € P-re létezik, és folytonos fiiggvénye p-nek.
Az integralas a k-dimenzids Lebesgue-mérték szerint torténik.

A 11.1 tétel azt mutatja, hogy ha f csak folytonos, de ¢ kétszer folytono-
san differencialhaté, akkor £ = n esetén ez a paraméteres integral megfelel6
feltételek mellett folytonosan differencialhat6. Ha k = 0, akkor ilyen integra-
lok folytonos differencidlhatésiga ekvivalenssé valik az f folytonos differen-
cidlhatésagaval. Durvan szélva, csokkentve k-t, ilyen paraméteres integralok
folytonos differencidlhatdsaga egyre erésebb feltétellé valik, és igy megadja
azt a 1épcsot, amely sziikséges ahhoz, hogy felmésszunk a folytonossagtol a
folytonos differencidlhatésagig.

Hogy jol hasznalhaté jeloléseket kapjunk, tekintsiik a kovetkez6 helyze-
tet. Legyen X nyilt részhalmaza az R™ térnek, Y pedig Banach-tér és legyen
0 <k <n. Legyen a W osztaly olyan w fliggvények osztalya, amelyek vala-
mely (a w-tél fiiggd) U x P szorzatot R-be képeznek, ahol U az R* egy nyilt
részhalmaza, P pedig valamely euklidészi tér nyilt részhalmaza. A ® osztaly
legyen olyan ¢ fliggvények osztalya, amelyek valamely U x P szorzatot X-be
képeznek, ahol U nyilt részhalmaza az R* térnek, P pedig nyilt részhalmaza
valamely euklidészi térnek. A G fiiggvényosztaly legyen valamely euklidészi
tér valamely P nyilt részhalmazat az Y-ba képezo fiiggvények egy osztalya.
Jelolje

fk(X7Y7W7(Dag)

az 0sszes olyan f: X — Y folytonos fiiggvények osztalyat, amelyekre vala-
hényszor a w € W és a ¢ € ® fiiggvények értelmezési tartomanya ugyanaz
az U x P, a (2) paraméteres integrdl minden p € P-re definidlva van és a G
fiiggvényosztaly eleme.

AW, ® és G fiiggvényosztilyokat simasagi feltételekkel fogjuk megadni.
A tovabbiakban, ha 0 < m < oo, jelolje C™ az Gsszes olyan fiiggvények osz-
talyat, amelyek valamely euklidészi tér valamely nyilt részhalmazan vannak
értelmezve, értékeik valamely Banach-térben vannak, és m-szer folytonosan
differencidlhatéak. Jelolje K™ a kompakt tartoju fiiggvények altal alkotott
részosztalyat a C'™ fiiggvényosztalynak. Jelolje Z™ az tsszes olyan ¢ € C™
fiiggvények osztalyat, amelyek euklidészi terek nyilt részhalmazainak vala-
mely U x P Descartes-szorzatat képezik le egy euklidészi térbe ugy, hogy
u +— (u,p) immerzi6 minden p € P-re. Hasonldan, jelolje £™ az sszes
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olyan ¢ € C™ fiiggvények osztalyat, amelyek euklidészi terek nyilt halma-
zainak valamely U x P szorzatat képezik le egy euklidészi térbe gy, hogy
u — @(u, p) bedgyazas minden p € P-re.

Szamunkra a legfontosabbak a Fi(X,Y,K', Z%,C"), 0 < k < n fiigg-
vényosztalyok lesznek.

Az f € F(X,Y, K, Z% C") feltételt gyakran lokalisan fogjuk ellend-
rizni. Ha egy adott ¢ : U x P — X fiiggvényre minden uy € U-hoz és
po € P-hez van olyan Uy nyilt kornyezete ug-nak és Py nyilt kornyezete
po-nak, hogy a (2) paraméteres integral C'-ben van, valahdnyszor w € K',
w: U x P — R, és w tartéja része Uy x Py-nak, akkor barmely w € K!,
w: U x P — Rere is a (2) paraméteres integral Cl-ben van. Ez kiénnyen
kovetkezik egységfelbontast hasznalva.

20.2. Megjegyzések. (1) Tegyiik fel, hogy X nyilt részhalmaza R™-
nek. A képtér legyen R™. F§ eredményeink, durvan szélva, azt fogjak
mutatni, hogy ha egy f megoldds benne van Fj,1(X,R™ K' 7?;C")-ben
akkor benne van Fj(X,R™ K, Z%;C")-ben is. Meg fogjuk mutatni, hogy
Fo(X,R™ K1 72;Cl) megegyezik a Cl-fiiggvények osztalydval, és hogy min-
den f: X — R™ folytonos fiiggvény F, (X, R™, K, Z2;C!)-beli. [gy 1épésrdl
lépésre azt kapjuk, hogy a folytonos megoldasok folytonosan differencialha-
toak.

(2) Némi hasonlésig all fenn a mértékelméleti és a Baire-kategdria ese-
tekkel. A megfelel6 mértékelméleti fogalmak elotorténetével kapcsolatban
ldsd a 18. paragrafust.

(3) Mint a bevezetésben leirtuk, paraméteres integralok felhasznalasa
fiiggvényegyenletek regularitasi tulajdonsagainak bizonyitasara a valds val-
tozds esetben j6l ismert, lasd Aczél [3] konyvét, 4.2.2, 4.2.3. A tobb vilto-
70s fiiggvények esetére torténo kiterjesztéssel a 11. fejezetben foglalkoztunk,
amelynek eredményeit itt is fel fogjuk hasznélni.

(4) Ha X nyilt részhalmaza R™-nek, Y Banach-tér, és 0 < k < n, akkor
az Fr(X,Y, K1, 7%, C") fiiggvényosztdly megegyezik az Fp(X,Y, K, E%;CY)
fiiggvényosztallyal. Ez konnyen kiovetkezik a definiciéban emlitett lokalitasi
elv felhasznalasaval.

20.3. Tétel. Legyen X nyilt részhalmaza R™-nek. Ha 0 < k < o0,
akkor Fo(X,R™, K%, I°;CF) = C*.

Bizonyitas. A definiciéban szereplé paraméteres integrdl most egy-
szertien a p — w(0,p)f(p(0,p)) leképezés. Legyen P = X, p — ¢(0,p) az
identikus leképezés, p — w(0, p) pedig legyen egy az adott zo = pg € X pont
valamely kornyezetében. fgy azt kapjuk, hogy f egy CF-fiiggvény az x( vala-
mely kérnyezetében. Megforditva, ha f € C*, akkor a p — w(0,p) f(¢(0, p))
leképezés is CF.

Most megmutatjuk, hogy az R" valamely X nyilt részhalmazat R"-be
képezd folytonos fiiggvények F,(X,R™, K Z?;C!)-beliek. A bizonyitas a
11.1 tételen muilik.



170 20.§ A folytonosssg és a differencidlhatésag kozott

20.4. Tétel. Legyen X nyilt részhalmaza R™-nek, f : X — R™ pedig
folytonos fiiggvény. Ekkor 20.1 jeloléseivel f € F,(X,R™, K, £%CL).

Bizonyitas. Koordinatdkra térve at, feltehetjiik, hogy f valds értéki,
azaz hogy m = 1. Legyen P nyilt részhalmaza R*-nek, U pedig nyilt részhal-
maza R™-nek. Legyen ¢ : U x P +— X egy I2-beli fiiggvény. A definiciéban
szerepld lokalitasi elv miatt elég megmutatni, hogy po € P-nek és ug € U-nak
van olyan Py C P illetve Uy C U nyilt kornyezete, hogy ha w: U x P — R
olyan C!-fiiggvény, amelynek a tartéja része Uy x Py-nak, akkor a

P /U wu, p) f(p(u, p)) du

leképezés C'-beli. Ha Uy és Py elég kicsik, akkor az x = ¢(u, p) helyettesités
minden p € Py-ra elvégezheto. Valaszthatunk egy olyan S szimplexet, amely
tartalmazza Up-at. A fenti integrél igy

[l @)@, ) do
ep(S)

lesz minden p € Py-ra. A 11.1 tétel szerint az integrdl folytonosan differen-
cialhaté fiiggvénye p € Fy-nak.

20.5. Tétel. Legyenek X és X;, 1 < ¢ < n euklidészi terek nyilt
részhalmazai, Y pedig nyilt részhalmaza R'-nek. Legyen D nyilt részhalmaza
X X Y-nak. Tekintsiik az f : X — R™, f; : X; — R™, h; : D — R,
gi D — X; (i = 1,2,...,n) figgvényeket. Legyen U C RF nyilt, P
nyilt részhalmaza valamely euklidészi térnek, po € P, ¢ : U X P — X egy
T2-beli fiiggvény, és tegyiik fel, hogy (20.1 jeloléseivel) az alibbi feltételek
teljesiilnek:

(1) minden (x,y) € D-re

n

fl@) =" hi(z,y) filgi(z,9));
i=1
(2) h; folytonosan differencidlhaté, hai=1,... ,n;

(3) az f; fiiggvény Fp 11 (X;, R™ K E2CY)-beli (i = 1,2,... ,n);
(4) a g; fiiggvény C?-beli D-n (i = 1,2,...,n);
(5) minden ug € U-hoz van olyan yq, hogy (p(uo,po),y0) € D és az

(u,y) — gi(¢(u, po),y)

leképezés derivaltjanak rangja az (ug,yo) pontban k+ 1 minden 1 < i <
n-re.
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Ekkor barmely K'-beliw : U x P — X fiiggvényre a

P /U wu, p) f(p(u, p)) du

leképezés folytonosan differencialhato a py valamely kornyezetében.

Bizonyitas. Vilasszunk Uy, P, és Yy nyilt kornyezeteit az uq, pg illetve
yo pontoknak tgy, hogy (¢(u, p),y) benne legyen a D halmazban, ha u € Uy,
p € Py és y €Yy, tovabba az (u,y) — gi(p(u,p),y) leképezés derivaltjanak
rangja k + [ legyen, ha v € Uy, p € Py, y € Yy és 1 < i < n. Ez lehetséges,
mivel D nyilt, g; és ¢ is C>-fiiggvények, a rang alulrél félig folytonos, és
U x Y dimenziéja k + [, igy a rang nem mehet k + [ folé.

Legyen w : Uy x Py — R egy tetsz8leges K!-fiiggvény. Vilasszunk egy
olyan wq : Yy — R fiiggvényt, amely K!l-beli, és amelyre fYo wo(y) dy # 0.
(1) szerint azt kapjuk, hogy

n

w(u, p) f (o, p))woly) =Y w(u, p)wo(y)hi(p(u, p),y) fi(gi(e(u, p), v))-

=1

Mindkét oldalt integrilva Uy x Y felett, azt kapjuk, hogy
[ wowdy [ wlwp) o) du
Yo U

=57 [ [l )b ot p).) ool ), ) .

0

A jobb oldal C!-beli. Ez bizonyitja, hogy

p— | w(u,p)f(e(u,p))du
Uo

folytonosan differencidlhaté Py-on. Tetszéleges Kl-beli w : U x P — R
sulyfiiggvényre az allitds az u — w(u,pg) leképezés tartja egy alkalmas
véges lefedésének megfelel6 egységfelbontast hasznalva kovetkezik.

A 18. pragrafusban adott 18.8 példa itt is ugyanigy targyalhaté. Ugyan-
ugy, mint ott, itt is megallapithatjuk, hogy a rang feltétel nem teljesen kie-
légit6. Az altalanositashoz el6szor egy lemmara lesz sziikségiink.

20.6. Lemma. 20.1 jeloléseivel, legyen X nyilt részhalmaza R"-nek,
0<k<nés
f € fk(XaRm7K:1782;Cl)'

Legyenek U és P euklidészi terek nyilt részhalmazai, és tegyiik fel, hogy a
C%-beli ¢ : U x P — X fiiggvényre az u — ¢(u,p) leképezés deriviltjanak
rangja > k az (ug,po) € U X P pontban. Ekkor van olyan Uy kiérnyezete
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ug-nak és Py kérnyezete pg-nak, hogy barmely Kl-beli w : U x P — R
fiiggvényre, amelynek tartdja része Uy x Py-nak, a

P /U w(u, p) f(p(u, p)) du

leképezés folytonosan differencialhaté P-n.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy ha u;-el jel6ljiik az u elsé k koordina-
tajabdl alkotott vektort, us-vel pedig az v maradék koordindtdibdél alkotott
vektort, akkor az uy — @(u1, usz, p) leképezés Jacobi-determinédnsa az (ug, po)
pontban nem nulla. Vélasszunk olyan Uy = Uy x Us nyilt kornyezetét ug-nak

és olyan Py nyilt kornyezetét pg-nak, hogy ez a Jacobi-determindns ne legyen
nulla Uy x Py-on. Ekkor az

(u2,p) - w(u, uz, p) f(p(ur, uz, p)) dus

leképezés Cl-beli. Integralva uy szerint, kapjuk a lemma allit4sat.
20.7. Kovetkezmény. 20.1 jeloléseivel, ha 0 < k <[ < n, akkor
Fr(X,R™ K £%CY c F(X,R™ K E%Ch.
Kovetkezd tételiink a 20.5 tétel dltalanositasa.

20.8. Tétel. Legyenek X,Y és X;, 1 <1 < n euklidészi terek nyilt
részhalmazai. Legyen D nyilt részhalmaza X x Y-nak. Tekintsiik az f :
X—>R" fi : X; —=R" h;: D —>R,g:D — X; (i =1,2,...,n)
fiiggvényeket. Legyen U C RF nyilt, P nyilt részhalmaza valamely euklidészi
térnek, pg € P, ¢ : U x P — X egy I?-beli fiiggvény, és tegyiik fel, hogy
(20.1 jeloléseivel) az aldbbi feltételek teljestilnek:

(1) minden (x,y) € D-re

n

F@) = 3 hila,y) filgalar, )):

=1

(2) h; folytonosan differencidlhaté, hai=1,... ,n;

(3) az f; fiiggvény Fr (X;, R™ K E%CY-beli (i = 1,2,... ,n);

(4) a g; fiiggvény C?-beli D-n (i = 1,2,...,n);

(5) minden ug € U-hoz van olyan yq, hogy (p(uo,po),y0) € D és az

(u7 y) = gi(‘:o(uap())a y)

leképezés derivaltjanak rangja (ug, yo)-ban legaldbb k;, ha 1 < i < n.
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Ekkor barmely K'-beliw : U x P — X fiiggvényre a

P /U wu, p) f(p(u, p)) du

leképezés folytonosan differencialhato a py egy kornyezetében.

Bizonyitas. Valasszunk Uy, P, és Yy nyilt kornyezeteit ug-nak, pp-nak,
illetve yo-nak tgy, hogy (p(u,p),y) benne legyen D-ben, ha u € Uy, p € Py
és y € Yy, tovabbd az (u,y) — g:(@(u,p),y) leképezés derivdltjanak rangja
legaldbb k; legyen minden uw € Uy, p € Py, y € Yp és 1 < ¢ < n-re. Ez
lehetséges, mivel D nyilt, g; és ¢ is C?-fiiggvények, a rang pedig alulrdl félig
folytonos.

Legyen w : Uy x Py — R egy K!-fiiggvény. Valasszunk egy olyan K-
beli wg : Yy — R fiiggvényt, amelyre ng wo(y) dy # 0. Az (1) feltételbdl azt
kapjuk, hogy

n

w(u, p) f(p(u, p)woly) = Y w(u, pywo(y)hi(p(u, p), y) filgi(@(u, p), v))-

=1

Mindkét oldalt integrdlva Uy x Y, felett, azt kapjuk, hogy
[ wowydy [ wlwp) st du
Yo U

=5~ [ [l punt)hs ot p).) ool ), ) .

0

Az el6z8 lemma szerint a jobb oldal C!-beli. Ez bizonyitja, hogy

p— | w(u,p)f(e(u,p))du
Uo

folytonosan differencidlhaté Py-on. Tetszdleges Kl-beli w : U x P — R fiigg-
vényre az allitds megkaphatd, ha az u — w(u, pg) leképezés tartdjanak egy
alkalmas véges lefedéséhez tartozd egységfelbontisra alkalmazzuk az eddig
bizonyitottakat.

Utolsé tételiink magasabb rendii derivaltakra vonatkozik. Itt a fiigg-
vényegyenlet lehet nemlinedris is.

20.9. Tétel. Legyen X nyilt részhalmaza R*®-nek. Legyenek Y, Z
és X;, Z;, 1 < i < n euklidészi terek nyilt részhalmazai. Legyen D nyilt
részhalmaza X x Y-nak. Tekintsiik az f : X — R™, f; + X; — Z;, h:
DxZyx-Z;— Z,g,:D— X; (i=1,2,...,n) fiiggvényeket. Legyen
r > 1 egy egész szam. Legyen U C RF nyilt, P valamely euklidészi tér nyilt
részhalmaza, py € P, ¢ : U x P — X egy I2-fiiggvény és tegyiik fel, hogy
(20.1 jeloléseivel) az alabbi feltételek teljestilnek:
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(1) minden (x,y) € D-re

f(@) =hz,y, fi(g(z,y)) . falgn(z,9))):
(2) az Gsszes 09°0% ! ...0¢"h parcidlis derivdltak folytonosan differencidl-
hatéak, ahol 0 < |a| <r;
(3) az f; fiiggvény Osszes r-ed rendii parcialis derivaltjai léteznek, és benne
vannak az Fi, (X;, R™ K E%;CY) térben (i =1,2,... ,n);
(4) a g; fiiggvény C™+'-ben van D-n (i =1,2,... ,n);
(5) minden ug € U-hoz van olyan yq, hogy (p(ug,po),y0) € D és az

(u,y) — gi(¢(u, po),y)

leképezés deriviltjanak rangja (ug, yo)-ban legaldabb k;, ha 1 <i < n.

Ekkor barmely K!-beli w : U x P — X fiiggvényre és barmely o € N*
multiindexre, amelyre |a| = r, a

P /U w(u, p)(0° F) (o, p)) du

leképezés folytonosan differencialhato pg egy kornyezetében.

Bizonyitds. Legyen 1 < ¢ < s, és differencidljuk az (1) egyenletet
parcidlisan z, szerint. Nem irva ki a valtozdkat, azt kapjuk, hogy

RIS 3

a]k

Itt 2, = (2ij), @i = (i), fi = (fij) és gi = (9i,k). Ez az egyenlet azt
mutatja, hogy ha a € N és |a| = 1, akkor 0% f eleget tesz egy

Mo

0% f(2) = hayo(2,9) + D has(@,) fap (9a,6(2,9))
B=1

fiiggvényegyenletnek, ha (x,y) € D. Itt, ha az o multiindex ¢-adik koordi-
natija egy, a tobbi pedig nulla, akkor

b (o) = G- (2.9 fo(0). S (1 (2.9) o o)

9o, = Yi valamely 1 < i < n-re,

afz,j

valamely ¢, j, k-ra
(9:132 k

fa,ﬁ

és

oh 9gi
B (5,) = 5 (00 Jolw)s 910 0) - o (9ns0))) G2 )
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valamely ¢, j, k-ra.

Vildgos, hogy h g-nak x szerint létezik és folytonos az r-edik parcidlis
derivédltja, ha 0 < 8 < n,, tovdbba f, g valamelyik X;-t képezi R-be és
minden 7 — 1-edik parcidlis derivaltja létezik és Fy, (X;, R™, K, E2;C)-beli.
Ujra differenciglva, || szerinti teljes indukciéval azt kapjuk, hogy ha o € N*|
1 < |a| <r, akkor

Mo

(5) 0%f(z) = ha,()(w? y) + Z ha,ﬂ(ajv y)fotﬁ (gaﬁ(xa Y)
p=1

ha (z,y) € D. Itt ho g : D — Z és az x szerinti r + 1 — |a|-adik parcialis
derivéltjai folytonosak, tovabba f, 5 : X; — R valamely 1 < ¢ < n-re és az
osszes 7 — |al-adik parcidlis derivdltjai Fy, (X;, R™, K, £2:C!)-beliek. Végiil,
Ja,3 = gi Ugyanarra az i-re, amelyre dmn f, g3 = X;.

Most felhasznaljuk a 20.8 tételt. Azt kapjuk, hogy barmely Kl-beli
w : Ux P — X fiiggvényre és barmely a € N® multiindexre, amelyre
o] =7, a

P /U w(u, p)(0° ) (o, p)) du

leképezés folytonosan differencidlhaté pg egy kornyezetén.
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VII. ALKALMAZASOK

Nyilvanvald, hogy az el6z6 paragrafusokban bizonyitott eredményeknek
szamos alkalmazasa lehetséges. Itt csak néhany, az eredmények haszndalatat
illusztralé példat adunk meg.

21.§ Egyszeri alkalmazasok

21.1. A Cauchy-egyenlet altalanositasai. A hivatkozasokat ille-
téen lasd Aczél [3] konyvét.
Legyen f: R™ — R™ egy fiiggvény, és tegyiik fel, hogy f eleget tesz az

(1) fle+y)=flz)+f(y), bha =z,yeR”
Cauchy-egyenletnek. A t = x + y helyettesitéssel
(2) fO) =f)+f(t—y), ha tyeR"

Ebb6l, ha f mérhetd egy pozitiv mértékii halmazon vagy Baire-tulajdonsagu
egy masodik kategériaju Baire-tulajdonsagu halmazon, akkor f folytonos a
8.3, illetve a 10.2 tételek szerint. Most alkalmazva az 1.29 tételt, kapjuk,
hogy f végtelen sokszor differencidlhaté.

Hasonléan, legyen f : R™ — R egy ismeretlen fiiggvény, és legyen adott
egy h : R?*2 — R végtelen sokszor differencidlhaté fiiggvény. Tegyiik fel,
hogy f kielégiti az

(3) fle+y)=h(zy f(2), fly), ha z,yecR"

altalanositott Cauchy-egyenletet. Ezzel az egyenlettel kapcsolatban lasd még
Aczél [3] konyvét és Sander [141], [142] dolgozatait. A ¢ = = + y helyettesi-
téssel azt kapjuk, hogy

(4) f(t):h(t_yayaf(t_y)7f(y))7 ha t??JERn'

A 8.3, illetve 10.2 tételekbél kapjuk, hogy (2) minden f megolddsa, amely
mérheto egy pozitiv mértékii mérheté halmazon, vagy Baire-tulajdonsagu
egy masodik kategéridju Baire-tulajdonsdgu halmazon, folytonos. Most az
1.28 tételbdl kapjuk, hogy f végtelen sokszor differencidlhaté. Ugyanez a
modszer alkalmazhaté az

(3) F(G(x,y)) = h(z,y, f(x), f(y)), ha z,yeR"
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egyenletre, ahol G : R™ x R" — R" egy adott, végtelen sokszor differencial-
haté fiiggvény tgy, hogy minden ¢y € R"-hez és xyp € R™-hez létezik olyan
Yo € R™ pont, amelyre

oG oG
G(zo,y0) = to, det %(ﬁo,yo) #0 és  det a—y(%,yo) # 0.

Ekkor t = G(x,y) helyettesitéssel lokalisan azt kapjuk, hogy

f(&)=n(gt ),y f(9(t,y), f()),
ahol G (g(t,y),y) = t, és alkalmazhatjuk a 8.3, 10.2 és 1.28 tételeket.

21.2. A Pexider-egyenlet altalanositasai. A XVI. nemzetkozi fiigg-
vényegyenletek konferencian vetette fel Wolfgang Sander az aldbbi problémat
(lasd Sander [144]).

Legyenek f, g, és h valds fiiggvények, H : R? — R egy folytonos fiigg-
vény, és tegyiik fel, hogy az

flx+y)=H(g(z),h(y)), ha z,yeR

fiiggvényegyenlet teljesiil. Vajon igazak-e az alabbi allitasok:
(1) ha g és h Baire-tulajdonsagiiak, akkor f folytonos;

(2) ha g és h Lebesgue-mérhetéek egy-egy pozitiv mértékii mérhets halma-
zon, akkor f folytonos;

(3) ha g vagy h Lebesgue-mérhetd, akkor f folytonos.

Ha (1), (2) vagy (3) igaz, akkor vajon az dsszeadds helyettesithets-e egy
altalanosabb fiiggvényosztallyal?

Mindharom problémat és az &altaldnositasukat is megoldjuk, ha meg-
mutatjuk, hogy ha f, g és h R"-et R™-be képez6 fiiggvények, valamint
H:R" xR" xR™ x R™ — R™ egy folytonos fiiggvény, és fenndll az

f(G(z,y)) = H (x,y,9(x),h(y)), ha z,yeR"

fiiggvényegyenlet, ahol G : R"” x R™ — R" egy adott, folytonosan differenci-
alhato fiiggvény gy, hogy minden ¢y € R™-hez és xy € R™-hez 1étezik olyan
Yo € R™ pont, amelyre

oG oG
G(zo,y0) = to, det %(ﬁo,yo) #0 és  det a—y(%,yo) # 0,

akkor abbdl, hogy g Lebesgue-mérhet6 egy pozitiv mértékii mérhet6é halma-
hogy f folytonos.

Ezen allitas bizonyitasdhoz t = G(x,y) helyettesitéssel lokdlisan azt
kapjuk, hogy

ft) = H(G*(t,y),y,9(G"(t,9)), h(y)) ,

ahol G (G*(t,y),y) = t, és alkalmazhatjuk a 8.3, illetve 10.2 tételeket.
Sander probléméjianak megoldasa a Jarai [65] illetve [67] dolgozatokban
keriilt publikalasra.
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21.3. A koszinusz fiiggvényegyenlete. Legyen G egy lokalisan kom-
pakt csoport, H egy topologikus gytirti megszamlalhaté bazissal, f : G — H.
Az

fluv) + fluv™) =2f(u)f(v), ha wu,veG

koszinusz fiiggvényegyenletet vizsgaltak példdul Hille és Phillips [58], Ku-
repa [116], és Baker [21] abban az esetben, amikor G = R vagy G = R™.
Itt arra az esetre fogjuk megmutatni, hogy a mérhet6 megoldasok folytono-
sak, amikor G lokdlisan euklidészi, azaz Lie-csoport. Pontosabban, minden
olyan lokalisan kompakt csoportra bizonyitunk, amely eleget tesz az alabbi

feltételnek:

(2) G-nek van olyan K kompakt részhalmaza, amelyre A(K) > 0, és minden
C C K kompakt részhalmazra, amelyre A\(C') > 0, M{z? : 2 € C} > 0.

Itt A egy bal Haar-mérték G-n. Minden Lie-csoport eleget tesz ennek
a feltételnek. Valéban, ha G egy n-dimenzids Lie-csoport e egységelemmel,
akkor nem nehéz belatni a Lie-csoportokon a Haar-mértékre vonatkozo téte-
lek felhasznaldséval (1asd Chevalley [29]), hogy léteznek olyan U és V nyilt
halmazok és egy ¢ homeomorfizmusa U-nak R™ egy nyilt részhalmazara,

hogy e € V.C U, p(e) =0, az (2,y) — ¢ (@‘1(@ : (w‘l(y‘l))_l) leképe-
zés analitikus leképezése (V) x ¢o(V)-nek o(U)-ba, és hogy V barmely C

kompakt részhalmazara a C' bal Haar mértéke és a ¢(C) Lebesgue-mértéke
egyszerrre tlinik el. Mivel az

(e ) 9 (2))

o(V)-t o(U)-ba képezd leképezés Jacobi-determindnsa 2™ a 0 pontban, 1é-
tezik olyan W nyilt kérnyezete e-nek G-ben, hogy W?2 C V és a fenti le-
képezés Jacobi-determindnsa ¢(W) felett nem kisebb, mint 1. Innen az in-
tegraltranszforméciés formula felhasznalasaval kovetkezik, hogy W barmely
C kompakt részhalmazara ¢ ({:B2 HHS C’}) Lebesgue-mértéke nem kisebb,
mint ¢(C) Lebesgue-mértéke. Igy G eleget tesz a (2) feltételnek, K-t a W
egy pozitiv mértéki kompakt részhalmazanak vilasztva.

Térjiink vissza eredeti allitdsunk bizonyitdsdhoz. Az (1) egyenletbdl,
t = wv~!, y = v helyettesitéssel, azt kapjuk, hogy

f)=2f(ty)f(y) - f(ty®), ha tyed.

Legyen t; egy tetszOleges eleme G-nek. Megmutatjuk, hogy f folytonos
a tg pontban. Legyen T egy kompakt halmaz, amely tartalmazza to egy
kornyezetét, K a (2)-ben szerepl6 halmaz, D = T x K, legyen tovdbba
Y =X, =Xo=X3=0G, h(t,y, 20, 21, 22, 23) = 22122 — 23, €5

oi(t,y) =ty,  ha (t,y)€ D;
g2(t,y) =y,  ha (t,y) € D;
g3(t,y) =ty®>,  ha (t,y) € D.
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A 8.2 tételt fogjuk alkalmazni az A; = As = A3 = G halmazokra. Az
egyetlen, ami nem trividlis, az utolsé feltétel teljesiilése a g3 fiiggvényre.
Mivel, ha B C K, akkor

{ty’:ye B} =t{y’ 1y € B}

minden ¢t € T-re, azt elég megmutatni, hogy minden £ > 0-hoz van olyan
§ > 0, hogy ha B C K és \(B) > ¢, akkor My? : y € B} > §. Tegyiik
fel indirekt, hogy ez nem igaz. Ekkor létezik olyan ¢y > 0 és minden n
természetes szamhoz olyan U, nyilt részhalmaza G-nek, amelyre A\(U,) <
1/2™ és
My:yeC é y>eU,} > e

Mivel az y — y? leképezés folytonos, az {y : y? € U, } halmazok nyiltak, igy
az {y : y? € U, } N K halmazok mérhetéek. Legyen

An:{yZ:yEC'}ﬂ<DUZ~).

Ekkor By D By D ..., AM(B,) < 1/2"71 ¢és az {y : y* € A,} halmazok
mérhetéek véges, de £9-nél nem kisebb mértékkel. Ha

Bz{yrzfe ﬂAn},
n=1
akkor \(B) > ¢g > 0, de
)\{yQ:yEB}:)\<ﬁ An) = 0.
n=1

Ha C egy kompakt részhalmaza B-nek pozitiv bal Haar mértékkel, akkor
ellentmondésra jutunk (2)-vel. Ezzel a bizonyités teljes.

21.4. Legyen f : R™ — R” egy ismeretlen fiiggvény, és legyenek A;, B;,

i =1,2,...,n nemszingularis matrixok m sorral és m oszloppal. Az
(1) f(x)+2f(Ai$+Biy):(]a ha  z,y € R™
i=1

fiiggvényegyenletet, specialis eseteit és altalanositésait szamos szerz6 tanul-
ményozta. A hivatkozdsokat illetéen 1dsd Székelyhidi [156] dolgozatat. Az
1.29 tétel szerint (1) minden mérhetd vagy Baire-tulajdonsiagi megoldasa
végtelen sokszor differencidlhato.
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21.5. Az informaécié alapegyenlete. Legyen f :]0,1[— R egy isme-
retlen fiiggvény, a > 0 egy konstans, és

D={(z,y):0<z,y,x+y<1}.

Az

X
I—y

) far-07f (12) = S0

, h ,y) € D
T2 ) a (z,y)
fiiggvényegyenlet fontos szerepet jatszik az informdacidelmélet axiomatikus
megalapozdsdban; ldsd példdul Aczél és Dardezy [15] konyvét, Maksa [124]
illetve Aczél [6] dolgozatat. A 1.29 tételbdl kovetkezik, hogy (1) minden
mérhet6 vagy Baire-tulajdonsagii megoldasa végtelen sokszor differencidalha-
to.

21.6. A (2,2)-additivitds egyenlete. Legyen f :]0,1[— R egy isme-
retlen fiiggvény. Az

flpg) + f(p(1 =) + fF (1 =p)g) + f((1=p)(1 —q))
=flp)+f(1—=p)+ fle)+f(1—q), ha 0<pg<l1

(1)

fiiggvényegyenlet szintén hasznos az informaciéelméletben. Ennek az egyen-
letnek a mérheté megoldésait Dardczy és Jarai hataroztak meg a [32] dolgo-
zatban. A dolgozatban egy fontos 1épés annak bizonyitasa, hogy (1) minden
mérheté megoldasa hatszor differencidlhatéd. t = pg és y = q helyettesitéssel
(1)-bél azt kapjuk, hogy

f(t)_—f(é—t)—f(y—t)—f(l_é_y_l_t)_{_f(é)

(2) ;
+f(1—§)+f(y)+f(1—y), ha 0<t<y<l.

Innen, az 1.29 tétel szerint, (1) minden mérhet vagy Baire-tulajdonsagui
megoldasa végtelen sokszor differencialhato.

21.7. Osszeg alaki egyenletek. Losonczi [123] dolgozatédban az

flay)+f (@ =)+ f (1 -2)y) + F (1 -2)(1 -y))

(1)
= (f(2) + f(1 —2)) (f(y) + f(1 —y))
fiiggvényegyenletet targyalja. Attekinti az ismert eredményeket, és meg-
hatarozza mindazokat az f : [0,1] — C fiiggvényeket, amelyek hiromszor
folytonosan differencidlhatok [0, 1]-en, és eleget tesznek az (1) fiiggvénye-
gyenletnek. Megjegyezziik, hogy az (1) egyenletnek van olyan megoldésa
[0,1]-en, amely mérhetd, de nem folytonos, illetve folytonos, de nem dif-
ferencidlhat6, ugyanis az egyenletnek eleget tesznek az f(x) = z¢ ¢ > 0
hatvany-fiiggvények, ahol 0¢ = 0.
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Egészen més a helyzet a 0, 1[ nyilt intervallumon. Az aldbbiakban
megmutatjuk, hogy az (1) egyenlet minden f :]0,1[— C megoldasa, amely
Lebesgue-mérhet6 vagy Baire-tulajdonsagi, végtelen sokszor differencialha-
t6.

Vezessiik be a g(z) = f(z) + f(1 — z) jelolést. Ezzel a jeloléssel azt
kapjuk, hogy

(2)  flay) + f et =y)+ (A ==z)y) + (1 =2)(1-y)) = g(2)g(y),

ha z,y €]0,1[. Az x helyett 1ij valtozot vezetve be a t = xy helyettesitéssel,
azt kapjuk, hogy
(3)

&) =g@/y)gly) — QA —y)/y) = (A =t/y)y) = f((A=t/y)(1-y)),

ha 0 <t <y < 1. Egyszerii szamolas és a 3.10, illetve 4.3 segédtétel mutatja,
hogy minden tp-hoz van olyan yq, hogy a (tg,yo) pont egy kdrnyezetében
alkalmazhat6 a 8.3 illetve a 10.2 tétel, igy kapjuk, hogy f folytonos. Most
két eset lehetséges. Ha g = 0 az egész |0, 1[-en, akkor a (3) egyenletre azonnal
alkalmazhaté az 1.29 tétel, és kapjuk az allitast. Ha ez nem all fenn, akkor
valaszthaté olyan [A, B] C]0, 1] intervallum, amelyre

B
/ g(y)dy # 0,
A

és igy (2) mindkét oldalat integrélva

o(x) /A 9(y) dy = /A flay) dy + /A f(a(1—y)) d

+/A £ —2)y) dy+/A (1= 2)(1 1)) dy.

A jobb oldalon szerepld integralokban kiilon-kiilon zy, (1 — y), (1 — x)y
illetve (1 — x)(1 — y) helyett egy 1j u véltozdt vezetve be, latjuk, hogy a
jobb oldal folytonosan differencialhaté fiiggvénye xz-nek. Kifejezve g(x)-et
kapjuk, hogy g folytonosan differencidlhaté. Most a (3) egyenletre alkal—
mazva a 11.3 tételt lokdlisan, kapjuk, hogy f is folytonosan differencidlhato.
Végiil (3)-ban visszairva g helyére f-et, és alkalmazva a 1.25 tételt, kapjuk
az allitast.

21.8. Megjegyzés Aczél és Chung egy dolgozatahoz. Aczél Ja-
nos és Jukang Chung [14] dolgozatukban mas eredmények mellett megmu-
tatjak, hogy ha az f; (i = 1,2,... ,n) valos fiiggvények lokdlisan Lebesgue-
integrdlhatéak, a py és qx (kK = 1,2,...,m) pedig L-fiiggetlenek, tovibba
az

m

(1) Zfz(x + )\zy) = ZP!-:(@%(?J% T E]A7B[7 Yy G]C,D[

k=1
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fiiggvényegyenletnek eleget tesznek a fiiggvények, ahol 0 # X\; # A;, ha
1 # j, akkor az f;, pr és qx fiiggvények végtelen sokszor differencidlhatéak;
az L-fiiggetlenség azt jelenti, példaul a g fiiggvényekre, hogy ha

Z ckqk(y) =0 majdnem minden y €]C, D|-re,
k=1
akkor ebb6l ¢ = ¢y =...=¢,, = 0.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy az L-fiiggetlenség és a lokélis Lebes-
gue-integralhatosag linedris fiiggetlenséggel és Lebesgue-mérhetoséggel he-
lyettesithetd. Ez az észrevétel a Jarai [69] dolgozatban keriilt publikalasra.

El6szor is vegyiik észre (mint [14]-ben), hogy

(2) pr(x) = Zaid,kfi(x + N\iyj), ha z€]A, B|

ihj

egy megfeleléen valasztott C' < y1 < ya < ... <y, < D sorozatra, a g
fiiggvények linearis fiiggetlensége miatt. Hasonléan

(3) a(y) = Y bigrfie;+ Ay), ha y€|C, D,

4,3
ahol A < 21 < x3 < ... < B. Innen a pi és q; fiiggvények is Lebesgue-
mérhetéek. A t = x + \;y helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

m

(4) Fit) = okt = Ap)au(y) = D> fit+ (N — Ai)y),

k=1 Ve

ha C <y < D és A+ Ny <t < B+ \jy. Felhasznilva a 8.3 tételt, azt
kapjuk, hogy f; folytonos, igy (2) és (3) szerint a py és g fiiggvények is
folytonosak. Hasonléan, mint Aczél és Chung [14] dolgozatiaban, vilasztva
egy C* szamot C' és D kozott és integralva, azt kapjuk, hogy

m t

Z fz:v+Azy)d Zpk(x)/ ar(y) dy.

k=1 *

Ha a bal oldalon minden integralban kiilon-kiilon bevezetjiik az u = x + \;y
1j valtozot, azt kapjuk, hogy

) Z L = Zpk

+ X C*

ahol
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A Qy, fiiggvények is linearisan fiiggetlenek, mivel egyébként 1éteznének olyan
cr nem mind nulla konstansok, hogy

Z Cka(t) = 07

k=1

azaz

/t <§: cqu(y)> dy=0, ha te€|C, D]

" k=1

teljesiilne, ami lehetetlen, mert a q; fiiggvények linearisan fiiggetlenek és
folytonosak. Igy a py fiiggvények linearis kombinéciéi az

:E-|—)\-Lt
T — fi(s)ds

folytonosan differencidlhaté fiiggvényeknek. (4) és a 11.3 tétel szerint az
fi fiiggvények is folytonosan differencidlhatéak. Felhasznilva (4)-et és a
15.2 tételt, azt kapjuk, hogy az f; fiiggvények  és igy (2) és (3) miatt a
pr és qr fiigevények is — kétszer folytonosan differencidlhatoak. Ismételve
ezt az érvelést, kapjuk, hogy az f;, pr és qr fiiggvények végtelen sokszor
differenciadlhatéak.

21.9. Az Abel-egyenlet. A XXVI. Nemzetkozi Fiiggvényegyenletek
Szimpéziumon 1988-ban Aczél Jénos (lasd [11]) az

Flu)+ Flv)+ F(1—uw)+ F((1—u)/(1 —w))+ F((1—-2v)/(1 —uv)) =0,

ha 0 < u,v < 1 egyenlet F': ]0,1[ — R Lebesgue-integralhaté megoldasai-
val kapcsolatban megmutatta, hogy regularitdsi eredmények felhasznalasaval
hogyan kaphaték meg egyszeriibben a Dardczy Zoltan és Helmut Kiesewet-
ter altal meghatarozott lokalisan Lebesgue-integralhatd megoldasok; tovabbi
hivatkozasokat lasd ott. Az 1.29 tételbol kovetkezik, hogy a fenti egyenlet
minden mérhetd vagy Baire-tulajdonsigi megoldasa C>° (14sd [78]).

21.10. Egy fiiggvényegyenlet a véletlen mez6k spektralelmé-
letébo6l. A XXXII. Nemzetkozi Fiiggvényegyenletek Szimpdéziumon eléadé-
saban [120] Lajké Karoly egy éltala folytonossag, illetve lokalis korldtossag
és mérhetdség mellett vizsgalt, valdoszinliségszamitasi problémdakban szere-
pet jatszoé fiiggvényegyenlettel kapcsolatban az alabbi problémat vetette fel:
igaz-e, hogy a

B(t)(1+ B(2a)) = B(a)(B(t+a) + B(t —a)), t,a€R
fiiggvényegyenlet mérheté megoldasai lokalisan korlatosak? Az alabbiakban

megmutatjuk, hogyan kaphaté eredményeinkb6l, hogy a mérheté megolda-
sok folytonosak, és igy lokdlisan korlatosak (lasd [88]).
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Létezik egy kompakt, pozitiv mértékii A halmaz gy, hogy B(2a) # —1,
ha a € A, mivel egyébként minden régzitett ¢-re a bal oldal 0 lenne majdnem
mindeniitt, a jobb oldal pedig 2 lenne majdnem mindeniitt. Igy

B(a)

B(t) = 1+ B(2a)

(B(t+a)+ B(t —a)), a€AteR
és a 8.1 tétel alkalmazhat6 annak bizonyitasara, hogy B mindeniitt folytonos.
Ugyanez a kérdés a t > a korlatozas mellett is szerepelt. Ebben az
esetben A létezését csak arra tudjuk felhaszndalni, hogy a B folytonossagit
a t > sup A pontokban bebizonyitsuk, igy meg kell mutatnunk, hogy a fenti
tulajdonsagokkal rendelkez6 A halmaz a —oo barmely kérnyezetében 1étezik.
Ha ez nem teljesiilne, B a —oo egy kornyezetében majdnem mindeniitt —1
lenne. Az x =t — a helyettesitéssel az eredeti egyenletbdl azt kapjuk, hogy

B(x +a)(1+ B(2a)) = B(a)(B(z + 2a) + B(x)), z,a € R,z > 0.

Rogzitve egy tetszéleges x > 0-t, a B(a), B(2a), B(z + 2a) tagok majdnem
mindeniitt egyenlék —1-el a —oo egy kornyezetében, igy B(x) = 1. Most
rogzitve egy a-t, amelyre B(a) = —1 és B(2a) = —1, nagy xz-re ellentmondast

kapunk.
21.11. Egy informaciémértékekkel kapcsolatos egyenlet. A

G(z) + (1 — 2)*F, (1 u ) +(1-2)°F (1 u )

— X — X

:G(u)+(1—u)aF1< ° )+(l—u)ﬁF2< ? )

1—u 1—u

(1)

fiiggvényegyenlet regularitdsanak problémdjat Wolfgang Sander vetette fel
(sz6ébeli kozlés). Az egyenlet informdaciémértékek vizsgalataban jatszik sze-
repet. A megoldast altalanosabb esetre, egyéb eredményekkel egyiitt

a [103] kozos cikkben publikdltuk. Itt csak a fenti specidlis esetet targyal-
juk. Az el6z6 paragrafusok altaldnos regularitasi tételeit nem lehet koz-
vetleniil alkalmazni, mivel két kiilonb6z6 ismeretlen fiiggvénynek, Fj-nek
és Fs-nek ugyanaz az argumentuma. Levezethetiink azonban az egyenlet-
bl 1j egyenleteket, amelyekre mar alkalmazhaték az altalanos eredmények.
Ugyanez a médszer sokkal altalanosabb fiiggvényegyenletekre is alkalmazha-
t6. Ezzel a mdédszerrel megmutatjuk, hogy ha a # (8 rogzitett valds szamok,
Fi,F5,G : ]0,1] — R Lebesgue-mérheté vagy Baire-tulajdonsigu fiiggvé-
nyek, amelyekre az (1) fiiggvényegyenlet teljesiil, ha 0 <z < 1,0 < u <1
és 0 < x4+ u < 1, akkor Fy, Fy, G akirhanyszor differencialhatoak.

Elészor is, a fiiggvényegyenletet atirhatjuk

Gu) = G(z) + (1 — 2)°F, (1 u ) + (1 —2)PFy (1 u )

— X — X

_(1_u)aF1(1fu)—(l—u)ﬂFz(liu)

(2)
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alakba; ez az alak hasznos lesz G regularitdsanak bizonyitasara. Két masik
fiiggvényegyenletet is szarmaztatni fogunk, amelyek F} illetve Fy regularita-
sanak bizonyitasara szolgdlnak.

Vonjunk ki G(x)-et az (1) egyenlet mindkét oldalabdl. Az u = t(1 — x)
helyettesitéssel azt kapjuk, hogy
(1 —2)*Fy(t) + (1 — x)P Fy(t)

(3) =Gt(l—-2)+(1—-t(1—-2)*F (—1—t(1—x))

x
11—t —2))PF | —mM ) -G
HU -t =0V R () - 6w
teljesiil, ha 0 < x <1 és 0 <t < 1. Hogy a bal oldalon all6, F5-t tartalmazo
tagot kikiiszoboljiik, helyettesitsiink y-t = helyébe (3)-ban, szorozzuk meg a

(3) egyenletet (1 —y)%-val, a helyettesitett egyenletet (1 —x)”-val, és vegyiik
e két egyenlet kiilonbségét:

(1—2)7(1—y)*Fi(t) = (1 - )’ (1 - 2)* F(2)

000 -0 e ()

1—t(1-y)
F(1—2)(1—t+ty)PR (%) — (1 -2)%G(y)
— (1= PG —2)) — (1 —9)?(1 — t + tz)* Fy <%)
— (1= y)P(L—t+ta)° Ry (%) +(1-y)PG(a).

Az Fy fiiggvény (1 —2)P(1 —y)® — (1 — 3)P(1 — x)® szorzéja a bal oldalon
nem nulla, ha x # y. Mindkét oldalt osztva vele, azt kapjuk, hogy

(4)

A0 = (=260 -) + -2 04 )R ()

+(L—@ﬁa—t+mmﬁg<Tjﬁ%j@>—41—xWG@)

—(1- y)BG(t(l —x))—(1- y)ﬁ(l —t+tx)*Fy <%)

(1 -y)PA—t+tr)’F (%)

+0—yWG@O(0—$W0—w“—ﬂ—yWO—$V) ,
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valahdnyszor 0 < z,y,t < 1 és x # y. Hasonléan kapjuk az

()

pxo—(u—waml—ww+u—xwu—t+wWB(ftﬁ%:ﬁ)

b1 —2)%(1 —t+ty)"F (%) —(1-2)*G(y)

—(1-y)*Gtd —z)) — (1 —y)*(1 -t +tx)’ F (%)

— (1 -y —t+t2)°F (L)

1—¢(1—x)

+a—ywam0(a—xwa—wﬂ—u—ywa—xw)_

egyenletet, amely szintén 0 < x,y,t < 1, x # y esetén teljesiil.

Most mar alkalmazhatjuk altalanos tételeinket. A 8.3 tételbdl a (4) és
(5) egyenletek felhasznéldsaval azt kapjuk, hogy ha Fy, Fy és G Lebesgue-
mérhetbek, akkor F} illetve Fs folytonosak; csak azt kell ellendrizniink, hogy
minden 0 < t < 1-hez van olyan 0 < z,y < 1, x # y, hogy a jobb olda-
lon all6 ismeretlen fiiggvényekben szerepld belsé fiiggvényekre a 9/0x,d/0y
parcidlis derivaltak koziil legaldbb az egyik nem nulla a (t,x,y) pontban.
Ezek a bels6 fiiggvények a (t,x,y) — z, (t,z,y) — y, (t,x,y) — t(1 — z),
(t7$7y) = t(l - y)v (t7$7y) = {L‘/(l - t(l —ZL‘)) és (t,[l),y) = y/(l _t(l - y))
fiiggvények. Konnyt ellendrizni, hogy barmely x,y, x # y par megteszi.
Ugyanezt a tételt hasznilva és a (2) egyenletet, kapjuk, hogy G is folyto-
nos. Az analég 10.2 tételt haszndlva, hasonléan kapjuk, hogy ha Fy, Fy és
G Baire-tulajdonsaguiak, akkor folytonosak is. Most a 11.3 tételt hasznélva
hasonléan kapjuk, hogy Fi, Fy és G folytonosan differencialhatéak. Végiil,
a 15.2 tételt felhasznalva, azt kapjuk, hogy ha az Fi, Fy és G fiiggvények
p > 0-szor folytonosan differencidlhatéak, akkor (2) szerint a G fiiggvény, (4)
illetve (5) szerint pedig az F) illetve Fy fiiggvények p + 1-szer folytonosan
differencialhatéak. Innen teljes indukciéval adodik az allitas.

21.12. A kockakettozés egyenlete. De Saint-Vincent bizonyos klasz-
szikus eredményei altal motivalva, amelyek a “kocka kett6zésével” kapcsola-
tosak, C. Alsina és J. L. Garcia-Roig az

(1) fl@)f(pz+py) + f(y)f(pr + py) = flpz + py)* + f(Px + pY)?,

ha x,y € R fiiggvényegyenletet tanulmanyoztak, ahol 0 <p <1ésp=1—p,
és meghataroztdk folytonos f : R — ]0, co[ megoldasait a p = 1/3 esetben.
C. Alsina felvetette azt a problémét, hogy talaljuk meg (1) 6sszes folytonos
f: R — 0,00 megolddséat, ha 0 < p < 1, p # 1/3. (Lasd [20].) A problé-
mat Maksa Gyuldval kozosen megoldottuk a XXXI. Nemzetkozi Fiiggvény-
egyenletek Szimpdéziumon, (1dsd [100]) és az eredményt részletes bizonyitds
nélkiil ismertettiik. Az (1) egyenlet nem nulla megoldasait mérhetéségi fel-
tétel mellett 0 < p < 1 esetén meghatdrozé aldbbi eredményt a [101] kozos
dolgozatban publikaltuk.
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Tétel. Legyen 0 < p < 1 rogzitett, p=1—p, I C R egy nem iires nyilt
intervallum és f : I — R\{0} egy, az I egy pozitiv mértéki halmazan mérhe-
t6 fiiggvény. Ekkor f akkor és csak akkor teljesiti az (1) fiiggvényegyenletet,
ha

0<p<l1 és f(zr)=c¢1, haxel vagy

(2) — és f(r)=c1e?*, haxel vagy

DN = O =

p= és f(x)=ci(xr+ec3), haxel

itt ¢, ca, cg tetszéleges konstansok, ¢; # 0, —cg ¢ I.

Bizonyitas. Az els6 1épés megmutatni, hogy minden megoldas, amely
mérhetd egy pozitiv Lebesgue-mértékii A halmazon, végtelen sokszor diffe-
rencialhato. Az egyenletet atirhatjuk

. S+ py)® f(pz + py)

) fl@) = oz +py) + f(pz + py) ) f(pz + py)

alakba. Vélasszunk olyan ¢ szdmot, amelyre 1 > ¢ > 1—1/(1/p+1/p), azaz
0<(1—¢q)(1/p+1/p) < 1. Lebesgue stiriiségi tételét haszndlva, taldlhatunk
olyan ¢ € I pontot és r > 0 szdmot, hogy a C' = [c—r, c+r] halmazra C C I és
AMANC) > ¢g\(C), ahol X a Lebesgue-mértéket jeloli R-en. Legyen ¢q ,(y) =
pT+Dpy és g2 .(y) = pr+py, ha z,y € I. A 8.3 tételt szeretnénk alkalmazni
annak bizonyitdsara, hogy f folytonos a c egy kornyezetében. Az egyetlen
nem nyilvanval6 feltétel, amit ellenérizniink kell, hogy a g; (A) N g5 . (A)
halmaz Lebesgue-mértéke pozitiv. A gl_i és g;i leképezések nagyitasok
¢ centrummal és 1/p illetve 1/p faktorral. Innen C \ gZ_Cl(A) benne van
a gi_’Cl(C' \ A) halmazban, ha i = 1,2, és Lebesgue-mértéke kisebb mint
AMC)(1—q)/pilletve A(C)(1—q)/p. Ez azt mutatja, hogy Cﬂg;i(A)ﬂg;i(A)
Lebesque-mértéke legaldbb A(C)(1 — (1 —¢q)/p— (1 —q)/p) > 0.

Legyen ¢ € I, és mint fent, egy r > 0-ra jelolje C a [c—r,c+r] C I zart
intervallumot. Legyen 1 < @ < min{(1 —p/2)/p,(1 —p/2)/p}. Ha |y —¢| <
7/2 és |z — | < Qr, akkor |pz + py — | < pQr +rp/2 = r(pQ + p/2) <1,
és hasonléan |pz + py — ¢| < r. Innen, felhaszndlva az (1) egyenletet, azt
kapjuk, hogy ha f folytonos C-n, akkor f folytonos a Jc — Qr,c+ Qr[N I
halmazon is. Véve egy alkalmas névekvo intervallumsorozatot, azt kapjuk,
hogy f folytonos I-n.

Most megmutatjuk, hogy f lokdlisan Lipschitz fiiggvény I-n. A 11.5
tételt alkalmazhatjuk a fenti C' kompakt halmazzal, és azt kapjuk, hogy f
lokalisan Lipschitz fiiggvény |c—Qr, c+Qr[NI-n. Véve egy megfelelé6 C-t, ha
I korlatos, illetve valasztva C-k egy megfeleld sorozatat, ha I nem korlatos,
azt kapjuk, hogy f lokalisan Lipschitz fiiggvény I-n. Most alkalmazva a 1.25
tételt (3)-ra, kapjuk, hogy f végtelen sokszor differencidlhaté.
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A masodik 1épés megoldani az (1) fiiggvényegyenletet. Differencidlva x
szerint, azt kapjuk, hogy

f'(@) f(pz + py) + f(2) f (px + py)p+ f(y) f' (pz + pYy)p
= 2f(pz + py) f'(px + py)p + 2f (px + py) f' (px + py)p

minden z,y € I-re. Ezt az egyenletet differencidlva y szerint, kapjuk, hogy
f'(@)f (px + py)p + f(2) 1" (px + py)pp
+ f' W) f (px + py) + f () f" (pz + py)pp

= 2f"(pxpy)’pp + 2f (pz + py) f" (px + Py)pp
+2f"(px + py)*pp + 2f (px + py) f (px + py)pp,

ha x,y € I. Az y = x helyettesitéssel ebbdl az egyenletbdl kovetkezik, hogy

(4) pf" (@) f(z) + (2p — 1) f'(x)* = 0,
ha x € I. Definidljuk a g fiiggvényt I-n a
f/
) g= =
(5) 7

osszefiiggéssel. Ekkor (4)-b6l kivetkezik, hogy

(6) pg' () + (Bp—1g(2)* =0, zel

Ha g(zp) = 0 valamely 2y € I-re, akkor (6) szerint ¢'(z¢) = 0 is teljesiil.
Miésrészt a nulla fiiggvény megoldasa (6)-nak I-n, igy az unicitasi tétel sze-
rint ¢ azonosan nulla I-n. Igy (5)-bél kovetkezik (2). Ha g(z) # 0 minden
x € I-re, akkor definidljuk h-t az I-n a h = 1/g Osszefiiggéssel. (6)-bdl
kovetkezik, hogy h'(z) = (3p — 1)/p minden z € I-re, igy

3p—1
p

(7) h(x) = x+c

valamely ¢ € R-re és minden « € I-re. Ha p = 1/3, akkor h definicidja szerint
azt kapjuk, hogy ¢ # 0 és (5)-bdl kovetkezik, hogy f/'(z) — (1/¢)f(x) = 0
minden x € I-re. Igy (2) teljesiil. Ha p # 1/3, akkor —pc/(3p — 1) ¢ I és
ismét h definicidja szerint (5)-b6l kovetkezik, hogy

1

f/(IL’) — Wf(flﬁ) =0 minden T & I-re.

p

Ennélfogva valamely d € R\ {0}-re azt kapjuk, hogy

3p—1
p

p/(3p—1)
T+ c) minden x € I-re.

e
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Legyen a = p/(3p — 1). Ezzel a jeloléssel a fenti f fiiggvény pontosan akkor
megolddsa (1)-nek, ha az

(éx+c)a (é(px+py) +c)a + <éy+c)a <é(px+]7y) +c)a
= (é(pwwpr) +C)2a + (é(pw+py) +C)2a

egyenlet teljesiil minden x,y € I-re. Egy linearis helyettesitéssel azt kapjuk,
hogy ez pontosan akkor igaz, ha

z*(pz + py)* + y* (pr + py)® = (pz + py)** + (pz + py)>*

egyenlet teljesiil minden x,y € é[ + c-re. Ha ez teljesiil, akkor az
F(t) = (p+pt)* +t(p+pt)* — (p+pt)** — (p + pt)**

fiiggvény azonosan 0 az 1 pont egy kornyezetében. Megmutatjuk, hogy ez
csak akkor lehetséges, ha o = 1 és igy p = 1/2. Ennek bizonyitdsara sza-
moljuk ki az F' derivaltjait az 1 pontban. Vildgos, hogy ezek a derivaltak
mind F(™ (1) = P,(p)(3p — 1)~" alakiiak valamely P, polinomjaval p-nek.
Computer algebra rendszert hasznilva a szdmitdsokra, azt kapjuk, hogy a
fiiggvénynek és els6 harom derivaltjanak értéke 0, de

Py(p) = —48p® + 124p” — 90p°® — 12p° + 40p* — 16p> + 2p*

11 1 1 1 1

s+ V1T, —= — =17, 1,1
) 37 27 8 + 8 b 8 8 ) b
gyokokkel. Mivel feltettiik, hogy p # 1/3, 0 < p < 1, a fennmarad¢ esetek

p=1/2ésp=—1/8++/17/8. Mindkettd gyoke Ps-nek is, de az utébbi nem
gyoke a

0,0

Ps(p) = —10080p'? + 45192p'* — 109044p'° + 165872p° — 141426p®
+43526p” + 26452p° — 30532p° + 12166p* — 2298p° + 172p?

polinomnak, mivel

1 1 718978689 174377945
Pl -2+ V17) = — Vv 17.
0 < 3773 ) 524288 | 524288

fgy azt kapjuk, hogy csak a = 1 azaz p = 1/2 lehetséges. Ebben az esetben
az f fiiggvény (8)-ban nyilvan teljesiti (1)-et, igy (2)-t kapjuk.
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22.§ A Dirichlet-eloszlas jellemzése

22.1. Dan Geiger és David Heckerman [46] dolgozatukban a Dirichlet-
eloszlas egy 1j jellemzését adtak meg. Eredményeik azt mutatjak, hogy bizo-
nyos statisztikai problémdknél nem kell feltenniink, hogy a szerepld valdszi-
ntiségi valtozok Dirichlet-eloszlasiak, ez automatikusan kovetkezik a sokkal
természetesebb fiiggetlenségi feltevésekbdl. Mddszeriik abban all, hogy meg-
mutatjak, a valészintiségelméleti meggondolasok a

folyrs - sym—1) [[ 95+ s 20-15)
j=1
(1) N
= go(z1,... , Tk—1) Hfi(wi,la cey Wip—1)

i=1
fiiggvényegyenletre vezetnek. Az egyenlet fenndll, ha
(y17 s 7yn—1) € An—l

és
(21,55 2k—1,5) € A1 (1<j<n),

(itt A, a
Ay ={(a1,...,00,) ta; >0, a; <1}

m-dimenzids egységszimplex R™-ben). Az x;-k, 1 < i <k az
(2) T =Y %y, (1<i<k)
j=1

osszefiiggéssel, illetve az

k—1
i=1
osszefiiggéssel, mig w; ; a
(4) Wy j = zi,jyj/xi (1 <i<k, 1 <7< TL)

osszefiiggéssel van definidlva, ahol

k—1
(5) Zpy =1 — Zzzj (1<j<n).

=1

Az
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jeloléssel az is teljesiil, hogy
n
(7) Ty = Zzi,jyj-
j=1

Megjegyezziik, hogy (x1,...,25—1) € Ag—1 €8 (Wi1,... , Win-1) € Ap_1,
ha 1 <¢ <k, tovdbba f;, 0 <i<kés g;, 0<j<naA,_; illetve Ay_;
halmazokon értelmezett valds értéki fiiggvények.

Mint Geiger és Heckerman megjegyzik, az (1) fiiggvényegyenlet szim-
metrikus abban az értelemben, hogy gy is tekinthetd, hogy az x-ek és w-k a

szabad valtozok, azaz (1) minden (z1,... ,25-1) € Ag_1-raés (wi1,... ,Win-1) €

Ap_i-re ll fenn, 1 < j < n. Ebben az esetben y;, 1 < j <n az

k
(8) Y; = Zwi’jfll‘i, ha 1 S] <n
=1

illetve

n—1
(9) Yn = 1 - Z Yj
j=1

osszefiiggéssel van definidlva, z; ; pedig a
(10) Zij = Wi ;jTi/Y; ha 1<j<n, 1<i<k

osszefiiggéssel, ahol w; ,-et a
n—1

(11) Win=1-> wy; ha 1<i<k
j=1

Osszefiiggés definidlja. Az

k—1
=1

jelolésekkel az is teljesiil, hogy

k
(13) Yn = Zwi,jxi-
i=1

Roviden, az f < g, x <>y, z <> w, k <> n, 1 <> j cserékre vonatkozdan teljes
szimmetria all fenn.

Geiger és Heckerman az (1) fiiggvényegyenletet differencidlegyenletre
torténd redukcidval oldjdk meg. Ehhez fel kell tenniiik, hogy az (1)-ben sze-
repld ismeretlen fiiggvények simak és mindeniitt pozitivak, de csak azt tud-
juk, hogy valamely valdsziniiségi valtozok stlirtiségfiiggvényei. fgy az alabbi,
Dan Geiger altal megfogalmazott problémahoz jutunk:

22.2. Probléma. Tegyiik fel, hogy az el6z6 pont (1) (5) feltételei
fennallnak, és az (1) egyenletben szerepls ismeretlen fiiggvények stiriiség-
fiiggvények (azaz nemnegativak, Lebesgue-integralhatdk, és integraljuk egy).
Kovetkezik-e, hogy mindeniitt pozitivak és C*°-beliek?
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Tételeink lehetové teszik, hogy pozitiv valaszt adjunk erre a kérdésre. Ez
az eredmény a Jarai [92] dolgozatban keriilt publikildsra. Annak bizonyita-
sara, hogy 22.1.(1) pozitiv megoldasai C*>°-beliek, kozvetleniil hasznalhatjuk
altalanos tételeinket. Sziikségiink lesz az alabbi lemmara.

22.3. Lemma. Hay,z € R™, z # 0, y # 0, akkor az u — (u,y)z
linearis transzformacio valos sajatértékei és sajatalterei

a=0, {ueR™:u Ly}
a=(z,y), {u € R™ :u=cz,ceR}

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy au = (u,y)z. Két lehetdség van. Ha
a = 0, akkor (u,y) = 0. Ha o # 0, akkor u = ¢z valamely ¢ € R-el és igy
acz = (cz,y)z, amibél kovetkezik, hogy a = (z,y).

22.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f;, 0 < ¢ < k és g;, 0 < j < n fiiggvé-
nyek Lebesgue-mérhetéek, mindeniitt pozitivak, és eleget tesznek a 22.1.(1)
egyenletnek, amelyben a belsd fiiggvények a 22.1.(2) (5) dsszefiiggésekkel
vannak definidlva. Ekkor f;, 0 <1i <k és g;, 0 < j < n is C>°-ben vannak.

Bizonyitds. Vegyiik a 22.1.(1) egyenlet mindkét oldalanak logaritmu-
sat. A 8.3, 11.3 és 15.2 tételeket fogjuk felhasznalni, hogy megmutassuk, az
Inf;, 0<i<késlng;, 0 <j <n fiiggvények C>°-ben vannak.

Elészor megmutatjuk, a 8.3 tételbdl kivetkezik, hogy In fy folytonos.
Az egyetlen nem trividlisan teljesiilé feltétel, hogy barmely (yi1,...,Yn—1)-
hez vannak olyan z-k, hogy az osszes, a g;, 0 < j <mn illetve f;, 1 <i <k
fiiggvényekbe irt belso fiiggvényeknek a z-k szerinti parcidlis derivaltjaibol
képzett matrix rangja maximalis, azaz k —1 a g-k belso fiiggvényeire és n —1
az f-ek belso fiiggvényeire. Azt fogjuk megmutatni, hogy a z-k barmely
valasztasara ez a helyzet.

A g;, 1 < j < n fiiggvények belsé fiiggvényeire ez trividlis.

A gp-ban szerepld belso fiiggvényre barmely 1 < j < n esetén a

61’1 Rt k—
< ) = (yjéi,s)ivs:ll

6237‘7‘ ’I;,S:l

matrix determindnsa y;-“_l, igy nem nulla.
Az f;, 1 <11 < k fiiggvények belso fiiggvényeire azt kapjuk, hogy

Ow; ;. 0j+Y;Ti — Zi jY; Yt
0%+ x2

) 7

)

ahol § a Kronecker-delta. Jelolje Z; az u — (u,y)z; linedris transzformdci-
6jat R"1-nek énmagdra, ahol y = (y1,... ,Yn—1) 68 2; = (Zi1,--+ , Zin—1)-
Ezzel a jeloléssel

n—1 n—1 _
det ((—%ZZZ) ) = 71_:[;;1_3] det(z;1 — Z;),

7,t=1 7
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ahol 1 az identikus leképezés. Az el6z6 lemma szerint a Z; valds sajatértékei
0és (y,zi). Mivel z; # 0 és (y,2z;) = zi1y1 + -+ Zin—1Yn—1 7 Z;, a jobb
oldalon szereplé determinans nem nulla.

Az fi fiiggvényben szerepl6 belso fiiggvényre azt kapjuk, hogy

Qwy;  Oziy 17 ROz =65y — 2 Y0

Dzt z? z?

c sz

Jelolje Zy az u — (u,y)zy linearis transzformédciéjat R™~1-nek énmagdra,
aholy = (y1,... ,Yn—1) és 2, = (Zk1,--- , Zk,n—1). Bzzel a jeloléssel barmely

1 <1i< k-re
ka,‘ nl Hn:_11 Yj
det ((8,2—1,:) ) = ﬁ det(Zk; - $k;1).

Jt=1 k

Ugy, mint fent, a jobb oldal nem nulla, mivel z # 0 és (y,2r) = zp1y1 +
c ot Zkn—1Yn—1 F Tk

Miésodik 1épésként megmutatjuk, hogy a 8.3 tételbdl az is kovetkezik,
hogy In g; folytonos, ha 1 < j <mn. Itt is, ligy mint fent, az egyetlen nem
trividlisan teljesiilé feltétel, hogy egy tetszéleges (21,j,. .. , 2k—1,;) vektorhoz
létezik olyan y;, 1 <i <k és z54, 1 <s<k, 1 <t<n,t# j, hogy a g,
0<t<m, t#jés fi, 0 <i<k fiiggvények belsd fliggvényeinek az y;, 25+
valtozdk szerinti derivaltjdnak a rangja maximdlis, azaz k — 1 a g-k bel-
sO fiiggvényeire és n — 1 az f-ek belsd fiiggvényeire. Meg fogjuk mutatni,
hogy az y;, 1 <i <k és 254, 1 <s<k,1<t<mn,t#j viltozdk bdrmely
valasztasara ez a helyzet.

Az foésag, 1 <t <mn,t+# jfiggvények belso fiiggvényeire ez trivialis.

A g fiiggvény belsé fiiggvényére, és 1 <t <n, t # j-re a

oz \ " k—1
(8zs,t) = W0is)imy

i,5=1

matrix determindnsa yf ~! {gy nem nulla.
Az f;, 1 < i < k fiiggvények belso fiiggvényeire

Ow;ij 20542 — 25y (Zit — Zin)

Oy x?
Jelolje Z! az u — (u,y)z, linearis transzformdciéjat R"~'-nek énmagaba,
ahol y = (y1,...,Yn—1) és 2, = (%1 — Zimn,--- s Zin—1 — Zin) Bzzel a
jeloléssel
_ -1
det (—J) = % det(z;1 — Z!).
Oy jit=1 Z;

Mivel 2] # 0 és (y, z}) = x; — 2;, # x;, a jobb oldal determindnsa nem nulla.
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Az f; fiiggvény belsé fiiggvényére azt kapjuk, hogy

oz
Dy 204k = 253 gyt
8yt ZL‘%
k—1 Ox;
_ 2k, <5j,t93k + Y5 D i 372)
zj,
k—1
2k, <5j,t$k: + i D i (2 — Zm))
zj,
2k (0502 + 1y (1 — 20t — 1+ 2.0))
— -
k
2k (05,6%k — Y5 (Zhe — Zhon))
_ . .
L

sz

Jelolje Z; az u — (u,y)z, linedris transzformaciéjat R"~!-nek énmagaba,

ahol 'y = (y1,...,Yn—1) és 2, = (2k1 — Zkmy--- » Zkn—1 — 2k.n). Ezzel a
jeloléssel
_ —1
owe ; \" " N 2k
det <ﬂ) = % det(zx1 — Zp).
Yt ) ;1= Ty,

A jobb oldal nem nulla, mivel z, # 0 és (y,z}) = Tx — 2k.n # Tk-

A harmadik 1épésben felhasznaljuk az egyenlet szimmetridjat. Felcse-
rélve az y-ok és a z-k, illetve az x-ek és a w-k szerepét, kapjuk, hogy az In fj
és az Ing;, 1 < j < n fiiggvények is folytonosak. fgy azt kaptuk, hogy f;,
0<1:<késgj,0<j<n folytonosak.

Most alkalmazhatjuk a 11.3 tételt. Ugyanigy, mint fenn, kapjuk, hogy a
foggvényegyenletben szereplé osszes fiiggvény Cl-beli. Ha most alkalmazzuk
a 15.2 tételt, ugyanigy, mint fent, azt kapjuk, hogy minden, az egyenletben
szerepld fiiggvény C2-beli. Ismételve ezt az eljarast, kapjuk, hogy az 6sszes
szerepl6 fiiggvények C°°-beliek.

Annak bizonyitasahoz, hogy a stiriiségfiiggvény megoldasok mindeniitt
pozitivak, a 3. paragrafus dltaldnos Steinhaus-tipusi tételeit fogjuk felhasz-
nalni. Sziikségiink lesz egy lemmara.

22.5. Lemma. Legyen L:R" x ... x R"™ — R™ egy linedris transz-
formacid, a nullterét jelolje N. Jelolje p; a

Pi(X1y e Tiy oo Tp) = T4, x; €R™ (1 <i<n)
osszefiiggéssel definialt

pi R x ... xR™ — R"
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projekciét. Legyen r = Y i r;. A dim(N) = r —m és p;(N) = R"™, ha
1 < i <n feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha 1 < i < n esetén az

Li : (.’L']_,.-. y Li—1,Liy Lit1y--- 73371) = L(:Ela"' ,xi_1,0,$i+1,... 7mn)

transzformacioé rangja m.

Bizonyitds. A dim(N) = r—m feltétel azzal ekvivalens, hogy rank(L) =
m. Tegyiik fel, hogy rank(L) = m és p;(N) = R™, ha 1 < i < n. Legyen
y € R™. Vélasszuk ugy z1,...,%;—1,Zi, Tit1,... ,Tp-et, hogy

L(zy,...,x4...,xy) =y

teljesiiljon. Mivel x; € p;(N), léteznek z',... 2] 1,5, q,... ,x; ugy, hogy

(3

/ / / / _
L(ZIJl, .« 0. ,xi_l,xi,xi+1, .« 0. ,.Tn) — 0.

Az 2 = xj — 2}, ha j # i jelolésekkel azt kapjuk, hogy

L(zy,... 2] 1,0,2] 4,...,20) =y,
azaz y benne van az L; értékkészletében. Mivel y tetsz6leges volt, rank(L;) =
m.
Most tegyiik fel, hogy rank(L;) = m, ha 1 < i < m. Ebbdl kovetkezik,
hogy rank(L) = m mivel m > rank(L) > rank(L;). Legyen x; € R és

y=1L(0,...,0,—x;0,...,0).

Vélasszunk x4, ... ,2;-1,%it1,... ,2y-t Ugy, hogy
Li(x1,. . ,Ti1,Tix1y- e, Tp) =Y
teljesiiljon. Ekkor L(zy,...,%;—1,%i, Tit1,--. ,Tn) = 0, azaz p;(N) tartal-

mazza x;-t. Mivel z; tetsz6leges volt, p;(N) = R".

22.6. Tétel. Legyenek f;, 0 < i < n és g;, 0 < j < k olyan siiri-
ségtiiggvények, amelyek eleget tesznek a 22.1.(1) egyenletnek, amelyben a
belsé fiiggvények a 22.1.(2)—(5) osszefiiggésekkel vannak definidlva. Ekkor
fi, 0 <1< nésgj, 0<j <k mindeniitt pozitivak és C°°-beliek.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel szerint csak azt kell megmutatnunk, hogy
a fiiggvények mindeniitt pozitivak. Ez 6t lépésben fog torténni. Haszndlni
fogjuk a {fo =0} = {y € A1 : fo(y) = 0} jelolést és az analég {f; = 0},
{fz 7A 0}: {gj = 0}/ {gj 7A O} jeléléseket-

I. Elészor azt mutatjuk meg, hogy a {f; # 0}, 0 <i <k és {g; # 0},
0 < j < n halmazok tartalmaznak bels6 pontot. Mivel f;, g; nemnegativak
és Lebesgue-integraljuk 1, pozitivak egy pozitiv mértékli Lebesgue-mérhetd
halmazon. Hasznéljuk fel most a 3.13 megjegyzést.
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Annak bizonyitdsahoz, hogy {go # 0} tartalmaz bels6 pontot, a 22.1.(1)
szerint azt kell megmutatnunk, hogy ha (y1,...,yn—1) befutja a {fo # 0}
pozitiv mértéki halmazt, (21 ;,...,2,—-1,;) pedig befutja a {g; # 0} pozitiv
mértékl halmazt, akkor (zi1,...,zr_1) befut egy nem iires nyilt halmazt.
Ehhez a 3.13 megjegyzés szerint azt kell ellenérizniink, hogy (z1,...,z5_1)-
nak az y-ok és z-k szerint vett (teljes) differencidljanak a rangja k—1, nulltere
pedig , altaldnos helyzetben van”, abban az értelemben, ahogyan az a 3.13
megjegyzésben szerepel. Az el6z6 lemma szerint ezen feltételek teljesiilése

kovetkezik
det : 0 1<t<n
((52’871&)175:1) 7 (I1<t<n)

fennallasabol, amit viszont az el6z6 tétel bizonyitdsdban ellenoriztiink.
Hasonléan, annak bizonyitasihoz, hogy {f; # 0}, 1 <i < k tartalmaz
belsé pontot, azt hasznalhatjuk, hogy

n—1
det <<%) ) 40
8zi,t jt=1
n—1
det <%) £ 0.
oyt jt=1

Végiil annak bizonyitdsahoz, hogy {fx # 0} tartalmaz belsé pontot, azt
hasznalhatjuk, hogy

n—1
det (aw‘“’j) £0  (1<i<k)
Oz jit=1
n—1
det <6wk’j) £ 0.
Ay jt=1

Felhasznélva az egyenlet szimmetridjat, az is kovetkezik, hogy a {fo # 0} és
{g; # 0}, 1 < j < n halmazok is tartalmaznak belsé pontot.

és

és

I1. Tegyiik fel, hogy az
(Y15 s Yn—1) € Ay, (Zl,ja e :Zk—l,j) €A1, 1<j<n

vektorok egyike rogzitett, a tobbiek egy nyilt halmazban mozognak. Ekkor
a vektor értékli
(1,...,2p—1) € Ap—q

illetve
(wm,... ,wivn_l) EAn_l, 1<i<k

fiiggvények, amelyeket a 22.1.(2) (5) egyenletek definidlnak, ezt a nyilt hal-
mazt egy nyilt halmazra képezik. Hasonléan, ha az

(1131, . ,xk_l) - Ak—l, (wm, . ,wivn_l) € An_l, 1< < k
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vektorok egyike rogzitett, a tobbiek egy nyilt halmazban mozognak, akkor
a vektor értékii

(yla cee 7yn—1) S An—l

illetve
(Zl,j, cee 7Zk—1,j) € Ag_1, 1<75<n

fiiggvények, amelyeket a 22.1.(8) (11) osszefiiggések definidlnak, ezt a nyilt
halmazt egy nyilt halmazra képezik.

Ennek bizonyitasdhoz el6szor tegyiik fel, hogy (y1,... ,Yn—1) € Ap_1
rogzitett, és a z-k valtoznak egy nyilt halmazban. Megmutatjuk, hogy
(x1,...,2Tk_1) ezt a nyilt halmazt egy nyilt halmazra képezi. Az értékkészlet
egy tetszGleges pontjdhoz valasszunk egy olyan (z1 j,...,2k-1;), 1 <j<n
vektorsorozatot, amelynek ez az adott pont a képe. Minden z-t rogzitve
251, 1 < s < k kivételével, és felhasznalva, hogy (az el6z6 tétel bizonyitdsa-
ban végzett szamitdsok szerint) barmely 1 < j < n-re a

( O, )‘H
azsvj i,s=1
matrix determindnsa nem nulla, az inverz fiiggvény tételbol kapjuk, hogy az
értékkészlet adott pontja belsé pont.
A tobbi eset is hasonléan kivetkezik az el6z6 tételben végzett szamitasok

ésaz f — g, x oy, z — w, k < n, i < j cserékre vonatkoz6 szimmetria
felhasznalasaval.

III. Most megmutatjuk, hogy a {g; # 0}, 0<j<n és {fi # 0},
0 <7 < k halmazok nyiltak.

Tegyiik fel, hogy fo(y1,---,Yn—1) # 0. Minden 1 < j < n-re vilasszunk
egy (21, .. ,2k—1,j) bels6 pontot {g; # 0}-bél. Jelolje z;, 1 <i < k és w; j,
1 <i<k,1<j<nazy-okbdlés z-kbél a 22.1.(2) (5) osszefiiggések szerint
szamitott értékeket. Rogzitve az y-okat és egy kis kérnyezetben valtoztatva
a z-ket, az egyenlet bal oldala nem nulla, igy a jobb oldalon is minden
tényez6 nullatél kiilonbozo kell legyen. A I1. 1épés szerint ebbdl kovetkezik,
hogy (z1,...,xk—1) belsé pontja {gy # 0}-nak (w; 1, ... ,w; 1) pedig belsé
pontja {f; # 0}-nak (1 <i <k). Ezen pontok egyikét rogzitve, a tobbit
valtoztatva, hasonléan kapjuk, hogy (y1,...,yn—1) belsé pontja {fo # 0}-
nak. A tobbi eset hasonléan targyalhato.

IV. Most megmutatjuk, hogy a {g; = 0}, 0<j<n és {f; = 0},
0 <17 < k halmazok is nyiltak.

Tegyiik fel, hogy fo(y1,-.-,Yn—1) = 0. Minden 1 < j < n-re vilasszunk
egy (21,,...,2K-1,5) pontot {g; # 0}-bol. Jelolje ismét x;, 1 <i <k és
wij, 1 <i<k, 1<j<n az y-okbdl és z-kb6l a 22.1.(2)-(5) egyenletek
szerint szamitott értékeket. Mivel az egyenlet bal oldalan a szorzat nulla,
a jobb oldalon &ll6 tényezdk koziil is legaldbb az egyik nulla kell legyen.
Tegyiik fel, hogy go(x1, ... ,zk—1) = 0. Rogzitsiik (x1,...,z5_1)-et. Egy kis
kornyezetben valtoztatva a w-ket, a folytonossdg miatt a z-k kézel maradnak
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az eredetihez, igy a H?:l g; szorzat nullatol kiilénb6z6 marad. Mivel a jobb
oldal nulla, fy nulla kell legyen. Mivel az x-ek kdzben befutjak az eredetileg
valasztott pont egy kornyezetét, az belsé pontja {fy = 0}-nak. Az Osszes
tobbi eset is hasonléan targyalhato.

V. Most mar kénnyen kapjuk a tétel allitasat. A {g; # 0} halmaz nem
tires nyilt részhalmaza Aj_;-nek. A {g; = 0} halmaz nyilt részhalmaza
Ap_1-nek. Mivel Ay_; Osszefiiggd, {g; = 0} iires kell legyen. Hasonléan

{fi=0}=0.

23.5 A Weierstrass-féle szigma-fiiggvény jellemzése

23.1. Bevezetés. A harmincadik Nemzetkozi Fiiggvényegyenletek Szim-
p6ziumon (1992, Oberwolfach) Wolfgang Sander a kiovetkez6 problémét ve-
tette fel [146]:

Probléma. Legyenek f,gi,g2,h1,he : R™ — C fiiggvények. Tegyiik
fel, hogy f nem mindeniitt nulla, és hogy g, és go linedrisan fiiggetlenek. Ha
fy91,92, h1, he teljesitik az

(1) flutv)f(u—=2v)=g1(u)hi(v) + g2(w)ha(v), wu,veR"

fiiggvényegyenletet, bizonyitsuk be vagy cafoljuk meg, hogy f mérhetiségé-
bél kovetkezik f folytonossaga.

Ez a kérdés tulajdonképpen egy, a Weierstrass-féle szigma-fiiggvénynek
addicios tétel segitségével torténd jellemzésére vonatkozd kérdés. Folyto-
nossag feltételezése mellett Mario Bonk adott ilyen jellemzést habilitacids
dolgozatdban és azt [27] dolgozatdban publikilta. Ot Aczél Janos “The
state of the second part of Hilbert’s fifth problem” cimii [10] attekint6 dol-
gozata motivalta. Ebben a dolgozatban Aczél az Abel altal vizsgalt fiigg-
vényegyenleteket targyalja. Hilbert 6t6dik probléméjanak masodik felében
idézi Abel fiiggvényegyenletekkel kapcsolatos munkdit azzal a megjegyzéssel,
hogy érdekes lenne megkapni Abel eredményeit differencialhatosagi feltételek
nélkiil. Aczél osszefoglalja az Abel altal vizsgalt egyenletekkel kapcsolatban
azota elért eredményeket. Az

(2) flutv)f(u—v) = f(u)?g(v)? = f(v)*g(u)?,

(3) g(u+v)g(u—v) = g(u)’g(v)* — ¢ f(u)*f(v)*

egyenletekkel kapcsolatban azt irja, hogy! ,,Abel ezt az egyenletrendszert
legfeljebb negyedrendii differencidlegyenletekre vezette vissza, természete-
sen (négyszeri) differencidlhatdosag feltételezése mellett, azaz, mivel komplex

L«Abel reduced this system to differential equations of up to fourth order, of course
under supposition of differentiability (of fourth order), that is, since the functions are
complex, of analyticity. Haruki [50] has found, also by reduction to differential equations of
at most fourth order, the general (in fourth order) differentiable solutions of (2) alone. The
general continuous solution either of (2) alone or of the system (2), (3) for all u,v € C is
not known (to me); even less are those under regularity conditions weaker than continuity
or on subsets of C2.”
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fiiggvényekrol van sz6, analitikussédg feltételezésével. Haruki [50], szintén leg-
feljebb negyedrendii differencidlegyenletekre torténo visszavezetéssel, megha-
tarozta az egyediil csak (2)-nek eleget tévé (négyszer) differencidlhaté meg-
oldasokat. Az egyediil csak (2)-t vagy a (2), (3) rendszert minden u, v € C-re
kielégit6 dltaldnos folytonos megolddsok nem ismertek (szdmomra); még ke-
vésbé a folytonossdgnal gyengébb regularitdsi feltételt kielégité vagy a C2
részhalmazain tekintett megoldasok.”
Bonk [27] dolgozatdban az

k
(4) fl(U+U)f2(U—U):Zgi(u)hi(v)a u,v € R",

fiiggvényegyenletet, illetve annak specialis esetét, az

k

(5) flu+v)flu—v)=> gi(whi(v), u,veR",

=1

egyenletet vizsgalta. A fiiggvények komplex értékiiek. Bebizonyitott egy
regularitdsi tételt, azt, hogy (4) minden folytonos fi, f2, i, h; megolddsa
linedrisan fiiggetlen g; és h; fiiggvényekkel (egyértelmiien) kiterjeszthetd egy
C™-en értelmezett analitikus fiiggvénnyé gy, hogy a kiterjesztések eleget
tesznek (4)-nek C™-en. Felhaszndlva ezt az eredményt, Bonk meghatarozta
(5) minden folytonos megolddsat a k < 2 esetben. Természetesen, specidlis
esetként megkaphaté (2) illetve (3), és a (2), (3) rendszer minden folytonos
megoldasa is.

Vizsgalataiban Bonk Fourier-transzformaciot és specialis becsléseket hasz-
nal. Durvéan szdlva, regularitdsi tétele azon muiilik, hogy a (4) egyenlet meg-
oldasai ,,renorméalhaték” gy, hogy a végtelenben exponencidlisan elt{ing
fiiggvényekké valnak, és egy ilyen f megoldas Fourier-transzformaltja egy
ugyancsak (4) tipusi egyenletet teljesit. A Fourier-transzformélt Laplace-
transzformaltja adja a kiterjesztést C™-re. A k < 1 eset elemi. A k < 2
esetben a megoldasok komplex fiiggvénytani eszkozokkel hatarozhatok meg.

1992-ben Richard Rochberg és Lee A. Rubel [136] mas mddszerekkel
meghataroztak a (4) egyenlet analitikus f : C — C megolddsait a k < 2
esetben. Két megoldast is adtak. Els6 modszeriik a fiiggvényegyenletet dif-
ferencidlegyenletre vezeti vissza, a masodik az egyenlet specidlis szimmetriait
hasznalja. (Mindkét esetben néhany megolddst nem vettek észre.)

Végiil Bonk 1997-ben [28] dolgozatdban meghatarozta a (4) egyenlet
folytonos megoldasait a k < 2 esetben.

Ennek a paragrafusnak a célja egyrészt, hogy megmutassuk, eredmé-
nyeinkbol kovetkezik, hogy minden mérheté és nem majdnem mindeniitt
nulla (f1, fa) megolddsa (4)-nek C>°-ben van. Specidlisan, Sander fent em-
litett problémajat is megoldjuk. Masrészt, megmutatjuk, hogy differencidl-
egyenletekre torténé visszavezetéssel is megkaphatok a Bonk fent emlitett
dolgozataiban szerepld eredmények. fgy Bonk, valamint Rochberg és Rubel
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tételeinek altalanositasat kapjuk, altalanos médszerek felhasznaldsan nyug-
vO bizonyitassal. Ez a mddszer tehat a Hilbert 6todik probléméaja méasodik
felében kijelolt utat koveti.

A regularitas bizonyitasa kordbbi regularitasi tételeink mellett az 1994-
ben a [82] dolgozatban megjelent, itt 11.5 tételként szereplé eredményen,
valamint az 1.22 atviteli elven milik. Ezzel a mddszerrel megmutathaté az
is, hogy az

(6)  f1(Gi(u,v)) f2(Ga(u,v)) = Zgi(U)hi(v), (u,v) € D CR" x R"

egyenlet nem majdnem mindeniitt nulla f7, fo megoldasai C°°-ben vannak.
Az adott G1, G fiiggvényeknek néhany gyenge feltételnek kell eleget tenni,
példdul az x = G1(u,v), y = Ga(u,v) egyenletrendszernek wu,v-re felold-
haténak kell lennie. (Bonk mddszere ebben az esetben mar nem miikodik.)
Bar mdédszeriinkkel még ennél joval altalanosabb egyenletek is vizsgalhatok,
itt az egyszeriiség kedvéért csak a (4) egyenlet vizsgalatdra szoritkozunk.
A differencidlegyenletek levezetésében és megoldasaban Rochberg és Rubel
dolgozatara tdmaszkodtunk, bar a kiilonbségek lényegesek, hiszen nekiink
komplex valtozos kozonséges differencidlegyenletek analitikus megoldésai he-
lyett tobb valds valtozotdl fiiggé komplex értékli fliggvényekre vonatkozo
parcidlis differencidlegyenlet-rendszerek C* megoldédsait kell megkeresniink.

Megjegyezzitk még, hogy John A. Baker [22] dolgozatdban 1974-ben
meghatéarozta az

k

(7) f@) fay) = [[gilaiz + biy), x,yeR

1=1

egyenlet nem majdnem mindeniitt nulla komplex értékii fi, fo megoldasait.
Eredményei megadjik (4) megoldasit az n = 1, k = 1 specidlis esetben.

23.2. Megjegyzés. Mint mar ismert, Sandernek az el6z6 pontban sze-
replé problémdjara a valasz negativ, azaz f mérhet6ségébol nem kovetkezik
f folytonossaga. Ezt a kovetkezo egyszerii példa mutatja:

Legyen f = hi = hy = &g, a raciondlis szdimok halmazdnak karakterisz-
tikus fiiggvénye, legyen g; tetszéleges, és legyen go = g — g1. Ekkor 23.1(1)
teljesiil, mivel

So(u+ v)ég(u —v) = Lou)éo(v).
Az f(2) = xbo(x), gi(u) = u’ég(u), g2(u) = —So(u), hi(v) = &o(v),

ha(v) = v2€p(v) példdban nem csak g1 és g2, hanem hy és ha is linedrisan
fiiggetlenek.

Ezek a példak azon miilnak, hogy a {z : f(x) # 0} halmaz nulla mértékii
részcsoportja R-nek. Hasonlo példak konstrualhaték a valds szamok mas
nulla mértékli részcsoportjat haszndlva a raciondalis szamok helyett. R"-en
ezekbdl konnyen kaphatunk olyan példédkat, amelyeknél a fiiggvények csak
egy valtozotdl fiiggnek.
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Ezek az egyszerii példédk azt mutatjak, hogy Sander problémajara akkor
varhatunk pozitiv valaszt, ha feltessziik, hogy f nem majdnem mindeniitt
nulla. Ezt a médositott kérdést az alabbi tétel megvilaszolja.

23.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f1, f2,9:,h; : R — C fiiggvények
teljesitik az

filu+v)fa(u—v) = z:gZ ), wu,v€ER"

fiiggvényegyenletet, tovabba, hogy f1, fo mérhetéek és nem majdnem min-
deniitt nullak. Ekkor fi, fo folytonosak.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy g¢;, h; linearisan fiiggetlenek (ha nem,
helyettesitsiik a g;, h; (i = 1,2,... k) fiiggvényrendszert egy kevesebb fiigg-
vénybdl allé rendszerrel). A g; fiiggvények linedris fiiggetlensége miatt min-
den h; figgvény kifejezhetéd mint a v — f1(u; + v)fa(u; — v) leképezések
linedris kombindcidja, ahol u;, 1 < j < k rogzitett vektorok. fgy f1 és fo
mérhetéségébdl kovetkezik a h; fiiggvények mérhetésége. Hasonléan kovet-
kezik a g; fiiggvények mérhetisége. UJ T =u+vésy=u—ov valtozdkat
vezetve be, azt kapjuk, hogy

1) fi(@) f2() =igi(”§;y)hi($;y), ry €R",

1=

Valasszunk olyan pozitiv mértékii Y kompakt halmazt, amelyre f2(y) # 0,
ha y € Y. Ekkor azt kapjuk, hogy

1 i T+y =y "
2 A= m;g(T)h( ), weR"yeyY.
Legyen o € R” tetszileges. Legyen X egy kompakt kornyezete xg-nak.
D = X x Y vélasztéassal, a g; fiiggvényekhez az (X +Y)/2, a h; fiiggvények-
hez pedig az (X —Y')/2 kompakt halmaz vilasztva értelmezési tartoméanynak
a Lebesgue-mértékkel, alkalmazhatjuk a 8.1 tételt, és kapjuk, hogy fi foly-
tonos xg-ban. Mivel zq tetszéleges volt, ez azt jelenti, hogy fi; mindeniitt
folytonos. Hasonl6an kapjuk, hogy fs is mindeniitt folytonos.

Figyeljiik meg, hogy tulajdonképpen csak azt hasznaltuk fel, hogy fs
nem majdnem mindeniitt nulla, f; pedig nem mindeniitt nulla.

23.4. Megjegyzés. Hasonl6 regularitasi tétel nem marad igaz a sokkal
altalanosabb

m k
H flaju+bjv) = Zgz‘(u)hi(v), u,v € R"
i—1

Jj=1
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egyenletre, még ha n = 1, akkor sem. Legyen a bal oldal
flaru + b1v) f(agu + bav) f(azu + bav),

legyen f egy tetsz6leges mérhetd fiiggvény, amely nulla a |1, 2[ intervallumon
kiviil, és legyen a1 = by = as =1, by = b3 = —1, a3 = 3 és g; = h; = 0.
Ekkor, ha z = u+wv € ]1,2[ésy = u—v € |1, 2[, azt kapjuk, hogy agu+bzv =
x + 2y € ]3,6], igy a szorzat mindig nulla.

23.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f1, f2,9:,h; : R — C fiiggvények
kielégitik az

filu+v)fo(lu—v) = z:gZ hi(v), w,veR"

fiiggvényegyenletet, tovabba, hogy fi, fo mérhetéek és nem majdnem min-
deniitt nullik. Ekkor az fi, fo fiiggvények C°°-ben vannak.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel szerint f; és fo folytonosak. Ugyanigy,
mint az el6z6 tétel bizonyitasaban, feltehetjiik, hogy a g; és h; fiiggvények
linedrisan fiiggetlenek. Ugy mint ott, kifejezve Sket fi és fo segitségével, és
visszairva a kapott kifejezést az egyenletbe, azt kapjuk, hogy léteznek olyan
ci,; komplex konstansok és u;,v; € R™ vektorok, hogy

k

fi(utv) fa(u—v) = > i fr(uitv) fo(wi—v) fr (utv;) fo(u—v;), u,v € R™

2,j=1

Most = u + v és y = u — v helyettesitéssel azt kapjuk, hogy
k
fi(@) f2(y) = Z Ci,jf1 (u@ +

. 3 et 27 o 55

f1<x+y +Ug)f2<x;ry —'Uj>7

ha z,y € R™. Ha most f; = fo = f, akkor egyszertien alkalmazhatjuk az
1.27 tételt. Nevezetesen, valasztva egy Y korlatos nyilt halmazt, amelyen
f nem nulla, és egy K fels6 korlatjat az osszes u;,v; és y € Y vektorok
halmazanak, az 1.27 tétel feltételei teljesiilnek az

k

F@) = s 3 enf ot T = T () (G ),
j=1

2 2 2

r € X,y eV figgvényegyenletre, ahol X az origé koriili 5K sugari nyilt
gomb, a C' kompakt halmaz pedig az origé koriili 4K sugard zart gomb.
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Innen az f fiiggvény C°°-ben van X-en, és mivel K tetszdleges nagy lehet,
R"-en mindeniitt.

Lehetséges lenne az altaldnos esetet erre a specidlis esetre redukilni,
felhaszndlva Bonk [27] eredményeit, amelyek az egyenlet specidlis alakjdn
milnak. E helyett hasznalhatjuk a 1.22 4ltaldnos atviteli elvet is, hogy a
fenti, két ismeretlen fiiggvényt tartalmazé egyenlet regularitasanak prob-
lémajat egy egyetlen ismeretlen fiiggvényt tartalmazo egyenlet regularitasi
problémajara redukialjuk. Ez utébbi, altalanosabb moddszert fogjuk hasz-
nalni.

Vélasszunk Y; és Y5 korlatos nyilt halmazokat gy, hogy fi nem nulla
Yi-en és fo nem nulla Ys-n. UJ valtozokat vezetve be, és X7 = Xo-t az origd
kozépponti 5K sugari nyilt gombnek valasztva, ahol K egy felsé korlatja
az Osszes u;, v;, Yy € Y7 és y € Yy vektorok norméinak, az (1) egyenletbél az
alabbi fiiggvényegyenlet-rendszert kapjuk:

1 b 11— 1 —

Ji(zy) = Mig_:lci,jfl(ui‘i‘ 9 )f2(ui_ 9 )
f1(xlT+y1+Uj)f2(xlT+yl _Uj)7

1 b T2 — Y2 T2 — Y2

Ja(z2) = migzzlci,jfl(ui‘i‘ 9 )f2(ui_ 9 )
f1($2;"y2 +'Uj)f2($2;_y2 _ j>7

ahol 1 € X1, y1 € Yo, 9 € X5 és yo € Y7. Legyen most X = X; x X
és legyen f az f(x) = (fi1(z1), fa(xa)) Osszefiiggéssel definidlva, ahol z =
(x1,22). Az atviteli elv alapjan f  megfelel6en valasztott D értelmezési
tartomannyal és GG;, H fiiggvényekkel  eleget tesz egy

f(@) = H(f(Go(y)), f(Gi(z,y)), ..., f(Gak(z,y))), (z,y) €D
fiiggvényegyenletnek, ahol y = (y1,y2). Valéban, legyen Y = Y5 x Y7, D =
X xY, Goly1,y2) = (y2,y1), és ha 1 <i < k, legyen

Gi(21,72,91,Y2) = (Uz + o ;ylﬂtz‘ -2 ;?JZ),

Gk+i($1,$2,y1,y2) = (Uz + 2 ;y27ui _ o gyl)a
Gokti(®1, T2, y1,Y2) = (xl ; Doy, 2 th_ v;),
Gagri(T1,T2,Y1,Y2) = <a:2 ; 92 vy, Tt v;).

Tovabba, legyen H = (Hy, Hs), ahol H; és Hs megfelel§en vélasztott komp-
lex értéki tobbvaltozos fiiggvények (esetleg néhany valtozotol nem fiigegnek).

Most legyen C7; = C5y az origd kozépontid, 4K sugari zart gémb, és
legyen C' = (7 x Cy. Alkalmazva az 1.27 tételt, azt kapjuk, hogy az f
fiiggvény C°°-ben van X-en. Ebbdl kovetkezik, hogy az fi és fo fiiggvények
C*°-ben vannak az origé kézéppontid, 5K sugard nyilt gdmbon. Mivel K
tetsz6leges nagy lehet, az f1 és fo fiiggvények C°°-ben vannak.
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Meg fogjuk mutatni, hogy a 23.1(4) fiiggvényegyenlet megolddsai a
k = 2 esetben Weierstrass-féle szigma-fiiggvényekkel adhaték meg. Itt a
Weierstrass-féle fiiggvények legfontosabb tulajdonsigait csak 6sszefoglaljuk
abban a formaban, ahogyan felhasznaljuk. A bizonyitdsok megtalalhatok
Saks és Zygmund [139] klasszikus munkdjéban.

23.6. Weierstrass-fiiggvények. Legyenek wq,ws nullatol kiilonb6z6
komplex szdmok, wy/we ¢ R. Legyen Q = wiZ + woZ. A Weierstrass-féle
szigma-fiiggvényt a

o= I 02 (3 6))

0F£we

abszolit konvergens szorzat definidlja. o a z véaltozo egész fiiggvénye, (egy-
szeres) gyokei  pontjai. Elfajult esetként érdemes tekinteni a

o(z,w1,0) =z H <1 - E) = % sin(7z/wy)

w
0F£we

fiiggvényt, ahol Q = w1Z, és a

o(z,00,00) = z H (1—;) =z

0Awe2

fiiggvényt, ahol Q = {0}. Az wy,ws péarokat roviden rdacsdllandéknak fogjuk
nevezni; tehdt vagy wy = 00 és wy = o0, vagy 0 # wy € C és wy = o0,
vagy 0 # w1 € C, 0 # wy € C és wy/wy ¢ R. A Weierstrass-féle fiiggvények
elsé valtozé szerinti derivaltjat egyszertien '-vel fogjuk jelolni. A definiciébol
vildgos, hogy barmilyen « # 0 komplex szamra

o(az, awy, aws) = ao(z,wr,ws).

A Weierstrass-féle (-fiiggvényt, mint a o-fiiggvény logaritmikus deri-
valtjat definialjuk:
o'(z,wy,ws
O'(Z,wl,UJz)
¢ meromorf fiiggvény az elsé valtozoban, pdélusai €2 pontjai. A specidlis
esetekben

1
C(Z,O0,00) ;
és
s s 1 1 1
((zyw1,00) = —ctg | —z | = -+ +—,
w1 w1 z z—Ww w
0Awe2

egyébként pedig
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Itt is a definici6 alapjan vildgos, hogy barmely a # 0 komplex szamra
C(az,awr, aws) = ((z, w1, ws)/a.
A Weierstrass-féle P-fiiggvényt a
P(z,w1,ws) = —C' (2, w1, ws)

osszefiiggéssel definidljuk. A specidlis esetekben

1
P(z,00,00) = =
és )
us 1 1
P(z,w1,00) = = — + —
(2,01, 00) wisin®(rz/wy) 22 Z (z —w)?

egyébként pedig

0F£we

A P-fiiggvény az elsé valtozdjaban periddikus, €2 adja a periédusok halma-
zat. A definici6 alapjan barmely a # 0 komplex szamra

Plaz, awr, aws) = P(z,wri,ws)/a?.

A P-fiiggvények differencidlegyenleteit is hasznalni fogjuk. A specidlis
esetekben fennallnak a

7DI(Z7 w? 00)2 = 47)(27 w? 00)37

illetve
2

P'(z,w1,00)% = 4P(z,w1,00)% — 4%7’(2#)1, 00)?
1

differencidlegyenletek, egyébként pedig a
73/(2’7w1,w2)2 = 477(z,w1,w2)3 — 92P(z,w1,w2) — g3
differencidlegyenlet, ahol
—602i és —1402i
g2 - (,U4 gS - (_,L)6 .
0£weR 0£weR

Beldthatd, hogy gs — 27g2 # 0. Megmutathaté (lasd Saks és Zygmund
[139], Ch. VIII, § 13), hogy ha g5 — 27g3 # 0, akkor mindig léteznek olyan
wi,ws végtelentdl kiillonbozé racsdllandok, hogy hozzdjuk éppen az adott
g2, g3 konstansok tartoznak.
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Az egységes jelolések kedvéért, ha w; = ws = oo, akkor legyen g; = g5 =
g3 = 0; ha wy # oo, de wy = oo, akkor legyen g = 472 /w? és go = g3 = 0;
egyébként pedig legyen g, = 0. Igy mindig g1 = 0 vagy go = g5 = O,
vagy mindkét oOsszefiiggés teljesiil, de a P-fiiggvények diferencidlegyenlete
egységesen

P’(z,wl,wg)z = 473(z,w1,w2)3 — glp(z,wl,wz)Q — g2 P(z,w1,w2) — g3
alakba irhaté. Megjegyezziik, hogy a P-fiiggvények a
P (z,w1,w2) = 6P (2, w1, ws)? — g1P(2, w1, wa) — g2/2

masodrendii differencidlegyenletet is kielégitik. A g1, g2, g3 szamokat invari-
ansoknak szokas nevezni, mivel csak €2-tél fiiggnek, de nem fiiggnek wy,wo
megvalasztasatol.

Mivel a fenti els6- illetve masodrendii differencidlegyenletek autoném
egyenletek, akdrmilyen e € C eltolassal a P(z + e, wy,ws) fiiggvény ugyanazt
a differencidlegyenletet elégiti ki, mint a P(z,w,ws) fiiggvény.

A P-fiiggvények segitségével akiarmilyen (komplex fiiggvényekre vonat-
koz6) /> = 4y3 + c1y? + coy + c5 differencidlegyenlet megoldésai is megkap-
hatdk, mégpedig P(z+e, w1, ws)+c alakban, alkalmas wy, we racséllandékkal
és e, c komplex konstansokkal. Valéban, ha a 4y3 + ¢1y2 + coy + ¢3 polinom
e1, e, ez zérushelyei mind kiilonbozéek, akkor legyen ¢ = (e1 +e3 +e3)/3 =
c1/12, és vezessiik be y + ¢ helyett az 1j y valtozot. Ekkor alkalmas gs, g3
komplex konstansokkal, amelyekre g5 — 27¢2 # 0,

- -y’ 43
(Z/— ﬁ) + <y— ﬁ) + 2 (?J 12) + 3 = 4y” — g2y — g3.
A megfeleld, végtelentol kiilonb6z6 wq, wy racsallandékkal és akarmilyen e €
C eltoldssal z — P(z+e,wr,ws) + ¢ eleget tesz az y’2 =43 +c1y® + oyt
differencidlegyenletnek.

Ha a 493 + c1y? + coy + c3 polinom ey, e, e3 zérushelyei nem mind
kiilonboznek, akkor a specidlis esetek adjik a megoldast. Ha mindharom
zérushely egybeesik, akkor ismét a ¢ = (e1 +e2+€3)/3 =e1 = ea = e3 =
c1/12 véalasztds vezet célhoz. y + ¢ helyett bevezetve az 1ij g valtozot,

. c1)\?3 c1\?
Y 9 +ci |y 9 +coly 12 +c3 = y

Ha csak két zérushely, mondjuk e; és ey egyezik meg, akkor legyen ¢ =
(e1 + €2)/2 = e1 = ea, ekkor y + ¢ helyett bevezetve az 1ij g valtozot,

1(i-5) w5 15) +ea (- 13) +eo =3 -4
- — c - — c - — c3 = —4e
Yy 12 11Y 12 2 \Y 12 3 Yy 3?J

23.7. Lemma. A fenti jelolésekkel, legyenek wi,ws racsallanddk,
g1, 92, 93 a hozzajuk tartozo invariansok, és tekintsiik az

y® =42° — g12° — gox — g3
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egyenletet. Ennek minden (z,y) € C x C, y # 0 megolddsdhoz létezik olyan
z € C, hogy
P(z7w17w2) = X éS Pl(Z,Wl,wg) :y

Barmely két ilyen z kiilonbsége §2-ban van.

Bizonyitas. A bizonyitas az wy # 0o esetre megtaldlhaté Saks és Zyg-
mund [139] konyvében, Ch. VIII. 14.5. Az we = oo esetre direkt szdmoldssal
bizonyithat6 a lemma.

23.8. Lemma. 23.6 jeloléseivel, tegyiik fel, hogy valamely c, ¢, d # 0,
e, € komplex konstansokra és wi,ws valamint wy,ws racsallanddokra

P(dr + e,wi,ws) + ¢ =P(dx + é,01,03) + ¢

minden, a szamegyenes egy nem lires nyilt intervallumabdl vett x-re. Ekkor
w1, ws illetve wy,ws ugyanazt a ) racsot generaljak, a

2 Pz,wr,ws) 6és 2z P(z,01,w9)

fiiggvények megegyeznek, c = ¢, és e — e € ().

Bizonyitds. Jelolje Q illetve Q az w,ws illetve @,y ltal generdlt
racsot. A bal oldal a C\ (Q — e)/d, a jobb oldal a C\ (Q — &)/d nyilt
halmazon analitikus, és megegyeznek a szamegyenes egy szakaszan, igy az
analitikus folytatds elve szerint (ldsd Dieudonné [39], 9.4.2) megegyeznek
ezen nyilt halmazok metszetén. Azonban az ((Q — e) U (Q — é))/d halmaz
csupa izoldlt pontot tartalmaz, igy ennek minden pontja egyszerre pdlusa

mindkét oldalnak, azaz (2 —e)/d = (2 —é€)/d. Ebbl Q@ = Q és e —é € Q.
A P-fiiggvények Osszeg el6allitasabol kovetkezik, hogy z +— P(z,wi,ws) és
z — P(z,01,w03) megegyeznek. Mivel e — é periédusa ennek a fiiggvénynek,
barmilyen x értékre, amelyre dz + e nem pélus,

P(df)ﬁ + e, wy, u}2) = P(d()ﬁ + é, L:)l, (;12),

igy c = c.

23.9. Lemma. 23.6 jeloléseivel, tegyiik fel, hogy wi,ws valamint
w1, ws racsallandok, és a megfelelé g; illetve g; invariansok megegyeznek,
azaz g1 = g1, g2 = g2 6s g3 = gs. Ekkor

P(Zawla(*‘JZ) = 73(27@1,@2)

minden z € C-re.

Bizonyitas. Ha g3 = g2 = 0 és g3 = g3 = 0, akkor az allitds koz-

c sz

olyan valds szam, amelyre y = P’(e,w;,ws) # 0 értelmezve van, és legyen
x = P(e,wr,ws). Ekkor

y* = 42 — 10 — gox — g3,
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igy a 23.7 lemma szerint van olyan é € C, hogy
~ o~ ~ , )/~ ~ ~
P(e,wr,w2) =z 6s P'(e,w1,w2) = y.

Ha s egy megfelels ,négyzetgyokvonds”, azaz a z +— 22 leképezés y egy
alkalmas kis kornyezetére vett megszoritasanak az inverze, akkor

t— P(t+e,wi,wy) 6és t— Pt+ € w,ws)
is eleget tesznek az
u' = s(4 P — g1u’ — gou — 93)

differencidlegyenletnek és az u(0) = z kezdeti feltételnek, igy megyeznek
az origd egy kis kornyezetébdl vett ¢ valés szamokra. Igy az el6zé lemma
alkalmazhaté, és kapjuk az allitast.

23.10. Fiiggvényegyenletek és szigma-fiiggvények. Eldszor is te-
gylink néhany egyszerii észrevételt az

k

(1) filu+v) falu—v) =Y gi(u)hi(v)

=1

fiiggvényegyenlet f1, fo, g;, hi, 1 < 1 < k megoldasaival kapcsolatban. Csak
komplex értékii megoldasokat fogunk tekinteni, amelyek K”-en vannak ér-
telmezve. (K =R vagy K = C).

(2) A C"-en értelmezett megoldisok R*"-en értelmezett megoldasoknak is
tekinthet6k. FEgy megoldas megszoritasa egy R feletti altérre szintén
megoldas az altéren, specialisan C™-en értelmezett megoldiasok megszo-
ritasa R™-re is megoldas.

(3) Barmely L : K™ — K" linedris leképezésre f1 o L, foo L, g;o L, hjo L
megoldas K™ -en.

(4) Badrmely c1,co € K" konstansokra az x — fi(xz 4 ¢1), y — fo(y + c2),
ur— gi(u+ (1 +c2)/2), v — hi(v+ (1 — c2)/2) eltoltak is megoldasok.

(5) Ha fi, fa, g1, h1 a k = 1 specidlis eset tetszéleges megoldésai, akkor
fifis fafa, gig1 és hihy (i =1,... k) is megolddsok.

(6) Ha T tetszéleges komplex elemii k x k-as invertdlhaté mdtrix, és T' a
transzponaltja, akkor f1, fa, §; és h; is megoldasok, ahol g = (g1, ... , gk),
h=(hi, ... h), 9= (91,--- ,Gr); h = (h1,... ,hg) és g(u) = T~ 'g(u),

h(v) = T'h(v).

A fenti transzforméciok segitségével az (1) egyenlet egy megoldasabdl
sok méas megoldast kaphatunk. A k =1 esetben az

(7) f1(2) = f2(2) = exp(2®),  g1(2) = ha(2) = exp(22%)
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komplex valtozés, komplex értékii analitikus fiiggvények megoldasok. Ezek-
b6l a fenti transzformacidokkal kaphatdk az

fi(z)
fa(y)

alaki R” — C megoldasok, ahol ay,as € C konstansok, Ly, Ly : R — C
linedris formak, @ : R™ — C pedig kvadratikus forma.

A k = 2 esetben ezekhez jon még az wy # oo, wy # oo racsallandok
(ldsd az elézé pontot) esetén az

exp(a1 + Ll(x) + Q(IE)),

(8)
exp(az + La(y) + Q(y))

f1(2) = fa(2) = o (2, w1, w2),
(9) 91(2) = ha(2) = a(z,wl,w2)2,

gQ(Z) = _hl(z) = U(zaw17w2)27)(z7wlaw2)

megoldas (lasd Saks-Zygmund [139], Ch. VIIL. § 7), az wy = o0 esetben, azaz
ha w, oo a racsallandok, akkor pedig az

(10) gl(z) = h2(z) = U(za("J? 00)27

megoldés, valamint az

fi(z) = o(z,w, 0),
gl(z) - hg(Z) = O’(Z,LU,OO),
g2(2) = h1(2) = o' (z,w, )
fl(Z) = 1,
(12) f2(z) = 0(z,w, 0),
gl(z) - hg(Z) = O’(Z,LU,OO),
—g2(2) = h1(2) = 0'(2,w, )

komplex valtozos, komplex értékli megoldasok. Megjegyezziik, hogy minde-
zekben az esetekben a gi, g2 és a hy, ho fiiggvények is a komplex stk barmely
pontjanak barmely kornyezetében linedrisan fiiggetlenek. Ezekbol a fenti
transzformaciokkal kaphatdok az

Fi(@) = exp(ar + L1 (z) + Q(@))o(L(x) + €1, w1, ws),

(13)
f2(y) = exp(az + La(y) + Q(y))o (L () + e, w1, w2)
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illetve

(14) fi(z) = exp(ar + Li(x) + Q(x))o(L(z) + e1,w, 00),
f2(y) = exp(az + L2(y) + Q(y))

(15) fi(z) = exp(ay + Li(x) + Q(x)),

f2(y) = exp(az + La(y) + Q(y))o(L(z) + e2,w, o0)

alaki R™ — C megoldésok, ahol wy, ws illetve w, oo racsallandék, aq, as € C,
e1,es € R™ konstansok, L, Ly, Ly : R™ — C linearis formék, Q : R® — C
pedig kvadratikus forma. Megjegyezziik, hogy ha L # 0, akkor a megfelel$
g1, 92 és hi, ho fiiggvények is linedrisan fiiggetlenek R™ barmely pontjanak
barmely kérnyezetében.

F6é eredményiink az lesz, hogy a (7)-ben illetve (9)-(12)-ben megadott
komplex valtozos komplex értékii ,,alapmegoldasokbdl” a fenti transzforma-
ci6kkal minden m&s megoldas megkaphaté. Pontosabban, a (8)-ban illetve
(13) (15)-ben megadott fi, fo : R™ — C parok adjak k = 2 esetén az (1)
fiiggvényegyenlet minden olyan megoldasat, amelyre f; és fo mérhetdek és
egyik sem majdnem mindeniitt nulla. (8)-ban illetve (13)—(15)-ben nem ad-
tuk meg az fi, fo parhoz tartozd g;, h; fiiggvényeket, de ezek is kdonnyen
meghatarozhatok.

Egyébként, mint az aldbbi, Gauchman és Rubel [45] dolgozatdbdl szar-
mazd lemma mutatja, az fi, fo parhoz elég egyetlen g;,h; i = 1,2,... )k
megoldéasrendszert meghatarozni, a tébbi konnyen megkaphaté. Mint a fen-
tiekben lattuk, a szamunkra érdekes &k = 2 esetben egy ilyen g1, g2, h1, ho
fiiggvényrendszer konnyen adddik, ha bebizonyitjuk, hogy f1, f2 a fent adott
alakiak. A lemma jelentdsége abban all, hogy mutatja, a 23.1.(4) egyenlet
megoldasanal az fi, fo fiiggvények meghatarozasara koncentralhatunk.

Gauchmann és Rubel részletesen vizsgaltak azokat az F' fiiggvényeket,
amelyek el6allithatok

k
F(u,v) = Zgi(U)hi(v)

alakban, azaz bizonyos fiiggvényterek tenzorszorzatdnak elemei. Vizsgdalata-
ikban els6sorban valds valtozos fiiggvények tereinek tenzorszorzatara szorit-
koztak, igy a teljesség kedvéért a bizonyitast is megadjuk.

23.11. Lemma. Legyenek U, V halmazok, g; : U — C, h; : V. — C
(t=1,...,k)és g : U —>C, h; : V —-C (i=1,...,k) fiiggvények, és
tegyiik fel, hogy a g (i=1,...,k),ah; i=1,... k),ag (i=1,...,k),

ésah; (i=1,..., k) fiiggvények is linearisan fiiggetlenek, tovabba

k

F(u,v) = Zgi(u)hi(v)

=1
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s

es

két reprezentacidja az F : U x V — C fiiggvénynek. Ekkor k =k és létezik
egy egyértelmiien meghatarozott k x k méretii komplex elemii invertalhaté
T métrix gy, hogy g = (g1,---,9x), § = (G1,---,gk), b = (h1,... , hg)
és h = (hy,...,hy) jelélésekkel g(u) = T 'g(u) és h(v) = T'h(v) minden
ueU,veV-re Itt T' aT transzponéltja.

Bizonyitas. Mivel a h; fiiggvények linedrisan fiiggetlenek, léteznek
v; €V,j=1,...,k pontok, hogy

det((hi(vj))lf,jzl) # 0.

Ezeket behelyettesitve a

egyenléségbe, egy linearis egyenletrendszert kapunk a g; fiiggvényekre, amely-
nek determindnsa a fenti determindns. fgy van olyan k x k méretii komplex
elemii T" matrix, hogy g(u) = T'g(u). Mivel a g;-k linedrisan fiiggetlenek,
kovetkezik, hogy k < k, és a szimmetriat felhaszndlva, hogy k < k, azaz
k= k. Nyilvian T invertalhaté kell legyen, mivel egyébként a megfelel6
linearis transzformacié képtere nem lehetne k dimenzidés. Mivel

k k
> gi(whi(v) = Z@i(u)ilz(v),
és igy
k k k k k i
Z hi(v) Ztijgj(u) = Zﬁj (u) Ztijhi(v) = Zgj(u)hj(v)

minden u € U, v € V-re, kdvetkezik, hogy h(v) = T'h(v). Ha T1 egy mdsik
transzformdcié, amelyre g(u) = T1g(u), akkor erre is h(v) = T{h(v), és igy
0= (T"—T7])h(v), ami ellentmond a h; fiiggvények linearis fiiggetlenségének.

Az alabbi lemma tovibb redukdlja a megoldandé problémat. Durvan
szolva, azt mondja, hogy sokszor elég a megoldast lokdlisan megkeresni, ek-
kor mar meghatarozhaté a teljes megoldés.
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23.12. Lemma. Legyenek fi, fa, gi, hi, Gishi : R* = C (i =1,... k)
fiiggvények, tegyiik fel, hogy a g;, h; fiiggvények analitikusak, és van olyan
0 > 0, hogy

k

(1) Filut o) folu—v) =) gi(u)hi(v),

=1

ha |ul,|v| < §. Tegyiik fel, hogy barmely ¢ > 0-ra a g;, i = 1,2,...,k
fiiggvények is, és a h;, 1 = 1,2, ..., k fiiggvények is linearisan fiiggetlenek az
origo € sugaru kornyezetén. Tegyiik fel tovabba, hogy

k
(2) fi(u+v)fa(u—v) :Zgi(u)hi(v)

i=1
fenndll minden u,v € R™-re. Ekkor (1) fenndll mindeniitt, és fi, fo is
analitikusak.

Bizonyitas. Vilagos, hogy azon 0 < § < oo bdvitett valés szamok
kozott, amelyekre (1) teljesiil minden |ul, |v] < § esetén, van egy maximélis.
Azt kell megmutatnunk, hogy ez a maximalis érték oo. Tegyiik fel indirekt,
hogy nem ez a helyzet, és a maximalis § véges.

Megmutatjuk, hogy fo nem azonosan nulla az origd egyetlen kdrnye-
zetében sem. Ha ugyanis azonosan nulla lenne egy ¢ < 2§ sugaru kornye-
zetben, akkor az (1) egyenletbél |ul,|v] < €/2 esetén azt kapndnk, hogy
0= Zle gi(u)h;(v), ami ellentmond a g;, h; fiiggvények linedris fiiggetlen-
ségének. Uj valtozokat frva az (1) egyenletbe, azt kapjuk, hogy

ﬁwﬁ@=§%4%#ﬁ42¥)

barmely olyan x,y € R™ parra, amelyre |x+y| < 20 és |[x —y| < 26 is fennall.
Rogzitsiink egy yo-at, amelyre fa(yo) # 0. Mindkét oldalt osztva fo(yo)-al,
azt kapjuk, hogy

i — Y0
60 i 3 (5 (252)

=1

hacsak |z| < 26 — |yo|. Ebbél kovetkezik, hogy f1 analitikus az origd 20 — |yo|
sugari kornyezetén. Mivel |yg| tetszélegesen kicsiny lehet, kapjuk, hogy fi
analitikus az origd 26 sugari kornyezetén. Teljesen hasonléan adédik, hogy
fo is analitikus ezen a kornyezeten.

Most felhaszndljuk a (2) egyenletet. Az el6z6 lemmébdl kovetkezik,
hogy g; és h; is linedrisan fiiggetlenek az origd barmely € > 0 sugari kor-

nyezetén. Legyen € > 0 és valasszunk olyan v;, j = 1,..., k vektorokat,
amelyekre [v;] < e és det((hi(v;))} ;1) # 0. Az
k

Firlu+ o) folu =) = 3 Galu)ha(v;)

=1
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egyenletek teljesiilnek minden v € R”, j = 1,..., k-ra. Ezeknek az egyen-
leteknek a segitségével barmely g;(u) kifejezhetd fi(u + v;) fa(u — v;) alaki
tagok konstans egyiitthatds linearis kombinaciojaként. Ebbdl kovetkezik,
hogy ¢; analitikus az origé 20 — e sugari nyilt kornyezetében. Mivel ¢ tet-
sz0legesen kicsinynek valaszthatd, minden g; analitikus az origd 20 sugaru
nyilt kornyezetében. Most ugyanigy, mint az el6z6 lépésben, kovetkezik,
hogy f1 és fo analitikusak az origd 49 sugari kornyezetében. fgy az (1)
egyenlet jobb- és baloldala is analitikus a

{(u,v) : u,v € R", |ul, |v| < 26}
nyilt halmazon, és megegyeznek ennek a halmaznak a
{(u,v) : u,v € R, |ul,|v| < 0}

részhalmazén. Az analitikus folytatds elve szerint (Idsd Dieudonné [39],
9.4.2) az (1) egyenlet teljesiil, ha |ul,|v| < 26. Ez ellentmond § maximé-
lis voltanak, azaz belattuk, hogy 6 = oc.

23.13. Determinansok. Legyen
k
F(u,v) = Zgi(u)hi(v), ha u,v € R™.
i=1

Legyenek tovabba A% ... AF tetszéleges, a g; fiiggvényeket tartalmazé va-
lamely (linedris) fiiggvénytéren értelmezett linedris funkciondlok. Az alsé
index jelzi, hogy a funkciondl az u valtozéban hat, a fels6 index pedig egy
egyszeri sorszam. A funkciondlok tetszolegesek, példaul egy fiiggvényhez
hozzarendelhetik egy adott pontban felvett értékét, valamely adott parcidlis
vagy irdny menti derivaltjanak értékét egy adott pontban (minden funkciondl
ugyanabban a pontban, vagy kiilonboz6 pontokban), ezek valamely linedris
kombinéciéjat, stb. Hasonléan, legyenek A% ... A a v véltozéban haté li-
nearis funkcionalok, amelyek egy, a h; fiiggvényeket tartalmazo linearis téren
hatnak. A v — AJ F(u,v), j = 0,1,...,k fiiggvények a h; fiiggvények line-
aris kombindcioi, igy nem lehetnek linearisan fiiggetlenek. Léteznek tehat
olyan ¢; nem mind nulla konstansok, hogy Z?:o cjA F(u,v) = 0. Alkal-

mazva erre az osszefiiggésre a A! linedris funkciondlokat, azt kapjuk, hogy

k
chAiAiF(u,v):(), hai=0,...,k.

§=0
Ez azt jelenti, hogy

det (ALALF (u, U))szo = 0.
Ezt az 0sszefiiggést fogjuk arra felhasznalni, hogy differencidlegyenletet kap-
junk az 23.1.(4) egyenletben szerepld fi, fo fiiggvényekre.
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23.14. Differencialegyenlet. Az el6z6 pont jeldléseit fogjuk hasz-
nalni. Vizsgaljuk meg elGszor az egyszeriibb egydimenzidés n = 1 esetet.
Hogy egyszeriibb jeloléseket kapjunk, jelolje egy f fiiggvény parcialis deri-
valtjait fu, fo, fuws fuv, Stb. Legyenek u és v rogzitett elemek. Ekkor a
Ao(g) = g(u), Ay(g) = ¢'(u), Al(g) = g"(u), AY(h) = h(v), Ay(h) = W (v),
A2(h) = h”(v) valasztédssal azt kapjuk, hogy

F o F, Py
det | Fy, Fuo Fuuww | =0.
Fvv Fuvv Fuuvv

Csak az a7z eset érdekes szamunkra, amikor F'(u,v) # 0. Jelolje In az exp
fiiggvény |S(2)| < 7 sdvra valdé megszoritasanak inverzét. Tegyiik fel, hogy
F(ug,vo) # 0. Ekkor az origd egy kornyezetében értelmezve van a G(u,v) =
In(F(u + wg, v+ vg)/F(ug,vp)) fiiggvény, és itt

F(u+ ug, v+ vo) = F(ug,vo) exp(G(u,v)).

A determindns konnyen felirhaté G segitségével is. Kiemelve a kozos té-
nyezoOket, az elsé sor, illetve az elsé oszlop alkalmas tobbszoroseit kivonva a
tobbi sorbdl illetve oszlopbdl, azt kapjuk, hogy

1 0 0
det 0 Guv 2GuGuv + Guuv = 07
0 2Gu0Gy + Guuvo *

ahol x = 4G, Gy, Gy +2G, Guvy +2G o Gy +2G2 , + G- Most a mésodik
sor, illetve oszlop alkalmas tobbszorosét levonva a harmadikbdl, azt kapjuk,

hogy

1 0 0
det 0 Guv Guuv - 07
0 Guww 2G12w + Guuvw

azaz, hogy
2G13“; + Gquuuvv - Guquuvv = 0.

23.15. Parcialis differencialegyenlet. Hasonlé egyenletet kivanunk
levezetni az Osszes n > 1 esetre is. Itt is az el6z6 két pontban haszndlt
jeloléseket alkalmazzuk. Ha uq,us, ... irdnyok (tetsz6leges, nem feltétleniil
1 hosszi vektorok), jeloljék egy f fiiggvény irdny menti derivaltjait

fulafuza"' 7fu1U17fu1U27"' .

Hasonléan eljarva mint fent, rogzitve az u és v pontokat, és tetszileges
U1, Usg, ... valamint vy, ve, ... irdnyok szerinti irdny menti deriviltakat hasz-
ndlva, Ay(g) = g(u), Au(g9) = gu, (1), AL(9) = Guus (1), AY(R) = h(v),
AL(h) = hy, (), A2(h) = hy,e, (v) valasztdssal azt kapjuk, hogy az

(1)

1 0 0
0 G’lﬂ U1 G’ug G’LL3’U] + G’LL3 Gugm + Gugugm
0 G, Guyvg + Goy Guyv, + Guyvgg *ok
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matrix determinansa nulla, ahol

Kk :G’LLQ G’l}z G’ug v3 + G’ug G’Ug G’LL3 V2 + G’LL3 G’l}z G’ug V3 + G’ug G’Ug G’LLQ V2
+ GUZ GUSUZUS + GUS GUZ V2V3 + GUZ GUZ UuU3v3 + GUR GUZ u3v2
+ GUZ V2 GUSUS + GUZ v3 GUSUZ + GUZ u3v2v3 "
A determinanst kifejtve, egy parcialis differencidlegyenletet kaphatunk, ami

azonban sokkal bonyolultabb, mint az n = 1 esetben kapott egyenlet. Hogy
egyszeriisitsiik, keressiink tovabbi osszefiiggéseket. A(g) = g(u), Al(g) =

Gur (W), AL(9) = gu, (w), Ag(h) = h(v), Ay(h) = hy, (v), AZ(R) = hy,(v)
valasztassal hasonléan, mint fent, azt kapjuk, hogy

(2) Gu1 v1 Guzvz - Gm V2 GUZ'U] .

Ezt felhasznalva, a A% (g) = g(u), AL(g) = gu, (), A2(g) = gu,(u), A2(h) =
h(v), AL(R) = gy, (v), A2(h) = hyy, (v) vélasztdssal azt kapjuk, hogy

(3) Gu1 V1 Guzv2v3 - GUZ'U] Gu1v2v37

és hasonléan, A%(g) = g(u), AL(g) = gu, (v), A2(9) = Guyus(u), AV(R) =
h(v), AL(h) = hy, (v), A2(h) = hy, (v) valasztassal pedig, hogy

(4) Gu1 v1 Guzusvz - Gm V2 Gu2u3v1 .

Ezeket az osszefiiggéseket felhasznalva, az (1) métrix determindnsdnak ki-
fejtésével kapott egyenlet 1ényegesen egyszeriisodik, és azt kapjuk, hogy

(5) ZGul U1 Gu2’02 GUS’US + Gul U1 Gu2u3’02113 - Gul V2v3 GU] uguz 0

Most x = u + v, y = u — v helyettesitéssel, H(z) = In(f1(z + z0)/f1(x0)),
K(y) = In(f2(y + vo)/ f2(y0)) jeldléssel valamint uy = e, v1 = €}, us = ea,
ve = eh, uz = e3, vy = ey valasztdssal, ahol ey, €], eq, €}, €3, €5 tetszbleges
vektorok R"-bdél, azt kapjuk, hogy az origd valamely kérnyezetébol vett x, y
esetén fenndllnak az aldbbi parcidlis differencidlegyenletek (vegyiik észre,
hogy G(u,v) = H(z) + K(y), ha F(u,v) = fi(u+v) f2(u — v)):

(6)

(H61e’1 (.I‘) - K61€’1 (y))(Heze’zeg (.I‘) + }(eze’ze_fg (y))
= (Hezeﬁ (ZL') - Kezeﬁ (y))(Hewgeé (IE)) + K€1€l2€/3 (y))7

(Hme’1 (z) — Ke1e’1 (y))(Hegese’z (z) — Kegese’z (v))
= (H616’2 (z) — Kele’z (y))(H62636’1 (z)) - K€2636’1 (¥)),
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Z(Hewﬁ (z) — Kewﬁ( ))(He2e (z) — Keyey (y))(Heseg (z) — Kvege’3 (y)
(Hew] (z) — Ke1e1 (y))(Hezesegeg( )+K6283€283( ))
(Hewzeg( )+Ke1e’zeg(y))( ezese’l(x) - 626361( ) =

Ezt az egyenletrendszert fogjuk megoldani, el6szor lokalisan, majd globali-
san. A kovetkez6 harom lemmaban a lokalis megoldasokat hatarozzuk meg,
a globalis megoldasokat a f6 tételben keressiik meg. A lemmakban a lo-
gikailag lehetséges eseteknek csak egy részét targyaljuk, a tobbi lehetséges
esettel a 6 tétel foglalkozik. A lemmak, ugyanigy, mint a parcialis diffe-
rencidlegyenlet-rendszer levezetése, teljesen lokdalis természetiiek, igy az itt
alkalmazott meggondoldsok a 23.1.(1) egyenlet, vagy mds, hasonlé egyenle-
tek mas tartomanyokon valé megoldésanél is hasznalhatok.

Els6 1épésként egy adott irdny mentén keressiik meg a megoldasokat.

23.16. Lemma: a differencidlegyenlet-rendszer megoldasa egy
irany mentén. 23.15 jeloléseit fogjuk hasznalni az irany menti derival-
takra, 23.6 jeloléseit pedig a racsallandokkal és P-fiiggvényekkel kapcsolat-
ban. Legyen f € R™ egy egységvektor R"-ben. Tegyiik fel, hogy valamely
e > 0-ra a H és K fiiggvények az origé R"-beli € sugari kornyezetén értel-
mezett komplex értékii C*° fiiggvények, és |z|, |y| < e esetén eleget tesznek
a 23.15 pontbeli (6)—(9) differencidlegyenleteknek. Ekkor

(1) ha Hyy(x) — Kpp(y) # 0, Hypp(x) # 0 és Kppp(y) # 0, ha x,y € R,
||, ly| < e, akkor van olyan 0 < &’ < e és0 < § < e—¢’, hogy valamely

¢ € C-vel, wy,ws rdacsdllanddkkal, és e, € az origé €' sugari kornyezetén
értelmezett folytonos, komplex értékii tiiggvényekkel minden x,y € R",
lz|, ly| < &, t,s € R, |t],|s] < d esetén

Hff($—|—tf) (t—|—€( ) wl,C«Jz)—f—C

és
Kff(y‘l‘Sf) (S-I—e(y),wl,wg)—i—c;

(2) ha Hys(x) — Kgp(y) # 0, Hypp(x) # 0 és Kypp(y) = 0, ha z,y €
R™ és |z|, |ly| < e, akkor van olyan 0 < &’ < € és 0 < 6 < e — ¢,
hogy valamely ¢ € C-vel, w(x), oo racsallanddkkal és az origé €' sugari
kornyezetén értelmezett e(x) komplex értékii fiiggvénnyel minden x,y €
R™, |z|, ly| <€, t,s € R, |t],|s| < & esetén

Hyp(z +tf) = =Pt + e(z),w(x),00) + ¢ b Kpp(y+sf)=c

(3) ha Hff(l') —Kff(y) 7'é 0, Hfff(l’) = 0 és Kfff(y) 7é 0, ha z,y €
R™ és |z|, |y| < e, akkor van olyan 0 < &’ < e és 0 < § < e — ¢,
hogy valamely ¢ € C-vel, w(y), oo rdacsallandékkal és az origé €' sugari
kornyezetén értelmezett, komplex értékii e(y) fiiggvénnyel minden x,y €
R™, |z|, ly| <€, t,s € R, |t],|s] < I esetén

Hip(x+tf)=c és Kpr(y+sf)=—-P(s+e(y),w(y),o0)+c
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(4) ha Hypp(x) = 0 és Kgrp(y) = 0, ha z,y € R" és |z|, |ly| < e, akkor
valamely ¢ € C-vel minden 0 < €’ < € esetén, ha x,y € R", |z|, |y| < €
és |t|,|s| < 0 =e—¢€, akkor

Hip(x+tf)=c é Kpr(y+sf)=c

Bizonyitds. Legyen 0 < &’ < ¢ tetsz6leges. Rogzitett x és y esetén
legyen H(t) = Hys(x +tf) és K(s) = Kyps(y + sf). Ezzel a jeloléssel,
e1 = ey = ez = €] = e = e = f valasztdssal a 23.15(9) egyenletbdl azt
kapjuk, hogy

(5) 2(H(t) = K(s))" = (H'(t)* = K'(5)*) + (H(t) = K(s)) (K" (t) + K" (5)) = 0,
hat,s € R, |t],|s|] <e—¢€".

El8szor az (1) esettel fogunk foglalkozni. L(t) = H(t) — K(0) jelléssel
L£(0) #0és L'(t) #0. Az (5) egyenlethdl azt kapjuk, hogy

2L()° — (L'(1)* = K'(0)%) + L) (L (t) + K"(0)) =0,
ami azt jelenti, hogy az L fiiggvény eleget tesz az
(6) L'L— L7 +2L% + K"(0)L + K'(0)2 =0

differencidlegyenletnek. Jél ismert modszerekkel ez a differencidlegyenlet az
elsérendii

(7) L% = —4L3 —20L% + 2K"(0) L + K'(0)?

differencidlegyenletre redukalhatd, valamely C konstanssal. Ezen redukcids
1épés pontossa tétele helyett meg fogjuk mutatni, hogy az

(8) L(0)=Lo#0,  L(0)=L1#0

kezdeti feltételek mellett (6) és (7) lokdlisan ekvivalensek. Pontosabban,
(7) minden megoldésa, amelyre £ sehol sem nulla, megolddsa (6)-nak is.
Megforditva, (6) minden megoldasadhoz, amely eleget tesz (8)-nak is, azzal
az egyetlen C' konstanssal, amelyre teljesiil, hogy

(9) L= —4L3 —20LE +2K"(0) + K'(0)?,
létezik R-ben az origéonak olyan kornyezete, amelyen a megoldas eleget tesz
(7)-nek.

Tekintsiik elészor (7) egy megoldasit, amelynek deriviltja nem tiinik
el. Differencidlva az egyenletet, azt kapjuk, hogy

2L L +12L£'L% — 2K (0)L' = 4CL'L.
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Mindkét oldalt osztva 2L'-vel és szorozva L-el, azt kapjuk, hogy
L'L+6L%—K"(0)L =20L%

2C L2-et kifejezve (7)-bél, és behelyettesitve ebbe az egyenletbe, kapjuk (6)-
ot.

A megforditas valamivel nehezebb. Nyilvan egy és csak egy olyan C
konstans létezik, amelyre fennall a (9) dsszefiiggés. Igy az adott kezdeti fel-
tételek mellett C' egyértelmiien meghatarozott. El6szor megmutatjuk, hogy
(6) megoldasai a (8) kezdeti feltételek mellett lokalisan egyértelmiiek abban
az értelemben, hogy barmely két megoldashoz van olyan kornyezete az ori-
génak, amelyen egybeesnek. Mindkét megoldas a nulla egy-egy kornyezetén
kielégiti az explicit

2
(10) L= % —2L% - K"(0) —

]C/(O)Z
L

egyenletet. Ennek az egyenletnek a (8) kezdéfeltételek mellett egy és csak
egy teljes megoldasa van. fgy tehat a két megoldés a nulla egy kornyezetén
meg kell egyezzen ezzel.

Most tekintsiik (6) egy tetszileges £ megoldédsat, amely nem tiinik el.
Az egyetlen, (9)-nek eleget tévs C konstanst vdlasztva, (7) barmely megol-
dédsa, amelynek derivéiltja nem nulla sehol sem, és eleget tesz (8)-nak (van
ilyen megoldds, mint aldbb litni fogjuk), megegyezik L-el a nulla egy kor-
nyezetében. fgy L eleget tesz (7)-nek a nulla egy kérnyezetében.

A kovetkez6 1épés, hogy megoldjuk (7)-et a (8) kezdofeltételek mellett.
A Weierstrass-féle P-fiiggvényekrél mondottak szerint (14sd 23.6) van olyan
c1 konstans, valamint wy és wy racsallandék, hogy barmely e € C konstansra
a

t— —P(t+e,wi,ws) +c1

fiiggvény eleget tesz a (7) egyenletnek, kivéve legfeljebb megszamlilhaté sok
izolalt ¢ € R pontot. A 23.7 lemma szerint az e komplex konstans megva-
laszthaté tgy, hogy a (8) kezdeti feltételek is teljesiiljenek. Megjegyezziik,
hogy e megvalasztasa csak a kezdeti feltételektol fiigg, és bar nem egyér-
telmt, de barmely két megfelels e kiilonbsége 2-ban van. Mivel (6) és (7)
lokdlisan ekvivalensek, belattuk, hogy van olyan 6 > 0, hogy valamely ¢
konstanssal |t| < § esetén

H(t) = —P(t+ e,wy,wa) + c.

Teljesen hasonléan kapjuk, hogy vannak olyan ¢ és € konstansok, 5 > 0,
valamint @y és Wy rdcsillanddk, hogy |s| < § esetén

’C(S) = _P(S + 675)17@2) +c.

Itt is e csak a kezdeti feltételektol fiigg, és megvalasztasa Q egy elemének
hozzdadéasatol eltekintve egyértelmii.
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Eddig meggondolasaink rogzitett x és y esetén voltak érvényesek. Vizs-
galjuk meg az eredmény fiiggését x-t6l és y-t6l. Ha mondjuk y = 0, akkor
minden z-re, amelyre |z| < §, alkalmazhatjuk eddigi meggondolasainkat,
és azt kapjuk, hogy léteznek olyan wi(z),ws(z) racsillandok, c(x) és e(x)
komplex konstansok, és d(x) > 0, hogy

Hyp(z +1f) = =Pt + e(x), w1 (), wa(x)) + ¢(z), ha [t] < d(z).

Hasonléan, léteznek olyan wi(y),w2(y) rdcsdllanddk, c(y) és e(y) komplex
konstansok, és d(y) > 0, hogy

Kpp(y+sf) = —P(s+é(y),o(y),@2(y) + &(y), ha |[s| <dy).

Meg fogjuk vizsgalni a paraméterek fiiggését x-tdl illetve y-tol.

Legyen gi(x) a7 wy (z), ws(x) segitségével, Gi(y) pedig az &1 (y), a(y)
segitségével definidlva, i = 1,2,3 (lasd 23.6). A jelolések egyszeriisitésére
nem fogjuk kiirni az x-tdl, illetve y-t6l vald fiiggést. Tovabbi roviditésként
legyen P(t) = P(t4e,wr,ws) és P(s) = P(s+&,d1,02). A P és P fiiggvények
eleget tesznek a

PP = 4P — g P?— goP — g3 s P =6P>— giP — g2/2

illetve

Pt = 4p? PP — 2P — g3 és P’ =6P> =P — §a/2

egyenleteknek. Helyettesitsiink vissza (5)-be, és hasznéljuk fel a fenti dssze-
fiiggéseket. Azt kapjuk, hogy

0 =12(¢ — c)P(t)P(s) + (91 — G)P()P(s)

(1) +6le=9%P(s) = P1) + (=) (9:P(1) + §1P(s))

g2 — g2 g2 + go

* 2 2

(P(t) +P(s)) +2(c = &)° + (¢~ &) + (93 — 93)-

Differencidlva t szerint, azt kapjuk, hogy

0 =12(¢— )P ()P(s) + (91 — §1) P ()P(s)

12 —9
12) —6(c—?P'(t) + (c - )P () + L 5 EP(1).

Differencidlva s szerint is, azt kapjuk, hogy
0=12(¢— )P ()P'(s) + (91 — 51)P" ()P (5)
teljesiil, ha [t| és |s| elég kicsi. Ez csak gy lehetséges, ha

(13) g1 — g1 = 12(c — @).
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Visszahelyettesitve ezt (12)-be, azt kapjuk, hogy

0= (g7 — g7 + 1292 — 12g2)P'(1),
ami csak gy lehetséges, hogy ha

(14) 12(g92 — g2) = 91 — 95

Ezt és (13)-at felhasznalva, (11)-b6l azt kapjuk, hogy

(15) (91 — §1)* + 36(g1 — §1)(g2 + G2) + 864(g3 — g3) = 0.

Megmutatjuk, hogy ¢ = ¢, g1 = g1, g2 = g2 és gz = g3 konstansok,
amibdl kovetkezik, hogy w1 = wy és wy = we konstansnak valaszthatok.

El6szor azt mutatjuk meg, hogy nincs olyan z,y par, hogy ws(y) = oo,
de wo(x) # o0, vagy wa(x) = oo, de wo(y) # oco. A két eset targyaldsa
hasonlo, csak az els6vel foglalkozunk. Ha lenne ilyen par, akkor, felhasznalva,
hogy g2 = g3 = g1 = 0, a (14) egyenletbdl azt kapnank, hogy 12g, =
g2, igy a (15) egyenletbdl az adédna, hogy g3 = 216g3. Ekkor azonban a
423 — goz — g3 = 0 egyenletnek —g; /12 (legalabb) kétszeres gyoke lenne, ami
ellentmond annak, hogy ws # oc.

Tehat két eset maradt: vagy wa(x) = wa(y) = oo minden z, y-ra, vagy
ez egyetlen x,y parra sem all fenn. Az els6 esetben go(x) = gs(x) = 0 =
g2(y) = g3(y) mindeniitt, és igy (15)-b6l g1(z) = g1(y) mindeniitt, azaz
mindkettd konstans, és megegyeznek. Ekkor a 23.9 lemma szerint w; = @y
konstansnak valaszthaté. A maésodik esetben gi(x) = 0 = g1(y) mindeniitt,
és igy (14)-b8l go(x) = Ga(y), (15)-bél pedig gs(x) = §s(y) mindeniitt. Igy
g2 6s ga, illetve g3 és g3 konstansok és megegyeznek. Megint a 23.9 lemma
szerint, wq; = w1 és wy = Wy konstansnak valaszthaté. Mindkét esetben
(13)-bdl ¢(x) és ¢(y) is konstansok és megegyeznek.

Most vizsgaljuk e(x)-et illetve é(y)-t. Mint emlitettiik, e(z) csak a
Hyp(z) és Hypp(x) kezdGértékektol fiigg, és csak modulo Q egyértelmiien
meghatarozott. Tudjuk, hogy

Hyp(x) = —Ple(z),wi,wa) + ¢
Hygp(x) = =P'(e(x),wr,ws).

Legyen
X (x) = Ple(x),wr,ws) és Y(x) =P (e(x),wr,ws).

Mivel a fenti osszefiiggések szerint az X és Y fiiggvények kifejezhet6k H ¢ (x)
illetve Hysr(x) segitségével is, igy C>°-ben vannak. Az X és Y fiiggvények
kielégitik az Y2 = 4X3 — g1 X? — g2 X — g3 egyenletet. Mivel az origéban
Y nem nulla, az origé koriil X egyértelmiien meghatarozza Y-t. Ugyanezen
okbdl a z — P(z,wr,ws) leképezés invertalhat6 e(0) valamely kornyezetében.
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Jelolje I az inverzét, és legyen e*(z) = I(c — Hys(x)). Az origd valamely
kornyezetében fennall, hogy

X(z) =P(e*(z), w1, ws).

Mivel X egyértelmiien meghatirozza Y-t, az origd valamely kérnyezetében
az is teljesiil, hogy

Y(z) = P'(e*(x), w1, ws).

Ez viszont azt jelenti a 23.7 lemma szerint, hogy
e(z) —e*(x) € Q.

Igy akdr azt is feltehetjiik, hogy e = e*, azaz feltehetjiik, hogy e € C*.
Hasonléan kapjuk, hogy e € C* is felteheto.

Hétra van még annak bizonyitasa, hogy d(z) és 6(y) az x-t6l illetve y-t6l
fiiggetlennek és egyenlének valaszthatok. Vélasszuk d(x)-et maximalisnak
azon &”-nél nem nagyobb §’" szdmok koziil, amelyekre

Hff(:)s-l-tf) (t+€( ) wl,wg)-l-c,

ha |t| < 0’. Megmutatjuk, hogy ha |z| < &’ = €" /2, akkor §(x) > €’. Tegyiik
fel, hogy valamely x-re ez nem teljesiil, példaul §(z) < &’-hoz tetsz6legesen
kozel van olyan t > 6(x), hogy

Hpp(z+tf) # =Pt +e(z),w,ws) + c.

(Az az eset, amikor ez t < —J(z)-re teljesiil, hasonléan kezelheté.) Bevezetve
at=1t—0(z), =ax+d()f 4 valtozékat, azt kapjuk, hogy Hss(Z + Lf)
és —P(t + e(x) + d(x),w1,ws) + ¢ az origd egy bal oldali kiornyezetében
egybeesnek, de egyetlen jobb oldali kérnyezetben sem azonosan egyenléek.
Mivel masrészt

}Iff(‘,i + Ef) = _P(t + 6(1%),(4}1,&)2) +c,

ha |f| < 6(Z), a 23.8 lemma szerint e(Z) —e(x) —d(x) € Q. Igy viszont a nulla

egy jobboldali kérnyezetében is H;p(2+tf) = —P(t+e(x)+6(z), w1, ws) +c,
ami ellentmondas.

Kovetkezd 1épésként a (2) esettel foglalkozunk. Ebben az esetben K’ = 0
és K" =0, és ugyamigy mint az (1) esetben, azt kapjuk, hogy L eleget tesz
az

(17) £ =—ar? —20c?

egyenletnek a nulla egy kornyezetében, valamint a (8) kezdeti feltételeknek.
A Weierstrass-féle P-fiiggvényekrdl mondottak szerint (lasd 23.6) van olyan
c1 konstans, valamint w, oo racsallandék, hogy barmely e konstansra a

t— —P(t+e,w,00)+c1
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fiiggvény eleget tesz a (17) egyenletnek, kivéve legfeljebb megszamlalhaté
sok izolalt ¢ € R pontot. Itt is a 23.7 lemma szerint az e komplex konstans
megvalaszthatd gy, hogy a (8) kezdeti feltételek is teljesiiljenek, tovabba e
megvalasztasa csak a kezdeti feltételektol fiigg, és bar nem egyértelmi, de
barmely két megfelel6 e kiilonbsége (2-ban van. KEzzel belattuk, hogy van
olyan 6 > 0, hogy valamely ¢ konstanssal |t| < 0 esetén

H(t) = —P(t+ e,w, ) + c.

Tovabbé nyilvan IC(s) = ¢ valamely konstansra, a nulla egy kérnyezetében.

Vizsgaljuk meg az eredmény fiiggését x-tol és y-tol. Itt is azt kapjuk,
hogy léteznek olyan w(x), co racséllanddk, c¢(x) és e(x) komplex konstansok,
és 6(x) > 0, hogy

Hip(x +tf) = =Pt +e(x),w(x),00) +c(z), ha [t| <d(z),
tovabba létezik olyan ¢(y) komplex konstans és 6(y) > 0, hogy
Ksp(y+sf)=¢cly), ha |[s| <d(y).

Itt is megvizsgaljuk a paraméterek fiiggését x-t6l illetve y-tol.

Legyen g1(x) az w(z), 0o segitségével definidlva (1dsd 23.6-ot). A jelo-
lések egyszertisitésére nem fogjuk kifrni az z-tél, illetve y-tdl valo fiiggést.
Tovabbi roviditésként legyen P(t) = P(t + e,w,0). A P-fiiggvény eleget
tesz a

P2 =4P? — gy P? b P =6P>— P

egyenletnek. Helyettesitsiink vissza (5)-be, és hasznaljuk fel a fenti ossze-
fiiggéseket. Azt kapjuk, hogy

(18) 0= (g1(c—¢)—6(c—2)*) P(t) +2(c — ¢)°.
Differencidlva t szerint, azt kapjuk, hogy
0= (g1(c—¢) —6(c— &)%) P'(t).
Ez csak ugy lehetséges, ha
gi(c—¢) = 6(c— &)

Visszahelyettesitve ezt (18)-ba, azt kapjuk, hogy c(x) = é(y), ami csak gy
lehetséges, ha mindketté ugyanaz a ¢ konstans.

Hétra van még annak bizonyitésa, hogy 6(x) és 6(y) az x-t6l illetve y-
tol fiiggetlennek és egyenlonek valaszthaték. Ez ugyanigy végezhetd a 23.8
lemma felhasznaldsdval, mint az (1) esetben.

(3) bizonyitasa teljesen hasonlé (2) bizonyitdsahoz. Végiil (4) trividlisan
kovetkezik (5)-bol.
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23.17. Lemma: 0Osszefliggés az iranymenti derivaltak kozott.
Az irany menti derivaltakra 23.15 jeloléseit fogjuk hasznalni. Tegyiik fel,
hogy 6 > 0, e és f vektorok R™-ben, és H, K az R"™ tér § sugari, ori-
g6 kozépponti nyilt gémbjén értelmezett, komplex értékii C* fiiggvények,
amelyek eleget tesznek a 23.15 pont (6) (9) differencidlegyenleteinek. Ekkor

(1) ha Heee(x), Keee(y) és Hee(x) — Kee(y) nem nulla semmilyen x,y €
R™, |z, ly] < 0 esetén sem, akkor léteznek olyan d, ¢’ és ¢ komplex
konstansok, hogy

H.¢(x) = dHee(z) + ¢ 65 Kep(y) = dKee(y) + ¢,
Hyp(x) = d®Hee(z) + " 6 Kyp(y) = d°Kee(y) + ¢,
Hypp(x) =d° Heee(w) 6 Kppp(y) = d*Keee(y)

minden x,y € R"-re, amelyre |z|, |y| < 0;

(2) ha Heee(x) és Hee() — Kee(y) nem nulla semmilyen z,y € R™, |x|, ly| <
d esetén sem, de Keeo(y) = 0, ha |y| < J, akkor léteznek olyan d, cee,
Cef €s cyy komplex konstansok, hogy

Kee(y) = Cee,  Kep(y) = cep,  Kpp(y) = cry,
Hep(x) — ey = d(Hee(2) — Cee),
Hyp(x) —cpp = d2(Hee(x) — Cee),
Hyp(x) = d*Heee ()

minden z,y € R"-re, amelyre |z|, |y| < §;

(3) ha Keee(y) és Hee(x) — Keo(y) nem nulla semmilyen x,y € R™, |x|, |y| <
d esetén sem, de H..(x) = 0, ha |x| < J, akkor léteznek olyan d, ce.,
cef €s cyy komplex konstansok, hogy

Hee() = Cees  Hep(x) = cep,  Hyp() = cyy,
Kep(y) — cef = d(Kee(y) — Cee),
Kpp(y) —cpp = d*(Kee(y) — cee),
Krrp(y) = d°Keee(y)

minden z,y € R"-re, amelyre |z|, |y| < §;

(4) ha Heee, Hpff, Keee €s Kypyp is azonosan nullik az origé § sugari
kornyezetén, akkor léteznek olyan ce., coy €és cyy komplex konstansok,

hogy
Hee(x) = Cee = Kee(y)a

Hef(x) = Cef = Kef(y)7
Hyp(x) = crr = Kys(y)

minden x,y € R™-re, amelyre |z|, |y| < 0.
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Bizonyitds. Elészor néhdny osszefiiggést vezetiink le a 23.15 pont (7)
(9) egyenleteibdl. Irjuk fel a 23.15 (9) egyenletet mégegyszer, megeserélve e
és €}, ea és e, valamint ez és e} szerepét, és vonjuk ki a két egyenletet
egymasbél. Azt kapjuk, hogy

(He1e’26§ (:L') + Ke1e’26’3 (y)> (Heq eses (:L') - Keﬁ exes (y)>
= (He’lezeg ($) + Ke’lezeg (y)> (Hele’zeg (x) - Ke1e’ze_§ (y)) .

Ebbél egyszertisitve, majd felcserélve e; és e szerepét, azt kapjuk, hogy
(5) Heeses (x)Ke’le’zeg (y) = He’le’zeg (x)KEIEZES (y)

Tovabbi hasznos osszefiiggéseket kaphatunk a 23.15 pont (7) és (8) egyenlete-
ib8l. (8)-ban eg helyére e-at irva, e és €] illetve ey és €}, szerepét felcserélve,
majd a kapott egyenletet hozzdadva (7)-hez, illetve kivonva azt (7)-b6l, végiil
a kapott két egyenletben €} és ey szerepét felcserélve, azt kapjuk, hogy

(6) (Heyen(m) — Keyey (y)) I{eﬁe’ge’3 (z) = (Heﬁez (z) — Keﬁeg (y)) He1e§eg (z),

illetve

(7) (Heyey(2) — Keyen (y)) Ke’le’zeg (y) = (He’lez (z) — Ke’leg (y)) Ke1e’ze§ (y)-

Kezdjiik (1) bizonyitasdval. e; = es = e3 = €} = e = e, e5 = f
valasztassal (5)-b6l azt kapjuk, hogy

Heee(w)Keef(y) - Heef(x)Keee(y)-
Mivel Heee és Keee se nulla sehol sem, azt kapjuk, hogy

Keey(y) _ Heey(z)

Keee(y) Heee(T) .

Ez az egyenl6ség csak ugy allhat fenn, ha mindkét oldal megegyezik ugyan-
azzal a d konstanssal. Most (6)-bdl

(Hep(z) — Kep(y)) Heee(z) = (Hee () — Kee(y)) Heeg ()
= (Hee(7) — Kee(y)) dHeee ().
Mindkét oldalt osztva He..-vel, és a kapott Osszefiiggést atrendezve,

Hep(z) — dHee(z) = Kef(y) — dKee(y),

ami csak ugy &llhat fenn, ha mindkét oldal ugyanaz a konstans. Végiil a
23.15 pont (6) egyenletébdl

(Hyp(x) = Kpp(y)) (Hee(r) — Kee(y))

9
) = (Hopl@) = Kep ) = @2 (o) — Kee(9)’
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Mindkét oldalt osztva He.(x) — Kee(y)-al, ugyamigy, mint fent, kapjuk, hogy
Hi¢(x) —d*Hee(x) 6s Kyf(y) —d®Kee(y) ugyanaz a konstans. (1) utolsé két
egyenlete (9) felhasznalasaval ad6dik.

(2) bizonyitasadhoz (5)-bél €} = e, = e} = e vélasztassal kapjuk, hogy

Heee(x)Km €oeg3 (y) = He] €2€3 (x)Keee(y) :

Mivel a jobb oldal mindeniitt nulla, K¢, ¢,e, azonosan nulla tetszdéleges ey,
ez, e3 vektorokra. Specidlisan K., K.r és Ky minden parcidlis derivaltja
nulla, igy konstansok. Jelolje ezeket a konstansokat rendre cee, ccr és cyy.
Tekintsiik a

Hey(x) — cey

Hee (513) — Cee

fiiggvény valamely g irany menti derivaltjat. Ez

Hepg(2) (Hee(®) — cee) = (Hey (%) — cey) Heeg(x)
(Hee(r) — 066)2

A (6) Osszefiiggésbl e = ea = e, = e, €] = f, e = g helyettesitéssel
kapjuk, hogy a szamldl6 nulla. Ez azt jelenti, hogy barmely irany menti
derivalt nulla, azaz

Hey(x) — cey

=d
Hee(x) — Cee

valamely d konstanssal. Ugyanigy, mint az el6z6 bekezdésben, kapjuk, hogy
Hyy(x) —cpp = d* (Hee() — cee) -

(3) bizonyitasa (2) bizonyitdsdval analdg.
Végiil (4) bizonyitasdhoz 23.15 (9)-bél e =ex3 =e3 =€) =€, =€ =e
valasztassal adodik, hogy

2 (H€€($) - KEE(y))3 =0,

amibdl H,. és K., konstansok és megegyeznek. Hasonléan adédik, hogy Hy s
és Ky is konstansok és megegyeznek. A 23.15 (6) egyenletet felhasznalva,
gy mint fent, kapjuk, hogy H.r és K. szintén konstansok és megegyeznek.

23.18. Lemma: lokalis megoldasok. Tegyiik fel, hogy a H és
K fiiggvények az origé egy 0 > 0 sugari kornyezetén értelmezett komplex
értékii C> fiiggvények és ott eleget tesznek a 23.15 pontbeli (6) (9) parcidlis
differencialegyenleteknek, tovabba

(1) barmely 1 < j < n indexre, 633H is és 633K is vagy mindeniitt nulla az
adott kornyezetben, vagy sehol sem nulla az adott kornyezetben;
(2) barmely olyan j indexre, amelyre G?H vagy G?K nem nulla az adott

kérnyezetben, 97 H(x) — 07K (y) sehol sem nulla az adott kornyezetbél
vett barmely x-re és y-ra;



226 23.§ A Weierstrass-féle szigma-fiiggvény jellemzése

(3) van olyan j index, hogy vagy 0?H vagy 05K vagy mindketté nem nulla
sehol sem az adott kornyezetben.

Ekkor az x = (z1,... ,xp), y = (Y1, ... ,yn) jelolésekkel, valamint 23.6 jels-
léseivel

(4) ha minden j-re vagy sem G?H sem G?K nem nulla sehol sem az adott
kornyezetben, vagy mindketté nulla mindeniitt az adott kiérnyezetben,
akkor valamely wq, ws racsallandokkal és a, a, b;, l~)i, C,CyCij = Cji di, e, €
komplex szamokkal az origé valamely kornyezetében

H(z)= a-{—z b;x; +Z Ci jTiT; +ln(c o(ldiz1+...+dpx, +e;wr, wg))

i i,

és

K(y)=a+ Z biyi + Z cijyiyi +n(co(diyr +. ..+ dnyn+ & wi,ws)),

% ]

tovdbba d; pontosan akkor nulla, ha 93 H és 03 K nullik;

(5) ha minden j-re vagy O3 H sehol sem nulla, 07 K pedig mindentitt nulla
az adott kornyezetben, vagy mindkettd mindeniitt nulla az adott kor-
nyezetben, akkor valamely w, oo racsallanddkkal és a,a, b;, Bi,c, C;
¢ji, di, e, € komplex szamokkal az origé egy kornyezetében

g

H(x)=a+ Z b;x; + Z Ci jTiT; + ln(c o(dixy+ ... +dpxn+ € w, oo))
i i)
és

K(y)=a+ Y biyi+ Y ¢y,
: g

tovabba d; pontosan akkor nulla, ha GE’H nulla;

(6) ha minden j-re vagy 07 H mindeniitt nulla, ;K pedig sehol sem nulla
az adott kornyezetben, vagy mindketté nulla az adott kornyezetben
mindeniitt, akkor valamely w,oco rdcsdllanddkkal és a,a, bi,l;i,é, Cij =
¢ji, di, e, € komplex szamokkal az origé egy kornyezetében

H(JJ) =a-+ Z bll‘l + Z Ci,j Xy
( (2]
és

K(y) =a+ Z biyi + Z cijyiy; +n(co(diyr + -+ dpyn + & w, 00)),
i ij
tovdbba d; pontosan akkor nulla, ha 8 K nulla;

(7) az (1), (2) (3) feltételek mellett lehetséges tibbi esetben nincs megoldas
a nulla egyetlen kornyezetében sem.
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Bizonyitas. Az el6z6 lemma alapjan vilagos, hogy ha van olyan j in-
dex, hogy a?H sehol sem nulla, O?K pedig azonosan nulla az adott kérnye-
zetben, akkor 8i3K minden 1 < ¢ < n-re azonosan nulla az adott kornye-
zetben. Hasonléan, ha van olyan j index, hogy 833K sehol sem nulla, 8;’]—!
pedig azonosan nulla az adott kornyezetben, akkor 92 H minden 1 < i < n-re
azonosan nulla az adott kornyezetben. Igy csak a (4) (6) pontokban mega-
dott esetekben lehetséges megoldas az origd valamely kornyezetében, és ezzel
(7)-et belattuk.

(4) (6) bizonyitasa a dimenziészam szerinti indukciéval torténik. Nyil-
van az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy azok az i indexek,
amelyekre 93 H és 03K azonosan nulldk, mind nagyobbak, mint azok az
indexek, amelyekre valamelyik vagy mindketté nem nulla.

Kezdjiik (4) bizonyitasaval. n = 1-re az allitas kovetkezik a 23.16 lem-
mabél. Indukcids feltevésiink, hogy n — 1-re teljesiil az allitas, azaz 1éteznek
olyan rdcsallanddk és olyan a, a, b;, by, ¢, ¢, ¢ij = Cji,di,e, €, (i, <n)komp-
lex szamok, hogy a nulla egy koérnyezetén

H(JJ) =a-+ Z b;x; + Z Ci i Ti T

(8) i<n ij<n
+ ln(ca(d1x1 +- ot dpo1xp—1 € w17w2))

és

K(y)=a+ Z biyi + Z Ci,jYilYj

(9) <n i,j<n
“+ 1H<EO’(d1y1 + -+ dn—lyn—l + éa w17w2))7

ha az f1, fa, ..., fn standard bazisvektorok koziil az elsé n—1 altal kifeszitett
altérben vagyunk, valamint minden ¢ < n-re teljesiil, hogy d; = 0 akkor és
csak akkor, ha 9 H = 0 = 9} K.

A képletek tomorebbé tételére vezessiik be az ' = (x1,29,... ,25—1,0)
és v = (y1,Y2,--- ,Yn—1,0) roviditéseket.

Elészor azt az esetet vizsgéljuk, amikor sem 92 H, sem 03 K nem tiinik
el. A 23.16 lemmabdl azt kapjuk, hogy

(10) 6721H(:L'/ + xnfn) = _P(xn + 61({13/),&)1,(:}2) +
és
(11) RK WY + ynfn) = —Plyn + e1(¥), @1,@2) + 1

elég kicsiny =/, v/, z,, és y, esetén, ahol x,,, y, valos szamok, x’ és ' pedig
olyan R™-beli vektorok, amelyeknek utolsé koordinataja nulla.

A bizonyitas alapgondolata megmutatni, hogy van olyan d,, konstans
és léteznek olyan e;(z;, ..., xn_1) és &;(z;,... ,x,—1) folytonos fiiggvények,
amelyekkel d,, = D;d; valamint

dix;

dn

ei(xi,... ;xn—l) = +6i+1($i+1,... ;xn—l)
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és
- diyi | -
€i(Yis- -+ Yn—1) = 0 + €it1(Wit1s -+ Yn—1),
ha i < n. Vegyiik észre, hogy e,, és e, konstansok.
Vizsgéaljuk a kezdeti feltételeket. A 23.17 lemmabdl azt kapjuk, hogy

i < n-re valamely D; és ¢}, ¢/ konstansokkal

0;0nH(z) = D;0?H(x) + ¢ és 0;0,K(y) = D;0}K (y) + ¢,

(12) OpH(z) = Dj0; H(x) + ¢} és 0.K(y) = Dj0; K(y) +cf,
OpH(x) = DjojH(z) és 0,K(y) = DjO]K(y)

minden elég kicsiny x, y esetén. Az utolsé sorbdl kovetkezik, hogy D; # 0.
A 02 H-ra kapott (10) osszefiiggést differencidlva z,, szerint, majd z,, = 0-t
helyettesitve, és felhaszndlva (12) utolsé sorat és az indukciés feltevést, azt
kapjuk, hogy

Pl(ﬁl(l'l, e ,l’n_l),a)l,a)g) = —GgH(a:’) = —Df@fH(a:’)

(13) 3 13/
= DldIP (dlxl + ...+ dn_lxn_l + 6,(4)1,(4)2).

Maésrészt, (10)-et és (12) masodik sorat felhasznalva,

P(Gl(l‘l, Ce ,xn_l),&;l,d@) — C1 = —82H(x’) = —D%@fﬂ(w’) — Clll

(14) . 2 12 2 /!
= DldIP(dlxl + ...+ dn_lxn_l + 6,(4)1,(4)2) — 2D1611 —C

is teljesiil minden elég kicsiny x’-re. Az implicit fiiggvény tétel szerint ebbdl
kovetkezik, hogy barmely rogzitett xo, 3, ..., x,_1-Te az ey fiiggvény foly-
tonosan differencidlhaté fiiggvénye x1-nek. Differencidlva (14)-et xq szerint,
azt kapjuk, hogy

Pler(z1,. .., Tp_1),w1,ws)01€1(T1, .., Tp_1)

(15) 2 13/
= DldIP (dlxl + ...+ dn—lxn—l + 6,(4)1,(4)2).

Ebbél felhasznalva (13)-at, azt kapjuk, hogy

D?dipl(dll‘l + ...+ dn_lflln_l + 6,&)1,(4)2)8161(.%‘1, e ;xn—l)
—_ D%dszpl(dll'l + ...+ dn_lxn_l + e, w1, w2>,

azaz O1e1(x1, ... ,Tn—1) = 1/D;. Ez azt jelenti, hogy valamely ea(x3, ... ,z,_1)
folytonos fiiggvénnyel ey (z1, 2, ... ,xy_1) = x1/D1+ea(z2,... ,x,_1). Be-
vezetve a d, = Dydy jelolést, és visszahelyettesitve (14)-be, majd felhasz-
nalva a minden nullatél kiillonb6z6 o komplex szamra fennalld

P(z,wl,wg)/a2 = P(az, aw, aws)
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osszefiiggést, azt kapjuk, hogy
(16)
P(dll'l/dn + 62(25'2, Ce ,l’n_l),(bl,a)g) —C1

= dip(dlfll‘l + ...+ dn—lxn—l + 6,(4)1,(4)2) — 2D%011 — 0/1/

= P(dlxl/dn + ...+ dn—lxn—l/dn + e/dn,wl/dn,wg/dn) — 2611D% — Clll.
Ebben az egyenletben x,, ..., z,_1 helyére nullat helyettesitve, a 23.8 lem-
mabél azt kapjuk, hogy ¢; = 2¢11D? + ¢/ és a z +— P(z,w1,ws) fiiggvény
megegyezik a z +— P(z,w1/dy,ws/d,) fiiggvénnyel. Bevezetve a ¢, =
c11D? + ¢ /2 jeldlést igy (10)-bdl azt kapjuk, hogy

O2H(x' + 2 fr)

(17) - 2Cnn - P(xn + dlxl/dn + 62(5527 s :xn—1)7 wl/dny w2/dn)

— 2cnn - dip(dlxl + dn62(x27 cee 73771—1) + dnxna w1, w2)7
(14)-bél pedig, hogy

P(dix1 + dpez(xa, ..., Tpo1),ws,ws)

(18)
== P(dll‘l + ...+ dn_ll‘n_l + 6,&)1,&)2),

végiil (11)-bél, hogy

(19) 2Ky + ynfn) = 2¢nn — d2P(dnéy(y1, - s Yn-1) + dnlyn, w1, ws).

Az utébbi egyenletben y,, = 0-t helyettesitve, és felhasznélva (12) masodik
sorat, valamint a d,, = D1d; Osszefiiggést, azt kapjuk, hogy

P(dnél(yla Y2, .- 7yn—1)7 Wi, w2)

(20) -
=P(diy1 + ...+ dpn_1Yn—1 + €, w1, wa).

Innen, régzitve az yo, ... ,yn_1 valtozokat, az implicit fiiggvény tételbol azt
kapjuk, hogy é; folytonosan differencidlhaté fiiggvénye y;-nek. Differenci-
alva y; szerint, azt kapjuk, hogy

dn P (dné1(y1,y2y - s Yn—1),w1,w2)01€1(Y1, -+, Yn—1)
=diP'(diy1 + ... + dp1Yn—1 + €,w1,ws).

Miésrészt, differencidlva (19)-et y, szerint, majd y,, = 0-t helyettesitve, és
felhaszndlva (12) utolsé sorat valamint az indukcids feltevést, azt kapjuk,
hogy

dipl(dnél(yla ey Yn—1), Wi, We) = —GiK(y') = —Df@fK(y')
= DYd}P' (days + ... + dp—1Yn—1, w1, w2).

Ezt behelyettesitve az el6z6 egyenletbe az addodik, hogy

él(y17y2,---,yn—4) ::dlyl/dn,+'62(y2a---:yn—l)
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valamely folytonos é5 fiiggvénnyel, és igy (19)-bél

(21) OnK (Y +ynfn) = 2¢pn—doP(diyi+dnéa(y2, - - - Yn—1)+dnyn, w1,wa),
(20)-bdl pedig

P(dryr + dnéa(yay . s Yn—1), w1, wa)

(22) ~

=Pldiyi + ... +dn—1Yn—1 + 67W17w2)-
Megjegyezziik, hogy ebben az egyenletben yy = --- = y,_1 = 0-t, illetve
a (18) egyenletben zo = --- = z,_1 = 0-t helyettesitve, a 23.8 lemma

felhaszndlasaval adédik, hogy d,e2(0,...,0) — e illetve d,é2(0,...,0) — € is
az wi,wsq altal generdlt ) racs elemei.

Hasonl6an folytathatjuk. x,, = 0-t helyettesitve (17)-ben, felhasznélva
(12) méasodik sorat és az indukcids feltevést, azt kapjuk, hogy

dip(dll‘l + dnez(l‘g, N ,.I‘n_l), Wi, wg) — QCnn
(23) = —0pH(a'") = ~D30;H(z') — ¢
= D%dgp(dll‘l + ...+ dn—lxn—l + e,wl,wg) — 2D%d§022 — 0/2/.
Felhasznédlva (18)-at, ebbdl az egyenletbdl azt kapjuk, hogy Dods = d,,.
A (17) egyenletet differencidlva x,, szerint, majd z, = 0-t helyettesitve,
felhasznélva (12) utolsd sorat és az indukcids feltevést, azt kapjuk, hogy
dipl(dll‘l + dnez(l‘g, e ,.I‘n_l), Wi, wg)
(24) = —0pH(a') = —~D303 H(x')
= nggpl(dlwl +... .+ dn—lxn—lawlaw2)7

azaz mivel Dody = d,,,

(25) Pl(dll‘l +dn62($2,... ,mn_l),wl,wz)
=P'(dix1 + ...+ dp_1Tp_1,w1,wa).
(18) miatt barmely rogzitett xs,...,z,_1-re az implicit fiiggvény tételbsl

az ey fiiggvény folytonosan parcidlisan differencidlhaté zo szerint. Differen-
cidlva (18)-at xo szerint azt kapjuk, hogy

(26) an'(dlxl + dneg (1132, e ,.len_l), Wi, u}2)61€2 (1132, e ,.len_l)
= dQP/(dl.I‘l + ...+ dn_1$n_1,w1,w2).

Ebbdl felhaszndlva (25)-6t az adédik, hogy

Ohea(z2,x3,... ,Tp_1) =do/dy,

mindeniitt. Ez azt jelenti, hogy valamely folytonos es(zs,...,z,_1) figg-
vénnyel
62({132, v ,.len_l) = dgl’g/dn + 63({133, v ,.len_l).
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Hasonléan kapjuk, hogy valamely folytonos é3(ys, ... ,yn—1) fiiggvénnyel

e2(y2, -+ s Yn—1) = daya/dp + €3(y3, ..., Yn—1)-
Indukciéval folytatva, végiil azt kapjuk, hogy
O2H (2" + 2 fn) = 2¢pn — d2P(d1x1 + doxo + - -+ + dpxy, + dep, wr, wo)
és
2K (Y + ynfn) = 2¢an — d2P(diys + doya + - -+ + dpyn + dép, w1, ws).

Mivel, mint megmutattuk, d,e, — e = dpe2(0,...,0) —e és d,é, — € =
dpés(0,...,0) — € is elemei az Q) rdcsnak, és € pontjai periédusok, az is
teljesiil, hogy

O2H(x' + xnfn) = 2¢pn — d2P(dizy + doxg + -+ - + dpxy, + €, w1, ws)
és
2K (Y + ynfn) = 2¢pn — d2P(d1xy + doxo + -+ + dpxy + €, w1, wn).
Most integriljuk ezeket az egyenleteket. Azt kapjuk, hogy
OnH (2" + T fr) = 2¢pntn + dn((dixy + doxe + -+ - + dpy, + €,w1,ws)
+ Bi(x1,. .. ,Tp_1)
és
K (Y + ynfn) = 2¢anyn + dnC(diys + daya + -+ - + dpyn + €, w1, w2)
+ B1(Y1, - s Yn—1)-

A By és By fiiggvények C®-ben vannak. Ujra differencidlva 1 illetve 3,
szerint, majd z,, = 0-t illetve y,, = 0-t helyettesitve, felhaszndlva (12) els6
sorat és a (8) és (9) kezdeti feltételeket, valamint, hogy D;d; = d,,, ha i < n,
azt kapjuk, hogy 01 B = 01 B konstansok. A kozos értéket 2c1 p-el jeldlve,
azt kapjuk, hogy

OnH (2" + 20 fr) = 2¢nnn + dp((dixy + doxo + -+ + dpy, + €,w1,wo)
+2¢1 021 + Ba(29, ... ,2p_1)
és
K (Y + ynfn) = 2¢anyn + dn(diy1 + daya + - - - + dniyn + €, w1, w2)
+2¢1 001 + Ba(y2, - Yn—1)-
Indukciéval hasonléan folytatva, végiil azt kapjuk, hogy

OnH (2" + 20 fr) = 2¢pnTn + dp((dixy + doxo + -+ + dpy, + €,w1,wo)
+ 201,71371 + -+ 2cn—1,nxn—1 + bn
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és
8n}((y/ + ynfn) — 2cnnyn + dnC(dlyl + d2y2 + -+ dnyn + é; Wi, w2)
+ 2cl,ny1 + -+ 2Cn—1,nyn—1 + i)n-

Kovetkez6 1épésként ezeket az egyenleteket integraljuk. Az indukcids
feltevés miatt

ln(ca(dlxl +doxo + -+ dpx, + e,wl,wz)) és
In(¢o(diyr + doya + -+ - + dnyn + €, w1, w2))

értelmezve vannak az origd egy kornyezetében. fgy az el6z6 egyenletek in-
tegralasaval az addodik, hogy az origd egy kis gombkornyezetében

H(z' + znfn) = In(co(dizy + doza + -+ + dpxp + €, w1, w0))
n—1

+ c,m:):?1 + Z 26 @iy + bpTy + a1(x1,. .., Tp_1)

=1
és
K(y/ + ynfn) = 1n<60(d1y1 + d2y2 +oeet dnyn +e, wlaw2))

n—1

+ Cnnyzb + Z 2Ci,nyiyn + Bnyn + a1(y17 s 7yn—1)-

=1

Az x, = 0 illetve y, = 0 helyettesitéssel, felhasznédlva a (8) és (9) kezdeti
feltételeket, azt kapjuk, hogy

al(xl, e ,l‘n_l) =a++ E bZIL‘Z + E CijTiTj €8

<n 1,7<n
a1(yt, .- Yn—1) = a+ Zgiyi + Z CijYiY;-
<n 1,7<n

gy kapjuk az 4llitst.

Meg kell még vizsgdlnunk azt az esetet, amikor 92 H és 93 K is nullék.
Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy d,, = 0 vilasztassal teljesiil az allitas. A
23.16 lemmabdl azt kapjuk, hogy van olyan ¢; € C konstans, hogy minden
elég kicsi 2/, v/, x,, és y, esetén

ODPH(x +anfn)=c1 6és OPKY +ynfn) = c1.
gy cnn = c1/2 jeloléssel irhatjuk, hogy
O2H(x' + 2nfn) = 20nn és OPKY + yYnfn) = 2¢nn.

Vegyiik észre, hogy minden i < n-re 0;0,H(z") és 0;,0,K(y’) ugyanaz a
konstans; ha ugyanis 97 H és 9 K nem nulldk, akkor fennallnak a (12) ssze-
fiiggések, és (12) utolsé sorabol D; = 0, igy az allitas kovetkezik (12) elsd
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sorabdl. Ha viszont 92 H és 0 K is azonosan nullék, akkor az 4llitas a 23.17
lemma (4) esetébdl kovetkezik.
Most integraljuk a fenti egyenleteket. Azt kapjuk, hogy

8nH(fLJ + xnfn) = 2CpnTy + Bl(l‘l, S 7~Tn—1)

és
anK(y/ + ynfn) - chnyn + Bl(y17 s :yn—l)-

A By és By fiiggvények C®-ben vannak. Ujra differencidlva 1 illetve 3,
szerint, majd x, = 0-t illetve y, = 0-t helyettesitve, azt kapjuk, hogy 61 B =
018 konstansok. A kozos értéket 2c; p-el jelolve, azt kapjuk, hogy

OnH(x' + Ty fr) = 2¢pnn + 2¢1 nx1 + Ba(za, ... ,Tp_1)

és
6nK(y, + ynfn) - 2Cnnyn + ch,nyl + BZ(QZ, o 7yn—1)-

Indukciéval hasonléan folytatva, végiil azt kapjuk, hogy

anH(xl + xnfn) - 2Cnnxn + 201,71371 + -+ 2cn—1,n$n—1 + bn

és
6nK(y/ + ynfn) - chnyn + 2cl,ny1 + -+ 2Cn—1,nyn—1 + bn
Ezeknek az egyenleteknek az integrdldsaval az adédik, hogy
n—1
H(z' + xnfn) = Cnnf)«"i + Z 26 @iy + bpTy + a1(x1, ..., Tp_1)
i=1
és
n—1 ~
K(y/ + ynfn) - Cnnyi + Z 2ci,nyiyn + bnyn + CNll(yla cee 7yn—1)~
i=1

Az x, = 0 illetve y, = 0 helyettesitéssel, felhasznédlva a (8) és (9) kezdeti
feltételeket, azt kapjuk, hogy

CLl(IL‘l, e ,l‘n_l) =a+ E bll‘l + E Ci j L5

<n 1,7<n
+ ln(c o(diz1 + dp_1Tp—1 + €e;wr, wz)),
és

ar(yr, s yno1) = a+ Y bivi+ Y Cijviy;

<n 1,7<n
+In(éo(diys + ...+ dp_1Yn—1 + € wi,wa)),
igy mivel d,, = 0, kapjuk az allitast.



234 23.§ A Weierstrass-féle szigma-fiiggvény jellemzése

(5) bizonyitdsdndl is az n = 1 eset kovetkezik a 23.16 lemmabol. Induk-
cios feltevésiink, hogy

H(z)= a-{—Zbixi-l- Z ciijixj-{—ln(ca(dlxl-l-. ot dp_1xp_1t+e;w, oo))

i<n 1,7<n
és
K(y)=a+» byi+ Y cijyiys,
<n 1,7<n
ha az f1, fa, ..., fn standard bazisvektorok koziil az elsé n—1 altal kifeszitett

altérben vagyunk, tovabba a d; pontosan akkor nulla, ha GE’H azonosan nulla.
Elészor azt az esetet vizsgéljuk, amikor 92 H nem tiinik el. A 23.16
lemmabdl azt kapjuk, hogy

(27) OPH (2 +xpnfn) = —Plxpter(z1,... ,Tpo1),@(21,... ,20_1),00)+c1
és

elég kicsiny =/, v/, x,, és y, esetén, ahol x,,, y, valos szamok, x’ és ' pedig
olyan R™-beli vektorok, amelyeknek utolsé koordinataja nulla.

Vizsgdljuk most is a kezdeti feltételeket. Az indukciés feltevésbél 02K (y') =
2¢;;. Ezt felhaszndlva, a 23.17 lemmabél azt kapjuk, hogy valamely D;, c¢;,
és cpn komplex konstansokkal

O?K (y) = 2¢is, 0i0,K(y) = 2¢in, 02K (y) = 2cpn,

818nH(IIJ) — 201'” = Dl(afH(x) — 202'2'),
02H(x) — 2¢pn = D2(0?H () — 2¢4),
O3H(x) = D}0H(x)

(29)

minden elég kicsiny z, y esetén. Az utolsé sorbdl kovetkezik, hogy D; # 0
minden i < n-re. (29) elsé sorabdl ¢; = 2¢,,, tovdbba (28)-bol

(ORH (2))* — 40 H (x) — 2¢0n)°
(O2H () — 2¢0n)?

n

(07 H())? — 4(01H (x) — 2¢11)°
(O%H({E) — 2611)2 '

= D?

Az indukcios feltevés miatt, felhasznalva a P-fiiggvények differencidlegyenle-
tét, azt kapjuk, hogy ha w = oo, akkor a jobb oldal nulla. Ha w(x1, ... ,2,_1)
valahol végtelentdl kiilonbozne, akkor a bal oldal 472 /& (21, . .. , 2,_1)? lenne,
ez lehetetlen, igy @w(zq,...,x,—1) = oco. Ha w # oo, akkor a jobb oldal
4diD3n? Jw? # 0, igy a bal oldal sem nulla, azaz w(xy,...,Tp_1) # 00
sehol sem. Ekkor viszont a bal oldal 472 /& (x4, ... ,x,_1)%, amibdl azt kap-
juk, hogy w(x1,...,2,—1) = *w/(d1D1). Mivel az eldjel érdektelen (a racs
ugyanaz marad), feltehetjiik, hogy w(z1,...,z,-1) = w/(d1D1) mindeniitt.
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Bevezetve a d,, = D1d; jelolést és visszahelyettesitve (27)-be, valamint fel-
hasznalva a barmely nulldtél kiilonb6z6 o komplex szamra fennallé

P(z,w,0)/a? = Plaz, aw, oo)
osszefiiggést, azt kapjuk, hogy
(30) O2H (2 + 2nfn) = —d2P(dpzn + dner(z1, ..., 2n_1),w,00) + 2Cnn.
Ha ebben az egyenletben x,, = 0-t helyettesitiink, azt kapjuk, hogy
O2H(x') = —d2P(er(x1,. .., Tn_1),w,00) + 2Cnn.

Ha viszont eloszor differencialunk x,, szerint, és aztan helyettesitiink x,, = 0-t,
akkor azt kapjuk, hogy

O3H(z") = —d>P'(dper(z1, ... ,Tp_1),w,00).

Legyen

X(x1,... ,xp—1) = P(dper(x1,... ,Tp_1),w,0)
és

Y(z1,...,00_1) = P'(dner(z1,... ,2n_1),w,00).
Mivel a fenti dsszefiiggések szerint az X és Y fiiggvények kifejezhetdk 02 H (x”)
illetve 93 H (2') segitségével is, igy C°°-ben vannak. Tegyiik fel, hogy w # cc.
Az X és Y fiiggvények kielégitik az Y? = 4X3 — 472 X? /w? egyenletet. Mivel
az origéban Y nem nulla, az origd koriill X egyértelmiien meghatarozza Y-
t. Ugyanezen okbdl a z — P(z,w, 00) leképezés invertialhaté d,eq(0,...,0)
valamely kornyezetében. Jelolje I az inverzét, és legyen ei(xq,... ,xp_1) =
I (—(02H(2') — 2¢nyp)/d2) /dp. Az origé valamely kérnyezetében fenndll,
hogy

X(x1,...,2p—1) = P(dnei(z1,... ,Tp_1),w,00).

Mivel X egyértelmiien meghatirozza Y-t, az origd valamely kérnyezetében
az is teljesiil, hogy
Y(21,...,2n-1) = P'(dnei(z1,... ,Tn_1),w,00).

Ez viszont azt jelenti a 23.7 lemma szerint, hogy

dn(el(xl,... 1) — €y (x1, ... ,mn_l)) € Q.

fgy akar azt is feltehetjiik, hogy e; = e], azaz feltehetjiik, hogy e; € C*°.
Hasonléan kapjuk ugyanezt, ha w = oo.

Vizsgédljuk most az e; fiiggvényt. Egyrészt x,, = 0-t helyettesitve (30)-
ban, felhasznalva (29) harmadik sorat és az indukcids feltevést, azt kapjuk,

hogy
d2P(dner(z1,... ,Tp_1),w,00) — 2Cnn
(31) = —02H(2') = —D}0{H(2') + 2D}c11 — 2¢nn
= D?d3P(dyz1 + ...+ dp_12Zp_1 + €,w, 00) — 2Cnp.
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Felhasznélva, hogy d,, = D1d1, ebbdl az egyenletbdl azt kapjuk, hogy
Pld,ei(x1,... ,xp_1),w,00

) (drer(an 1),,0)

== P(dll'l + ...+ dn—lxn—l + €, W, OO),

Maésrészt (30) egyenletet differencidlva x,, szerint, majd z,, = 0-t helyette-
sitve, felhasznélva (29) utolsé sordt és az indukcids feltevést, azt kapjuk,

hogy
P (dper(z1,... , 20 1),w,0)
(33) = 0, H(a") = —~Di0; H(x')
= D33P (dixy + ...+ dp_1Tp_1,w,0),

azaz mivel Didy = d,,,

(34) P'(dnper(xy, ... ,Tp_1),w,00)
= Pl(dll‘l + ...+ dn_lflln_l,w, OO)
(32) miatt barmely rogzitett zo, ..., z,_1-re az implicit fiiggvény tételbdl

az ey fiiggvény folytonosan parcidlisan differencidlhaté z; szerint. Differen-
cidlva (32)-t x; szerint azt kapjuk, hogy

dp,P'(dper(z1,. .. ,Tp_1),w,0)01e1(T1,... ,Tn_1)

(35) ,
= dlp (dll‘l + ...+ dn_1$n_1,w, OO)

Ebbdl felhaszndlva (34)-et az adédik, hogy
8161(x1, e ;xn—l) = dl/dn

mindeniitt. Ez azt jelenti, hogy valamely folytonos es(zs, ..., z,—1) fiigg-
vénnyel

61(1131, Ce ,l‘n_l) = dll‘l/dn + 62(1132, Ce ,l‘n_l).
Visszahelyettesitve (32)-be, zo = -+ = x,,_1 = 0 valasztassal a 23.8 lemmé-

bél azt is megkapjuk, hogy d,es(0,...,0) — e eleme az w altal generdlt
(elfajult) racsnak.
Hasonl6an folytathatjuk. Egyrészt x,, = 0-t helyettesitve (30)-ban, fel-
haszndlva (29) harmadik sorat és az indukcids feltevést, azt kapjuk, hogy
d2P(dixy + dpes(xa, ..., Tp_1),w,00) — 2Cnn
(36) = —02H(2') = —D305H (') + 2D3c25 — 2¢nn
= D2d3P(dyr1 + ...+ dp_1Zn_1 + €,w, 00) — 2Cnp.
Felhasznalva (32)-t, ebbél az egyenletbél azt kapjuk, hogy Dady = d,,. A
(30) egyenletet differencidlva z,, szerint, majd z, = 0-t helyettesitve, fel-
hasznalva (29) utolsé sorat és az indukciés feltevést, azt kapjuk, hogy
AP (dyxy + dpes(xa, ..., 2y_1),w,0)
(37) = 0, H(z') = —D30; H(x')
= D3dsP (dyxy + ...+ dp_1Tp_1,w,00),
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azaz mivel Dody = d,,,

7Dl(dlxl + dn62 (1132, s 7mn—1)7 W, OO)

(38) ,
= P'(dyz14 ...+ dp_12p_1,w,00).

(32) miatt barmely rogzitett zs,...,z,_1-re az implicit fiiggvény tételbdl
az ey fiiggvény folytonosan parcidlisan differencidlhaté zo szerint. Differen-
cidlva (32)-t xo szerint azt kapjuk, hogy

dnP'(diz1 + dpea(za,. .. ,xp_1),w,00)01€2(T2, ... ,Tn_1)

= dgpl(dll'l + ...+ dn_lxn_l,w, OO)

(39)

Ebbél felhaszndlva (36)-ot az adédik, hogy
6162({132, T3y ... ,.len_l) = dg/dn

mindeniitt. Ez azt jelenti, hogy valamely folytonos es(zs,...,z,—1) figg-
vénnyel
62({132, . ,.len_l) = dgl’g/dn + 63({133, . ,.len_l).

Indukciéval folytatva, végiil azt kapjuk, hogy
O2H(x' + 2 fn) = 2¢pn — d2P(dizy + doxo + -+ + dpxy + €, w, 00).

Mivel, mint megmutattuk, e, — e = dpea(0,...,0) — e eleme az Q rdcsnak,
és () pontjai periédusok, az is teljesiil, hogy

O2H (' + xpfn) = 2¢an — d2P(drx1 + doxo + - -+ dpxy, + €,w,00).

Most integréljuk a 92 H-ra és 92 K-ra kapott egyenleteket. Azt kapjuk,
hogy

OnH (2" + T fr) = 2¢pntn + dn((dixy + doxs + - - + dpwy, + €,w, 00)
+ Bl(xl, e ,.len_l)

és
anK(y/ + ynfn) - chnyn + Bl(y17 s :yn—l)-

A B; és By fiiggvények C°°-ben vannak. [jjra differencidlva x; illetve y;
szerint, majd x, = 0-t illetve y,, = 0-t helyettesitve, felhaszndlva (29) els6
és masodik sorat, valamint, hogy D,d; = d,, ha i < n, azt kapjuk, hogy
"B =2c,= 01 B konstansok, igy

OnH (2" + T fr) = 2¢pntn + dn((dixy + doxs + - - + dpwy, + €,w, 00)
+ 201,n$1 + BQ(JJQ, R ,Jin_l)

és
6nK(y/ + ynfn) - 2Cnnyn + ch,nyl + BZ(QZ, o 7yn—1)-
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Indukciéval hasonléan folytatva, végiil azt kapjuk, hogy

OnH (2" + xpn fr) = 2¢pntn + dn((dixy + doxs + - - + dpay, + €,w, 00)
+ ch,nxl + -+ ch—l,nxn—l + bn
és .
anK(y/ + ynfn) - 2Cnnyn + 2cl,ny1 + -+ 2cn—1,nyn—1 + bn~

Kovetkezo 1épésként ezeket az egyenleteket integraljuk. Az indukcios
feltevés miatt

ln(ca(dlxl + doxo + -+ dpx, + €, w, oo))

értelmezve van az origd egy kornyezetében. fgy az el6z6 egyenletek integra-
lasaval az adddik, hogy az origd egy kis gombkornyezetében

H(x' +zpfn) = ln(ca(dlxl +doxo + - -+ dpzy + e, w, oo))
n—1

2
+ Cpn;, + g 26 @iy + bpTy + ar1(x1,. .., Tp_1)
i=1
és
n—1

K(y/ + ynfn) - Cnnyi + Z 2ci,nyiyn + Bnyn + CNll(yla cee 7yn—1)~

=1

Az x, = 0 illetve y, = 0 helyettesitéssel, felhasznédlva a (8) és (9) kezdeti
feltételeket, azt kapjuk, hogy

a1(x1,... ,Tp_1) =a+ E b;x; + E Cijxix; 6s

<n 1,7<n
ar(y1,--- ,Yn—1) = a+ Zgiyi + Z Cij¥YilYj-
<n 2,7<n

gy kapjuk az allitést.

Meg kell még vizsgdlnunk azt az esetet, amikor 93 H és 93K is nulla
mindeniitt. Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy d,, = 0 valasztassal teljesiil
az allitds. A 23.16 lemmé&bdl azt kapjuk, hogy van olyan ¢; € C konstans,
hogy minden elég kicsi 2/, ', x,, és y, esetén

DPH(x +anfn)=c1 6és OPKY +ynfn) = c1.
fgy Cnn = €1/2 jeloléssel irhatjuk, hogy
O2H(x' + nfn) = 2¢nn és OPK Y + yYnfn) = 2¢un.

Vegyiik észre, hogy minden i < n-re 0;0,H(x') és 0;0,K(y’) ugyanaz a
konstans; ha ugyanis 97 H és 9 K nem nulldk, akkor fennallnak a (29) ssze-
fiiggések, és (29) utolsé sorabdl D; = 0, igy az allitas kiovetkezik (29) els6 és
masodik sordbol. Ha viszont 93 H és 97 K is azonosan nulldk, akkor az &llitas
a 23.17 lemma (4) esetébdl kovetkezik. A tovabbiakban ugyanigy jarhatunk
el, mint (4) bizonyitasdban.
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Végiil (6) bizonyitdsa (5) bizonyitasaval analég.

23.19. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f1, f2, 91, g2, h1, hy : R" — C fiigg-
vények eleget tesznek az

filu+v)fo(u —v) = g1 (u)h1(v) + g2(u)ha(v),  u,v €R"

fiiggvényegyenletnek, f, és fo mérhetéek és egyik sem majdnem mindeniitt
nulla. Ekkor léteznek olyan a,a,e,e € C konstansok, L,Lq,Ls : R" — C
linearis és () : R™ — C kvadratikus leképezések, valamint wq, wsy racsallandok
(lasd 23.6), hogy

fi(x) =exp(a+ Li(x) + Q(x))o(L(x) + e,wr,ws), ha xz€R" és
f2(y) = exp(a+ La(y) + Q(y))o(L(y) + €,w1,w2), ha yeR"
vagy
fi(z) =exp(a+ Li(x) + Q(x))o(L(x) + e,w1,0), ha x€R"™ és
fa(y) = exp(a+ La(y) + Q(y)), ha yecR"
vagy
fi(x) =exp(a+ Li(z) + Q(x)), ha z€R" és
fa(y) = exp(a+ La(y) + Q(y))o(L(y) + €,wy,00), ha yeR™

Megjegyezziik, hogy f1, f2 fliggvényében a 23.11 és 23.10 pontok alapjan
g1, g2, h1, ho meghatarozhatok.

Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy vagy van olyan xzy € R™ pont és
olyan 1 < i < n index, hogy H(z) = In(f1(x + z0)/f1(z0)) jeloléssel 93 H
nem azonosan nulla az origd egyetlen kornyezetében sem, vagy van olyan
yo € R™ pont és 1 < i < nindex, hogy K(y) = In(fa(y+yo)/f2(yo)) jeloléssel
02K nem azonosan nulla az origd egyetlen kornyezetében sem. A két eset
targyaldsa hasonld, az elsot fogjuk részletezni. Az altalanossdg megszoritasa
nélkiil feltehetjiik azt is, hogy ¢ = 1, azaz feltessziik, hogy van olyan xy € R",
hogy a fenti H-val 93 H az origé egyetlen kornyezetében sem azonosan nulla.
Meg fogjuk mutatni, hogy xg,yo € R™, 6 > 0 gy is megvalaszhatdk, hogy
amellett, hogy 93 H nem azonosan nulla az origé egyetlen kiérnyezetében
sem, |x|, |y| < & esetén teljesiiljenek a 23.15 pont (6) (9) egyenletei, tovabba
minden 1 < 57 < n esetén az alabbi feltételek is fenndllnak:

(1) G?H(x) vagy minden |x| < J esetén nulla, vagy egyetlen |z| < § esetén
sem nulla;

(2) 07K (y) is vagy minden |y| < J esetén nulla, vagy egyetlen |y| < J esetén
sem nulla;

(3) ha O7H # 0 vagy 0}K # 0, vagy mindkettd fennall, akkor 07 H (x) —
97K (y) sem nulla egyetlen |z| < 4, |y| < § pérra sem.
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Ennek bizonyitasara induljunk ki olyan € > 0 szambél, és olyan z; il-
letve y; pontokbdl, amelyekre a Hy(z) = In(fi(z + z1)/f1(x1)) és K1(y) =
In(fo(y+y1)/f2(y1)) fiiggvények értelmezve vannak az orig e sugari kornye-
zetében, és 0 Hy nem azonosan nulla az origd egyetlen kornyezetében sem.
Az e csokkentésével elérhets, hogy barmely xq, yo-ra, amelyre |xqg — 21| < ¢
illetve |yo — y1| < €, a 0 = ¢ — max{|zg — x1], |yo — y1|} sugari kdrnyeze-
ten értelmezve legyenek az (xo-t6l illetve yo-t6l is fiiggd) H(x) = In(f1(z +
x0)/ f1(z0)) illetve K(y) = In(f2(y+yo)/ f2(yo)) fiiggvények. Vizsgdljuk meg
a Hy és H, illetve K, és K fiiggvények kozotti kapcsolatot. Elég kicsiny e
esetén

H(z) = In(f1(z + z0)/ f1(z0))
= In((f1(z + (w0 — 21) + 21)/f1(21)) — In(f1(20)/ f1(21))
= Hy(z + (zo — 21)) + In(f1(21)/ f1(20)).

Ez azt jelenti, hogy H derivéltjai az orig6 koriil ugyanigy viselkednek, mint
H, derivéltjai az xy — x1 pont koriil. Hasonléan kapjuk, hogy

K(y) = K1i(y + (yo — v1)) + In(fa(y1)/ f2(vo)),

azaz hogy K derivaltjai az origd koriil ugyanigy viselkednek, mint K; deri-
valtjai az yg — y1 pont koriil.

Vildgos, hogy sziikség esetén csokkentve e-t elérhetd, hogy |zol, |yo| < €
esetén H és K teljesitse a 23.15 pontbeli (6)—(9) parcialis differencidlegyenlet-
rendszert az origd ¢ sugari kornyezetén. Tekintsiik az

X ={zcR":|z| <¢ediH(z) # 0}

nyilt halmazt. Ez egy Baire-tér. Azon x € X pontok X; halmaza, ame-
lyeknek vagy van olyan X-beli kornyezete, amelyen 83H1 sehol sem nulla,
vagy van olyan X-beli kornyezete, amelyen GSH 1 mmdenutt nulla, stirt nyilt
halmaz X-ben. Igy a Mj_,X; halmaz siird nyllt részhalmaza X-nek. Le-
gyen xo ennek tets701eges pont_]a Az x1 + x9 valamely kornyezetébdl vett
xp pontokra teljesiil (1). Hasonl6an kapjuk az ys pontot: Tekintjiik az
Y ={y € R": |y| < e} nyilt halmazt. Ez egy Baire-tér. Azon y € Y pontok
Y, halmaza, amelyeknek vagy van olyan Y-beli kdrnyezete, amelyen 33K 1
sehol sem nulla, vagy van olyan Y-beli kornyezete, amelyen 63K 1 mmdenutt
nulla, stiri nyilt halmaz Y-ban. Igy a M7_,Y; halmaz siiri nyllt részhalmaza
Y-nak. Legyen ys ennek tetszoleges pont_]a y1 + y2 valamely kornyezetébdl
vett yo pontokra teljesiil (2). Meg kell még mutatnunk, hogy xq és yq gy
is vélaszthatd, hogy (3) is teljesiiljon. Ez indukciéval konnyen kovetkezik.
Legyen xg = x1 + 9 és yo = y1 + y2. Ha (3) mar teljesiil 1 < j < k esetén,
és 0P Hy(zg) = O3 H(0) # 0, akkor helyettesitsiik zo-t x5 + teg-val, ahol ey,
a k-adik egységvektor, ¢ pedig olyan kicsi, hogy az eddig méar teljesitett fel-
tételek tovabbra is fennalljanak, ha pedig 03 Hq(x9) = 03 H(0) = 0, akkor,
felhasznélva, hogy 0 K1 (y2)) = 03 K(0) # 0, helyettesitsiik yo-t y2 + teg-val,
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ahol t pedig olyan kicsi, hogy az eddig mar teljesitett feltételek tovabbra is
fenndlljanak. Ha ezekkel az 0j x4, y2 értékekkel tjra képezziik xg = x1 +xa-t
és yo = Y1 + y2-t, akkor (3) mar teljesiil 1 < j < k esetén.

Most alkalmazhatjuk a 23.18 lemmat. Azt kapjuk, hogy léteznek olyan
a,a' e ¢ e, e € C konstansok, L, L}, L, : R™ — C linedris leképezések és
Q@ : R™ — C kvadratikus leképezés, hogy az origo elég kis kdrnyezetében

H(z)=d + Li(z) + Q(z) + no(c(L(z) + € ,wi,ws)) és
K(y) =a'+ Ly(y) + Qy) + n(co(L(y) + €, w1, w2))
vagy
H(z) =d + Li(z) + Q(z) + In(co(L(z) + € ,w1,00)) 6s
K(y) =a'+ Ly(y) + Q(y)
vagy

H(z) = ' + L(2) + Q(z) &
K(y) = a' + Ly(y) + Q(y) + In(co(L(y) + &', w1, 00)).

Ez azt jelenti, hogy az = — fi(z + z¢) illetve y — fo(y + yo) leké-
pezések a tételben allitott eldallitassal rendelkeznek az origd egy kis kor-
nyezetében. Azonban a 23.10 pontbdl tudjuk, hogy ezek a fiiggvények az
origd egy kis kornyezetében eleget tesznek egy (1) tipusi fiiggvényegyen-
letnek mindeniitt analitikus, és az origé barmely kornyezetében linedrisan
fiiggetlen g1, go, hi, ho fiiggvényekkel a jobb oldalon. fgy alkalmazhato rajuk
a 23.12 lemma, és kapjuk, hogy mindeniitt a tételben kivant el6allitassal
rendelkeznek. KEbbdl kovetkezik, hogy mas a,a,e,e € C konstansokkal és
Ly, Ly : R™ — C linearis leképezésekkel az f1 és fo fiiggvények is a tételben
adott eldallitasuak.

Hétra van még annak az esetnek a vizsgdlata, amikor minden zy € R"
pontra, amelyre f1(zg) # 0, a H(x) = In(f1(z+x0)/ f1(x0)) fiiggvény minden
O3 H parcialis derivaltja nulla az origd valamely kiérnyezetében, és minden
Yo € R™ pontra, amelyben fa(yo) # 0, a K(y) = In(f2(y + yo)/ f2(v0)) fiige-
vény minden 97 K parcialis derivéltja nulla az origé valamely kornyezetében.
Megmutatjuk, hogy ebben az esetben a tétel allitasa L = 0 valasztassal telje-

siil, azaz azt fogjuk megmutatni, hogy léteznek olyan a, a komplex konstan-
sok, Ly, Ly : R™ — C linearis, illetve ) : R™ — C kvadratikus leképezések,

hogy

fi(z) = exp(a + Li(z) + Q(x)), ha =z cR" és
f2(y) =exp(a+ La(y) + Q(y)), ha yeR™

Itt is el0szor azt mutatjuk meg, hogy a fenti eléallitas lokalisan teljesiil. A
23.17 lemma (4) allitdsa szerint barmely zo-ra és yo-ra, amelyre f;(xg) # 0

(4)
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illetve fa(yo) # 0, a megfelels H illetve K fiiggvényekre alkalmas a’, a’ komp-
lex konstansokkal, L}, L5 : R™ — C linearis illetve @ : R™ — C kvadratikus

fiiggvényekkel
H(z) = ' + Li(2) + Q(x) 6

K(y) =a' + Ly(y) + Q(y).

Ebbél, mivel fi(z+z0) = fi(zo) exp(H (z)) és f2(y+yo) = f2(yo) exp(K(y)),
1j valtozot vezetve be, més a, a komplex konstansokkal és Ly, Ly : R” — C
linedaris leképezésekkel az xg, illetve yg egy kornyezetében

fi(z)
fa(y)

exp(a+ Li(z) + Q(x)) és
exp(a+ La(y) + Q(y)).

Rogzitsiink egy xq, yo part, és tekintsiik azt a maximalis 0 < § < oo sugarat,
amelyre f; nem nulla az o pont 6 sugari kornyezetén. Mivel f; analitikus
ezen a gombon, a fenti el6allitas teljesiil az egész gombon az g, yo parhoz
tartozé a-val, Li-el és QQ-val. Mivel § < oo esetén az x — a + Li(x) + Q(x)
fiiggvény korlatos lenne a gombon, f; nem lehetne folytonos, mert a gémbon
| f1]-nek létezne pozitiv alsé korlatja. Ez azt jelenti, hogy § = oo, azaz a fenti
elallitas az egész R™-en teljesiil az xg, yo parhoz tartozd a-val, Li-el és Q-
val. Hasonléan kapjuk, hogy fy is felirhat6 (4) alakban az xq,yo péarhoz
tartozo a-al, La-vel és Q-val.
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