
• 8/−2 . . .− 1 :
<r�l¡rhat¢ �rtelemben) a logika szab lyainak megfelel�en bel tjuk: az  ll¡t s a t�telbenmegfogalmazott esetekben kiv�tel n�lk�l mindig igaz.
>r�l¡rhat¢ �rtelemben) a logika szab lyainak megfelel�en bel tjuk: az  ll¡t s k�vetkezikaz axi¢m kb¢l.

• 9/2 . . .4 :
<1.1.1. Az axiomatikus m¢dszer. Tegy�k fel, hogy a val¢s g egy r�sz�nek mo-dellez�s�vel, egy elm�let probl�m inak szab lyrendszer�vel foglalkozunk. Az axiomatikusm¢dszer abban  ll, hogy bizonyos feltev�sekb�l, az elm�let axi¢m ib¢l valamilyen logika
>1.1.1. Az axiomatikus m¢dszer. Tegy�k fel, hogy a val¢s g egy r�sz�nek model-lez�s�vel foglalkozunk. Az axiomatikus m¢dszer abban  ll, hogy bizonyos feltev�sekb�l,az elm�let axi¢m ib¢l a logika

• 9/12 . . .16 :
<1.1.2. Logikai jelek, predik tumok, formul k. Egy matematikai elm�let olyankijelent�sekb�l,  ll¡t sokb¢l  ll, melyek lehetnek igazak, vagy hamisak { £gy �rtve,hogy a kett� k�z�l pontosan az egyik teljes�l. Azokat az  ll¡t sokat, melyek v ltoz¢kattartalmaznak, predik tumoknak nevezz�k. A predik tumok v ltoz¢inak hely�be alkalmasobjektumot helyettes¡tve, azok igazs g�rt�ke eld�nthet�. Ez az �rt�k szint�n igaz (jele:

↑)
>1.1.2. Logikai jelek, predik tumok, formul k. Egy matematikai elm�letbenszerepel n�h ny de�ni latlan alapfogalom, az £gynevezett predik tumok, amelyeknekv ltoz¢ikt¢l f�gg�en az �rt�ke igaz (jele: ↑)

• 10/12 . . .14 :
<

∀x∀y

(

(

P (x) ∧ P (y) ∧ ¬x = y
)

⇒
(

∃z
(

E(z) ∧ I(x, z) ∧ I(y, z))
∧ ∀z∀w

(

(

E(z) ∧ I(x, z) ∧ I(y, z) ∧ E(w) ∧ I(x,w) ∧ I(y, w))⇒ z = w
)

)

>



∀x∀y

(

(

P (x) ∧ P (y) ∧ ¬x = y
)

⇒
(

∃z
(

E(z) ∧ I(x, z) ∧ I(y, z)))
∧ ∀z∀w

(

(

E(z) ∧ I(x, z) ∧ I(y, z) ∧ E(w) ∧ I(x,w) ∧ I(y, w))⇒ z = w
)

)

• 15/20 . . .22 :
<mazelm�let axi¢marendszer�nek, a Neumann{Bernays{go|delkurtG�del, Kurt (1906{1978)G�del, r�vid¡tve NBG axi¢marendszer, amely ilyen �t£l nagy" dolgokat is megen-ged, de ezeket nem nevezi halmaznak, hanem oszt lynak. L sd r�szletesebben Kelley
>mazelm�let axi¢marendszer�nek, a Neumann{Bernays{G�del, r�vid¡tve NBG axi¢ma-rendszer, amely ilyen �t£l nagy" dolgokat is megenged, de ezeket nem nevezi halmaznak,hanem oszt lynak. L sd r�szletesebben Kelley

• 23/−4 :
<anal¢g m¢don �rtelmezz�k.
>anal¢g m¢don �rtelmezz�k. Az itt de�ni lt halmazokat k�z�s n�ven intervallumoknaknevezz�k.

• 25/9 :
<(argumentumban) felvett �rt�k�nek nevezz�k �s gyakran fx-el jel�lj�k. (Vannak, akik
>(argumentumban) felvett �rt�k�nek nevezz�k �s gyakran fx-szel jel�lj�k. (Vannak, akik

• 31/3 . . .5 :
<T�bb term�szetes k�rd�s mer�l fel. Az egyik, hogy az axi¢m k egy�rtelm�en meg-hat rozz k-e N-et? ( A v lasz igen, egy pontosan meghat rozott �rtelemben.) A m sik,hogy l�tezik-e N? (Erre is igen a v lasz. ) Egy tov bbi, hogy sz�ks�g van-e mind az �t
>T�bb term�szetes k�rd�s mer�l fel. Az els�, hogy az axi¢m k egy�rtelm�en megha-t rozz k-e N-et? (A v lasz igen, egy pontosan meghat rozott �rtelemben.) A m sodik,hogy l�tezik-e N? (Erre is igen a v lasz.) Egy tov bbi, hogy sz�ks�g van-e mind az �t



• 32/11 :
<Bizony¡t s. Vegy�k �szre, hogy ha g �s g∗ is a t�tel felt�teleit kiel�g¡t� f�ggv�ny,
>* Bizony¡t s. Vegy�k �szre, hogy ha g �s g∗ is a t�tel felt�teleit kiel�g¡t� f�ggv�ny,

• 36/−18 :
<�szre, hogy ha h-nak h∗ az inverze, akkor g ∗ h inverze h∗ ∗ g∗. Ha egy egys�gelemes
>�szre, hogy ha h-nak h∗ az inverze, akkor g ∗ h inverze h∗ ∗ g∗. Ha egy semleges elemes

• 36/−9 :
<(multiplikat¡v jel�l�s), a semleges elemet egys�gelemnek nevezz�k, �s e-vel vagy 1-gyel
>(multiplikat¡v jel�l�s). Multiplikat¡v jel�l�s eset�n a semleges elemet egys�gelemnek ne-vezz�k, �s e-vel vagy 1-gyel

• 39/−10 :
<Bizony¡t s. Az egy�rtelm�s�g bizony¡t sa N j¢lrendezetts�g�n m£lik. (Az ilyen
>* Bizony¡t s. Az egy�rtelm�s�g bizony¡t sa N j¢lrendezetts�g�n m£lik. (Az ilyen

• 41/−7 :
<

m-et q-val, azaz ¡rjuk fel m = m′q + r alakban, ahol m′r ∈ N �s r < q. Ha m′ = 0,
>

m-et q-val, azaz ¡rjuk fel m = m′q + r alakban, ahol m′, r ∈ N �s r < q. Ha m′ = 0,
• 45/9 . . .10 :

<3.1.7. P�ld k. B rmely X halmazra ℘(X) a (△,∩) m�veletekkel kommutat¡vegys�gelemes gy�r�, amely  ltal ban nem nulloszt¢mentes.
>3.1.7. P�lda. B rmely X halmazra ℘(X) a (△,∩) m�veletekkel kommutat¡vegys�gelemes gy�r�, amelyben nem nulla elemek �szorzata" lehet nulla.

• 47/12 :
<

−x+x < −x+0 = −x. Ezzel bel ttuk (1)-et. (2) abb¢l k�vetkezik, hogy y−x > y−y = 0,
>

−x+x < −x+0 = −x. Ezzel bel ttuk (1)-et. (2) abb¢l k�vetkezik, hogy y−x > x−x = 0,



• 47/−10 :
<ekvivaleniarel i¢. Az ekvivalenioszt lyok halmaz t Q-val fogjuk jel�lni, �s elemeit
>ekvivaleniarel i¢. Az ekvivaleniaoszt lyok halmaz t Q-val fogjuk jel�lni, �s elemeit

• 56/−1 :
<koszinusza seg¡ts�g�vel. Ez a trigonometrikus alak. A trigonometrikus alaknak (a geo-
>koszinusza seg¡ts�g�vel. A trigonometrikus alaknak (a geo-

• 57/4 . . .7 :
<Ha z ∈ C, akkor van olyan t val¢s sz m, amelyre sgn(z) = os t+ i sin t. Ha z = 0,akkor ak rmilyen t ∈ R v laszthat¢, egy�bk�nt, ha ez az �sszef�gg�s fenn ll t-re, akkora t+ 2kπ, k ∈ Z sz mokra is, �s sak ezekre. Ekkor z = |z|(os t+ i sin t), ez a komplexsz m trigonometrikus alakja. Ha 0 6= z ∈ C, akkor legyen a z argumentuma, arg(z) azaz
>Ha 0 6= z ∈ C, akkor van olyan t val¢s sz m, amelyre sgn(z) = os t+ i sin t. Ha ezaz �sszef�gg�s fenn ll t-re, akkor a t + 2kπ, k ∈ Z sz mokra is, �s sak ezekre. Ekkor

z = |z|(os t + i sin t), ez a komplex sz m trigonometrikus alakja. Ha z = 0, akkorak rmilyen t ∈ R v laszthat¢. Ha 0 6= z ∈ C, akkor legyen a z argumentuma, arg(z) azaz
• 62/−8 :

<maza ekvivalens {1, 2, . . . ,m}-el valamely m < n term�szetes sz mra.
>maza ekvivalens {1, 2, . . . ,m}-mel valamely m < n term�szetes sz mra.

• 62/−5 :
<

n+ 1 ∈ A, akkor van olyan k < n+ 1 term�szetes sz m, amelyre k /∈ A. De�ni ljuk az
>

n+ 1 ∈ A, akkor van olyan 0 < k < n+ 1 term�szetes sz m, amelyre k /∈ A. De�ni ljukaz
• 63/14 :

<Egy halmaz legfeljebb egy n-re ekvivalens a {1, 2, . . . , n} halmazzal, mert ha {1, 2, . . . ,m}-mel is ekvivalens lenne, akkor m < n vagy n < m miatt N+ egy kezd�szelete ekvivalens
>



Egy halmaz legfeljebb egy n-re ekvivalens a {1, 2, . . . , n} halmazzal, mert ha ekvi-valens lenne {1, 2, . . . ,m}-mel is, akkor m < n vagy n < m miatt N+ egy kezd�szeleteekvivalens
• 64/12 :

<
{1, 2, . . . , ♮(X)} egy val¢di r�szhalmaza ekvivalens lenne {1, 2, . . . , ♮(X)}-el.

>
{1, 2, . . . , ♮(X)} egy val¢di r�szhalmaza ekvivalens lenne {1, 2, . . . , ♮(X)}-nel.
• 67/−7 :

<Ha a gy�r� nem egys�gelemes, akkor is igaz az  ll¡t s r, n ∈ N+ eset�n, ha a szerepl�
>Ha a gy�r� nem egys�gelemes, akkor is igaz az  ll¡t s r, n ∈ N+, i1, . . . , ir ∈ Neset�n, ha a szerepl�

• 71/−13 :
<valamelyik fenn ll (dihotomit s). Az is k�rd�ses, hogy van-e minden X halmazhoz olyan
>valamelyik fenn ll (dihotomia). Az is k�rd�ses, hogy van-e minden X halmazhoz olyan

• 73/−11 . . .− 8 :
<A bizony¡t s felhaszn lja a kiv laszt si axi¢m t �s az N-re alkalmazott transz�nitrekurzi¢t. Legyen F egy, az X v�ges r�szhalmazaihoz a komplementer�k egy elem�t ren-del� (kiv laszt si) f�ggv�ny. Ha h : ℄←, n[→ X egy f�ggv�ny, legyen f(h) = F

(rng(h)),�s alkalmazzuk a transz�nit rekurzi¢ t�tel�t. Egy x : N→ X k�ls�n�sen egy�rtelm�
>A bizony¡t s felhaszn lja a kiv laszt si axi¢m t �s az  ltal nos rekurzi¢ t�telt. Le-gyen F egy, az X v�ges r�szhalmazaihoz a komplementer�k egy elem�t rendel� (kiv -laszt si) f�ggv�ny. Ha h : ℄←, n[ → X egy f�ggv�ny, legyen f(h) = F

(rng(h)), �salkalmazzuk az  ltal`nos rekurzi¢ t�telt. Egy x : N→ X k�ls�n�sen egy�rtelm�
• 74/−12 :

<Az f(m,n) f�ggv�ny �m�k�d�se" az 5.1. br n tanulm nyozhat¢.
>Az f(m,n) f�ggv�ny �m�k�d�se" az 5.1.  br n tanulm nyozhat¢.

• 76/9 :
<5.3.8. Sz moss gok. A sz moss gon az ekvivalens halmazok �k�z�s tulajdons -
>* 5.3.8. Sz moss gok. Sz moss gon az ekvivalens halmazok �k�z�s tulajdons -



• 78/−5 . . .− 3 :
<azon elemei, amelyeknek van a szorz sra r�zve inverz�k. Az egys�gek a szorz sra n�zveAbel-soportot alkotnak, a gy�r� egys�gsoportj t. Az egys�gek b rmely a ∈ R-nekoszt¢i, mert 1a-nak oszt¢i. Megford¡tva nyilv nval¢: ha egy elem minden a ∈ R-nek
>azon elemei, amelyeknek van a szorz sra n�zve inverz�k. (�gy egy egys�gelemes integrit sitartom ny pontosan akkor test, ha minden nem nulla eleme egys�g.) Az egys�gek aszorz sra n�zve Abel-soportot alkotnak, a gy�r� egys�gsoportj t. Az egys�gek b rmely

a ∈ R-nek oszt¢i, mert 1a-nak oszt¢i. Megford¡tva nyilv nval¢: ha egy elem minden
a ∈ R-nek
• 80/−16 :

<6.1.12. Megjegyz�s. El�g rn, xn, yn, rn+1, xn+1, yn+1 �s n �rt�k�t t rolni. Ha
>6.1.12. Megjegyz�s. El�g rn, xn, yn, rn+1, xn+1 �s yn+1 �rt�k�t t rolni. Ha

• 84/11 . . .12 :
<egy rendszer�t marad�krendszernek nevezz�k. Ha egy marad�krendszer minden marad�-koszt lyb¢l tartalmaz elemet, akkor teljes marad�krendszernek nevezz�k. Ha egy mara-
>egy rendszer�tmarad�krendszernek nevezz�k. Ha egy marad�krendszer minden marad�k-oszt lyb¢l tartalmaz elemet, akkor teljes marad�krendszernek nevezz�k. Ha egy mara-

• 86/8 . . .13 :
<6.2.9. P�lda. Oldjuk meg a 172x ≡ 6 kongrueni t, vagy ami ezzel ekvivalens,hat rozzuk meg a 172x + 62y = 6 egyenlet eg�sz megold sait. Mivel lnko(172, 62) = 2oszt¢ja 6-nak, van megold s. Az egyenlet a 86x + 31y = 3 egyenlettel ekvivalens. Ab�v¡tett euklideszi algoritmussal 172 ·(−9)+62 ·25 = 2, ahonnan x0 = (−9) ·3, y0 = 25 ·3,¡gy az egyenlet �sszes megold sa xk = −27+31k, yk = 75−86k, k ∈ Z. A kongruenia az

x ≡ 4 (mod 31) kongrueni val ekvivalens, ¡gy x ≡ 4 (mod 62) vagy x ≡ 35 (mod 62).
>6.2.9. P�lda. Oldjuk meg a 172x ≡ 6 (mod 62) kongrueni t, vagy ami ez-zel ekvivalens, hat rozzuk meg a 172x + 62y = 6 egyenlet eg�sz megold sait. Mivellnko(172, 62) = 2 oszt¢ja 6-nak, van megold s. Az egyenlet a 86x + 31y = 3 egyen-lettel ekvivalens. A b�v¡tett euklideszi algoritmussal 172 · (−9) + 62 · 25 = 2, ahonnan

x1 = (−9) · 3, y1 = 25 · 3, ¡gy az egyenlet �sszes megold sa x = −27+ 31k, y = 75− 86k,
k ∈ Z. A kongruenia az x ≡ 4 (mod 31) kongrueni val ekvivalens, ¡gy x ≡ 4 (mod 62)vagy x ≡ 35 (mod 62).



• 91/−14 . . .− 11 :
<�sszegz�si f�ggv�nye, multiplikat¡v. Tov bb , ha n = pα11 · · · pαk

k az n pr¡mt�nyez�s fel-bont sa, akkor
>�sszegz�si f�ggv�nye, multiplikat¡v. Tov bb , ha n = pα11 · · · pαk

k az n kanonikus alakja,akkor
• 94/−14 :

<felhaszn l s val
>felhaszn l s val, mivel Pn−2, Pn−3, Qn−2, Qn−3 sak a q1, . . . , qn−2 f�ggv�nyei,

• 97/−9 . . .− 1 :
<�s egy G = (E, V ) gr fr¢l besz�lni. Egy�bk�nt a s£sok �s �lek k�z�tti illeszked�s egyrel i¢ V �s E k�z�tt, amelyet illeszked�si rel i¢nak nevez�nk.K�t k�l�nb�z� �lt szomsz�dosnak nevez�nk, ha van olyan s£s, amely mindkett�reilleszkedik. K�t k�l�nb�z� s£sot szomsz�dosnak nevez�nk, ha van olyan �l, amelyremindkett� illeszkedik.Ha egy �l sak egy s£sra illeszkedik, akkor hurok�lnek nevezz�k. Ha az e1 6=

e2 �lekre ugyanazok a s£sok illeszkednek, akkor p rhuzamos �lekr�l vagy t�bbsz�r�s�lekr�l besz�l�nk. Ha egy gr f nem tartalmaz sem hurok�lt, sem p rhuzamos �leket,akkor egyszer� gr f nak nevezz�k. Az 8.1.  br n p�ld ul e1, e2 p rhuzamos �lek, e5hurok�l.
>�s egy G = (E, V ) gr fr¢l besz�lni. Egy�bk�nt az �lek �s s£sok k�z�tti illeszked�s egyrel i¢ E �s V k�z�tt, amelyet illeszked�si rel i¢nak nevez�nk.K�t k�l�nb�z� �lt szomsz�dosnak nevez�nk, ha van olyan s£s, amelyre mindkett�illeszkedik. K�t k�l�nb�z� s£sot szomsz�dosnak nevez�nk, ha van olyan �l, amelymindkett�re illeszkedik.Ha egy �l sak egy s£sra illeszkedik, akkor hurok�lnek nevezz�k. Ha az e1 6= e2 �lekugyanazokra a s£sokra illeszkednek, akkor p rhuzamos �lekr�l vagy t�bbsz�r�s �lekr�lbesz�l�nk. Ha egy gr f nem tartalmaz sem hurok�lt, sem p rhuzamos �leket, akkoregyszer� gr f nak nevezz�k. Az 7.1.  br n p�ld ul e1, e2 p rhuzamos �lek, e5 hurok�l.

• 98/5 :
<Ha egy s£s sak v�ges sok �lre illeszkedik, akkor a s£s foksz m n a r  illeszked�
>Ha egy s£sra sak v�ges sok �l illeszkedik, akkor a s£s foksz m n a r  illeszked�



• 99/−2 . . .− 1 :
<vez�s�t�l eltekintve azonosak, azaz izomorfak.) A 8.3.  br n szaggatott vonal mutatja akomplementer gr fot, (v1, v2, v4, e1, e4, e6) tel¡tett, (v1, v2, v4, e1, e6) nem tel¡tett r�szgr f.
>vez�s�t�l eltekintve azonosak, azaz izomorfak.) A 7.3.  br n szaggatott vonal mutatjaa komplementer gr fot, (

{e1, e4, e6}, {v1, v2, v4}) tel¡tett, (

{e1, e6}, {v1, v2, v4}) nem te-l¡tett r�szgr f.
• 100/−7 . . .− 6 :

<h romsz�gnek, n�gysz�gnek, . . . nevezz�k. A 8.4.  br n v1, . . . , v9 s�ta, de nem £t �snem vonal, v1, . . . , v8 vonal, de nem £t, v1, . . . , v3 £t is vonal is, v3, . . . , v7, e7, v3 k�r.
>h romsz�gnek, n�gysz�gnek, . . . nevezz�k. A 7.4.  br n

v1, e1, v2, e2, v3, e8, v8, e9, v9, e9, v8s�ta, de nem £t �s nem vonal;
v1, e1, v2, e2, v3, e3, v4, e4, v5, e5, v6, e6, v7, e7, v3, e8, v8vonal, de nem £t;

v1, e1, v2, e2, v3£t is, vonal is;
v3, e3, v4, e4, v5, e5, v6, e6, v7, e7, v3k�r.

• 102/−2 . . .− 1 :
<gr fnak l�tezhet fesz¡t�f ja.) Az 8.5.  br n k�t izomorf, de nem identikus gr f l that¢,

v1, e1, v2, e2, v3, e3 fesz¡t�fa a bal oldali gr fban.
>gr fnak l�tezhet fesz¡t�f ja.) A 7.5.  br n k�t izomorf, de nem identikus gr f l that¢, az

e4 t�rl�s�vel kapott r�szgr f fesz¡t�fa a bal oldali gr fban.
• 104/11 :

<elv g¢ halmaz, akkor v g snak nevezz�k. Az 8.1.  br n p�ld ul e4, e1, e2 v g s.
>elv g¢ halmaz, akkor v g snak nevezz�k. A 7.1.  br n p�ld ul {e4} illetve {e1, e2} v g s.



• 106/6 . . .7 :
<mer�nk l�nyegesen jobb algoritmust Hamilton-k�r keres�s�re. A 7.8  br n l thatunk egyHamilton-vonalat, amelyben nem Euler-vonal.
>mer�nk l�nyegesen jobb algoritmust Hamilton-k�r keres�s�re. A 7.8.  br n egy olyangr fot l thatunk, amelyben van Euler-vonal, de nins Hamilton-k�r.

• 106/8 . . .13 :
<7.1.24. S£lyozott gr fok. Gyakorlati alkalmaz sokban gyakran adott egy G =(ϕ,E, V ) gr f �s egy w : E → R f�ggv�ny; a w-t s£lyoz snak, a (ϕ,E, V, w) n�gyest pedigs£lyozott gr f nak nevezz�k. (Vannak alkalmaz sok amelyekben m sk�nt adunk tov bbiinform i¢kat a gr fhoz, p�ld ul az adott s£sra illeszked� �leket rendezz�k vagy meg-sz mozzuk, a s£sokat s£lyozzuk, a s£sokhoz sz¡neket rendel�nk, stb.) Egy s£lyozottgr fban egy E′ ⊂ E v�ges r�szhalmaz s£lya ∑

e∈E′ w(e). Nagyon sok gr falgoritmus
>7.1.24. C¡mk�zett �s s£lyozott gr fok. Gyakorlati alkalmaz sokban gyakrantov bbi adatokat rendel�nk a gr f �leihez, illetve s£saihoz. Ha adott egy G = (ϕ,E, V )gr f, a Ce �s Cv halmazok, az �l¡mk�k illetve s£s¡mk�k halmaza, valamint a ce :

E → Ce �s cv : V → Cv lek�pez�sek, az �l¡mk�z�s illetve s£s¡mk�z�s, akkor a(ϕ,E, V, ce, Ce, cv, Cv) hetest ¡mk�zett gr f nak nevezz�k. Ha sak �l¡mk�k �s �l¡mk�-z�s adott, akkor �l¡mk�zett gr f r¢l, ha pedig sak s£s¡mk�k �s s£s¡mk�z�s adott,akkor s£s¡mk�zett gr f r¢l besz�l�nk. Gyakran sz¡nezett gr f r¢l besz�l�nk ¡mk�zettgr f helyett. A ¡mk�ket felhaszn lhatjuk p�ld ul arra, hogy az adott s£sra illeszked��leket megsz mozzuk, rendezz�k, stb. Igen gyakori, hogy Ce = R illetve Cv = R, ekkor�ls£lyoz sr¢l �s �ls£lyozott gr f r¢l illetve s£ss£lyoz sr¢l �s s£ss£lyozott gr f r¢l be-sz�l�nk, �s a jel�l�sb�l Ce-t illetve Cv-t elhagyjuk. Egy (ϕ,E, V, w) �ls£lyozott gr fbanegy E′ ⊂ E v�ges r�szhalmaz s£lya ∑

e∈E′ w(e). Hasonl¢an egy (ϕ,E, V, w) s£ss£lyo-zott gr fban egy V ′ ⊂ V v�ges r�szhalmaz s£lya ∑

v∈V ′ w(v). Nagyon sok gr falgoritmus
• 107/6 :

<A 7.9.  bra mutatja, hogy nem tudunk mindig minim lis s£ly£ �let v lasztani, k�-
>A 7.9.  bra mutatja, hogy nem tudunk mindig minim lis s£ly£ �lt v lasztani, k�-

• 107/−6 . . .− 3 :
<7.1.27. Megjegyz�s. A gr felm�let t�bb mint 100 �vig megoldatlan probl�m javolt a n�gysz¡nsejt�s, mely szerint b rmely s¡kba rajzolhat¢ egyszer� gr f s£saihozhozz rendelhet�nk n�gy sz¡nt £gy, hogy a szomsz�dos s£sokhoz rendelt sz¡nek k�l�n-b�z�ek. 1976-ban Appel �s Haken amerikai matematikusok bizony¡tott k be a sejt�st.
>



7.1.27. Megjegyz�s. A gr felm�let t�bb mint 100 �vig megoldatlan probl�m javolt a n�gysz¡nsejt�s, mely szerint b rmely t�rk�p kisz¡nezhet� n�gy sz¡nnel £gy, hogy aszomsz�dos orsz gok k�l�nb�z� sz¡n�ek. Ez egy gr fsz¡nez�si probl�ma: k�ss�k �ssze aszomsz�dos orsz gok f�v rosait �llel. 1976-ban Appel �s Haken amerikai matematikusokbizony¡tott k be a sejt�st.
• 108/−13 :

<hiszen minden £jabb �l mindk�t �sszeget eggyel n�veli.
>hiszen minden £jabb �l mindh rom �sszeget eggyel n�veli.

• 108/−10 :
<dikkal. Ekkor (ψ,E, V ) ir ny¡tott gr f. �gy rel i¢k ir ny¡tott gr fokkal szeml�ltethet�k.
>dikkal. Ekkor (ψ,E, V ) ir ny¡tott gr f. �gy rel i¢k ir ny¡tott gr fokkal szeml�ltethet�k.Ezt m r haszn ltuk is a rel i¢kn l.

• 109/−9 . . .− 5 :
<s£sb¢l ir ny¡tott £t.)
>s£sb¢l ir ny¡tott £t.) Ir ny¡tott f ban a gy�k�rt�l nyilv n sak egy £t vezet min-den s£shoz. Ebb�l k�vetkezik, hogy minden, a gy�k�rt�l k�l�nb�z� s£s befoka egy.Azok a s£sok, amelyekhez n hossz£ £t vezet a gy�k�rt�l, alkotj k az n-edik szintet. As£sok szintjeinek maximum t (amely v�ges ir ny¡tott fa eset�n nyilv n l�tezik) a fa ma-gass g nak nevezz�k. Ha van olyan �l, amelynek v a kezd�pontja, v′ pedig a v�gpontja,akkor az mondjuk, hogy v′ a v gyermeke, illetve hogy v a v′ sz�l�je. Ha k�t s£snakugyanaz a sz�l�je, akkor testv�reknek nevezz�k �ket. B rmely v s£sra tekinthetj�kazon s£sok halmaz t, amelyekhez vezet ir ny¡tott £t v-b�l. Ezek a s£sok megha-t roznak egy fesz¡tett ir ny¡tott r�szgr fot, amely nyilv n ir ny¡tott fa, �s v a gy�kere;ezt a v-ben gy�kerez� ir ny¡tott r�szf nak nevezz�k. Ir ny¡tott f nak azokat a s£sait,amelyek kifoka nulla, lev�lnek nevezz�k.

• 109/−4 :
<

◦ 7.2.8. Gr fok rajzolhat¢s ga. Legyen X ⊂ Rn. Egy X-beli egyszer� g�rbe egy,
>

◦* 7.2.8. Gr fok rajzolhat¢s ga. Legyen X ⊂ Rn. Egy X-beli egyszer� g�rbe egy,
• 110/18 :

<
◦ 7.2.9. Ǒll¡t s. Tetsz�leges v�ges egyszer� gr f R3-ba rajzolhat¢.



>
◦* 7.2.9. Ǒll¡t s. Tetsz�leges v�ges egyszer� gr f R3-ba rajzolhat¢.
• 110/−14 :

<
◦ 7.2.10. Seg�dt�tel. Legyen X ⊂ R3 egy g�mbfel�let �s (f, g) a G = (ψ,E, V )
>

◦* 7.2.10. Seg�dt�tel. Legyen X ⊂ R3 egy g�mbfel�let �s (f, g) a G = (ψ,E, V )
• 111/6 :

<
◦ 7.2.11. T�tel. Egy G = (ψ,E, V ) egyszer� v�ges gr f pontosan akkor rajzolhat¢
>

◦* 7.2.11. T�tel. Egy G = (ψ,E, V ) egyszer� v�ges gr f pontosan akkor rajzolhat¢
• 111/14 :

<
◦ 7.2.12. Tartom nyok. Az Rn egy X ny¡lt r�szhalmaz t tartom nynak nevezz�k,
>

◦* 7.2.12. Tartom nyok. Az Rn egy X ny¡lt r�szhalmaz t tartom nynak nevezz�k,
• 111/17 . . .19 :

<
◦ 7.2.13. Euler t�tele. Legyen (f, g) a G = (ψ,E, V ) egyszer� v�ges �sszef�gg� gr fegy s¡kba rajzol sa. Ekkor a G′ = ∪e∈E rng(ge) halmaz komplementere 2 + ♮(E)− ♮(V )p ronk�nt diszjunkt tartom ny egyes¡t�se.
>

◦* 7.2.13. Euler t�tele. Legyen (f, g) a G = (ψ,E, V ) egyszer� v�ges �sszef�gg� gr fegy s¡kba rajzol sa. Ekkor a G′ = ∪e∈E rng(ge) halmaz komplementere 2 + ♮(E)− ♮(V )p ronk�nt diszjunkt tartom ny egyes¡t�se.
• 111/−17 :

<
◦ 7.2.14. Megjegyz�s. Az el�z� �bizony¡t s" kihagyott r�szeinek pontos igazol sa
>

◦* 7.2.14. Megjegyz�s. Az el�z� �bizony¡t s" kihagyott r�szeinek pontos igazol sa
• 111/−7 :

<7.2.15. Gr fok topologikus ekvivaleni ja. A G �s G′ v�ges gr fokat topologi-
>* 7.2.15. Gr fok topologikus ekvivaleni ja. A G �s G′ v�ges gr fokat topologi-



• 111/−3 :
<7.2.16. Kuratowski t�tele. Egy egyszer� v�ges gr f akkor �s sak akkor s¡kba
>* 7.2.16. Kuratowski t�tele. Egy egyszer� v�ges gr f akkor �s sak akkor s¡kba

• 112/1 . . .3 :
<A bizony¡t s neh�z, itt nem t rgyaljuk. �A 7.11.  br n l that¢ Petersen gr f nem s¡kba rajzolhat¢, mivel tartalmaz aK3,3-maltopologikusan izomorf r�szgr fot.
>A bizony¡t s neh�z, itt nem t rgyaljuk. �A 7.11.  br n l that¢ Petersen-gr f nem s¡kba rajzolhat¢, mivel tartalmaz a K3,3-mal topologikusan izomorf r�szgr fot. (T�r�lj�nk egy s£sot.)

• 112/−3 . . .− 2 :
<Megjegyez�k, hogy b r t�bb m s m¢don is rendelhet�nk gr fokhoz m trixokat �s am trixok felhaszn lhat¢k gr f sz m¡t¢g�pes  br zol s ra, b r erre a �lra m s adatszer-
>Megjegyezz�k, hogy b r t�bb m s m¢don is rendelhet�nk gr fokhoz m trixokat �sa m trixok felhaszn lhat¢k gr f sz m¡t¢g�pes  br zol s ra, erre a �lra m s adatszer-

• 113/4 . . .7 :
<maz ra, amelyeken a szorz s �s az �sszead s tulajdons gait vizsg ltuk. A sz mhamazok-n l meg�gyelt fogalmak jelent�s r�sze �rtelmezhet� olyan halmazokon is, amelyek elemeinem sz mok. Ennek a fejezetnek a f� feladata az, hogy az eddigiekben m r �rtelmezett, am�veletekkel kapsolatos fogalmakat a halmazok min�l  ltal nosabb k�r�re kiterjessz�k,
>maz ra, amelyeken a szorz s �s az �sszead s tulajdons gait vizsg ltuk. A sz mokn lmegismert fogalmak jelent�s r�sze �rtelmezhet� olyan halmazokon is, amelyek elemeinem sz mok. Ennek a fejezetnek a f� feladata az, hogy az eddigiekben m r �rtelmezett,a m�veletekkel kapsolatos fogalmakat min�l  ltal nosabb k�rre terjessz�k ki,

• 113/−10 . . .− 7 :
<a f�ggv�nyterek. Csoportok le¡r s n l addit¡v vagy multiplikat¡v ¡r sm¢dot haszn lunk,de �gyelmeztet�nk, hogy ez nem felt�tlen�l jelenti, hogy a m�velet az �sszead s vagy aszorz s.8.1.2. Homomor�zmusok. K�t soport vizsg lat n l fontos szerepet j tszanak a
>a f�ggv�nyterek.



8.1.2. Homomor�zmusok. Csoportok vizsg lat n l fontos szerepet j tszanak a
• 115/−14 :

<8.1.6. T�tel. Ha G egy f�lsoport, akkor az al bbi felt�telek ekvivalensek:
>* 8.1.6. T�tel. Ha G egy f�lsoport, akkor az al bbi felt�telek ekvivalensek:

• 116/7 :
<megoldhat¢, megold s t jel�lje e. Megmutatjuk, hogy e jobb oldali egys�gelem. Legyen
>megoldhat¢, megold s t jel�lje e. Legyen

• 116/17 . . .23 :
<Bizony¡t s. A (3)-beli egy�rtelm�s�gb�l k�vetkezik. �8.1.8. Megjegyz�s. Az {α, β, γ} halmazon a

· α β γ

α β α γ
β α γ β
γ γ β αt bl zattal megadott m�velet invert lhat¢, m�gsem kapunk soportot, mert a m�velet

>Bizony¡t s. A (3)-beli egy�rtelm�s�gb�l k�vetkezik (vagy c inverz�vel szorozva). �* 8.1.8. Megjegyz�s. Az {α, β, γ} halmazon a
· α β γ

α β α γ
β α γ β
γ γ β αt bl zattal megadott m�veletn�l az ax = b �s ya = b egyenletek egy�rtelm�en megold-hat¢k, m�gsem kapunk soportot, mert a m�velet

• 117/11 :
<a sz mol shoz pedig el�g tudni, hogy εn = τ2 = e, �s ετ = τε−1. A di�dersoport n�v
>a sz mol shoz pedig el�g tudni, hogy εn = τ2 = e �s ετ = τε−1. A di�dersoport n�v



• 119/−11 . . .− 9 :
<

H , ahonnan d de�n¡i¢ja miatt r = 0, �s ¡gy gm = (gd)q. �Eddigi tanulm nyaink sor n is tal lkoztunk m r olyan feladattal, hogy egy halmazelemeit egy m�veleti tulajdons g szerint oszt lyokba soroltuk, �s a tov bbiakban ezeket
>

H , ahonnan d de�n¡i¢ja miatt r = 0, �s ¡gy gm = (gd)q. �8.1.23. T�tel. LegyenG egy n rend� v�ges iklikus soport, g pedig egy gener tore-leme G-nek. Ha a ∈ Z �s d = lnko(a, n), akkor ga a H = {gd, g2d, . . . , gmd = e} iklikusr�szsoportot gener lja, ahol n = md. A G minden r�szsoportja el� ll ¡gy valamely
d|n-re. A G-nek ϕ(n) gener tora van.Bizony¡t s. Az el�z� t�tel bizony¡t sa szerint minden H r�szsoport gd hatv nya-ib¢l  ll, ahol d a legkisebb pozit¡v kitev�, amelyre gd ∈ H . Mivel ga a gd hatv nya, ¡gyaz  ltala gener lt r�szsoport r�sze H-nak. Mivel alkalmas x, y ∈ Z-re d = ax+ ny, aztkapjuk, hogy gd = gax+ny = gaxgny = gaxey = gax, ¡gy ga gener lja H-t. Az utols¢ ll¡t s abb¢l k�vetkezik, hogy ϕ(n) darab olyan 0 ≤ a < n term�szetes sz m van, amelyre
a �s n relat¡v pr¡mek. �Eddigi tanulm nyaink sor n is el�fordult m r, hogy egy halmaz elemeit oszt lyokbasoroltuk, �s a tov bbiakban ezeket
• 119/−3 . . .− 2 :

<portja. Vezess�k be az a ∼ b, ha ab−1 ∈ H rel i¢t. Ez nyilv n ekvivaleniarel i¢. Vizsg ljuk
>portja. Vezess�k be az a ∼ b, ha ab−1 ∈ H rel i¢t. Ez nyilv n ekvivaleniarel i¢.Vizsg ljuk

• 120/−2 :
<8.1.27. T�tel. Egy nem egyelem� soport pontosan akkor pr¡msz mrend�, ha
>* 8.1.27. T�tel. Egy nem egyelem� soport pontosan akkor pr¡msz mrend�, ha

• 121/−8 :
<8.1.32. Bels� automor�zmusok. Ha G soport �s a ∈ G r�gz¡tett, akkor a
>* 8.1.32. Bels� automor�zmusok. Ha G soport �s a ∈ G r�gz¡tett, akkor a



• 122/−11 . . .− 10 :
<arra, hogy ezekben vizsg ljuk az eredeti strukt£ra bizonyos tulajdons gait. P�ld ul asz m¡t¢g�ppel v�grehajtott algoritmusok felgyors¡t sa is ezen a m¢dszeren alapul.
>arra, hogy ezekben vizsg ljuk az eredeti strukt£ra bizonyos tulajdons gait. Bizonyosalgoritmusok felgyors¡t sa is ezen a m¢dszeren alapul.

• 123/−8 . . .− 7 :
<a p ros vagy p ratlan sz¢t adja, ¡gy kerϕ = 2Z. ν a kanonikus lek�pez�s G �s G/ kerϕk�z�tt.
>a p ros vagy p ratlan sz¢t adja, ¡gy kerϕ = 2Z. A kanonikus lek�pez�s G �s G/ kerϕk�z�tt ν.

• 124/10 :
<8.1.40. V�ges Abel-soportok alapt�tele. Egy v�ges Abel-soport pr¡mhat-
>* 8.1.40. V�ges Abel-soportok alapt�tele. Egy v�ges Abel-soport pr¡mhat-

• 126/−14 :
<

( 1 2 3 42 3 4 1) = (1, 2, 4, 3) = (1, 3)(1, 2)(3, 4)
>

( 1 2 3 42 3 4 1) = (1, 2, 3, 4) = (1, 3)(1, 2)(3, 4)
• 126/−10 :

<8.1.46. De�n¡i¢. Egy G soport egy norm ll n n r�szsoportoknak egy olyan
>* 8.1.46. De�n¡i¢. Egy G soport egy norm ll n n r�szsoportoknak egy olyan

• 127/7 :
<permut i¢k egy r�szsoportot alkotnak, amelyet An-nel jel�l�nkm, �s n-edfok£ altern l¢
>permut i¢k egy r�szsoportot alkotnak, amelyet An-nel jel�l�nk, �s n-edfok£ altern l¢



• 127/12 . . .13 :
<nem felodhat¢, ha n ≥ 5.8.1.47. P�lda. Megmutathat¢, hogy S4-ben
>nem feloldhat¢, ha n ≥ 5.* 8.1.47. P�lda. Megmutathat¢, hogy S4-ben

• 127/18 :
<mint tudjuk, egy alaphalmazb¢l �s rajta �rtelmezett k�t bin�r m�veleteb�l  llnak. A
>mint tudjuk, egy alaphalmazb¢l �s rajta �rtelmezett k�t bin�r m�veletb�l  llnak. A

• 127/−15 :
<gy�r�kre az eg�sz sz mok gy�r�je �s Zm, ferdetestre a kvarterni¢k, testre pedig a raio-
>gy�r�kre az eg�sz sz mok gy�r�je �s Zm, ferdetestre a kvaterni¢k, testre pedig a raio-

• 127/−12 . . .− 11 :
<8.2.2. Megjegyz�s. Egy egys�gelemes integrit si tartom ny nyilv n pontosanakkor test, ha minden nem nulla eleme egys�g. Egy v�ges integrit si tartom ny test, mertegy r�gz¡tett nem nulla elemmel szorozva a nem nulla elemeket, mindegyiket megkapjuk,¡gy a nem nulla elemek k�r�ben az ax = b egyenlet megoldhat¢.
>* 8.2.2. Megjegyz�s. Egy v�ges integrit si tartom ny test, mert egy r�gz¡tett nemnulla elemmel szorozva a nem nulla elemeket jobbr¢l vagy balr¢l, mindegyiket megkapjuk,¡gy a nem nulla elemek k�r�ben az ax = b �s ya = b egyenletek megoldhat¢k

• 128/1 . . .5 :
<8.2.4. Gy�r� karakterisztik ja. �gy a gy�r�kn�l, mint a testekn�l is fontosjellemz� az elemek addit¡v rendje, amely bizonyos felt�telek teljes�l�se eset�n mindennem nulla elemn�l megegyezik.8.2.5. T�tel. Egy nulloszt¢mentes R gy�r�ben a nemnulla elemek addit¡v rendjemegegyezik, ami vagy v�gtelen, vagy pr¡msz m.
>�gy a gy�r�kn�l, mint a testekn�l is fontos jellemz� az elemek addit¡v rendje, amelybizonyos felt�telek teljes�l�se eset�n minden nem nulla elemn�l megegyezik.8.2.4. T�tel. Egy nulloszt¢mentes R gy�r�ben a nem nulla elemek addit¡v rendjemegegyezik, �s vagy v�gtelen, vagy pr¡msz m.



• 129/1 . . .3 :
<Ha ez a k�z�s n �rt�k v�ges, akkor azt mondjuk, hogy a gy�r� karakterisztik ja n,ha pedig v�gtelen, akkor azt mondjuk, hogy a gy�r� karakterisztik ja nulla. Jel�l�se:har(R).
>8.2.5. Gy�r� karakterisztik ja. Az el�z� t�tel szerint nulloszt¢mentes gy�r�bena nem nulla elemek addit¡v rendje megegyezik. Ha ez a k�z�s �rt�k v�gtelen, akkor aztmondjuk, hogy a gy�r� karakterisztik ja nulla, ha pedig egy v�ges n �rt�k, akkor aztmondjuk, hogy a gy�r� karakterisztik ja n. Jel�l�se: har(R).

• 129/−9 :
<gy�r� /nek nevez�nk. Boole-gy�r�ben minden a elemre 2a = 0, hiszen a+a = (a+a)2 =
>gy�r�nek nevez�nk. Boole-gy�r�ben minden a elemre 2a = 0, hiszen a+ a = (a+ a)2 =

• 130/−18 :
<8.2.12. P�lda. (1) Az eg�sz sz mok gy�r�j�ben egy m eg�sz sz m t�bbsz�r�sei
>8.2.12. P�ld k. (1) Az eg�sz sz mok gy�r�j�ben egy m eg�sz sz m t�bbsz�r�sei

• 131/−13 :
<8.2.18. P�lda. Ha R = Z �s I = mZ akkor R/I = Zm.
>8.2.18. P�lda. Ha R = Z �s I = mZ, akkor R/I = Zm.

• 131/−9 . . .− 6 :
<(I + a)(I + b) = (8Z + 4)(8Z + 4) = 64Z2 + 32Z + 32Z + 16 = 64Z+ 32Z + 16 ⊂ 16Z 6= Iami supa 16-tal oszthat¢ sz mot tartalmaz, viszont 8Z+16 supa 8-al oszthat¢t, teh tkapjuk, hogy (8Z + 4)(8Z + 4) ⊂ 16Z 6= 8Z + 16.
>(I + a)(I + b) = (8Z + 4)(8Z + 4) = 64Z2 + 32Z + 32Z+ 16 = 64Z + 32Z + 16 ⊂ 16Z



ami supa 16-tal oszthat¢ sz mot tartalmaz, viszont 8Z + 16 nem, teh t kapjuk, hogy(8Z + 4)(8Z + 4) ⊂ 16Z ( 8Z + 16.
• 135/4 :

<spei lisan a = r0 �s b = r1 t�bbsz�r�sei d-nek.
>spei lisan a = r0 �s b = r1 t�bbsz�r�sei d-nek. �

• 136/4 :
<gener tor ra b|a, de b nem egys�g �s nem is asszoi ltja a-nak, ami lehetetlen.
>gener tor ra b|a, de b nem egys�g �s nem is asszoi ltja a-nak, ami lehetetlen. �

• 136/−13 :
<8.2.42. T�tel. Egy kommutat¡v egys�gelemes egyszer� gy�r� akkor �s sak akkor
>* 8.2.42. T�tel. Egy kommutat¡v egys�gelemes egyszer� gy�r� akkor �s sak akkor

• 136/−7 :
<8.2.43. H nyadostest. Legyen R integrit si tartom ny. Az R×R \ {0} halmazon
>8.2.43. H nyadostest. LegyenR integrit si tartom ny. Az R×(

R\{0}) halmazon
• 137/1 . . .7 :

<8.2.44. Algebrai strukt£r k. Tulajdonk�ppen nem sak egy vagy k�t m�ve-letet de�ni lhatunk egy halmazon, hanem tetsz�legesen sokat, vagy ak r 0-t is. �gybevezethet�nk egy £j fogalmat. Az algebrai strukt£r kat (H ; 
) p rral jel�lj�k, ahol Htetsz�leges halmaz (alaphalmaz), �s 
 H-n �rtelmezett m�veletek halmaza. Amennyibennem okoz f�lre�rt�st, (H ; 
)-t jel�lhetj�k egyszer�en H-val. Ha 
 az n0 nullav ltoz¢s,
n1 egyv ltoz¢s �s rendre ni i-v ltoz¢s m�veletekb�l  ll, akkor azt mondjuk, hogy az(n0, n1, . . . , ni, . . . ) sorozat a H strukt£ra t¡pusa.

>* 8.2.44. Algebrai strukt£r k. Tulajdonk�ppen nem sak egy vagy k�t m�veletetde�ni lhatunk egy halmazon, hanem tetsz�legesen sokat is. �gy bevezethet�nk egy £jfogalmat. Az algebrai strukt£r kat (H ; 
) p rral jel�lj�k, ahol H tetsz�leges halmaz(alaphalmaz), �s 
 legyen H-n �rtelmezett (nem felt�tlen�l ugyanannyi v ltoz¢s) m�ve-letek halmaza. Amennyiben nem okoz f�lre�rt�st, (H ; 
)-t jel�lhetj�k egyszer�en H-val.Sz mos t�tel ilyen  ltal noss gban is bebizony¡that¢.



• 138/12 . . .15 :
<szok s ¡rni. Spei lisan x = (0, e, 0, 0, . . . ), �s induki¢val kapjuk, hogy ha n ∈ N, akkor

xn olyan sorozat, amelyben az n index� tag az e egys�gelem, az �sszes t�bbi tag pedignulla. Ha egy polinom f�egy�tthat¢ja R egys�geleme, akkor f�polinomnak (vagy norm ltpolinomnak) nevezz�k.
>szok s ¡rni. Ha egy polinom f�egy�tthat¢ja R egys�geleme, akkor f�polinomnak (vagynorm lt polinomnak) nevezz�k.

• 139/17 . . .22 :
<8.3.5. K�vetkezm�ny. Ha R test, akkor a 0 6= f 7→ deg f lek�pez�ssel R[x℄euklideszi gy�r�.Bizony¡t s. Testben minden nem nulla elem egys�g, ¡gy minden nem nulla g-re alkalmazhat¢ az el�z� t�tel, tov bb  ha f, g nem nulla polinomok, akkor deg fg =deg f + deg g ≥ max{deg f, deg g}. �8.3.6. K�vetkezm�ny: gy�kt�nyez� lev laszt sa. Ha f 6= 0 �s c az f gy�ke,
>8.3.5. K�vetkezm�ny: gy�kt�nyez� lev laszt sa. Ha f 6= 0 �s c az f gy�ke,

• 139/−1 :
<Bizony¡t s. Egy�bk�nt a k�l�nbs�gpolinomnak v�gtelen sok gy�ke lenne. �

>Bizony¡t s. Egy�bk�nt a k�l�nbs�gpolinomnak v�gtelen sok gy�ke lenne. �8.3.9. K�vetkezm�ny. Ha R test, akkor a 0 6= f 7→ deg f lek�pez�ssel R[x℄euklideszi gy�r�.Bizony¡t s. Testben minden nem nulla elem egys�g, ¡gy minden nem nulla g-re alkalmazhat¢ az el�z� t�tel, tov bb  ha f, g nem nulla polinomok, akkor deg fg =deg f + deg g ≥ max{deg f, deg g}. �

• 140/8 . . .23 :
<8.3.11. Megjegyz�s: Horner-elrendez�s. Az

f(x) = anx
n + an−1xn−1 + an−2xn−2 . . . a1x+ a0polinom

f(x) = ((. . . ((anx+ an−1)x+ an−2)x+ · · ·+ a1)x+ a0alak£ fel¡r sa adja az �tletet, hogy f egy helyettes¡t�si �rt�k�t kisz moljuk sup n n− 1szorz ssal �s ugyanannyi �sszead ssal. A marad�kos oszt s t�tel�t alkalmazva az f �s a



g = x − c polinomra azt kapjuk, hogy f = (x − c)q + r, ahol r konstans, �rt�ke f(c),teh t
f = (x− c)q + f(c).

c a n a n f ( c )a 0b 0a n � 1 b n � 2a n � 2
8.5.  braA t bl zat (8.5.  bra) els� sora f egy�tthat¢it, m¡g a m sodik sor q egy�tthat¢it tar-talmazza. A m sodik sor els� eleme kimarad, a m sodik elem f f�egy�tthat¢ja. Egy�b-k�nt egy kisz molt elemb�l a k�vetkez�t £gy kapjuk, hogy c-vel szorozzuk, �s hozz adjuka felette l�v� sz mot.

>8.3.11. Megjegyz�s: Horner-elrendez�s. A marad�kos oszt s t�tel�t alkal-mazva az f �s a g = x− c polinomra azt kapjuk, hogy f = (x− c)q+ r, ahol r konstans,�rt�ke f(c). �gy n− 1 szorz ssal �s ugyanannyi �sszead ssal megkaphatjuk f(c)-t.
• 142/13 :

<* P�ld k. (1) Tekints�k az R[x℄ polinomgy�r�ben az (x2 + 1) f�ide lt. Minden
>* 8.3.19. P�ld k. (1) Tekints�k az R[x℄ polinomgy�r�ben az (x2 + 1) f�ide lt.Minden

• 142/−4 :
<

Zn
p -ben minden elem addit¡v rendje legfeljebb p).

>
Zn

p -ben minden elem addit¡v rendje legfeljebb p).8.3.21. T�tel. V�ges test nem nulla elemeinek multiplikat¡v soportja iklikus.* Bizony¡t s. Egy n rend� G iklikus soportban minden d|n eset�n pontosan egy
d rend� r�szsoport van. Ez iklikus �s ϕ(d) gener tora van. Mivel G minden elemegener l egy r�szsoportot, ∑

d|n ϕ(d) = n.Legyen most a nem nulla elemek multiplikat¡v soportja G �s legyen a G rendje n.Ha d|n �s van olyan g ∈ G, amelynek rendje d, akkor ez egy H = {1, g, g2, . . . , gd−1} ik-likus r�szsoportot gener l. Mivel testben az xd = 1 egyenletnek legfeljebb d megold sa



van, azok mind a H r�szsoportban vannak. Spei lisan, minden d rend� eleme G-nekgener tora H-nak, �s ϕ(d) ilyen van. �gy d rend� eleme G-nek 0 vagy ϕ(d) darab van.Ha valamely d|n-re nulla lenne, az ellentmondana annak, hogy ∑

d|n ϕ(d) = n. �gy van
n rend� elem is, teh t G iklikus. �

• 143/13 :
<is gy�k. A gc = (x− c)(x− c) = x2 − 2ℜcx+ |c|2 val¢s egy�tthat¢s polinommal R felett
>is gy�k. A gc = (x− c)(x− c) = x2−2ℜ(c)x+ |c|2 val¢s egy�tthat¢s polinommal R felett

• 143/−3 :
<8.3.22. Primit¡v polinomok. Legyen R egy Gauss-gy�r�. Ekkor R[x℄ egy po-
>* 8.3.22. Primit¡v polinomok. Legyen R egy Gauss-gy�r�. Ekkor R[x℄ egy po-

• 147/−18 :
<elemet R-ben, b rmely dj |f(cj), j = 0, 1, . . . , n �rt�khez Lagrange-interpol i¢val meg-
>elemet R-ben, b rmely dj |f(cj), j = 0, 1, . . . , n �rt�kekhez Lagrange-interpol i¢valmeg-

• 150/1 . . .151/14 :
<8.3.36. T�bbhat rozatlan£ polinomok. Legyen R gy�r�, n ∈ N. Az R feletti

n-hat rozatlan£ polinomok gy�r�j�t n szerinti induki¢val de�ni ljuk: ha n = 0, legyen
R[x1, x2, . . . , xn℄ = R, az egyhat rozatlan£ polinomok gy�r�j�t m r de�ni ltuk, ha pedig
n > 1, akkor legyen R[x1, x2, . . . , xn℄ = R[x1, x2, . . . , xn−1℄[xn℄. Nyilv n x1, x2, . . . , xnhelyett b rmilyen m s bet�k is szerepelhetnek. N�ha egy f ∈ R[x1, x2, . . . , xn℄ polinomraink bb az f(x1, x2, . . . , xn) jel�l�st fogjuk haszn lni.K�nnyen l that¢, hogy az n-hat rozatlan£ polinomok

∑

i1,i2,... ,in

fi1,i2,... ,in
xi11 xi22 · · ·xin

nalak£ v�ges �sszegek, ahol x1, x2, . . . , xn a �hat rozatlanok" �s fi1,i2,... ,in
∈ R, az �ssze-ad s �s szorz s pedig tagonk�nt t�rt�nik. A fel¡r s t�m�rebb� tehet� az al bbi m¢don:Az Nn elemeit multiindexeknek fogjuk nevezni. Multiindexek �sszeg�t koordin t nk�ntde�ni ljuk. Ha i = (i1, i2, . . . , in), akkor legyen xi = xi11 xi22 · · ·xin

n . Ezzel a jel�l�ssel az
f polinom ∑

i fix
i v�ges �sszegk�nt ¡rhat¢. (Tulajdonk�ppen f egy olyan Nn-et R-bek�pez� f�ggv�nnyel azonos¡that¢, amely v�ges sok helyen vesz fel nem nulla �rt�ket.)Az a ∈ R elemhez hozz rendelve azt az f polinomot, amelyre f0,0,... ,0 = a �s

fi1,i2,... ,in
= 0 egy�bk�nt, az R egy olyan lek�pez�s�t kapjuk a polinomok gy�r�j�be,



amely nyilv n monomor�zmus, �rt�kk�szlet�nek elemei a konstans polinomok, ezeket Relemeivel azonos¡thatjuk.Az n-hat rozatlan£ polinomok jel�l�s�re a hagyom nyos
f = ∑

i1+···+in≤m

fix
i = ∑

i1+i2+···+in≤m

fi1,i2,... ,in
xi11 xi22 · · ·xin

nfel¡r st fogjuk haszn lni. Gyakran az x0j alak£ t�nyez�ket nem ¡rjuk ki, x1j helyett pedig
xj -t ¡runk. Az fi-k az egy�tthat¢k, i = (i1, i2, . . . , in) az fix

i tag multifoka, i1+ · · ·+ inpedig a foka. Az (egyetlen) nulladfok£ tag egy�tthat¢ja a polinom konstans tagja. Mivelaz f = ∑

i1+···+in≤m fix
i fel¡r sb¢l a nulla egy�tthat¢j£ tagokat szok s elhagyni illetvea fel¡r shoz tov bbi nulla egy�tthat¢j£ tagok adhat¢k hozz , a fel¡r s nem egy�rtelm�.Egy�rtelm�v� v lik azonban, ha kik�tj�k, hogy m minim lis legyen, �s minden m-n�lnem magasabb fok£ tag szerepeljen. Ez a minim lis m a polinom foka, jel�l�se deg f .(Egy m sik lehet�s�g a fel¡r s egy�rtelm�v� t�tel�re, hogy minden nulla egy�tthat¢j£tagot elhagyunk.)A nulla polinom egy�rtelm� fel¡r sa az �res �sszeg, �s fok t −1-nek de�ni ljuk.(Vannak, akik a nulla polinom fok t a −∞ szimb¢lumnak de�ni lj k vagy nem de�ni- lj k.) A konstans polinomok a legfeljebb nulladfok£ polinomok. A legfeljebb els�fok£polinomok a line ris polinomok. Azokat a polinomokat, amelyek fix

i alakba ¡rhat¢k,monomoknak nevezz�k. Ha egy polinom minden (nem nulla) tagj nak ugyanaz a k afoka, akkor k-adfok£ homog�n polinomnak nevezz�k.Ha f = ∑

i fix
i �s g = ∑

i gix
i polinomok, akkor �sszeg�k a ∑

i(fi + gi)xi polinom,szorzatuk pedig az a h = fg polinom, amelyre hk = ∑

i,j∈Nn,i+j=k figj , ha k ∈ Nn, vagya szok sosabb m¢don, ki¡rva a multiindexek koordin t it
hk1,k2,... ,kn

= ∑

i1+j1=k1,... ,in+jn=kn

fi1,i2,... ,in
gj1,j2,... ,jn(Vegy�k �szre, hogy ha f legfeljebb m-edfok£, g legfeljebb l-edfok£, akkor h legfeljebb

m+ l-edfok£.)Ha R egys�gelemes az e egys�gelemmel, akkor R[x1, . . . , xn℄ is egys�gelemes, benneaz f0,0,... ,0 = e �s egy�bk�nt fi1,i2,... ,in
= 0 �sszef�gg�ssel de�ni lt polinom egys�gelem.Az fix

i tag helyett fi = e eset�n xi-t szok s ¡rni. Spei lisan, xj az az f polinom, amelyre
fi1,i2,... ,in

= e, ha ij = 1 �s az �sszes t�bbi ik nulla, minden m s i1, i2, . . . , in indexsoro-zatra pedig fi1,i2,... ,in
= 0, tov bb  induki¢val kapjuk, hogy ha i = (i1, i2, . . . , in) ∈ Nn,akkor xi11 xi22 · · ·xin

n az az f polinom, amelyre fi1,i2,... ,in
= e, minden m s egy�tthat¢janulla.Ha az R gy�r� nulloszt¢mentes, akkor az R[x1, x2, . . . , xn℄ gy�r� is nulloszt¢mentes,�s k�t nem nulla polinom szorzat nak a foka a fokok �sszege.Sz m¡t¢g�pen vagy az m foksz mot �s az egy�tthat¢k fi1,i2,... ,in

, ij ≤ m, ha j =1, 2, . . . , n t�mbj�t t roljuk, vagy a nem nulla egy�tthat¢kra az (i, fi) p rok egy l noltlist j t.
>



8.3.36. T�bbhat rozatlan£ polinomok. Legyen R gy�r�, n ∈ N. Az R feletti
n-hat rozatlan£ polinomok gy�r�j�t n szerinti induki¢val de�ni ljuk: ha n = 0, legyen
R[x1, x2, . . . , xn℄ = R, az egyhat rozatlan£ polinomok gy�r�j�t m r de�ni ltuk, ha pedig
n > 1, akkor legyen R[x1, x2, . . . , xn℄ = R[x1, x2, . . . , xn−1℄[xn℄. Nyilv n x1, x2, . . . , xnhelyett b rmilyen m s bet�k is szerepelhetnek. N�ha egy f ∈ R[x1, x2, . . . , xn℄ polinomraink bb az f(x1, x2, . . . , xn) jel�l�st fogjuk haszn lni.K�nnyen l that¢, hogy az n-hat rozatlan£ polinomok

∑

i1,i2,... ,in

fi1,i2,... ,in
xi11 xi22 · · ·xin

nalak£ v�ges �sszegek, ahol x1, x2, . . . , xn a �hat rozatlanok" �s fi1,i2,... ,in
∈ R. Az a ∈ Relemhez hozz rendelve azt az f polinomot, amelyre f0,0,... ,0 = a �s fi1,i2,... ,in

= 0 egy�b-k�nt, az R egy olyan lek�pez�s�t kapjuk a polinomok gy�r�j�be, amely nyilv n monomor-�zmus, �rt�kk�szlet�nek elemei a konstans polinomok, ezeket R elemeivel azonos¡thatjuk.Az
fi1,i2,... ,in

xi11 xi22 · · ·xin

ntagot monomnak nevezz�k, fi1,i2,... ,in
az egy�tthat¢ja, (i1, i2, . . . , in) a multifoka, i1 +

· · ·+ in pedig a foka. Az n-hat rozatlan£ polinomok jel�l�s�re a hagyom nyos(1) f = ∑

i1+i2+···+in≤m

fi1,i2,... ,in
xi11 xi22 · · ·xin

nfel¡r st fogjuk haszn lni. Gyakran az x0j alak£ t�nyez�ket nem ¡rjuk ki, x1j helyett pedig
xj -t ¡runk. Az (egyetlen) nulladfok£ tag egy�tthat¢ja a polinom konstans tagja. Mivelaz (1) fel¡r sb¢l a nulla egy�tthat¢j£ tagokat szok s elhagyni illetve a fel¡r shoz tov bbinulla egy�tthat¢j£ tagok adhat¢k hozz , a fel¡r s nem egy�rtelm�. Egy�rtelm�v� v likazonban, ha kik�tj�k, hogym minim lis legyen, �s minden m-n�l nem magasabb fok£ tagszerepeljen. Ez a minim lis m a polinom foka, jel�l�se deg(f). (Egy m sik lehet�s�g afel¡r s egy�rtelm�v� t�tel�re, hogy minden nulla egy�tthat¢j£ tagot elhagyunk.) A nullapolinom egy�rtelm� fel¡r sa az �res �sszeg, �s fok t −1-nek de�ni ljuk. (Vannak, akik anulla polinom fok t a −∞ szimb¢lumnak de�ni lj k vagy nem de�ni lj k.) A konstanspolinomok a legfeljebb nulladfok£ polinomok. A legfeljebb els�fok£ polinomok a line rispolinomok. Ha egy polinom minden (nem nulla) tagj nak ugyanaz a k a foka, akkor
k-adfok£ homog�n polinomnak nevezz�k.A de�n¡i¢b¢l ad¢dik, hogy az �sszead s �s szorz s tagonk�nt t�rt�nik: ha

g = ∑

i1+i2+···+in≤m

gi1,i2,... ,in
xi11 xi22 · · ·xin

negy m sik polinom, akkor �sszeg�k az
f + g = ∑

i1+i2+···+in≤m

(fi1,i2,... ,in
+ gi1,i2,... ,in

)xi11 xi22 · · ·xin

n



polinom, szorzatuk pedig az a h = fg polinom, amelyre
hk1,k2,... ,kn

= ∑

i1+j1=k1,... ,in+jn=kn

fi1,i2,... ,in
gj1,j2,... ,jn(Vegy�k �szre, hogy ha f legfeljebb m-edfok£, g legfeljebb l-edfok£, akkor h legfeljebb

m + l-edfok£.) Ha az R gy�r� nulloszt¢mentes, akkor az R[x1, x2, . . . , xn℄ gy�r� isnulloszt¢mentes, �s k�t nem nulla polinom szorzat nak a foka a fokok �sszege.Ha R egys�gelemes az e egys�gelemmel, akkor R[x1, . . . , xn℄ is egys�gelemes, benneaz f0,0,... ,0 = e �s egy�bk�nt fi1,i2,... ,in
= 0 �sszef�gg�ssel de�ni lt polinom egys�gelem.Az

fi1,i2,... ,in
xi11 xi22 · · ·xin

ntag szok sos ¡r sm¢dja fi1,i2,... ,in
= e eset�n

xi11 xi22 · · ·xin

n .Sz m¡t¢g�pen vagy az m foksz mot �s az egy�tthat¢k
fi1,i2,... ,in

, ij ≤ m, ha j = 1, 2, . . . , nt�mbj�t t roljuk, vagy a nem nulla egy�tthat¢kra az
((i1, i2, . . . , in), fi1,i2,... ,in

)p rok egy l nolt list j t.* 8.3.37. Multiindexek. T�bbhat rozatlan£ polinomok fel¡r sa t�m�rebb� tehet�az al bbi m¢don: Az Nn elemeit multiindexeknek fogjuk nevezni. Multiindexek �sszeg�tkoordin t nk�nt de�ni ljuk. Ha i = (i1, i2, . . . , in), akkor legyen |i| = i1+ i2+ · · ·+ in �s
xi = xi11 xi22 · · ·xin

n . Ezzel a jel�l�ssel az f polinom ∑

|i|≤m fix
i v�ges �sszegk�nt ¡rhat¢.(Tulajdonk�ppen f egy olyan Nn-et R-be k�pez� f�ggv�nnyel azonos¡that¢, amely v�gessok helyen vesz fel nem nulla �rt�ket.) Az fix

i monom multifoka i, foka |i|.Ha f = ∑

i fix
i �s g = ∑

i gix
i polinomok, akkor �sszeg�k a ∑

i(fi + gi)xi polinom,szorzatuk pedig az a h = fg polinom, amelyre hk = ∑

i,j∈Nn,i+j=k figj , ha k ∈ Nn.


