• ?/? : < Irănyątott grăfok, rajzolhatćsăg, kromatikus szăm > Irănyątott grăfok

• 8/17 : < gondosan ătnĆzte Ćs rendkąvĄl sok ĆszrevĆtellel, javaslattal, kiegĆszątĆssel segątett. > gondosan ătnĆzte Ćs rendkąvĄl sok ĆszrevĆtellel, javaslattal, kiegĆszątĆssel segątett. Sok hibăt a hallgatćk talăltak meg: kŤszŤnet Ćrte mindenkinek. KĄlŤn ki kell emelnem Jaksov Anton segątsĆgĆt, aki szămos olyan hibăt talălt, amit valćsząnŰleg soha nem vettem volna Ćszre.

• 10/17 : < ĆrtĆke igaz vagy hamis.) PĆldăul a sąkgeometriăban predikătumok: E(x) (Ăx egyenes"), > a kijelentĆsek, ezek ĆrtĆke igaz vagy hamis.) PĆldăul a sąkgeometriăban predikătumok: E(x) (Ăx egyenes"),

• 10/−2 : < a kvantor hatăskŤrĆben van. Ha egy formulăban egy văltozć egy adott elŞfordulăsa > a kvantor hatăskŤrĆben van. Ha egy formulăban egy văltozć egy adott elŞfordulăsa

• 11/11 : < văltozćk, ągy jelŤlhetjĄk az egyiket A(x, y)-nal, a măsikat pedig B(x, y)-nal. Řszrevehet > văltozćk, ągy jelŤlhetjĄk az egyik formulăt A(x, y)-nal, a măsikat pedig B(x, y)-nal. Řszrevehet

• 13/−1 : < predikătumnak, Ćs az axićmăk kŤzŤtt felsoroljuk a tulajdonsăgait. > predikătumnak, Ćs az axićmăk kŤzŤtt felsoroljuk a tulajdonsăgait. (PĆldăul x = y ⇐⇒ y = x stb.)

• 14/−5 : < egyszerŰek, jćl ĆrthetŞek legyenek. CĆlszerŰ, ha minĆl kevesebb axićma van. MăsrĆszt, > egyszerŰek, jćl ĆrthetŞek legyenek. CĆlszerŰ, ha minĆl kevesebb axićma van, de

• 21/4 : < Ha A Ćs B halmazok, akkor nyilvăn A ∩ B := ∩{A, B}. > Ha A Ćs B halmazok, akkor nyilvăn A ∩ B = ∩{A, B}.

• 26/17 : < relăcić. (Vannak, akik egy relăcić gra˛konjărćl vagy grăf jărćl beszĆlnek, amikor părok > relăcić vagy x az R relăcićban van y-nal. (Vannak, akik egy relăcić gra˛konjărćl vagy grăf jărćl beszĆlnek, amikor părok

• 29/−2 : < helyett R(a)-t ąrunk. Ez kĆnyelmes, de nĆha fĆlreĆrtĆsekre vezethet, ha pĆldăul a Ćs {a} > helyett R(a)-t is ąrhatunk. Ez kĆnyelmes, de nĆha fĆlreĆrtĆsekre vezethet, ha pĆldăul a Ćs {a}

• 32/7 : < (5) re‚exąv, ha minden x ∈ X esetĆn (x, x) ∈ R; (6) irre‚exąv, ha minden x ∈ X esetĆn (x, x) /∈ R; > (5) irre‚exąv, ha minden x ∈ X esetĆn (x, x) /∈ R; (6) re‚exąv, ha minden x ∈ X esetĆn (x, x) ∈ R;

• 32/13 : < VegyĄk Ćszre, hogy az elsŞ nĆgy tulajdonsăg csak R-tŞl, mąg az utolsć nĆgy R-tŞl Ćs > VegyĄk Ćszre, hogy az elsŞ Ťt (sic!) tulajdonsăg csak R-tŞl, mąg az utolsć hărom R-tŞl Ćs

• 33/−4 : < Megfordątva, legyen O az X egy osztălyozăsa, Ćs legyen R∪{Y ×Y : Y ∈ O}. Nyilvăn (x, y) ∈ R pontosan akkor teljesĄl, ha x Ćs y az O ugyanazon halmazănak elemei. Ez > Megfordątva, legyen O az X egy osztălyozăsa, Ćs legyen R = ∪{Y × Y : Y ∈ O}.

Nyilvăn (x, y) ∈ R pontosan akkor teljesĄl, ha x Ćs y az O ugyanazon halmazănak elemei. Ez • 45/−6 : < ×_iX_i = {∅}. Ha minden i ∈ I-re X_i = X, akkor X^I -t ąrunk ×_{i∈I} X_i helyett. Ŋgy > ×_iX_i = {∅}. Ha minden i ∈ I-re X_i = X, akkor X^I -t is ąrhatunk ×_{i∈I} X_i helyett. Ŋgy

• 35/−12 : < x-et. Egy x elemhez tartozć kezdŞszeletnek a {y ∈ X : y < x} rĆszhalmazt nevezzĄk. A > x-et. Egy x elemhez tartozć kezdŞszeletnek az {y ∈ X : y < x} rĆszhalmazt nevezzĄk. A • 40/−14 : < ra kĆpez le, azaz f(X) = Y , akkor szokăs szĄrjektąvnek vagy szuperjektąvnek is nevezni, > ra kĆpez le, azaz f(X) = {f_x : x ∈ X} = Y , akkor szokăs szĄrjektąvnek vagy szuperjektąvnek is nevezni,

• 46/−6 : < A ∗ b-t ąrunk. A legszokăsosabb mŰveleti jelek + Ćs ·, az utćbbit gyakran ki sem > A ∗ b-t is ąrhatunk. A legszokăsosabb mŰveleti jelek + Ćs ·, az utćbbit gyakran ki sem

• 50/−13 : < hogy 0 egy nullĆr mŰvelet N-en. (2) azt fejezi ki, hogy^+ egy unĆr mŰvelet N-en. (3) > hogy kijelŤlĄnk egy speciălis 0 elemet, azaz 0 egy nullĆr mŰvelet N-nen. (2) azt fejezi ki, hogy^+ egy unĆr mŰvelet N-en. (3)

• 50/−7 : < azt jelenti, hogy N minden eleme 0-bćl răkŤvetkezĆssel elĆrhetŞ. > azt jelenti, hogy N minden eleme 0-bćl răkŤvetkezĆssel elĆrhetŞ, măs termĆszetes szăm nincs.

• 51/4 : < halmazra 0 ∈ S, Ćs ha n ∈ S, akkor n^+ = (m^+)^+ ∈ S, ągy (5) szerint S = N. > halmazra 0 ∈ S, Ćs ha n ∈ S, akkor n^+ = (m^+)^+ ∈ S, ągy (5) szerint S = N, azaz a^+ unĆr mŰvelet ĆrtĆkkĆszlete N \ {0}. Ezt a halmazt N^+-szal fogjuk jelŤlni, a^+ bijekcić inverzĆt pedig^−-szal, ez a megelŞzĆs.

• 51/−8 : < jelentettek. Szămăra 0 ∈ N a Ăzero es numerŤ mondat rŤvidątĆse, ahol az Ă∈" az olasz > jelentettek. Szămăra 0 ∈ N a Ăzero es numero" mondat rŤvidątĆse, ahol az Ă∈" az olasz

• 52/6 : < N^+ = N \ {0} halmazon Ćrtelmezett fĄggvĆnyeket is szokăs vĆgtelen sorozatnak nevezni.) > N^+ halmazon Ćrtelmezett fĄggvĆnyeket is szokăs vĆgtelen sorozatnak nevezni.)

• 53/11 : < φ kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ, Ćs a bizonyątăs kĆsz. □ > φ kŤlcsŤnŤsen egyĆrtelmŰ. □

• 55/11 : < sąk rajta van egyetlen egyenesen. Megmutatjuk, hogy akărhogy veszĄnk vĆges sok pontot, > sąk rajta van egyetlen egyenesen. ElĆg megmutatni, hogy akărhogy veszĄnk n pontot,

• 62/−8 : < Egy G monoid azon elemeinek halmazăt, amelyeknek van inverze, G^∗-gal jelŤljĄk (fĄggetlenĄl attćl, hogy mivel jelŤljĄk a mŰveletet). Bărmely G monoidra (G^∗, ∗) csoport. >

Egy G monoid azon elemeinek halmazăt, amelyeknek van inverze, G^×-ral szokăs jelŤlni (fĄggetlenĄl attćl, hogy mivel jelŤljĄk a mŰveletet). Bărmely G monoidra (G^×, ∗) csoport.

• 63/1 : < (additąv jelŤlĆs), a semleges elemet nullelemnek nevezzĄk, Ćs n-el vagy 0-val (ha nagyon > (additąv jelŤlĆs), a semleges elemet nullelemnek nevezzĄk, Ćs n-nel vagy 0-val (ha nagyon

• 63/11 : < mindkettŞt ĆrthetjĄk h/g alatt. > mindkettŞt ĆrthetjĄk h/g alatt.

Az egymŰveletes algebrai struktčrăk kapcsolatăt a 8.1. ăbra foglalja Ťssze.

• 63/19 : < csoport, amelyben az egysĆgelem az Ąres halmaz, az inverz pedig a komplementer, mąg > csoport, amelyben az egysĆgelem az Ąres halmaz, az inverz pedig az elem maga, mąg

• 63/−5 : < ∘ 2.2.12. PĆldăk. (Z, +), (Q, +), (R, +), (Z \ {0}, ·), (Q \ {0}, ·) Ćs (R \ {0}, ·) Abel-. > ∘ 2.2.12. PĆldăk. (Z, +), (Q, +), (R, +), (Z^×, ·), (Q^×, ·) Ćs (R^×, ·) Abel-.

• 66/16 : < n ∈ N, akkor a [0, n] ⊂ N vagy [1, n] ⊂ N^+ halmazon Ćrtelmezett fĄggvĆnyeket vĆges sorozatnak nevezzĄk. Az x vĆges sorozatot čgy is jelŤljĄk, hogy x_0, x_1, . . . , x_n (vagy x_i, i = 0, 1, 2, . . . , n), illetve x_1, x_2, . . . , x_n (vagy x_i, i = 1, 2, . . . , n). Az x_1, x_2, . . . , x_n vĆges sorozatot rendezett n-esnek is nevezĄk; ekkor rendszerint (x_1, x_2, . . . , x_n)-nel jel- > n ∈ N, akkor a [0, n[ ⊂ N vagy [1, n] ⊂ N^+ halmazon Ćrtelmezett fĄggvĆnyeket vĆges sorozatnak nevezzĄk. Az x vĆges sorozatot čgy is jelŤljĄk, hogy x_0, x_1, . . . , x_n− (vagy x_i, i = 0, 1, 2, . . . , n^−), illetve x_1, x_2, . . . , x_n (vagy x_i, i = 1, 2, . . . , n). Az x_0, , x_1, . . . , x_n− illetve x_1, x_2, . . . , x_n vĆges sorozatot rendezett n-esnek is nevezĄk; ekkor rendszerint (x_0, x_1, . . . , x_n− )-szal illetve (x_1, x_2, . . . , x_n)-nel jel-

• 68/1 : < 2.3.13. Ŕltalănos rekurzićtĆtel. Legyen adott egy X halmaz Ćs egy X-be kĆpezŞ f fĄggvĆny, amelynek ĆrtelmezĆsi tartomănya az N valamely kezdŞszeletĆbŞl X-be kĆpezŞ fĄggvĆnyek halmaza. (Az f adja a rekurzićt.) Ekkor egyĆrtelmŰen lĆtezik egy g : N → X fĄggvĆny, amely Ăf-zărt", azaz g(a) = f ( g|_{]←,a[} ) minden a ∈ N-re. (Ittt ]←, a[ az a-hoz tartozć kezdŞszelet, lăsd 1.3.50.)

A tĆtel szemlĆletesen fogalmazva azt mondja, hogy ha adott egy fĄggvĆnyĄnk, amely egy egydimenzićs tŤmb esetĆn kiszămątja a tŤmb măr feltŤltŤtt kezdetĆbŞl, hogy a kŤvetkezŞ helyre mit kell tennĄnk, akkor ennek segątsĆgĆvel a tŤmbŤt akărmeddig feltŤlthetjĄk.

A tĆtel Ćs a bizonyątăs ĆrvĆnyes marad akkor is, ha N helyett tetszŞleges N jćlrendezett halmaz szerepel. Ezt az ăltalănosabb văltozatot szokăs transz˛nit rekurzićtĆtelnek nevezni.

* Bizonyątăs. Az egyĆrtelmŰsĆg bizonyątăsa N jćlrendezettsĆgĆn mčlik. (Az ilyen bizonyątăsokat transz˛nit indukcićval tŤrtĆnŞ bizonyątăsnak nevezzĄk.) TegyĄk fel, hogy g Ćs g^∗ is eleget tesz a tĆtel feltĆteleinek. Legyen S = { x ∈ N : g(x) ≠ g^∗(x) } . Ha S nem Ąres, akkor lĆtezik legkisebb eleme, legyen ez a. Mivel g|_{]←,a[} = g^∗|_{]←,a[}, azt kapjuk, hogy g(a) = f ( g|_{]←,a[} ) = f ( g^∗|_{]←,a[} ) = g^∗(a),

ami ellentmond annak, hogy a ∈ S.

A g lĆtezĆsĆnek bizonyątăsa hasonląt a rekurzićtĆtel megfelelŞ rĆszĆnek bizonyątăsăra. NevezzĄk N × X egy A rĆszhalmazăt f-zărtnak, ha minden a ∈ N-re Ćs minden

h : ]←, a[ → X

fĄggvĆnyre, amelyre h ⊂ A, az is teljesĄl, hogy ( a, f(h) ) ∈ A. Maga N × X egy fzărt halmaz, ilyen halmaz tehăt lĆtezik. Legyen g az Ťsszes f-zărt halmaz metszete. Mivel nyilvăn g is f-zărt, csak azt kell megmutatnunk, hogy g az egĆsz N-en Ćrtelmezett fĄggvĆny. Măs szćval, azt fogjuk bizonyątani, hogy ha c ∈ N, akkor van olyan x ∈ X, hogy (c, x) ∈ g, tovăbbă ha (c, y) ∈ g, akkor x = y. A bizonyątăs megint indirekt, transz˛nit indukcićval tŤrtĆnik. Legyen S azon N-beli c elemek halmaza, amelyekre ez nem igaz. Legyen a az S legkisebb eleme. Ekkor g|_{]←,a[} egy ]←, a[-n Ćrtelmezett fĄggvĆny, Ćs mivel a g halmaz f-zărt, ha x = f ( g|_{]←,a[} ) , akkor (a, x) ∈ g. Mivel a ∈ S, ez csak čgy lehet, hogy van olyan y ∈ X, hogy (a, y) ∈ g Ćs y ≠ x. Megmutatjuk, hogy g \ { (a, y) } is f-zărt. Ez azt jelenti, hogy b ∈ N Ćs h : ]←, b[ → X, h ⊂ g \ { (a, y) } esetĆn ( b, f(h) ) ∈ g \ { (a, y) } . Ez nyilvănvalć akkor is, ha b = a, Ćs akkor is, ha b ≠ a. Viszont ez ellentmond annak, hogy g a legszŰkebb f-zărt halmaz. □

2.3.14. PĆlda: Fibonacci-szămok. PĆldakĆnt megmutatjuk, hogyan de˛niălhatćk a Fibonacci-szămok az elŞzŞ tĆtel segątsĆgĆvel pontosan. Legyen X = N, Ćs legyen az n → n^− lekĆpezĆse N^+-nak N-re az n → n^+ lekĆpezĆs inverze. ElŞszŤr az f(∅) = 0, f ({ (0, k) }) = 1 bărmely k ∈ N-re de˛nącićkkal elŞąrjuk, hogy az elŞzŞ tĆtel szerint adćdć g-re g(0) = 0 Ćs g(1) = 1 legyen. Most ha n > 1, h : ]←, n[ → N egy fĄggvĆny, akkor legyen f(h) = h(n^−) + h(n^{−−}). (MegjegyezzĄk, hogy n = min ( N \ dmn(h) ) .) > 2.3.13. Ŕltalănos rekurzićtĆtel. Legyen adott egy X halmaz Ćs egy X-be kĆpezŞ f fĄggvĆny, amelynek ĆrtelmezĆsi tartomănya az X-beli (nullătćl indexelt) vĆges sorozatok halmaza. (Az f adja a rekurzićt.) Ekkor egyĆrtelmŰen lĆtezik egy g : N → X fĄggvĆny, amely Ăf-zărt", azaz g(n) = g_n = f(g_0, g_1, . . . , g_n− ) minden n ∈ N-re.

A tĆtel szemlĆletesen fogalmazva azt mondja, hogy ha adott egy fĄggvĆnyĄnk, amely egy egydimenzićs tŤmb esetĆn kiszămątja a tŤmb măr feltŤltŤtt kezdetĆbŞl, hogy a kŤvetkezŞ helyre mit kell tennĄnk, akkor ennek segątsĆgĆvel a tŤmbŤt akărmeddig feltŤlthetjĄk.

A tĆtel Ćs a bizonyątăs ĆrvĆnyes marad akkor is, ha N helyett tetszŞleges N jćlrendezett halmaz szerepel. Ezt az ăltalănosabb văltozatot szokăs transz˛nit rekurzićtĆtelnek nevezni. Ekkor f ĆrtelmezĆsi tartomănya az Ťsszes, N valamely kezdŞszeletĆbŞl X-be kĆpezŞ fĄggvĆny halmaza, Ćs azt ăllątjuk, hogy egyĆrtelmŰen lĆtezik egy g : N → X fĄggvĆny, amely Ăf-zărt", azaz g(n) = f ( g|_{]←,n[} ) minden n ∈ N-re. (Itt ]←, n[ az n ∈ N-hez tartozć kezdŞszelet, lăsd 1.3.50.)

* Bizonyątăs. Az egyĆrtelmŰsĆg bizonyątăsa N jćlrendezettsĆgĆn mčlik. (Az ilyen bizonyątăsokat transz˛nit indukcićval tŤrtĆnŞ bizonyątăsnak nevezzĄk.) TegyĄk fel, hogy g Ćs g^∗ is eleget tesz a tĆtel feltĆteleinek. Legyen S = { k ∈ N : g(k) ≠ g^∗(k) } . Ha S nem Ąres, akkor lĆtezik legkisebb eleme, legyen ez n. Mivel g Ćs g^∗ megegyeznek az ]←, n[ intervallumon, azt kapjuk, hogy

g(n) = f ( g|_{]←,n[} ) = f ( g^∗|_{]←,n[} ) = g^∗(n),

ami ellentmond annak, hogy n ∈ S.

A g lĆtezĆsĆnek bizonyątăsa hasonląt a rekurzićtĆtel megfelelŞ rĆszĆnek bizonyątăsăra. NevezzĄk N × X egy A rĆszhalmazăt f-zărtnak, ha minden n ∈ N-re Ćs minden

h : ]←, n[ → X

fĄggvĆnyre, amelyre h ⊂ A, az is teljesĄl, hogy ( n, f(h) ) ∈ A. Maga N × X egy fzărt halmaz, ilyen halmaz tehăt lĆtezik. Legyen g az Ťsszes f-zărt halmaz metszete. Mivel nyilvăn g is f-zărt, csak azt kell megmutatnunk, hogy g az egĆsz N-en Ćrtelmezett fĄggvĆny. Măs szćval, azt fogjuk bizonyątani, hogy ha k ∈ N, akkor van olyan x ∈ X, hogy (k, x) ∈ g, tovăbbă ha (k, y) ∈ g, akkor x = y. A bizonyątăs megint indirekt, transz˛nit indukcićval tŤrtĆnik. Legyen S azon N-beli k elemek halmaza, amelyekre ez nem igaz. Legyen n az S legkisebb eleme. Ekkor g|_{]←,n[} egy ]←, n[-en Ćrtelmezett fĄggvĆny, Ćs mivel a g halmaz f-zărt, ha x = f ( g|_{]←,n[} ) , akkor (n, x) ∈ g. Mivel n ∈ S, ez csak čgy lehet, hogy van olyan y ∈ X, hogy (n, y) ∈ g Ćs y ≠ x. Megmutatjuk, hogy g \ { (n, y) } is f-zărt. Ez azt jelenti, hogy m ∈ N Ćs h : ]←, m[ → X, h ⊂ g \ { (n, y) } esetĆn ( m, f(h) ) ∈ g \ { (n, y) } . Ez nyilvănvalć akkor is, ha m = n, Ćs akkor is, ha m ≠ n.

Viszont ez ellentmond annak, hogy g a legszŰkebb f-zărt halmaz. □

2.3.14. PĆlda: Fibonacci-szămok. PĆldakĆnt megmutatjuk, hogyan de˛niălhatćk a Fibonacci-szămok az elŞzŞ tĆtel segątsĆgĆvel pontosan. Legyen X = N. ElŞszŤr az f(∅) = 0, f ({ (0, k) }) = 1 bărmely k ∈ N-re de˛nącićkkal elŞąrjuk, hogy az elŞzŞ tĆtel szerint adćdć g-re g(0) = 0 Ćs g(1) = 1 legyen. Most ha n > 1, (h_0, h_1, . . . , h_n− ) egy vĆges sorozat, akkor legyen f(h) = h_n− + h_n−− . (MegjegyezzĄk, hogy n = min ( N \ dmn(h) ) .) • 72/−3 : < lezăr. (Az alaplemez kivezetĆsĆt, a B băzis (base) elektrćdăt mindig az S elektrćdăhoz > lezăr. (Az alaplemez kivezetĆsĆt, a B băzis (base) elektrćdăt ăltalăban az S elektrćdăhoz

• 73/4 : < zĄk. KĆsząthetŞ olyan văltozat is, amelyben a gyărtăs sorăn a szigetelŞ rĆteg alatt eleve > zĄk (a băzis a kapcsolăsban a forrăshoz van kŤtve). KĆsząthetŞ olyan văltozat is, amelyben a gyărtăs sorăn a szigetelŞ rĆteg alatt eleve

• 73/−4 A 2.2. ăbra HELYETT: : < >

2.2. ăbra: MOSFET tąpusok rajzjele

• 74/10 : < Hasonlćan mŰkŤdik a kŤzĆpen lăthatć sem-sem kapu (not or, NOR): ha valame- > Hasonlćan mŰkŤdik a mellette lăthatć sem-sem kapu (not or, NOR): ha valame-

• 74/13 : < feszĄltsĆgŰ. A jobb oldalon ăllć ŤsszefĆrhetetlen vagy (not and, NAND) kapunăl, ha > feszĄltsĆgŰ. A kŤvetkezŞ ŤsszefĆrhetetlen vagy (not and, NAND) kapunăl, ha

2.3. ăbra: Statikus CMOS kapuăramkŤrŤk

• 74/−12 : < ben pedig magas feszĄltsĆgre. MindkĆt kapufajta hărom bemenettel is kĆszĄlhet (tŤbb bemenet nŤveli a szĄksĆges tăpfeszĄltsĆget). > ben pedig magas feszĄltsĆgre. MindkĆt kapufajta hărom, nĆgy, sŞt tŤbb bemenettel is kĆszĄlhet. TŤbb bemenet nŤveli a szĄksĆges tăpfeszĄltsĆget Ćs a kapcsolăsi idŞt, Ćs rontja a kimeneti tulajdonsăgokat, ezĆrt nĆgynĆl tŤbb bemenetet nemigen hasznălnak. A kapuk utăn egy nem kaput rakva, vagy (OR) illetve Ćs (AND) kapuhoz jutunk. A nem kapu egyčttal erŞsątŞkĆnt mŰkŤdve javątja a kimeneti tulajdonsăgokat is.

• 74/−6 : < Nagy sebessĆgŰ ăramkŤrŤknĆl bonyolultabb kapcsolăsokat hasznălnak. > Nagy sebessĆgŰ ăramkŤrŤknĆl bonyolultabb kapcsolăsokat hasznălnak.

VĆgĄl a 2.3. ăbra jobb szĆlĆn lăthatć ătvivŞ kapu (transfer gate) az S bemenet magas szintje esetĆn ŤsszekŤti az X bemenetet az Y kimenettel, mert mindkĆt MOSFET vezet, alacsony szintje esetĆn pedig elvălasztja X-et Y -tćl. Mint lătjuk, az ătvivŞ kapu mŰkŤdĆsĆhez S negăltjăra is szĄksĆg van, ezt a bemenetet azonban az egyszerŰsĆg kedvĆĆrt sem a rajzjelĆben, sem a kapcsolăsi rajzokon nem ăbrăzoljuk, mindig csak az S bemenetet, amelynek magas szintjĆre az ătvivŞ kapu vezet.

A 2.4. ăbra megadja a leggyakoribb kapuk szokăsos rajzjeleit. A kimenet invertălăsăt • vagy ∘ jelzi. Ugyanezt a jelzĆst hasznăljăk a bemeneteknĆl is, ągy sok măs kaput is jelŤlhetĄnk az invertălăs Ćs az (esetleg kettŞnĆl tŤbb bemenetŰ) alapkapuk segątsĆgĆvel.

2.4. ăbra: MOSFET tąpusok rajzjele

2.5. ăbra: ătvivŞ kapus kapcsolăsok

A 2.5. ăbra nĆhăny, ătvivŞ kapuval megoldott kapcsolăst mutat be. A bal oldalon lăthatć multiplexer vagy az A vagy a B bemenŞ jelet kapcsolja az X kimenetre, attćl fĄggŞen, hogy az S bemenet magas vagy alacsony szintŰ. Ugyanezt a kapcsolăst fordątva is hasznălhatjuk, X-et tekintve bemenetnek, băr ilyenkor jobb az ătvivŞ kapukat megfordątani: ągy kapjuk a kŤzĆpen lăthatć demultiplexert. Ha csak az egyik, mondjuk a B-hez kapcsolćdć ătvivŞ kaput fordątjuk meg, akkor az S bemenet magas szintje esetĆn X a kimenet, A a bemenet, alacsony szintje esetĆn pedig X a bemenet, B a kimenet. Ŋgy ha X egy IC egyik lăba, akkor azt kapcsolhatjuk kimenetnek vagy bemenetnek. VĆgĄl ha mindkĆt ătvivŞ kaput ugyanazzal az S-sel vezĆrelve egyszerre lezărjuk, akkor az X lăb el van văgva A-tćl Ćs B-tŞl is, ągy Ălebeg". Ezen kĆt kapcsolăs kombinălăsăval lĆtrehozhatć hăromăllapotč (tristate) lăbakat gyakran hasznălnak kĄlŤnbŤzŞ IC-k (processzor, memćria, stb.), ha ugyanis tŤbb eszkŤz dolgozik ugyanarra a Ăbuszra", akkor az egyik kimenetkĆnt kapcsolt lăbaival Ăad", nĆhăny bemenetkĆnt hasznălt lăbaival Ăvesz", a tŤbbi eszkŤz lăbai Ălebegnek".

VĆgĄl igen fontos a 2.5. ăbra jobb szĆlĆn lăthatć DQ tărolć (DQ latch) egybites tărolć elem. Amąg a ˘ ćrajel magas szintŰ, a D bemeneti adat az ătvivŞ kapun keresztĄl az inverterre jut, ągy a ¬Q ponton a negăltja, a Q ponton pedig D jelenik meg (legalăbb a kĆt inverter kĆsleltetĆsi idejĆig D nem văltozhat, ˘-nek pedig magas szinten kell lennie).

Amint a ˘ alacsony szintŰ lesz, lezăr a D-t ătvezetŞ ătvivŞ kapu, de kinyit a măsik, ągy a ¬Q Ćs Q ponton a szint nem văltozik, amąg ˘ alacsony szinten marad. A kapcsolăs nem ĆrzĆkeny arra, hogy a kĆt ătvivŞ kapu egyszerre kapcsol-e, hiszen ha esetleg mindkettŞ nyitva van, ugyanazt a jelet adjăk az inverter bemenetĆre, ha pedig a D-hez kapcsolćdć măr lezărt, de a măsik mĆg nem nyitott ki, az elsŞ inverter bemeneti kapacităsa rŤvid ideig Ătartja" a szintet. A regiszterek Ćs egyĆb memćria elemek egy processzorban ilyen egybites tărolćkbćl ĆpĄlhetnek fel. A Q (vagy a ¬Q) kimenetekhez kŤzvetlenĄl kapcsolćdhat egy logikai fĄggvĆnyeket megvalćsątć kombinăcićs hălćzat, azaz a processzor tŤbbi rĆsze, aminek a kimenetei viszont a D bemenetekhez kapcsolćdhatnak. A kombinăcićs hălćzat nem lehet olyan gyors, hogy a kimenetei măr akkor megvăltozzanak, amikor az ćrajel mĆg magas, viszont az ćrajel alacsony szintje alatt a kombinăcić hălćzat kimenetĆnek stabilizălćdnia kell. Ha ez nem biztosąthatć, akkor kĆt DQ tărolćt kapcsolhatunk egymăs utăn: a măsodik Ăszolga" tărolćt vezĆrlŞ ćrajel csak akkor lesz magas szintŰ, amikor az elsŞ, Ămester" tărolćt vezĆrlŞ ćrajel măr alacsony szintŰ, Ćs viszont. Az ągy kapott mester-szolga tărolć (MS tărolć, master-slave latch, MS latch) biztosątja a szolga Ćs a mester kŤzĆ kapcsolt kombinăcićs hălćzat bemenetĆnek Ćs kimenetĆnek tŤkĆletes idŞbeli elvălasztăsăt.

• 78/9 : < pont vĆgĆig, a 3.2. pontbćl pedig a test, ferdetest, rendezett test 3.2.3. de˛nićjăt tărgyal- > pont vĆgĆig, a 3.2. pontbćl pedig a test, ferdetest, rendezett test 3.2.3. de˛nącićjăt tărgyal-

• 79/−18 : < Az Ťsszeadăs kompatibilis az ekvivalenciăval, ągy az egĆsz szămok kŤzŤtt Ćrtelmezve > Az Ťsszeadăs kompatibilis a ∼ ekvivalenciarelăcićval, ągy az egĆsz szămok kŤzŤtt Ćrtelmezve

• 83/2 : < Bizonyątăs. (1) triviălis, ha m = 0 vagy n = 0. Az n = 1 eset m szerinti induk- > Az ăllątăs szokăsos, kissĆ pontatlan megfogalmazăsa: tŤbbtagokat čgy szorzunk hogy minden tagot minden taggal szorzunk.

Bizonyątăs. (1) triviălis, ha m = 0 vagy n = 0. Az n = 1 eset m szerinti induk-

• 84/−6 : < jobbrćl nem lehet egyszerŰsąteni. Ha a gyŰrŰben van a nullătćl kĄlŤnbŤzŞ egysĆgelem, Ćs x-nek van multiplikatąv inverze, akkor x nem lehet sem bal, sem jobb oldali nullosztć, hiszen xy = 0-bćl illetve yx = 0-bćl x^{−1}xy = y = 0, illetve yxx^{−1} = y = 0 kŤvetkezik.

> jobbrćl nem lehet egyszerŰsąteni. Ha x-nek van multiplikatąv inverze, akkor x nem lehet sem bal, sem jobb oldali nullosztć, hiszen xy = 0-bćl illetve yx = 0-bćl y = x^{−1}xy = 0, illetve y = yxx^{−1} = 0 kŤvetkezik.

• 85/3 : < Rendezett integrităsi tartomănyban ha x > 0, akkor x-et pozitąvnak, ha x < 0, > (2) elnevezĆsĆt az indokolja, hogy (1) fennăllăsa mellett ekvivalens azzal, hogy x ≤ y, z ≥ 0 esetĆn xz ≤ yz.

Rendezett integrităsi tartomănyban ha x > 0, akkor x-et pozitąvnak, ha x < 0,

• 85/−8 : < 1^2 = 1 > 0. VĆgĄl (5)-hŤz: ha y > 0 Ćs v ≤ 0, akkor yv ≤ 0. De y(1/y) = 1 > 0 > 1 = 1^2 > 0. VĆgĄl (5)-hŤz: ha y > 0 Ćs v ≤ 0, akkor yv ≤ 0. De y(1/y) = 1 > 0

• 88/9 : < kĆtelemŰ testben −1 = 1. > kĆtelemŰ testben −1 = 1.

A kĆtmŰveletes algebrai struktčrăk Ťsszehasonlątăsăt lăsd a ăbrăn.

• 91/−4 : < x mod 1 = x − ⌊x⌋ ĆrtĆket x tŤrtrĆszĆnek nevezzĄk. > x mod 1 = x − ⌊x⌋ ĆrtĆket x tŤrtrĆszĆnek nevezzĄk.

• 92/11 : < (ez kikŤszŤbŤli, hogy ebben az esetben mindig egyirănyban tŤrtĆnjen a kerekątĆs); ez a szabălyos kerekątĆs. Măs kerekątĆs mellett is dŤnthetĄnk: −∞ felĆ valć kerekątĆs esetĆn > (ez kikĄszŤbŤli, hogy ebben az esetben mindig egyirănyban tŤrtĆnjen a kerekątĆs); ez a szabălyos kerekątĆs. Măs kerekątĆs mellett is dŤnthetĄnk: −∞ felĆ (lefelĆ) valć kerekątĆs esetĆn

• 92/14 : < lebbit; ha +∞ felĆ kerekątĄnk, akkor az x-nĆl nem kisebb pontosan ăbrăzolhatć szămok > lebbit; ha +∞ felĆ (felfelĆ) kerekątĄnk, akkor az x-nĆl nem kisebb pontosan ăbrăzolhatć szămok

• 92/16 : < metikănăl fontosak); vĆgĄl csonkątăs esetĆn az |x|-nĆl kisebb abszolčt ĆrtĆkŰ pontosan > metikănăl fontosak); vĆgĄl csonkątăs (nulla felĆ kerekątĆs) esetĆn az |x|-nĆl nem nagyobb abszolčt ĆrtĆkŰ pontosan

• 92/19 : < eredmĆnyre, Ćs termĆszetesen ăltalăban a mŰveleteknĆl is kerekątĆsi hiba lĆp fel. Ha n > eredmĆnyre, ągy ăltalăban a mŰveleteknĆl kerekątĆsi hiba lĆp fel. Ha n

• 92/25 : < ĆrtĆke kicsi. A lebegŞpontos szămăbrăzolăs ezt kĄszĄbŤli ki, a hiba Ćs a szăm ĆrtĆke > ĆrtĆke kicsi. A lebegŞpontos szămăbrăzolăs ezt kĄszŤbŤli ki, a hiba Ćs a szăm ĆrtĆke

• 105/7 : < kĆnt az Ťsszes tŤbbi elŞăll (pĆldăul ε_k = ε^k_1 , k = 0, 1, . . . , k − 1), ezeket n-edik primitąv > kĆnt az Ťsszes tŤbbi elŞăll (pĆldăul ε_k = ε^k_1 , k = 0, 1, . . . , n − 1), ezeket n-edik primitąv

• 108/−13 : < a, b, c, d ∈ R, Ćs ez a feląrăs egyĆrtelmŰ, mert a = ℜz, b = ℑz, c = ℜw Ćs d = ℑw. > a, b, c, d ∈ R, Ćs ez a feląrăs egyĆrtelmŰ, mert a = ℜ(z), b = ℑ(z), c = ℜ(w) Ćs d = ℑ(w).

• 109/14 : < ĆrtĆket kapjuk vissza. Nyilvăn |0| = 0, Ćs p ≠ 0 esetĆn |p| > 0, |p| = |p|, |pq| = |p||q| (mert mindkĆt oldal nĆgyzete ppqq). TeljesĄl a |p+q| ≤ |p|+|q| hăromszŤg-egyenlŞtlensĆg Ćs >

ĆrtĆket kapjuk vissza. Nyilvăn |0| = 0 Ćs p ≠ 0 esetĆn |p| > 0, |p| = |p|, |pq| = |p||q| (mert mindkĆt oldal nĆgyzete ugyanannyi). TeljesĄl a |p + q| ≤ |p| + |q| hăromszŤgegyenlŞtlensĆg Ćs

• 109/−4 : < hanem antikommutatąv. A de˛nącićbćl kŤnnyen adćdik, hogy teljesĄl a Jacobi-identităs: > hanem antikommutatąv. A de˛nącićbćl kŤnnyen adćdik, hogy i × j = k, j × k = i, k × i = j, Ćs teljesĄl a Jacobi-identităs:

• 113/15 : < A szorzăs nyilvăn nem kommutatąv, hiszen măr H-ban sem az. Viszont R-beli ele- > A szorzăs nem kommutatąv, hiszen măr H ⊂ O-ban sem az. Viszont R-beli ele-

• 114/−16 : < (mert mindkĆt oldal nĆgyzete (uu)(vv)). TeljesĄl az |u + v| ≤ |u| + |v| hăromszŤg- > (mert mindkĆt oldal nĆgyzete ugyanannyi). TeljesĄl az |u + v| ≤ |u| + |v| hăromszŤg-

• 121/6 : < tăsănak. A megfeleltetĆs lĆtezĆsĆbŞl kŤvetkezik az ăllątăs. > tăsănak. A megfeleltetĆs lĆtezĆsĆbŞl kŤvetkezik az ăllątăs. FigyeljĄk meg, hogy n = 0 is lehetsĆges.

• 137/−13 : < hogy az X vĆgtelen halmazbćl kivălasztunk egy kĄlŤnbŤzŞ elemekbŞl ăllć x_1, x_2, . . . > hogy az X vĆgtelen halmazbćl kivălasztunk egy kĄlŤnbŤzŞ elemekbŞl ăllć x_0, x_1, . . .

• 138/4 : < lĆtezik N-et X-re kĆpezŞ lekĆpezĆs. > lĆtezik N-et X-re kĆpezŞ lekĆpezĆs.

Ŕltalănosabban, az is igaz, hogy egy X nem Ąres halmazra X ≾ Y pontosan akkor teljesĄl, ha lĆtezik Y -t X-re kĆpezŞ lekĆpezĆs.

• 138/−7 : < Az f(m, n) fĄggvĆny ĂmŰkŤdĆse" az 5.2. ăbrăn tanulmănyozhatć. > Az f fĄggvĆny ĂmŰkŤdĆse" az 5.2. ăbrăn tanulmănyozhatć.

• 139/7 : < Bizonyątăs. Az X-et helyettesątve X \Y -nal, feltehetjĄk, hogy X Ćs Y diszjunktak. > Bizonyątăs. Az X-et helyettesątve X \ Y -nal feltehetjĄk, hogy X Ćs Y diszjunktak.

• 139/16 : < szerint ekvivalens X-el. > szerint ekvivalens X-szel.

• 140/−5 : < Bizonyątăs. Mivel R ∼ ℘(N), kapjuk, hogy C ∼ ℘(N) × ℘(N). De az N rĆszhalma- > Bizonyątăs. Mivel R ∼ ℘(N), kapjuk, hogy R × R ∼ ℘(N) × ℘(N). De az N rĆszhalma-

• 142/5 : < Ćs elmĆleti ˛zikus 1939-ben bebizonyątotta, hogy ha ellentmondăstalan (ezt remĆljĄk), > Ćs elmĆleti ˛zikus 1939-ben bebizonyątotta, hogy ha ZFC ellentmondăstalan (ezt remĆljĄk),

• 145/10 : < ahonnan k = k^′. Ha m ≠ 0, akkor m|n azzal ekvivalens, hogy n/m ∈ N. > ahonnan k = k^′. Ha m ≠ 0, akkor m|n azzal ekvivalens, hogy n/m ∈ N. A | relăcić az oszthatćsăg.

• 147/−11 : < a ∈ R-nek osztćja, akkor egysĆg. Az egysĆgeket ezzel a tulajdonsăggal tetszŞleges R ≠ {0} integrităsi tartomănyban is lehet de˛niălni, de kŤnnyen adćdik, hogy ha van egysĆg, akkor R egysĆgelemes: ha ε egy egysĆg, akkor ε|ε, ągy valamely 0 ≠ e ∈ R-re ε = eε.

Innen aε = aeε minden a ∈ R-re. Mivel ε ≠ 0, lehet vele egyszerŰsąteni. Az a ∈ R asszociăltjai az εa alakč elemek, ahol ε egysĆg. > a ∈ R-nek osztćja, akkor egysĆg. (Az egysĆgeket ezzel a tulajdonsăggal tetszŞleges R ≠ {0} integrităsi tartomănyban is lehet de˛niălni, de kŤnnyen adćdik, hogy ha van egysĆg, akkor R egysĆgelemes: ha ε egy egysĆg, akkor ε|ε, ągy valamely 0 ≠ e ∈ R-re ε = eε. Innen aε = aeε minden a ∈ R-re. Mivel ε ≠ 0, lehet vele egyszerŰsąteni.) Az a ∈ R asszociăltjai az εa alakč elemek, ahol ε egysĆg, ągy kŤlcso-sen egyĆrtelmŰ megfeleltetĆs ăll fenn egy nem nulla elem asszociăltjai Ćs az egysĆgek kŤzŤtt.

• 147/−3 : < tartomăny. Egy 0 ≠ a ∈ R elemet felbonthatatlannak (vagy irreducibilisnek) nevezĄnk, ha nem egysĆg, Ćs csak triviălis mćdon ąrhatć fel szorzatkĆnt, tehăt a = bc, b, c ∈ R > tartomăny. Egy a ∈ R elemet felbonthatatlannak (vagy irreducibilisnek) nevezĄnk, ha nem nulla, nem egysĆg, Ćs csak triviălis mćdon ąrhatć fel szorzatkĆnt, tehăt a = bc, b, c ∈ R

• 148/1 : < egysĆgek Ćs az asszociăltjai. A 0 ≠ p ∈ R elemet prąmelemnek nevezzĄk, ha nem egysĆg > asszociăltjai Ćs az egysĆgek. A p ∈ R elemet prąmelemnek nevezzĄk, ha nem nulla, nem egysĆg

• 148/−21 : < integrităsi tartomănyban az a_1, a_2, . . . , a_n ∈ R elemeknek a b ∈ R elem legnagyobb kŤzŤs > integrităsi tartomănyban a b ∈ R elem az a_1, a_2, . . . , a_n ∈ R elemeknek egy legnagyobb kŤzŤs

• 148/−8 : < → 6.1.19. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy integrităsi tartomănyban a|b pon- > → 6.1.19. Feladat. Mutassuk meg, hogy egysĆgelemes integrităsi tartomănyban a|b pon-

• 149/−16 : < (3) [Ciklus.] Legyen q_{n+1} ← ⌊r_n/r_{n+1}⌋, r_{n+2} ← r_n mod r_{n+1} = r_n − r_{n+1}q_{n+1}, x_{n+2} ← x_n − x_{n+1}q_{n+1}, y_{n+2} ← y_n − y_{n+1}q_{n+1}, n ← n + 1 Ćs menjĄnk (2)-re.

> (3) [Ciklus.] Legyen q_{n+1} ← ⌊r_n/r_{n+1}⌋,

r_{n+2} ← r_n mod r_{n+1} = r_n − r_{n+1}q_{n+1},

x_{n+2} ← x_n − x_{n+1}q_{n+1},

y_{n+2} ← y_n − y_{n+1}q_{n+1},

n ← n + 1 Ćs menjĄnk (2)-re.

• 150/−13 : < A bŞvątett euklideszi algoritmussal kaphatunk olyan x, y egĆszeket, hogy px + my = 1. Innen pnx + mny = n. Mivel p osztćja a bal oldalnak, a jobb oldalnak is. □ > A bŞvątett euklideszi algoritmussal kaphatunk olyan x, y egĆszeket, hogy px + my = ±1. Innen pnx + mny = ±n. Mivel p osztćja a bal oldalnak, a jobb oldalnak is. □

• 155/1 : < 6.1.55. EratoszthenĆsz szităja. Ha egy adott n-ig az Ťsszes prąmet meg akarjuk > 6.1.55. EratoszthenĆsz szităja. Ha egy adott n-ig az Ťsszes prąmet meg akarjuk

• 161/21 : < k ∈ Z. A kongruencia az x ≡ 4 (mod 31) kongruenciăval ekvivalens; ez a mod 31 ekvivalenciaosztăly kĆt mod 62 ekvivalenciaosztăly egyesątĆse, ągy x ≡ 4 (mod 62) vagy x ≡ 35 (mod 62). > k ∈ Z. A kongruencia az x ≡ 4 (mod 31) kongruenciăval ekvivalens; ez a mod 31 ekvivalenciaosztăly kĆt mod 62 ekvivalenciaosztăly egyesątĆse, ągy x ≡ 4 (mod 62) vagy x ≡ 35 (mod 62).

• 218/12 A 8.1. ŔBRA HELYETT : < > • 221/4 : < ∘ PĆlda. (R, +) Ćs ( R^∗, · ) nem izomorfak, mert az x + x = 0 egyenletnek > ∘ PĆlda. (R, +) Ćs ( R^×, · ) nem izomorfak, mert az x + x = 0 egyenletnek

Grupoidok asszociativităs FĆlcsoportok egysĆgelem Monoidok inverz Csoportok kommutativităs Abel-csoportok

8.1. ăbra

• 231/19 : < → 8.1.56. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy Q^+ a szorzăssal a Q \ {0}, R \ {0}, illetve C \ {0} > → 8.1.56. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy Q^+ a szorzăssal a Q^×, R^×, illetve C^×

• 235/−11 : < (3) (C \ {0}/T, ·) Ćs (R^+, ·); (4) (C \ {0}/R^+, ·) Ćs (T, ·); (5) (R/Z, +) Ćs (T, ·); (6) (Q/Z, +) Ćs (U, ·); (7) (Q \ {0}/U_2, ·) Ćs (Q^+, ·); (8) (R \ {0}/U_2, ·) Ćs (R^+, ·); > (3) (C^×/T, ·) Ćs (R^+, ·); (4) (C^×/R^+, ·) Ćs (T, ·); (5) (R/Z, +) Ćs (T, ·); (6) (Q/Z, +) Ćs (U, ·); (7) (Q^×/U_2, ·) Ćs (Q^+, ·); (8) (R^×/U_2, ·) Ćs (R^+, ·);

• 235/−2 : < rĆszcsoportjai ( GA(R^1), ∘ ) -nek, de GL(R^1) nem normălosztć, mąg N normălosztć, Ćs a faktorcsoport izomorf GL(R^1)-gyel, azaz (R \ {0}, ·)-tal. > rĆszcsoportjai ( GA(R^1), ∘ ) -nek, de GL(R^1) nem normălosztć, mąg N normălosztć, Ćs a faktorcsoport izomorf GL(R^1)-gyel, azaz (R^×, ·)-tal.

• 236/3 : < (1) GL(F^n)/SL(F^n) Ćs (F^∗, ·); > (1) GL(F^n)/SL(F^n) Ćs (F^×, ·);

• 237/−1 : < 8.1.100. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy (C \ {0}/U, ·) Ćs (R^+, ·) × (R/Q, +) izomor- > 8.1.100. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy (C^×/U, ·) Ćs (R^+, ·) × (R/Q, +) izomor-

• 238/−9 : < jelŤlni, Ćs n-ed fokč szimmetrikus csoportnak nevezzĄk. Nyilvănvalćan S_n rendje n!. > jelŤlni, Ćs n-ed fokč szimmetrikus csoportnak nevezzĄk. (Az elnevezĆs a szimmetrikus polinomokkal valć kapcsolatra utal.) Nyilvănvalćan S_n rendje n!.

• 240/10 : < alkotnak S_n-ben, amit A_n-nel jelŤlĄnk Ćs n-ed fokč alternălć csoportnak nevezĄnk. □ > alkotnak S_n-ben, amit A_n-nel jelŤlĄnk Ćs n-ed fokč alternălć csoportnak nevezĄnk. □

Az alternălć csoport elnevezĆs az alternălć polinomokkal valć kapcsolatra utal.

• 241/5 : < morfak: Z_2, Z_3, Z_4, Z_8, Z_3 \ {0}, Z_5 \ {0}, Z_8 \ {0}, Z_{12} \ {0}, S_2, A_3, S_3, D_3, D_4, Q. > morfak: Z_2, Z_3, Z_4, Z_8, Z^×_3 , Z^×_5 , Z^×_8 , Z^×_{12}, S_2, A_3, S_3, D_3, D_4, Q.

• 242/−14 : < (2) Z^∗_7; > (2) Z^×_7 ;

• 244/−4 A 8.4. ŔBRA HELYETT : < > GyŰrŰk {0}^′ fĆlcsoport kommutatąv Nullosztćmentes

gyŰrŰk

Kommutatąv

gyŰrŰk kommutatąv {0}^′ fĆlcsoport Integrităsi tartomănyok egysĆgelem rendezĆs EgysĆgelemes integrităsi tartomănyok

Rendezett integrităsi tartomănyok {0}^′ csoport egyĆrtelmŰ faktorizăcić GaussgyŰrŰk euklideszi norma Ferdetestek

Euklideszi gyŰrŰk kommutatąv {0}^′ csoport {0}^′ csoport Testek rendezĆs

Rendezett testek

8.4. ăbra

• 256/−17 :

< φ fĄggvĆny čgy, hogy > φ fĄggvĆny (euklideszi norma) čgy, hogy

• 282/20 : < beli gyŤkŤket is. (Sok gyŰrŰben a gyŤkkeresĆsre, a faktorizălăsra, Ćs az irreducibilităs > beli gyŤkŤket is. (Sok R gyŰrŰre a gyŤkkeresĆsre, a faktorizălăsra, Ćs az irreducibilităs

• 295/−17 : < · · ·+i_n Ćs x^i = x^{i1}_1 x^{i2}_2 · · · x^{in}_n . Ezzel a jelŤlĆssel az f polinom ∑ |i|≤m fix

i vĆges ŤsszegkĆnt > · · ·+i_n, i! = i_1!i_2! · · · i_n! Ćs x^i = x^{i1}_1 x^{i2}_2 · · · x^{in}_n . Ezzel a jelŤlĆssel az f polinom ∑ |i|≤m fix i vĆges ŤsszegkĆnt

• 295/−1 : < x_2p_2(x_1, x_2) alakban, mert mindkĆt szorzat konstans tagja nulla. > x_2p_2(x_1, x_2) alakban, mert mindkĆt szorzat konstans tagja nulla.

* 8.3.132.1. MegjegyzĆs. TŤbbhatărozatlanč Z feletti polinomok faktorizălăsăra kąvănunk hatĆkony algoritmust adni, Ćs ehhez szĄksĆgĄnk lesz bizonyos ideălok, a megfelelŞ faktorgyŰrŰk Ćs termĆszetes homomor˛zmusok vizsgălatăra. Ha R gyŰrŰ Ćs I ideăl R-ben, r_1, r_2 ∈ R, az r_1 ≡ r_2 (mod I) jelŤlĆs azt fogja jelenteni, hogy r_1 − r_2 ∈ I.

TekintsĄk az R kommutatąv egysĆgelemes gyŰrŰ feletti R[x_1, x_2, . . . , x_n] polinomgyŰrŰt. Ha a_1, a_2, . . . , a_n ∈ R, akkor az f(x_1, x_2, . . . , x_n) → f(a_1, a_2, . . . , a_n) lekĆpezĆse R[x_1, x_2, . . . , x_n]-nek R-be homomor˛zmus. Ennek a magja egy I ideăl, amely tartalmazza az x_1 − a_1, x_2 − a_2, . . . , x_n − a_n polinomokat; meg fogjuk mutatni, hogy Ćppen az ezek ăltal generălt ideăl. Ŕltalănosabban, legyen

S = {x_1 − a_1, x_2 − a_2, . . . , x_n − a_n},

Ćs tekintsĄk a komplexusszorzăssal Ćrtelmezett S^α, α ∈ N^+ halmazt, amely

x = (x_1, x_2, . . . , x_n), a = (a_1, a_2, . . . , a_n)

jelŤlĆssel tŤmŤren az S^α = { (x − a)^i : i ∈ N^n, |i| = α } alakba ąrhatć. Az S^α ăltal generălt (S^α) ideăl az S^α-beli polinomok tŤbbszŤrŤseinek ŤsszegeibŞl ăll, egy f polinom mellĆkosztălyăt pedig reprezentălhatjuk čgy, hogy f-et feląrjuk (x − a)^i, i ∈ N^n alakč polinomok konstansszorosainak ŤsszegekĆnt, Ćs elhagyunk minden olyan tagot, amelyre |i| ≥ α: Az ăllątăs belătăsăhoz Ćs a szămątăs kivitelezĆsĆhez hasznăljuk az x_i = y_i + a_i,

1 ≤ i ≤ n helyettesątĆseket. Egy f ∈ R[x_1, x_2, . . . , x_n] polinombćl a helyettesątĆssel egy g ∈ R[y_1, y_2, . . . , y_n] polinomot kapunk, a φ : f → g lekĆpezĆs izomor˛zmus, amely az S halmazt a T = {y_1, y_2, . . . , y_n} halmazba, ągy az (S^α) ideălt a (T^α) ideălba viszi. Ennek elemei az y^i, i ∈ N^n, |i| = k monomok tŤbbszŤrŤseinek Ťsszegei. Bărmely g polinom mellĆkosztălya egyetlen α-năl alacsonyabb fokč ~g polinomot tartalmaz, amit megkaphatunk čgy, hogy g-bŞl elhagyjuk az Ťsszes legalăbb α-ad fokč tagot. A ~g polinomot g mod (T^α)-val fogjuk jelŤlni. A g → ~g = g mod (T^α) lekĆpezĆs a termĆszetes homomor˛zmus, amelynek magja (T^α). Speciălisan, g(y_1, y_2, . . . , y_n) → g(0, 0, . . . , 0) a g → g mod (T ) lekĆpezĆs. A φ^{−1} : ~g → ~f lekĆpezĆssel, azaz az y_i = x_i − a_i, 1 ≤ i ≤ n helyettesątĆsekkel megkapjuk az f osztălyănak reprezentănsăt R[x_1, x_2, . . . , x_n]/(S^α)-ban. Ezt f mod (S^α)-val jelŤljĄk; az f → ~f = f mod (S^α) lekĆpezĆs a termĆszetes homomor- ˛zmus, amelynek magja (S^α). Speciălisan, R[x_1, x_2, . . . , x_n]/(S) izomorf az R gyŰrŰvel, a termĆszetes homomor˛zmus pedig az f(x_1, x_2, . . . , x_n) → f(a_1, a_2, . . . , a_n) lekĆpezĆs.

A kŤvetkezŞ tĆtelt a fŞ eredmĆny, a Hensel-lemma hasznălja.

* 8.3.132.2. TĆtel: lineăris diofantoszi egyenlet egyhatărozatlanč polinomokra. Legyen p prąmszăm, β ∈ N^+ Ćs g(x), h(x) ∈ Z_pβ [x] polinomok, amelyek fŞegyĄtthatćja nem oszthatć p-vel Ćs mod p tekintve relatąv prąmek. Ekkor minden f(x) ∈ Z_pβ [x] polinomhoz egyĆrtelmŰen lĆteznek σ(x), τ(x) ∈ Z_pβ [x] polinomok, amelyekre

σ(x)g(x) + τ(x)h(x) = f(x)

Ćs deg(σ) < deg(h). Ha mĆg deg(f) < deg(g) + deg(h) is teljesĄl, akkor deg(τ) < deg(g).

Bizonyątăs. ElŞszŤr az f = 1 esettel foglalkozunk. Indukcićval α szerint megmutatjuk, hogy lĆteznek olyan s_α(x), t_α(x) ∈ Z_pα [x] polinomok, hogy

s_α(x)g(x) + t_α(x)h(x) ≡ 1 (mod p^α).

BŞvątett euklidĆszi algoritmussal kaphatunk olyan s(x), t(x) ∈ Z_p[x] polinomokat, amelyekre s(x)g(x) + t(x)h(x) ≡ 1 (mod p);

ez s_1 = s, t_1 = t vălasztăssal adja az ăllątăst α = 1-re. Ha α-ra teljesĄl az ăllątăs, akkor legyen

e_α(x) =

1 − s_α(x)g(x) − t_α(x)h(x) p^α , Ćs legyen s_{α+1}(x) = s_α(x) + p^αe_α(x)s(x), t_{α+1}(x) = t_α(x) + p^αe_α(x)t(x). Ekkor

s_{α+1}(x)g(x) + t_{α+1}(x)h(x) ≡ s_α(x)g(x) + t_α(x)h(x) + p^αe_α(x) ( s(x)g(x) + t(x)h(x) ) ≡ 1 − p^αe_α(x) + p^αe_α(x) ( s(x)g(x) + t(x)h(x) ) ≡ 1 + p^αe_α(x) ( s(x)g(x) + t(x)h(x) − 1 ) ≡ 1 (mod p^{α+1}).

VĆgĄl osszuk maradĆkosan az s_β(x)f(x) polinomot h(x)-szel:

s_β (x)f(x) = q(x)h(x) + σ(x),

Ćs legyen τ(x) = t_β (x)f(x) − q(x)g(x).

Ekkor

σ(x)g(x) + τ(x)h(x) = ( s_β(x)f(x) − q(x)h(x) ) g(x) + ( t_β(x)f(x) + q(x)g(x) ) h(x)

= f(x) ( s_β (x)g(x) + t_β (x)h(x) ) ≡ f(x) (mod p^β ).

(VegyĄk Ćszre, hogy a maradĆkos osztăst az α szerinti indukcić minden lĆpĆsĆben is elvĆgezhetjĄk, ha s_α Ćs t_α fokszămăt csŤkkenteni akarjuk.)

Az egyĆrtelmŰsĆg bizonyątăsăhoz tegyĄk fel, hogy σ_1, τ_1 Ćs σ_2, τ_2 is megoldăsok. Ekkor ( σ_1(x) − σ_2(x) ) g(x) ≡ ( τ_2(x) − τ_1(x) ) h(x) (mod p^β ).

Indukcićval megmutatjuk, hogy σ_1(x) ≡ σ_2(x) (mod p^α) Ćs τ_2(x) ≡ τ_1(x) (mod p^α), α = 0, 1, . . . , β. Ha ez egy α < β-ra teljesĄl, akkor osztva p^α-val,

σ_1(x) − σ_2(x) p^α g(x) ≡ τ_2(x) − τ_1(x) p^α h(x) (mod p^{β−α}),

tehăt mod p is. Mivel Z_p[x]-ben g Ćs h relatąv prąmek, h|(σ_1 − σ_2)/p^α, de deg(σ_1 − σ_2) < deg(h), ągy (σ_1 − σ_2)/p^α ≡ 0 (mod p), Ćs hasonlćan (τ_2 − τ_1)/p^α ≡ 0 (mod p).

VĆgĄl, ha deg(f) < deg(g) + deg(h), akkor a fokszămok Ťsszehasonlątăsăbćl kŤvetkezik, hogy deg(τ) < deg(g), mivel deg(g) fŞegyĄtthatćja nem nullosztć.

* 8.3.132.3. TĆtel: Hensel-lemma tŤbbhatărozatlanč polinomokra. Legyen p prąmszăm, β ∈ N^+ Ćs y = (y_1, y_2, . . . , y_n) jelŤlĆssel legyen

f(y_1, y_2, . . . , y_n, z) = f(y, z) ∈ Z[y, z]

egy polinom. TegyĄk fel, hogy f(0, z) foka, d, ugyanannyi, mint f(y, z) foka z-ben, Ćs p nem osztja f(0, z) fŞegyĄtthatćjăt. Legyen S = {y_1, y_2, . . . , y_n} Ćs legyenek g_1, h_1 ∈ Z[y, z] polinomok, amelyekre (1) a Z[y][z]-beli (azaz z szerinti) fŞgyĄtthatćk szorzata ugyanannyi, mint f ∈ Z[y][z] fŞegyĄtthatćja;

(2) f(0, z) ≡ g_1(0, z)h_1(0, z) (mod p^β );

(3) g(z) = g_1(0, z) mod p Ćs h(z) = h_1(0, z) mod p relatąv prąmek Z_p[z]-ben.

Ekkor minden γ ∈ N^+-ra lĆteznek olyan g_γ , h_γ ∈ Z[y, z] polinomok, amelyekre (4) Z[y][z]-ben g_γ Ćs g_1 valamint h_γ Ćs h_1 fŞegyĄtthatćja megegyezik; (5) g_γ (0, z) ≡ g_1(0, z) (mod p^β) Ćs h_γ (0, z) ≡ h_1(0, z) (mod p^β ); (6) f mod (S^γ , p^β) = g_γ h_γ mod (S^γ , p^β).

Tovăbbă a g_γ Ćs h_γ polinomok egyĆrtelmŰek mod(S^γ , p^β ).

A bizonyątăs konstruktąv.

Bizonyątăs. A lĆtezĆst γ szerinti indukcićval bizonyątjuk. TegyĄk fel, hogy teljesĄl γ-ra, Ćs legyen e_γ = f −g_γh_γ . Az e_γ foka Z[y][z]-ben kisebb, mint d, Ćs (6) szerint e_γ mod (S^γ , p^β) = 0, ągy e_γ feląrhatć ∑ |i|=γ fi(y, z)y

i alakban, ahol f_i foka Z[y][z]-ben kisebb, mint d minden i ∈ N^n, |i| = γ-ra. Az elŞzŞ tĆtel szerint lĆteznek olyan egyĆrtelmŰen meghatărozott σ_i(z), τ_i(z) ∈ Z_pβ [z] polinomok, amelyekre

σ_i(z)g(z) + τ_i(z)h(z) ≡ f_i(0, z) (mod p^β ),

deg(σ_i) < deg(h), deg(τ_i) < deg(g). Legyen

g_{γ+1}(y, z) = g_γ (y, z) + ∑ |i|=γ

τ_i(z)y^i, h_{γ+1}(y, z) = h_γ (y, z) + ∑ |i|=γ

σ_i(z)y^i.

Ekkor (4) Ćs (5) nyilvăn teljesĄlnek, Ćs

f(y, z) − g_{γ+1}(y, z)h_{k+1}(y, z)

≡ f(y, z) − g_γ (y, z)h_γ(y, z) − g_γ (y, z) ∑ |i|=γ

σ_i(z)y^i − h_γ (y, z) ∑ |i|=γ

τ_i(z)y^i

≡ e_γ (y, z) − ∑ |i|=γ ( σ_i(z)g(z) + τ_i(z)h(z) ) y^i

≡ e_γ (y, z) − ∑ |i|=γ

f_i(0, z)y^i ≡ 0 ( mod(S^{γ+1}, p^β ) ) .

Az egyĆrtelmŰsĆg bizonyątăsa is indukcićval tŤrtĆnik; γ = 1-re teljesĄl (5) miatt. TegyĄk fel, hogy γ-ra teljesĄl. Mivel (6) teljesĄl γ + 1-re, f ≡ g_{γ+1}h_{γ+1} ( mod(S^γ , p^β) ) . A g_γ Ćs h_γ egyĆrtelmŰsĆge miatt mod (S^γ , p^β ) azt kapjuk, hogy

g_{γ+1}(y, z) − g_γ (y, z) = ∑ |i|=γ

τ_i(y, z)y^i Ćs h_{γ+1}(y, z) − h_γ (y, z) = ∑ |i|=γ

σ_i(y, z)y^i

valamely σ_i, τ_i polinomokra. Az f(y, z) − g_γ (y, z)h_γ (y, z) = e_γ (y, z) = ∑ |i|=γ fi(y, z)y i feląrăsbćl, mivel

0 ≡ f(y, z) − g_{γ+1}(y, z)h_{γ+1}(y, z)

≡ f(y, z) − g_γ (y, z)h_γ(y, z) − g_γ (y, z) ∑ |i|=γ

σ_i(y, z)y^i − h_γ (x, y) ∑ |i|=k

τ_i(y, z)y^i

≡ e_γ (y, z) − ∑ |i|=γ ( σ_i(0, z)g(z) + τ_i(0, z)h(z) ) y^i ≡ ∑ |i|=γ

f_i(0, z) − ( σ_i(0, z)g(z) + τ_i(0, z)h(z) ) ( mod(S^{γ+1}, p^β ) ) , az elŞzŞ tĆtelben szereplŞ egyĆrtelmŰsĆgbŞl azt kapjuk, hogy σ_i(0, z) Ćs τ_i(0, z) egyĆrtelmŰen meghatărozott, ami azt jelenti, hogy a g_{γ+1} − g_γ Ćs h_{γ+1} − h_γ polinomok kĄlŤnbĆgĆben az y-ban γ-ad fokč tagok egyĆrtelmŰen meghatărozottak, amibŞl kŤvetkezik g_{γ+1} Ćs h_{γ+1} egyĆrtelmŰsĆge mod (S^{γ+1}, p^β).

* 8.3.132.4. EgĆszegyĄtthatćs tŤbbhatărozatlanč polinomok faktorizălăsa. A Hensel-lemma elŞzŞ, tŤbbhatărozatlanč polinomokra vonatkozć, Ćs az egyhatărozatlanč polinomokra vonatkozć văltozata egyĄtt felhasznălhatć egĆsz egyĄtthatćs tŤbbhatărozatlanč polinomok păronkĆnt relatąv prąm polinomokra valć faktorizălăsăra. ElŞszŤr is, akărmilyen, akăr komplex egyĄtthatćs f(x_1, x_2, . . . , x_n) = ∑ i∈N^n fix

i polinomra legyen B(f) = ∑ i∈N^n |fi|

2i!(d − |i|)!, ahol d a polinom teljes fokszăma. Megmutathatć (lăsd Knuth [44], 4.6.2{21 feladat), hogy ha f = gh, akkor B(g)B(h) ≤ B(f); ez korlătot ad a lehetsĆges faktorok egyĄtthatćira.

Csak primitąv polinomok faktorizălăsăval fogunk foglalkozni. Ha az f primitąv polinom feląrhatć nem triviălis mćdon gh alakban, ahol g, h ∈ Z[x_1, x_2, . . . , x_n], tovăbbă g Ćs h relatąv prąmek, akkor g Ćs h primitąv polinomok, Ćs f ≡ gh ( mod(S^γ , p^β ) ) minden p prąmre Ćs S = {x_2 − a_2, x_3 − a_3, . . . , x_n − a_n} halmazra, bărmely γ, β ∈ N^+ kitevŞkre. KeressĄnk olyan a_i, 2 ≤ i ≤ n ĆrtĆkeket Ćs p păratlan prąmet, hogy az x_1 = z, x_i = y_{i−1} + a_i helyettesątĆsek utăn, az y = (y_1, y_2, . . . , y_{n−1}) jelŤlĆssel a kapott f^∗(y, z) polinom teljesątse az elŞzŞ tĆtel feltĆteleit, pontosabban foka z-ben ugyanannyi legyen, mint az eredeti polinom foka x_1-ben, Ćs ha ~c ∈ Z[y] jelŤli az f^∗ ∈ Z[y][z] polinom fŞegyĄtthatćjăt, akkor ~c(0) ne legyen oszthatć p-vel. Szorozzuk meg f^∗(y, z)-t ~c(y)-nal, azaz legyen ~f(y, z) = ~c(y)f^∗(y, z), Ćs alakątsuk szorzattă az ~f(0, z) = ~c(0)f^∗(0, z) egyhatărozatlanč polinomot modulo p. MindkĆt tĆnyezŞt vĆgigszorozva egy Z_p-beli egysĆggel, elĆrhetjĄk, hogy mindkĆt tĆnyezŞben a fŞegyĄtthatć ~c(0)-val kongruens modulo p. A fŞegyĄtthatćkat mindkĆt tĆnyezŞben kicserĆlve ~c(0)-ra, a kapott g_1(z), h_1(z) polinomokra teljesĄlnek az egyhatărozatlanč polinomokra vonatkozć Hensel-lemma feltĆtelei, ągy azokat Ăfelemelve" egy mod p^β vett felbontăssă, megtalălhatjuk ~f(0, z) egy ~g(0, z)~h(0, z) szorzattă bontăsăt, amelyre ~g(0, z) ≡ g_1(z) (mod p) Ćs ~h(0, z) ≡ h_1(z) (mod p), ha van ilyen. A β kitevŞt olyan nagynak kell vălasztani, hogy p^β nagyobb legyen ~f(y, z) faktorai egyĄtthatćinak abszolčt ĆrtĆke egy korlătjănak a kĆtszeresĆnĆl, Ćs cĆlszerŰ a maradĆkosztălyokat a legkisebb abszolčt ĆrtĆkŰ maradĆkukkal reprezentălni. A z-ben vett fŞgyĄtthatćkat kicserĆlve ~c(y)-ra, a kapott g_1(y, z), h_1(y, z) polinomokra teljesĄlnek az elŞzŞ tĆtel, a Hensel-lemma feltĆtelei γ = 1-re. A Hensel-lemma segątsĆgĆvel Ăfelemelve" ezt a felbontăst egy mod (S^γ , p^β ) vett felbontăssă, ahol γ nagyobb, mint ~f foka, megtalălhatjuk ~f(y, z) egy ~g(y, z)~h(y, z) szorzattă bontăsăt, amelyre ~g(0, z) ≡ g_1(z) (mod p) Ćs ~h(0, z) ≡ h_1(z) (mod p), ha van ilyen. A maradĆkosztălyokat vĆgig a legkisebb abszolčt ĆrtĆkŰ maradĆkukkal cĆlszerŰ reprezentălni, mert ekkor kŤzvetlenĄl ~g(y, z) Ćs ~h(y, z) egyĄtthatćit kapjuk. A ~g(y, z) Ćs ~h(y, z) primitąv rĆszĆt vĆve, f^∗(y, z) egy szorzatfelbontăsăt (tehăt f egy szorzatfelbontăsăt) kapjuk, Ćs ągy nyilvăn minden szorzatfelbontăs kiadćdik, hiszen mindegyiknek van valamilyen kĆpe mod (S, p).

Az eljărăs hătrănya, hogy egy Ăritka" (kevĆs nem nulla egyĄtthatćt tartalmazć) tŤbbhatărozatlanč polinom az x_i helyĆre y_i + a_i-t helyettesątve (i = 2, . . . , n) ăltalăban nem marad ritka, ha a_i ≠ 0. Mărpedig sokszor nem tudunk a_i = 0-t vălasztani, mert ezzel a vălasztăssal nem teljesĄlnek a ~c-ra vonatkozć feltĆtelek. Egy javątott eljărăst kaphatunk, ha egyszerre csak egy helyettesątĆst hajtunk vĆgre, mert ekkor nem nŞ meg olyan nagyon a nem nulla egyĄtthatćk szăma. Ehhez azonban szĄksĆgĄnk lesz az alăbbi tĆtel ăltal leąrt rekurząv eljărăsra.

* 8.3.132.5. Polinom diofantoszi egyenletek megoldăsa tŤbbhatărozatlanč polinomokra. Legyen p prąmszăm, β ∈ N^+. TegyĄk fel, hogy x = (x_1, x_2, . . . , x_n) Ćs a = (a_1, a_2, . . . , a_n) jelŤlĆssel S = {x_1 − a_1, . . . , x_n − a_n},

g(z, x_1, . . . , x_n) = g(z, x) ∈ Z_pβ [z, x],

h(z, x_1, . . . , x_n) = h(z, x) ∈ Z_pβ [z, x],

g(z, a) foka ugyanannyi, mint g(z, x) foka z-ben, h(z, a) foka ugyanannyi, mint h(z, x) foka z-ben, g(z, a) Ćs h(z, a) relatąv prąmek mod p. Ekkor minden f ∈ Z_pβ [z, x] polinomhoz, amelynek foka kisebb, mint γ, lĆteznek olyan σ(z, x) Ćs τ(z, x) polinomok, hogy σ(z, x)g(z, x) + τ(z, x)h(z, x) ≡ f(z, x) ( mod (S^γ , p^β) ) .

A bizonyątăs eljărăst ad σ Ćs τ meghatărozăsăra.

Bizonyątăs. Tudjuk a tĆtelbŞl, hogy n = 0-ra teljesĄl az ăllątăs. Indukcićval, tegyĄk fel, hogy n-re teljesĄl, Ćs megmutatjuk, hogy n + 1-re is. HelyettesątsĄnk x_{n+1} helyĆre y + a_{n+1}-et. A kapott polinomokat jelŤlje rendre ~f, ~g Ćs ~h. Megmutatjuk α szerinti indukcićval, hogy lĆteznek ~σ_α Ćs ~τ_α polinomok, amelyek foka y-ban kisebb, mint α, Ćs

~σ_α(z, x, y)~g(z, x, y) + ~τ_α(z, x, y)h(z, x, y) ≡ ~f(z, x, y) ( mod (S^γ , y^α, p^β ) ) . Az α = 1 esetben azt kell megmutatnunk, hogy lĆteznek olyan ~σ_1 Ćs ~τ_1 polinomok, hogy

~σ_1(z, x, 0)~g(z, x, 0) + ~τ_α(z, x, 0)h(z, x, 0) ≡ ~f(z, x, 0) ( mod (S^γ , p^β) ) ; ez Ćppen az n szerinti indukcićs feltevĆsĄnk. TegyĄk fel, hogy α-ra măr teljesĄl az ăllątăs, Ćs legyen

e_α(z, x, y) = ~f(z, x, y) − ~σ_α(z, x, y)~g(z, x, y) + ~τ_α(z, x, y)h(z, x, y).

Mivel ez a polinom mod (S^γ , p^β ) egy olyan polinommal ekvivalens, amely oszthatć y^α-val, ezt ~f_α-val jelŤlve, alkalmazhatjuk az indukcićs feltevĆst, Ćs olyan s_α Ćs t_α polinomokat kapunk, amelyekre

s_α(z, x)~g(z, x, 0) + t_α(z, x)~h(z, x, 0) ≡ ~f_α(z, x, 0) ( mod (S^γ , p^β ) ) .

Legyen ~σ_{α+1}(z, x, y) = ~σ_α(z, x, y) + t_α(z, x)y^α Ćs ~τ_{α+1}(z, x, y) = ~σ_α(z, x, y) + t_α(z, x)y^α. Ekkor ~f(z, x, y) − ~σ_{α+1}(z, x, y)~g(z, x, y) − ~τ_{α+1}(z, x, y)~g(z, x, y)

≡ e_α(z, x, y) − t_α(z, x)y^α ~g(z, x, y) − s_α(z, x)y^α~h(z, x, y)

≡ ~f_α(z, x, 0)y^α − t_α(z, x)y^α ~g(z, x, 0) − s_α(z, x)y^α~h(z, x, 0) ≡ 0 ( mod (S^γ , y^{α+1}, p^β ).

Az α = γ esetben megkapjuk az ăllątăst n + 1-re, ha alkalmazzuk az y = x_{n+1} − a_{n+1} helyettesątĆst.

* 8.3.132.6. EgĆszegyĄtthatćs tŤbbhatărozatlanč polinomok faktorizălăsa, javątott eljărăs. Most is csak primitąv polinomok faktorizălăsăval fogunk foglalkozni. Ha az f primitąv polinom feląrhatć gh alakban, ahol g, h ∈ Z[x_1, x_2, . . . , x_n], valamint g Ćs h relatąv prąmek, akkor g Ćs h primitąv polinomok, Ćs f ≡ gh ( mod (S^γ_k , S^′_k, p^β) ) minden p prąmre Ćs S_k = {x_2 −a_2, x_3 −a_3, . . . , x_k −a_k}, S^′_k = {x_{k+1} −a_{k+1}, . . . , x_n −a_n} halmazra, bărmely γ, β ∈ N^+ kitevŞkre. KeressĄnk olyan a_i, 2 ≤ i ≤ n ĆrtĆkeket Ćs p păratlan prąmet, hogy az x_i = a_i, 2 ≤ i ≤ n helyettesątĆsek utăn a kapott polinom foka x_1-ben ugyanannyi legyen, mint az eredeti polinom foka x_1-ben, Ćs ha c jelŤli az f ∈ Z[x_2, . . . , x_n][x_1] polinom fŞegyĄtthatćjăt (azaz az x_1-ben vett fŞegyĄtthatćt), akkor c(a_2, . . . , a_n) ne legyen oszthatć p-vel. Szorozzuk meg f-et c-vel; az

f^∗(x_1, x_2, . . . , x_n) = c(x_2, . . . , x_n)f(x_1, x_2, . . . , x_n)

polinomot fogjuk szorzattă alakątani mod (S^γ , p^β ), ahol

S = {x_2 − a_2, x_3 − a_3, . . . , x_n − a_n} = S_n = S_k ∪ S^′_k.

Ha a γ kitevŞt čgy vălasztjuk, hogy nagyobb legyen, mint f^∗ foka, a β kitevŞt pedig čgy, hogy p^β nagyobb legyen, mint a fellĆpŞ g^∗ Ćs h^∗ tĆnyezŞk lehetsĆges egyĄtthatći abszolčt ĆrtĆkeinek kĆtszerese, az egyĄtthatćkat mod p^β a legkisebb abszolčt ĆrtĆkŰ reprezentănssal reprezentălva, megkapjuk a g^∗ Ćs h^∗ polinomokat. Primitąv rĆszĄk adja a keresett g Ćs h polinomokat.

Az eljărăs lĆnyege, hogy az

(1) f^∗(x_1, . . . , x_k , a_{k+1}, . . . , a_n) ≡ g^∗_k(x_1, . . . , x_k)h^∗_k(x_1, . . . , x_k ) ( mod (S^γ_k , p^β) )

felbontăs birtokăban valamely k-ra, azt Ăfelemelve" elŞăllątunk egy hasonlć felbontăst k + 1-re. A k = 1 esetben elŞszŤr az egyhatărozatlanč f^∗(x_1, a_2, . . . , a_n) polinom mod p vett szorzatfelbontăsăt ăllątjuk elŞ. MindkĆt tĆnyezŞt vĆgigszorozva egy Z_p-beli egysĆggel, elĆrhetjĄk, hogy mindkĆt tĆnyezŞben a fŞegyĄtthatć c(a_2, . . . , a_n)-nel kongruens modulo p. A fŞegyĄtthatćkat mindkĆt tĆnyezŞben kicserĆlve c(a_2, . . . , a_n)-re, a kapott g_1(x_1), h_1(x_1) polinomokra teljesĄlnek az (egyhatărozatlanč polinomokra vonatkozć) Hensellemma feltĆtelei α = 1-re. A Hensel-lemma segątsĆgĆvel Ăfelemelve" ezt a felbontăst egy modulo p^β vett felbontăssă, megtalălhatjuk f^∗(x_1, a_2, . . . , a_n) egy g^∗_1 (x_1)h^∗_1(x_1) szorzattă bontăsăt, amelyre g^∗_1 (x_1) ≡ g_1(x_1) (mod p) Ćs h^∗_1(x_1) ≡ h_1(x_1) (mod p), ha van ilyen. Ezzel k = 1-re kĆszen vagyunk.

NĆzzĄk az indukcićs lĆpĆst. TegyĄk fel, hogy k-ra van egy (1) szerinti felbontăsunk. Az f^∗-bćl x_{k+1} = y + a_{k+1}, x_{k+2} = a_{k+2}, . . . , x_n = a_n helyettesątĆsekkel kapott ~f_k polinom egy

(2) ~f_k(x, y, a^′) ≡ ~g_{k,j} (x, y)~h_{k,j} (x, y) ( mod (S^γ_k , y^j , p^β) )

felbontăsăt szeretnĆnk megkapni, ahol x = (x_1, . . . , x_k) Ćs a^′ = (a_{k+2}, . . . , a_n). Ez is indukcićval megy: a j = 1 esetben az elŞzŞ lĆpĆs eredmĆnye adja a felbontăst, egyĆbkĆnt pedig legyen

e_{k,j} (x, y) = ~f(x, y, a^′) − ~g_{k,j} (x, y)~h_{k,j} (x, y) = c_{k,j} (x, y)y^j .

Az elŞzŞ tĆtel szerint kaphatunk olyan σ_{k,j} Ćs τ_{k,j} polinomokat, hogy

c_{k,j} (x, 0) = σ_{k,j} (x)g_k(x) + τ_{k,j} (x)h_k(x).

Legyen ~g_{k,j+1}(x, y) = ~g_{k,j} (x, y) + τ_{k,j} (x)y^j , ~h_{k,j+1}(x, y) = ~h_{k,j} (x, y) + σ_{k,j} (x)y^j . Ekkor

~f(x, y, a^′) − ~g_{k,j+1}(x, y)~h_{k,j+1}(x, y)

≡ ~f(x, y, a^′) − ~g_{k,j} (x, y)~h_{k,j} (x, y) − ~g_{k,j} (x, y)σ_{k,j} (x)y^j − ~h_{k,j} (x, y)τ_{k,j} (x)y^j ≡ 0 ( mod (S^γ_k , y^{j+1}, p^β ) ) . VĆgĄl vegyĄk Ćszre, hogy a j = γ esetben (2)-bŞl (1) megkaphatć k helyett k + 1-re.

* 8.3.132.7. MegjegyzĆs. Az eddig tanult mćdszerek lehetŞvĆ teszik, hogy Z feletti tŤbbhatărozatlanč polinomokat păronkĆnt relatąv prąm tĆnyezŞk szorzatăra bontsunk. Ezek persze lehetnek irreducibilis polinomok hatvănyai; az irreducibilis polinomokat magukat (valahanyadik) gyŤkŤt vonva kaphatjuk meg. Ezt hatĆkonyan čgy tehetjĄk meg, hogy egy kivĆtelĆvel az Ťsszes văltozć helyĆbe beąrva egy konstanst, valamely p păratlan prąm modulusra Z_p felett meghatărozzuk a megfelelŞ irreducibilis faktor kĆpĆt. Ennek a kĆpnek a ĂfelemelĆsĆt" az eddig tanultakhoz hasonlćan, de most Newton-iterăcićval vĆgezhetjĄk, amelynek kĆt fajtăjăt kell kombinălnunk. IsmertetĆsĄkhŤz szĄksĆg lesz a Taylor-formula algebrai văltozatăra.

* 8.3.132.8. Taylor-formula egyhatărozatlanč polinomokra. Legyen R gyŰrŰ, f ∈ R[x] polinom. Ekkor az f(x + y) ∈ R[x, y] polinomra

f(x + y) = f(x) + f^′(x)y + g(x, y)y^2

valamely g(x, y) ∈ R[x, y] polinommal.

Bizonyątăs. Az f(x + y) polinom nyilvăn egyĆrtelmŰen feląrhatć

f(x + y) = h(x) + k(x)y + g(x, y)y^2

alakban, ahol h, k ∈ R[x] Ćs g ∈ R[x, y]. Az y = 0 helyettesątĆssel h = f. Az y szerint di¸erenciălva, f^′(x + y) = k(x) + 2yg(x, y) + l(x, y)y^2,

ahol l a g polinom y szerinti derivăltja. Az y = 0 helyettesątĆssel k = f^′. □

* 8.3.132.9. Ideăl-adikus Newton-iterăcić. TegyĄk fel, hogy az F (u) = 0 algebrai egyenletet akarjuk megoldani, ahol p egy prąmszăm Ćs F ∈ Z_p[x_1, x_2, . . . , x_n][u]. A {x_1 − a_1, x_2 − a_2, . . . x_m − a_m} halmaz, ahol a_1, a_2, . . . , a_m ∈ Z_p, az x_i = y_i + a_i, 1 ≤ i ≤ m helyettesątĆsekkel az S = {y_1, y_2, . . . , y_m} halmazba, az F polinom pedig egy f ∈ Z_p[x, y][u] polinomba megy ăt, ahol y = (y_1, y_2, . . . , y_m) Ćs x = (x_{m+1}, x_{m+2}, . . . , x_n). Legyen u ∈ Z_p[x, y] egy gyŤke az f(u) = 0 egyenletnek, Ćs ąrjuk fel u-t

u(x, y) = ∑ |i|≤β

e_i(x)y^i, i ∈ N^m

alakban. TegyĄk fel, hogy u_1(x) = e_{(0,... ,0)}(x) ismert; nyilvăn f(u_1) mod (S) = 0. TegyĄk fel tovăbbă, hogy f^′(u_1) mod (S) ≠ 0, ahol a derivălăs u szerint ĆrtendŞ. Megmutatjuk, hogy ha az u_α(x, y) = ∑ |i|<α

e_i(x)y^i

Ăα-ad rendŰ ideăl-adikus kŤzelątĆs" ismert, akkor hogyan hatărozhatć meg u_{α+1}(x, y). Mivel f(u_α) mod (S^α) = 0, f(u_α) = ∑ |i|=α

c_i(x, y)y^i.

Mivel u_{α+1} = u_α + ∑ |i|=α

e_i(x)y^i,

Ćs a Taylor-formula szerint f ( u_α + ∑ |i|=α ei(x)y i ) = f(u_α) + f^′(u_α) ∑ |i|=α

e_i(x)y^i

+ g ( u_α, ∑ |i|=α ei(x)y i )( ∑ |i|=α

e_i(x)y^i

)_2 ,

ahonnan mindkĆt oldalt mod(S^{α+1}) tekintve,

f(u_{α+1}) ≡ ∑ |i|=α

c_i(x, 0)y^i + ( f^′(u_α) mod (S) )( ∑ |i|=α

e_i(x)y^i ) .

Mivel f(u_{α+1}) mod (S^{α+1}) = 0 Ćs f^′(u_α) mod (S) = f^′(u_1) mod (S), azt kapjuk, hogy 0 ≡ ∑ |i|=α

c_i(x, 0)y^i + ( f^′(u_1) mod (S) )( ∑ |i|=α

e_i(x)y^i ) .

Innen e_i(x) =

−c_i(x, 0) f^′(u_1) mod (S)

minden |i| = α-ra Z_p[x]-ben, Ćs az osztăsnak maradĆk nĆlkĄlinek kell lenni.

* 8.3.132.10. p-adikus Newton-iterăcić. TegyĄk fel, hogy az f(u) = 0 algebrai egyenletet akarjuk megoldani, ahol x = (x_1, x_2, . . . , x_n) jelŤlĆssel f ∈ Z[x][u]. Legyen u egy gyŤk, p egy prąmszăm, amirŞl az egyszerŰsĆg kedvĆĆrt feltesszĄk, hogy păratlan, reprezentăljuk a maradĆkosztălyokat a legkisebb abszolčt ĆrtĆkŰ maradĆkkal, Ćs ąrjuk fel u-t p-alapč szămrendszerben:

u(x) = e_0(x) + e_1(x)p + e_2(x)p^2 + · · · + e_β (x)p^β ,

ahol e_α(x) ∈ Z_p[x]. TegyĄk fel, hogy u_1(x) = e_0(x) ismert; nyilvăn f(u_1) ≡ 0 (mod p). TegyĄk fel tovăbbă, hogy f^′(u_1) mod p ≠ 0, ahol a derivălăs u szerint ĆrtendŞ. Az

u_α(x) = e_0(x) + e_1(x)p + e_2(x)p^2 + · · · + e_{α−1}(x)p^{α−1}

Ăα-ad rendŰ p-adikus kŤzelątĆs" ismeretĆben e_α, Ćs ągy u_{α+1} meghatărozhatć: f(u_α) ≡ 0 (mod p^α) Ćs a Taylor-formula szerint

f(u_α + e_αp^α) = f(u_α) + f^′(u_α)e_αp^α + g(u_α, e_αp^α)u^2_αp^{2α},

ahonnan f(u_α + e_αp^α)

p^α = f(u_α) p^α

+ f^′(u_α)e_α + g(u_α, e_αp^α)u^2_αp^α.

Mivel f(u_{α+1}) = f(u_α + e_αp^α) ≡ 0 (mod p^{α+1}), azt kapjuk, hogy 0 ≡ f(u_α)

p^α + ( f^′(u_α) mod p ) e_α (mod p),

ahonnan, felhasznălva, hogy f^′(u_α) ≡ f^′(u_1) (mod p), kapjuk, hogy

e_α =

−f(u_α)/p^α f^′(u_1) mod p

Z_p[x]-ben, Ćs az osztăsnak maradĆk nĆlkĄlinek kell lenni.

* 8.3.132.11. Legnagyobb kŤzŤs osztć szămolăsa tŤbbhatărozatlanč polinomokra. A faktorizălăsra tanult hatĆkony eljărăsok primitąv polinomokra alkalmazhatćk, a primitąv rĆsz kĆpzĆsĆhez pedig az egyĄtthatćk legnagyobb kŤzŤs osztćjăval vĆgig kell osztani a polinomot. A legnagyobb kŤzŤs osztć szămolăsăra racionălis tŤrtfĄggvĆnyek egyszerŰsątĆsĆhez is szĄksĆg van; ez az egyik legfontosabb alkalmazăs.

A Hensel-lemma segątsĆgĆvel egy, ăltalăban mĆg a szubrezultăns algoritmusnăl is hatĆkonyabb eljărăst adhatunk f, g ∈ Z[x_1, x_2, . . . , x_n] legnagyobb kŤzŤs osztćjănak szămolăsăra. Mint a szubrezultăns algoritmusnăl lăttuk, feltehetjĄk, hogy f Ćs g primitąv polinomok; ągy persze ez az eljărăs is rekurząv lesz. Az alapgondolat, hogy tekintĄnk egy alkalmas p păratlan prąmet Ćs a_2, . . . , a_n egĆszeket, az S = {x_2 − a_2, . . . , x_n − a_n} halmazra meghatărozzuk a Z_p feletti f_1 = f mod (S, p) Ćs g_1 = f mod (S, p) egyhatărozatlanč polinomok h_1 legnagyobb kŤzŤs osztćjăt, majd az f_1 = h_1 · (f_1/h_1) faktorizălăst Ăfelemelve" egy f = h · (f/h) faktorizălăssă, ahol h ∈ Z[x_1, x_2, . . . , x_n], remĆljĄk, hogy h a legnagyobb kŤzŤs osztć. Mivel h|f, ha a felemelĆs sikeres, osztăssal csak azt kell ellenŞriznĄnk, hogy h|g teljesĄl-e? TermĆszetesen az (S, p) părt čgy kell megvălasztani, hogy f_1 illetve g_1 foka ugyanannyi legyen, mint f illetve g foka x_1-ben. Řrdemes mĆg a felemelĆs elŞtt legalăbb kĆt (S, p) părt kiprćbălni. Ha a h_1 foka valamelyik esetben nagyobb, mint a măsikban, akkor azt a părt elvetjĄk, Ćs helyette čjat vălasztunk. Ha h_1 foka nulla, akkor a legnagyobb kŤzŤs osztć 1. Ha deg(h_1) = deg(f_1) ≤ deg(g_1), akkor h = f lesz a felemelĆs eredmĆnye, jŤhet az osztăs. Ha az osztăs nem maradĆk nĆlkĄli, akkor čjabb (S, p) părral kell prćbălkoznunk.

Ez az eljărăs elakadhat, ha h_1 Ćs f_1/h_1 nem relatąv prąmek, mert ekkor a felemelĆs nem lehetsĆges. TermĆszetesen megcserĆlhetjĄk f Ćs g szerepĆt, de ha g_1/h_1 Ćs h_1 sem relatąv prąmek, akkor ez sem segąt. ( Ůj (S, p) păr vălasztăsa sem segąt, ha f Ćs g legnagyobb kŤzŤs osztćja nem relatąv prąm sem f-hez, sem g-hez. ) Talălhatunk viszont olyan k, m ∈ Z egĆszeket, hogy kf + mg mod (S, p) Ćs h_1 hănyadosa valamint h_1 relatąv prąmek. Ezek szorzatăt felemelve kf + mg egy szorzatfelbontăsăvă, kapjuk h-t.

• 296/3 : < măny. Az f ∈ R[x_1, x_2, . . . , x_n] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezzĄk, ha a hatărozatlanok tetszŞleges permutăcićjăra ugyanaz marad, azaz ha bărmely σ ∈ S_n-re

f(x_{σ1} , x_{σ2} , . . . , x_{σn} ) = f(x_1, x_2, . . . , x_n). > măny. Az f ∈ R[x_1, x_2, . . . , x_n] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezzĄk, ha bărmely kĆt hatărozatlan megcserĆlĆsekor ugyanaz marad. (Ha ilyenkor a polinom az ellentettjĆre văltozik, akkor alternălć polinomnak nevezzĄk.)

• 302/11 : < cić egysĆge a bit, Ćs ilyenkor log_r p_i helyett egyszerŰen log p_i-t ąrunk. TŤbbnyire nem az > cić egysĆge a bit, Ćs ilyenkor log_r p_i helyett egyszerŰen log p_i-t ąrunk; termĆszetes logaritmus esetĆn az informăcić egysĆge a nat, tizes alapč logaritmus esetĆn pedig a hartley. TŤbbnyire nem az

• 304/19 : < juk.) > juk.) Angol nyelvŰ ąrott szŤvegek informăcićtartalmăt shannonclaudeelwoodShannon, Claude Elwood (1916{2001)Shannon betŰnkĆnt 1 bitre becsĄlte, nĆmet nyelvnĆl 1,3 bitre becsĄlik.

• 328/9 : < jellĆ, a kvantălăsi fĄggvĆny inverzĆt kell alkalmaznunk. > jellĆ, a kvantălăsi fĄggvĆny inverzĆt kell alkalmaznunk. A villamosmĆrnŤkŤk egyĆbkĆnt a jelteljesątmĆny Ćs a zajteljesątmĆny hănyadosănak mĆrĆsĆre annak tizes alapč logaritmusăt, a Belt, vagy inkăbb a tizedrĆszĆt, a decibelt (dB) hasznăljăk. NĆhăny jellemzŞ jel/zaj viszony beszĆdătvitelnĆl: 10 dB mĆg ĆrthetŞ; 20 dB hasznălhatć telefonŤsszekŤttetĆs; 40 dB rădić minŞsĆg; 60 dB igen jć zenei minŞsĆg.

• 348/13 : < nehĆz; egyelŞre ezeket fŞleg az ŰrtăvkŤzlĆsben hasznăljăk.) > nehĆz; egyelŞre ezeket fŞleg az ŰrtăvkŤzlĆsben hasznăljăk.) Analćg ătvitel esetĆn a csatornakapacităs az f log_r(P/P_z) ŤsszefĄggĆssel becsĄlhetŞ, ahol f a csatorna săvszĆlessĆge, P a (teljes, a zajt is tartalmazć) jelteljesątmĆny, P_z pedig a zajteljesątmĆny. Ha a csatornakapacităst bit/s-ban azaz baudban akarjuk megkapni, akkor r = 2, Ćs log(P/P_z) a dB-ben mĆrt jel/zaj viszonynak kb. harmada. PĆldăul morzejelnĆl, ha egy pont hossza 20 ms, akkor a frekvencia 25 Hz. Kicsit nagyobb, 40 Hz săvszĆlessĆggel szămolva, ha 10 dB a szĄksĆges jel/zaj viszony, akkor a tăvąrćcsatorna kapacităsa ≈ 133 bit/s, azaz baud. A telefonătvitel săvszĆlessĆge ≈ 3 kHz, a Hi˛ ătvitelĆ ≈ 20 kHz csatornănkĆnt, a fekete-fehĆr televązićĆ 5 MHz, a szinesĆ 6,5 MHz. Fekete-fehĆr Tv-nĆl minimum 35 dB, szinesnĆl 45 dB jel/zaj viszony szĄksĆges.

• 348/17 : < olyan nagy lenne a kćdszavak szăma. A tĆtel fontossăga mĆgis felbecsĄlhetetlen, ugyanis > olyan nagy lenne a kćdszavak szăma. (A bizonyątăs alapgondolata, hogy nagyon hosszč kćdolandć- Ćs kćdszavak esetĆn elĆg sok olyan kćdolăs van, amelynek elĆg nagy a tăvolsăga, ągy vĆletlenszerŰen vălasztva kćdolăst, talălhatunk alkalmas kćdot.) A tĆtel fontossăga mĆgis felbecsĄlhetetlen, ugyanis

• 350/−14 : < kćdszavak halmaza. EzĆrt a kćdszavak halmazăt akăr a g, akăr a H lekĆpezĆs megadja. > kćdszavak halmaza. EzĆrt a kćdszavak halmazăt akăr a G, akăr a H lekĆpezĆs megadja.

• 350/−10 : < mătrixăt, H mătrixa oszlopainak lineăris kombinăcićjăt kapjuk. > oszlopmătrixăt, H mătrixa oszlopainak lineăris kombinăcićjăt kapjuk.

• 353/13 : < ris kćdolăst polinomkćdolăsnak nevezzĄk, g(x) a kćd generătorpolinomja, a kćdszvak a > ris kćdolăst polinomkćdolăsnak nevezzĄk, g(x) a kćd generătorpolinomja, a kćdszavak a

• 355/14 : < săk az ăbĆcĆt ennek elemei, a K elemszămăt jelŤlje q. Legyen Legyen 0 ≠ α ∈ K multip- > săk az ăbĆcĆt ennek elemei, a K elemszămăt jelŤlje q. Legyen 0 ≠ α ∈ K multip-

• 384/−17 : < ezek tartalma is egĆsz szăm. Van mĆg egy programmemćria, ennek rekeszei termĆszetes > ezek tartalma is egĆsz szăm. Van mĆg egy programmemćria, ennek rekeszei termĆszetes

• 386/18 : < (felĄlde˛niălhatć) szimbolikus cąmkeszimbolikus cąmkĆket hasznălunk, azaz a cąmke egy > (felĄlde˛niălhatć) szimbolikus cąmkĆket hasznălunk, azaz a cąmke egy

• 399/−18 : < TŤbbet fogunk belătni, kĆt irănyban is Ćlesątve az ăllątăst ElŞszŤr megmutatjuk, hogy > TŤbbet fogunk belătni, kĆt irănyban is Ćlesątve az ăllątăst. ElŞszŤr megmutatjuk, hogy

• 411/−11 : < nek bizonyątăsa azon mčlik, hogy sikerĄlt megmutatni, a ĂkielĆgąthetŞsĆg" problămăja > nek bizonyątăsa azon mčlik, hogy sikerĄlt megmutatni, a ĂkielĆgąthetŞsĆg" problĆmăja

• 414/5 : < : Feynman Lectures on Computation. Addison-Wesley, 1996. > : Feynman Lectures on Computation. Addison-Wesley, 1996.

• 414/−10 : < > Hainzmann J. { Varga S. { Zoltai J.: Elektronikus ăramkŤrŤk. Nemzeti TankŤnyvkiadć, Budapest, 2000.

• 414/5 : < Hajćs GyŤrgy: A geometria alapjai. Nemzeti TankŤnyvkiadć, Budapest, 1999. > Hajćs Gy.: A geometria alapjai. Nemzeti TankŤnyvkiadć, Budapest, 1999.

• 415/8 : < > Kovăcs F. F.: Az informatika VLSI ăramkŤrei. Păzmăny Egyetem Elektronikus Kiadć, 2004.

• 416/−11 : < SzĆkelyhidi Lăszlć: ErdŞs JenŞ vălogatott elŞadăsai. Debreceni Egyetem Matematikai IntĆzet, 2004. > SzĆkelyhidi L.: ErdŞs JenŞ vălogatott elŞadăsai. Debreceni Egyetem Matematikai IntĆzet, 2004.